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Kapitel 1:
Grundlagen



1.1 Aussagenlogik



Elementare Aussagenlogik

Definition 1.1.1  Eine Aussage ist eine Behauptung, die entweder wahr oder falsch
ist. (Aristoteles)

Bsp. 1.1.1
m  A: Bonn ist eine Stadkt.
B: Kéln ist ein Dorf.
C: Koln ist groBer als Bonn.
D: Kéln ist eine Stadt.
E: Nachts ist es kalter als drauBen. (?)



Elementar-
verknupfungen

Negation
Disjkunktion

Konjunktion

Verknupfungen von Aussagen

Durch Verkniipfung konnen neue Aussagen gebildet werden.

'NICHT': —A.

Bonn ist nicht eine Stadt. (Bonn ist keine Stadt.)
'ODER': AV B.

Bonn ist eine Stadt oder Koln ist ein Dorf.
'UND': AA B:

Bonn ist eine Stadt und Koln ist ein Dorf.



Formale Definition: Wahrheitstabelle

Definition 1.1.2  Fiir zwei Aussagen U und V' definiert man

u w W F F
V w F W F
W

-U | F F w

uvv|iw W W F

UAv| W F F F




Aquivalenzverkniipfu ng

U W W F F
% W F W F

Definition 1.1.3
(<) veviw F F w

Sprechweise: U ist notwendig und hinreichend fiir V.
U ist aquivalent zu V.

Bsp. 1.1.2
m A< - B (Wahrheitswert: W)
m — A& B (Wahrheitswert: W)
m A& B. (Wahrheitswert: F)



Implikationsverknipfung

U [W W F F
vV |W F W F

Definition 1.1.4
(=) u=sviw F w w

Sprechweisen: U ist hinreichend fiir V.
U impliziert V.

Bsp. 1.1.3

m A = - B. (Wahrheitswert: W)
m A = B. (Wahrheitswert: F)
m B = A. (Wahrheitswert: W)



Definition 1.1.5

Bsp. 1.1.4

Aussageformen und Tautologien

Aus Aussagevariablen enststehen durch Verknipfung und
Klammerbildung Aussageformen z.B.

~((UA V) = -W).

Aussageformen mit Wahrheitswert W (fiir beliebige
Wahrheitswerte der Variablen) heiBen Tautologien.

A=A

AV —A

(A= B) & (-B = —A)
(A= B) < (-AVB)
-(AVB)< (mAAN-B)
-(AAB) < (-mAV —B)



Nachweis: Wahrheitstabelle

- A |W F
Beispiel 1

'SP AsA[W W
A |w F
Beispiel 2 -A F W
AV-A | W W

A W W F F

B W F W F

Beispiel 4 A= B W F W W

-AV B W F W W

A=B)o (CAVB) [W W W W




Logisches Schliessen

Bsp. 1.1.5 Bonn ist eine Stadt und Kéin gréBer als Bonn. Also ist Kéln kein

Dorf.
Struktur
Pramisse 1: A
. |:an.1|sse A: Bonn ist eine Stadt
= Pamisse 2: C B: Koln ist ein Dorf
m Pramisse3: AANC=D C:  Koln ist groBer als Bonn
m Pramisse 4: D = —B D: Koln ist eine Stadt
m  Konklusion: —B.

Benutzt AACA(AAC=D)A(D=-B)=-B
Tautologie



Gegeben
Folgerung

Schreibweise

Definition 1.1.6

Ubung

Glltiges SchlieBen

Pramissen (P1), (P2),...,(Pn)
(Aussageformen)

Konklusion (C)
(Aussageform)

(P1), (P2),-..,(Pa) = (C)
Ein Schluss heiBt giiltig, falls
(P)A(P2)A---A(Pp) = (C) Tautologie
eodizee). Wenn es Supermann gibt und er ein guter Held ist,
(Theodizee). W S ibt und i Held i

verhindert er alles Ubel. Da es Ubel in dieser Welt gibt, gibt es
Supermann nicht, oder er ist kein guter Held.



1.2 Naive Mengenlehre



Definition 1.2.1

Schreibweisen

Beschreibung
von Mengen

Bsp. 1.2.1

Naive Mengenlehre

'Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten
wolhunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens.’ (G. Cantor, 1845-1918)

ac€ A 'aistein Element der Menge A’
ag A ’aist nicht ein Element der Menge A’

A={as,a,...} (Aufzihlung)
A = {a] a hat Eigenschaft a} (Eigenschaft)

M = Teilnehmer des Tutoriums = {Anna, Hans, ... }
G = {z| zist ein Vielfaches der Zahl 7} .

X = {x|x = x} (All-Menge)

0 :={x € X|x # x} (Leere Menge)



Definition 1.2.2

Teilmenge
Gleichheit
Vereinigung
Durchschnitt
Komplement

Potenzmenge

Mengenalgebra - Grundoperationen

ACB: e (xeA=xeB)
A=B: & (ACBABCA)
AUB:={x|x € AV x € B}

ANB:={x|x e AAx € B}
A\ B:={x|xe AAx & B} ‘
P(A) = {MM c A}

&

(Bel. Erweiterbar durch Verschachtelung)



Rechnen mit Mengen - Beispiele

() C A fiir jede Menge A
. Distributivgesetz AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

I. De Morgan'sche
Regel A\ (BN C)=(A\B)U(A\ ()

Beweis:

x€0=x€A

Beweis:

(x€eAAN(KxeEBVXxECQ

S

(xEAAXxEB) V(xEAAXxE Q)
Beweis:

(x € A)AN =(x € BAXx € C)

<
(xEAAXEZB)V(xEAAXxEZCQO)

Ubung: Anwendung von de Morgan
A = Weinliebhaber, B = Biertrinker, C = Milchbubis



Karriereplanung nach de Morgan ...

Media and Identity

& 2005 Tary Mockier, uBri3@und ca

Values

Created using the anfine Creafe-A-Venn system af www wenndiegram.com




Definition 1.2.3

Bsp. 1.2.2
Definition 1.2.4
Bsp. 1.2.3
Definition 1.2.5

Bsp. 1.2.4

Cartesisches Produkt und Relationen

Das Cartesische Produkt zweier Mengen A und B ist die
Menge
Ax B={(a,b)|ac A be B}

Studenten x Dozenten =: Uni
Eine Relation von A auf B ist eine Teilmenge R C A x B.

R ={(S,D) € Uni| S hort Vorlesung bei D}

Eine Relation R C A x A heift

symmetrisch, falls (a,b) € R = (b,a) € R
transitiv, falls (a,b) € R A (b,c) € R= (a,c) € R.
reflexiv, falls (a,a) € R fiir alle a € A

R = {(s,s’) € Studenten x Studenten|s ist verliebt in s’}
R ={(s,s") € S x S|s kommt aus demselben Dorf wie s’}
R ={(s,s") € S x S|s hat (echt) gréBere FiiBe als s’}



Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilungen

Definition 1.2.6  Eine symmetrische, transitive und reflexive Relation auf einer
Menge A heiBt Aquivalenzrelation.

Bsp. 1.2.5 R={(s,s') € S x S|s kommt aus demselben Dorf wie s'}

Definition 1.2.7  Eine Klasseneinteilung einer Menge A ist eine Zerlegung von A
in disjunkte Teilmengen, d.h. Z = {A;,i € I}, A; C A, so dass

A= JAi, wobei Ai = A; falls A; N A; # 0.
i€l

Bsp. 1.2.6 S=JS;, S; = Studenten mit SchuhgréBe i.



Satz 1.2.1

Bew:

Definition 1.2.8

Bsp. 1.2.7

Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilungen

Fiir eine Aquivalenzrelation R auf A bilden die Mengen
Ai={a€ A|(a,i) € R}, i € A eine Klasseneinteilung.

1)i€ A (Refl) = ;e s Ai = A.

2) Falls Ai Aj # 0, dann ex. a € A: (a,i) € R und

(a,j) € R=(i,a) € R (Symm.)

= (i,j) € R (Trans.)

= A; C Aj, denn falls (j,a) € R = (i,a) € R (Trans.)

(Analog) = A; C A;,

dh. A=A, falls AN A # 0. g.ed.

A; ist eine Aquivalenzklasse, i ist ein Reprasentant der Klasse
A;.

S=US;:, Si = Studenten mit SchuhgréBe i.



Definition 1.2.9

Bsp. 1.2.8

Bsp. 1.2.9
Bsp. 1.2.10

Definition
1.2.10

Einschub: Pradikate und Quantoren

Ein Pradikat auf einer Menge A ist eine Aussageform mit den
Mengenelementen als Variablen.

Menge S (Studenten), Pridikat P: 'Kommt aus Bayern’
Mit Pradikaten auf Mengen kann man neue Existenz- bzw.
Allaussagen formulieren.

Alle Studenten kommen aus Bayern: vs P(s)
se

Es existiert mindestens ein Student aus Bayern: 3 P(s)
seSs

Die Symbole ¥ heiBien der All-Quantor, bzw. 3 der

Existenz-Quantor. Alternative Schreibweisen \ bzw. \/

Wahrheitswerte sind definiert gemal

SZ’SP(S) = (P(Sl)/\ P(Sl)/\ P(S3))

2 P(s) < (P(s1) V P(s1) V P(s3)...)



1.3 Zahlen



Die Menge N der naturlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere
ist Menschenwerk.’ L. Kronecker (1823-91).

Definition 1.3.1 Die Menge der natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} ensteht
durch sukzessives Hinzufiigen ('Addition’) von '1’".
Bemerkung No={0}uN={0,1,2...}
Zulassige
Operationen
Addition m+n=m+1+1+1+---+1 (n Mal)
Multiplikation m-n=m+m+m+---+ m (n Mal)
Vergleich m>n< (esex. ein /€ Nmit m=n—+1)



Subtraktion
in No

Definition 1.3.2

Beispiel

Zulassige
Operationen

Bemerkung

Die ganzen Zahlen Z

wird definiert via (m—n=1) < (m=n+1),
falls m>n

1)(z€Z) < (esex. myn € N so dass 'z’='m-n’)
2)(z1i=2z) < (esex. einl € Ng: my =my+1/undny =ny+1)

'2-5'="1-4'="97-100'="0-3'= "-3’

Addition, Multiplikation, Vergleich,
Subtraktion

(-1)#(-1)="0-1'x'0-1'= "(0 % 0+ 1 % 1)-(0 % 1 + 1 % 0)'="1-0'=1.



Die rationalen Zahlen Q

Division  wird definiert via (p+r=gq) < (p=qx*r),
in Z falls r Teiler von p

Definition 1.3.3 1)(q € Q) & (esex. p,r € Z so dass 'q'="p=r’)
2)q1=q) < (esex. eint €Z: py=pyxtundr =rx*t)

Beispiel '12+30="6 + 15" =2 + 5'= "2’

Definition (¢=2>0)< (m-n>0)
> (1> ) & (1 —q2>0)

Zulassige Addition, Multiplikation, Vergleich, Subtraktion
Operationen Division



Beobachtung

Beispiele

Satz 1.3.1

Bew:

'Unvollstandigkeit’ der rationalen Zahlen

Es gibt physikalische GroBen (dh. Absténde, Flacheninhalte ... ),
die nicht in Q liegen.

7 (Flacheninhalt des Kreise mit Radius 1)
V2 (Diagonale im Quadrat mit Seitenlinge 1)

Die Zahl +/2 ist nicht rational (v/2 & Q).

Widerspruchsbeweis: Falls V2 = §, so kénnen wir den Bruch so

weit kiirzen, dass p und q teilerfremd sind.
2

Folglich (Quadrieren) 2 = %, d.h. p? = 2q?, somit ist p? eine

gerade Zahl. Also muss p selbst gerade sein, denn sonst wére p?
ungerade. Also ist p = 2r mit einem r € N. Also
2q% = (2r)? = 4r?, und (Kiirzen) somit q*> = 2r?, d.h. ¢* ist

ebenfalls gerade, somit auch q selbst, d.h. g = 2s mit einem
s € N. Ingseamt erhalten wir also, dass g = % was nicht
teilefremd ist, also Widerspruch. g.e.d.



1.4 Die rellen Zahlen



Beobachtung
Beispiele

Ansatz

Beispiel: 7

Definition 1.4.1
(Intuitiv)

Bemerkung

Die reellen Zahlen R

Es gibt physikalische GroBen (dh. Absténde, Flicheninhalte ... ),
die nicht in Q liegen.

V2 (Diagonale im Quadrat mit Seitenlange 1)
7 (Flacheninhalt des Kreise mit Radius 1)

Approximation durch rationale Zahlen.

Eine reelle Zahl r € R ist eindeutig als 'groBte untere Schranke’
einer geeigneten Teilmenge M C Q definiert.

R ~ 'Zahlengerade’



Approximation durch Intervallschachtelung

Bsp. 1.4.1
s=+v2=?
3
1. Schritt <2 =1<s -
S P850 —s<D = s €]1,2[=]ay, bi].
2. Schritt m = biter — 3 (Intervallmittelpunkt)
, 27
m = ? >2=s<m=S=5 6]31, m1[::]ag,b2[
3. Schritt m, = 22 = 2 (Intervallmittelpunkt)
125
mg = H <2=>s>m=s E]mz, b2[=:]23, b3[

4. Schritt ms; = @ = L (Intervallmittelpunkt)

mg = % >2=s<m=s 6]33, m3[::]a4, b4[
nach 4
Schritten s €)%, B[=]1.25,1.375] | (s~ 1,26).




Definition 1.4.2  Sei A eine Menge, dann heiBt
(a1,a2,a3,- - ) EAXAXA---

eine Folge in A. Falls A= Q so heiBt (an)nen eine (rationale)
Zahlenfolge.

Definition 1.4.3  Eine (rationale) Zahlenfolge (a,) heiBt monton wachsend, falls
an+1 > ap Vn € N und monton fallend, falls a1 < a,Vn € N.

Definition 1.4.4  Eine (rationale) Zahlenfolge heiBt Nullfolge, falls

1
VMeN dINeN: Vn>N: |an|§M.

.. . . q falls g > 0
Bemerkung Fiir g € Q ist |q| := { g fallsq < 0.

BSp. 142 a,= (_1)"%, b, = ot

n?+1-

Bemerkung Def. 1.4.4 < '(a,) schlieBlich beliebig nahe bei Null.’



Satz 1.4.1
Lemma 1.4.1

(Exkurs tiber Nullfolgen)

Die Summe von zwei Nullfolgen ist eine Nullfolge.
Vp,qeQ: |p+q| < |p|+ |q| (‘Dreiecksungleichung’).

(Fallunterscheidung)

p,g>0: |p+ql=p+qg

p,g<0: |p+tqgl=-(p+q)=(-p)+(=q)=Ipl+Iql V
p>0,¢g<0,p+qg>0:

lp+al=p+q=Ip|—Ilq| <Ip|+lq]

p>0,9g<0, p+g<Oo:
lptal=—(p+tq)=-p—qg=lql—Ip[<I|p[+]q] V qed

Sei M > 0 und Ny : |a,| < ﬁVn > Ny bzw.
N2 : |af,| S ﬁVn Z N2.
= |an + a)| < |an| + |a)] < 557 + 557 = % V0 = max(Ny, Np).
g.ed.



Intervallschachtelungen

Definition 1.4.5 Eine Menge der Form
{geQlg>anqg<b}=:[ab]
heiBt ein (rationales) Intervall.

Definition 1.4.6  Eine Folge von (rationalen) Intervallen ([an, b)), heiBt
(rationale) Intervallschachtelung, falls
1) b, — a, ist eine Nullfolge
2) 3N ENVYn> N: (aps1 > an) A (bps1 < by).

(an) 'schlieBlich monoton wachsend’

Bemerkung - 2) (:){ (bn) 'schlieBlich monoton fallend’.



Definition 1.4.7

Bemerkung

Satz 1.4.2

Bew:

Eine Intervallschachtelung ([an, bn]) heiBt

1) positiv, wenn 3N € N,¥n> N : a, > 0,

2) negativ, wenn 3N € N,¥n> N : b, < 0.

3) und andernfalls heiBt ([an, by]) null-kongruent.

1) & '([an, bn]) > 0" < (an) 'schiieBlich positiv'.
2) < ([an, bn]) < 0’ < (b,) 'schlieBlich negativ’.

Falls ([an, bn]) null-kongruent, so sind (a,) und (b,) Nullfolgen.

Fiir Nq hinreichend groB ist (ap)a>n, monoton wachsend und
(bn)n>n, monoton fallend. Somit muss auch gelten, dass

a, < 0Vn > Ny, denn andernfalls ware wegen der Monotonie
von (an)n>n, die Intervallschachtelung positiv. Analog gilt, dass
b, > 0Vn> Ni.

Sei M >0, dann ex. Ny >0, s.d. |b, — an| < 5 Vn > N,.
Folglich gilt fiir alle n > max(Ny, No):
|a"|:_angbn_an:|bn_an| S% QEd



Definition 1.4.8

Rechnen mit Intervallschachtelungen

Es seien ([an, bn]) bzw. ([a, b,]) Intervallschachtelungen. Dann
definiert man +, —, - und + wie folgt

([an, bn]) + ([ah, br]) == ([an + &}, bn + b))

([an, bn]) — ([an, br]) := ([an, ba]) + (=([a7, B1]))
mit —([an, bn]) := ([=bn, —an])

([ans bn]) - ([a,, B}]) =

([an - ah, by - L)) falls ([an, bn]) > 0, ([a,, bj]) >0
—((=([an: ba])) - ([}, br]))  falls ([an, ba]) < 0, ([a, by]) > 0
—(([an, bn]) - (=([a5,, 1)) falls ([an, ba]) > 0, ([a,, by]) < O
(—([an, ba)) - (=([an, b7]))) ~ falls ([an, ba]) < O, ([af,, by]) < O

([0,0]) sonst.

Falls ([an, bn]) nicht null-kongruent, dann
([an, ba]) + ([3'2,[85,]; ::(([a;, b]n)]) -;[Z'm(l[’ﬁ,]):]) .
H JANYVA AT R ;1_15 a;_l alls a;n //v >
mie (e o= { U0 G ) B <o



Satz 1.4.3  Fiir zwei Intervallschachtelungen ([an, by]), ([2}, bl]) sind

Bew:

([an, bn]) + ([ah, bp]), ([an: ba]) = ([a, bL]) und

([ans bn]) - ([a,, b}]) wieder Intervallschachtelungen.

Falls ([a',, bl]) nicht null-kongruent, sind ([a’,, b}])~! bzw.
([an, bn]) = ([a}, b})]) wieder Intervallschachtelungen.

Fiir "+’:

(an) schlieBlich monoton wachsend, (a!,) schlieBlich monoton
wachsend = (a, + a),) schlieBlich monoton wachsend. \/
Analog: (b, + b},) schliesslich monoton fallend. +/

Ferner: (b}, + bp) — (a, + an) = (bn — an) + (b, — an) Summe
zweier Nullfolgen, also wieder Nullfolge. \/

Fiir '—":

Beh.: —([an, bn]) = ([—bn, —an]) ist eine Intervallschachtelung,
denn (b,) schlieBlich /, daher (—b,) schlieBlich N\, Analog ist
(—an) schlieBlich ™. AuBerdem (—a, — (—bn)) = by, — an
Nullfolge +/.

= ([an, bn]) — ([a5, bp]) == ([an, bal) + (=([a7, BL])) ist
Intervallschachtelung.



Bew: (Forts.)

Fiir *-': 1. Fall: ([a,, bs]) > 0 und ([a},, b}]) > O:
(an) schlieBlich , und positiv, (a},) schlieBlich /* und positiv

/ _ / _
ant1-dppy = an'an+1+(an+1_aI7) n+1 > ap-a n+1 =2 ap-a,,

= (a, - a},) schlieBlich /; ...und (b, - b)) schlieBlich . v
Ferner gilt wegen schlieBlich 0 < a, < b, < und (by) \,, dass
0<ap<b,<byVn> Ny,
bzw. analog
0<a,<b,<byVn>N,
D.h
Vn > max(Ny, No) ist max(an, bs, a),, bj,) < max(bp,, b;VZ) =: B.

Gegeben M >0 : Wahle Le N, L >2M - B und N3, Ny € N,
s.d. |bp — an| < % Vn> Ns, |b, —a| < % Vn > Ny.Dann gilt fiir
alle n > max(Ny, Na, N3, Ny)

0 < byb), — apal, = bp(b, — a},) + a,(by — a,)
2B 1



Bew: (Forts.)

Fiir '-': Falle 2)-4): Riickfiihrung auf den Fall 1) unter
Verwendung von '—". \/

5. Fall: Falls ([an, b)) oder ([a),, b})]) null-kongruent:
([an, bn]) - ([a,, bL]) := ([0, 0]) Intervallschachtelung +/

Fiir '=":

Zeige fiir ([an, bn]) > 0 gilt: ([an, ba]) 7t := ([b; L, a,Y]) ist eine

Intervallschachtelung:

Da schlieBlich 0 < (a,) /", ist (3) schlieBlich ™. Analog (4-)

schlieBlich . v/

Fiir Nullfolgeneigenschaft der Intervallbreiten: SchlieBlich gilt
0<A:i=an <ap<b,

Und somit schlieBlich auch

1 1 b, —a 1 1 1

- - = "< (b, —a,) < — < —.
o b ab —mbha s sy

Die anderen Falle von + folgen hieraus durch Verwendung von
“"und '—". g.ed.



Definition 1.4.9  Zwei Intervallschachtelungen ([an, bs]) und ([a),, b}]) heiBen
kongruent, falls (b}, — a,) eine Nullfolge ist. Schreibweise:

([an, ba]) ~ ([a5, BL])-

Satz 1.4.4 Die Kongruenz ~ definiert eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der rationalen Intervallschachtelungen.



Bew: (Satz
1.4.4)

Reflexivitat

Symmetrie

Transitivitat

Vv
Falls ([ap, ba]) ~ ([}, b}]) < b}, — a, Nullfolge. Dann

bn_a;7 = bn_an+an_b;+b2—az = (bn_an)‘f'(an_b:,)"‘(bz—a;)

Also b, — al, Summe dreier Nullfolgen = Nullfolge.
= ([a, by]) ~ ([an, bn]) v
Sei ([an, bn]) ~ ([ap, by]) und ([ay, by]) ~ ([ay, by1), dann

1 /1 / / / /
b, —a,=b, —a,+ a,— b, + b, — an

Also b}l — a, Summe dreier Nullfolgen = Nullfolge.
= ([aﬁ,’, b;,/]) ~ ([ana bn]) q.e.d.



Definition
1.4.10

Bemerkung

Bemerkung

Bemerkung

Die Menge der ~-Aquivalenzklassen von Intervallschachtelungen
heiBt Menge der reellen Zahlen R. D.h. jede
Intervallschachtelung ([an, by]) definiert eine reelle Zahl gemaB

reR e r={(1a, )| (2} b4]) ~ ([an bu])}

Schreibweise r = {([an, by])} bzw. r = ra, b,)-

Jede Intervallschachtelung ([an, bn]) reprasentiert eine reelle

Zahl r € R, wobei zwei verschiendene Intervallschachtelungen
dieselbe reelle Zahl r € R reprasentieren genau dann, wenn sie
zueinander kongruent sind.

Die rationalen Zahlen sind in R reprasentiert durch die
konstanten Folgen von einpunktigen Intervallen, d.h.

g={(lg.aD)} =rqq €ER VgeQ
Somit gilt inbsesondere Q C R.



Satz 1.4.5

Bew: (Am
Beispiel '+')

Die Operationen +, —, -, + aus Definition 1.4.8 sind vertraglich
mit der Kongruenz ~, d.h. falls ([an, bn]) ~ ([An, Bn]) und
([an, ba]) ~ ([A%, B). so gilt

([an, ba]) + ([an: bp]) ~ ([An, Bu]) + ([Ar. BL)).
Entsprechend fiir —, - und, falls ([a],, b\]) # [0,0], fiir +.

Zu zeigen: ([an, by]) + ([a), b)) ~ ([An, B]) + ([}, BY)), falls
([an, bn]) ~ ([An, By]) und ([a}, bj]) ~ ([A%, Bl)

([an, bn]) + ([a5 bpl) = ([an + a, bn + br]),

([An, Ba]) + ([An: Br]) = ([An + Ar, B + Br])
(Bn+B,)—(an+ap) = (Ba—b1)+ (B, — b},)+(bn—an)+ (b, +ap)
Summe von vier Nullfolgen = Nullfolge = Behauptung. /



Definition Die Addition + wird auf R definiert durch
1.4.11
r+r" :={la,+ a},, by + b},

wobei
r={(lan bal)} 1" ={([an: b))}
Bzw. in Kurzform
Nap,by) T Nat,by) 7= Nap+al,bytby)-

Analog: Subtraktion r — r’, Multiplikation r - r' und, sofern
r' # ro,0), Division r = r" auf R.



Bemerkung

e

Bemerkung

In Kurzschreibweise erhalten wir somit

Man,ba) T Map.by) *= Nanta),butby)

Man,bn) = Map,by) *= Man—by,ba—ay)

Nap-al by-byy  falls schl. (a;) > 0,(a},) >0

Nan- b!,,a%-by) falls schl. (bn) < 0, (857) >0
Namby) * Ma bty "= Hal-by,ap-try falls schl. (by) >0, (a}) <0

Mby-bl,apary  falls schl. (by) < 0,(a),) <0

I’(070) sonst.
Falls r(a,’,,b,’,) 7(/ r(o_o) dann
1

Mamsb) = M@ bt) 7= Manbr) * (Manby))

. -1
mit (Faney) = M(by) (a1

Diese Definition setzt bekannten Operationen von Q auf R fort,
d-h. rig.q) + Nq'.a) = Mg+a.q+a) €tc firq,q' € Q.



Satz 1.4.6 Auf(R,+,-) ist ein Kdrper, d.h. es gilt
1) (Assoziativgesetz fiir +)
(n+n)+n=n+(n+n) Yn,n,rekR
2) (Kommutativgesetz fiir +)
n+n=n+n Vn,neR
3) (Neutrales Element fiir +): Mit 0 := rg o) gilt fiir alle
reR:r+0=r VreR
4) (Inverses Element fiir +): Zu jedem r € R ex. ein r' € R mit
r+r' =0
5) (Assoziativgesetz fiir -)
(I‘l . I‘2) cr3=1r- (r2 . r3) Vrl, r,r3 e R
6) (Kommutativgesetz fiir -)
n-nr=rn-n Vr,neR
7) (Neutrales Element fiir -): Mit 1 := r( 1y gilt fiir alle
reR:r-1=r
8) (Inverses Element fiir -): Zu jedem r € R\ {0} ex. ein ¥ € R:
r-r=1
9) Distributivgesetz
n-(n+n)=n-n+n-rn Ya,nnrckR



Bew: 1) -3) (Nachrechnen) /

4): Zur = rg, b, S€ir'=—r=r_p, _a). Dannist
r4r" = ra,—b, by—an) = 0,0 =0,

weil ([ap — bn, by — an]) ~ ([0,0]). v/
5) = 7) (Nachrechnen) +/

8) Zur =(an;bn) =~ 0 sei ¥ = I’(b;l
r-fF= r(i,, bl) = r(l,l)r

bp’an

denn ([32, 2]) ~ ([1,1]) (Ubung).

9) (Nachrechnen) \/ g.ed.

arty, dann ist

Bemerkung  Die Konstruktion von R als Zahlenmenge mit Rechenoperationen
ist damit fertiggestellt. Wir studieren noch einige Eigenschaften.



Definition

1) Fiir r = r(a, b,y iSt —r := r_p, —a,)-

1.4.12  2) Eine reelle Zahl r = r,, 1,y heiBt nicht negativ falls ([a,, b))

positiv oder null-kongruent ist. Falls ([a,, by]) > 0 heisst r
(strikt) postiv. Schreibweise: r > 0 bzw. r > 0.

3) Wir sagen fiir r,r' € R, dass r (strikt) groBer als r ist, falls
r—r" >0bzw. r—r' >0.
Analogr<r & r —r>0undr<r :r —r>0

4) Der Absolutbetrag |r| eine reellen Zahl ist definiert durch
Ir| = r  fallsr>0 oderr=0
a r  sonst.

5) Der Abstand zweier reller Zahlen ist definiert als
d(r,r'):=|r—1r|

6) Eine reelle Zahlenfolge (ap)nen mit a, € R heiBt Nullfolge,

fallsVM € N: 3N € N : VnZN:|an|§ﬁ.



Definition
1.4.13

Satz 1.4.7
(Vollstandigkeit
von R)

Vollstandigkeit von R

1) Eine Menge der Form
{reR|g>anqg<b}=:]ab]

mit a, b, € R heiBt ein relles Intervall.
2) Eine Folge von reellen Intervallen ([an, by]),_ heiBt reelle
Intervallschachtelung, falls

i) b, — a, ist eine Nullfolge

i) ¥YneN:(ant1 > an) A (bpt1 < bp).

Eine reelle Intervallschachtelung hat genau einen inneren
Punkt, d.h. es ex. genau ein r € R, s.d.

ﬂ [an, ba] = {r}

neN



Lemma 1.4.2

Bew:

Bew: (Satz
1.4.7)

SeireRund M >0. Dannex. g, € Qmitq>rundq <r
und d(q,r) < & bzw. d(q',r) < 4.

(Ubung)

Existenz:
1) Falls AN e N:V¥ne N : b, = by = by € (,cnlan, bn)
2)ANeN:Vne N:a,=an = an € [,enlan, bn)
3) Andernfalls wihle aus der Folge ([an, bn])nen unendlich viele
Folgeglieder von Intervallen, die paarweise strikt ineinander
enthalten sind. Die Durchschnittsmenge samtlicher ausgewahlter
Intervalle ist identisch zur urspriinglichen Durchschnittsmenge.
Somit kann man in Fall 3) 0.B.d.A. davon ausgehen, dass (a,)
strikt monoton wachsend und (b,,) strikt monoton fallend sind.
Also apy1 —an > 0 und b, — byy1 >0 Vn e N. Mit obigem
Lemma findet man «,, B, € Q, s.d.

an < ap < apgr bzw. by, > B, > bni1.
Somit gilt fiir alle k € N: r,, 5,) € [ak, bk].
Folglich auch r(a, g,y € Nkenlaks bi]
Eindeutigkeit: (Ubung) g.e.d.



1.5 Teilmengen in R



Definition 1.33

Satz 1.10

Infimum und Supremum

1) Eine Menge M C R heiBt nach oben bzw. nach unten
beschrankt, falls ein u bzw. o existieren, so dass

u<mVmeM bzw. o>mVme M.

In diesem Fall heiB u bzw. o eine untere bzw. obere Schranke
von M. Schreibweise u < M bzw. o > M. Falls u < M und
M < o fiir u,0 € R, so heift M (beidseitig) beschrankt.
2) Es sei M C R eine nach unten beschrinkte Menge und
u < M u heiBt Infimum von M, falls es eine gréBte untere
Schranke von M ist, d.h. falls gilt

t<M=u<u.
Schreibweise u = inf M. Analog Supremum o = sup M, falls o
die kleinste obere Schranke von M.
3) Eine Zahl u heiBt Minimum von M, falls u = inf M und
u € M. Schreibweise u = min M. Analog o = max M, falls
o=supM und o € M.

Jede nichtleere nach unten beschr. Menge M C R hat ein
Infimum.



Lemma 1.3

Bemerkung

Bew: (Lemma)

Fiir M C R, sei (un)nen eine Folge mit u, < M¥n € N. Falls
u € R mit (u, — u) Nullfolge, so gilt auch u < M.

(up — u) Nullfolge := (u,) 'konvergiert gegen u’ (Spiter).
Sei m € M. Angenomen u > m, dann ex. K >0, s.d.
u—m> .
Seine N, sd. |u, —u| < % dann
Up—m=u,—u+u—m>u—m-—|u,— u
1

Zu—m—ﬁ(u—m):%(u—m)>0,

also u, > m, im Widerspruch zu u, < mVm &€ M. g.ed.



Bew: (Satz
1.10)

(Konstruktion durch Intervallschachtelung.) Es sei u < M und

m € M. Setze h = [u, m] =: [u, m]. Sei s; = “5™.

— Falls s; < M, setze [s1, m] =: b =: [u2, my].

— Falls sy £ M, dann existiert ein my € M : my < s;. Dann setze

[ul, m2] = I2 = [U2, m2]

In beiden Fillen:

bh=[uw,m]Ch, meM, <M, m—u< %(ml — uy).

Iteration des Verfahrens — Folge (1, = [un, Mp]|)nen mit

1) /n+1 - /n

2) Lange(lp1) < (3)" Lange (h)

Nu, <M, m,eM

Aus 1) & 2) = (l,) ist eine Intervallschachtelung.

(Vollstindigkeit von R) = es ex. genau einr € (), /.

(Ubung:) (u, — r) und (r — m,) sind Nullfolgen.

- (Lemma) = r < M. /

— r ist gréBte unt. Schranke: Falls ex. &t > r mit i < M, dann

wéhle my, s.d. r — m, < (& — r). Dann gilt
b—mp=0—r+r—m,> %(ﬁ—r)>0

also i1 keine obere Schranke von m, d.h. Widerspruch. \/ q.e.d.



Bemerkung

Satz 1.11

Bew:

Satz 1.12

Bew:

Satz 1.13

Bew:

Die Analoge Aussage gilt in Q nicht: Bsp.
M={qeQlqg>0Aqg*>2}.

Fiir nach unten beschrinktes M C R ist u = inf M genau dann,
wennu < M undVe>0:dme M: m<u+e.

'=": Widerspruchsbeweis: Fals 3¢ > 0, s.d

u+e< mVme M= i = u+ e ist eine gréBere untere
Schranke von M, also u # inf(M), Widerspruch.

'«=": Widerspruchsbeweis: Falls es. ex. eine gréBere untere
Schranke 0, so ist mit é = 254 u+ e < 0 < mVm € M, d.h.
Am e M: u+ e > m. Widerspruch.

Das Infimum einer Menge M ist eindeutig bestimmt, d.h.
r=inffMund¥=infM = r=F.

r=inffMund?¥<M=r>F AnalogF>r.=r=F.

Fiir M C R sei =M := {—m|m € M}. Dann gilt
inf M = — sup(—M).

(Ubung)



Intervalle

Definition 1.34  Eine Menge | C R heiBt Intervall, falls fiir alle a,b € I, r € R
gilt:
a<r<b=rel.

Satz 1.14  Ein beschrinktes Intervall | C R ist von der Form
I)[a,b]:={reR|a<r<b}
2)]a,b[:={reR|a<r<b},
3)[a,b[:={reR|a<r< b} oder
4)la,b] :={reR|a<r<b}
mit a=infl und b=supl.

Bemerkung  Andere Schreibweise fiir 2)-4): (a, b), [a, b) bzw. (a, b].
Bemerkung 1)1 ’abgeschlossen’, 2) | 'offen’, 3) & 4) | "halboffen’.

Bemerkung  Im einseitig beschrinkten Fall gilt analog
I =]a,oc0[={r e R|r>a}, | =]oo,b] ={r e R|r < b} etc.



Bew:

Bemerkung

Seia=infl und b =supl.

Fall 1): Falls a € | und b € | gilt somit auch [a, b] C I.
Angenommen es ex. s € | aber s < a, so ist a keine untere
Schranke von |, Widerspruch. Analog gibt es kein s € | mit
s>b.=1=]a,b]

Fall 3):

Fallsa € | und b ¢ I, so gilt gibt es fiir alle hinreichend kleinen
e>0einb €l mit b >b—¢, und somit [a,b] C I. Also gilt
fiir alle r > a und r < b, dass [a, r] C I, also schlieBlich auch

[a, b[C I. Ferner gibt es kein s € | mit's > b, weil b sonst b  I.
AuBerdem b ¢ | nach Voraussetzung = | = [a, b|.

Die verbliebenen 2 Fille analog. g.ed.

Insbesondere ist ein beschranktes Intervall abgeschlossen genau
dann, wenn inf | = min | und sup! = max/. In Fillen 2) — 4)
existieren min | oder max | nicht, inf | und sup | schon.



Definition 1.35

Satz 1.15

Bew:

Satz 1.16

Bew:

Exkurs: Abzahlbarkeit

Eine Menge A heiBt abzahlbar falls eine Folge (a,)nen in A ex.
mit A C U,en{an}. Die Folge (a,) ist dann eine Abzahlung von
A. Eine nicht abzihlbare Menge heiBt liberabzahlbar.

Die Menge Q ist abzahlbar.

Mit g = i—; reicht eine Abzahlung aller Zahlenpaare

(21, z2) € Z x Z. Hierfiir startet man z.B. einen Roboter in (0, 0)
der stets auf das nichste noch nicht besuchte Feld zu seiner
Linken bzw. sonst geradeaus springt.

Die Menge R ist iiberabzihlbar.

Es reicht, die Uberabzihlbarkeit von [0,1] zu zeigen. Jedes
r € [0,1] ist eindeutig als r = p1 -3+ p2- 2+ p3s + -+
représentiert, wobei p; € {0,1}. Gegeben eine beliebige Folge
(r{™)pen mit r(") € [0,1], dann setze
(k) —
Br = (1) );alls pé(k) : 1
alls p,’ = 0.

Fiir? =py- 3+ p2- 3+ pams + -+ €[0,1] gilt dann ? # r(") fiir
alle n € N. D.h. (r\M),c ist keine Abzihlung von [0,1]. gq.e.d.
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Kapitel 2:
Folgen



2.1 Folgengrenzwerte



Definition 2.1

Bsp. 2.1

Definition 2.2

Eine unendliches Tupel (a1, az,as, - ) € R xR x --- heiBt
(reelle) (Zahlen-) Folge. Schreibweisen (ap)nen bzw. (a,).

a, =1

b :{ 1 fallsng {10 k=1,2,...}
n 1 fallsne {10k k=1,2,...}
cn = (-1)"

d,=q" mitqgeR

en = sin(2)

fo = cos(1)

g1:2,gn+1:4%n+1
h1 =2, hy =2, hyy1 = hy+ hy 1

Die Zahl a € R heiBt Grenzwert von (a,), falls (a — a,) eine
Nullfolge ist, d.h. falls
Ve>03dNeN: Ja—a,<e Vn>N.

Schreibweisen lim a, = a bzw. lima, = a bzw. a, — a.
n—o0

Sprechweisen (a,) konvergiert gegen a.



Bsp. 2.2
Bsp. 2.3

Bew:

Bemerkung

Bsp. 2.4

=10 .

ap = n+l Beh. a, — 1.

Seie > 0. Danngi/tﬁ'irn>N—1mitN2%:

_1|_|L_1| |_

|an — al = 52 niT

dennn> N

n+1

Falls es keine Zahl a € R gibt, so dass (a — a,) Nullfolge, so
sagen wir, dass (a,) nicht konvergiert, d.h. lim a,, ex. nicht.

b:{ﬁ falls n ¢ {10 k =1,2,...}
" 1 fallsne {10k k=1,2,...}
= lim b, ex. nicht.
=0 falls |q] < 1
limg"¢ =1 falls g =1
ex. nicht  falls |q| > 1 oder g = —1

limsin(1) = 0,limcos(%) =1



Satz 2.1  Jede Folge kann héchstens einen Grenzwert haben, d.h. falls
an — aunda, — a, dann gilt a= 4.

Bew: (Widerspruchsbeweis) Angen. a # a’, dann ex. ein € > 0, s.d.
l|a—a'| > e Esex. aberneN, s.d. |a—ay <5 und
|a" —a,| < 5, d.h.
la—a| <l|a—a,|+]a,—a| <e
im Widerspruch zur Annahme.

Satz 2.2  Seien zwei konvergente Folgen a, < b,¥n € N oder
a, < b,Vn €N, dann gilt lima, < lim b,.

Bew: (Ubung.)

Satz 2.3 Seien (a,), (b,) und (c,) Folgen mit a, < b, < ¢,¥n € N und
lima, = limc,. Dann lim b, = lima, = limc,.

Bew: (Ubung.)

Bemerkung ’'lima,=a€ R’ & (lima, ex. und lima, = a).



Satz 2.4
(Folgen -
Grenzwertsatz)

Bsp. 2.5

Lemma 2.1

Bew:

Lemma 2.2

Sew: (Satz 2.4)

Falls lim a, und lim b, existieren, dann gilt

lim(a, ® b,) = (lima,) ® (lim b,)

wobei ® = +,— bzw. - bzw. auch ® = —+, sofern lim b, # 0.
5_ st _ _mGiE) L GR) L srys
47 AP0 T Iim(4+2+%) (4+2+3%) 4n?+2n+1

Falls lim a,, existiert, so ist (a,) beschrinkt, d.h. es ex. M € R,
s.d. |ap| < MVn e N.

Fiirlima, =:a,e=1seiNe€N, sd. |a—a,| <1Vn>N .
Falls n > N: |ap| < |a, — a| + |a| < a| + 1.
= |ap| < M :=max(|a1|,--- ,|an|,]a| + 1) =t MVn e N. O

Fiira,b € R gilt |a- b| = |a| - |b].

Fiir ': Sei a, — a, b, — b. Seien |a,| < My; |b,| < Mp; € > 0:
|a-b—ap-by| = |a(b—bp)+bp(a—an)| < My|b—b,|+ Mala—a,|
= |a-b—a,-by| <efalls|b— b, < ﬁ und |a—a,| < ﬁ O




Bemerkung

Lemma 2.3

Bew:

Bemerkung

Bew:

a,, __ lima, H
Fiir den Quotientengrenzwertsatz lim 22 = im B falls lim b, # 0

braucht man noch das folgende Resu/tat

Falls lim a, = a # 0, dann ist auch a/, := ain schlieBlich
beschrankt, d.h. esex. M >0 und N € N, s.d. \ai\ < MVn> N.
Seia, — a#0, dann ist |a| > 0. Wihle ¢ = 12,
Dannex. N €N, s.d. |a—a,| < |%IVn > N.
Ferner |a| = |(a — a,) + an| < | , d.h.
lan| > |a| —|a—an| > |a] — al = |a| = eVn > N.
SOrlnit

an

S%::MVnzN. [l

1
an|
(Inverse Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag). Fiir
a,beR gilt:

[la] = |bl| < [a—b] (x)

lal < |a— b| + b = |a] — |b] < |a — b]
b <|b—a| +a| = [b| — |a| < |a—b] [T )



Satz 2.5 Sei (a,) monoton wachsend und nach oben beschrinkt, d.h.
ant1 > apunda, <A VneN
mit einem gewissen A € R, dann ist (a,) konvergent.

Bemerkung  Analog fiir monoton fallende nach unten beschrinkte Folgen.

Bew: Die Menge {a,|n € N} C R ist nach oben beschrénkt.
(Vollstindigkeit von R) = Es ex. a := sup{a,|n € N}
Sei € > 0. (Supremumseigenschaft) Es ex. ay, s.d. a— e < ap.
(Monotonie von (a,)): a, > a—¢€,Yn > N.
la—apl=a—a,<a—(a—€)=€ Vn>N. O

Bsp. 2.6 a1 :=2, a,41 1= a, (% + ;12) (Rekursive Folgendefinition)
Beh. a, — /2.



Bew: Beh 1. a, > 2VneN:
Denn apy1 = % + % >0 fiir a, > 0 und fiir a > 0 ist

a 1)\2 a® 1
(B+3) —2=%+1+5-2
=2 -1+%=(2-12>0dh
2+ >Vv2 va>0
Beh 2. (a,) ist monoton \:
Denn fiir da a, > /2 ist
2,2,22:>%§%:>an+1:an(%+i)§an

a
Beh. 1 & Beh 2 = lim a,, existiert.
Beh 3. lim a, = V2.
Mit dem Grenzwertsatz gilt
limay, = lim ap1 = (ima,) - (3 + Gmgye)
D.h. fiira:=lima, > 0:
a=a-3+5)=>G+L)=1=a=V2

a2 a2



Definition 2.3 1) Die Folge (a,) divergiert bestimmt gegen +oo, falls
VKeR:dINeN:a,>KVn>N.
2) Die Folge (a,) divergiert bestimmt gegen —oco, falls
VKeR: dNeN:a, < KVn> N.
3) Die Folge (a,) wachst iiber alle Grenzen, falls
VK > 03N €N : |a,| > KVYn> N.

Bemerkung (1V2) = 3, aber iA. 3 4 (1V2)

Bemerkung  Schreibweisen
1) a, >
2) e a, —» —o0
3) < lay| = o0

Bemerkung Andere Sprechweise
'(an) konvergiert nicht’ :< ’(a,) divergiert’.

Bsp. 2.7 1) a, = (—1)" konvergiert nicht (= 'divergiert’).
2) a, = n divergiert best. gegen +0o0.
3) a, = —n divergiert best. gegen —c.
4) a, = (—1)" - n wichst iiber alle Grenzen.



2.2 Teilfolgen



Definition 2.4  Es sei (a,) = (a1, 32,23, ) E R x R x - - eine Folge und
(nk):(nl,n2,~~~) ENXNxN---.
eine strikt monotone (Index-)Folge in N. Dann heiBt
(an) = (anys @nys@nyy - ) ERXRXR---
eine Teilfolge von (a,).

Bemerkung  Bedeutung: (nx) Auswahlfolge. (a,,) geht aus (a,) durch
Auswahl der Folgenindizes {ny | k € N} hervor.

Bsp. 2.8
m a,= (—1)"] ne = 2k = ap, = 1 Vk.
B a,= % ne =25 = (an Jken = (%)keN'

Satz 2.6 a, — a genau dann, wenn a,, — a fiir jede Teilfolge (a,,).

Bew: =" Zue>0seiN€EN,sd |a—ay <eVn>N.Sei K<EN,
s.d. ng > NV k > K, dann gilt
la—ap| <eVk> K.
'=': Falls a, /> a, so exe > 0, s.d. |a— a,| > € fiir unendlich
viele n ~~ Teilfolge. (]



Satz 2.7 Jede beschrinkte reelle Folge enthilt eine konvergente Teilfolge.
iBoIzano—WeierstraB)

Bew: Zu (a,) beschrinkt sei A, := sup{ax | k > n}, dann ist (A,)
fallend und beschrinkt, also konvergent. Sei yp € R mit A, “\ pt.
Induktive Konstruktion: Konstruktionsanfang (ny):

Zu e = % ex. l, sd.

‘N_A/1| = A/1 —p <
Zuly ex. ng > I, s.d.

|A/1 - a"1‘ =A, —am < %
Konstruktionsschritt (ng_1 — ng):
Seien ny,--- ,nk_1 bereits gefunden, dann wahle zu ¢, = 2% ein
Iy > nk_1, s.d.

|/L_A/k| :A/k —p < 2*1k
und ni > I, s.d.

|A/k - a”k‘ = A/k — dan, < 2%
Dann gilt

k1 > ng und |p—an, | < 525 VkEN O

1
2



Definition 2.5

Bemerkung

Bsp. 2.9
Satz 2.8

Bew:

Definition 2.6

Eine Zahl h € R heiBt Hiufungspunkt der Folge (a,) falls eine
Teilfolge (an, ) existiert, s.d. a, — h.

1) (ay) 20" &VK>03INeN: a,> KV¥n>N.
2) (ap) = (—0) VK <03INeN: a, < KVn>N.

an = (—1)"+ X, Hiufungspunkte: —1,1.

Die Zahl h € R ist Hiufungspunkt von (a,) genau dann, wenn
Ve > 0: |h— an| < e fiir unendlich viele m € N.

(Ubung)

Es sei (a,) eine Folge, dann heiBt
sup{h € R| h ist Hiufungspunkt von (a,)}

der Limes superior, limsup a,,, von (a,).
n— oo
Analog heiBt
inf{h € R| h ist Hiufungspunkt von (a,)}

der Limes inferior, liminf a,, von (a,).
n—o0



Satz 2.9 Es sei (a,) beschrinkt, dann sind limsup a, und liminf a, der
groBte bzw. kleinste Hiufungspunkt von (ay).

Bew: Fiir A := limsup a, € R geniigt es zu zeigen, dass \ wieder ein
Haufungspunkt ist. Sei e > 0, dann ex. wg.
Supremumseigenschaft ein Hiufungspunkt h, s.d.

IN—h| =N—h< 5. Da h Hiufungspunkt, ex. unendlich viele
meN, sd. |h—ap| < % Folglich ex. unendlich viele m € N,
s.d. |N — ap| < e. Analog fiir liminf a,,. ]

Lemma 2.4 Es sei (a,) beschrinkt. Dann gilt fiir e > O beliebig
ap €](liminf a,) — €, (limsup a,) + €[ fiir schlieBlich alle n € N.

Bew: Falls a, > limsup a, + € fiir unend!. viele n, so ex. wg.
Bolzano-WeierstraB Teilfolge a,, —: A > limsup a, + €. Also
limsup a, nicht gréBter Haufungspunkt, Widerspruch. O

Satz 2.10 Fiir (a,) beschrinkt gilt: (a,) konvergiert genau dann, wenn
limsup a, = liminf a,.

Bew: '=': Falls a, — a, so ist a ein Hiufungspunkt. Weil schlieBlich
alle Folgeglieder beliebig nahe bei a liegen, gibt es keinen
anderen.
=" Folgt aus obigem Lemma mit y := limsup a, = liminf a,:
Ve>0: a, €lu —e.u -+ €l fiir schieBlich alle n € N. O



Satz 2.11

Bemerkung

Bew:

Satz 2.12
(Cauchy—Kriterium)

Bew:

Es sei (a,) n.o. beschrénkt, dann gilt fiir A, := sup,,>, am
lim,_ o A, = limsup a,.

Analog fiir n.u. beschrinktes (ap): infm>npam — liminf a,.

(Bew von Satz 2.7 =) A, —: 1 mit u Haufungspunkt von (a,).

Falls i nicht der groBte Hiufungspunkt, so gibt es Teilfolge

an, — N> p+ e fiir ein e > 0. Somit A, > pu+ 5 fiir schlieBlich
alle k € N. (Monotonie von (A,)) = A, > pu+ 5 fiir schlieBlich

alle n € N, im Widerspruch zu A, — p. ]

Es gilt a, — a € R genau dann, wenn
Ve>03INeN: |a, —an| <eVn,m> N. (*)

’

<": (an) ist beschrinkt wg. (). Sei ferner A, := sup,,~, a, und
B, = infm>n am. Dann gilt A, — limsup a, und B, — liminf a,.
Aus (%) folgt |A, — B,| < e¥n> N = liminfa, = limsupa,. /
‘=" Zue>0seiNecN,sd |a—a, <5Yn> N, dann gilt

lan — am| <l|ap,—al+|a—am| <e¥Vn,m>N. O



Definition 2.7

Bsp. 2.10

Definition 2.8

Satz 2.13
(Heine—BoreI)

Bew:

1) Fiir M C R heiBt x € R Haufungspunt von M C R
S Ve>0ImeM: [x—m|<e.
2) Die Menge M C R heifit abgeschlosssen, falls M alle seine
Haufungspunkte enthilt.
3) Die Abschluss von M ist die Menge
M := {x € R|x ist Hiufungspunkt von M}

i) M = [a,b) = M = [a, b].
i) M={L|neN} = M=mMu{0}
i) M=Q = M=R.

M C R heift kompakt :<= M abgeschlossen und beschrinkt.

M C R ist kompakt < Jede folge (a,) mit Werten a, € M
enthilt eine konvergente Teilfolge a,, mit lima, € M.

'=": (a,) beschrinkt (Bolzano-Weierstr.) = ex. Teilfolge

an, —~:a. DaVe>0:3a, € M:|a,, —a|<e=acM=M.
=" Falls M nicht beschr.: Ex. best. divergente Folge (a,). (an)
enthalt keine konv. Teilfolge. Falls M beschr. und x € M\ M:
WaihleVn e N:a, € M: |a, — x| < % = a, — x aber x ¢ M. O
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2.3 Reihen



Beispiel

Frage
Antwort

Modifkation

Antwort

Modifkation

Antwort

Reihen: Motivation

Bob will einen Wolkenkratzer bauen. Am 1. Tag schafft er einem
Meter, am Tag darauf die Halfte, dh. % m, danach wieder die
Halfte vom vortag, dh. % m...

Wie hoch wird das Haus werden (B ist unsterblich)?

(Veranschaulichung auf der Zahlengerade) = Das Haus wird 2
Meter hoch.

Bob schafft an Tag eins 1 Meter, an Tag zwei schafft er %m, an
Tag 3 schafft er Im ...

Das Haus wird unendlich hoch, denn
1+(3+3)+Grete+t)+G+ )2 1+3+3+5 oo

Bob schafft an Tag eins 1 Meter, an Tag zwei reiBt er einen
halben Meter herunter, an Tag drei schafft er %m, an Tag 4 reiBt
er %m herunter ...

(Veranschaulichung auf der Zahlengerade) = Das Haus erreicht
eine eindeutig bestimmte Hohe < 1m



Definition 2.9

Bsp. 2.11

Es sei (a,) eine Folge.
1) Fiir n € N heiBt
Spi=artat--F+a=> a
i=0

die n-te Partialsumme oder abgebr_ochene Reihe zur Folge
(an). Symbol fiir die Folge (5n)nen

28;2(517527“~)

Bezeichnung >, a; Reihe zur Folge (a,).

2) Falls der Limes der Partialsummen existiert, d.h.
lim, 00 Sp=: S €R,

so heiBt die die Reihe 3 a; konvergent.

Schreibweise:

Z aj = S eR.
i=1
3) Die Reihe Y a; heiBt absolut konvergent, falls > |a;j|
konvergiert d.h.
lim,_ o 27:1 |a,-| eR
1) Y°(3)" = 2 (absolut) konvergent, 2) 3"+ nicht konvergent,
3)> @ konvergent aber nicht abs. konvergent.



Bemerkung  Ob eine Reihe (abs.) konvergiert, hingt nicht von den ersten
Gliedern der Folge ab, d.h.
> i>1 @i (abs.) konvergent < 3. a; (abs.) konvergent.

Satz 2.14 1) Die Reihe 3 a, konvergiert genau dann, wenn
Ye>03INEN: |an+1a,,| <eVn,m>N.
2) Die Reihe 3 a, konvergiert absolut genau dann, wenn

N
SUPen D=1 |ai| < o0.

Bew: 1) Cauchy-Kriterium fiir die Folge S,: Sy — S, = an+1 an
2) Sy =" 1lail /., d.h. konvergiert < sup, S} < co. O

Satz 2.15 1) Falls Y a; (abs.) konvergent, so gilt lim a; = 0.
2) Falls " a; absolut konvergent, so ist auch y a; konvergent.

Bew: 1): Cauchy-Kriterium |Sp11 — Sp| = |ant1| < eVn > N.
2): Cauchy- Kriterium Fiir OBdA n > m und ¢ > 0:
|5n SI—IZa, Sal=| ¥ al< X Jal<e
i=1 i=m+1 i=m+1
fiir n,m> N und N groB genug wg. Konvergenz von Y |a;|. O



Satz 2.16  Es sei (an)nen, 0, dann ist >_,(—1)'a; konvergent.
(Leibniz—Kriterium) -

Bew: (Vorausetzungen) = Syg > Sy >S4+ bzw. S; < S3 < S5+
und |5k — Sk+1| = dk+1 — 0. = Ilim 52,, = lim 52,,+1 =S5

n—o0 n—
Somit konvergiert auch jede andere Teilfolge S,, gegen S (]

Satz 2.17  Falls a, = c,41 — 5 fiir eine konvergente Folge ¢, — ¢, dann
(Teleskopsumme) gilt Z an=¢C—C1.

— 1 1 1 _ ; _ 1
BSp. 212 a,= Al — n  mpl = Sl —Gn mit ¢, = —=.
n = 1
diim1@n = Cnp1—CntCr—Coo1- o t—a = — 5y — (1) > 1.

Satz 2.18 Falls |a;| < b; und 3. b; < K € R, so ist 3_ a; abs. konvergent.
(Majorantenkrit.)

Bew: Zf|a,| SZ;b,S K. U

n2 =

Bsp. 2.13 an:i<ﬁund2ﬁ:1<oo.



Definition 2.10

Satz 2.19

Definition 2.11
Satz 2.20

Bew:

Korollar 2.1

Bew:

1) Die Reihe >, + heiBt die harmonische Reihe.
2) Die Reihe Y",.y(—1)"% heiBt alternierende harm. Reihe.

Die harmonische Reihe ist divergent. Die alternierende harm.
Reihe ist konvergent aber nicht abs. konvergent. O

Zup € R heit ), p' geometrische Reihe mit Parameter p.

FirneNo und p# 1 gilt 7o p' = %
Beweis durch Vollstandige Induktion:
(Induktionsanfang) Zeige, dass die Beh. richtig ist fiir n = 0:

1—
p0:1:175 v

(Induktionsschritt) Folgere aus der Beh. fiir 0,1,--- ,n—1 die
Beh. fiir n: Es gelte also insbes. Y0 p' = 12

—p
i —p" "(1— 1—p" —
:>27:00':pn+11f’;:p( ‘{)jp( p)zllfp v O

Die geom. Reihe konvergiert (absolut) genau dann, wenn
lp| < 1, mit Grenzwert Y., p' = 1?1’).

n ; 1—|p|m+? ;
|p|<1é;|p|:%\'p,»1_+m.|p|21:»|p|7¢>o. 0



Satz 2.21
(Quotientenkrit.)

Bemerkung

Bew:

Bsp. 2.14

Satz 2.22
(Wurzelkrit.)

Bew:

Bsp. 2.15

[an+1]
[an]

Falls limsup,_, o < 1, so ist Y a, absolut konvergent.

‘3n+1|

Falls liminf,_ o ol > 1=->" a; nicht konvergent.

Esex. p<lund N=NEecN, sd. ‘E"a—:fl < pVn> N. Also auch

ant1] | lanl . law] n+1-N

|ania| = bl
Somit gilt mit C = pN - |ap|
laj| < C - p' fiir schlieBlich alle i € N
Da " p' < o folgt die Beh. mit dem Majorantenkriterium. [

lan] < p SEN

ap = %7, x € R. Dann |a|;+‘1\ nlfrll—>0<1:>2f1—; abs.
konvergent.

Falls limsup,_, o ¥/|an| < 1, so ist Y a, absolut konvergent.

(Ubung)

an = (3)" fiir n gerade und a, = (3)" falls n ungerade.



Definition 2.12

Bsp. 2.16

Satz 2.23

(Umordnungssatz)

Satz 2.24

(U mordnungssatz
von WeierstraB)

Zur Bedeutung von absoluter Konvergenz

1) Eine Umordnung von N ist eine Abzihlung von (nk)ken, in
der jedes n € N nur einmal auftritt, d.h. es gilt

N C Uken nk und (ne = np = k =1).
2) Eine Umordung der Folge (a,) ist gegeben durch (an, )ken mit
(nk) einer Umordnung von N.

Umordnung der alt. harm. Reihe
1 1 1 1 1 1 1 1 1
itz s osta T wte

Die Reihe > a, ist absolut konvergent genau dann, wenn
> an, = . ap gilt fiir jede Umordnung von (ap,) von (a,).

Es sei > a, konvergent aber nicht abs. konvergent und r € R
eine beliebige Zahl. Dann ex. eine Umordnung (ay,) von (a,),

s.d. > an, =".
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2.4 Logarithmus und Exponential



Definition 2.13

Satz 2.25

Bew:

Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Firre R,meN

M=r.r-r r
1
r~mi=—
rm
=1

Eigenschaften:

Fme. rl — rl+m

(FYk = k!
reor=(n-n)
(r>s)s (rm>s™)

(Ubung)

(Strenge Monotonie bzgl. Basis)



Waurzeln

Definition 2.14 Sei m e N.

s € R (eine) m-te Wurzel von r

Schreibweise s ="'ra’, falls s, r > 0.

Satz 2.26  Fiir alle r > 0 und m € N existiert genau eine (positive) m-te
Wurzel s = rn.

Bew: 1) Existenz: Sei s := inf{r > 0| q™ > r}, dann gilt s = r
(Ubung).
2) Eindeutigkeit: Falls 0 < s < § = s™ < 3™,
Alsos" = (3)"=r=s=35.



Definition 2.15

Satz 2.27

Potenzen mit rationalen Exponenten

Fiirr >0 und k,m e N

\
>~
=~
<
Il
<
>
+
‘k

Beispiel:
Beweis von

(re)* = (( ﬁ))

-
»\

= (rre)"

= rik =r

<

»‘\




Beispiel
Definition 2.16

Lemma 2.5

Bew:

Potenzen mit reellen Exponenten

2™ =7

Fiir r > 0 und s € R definiert man s" € R wie folgt:
Falls r > 1

el kK
r*:=inf{rm | < > s}

bzw. falls0 < r <1

rs = inf{rm | k <}

Seir>1unds e R\ Q und sei(s,) eine rationale Folge mit
(sn) N\« s, so gilt ron N\, r*.

(r*) ist monoton fallend und n.u. beschrankt durch r®, also
konvergent. Sei c :=limr*. Sei Q 5 q = ﬁ > s, dann gilt
schlieBlich s, < % sd.c=Ilimr <r9 dh c<rs.
Wegen s, > s gilt r* < r*, also auch ¢ = lim, r* > r°.



Satz 2.28 Eigenschaften:

roL. 2 = st

(r51 )52 — 1%

i =(n-n)*
S1>5,r>1=r">r%
n>n,s>0=r>r

Bew: Folgt durch Approximation aus vorigem Lemma und den
entsprechenden Eigenschaften fiir rationale Exponenten, d.h.
z.B. Zu 51,5 € R seien zwei rationale Folgen (x,) und (y,) mit
Xp \( S1 und yp, \( Sz, dann gilt x, + y, \( S1 + S» und
ot r2 = lim, r* - lim, r’»
= lim, - " = lim, oty = psits, O



Definition 2.17

Bsp. 2.18

Satz 2.29
Bew:
Satz 2.30

Bew:

Logarithmus

Zu a,b € R heiBt

r € R Logarithmus von a zur Basis b
=
a=»b"

Schreibweise r = log, a

In wievielen Jahren verdoppelt sich eine Sparanlage bei einem
Zinssatz von 5%7 (1 + 0.05)" = 2 = n=log; o5 2.

Fiir alle a, b > 0 existiert genau Logarithmus r von a zur Basis b.
(firb>1): r=inf{qg > 0| b7 > a}

Fiir a, b,c > 0 gilt:

1) logy(a-c) = log,(a) + log,(c)
O] a

2) logy,(a) = |0§zb

1) blogb(a-c) —a3.-c= b|°Eb3 . blOEbC — blogb atlogy ¢ 2) (Ubung) O




Exponential

Satz 2.31 Fiir x € R ist die Exponentialreihe
Do f;l =: exp(x)
absolut konvergent und es gilt die 'Funktionalgleichung’
exp(x + y) = exp(x) - exp(y)

Bew: Konvergenz der Reihe: Quotientenkriterium

n Xn+1 IX‘

a‘:il = %/(n+1) ~ n+1 — 0.
Funktionalgleichung: Sei SN( )= ZLV o 7 » dann
N V Y
Sn(x) - Sn(y) = (1+x+—+ N (1+y+7+---m)
X2 y2 X3 X2
:1+(1'y+1'x)+(?+x«y+?)+(§+?‘y+-~
N n xm y —m N n 1 n
S e nraln)
n=0 m=0 n=0 m=0
N 1 n n () N
—Zn.Z(m>X""Y"‘m—Z.<x+y> = Su(x +y)
n=0 m=0 n=0

Mit N — oo und Folgen-Grenzwertsatz fiir "' folgt die Beh.
Bemerkung (x) < Binomischer Lehrsatz: (a+ b)" =Y, _, (7)a* - b" .



Satz 2.32

Bew:

Lemma 2.6

Bew:

Definition 2.18

Bemerkung

Satz 2.33

1) exp(x) > 0 fiir alle x € R.
=1/exp(x)¥x € R

N
o
P
o
/—\
><
~

)
)
exp(x) = exp(x/2) exp(x/2) = (exp(x/2))? > 0 ist exp(x) > 0.
) > 1 fiir x > 0 und exp(x) > exp(y) falls x > y.

)

)

> S1(x) =14 x> 1 fiirx >0 und
= exp(y) exp(x — y) > exp(y), falls x > y.

Die Euler'sche Zahl wird definiert durch
e=exp(l) =2 L eRr

e>1+1=2>1 (ex~271)

Fiir r € R gilt exp(r) = e".



Lemma 2.7

Bew:

Lemma 2.8

Bew:

Korollar 2.2

Bew:

Fiir g € Q gilt exp(q) = €.

r € N: e"p: exp(1)” = exp(1) - exp(1) - - - exp(lp) exp(n)
r€Q: (es)? = eP =exp(p) = (exp(£))? = e = exp(£).

Es gilt exp(0) = 1 und fiir x € [0, 1] ist |1 — exp(x)| < x(e — 1).

Ok 0

exp(0) = > 450 =% +0=1 und fiir x € [0,1]
—1
|1 — exp(x)| _1exp( )—1 —Zk:1ﬂ —XZkle
§X~Zk21ﬂ:x~(efl). a
Sei x, \¢ x, dann gilt exp(xp) “\ exp(x).

Es gilt x — x, \, 0 und OBdA gelte x — x, € [0,1], dann

| exp(x) — exp(xa)| = exp(x)]| exp(0) — exp(
exp(x)(x — x,)(e — 1) = 0. O




Bew: (satz233) Zu x € R wiéhle (x,) mit x, € Q und x, \ x, dann

P Lem 2.5 Lem;247 Kor. 2.2

limpe lim,exp(x,) = "exp(x) O

Definition 2.19  Der Logarithmus log.(x) von x € R > 0 zur Basis e heiBit
natiirlicher Logarithmus, Schreibweise In(x).

Korollar 2.3 Fiira> 0 und b € R gilt a® = exp(b-Ina) = >0 (b- ln'a _

Bew: exp(b-lna) =ebMa = (en2)b = ab.

Bemerkung 1) a® mit b € R ist i.A. nur fiir a > 0 definiert.
(Merkregeln) 2) log, c ist nur fiir a > 0 und ¢ > 0 definiert.
3) a® = exp(b - Ina) mit a > 0 ist fiir alle b € R definiert.
4) Es gilt ab*¢ = ab - a¢, (aP)c = ab<.
5) Es gilt log, c = {2< und In(a- b) =Ina+Inb

In



2.5 Komplexe Zahlen



Erinnerung  p-g-Formel fiir die Lésungsmenge einer quadratischen Gleichung:
X2t px+qg=0
X1/2 = —5 :t \/
Bew: x2+px+q:(x+§)2—(§)2+qi0

|
S x+5)P=(05)P-q
= falls he R, s.d. h* = (8)? — q, so ist
(x—§)2:h2:x+3:ih:>x:—gih O

Frage Wasist h:= /(% , falls (£)* — g < 07

Bsp. p=0,¢g=1= h === i
Allgemein: Fiir r € R sei sign(r) := x/|x|

Vi VIl e = Vil { | e 20

1

Konsequenz Zum Lésen einer bel. quadratischen Gleichung benétigt man
Zahlen z, deren Quadrate z? negative reelle Zahlen sind:

zip=-L . 1B —gql- 5
V27 277U falls (B)2—g>0



Definition 2.20

Definition 2.21

Bemerkung

Definition 2.22

Bemerkung

Bemerkung

Die Menge C der komplexen Zahlen

Das Symbol i heiBt komplexe bzw. imagindre Einheit.
(Andere Schreibweisen v/—1, ¢, ...)

Ein Symbol der Form a+ bi mit a, b € R heiBt komplexe Zahl,

Schreibweisen z = a+ bi bzw. z = (a, b).
C:={z=a+bila,beR}

heiBt Menge der komplexen Zahlen. a = Re(z) und

b =Im(z) heiBen Real- und Imaginaranteil von z.

Mit z = a+ bi=(a, b) € R x R entspricht jede komplexe Zahl
einem Punkt in der (a,b)-Ebene ('GauB’sche Zahlenebene’).

Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen:
(31 + bll) + (32 + bzl) =a +a+ (b1 + b2) i
(31+b1l')'(32+b2i) ::al-az—b1~b2+(al~b2+ag~b1)i

Aquivalente Beschreibung von - und +:
(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, by + b2)
(a1, b1) - (a2, b2) = (a1a» — biby, a1 b2 + axbr)

1) Esgilt R € C mit r = (r,0) und (n1,0) - (r2,0) = (r1 - r2,0).
2) Esgilti-i=(0,1)-(0,1)=(0—-1,0+0) =(-1,0) = —1.



Definition 2.23

Bemerkung

Definition 2.24
Bemerkung

Lemma 2.9

Bew:

Satz 2.34

Bew:

Bemerkung

C als Korper
Fiir z € C heiBt |z| := v/ a* + b® Lange von z.

|z| ist der Abstand von z=(a, b) zu (0,0) in der GauB-Ebene
(Satz v. Pythagoras).

Zu z € C heift z := a— bi € C das konjugierte Element.
Horizontale Spiegelung in der GauB-Ebene.

1) Re(z) = (2 + 2) bzw. Im(2) = % (z — 2).

2)z-z=|z|?

1)+/. 2): z-2=(a, b) - (a, —b) = (a® + b?, ab — ba)=a® + b?

Mit den Operationen + und - ist C ein Kérper, wobei 1 = (1,0)
und (0,0) die neutralen Elementen fiir + bzw. - sind.

z ~ _ zZ __
B denn zz = e = 1.

Also 2 = z71. Andere Eigenschaften: Nachrechnen +/ (|

Inverses Element fiir z # 0 ist Z .=

Firz=a+bicCundp=p+0ieRist uz=pa+pbieC.



Satz 2.35

Bemerkung

Bew:

Satz 2.36

Bew:

Quadratische Gleichungen in C

Zu z = (a,b) € Cx ex. genau zwei Lésungen wy = (u, v) und

wy = (—u, —v) von w? = z mit u,v € R eind. bestimmt durch
v =3(]z]+a), v®=1%(zl—a), u-v-b>0.

w? = 7z :& a ist eine "’komplexe Wurzel von z’.

w? = z & (u? — v2,2uv) = (a, b). ~ Zwei Gleichungen fiir zwei

Unbekannte u und v. Dafiir gibt es genau die beiden Lésungen

(u, v) und (—u, —v) wie in Beh. (Ubung). O

Die Gleichung x> 4+ px + q = 0 mit p, g € C hat die beiden
Lésungen x5 = —g + wy o € C, wobei wy/, die komplexen
Waurzeln von (£)? — q sind.

0= +pc+q=(x+87+q— (B =w’ — (52— ). 0



Lemma 2.10

Bew:

Satz 2.37

Bew:

Die Dreiecksungleichung fiir | - | in C

1) |Re(2)| <
Dz =212
3) |21+ 2| = |z1] |z

4) |21 + 22|2 = ‘Zl|2 + 2Re(21 . 72) + |22|2.

m(z)| < |z| und |z| = |z|

1)-3) (UbU”g)4) |21+ 22 = (Z1+22) (21 + 22)
=zn-ata-zztzn-ztzn-2z
=\|all+z-2+7z1 2+ |2l
= |z1]?> + 2Re(z1 - 22) + |22|?

|z1 + 22| < |z1] + |z2| (Dreiecksungleichung)

Wegen 1) und 3) oben gilt insbesondere
Re(z1 - 22) < |z1||z2| ('Cauchy-Schwarz Ungl.’)
Einsetzen in 4)
|21 + 22‘2 |Zl|2 + 2Re(21 72) + ‘22‘
<lal +2a|- |2+ |2 = (la] +|2)?



Definition 2.25
Definition 2.26

Bemerkung

Satz 2.38

Definition 2.27

Satz 2.39

Folgen in C

Ein unendliches Tupel (z1,z5,---) € Cx Cx C--- heiBt Folge
in C oder komplexe Zahlenfolge.

Eine Folge (z,) in C konvergiert gegen z € C genau dann, wenn
Re(z,) — Re(z) und Im(z,) — Im(z).

(zn) = ((an, bn)) — (a, b) := (an — a) A (by — b).

1)Esgiltz, »zinC<&|z,—z]| > 0€R.
2) (Cauchy-Krit.) Die Folge (z,) konvergiert in C <
Ve >03INeN: |z,—zn|<e VYnm>N.

1) Eine Reihe " z, heiBt konvergent in C, falls die Folge der
Partialsummen S, :== >, _, zx fiir n — oo konvergent in C ist.
2) Die Reihe 3 z, heiBt absolut konverent, falls > |z,|
konvergent ist.

Eine absolut konvergente Reihe > z, mit z, € C ist auch
konvergent in C. Insbesondere gelten Quotienten- und
Wurzelkriterium fiir absolute Konvergenz. (]



Definition 2.28

Definition 2.29

Satz 2.40

Bemerkung

Teilfolgen und Mengen in C

1) Sei (z,) eine Folge in C und (ny) eine Auswahlfolge in N,
dann heiBt (z,, )« eine Teilfolge von (z,).

2) z € C heiBt Hiufungspunkt von (z,), falls eine Teilfolge z,,
von (z,) ex. s.d. z, — z.

1) Eine Menge Z C C heiBt beschrankt, falls ein K > 0 ex. s.d.
|z| <KVzeZ.

2) Eine Folge (z,) heiBt beschrankt, falls die Menge

Z ={z,|n € N} C C beschrankt ist.

3) z € C heisst Hiufungspunkt von Z C C, falls

Ve>03z € Z:|z— 27| <e. Z CC heiBt abgeschlossen, falls
Z alle seine Hiufungspunkte enthilt.

4) Z C C heisst kompakt, falls Z abgeschlossen und beschrinkt.

1) Jede beschrinkte Folge in C hat eine konvergente Teilfolge.
2) Eine Menge Z C C ist kompakt genau dann, wenn jede Folge
(zn) mit z, € Z¥n eine konvergente Teilfolge (z,,) hat mit
limz, € Z.

C ist nicht angeordnet. Insbesondere kein Analog von lim sup etc.
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2.6 Die Winkelfunktionen



Satz 2.41
Bew:

Bemerkung

Satz 2.42

Bew:

Definition 2.30
Korollar 2.4

Bew:

Das komplexe Exponential

Zu z € C ist die Reihe exp(z) := > ,~, f{—kl absolut konvergent.

. . . k+1
Quotientenkriterium ’(I(ZTZ),/L —0<1 O

= k+1
Schreibweise exp(z) = e?, komplexes Exponential.

1) exp(z) = exp(2)
2) exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(22).

1) Firzy,zz € Cgiltzn +zo=z1+2undzy -z =21 - 2»
(Ubung). Also auch zk = (z)*. Mit SN( )=, i—k, ist somit

<. N N
Sn(2) = k=0 G1 = k=0 kl = 5n(2)
Mit N — oo folgt die Behauptung 1). Bew. von 2) wie in R. O

Die Menge S* := {z € C||z| = 1} heiBt Einheitskreis.
Fiir t € R ist exp(it) € S*.

| exp(it)|? = exp(it) - exp(it) = exp(it) - exp(—it) = exp(0) = 1.0J



Definition 2.31

Bemerkung

Lemma 2.11

Bew:

Lemma 2.12

Bew:

Bemerkung

Sinus und Cosinus
Fiir t € R sei sin(t) := Im(e™) und cos(t) := Re(e').

Sinus sin(t) und Cosinus cos(t) sind die Projektionen auf die
y-bzw. x-Achse vom Punkt z = exp(it), der auf dem Rand des
Einheitskreises in der in der GauB-Ebene liegt.

sin(t):t—g+§—5!—~-- und cos(t) = —%2—1—%—---.

6

. it)k . 2 .43 4 45
exp(t) = YU =1 it — 5 — i+ i — G-
i 3 5 : 2 4
=Im(e")=t—5+§—--- undRe(e")=1-5+5—---. O

sin(0) = 0 und fiir s, t €] —1,1[ gilt: s < t = sin(s) < sin(t).

sin(s) —sin(t) =s—t — 535153 + 5551&5 L

= (s 1)1 S SR EUstE ] = (s—1)[1-R(s, 1)
und fiir s, t e]—l +1[
IR[St]IS3‘+ o<t it < YR =S <1

Fiir t € [0, 1] wandern mit wachsendem t die Punkte e’ somit
gegen den Uhrzeigersinn auf dem Einheitskreis S' entlang.



Definition 2.32
Definition 2.33

Bemerkung
Satz 2.43

Bew: (satz 2.43)

Kreisflache und -umfang
Der Flachenhinhalt des Einheitskreises heit 7. (7 € R)

Der Umfang des Einheitskreises ist die Strecke, die ein rollendes
Rad mit Radius 1 mit genau einer Umdrehung zuriicklegt.

Alternativ: Kleinste Lange einer umlaufenden Kordel.

Der Kreisumfang des Einheitskreises betragt 2.

Approximation mit n Dreicken:
Flacheninhalt eines Dreiecks Ay:
Ak = Lhigi

mit gk = |zk+1— 2k| Lénge der Ba-
sis, und hy = |Sx — 0] = 1 Hohe.

Folglich
TR ZZ:,'nAk =Y p-1 3hwex
T ~ 13, .8 ~ 3Umfang
Grenziibergang fiir n — oo :
=7 = %Umfang O

7



Definition 2.34

Korollar 2.5

Satz 2.44

Bemerkung

Abstand im BogenmaB und e-Funktion

Fiir zwei Punkte z;,z, € St ist ihr (gerichteter) Abstand im
BogenmaB d. (21, 2;) der Abstand der beiden Punkte

rn, rn € R, die durch 'Abrollen nach Rechts’ der Kreisscheibe auf
der rellen Achse von z; und z, abgetragen werden.

Jeder Punkt z € St ist eindeutig durch eine Zahl
¢ = darg(1, 2) € [0, 27 festgelegt. Schreibweise ¢ = arg(z) .

Fiir t € [0, 1[ ist darg(17 eit) =t

Die Komplexe Zahl et ist also der Punkt auf dem Einheitskreis
mit Bogen-Abstand t entgegen dem Uhrzeigersinn vom Punkt 1.



Erste Schlussfolgerungen aus Satz 2.44

Korollar 2.6 1) e’f = %(1 + i) undsin(}) = % = cos(%)-
2) e’z =i undsin(3) =1 bzw. cos(3) =0
4)em=-1
5) el27r — 1

Bew: 1)Z <1 = Satz 2.44 anwendbar, d.h. e'% ist der Punkt mit
Bogenabstand 7 von 1 € C auf dem Einheitskreis. 7 enstpricht
einem Achtel des ganzen Kreisumfangs, somit liegt e'% auf der
Winkelhalbierenden im 1. Quandranten der GauB3-Ebene, d.h.
e’:% = I’.+ ri mit einem r € R. Wegen |e'%| =1 gilt r = % 2)
eF =t el = L(14+i)- H(L+i)=i.

Aussagen 3-5) folgen aus 1) analog durch Multiplikation. (I



Lemma 2.13

Korollar 2.7

Bew:

Vorbereitungen zum Beweis von Satz 2.44

Fiir z,, z, € S* gilt:
1) |Zl - 22‘ S darg(zlyzZ)

2) darg(zl,zz) § 2|21 —
|z1—S$]

3) |z — H| = Vi-la-Sk
Bew.: (Ubung) O

Fiir |z1 — 25| < e < 1ist 0 < dag(21, 22) — |21 — 22| < €2

Sei § = |7
darg(Zl,Zg) - ‘21 - 22| S 2‘121 - H| — |21 — 22|

:m_éz‘s(\/m_

_ 1 _ 1 _
und ,/1 52/4 —l= (1 §/2)(146/2) 1< V(1—56/2)?

_ _é
_1—6/2 1—21 52 <o




Lemma 2.14

Bew:

Lemma 2.15

Bew:

Vorbereitungen zum Beweis von Satz 2.44

Fiir h € [0,1] ist e — 1 = ih[1 + R(h)] mit |R(h)| < 3h

e"”flzhiJr@Jr(h;!ﬁ'u,a/soe"hflz?[lJrR(h)]
. N2
mit R(hy = + % 4.

also [R(h)| < 31+ 3+ 35 +s3+ ) <5 23 =F.

Fiir e € [0,1] ist |exp(i(t + €)) — exp(it)| < 2e.

|ei(tte) — eft| = |eft| - |efc — 1] < e(1 + 2¢) < 2e.



Beweis von Satz 2.44

Bew: (satz2.44) Fiir n € N wahle Punkte {exp(ikt),k =0,---n}. Wegen des
math. pos. Umlaufssinns der Punkte e’ € S* fiir wachsendes
t €[0,1[ (Lemma 2.12) gilt

darg(€",1) = D04 darg(e€’ %7 eltk=17)
Und wegen Korollar 2.7 mit e = =

n ) n
3 dg(eh, kD) - 3 e i< f 4

k=1
Also lim Z |elk" — e’(k_l ;| = darg(eit7 1)

n—oo k=

Hieraus folgt die Behauptung, denn
Z |eik% _ ei(k—1)§| — an |e:(k 1)L | |e 1|
k=1
=nle’s — 1| =t[ll+ R(L)| = t
da nach Lemma 2.14 |R(%)| < 3 t — 0 fiir n — oo. Insgesamt
haben wir also gezeigt, dass
darg(eit; 1) — lim Z |eik§ _ ei(k—1)§| -t O

n—o0 ;=1



Lemma 2.16
(Additionstheoreme)

Bew:

Lemma 2.17

Bew:

Bemerkung

Korollar 2.8

Bew:

Identifikation von e fiir t € [0, %

Fiir alle a, b € R gilt:

1) sin(a + b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)
2) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
3) sin(a) + cos?(b) = 1 (Pythagoras)

2) cos(a+ b) = Re(e? - ) '
= Re(e?) Re(e?) — Im(e?) Im(e?). O

Fiir t1, ty € [3, 5[ mit ty < to = cos(t1) > cos(t2)

Setze ty =: s+ 7 und tr = 7 + s, dann 0 < 5 < 5, < 7.
Nach Lemma 2.12 = 0 < sin(s;) < sin(s,) und cos(s;) > 0.
Ferner cos(sy) = (1 — sin®(s1))'/2 > (1 — sin®*(s,))*/? = cos(s,)
Hieraus folgt die Beh. mit cos(t;) = %(cos(s,-) —sin(s;)) O

Die Punkte e wandern fiir wachsendes t € |0, 5] also gegen
den Uhrzeigersinn auf S*.

Fiir t € [0, Z] ist darg(1, ™) = t.

Analog wie Bew. von Satz 2.44. d



Lemma 2.18

Bemerkung

Bew:

Korollar 2.9

Identifikation von e’ fiir t € [0, 7]

Firt=s+ % mitsc[0,%] ist e* € C der in der GauB-Ebene
gegen den Uhrzeigersinn um 90° gedrehte Vektor e* € C.

Die Drehung eines Vektors (7) um 90° in mathem. pos.

Drehrichung ergibt den Vektor (_ab).

Additionstheoreme:

cos(t) = cos(s 4 5) = cos(s) cos(5) —sin(s)sin(5) = 0 —sin(s)
und

sin(t) = sin(s + 5) = sin(s) cos(5 ) + sin(5) cos(s) = cos(s).
Also _

e = cos(t) + sin()2 () = (27)

= Drehung um +90° von e = cos(s) + isin(s)=(3¢?). O

sins

Fiir t € [0, 7] ist darg(1,€™) = t.



Satz 2.45

Bew:

Satz 2.46

Bew:

Definition 2.35

:Polarkoordinaten in C)

Korollar 2.10

Identifikation von e'® fiir t € [0, 27]

Fiir t € [0, 27T[ ist darg(la eit) =t

1. Aussage: Wie oben durch Verwendung der Additionstheoreme
und Riickfiihrung auf e’ im Bereich [0, r[.
2. Aussage: €™ = /™ . /™ = (—1) - (~1) = 1. O

1) Fiirs € [0,1] und t1,t, € R ist
darg(e"(tﬁrs), el(tts)y = dorg(e', e/

2) ei27r =1

3) e/(t+27) = et ¢ € R.

(Ubung)

Jede Zahl z € C lasst sich in Polarkoordinaten (r, ¢) schreiben
alsz=r-€? mit ¢ =arg(i%) und r = |z|, falls |z| > 0 bzw.
r =0 sonst. ¢ € [0,27[ heiBt Argument von z

Fiir z1 = ne'® und z, = re'® ist z - z, = r e (91192),
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Kapitel 3:

Funktionen und Stetigkeit



3.1 Der Funktionsbegriff



Definition 3.1

Definition 3.2

Bemerkung

Definition 3.3

Der Funktionsbegriff

Eine Funktion besteht aus einem
Definitionsbereich D C R
und einer

Funktionsvorschrift,

die jedem x € D genau ein y € R zuordnet.

Schreibweisen: f - D — R, bzw. D —— R, bzw.
Dsx—y=f(x)eR

Eine Abbildung A : M — N von einer Menge N in eine andere
Menge M ist eine Relation R C M x N, mit

I)Vme M3Ine N:(m,n) e R

2)((mm)e RA(m,m)e R)=nm=mn

Eine Funktion ist eine Abbildung von D C R nach R.

Die Menge W(f) ={y |y = f(x),x € D} heiBt Wertebereich
von f.



Beispiele

D=R, f(x)=mx+b
D =R, f(x) = x2

D =10, 00][, f(x) = v/x
D ={1,2,r,4},

x |1]2] x| 4

y=Ff(x) |2 ] 1] 15[ v2

x? falls x € [0, 3[
1 fallsx=1

=3 1 falls x g1, 1]
1 falls x =2.

Pegelmessung an der Elbe:

t(inStunden) | 0 | 2 | 4 | 6 | 8

h(incm) | 319 | 330 | 360 | 372 | 365



Darstellung durch Funktionsgraphen

Definition 3.4 Die Menge aller Punktepaare

graph(f) = {(x,y)|x € D,y = f(x)}
heiBt Funktionsgraph von f : D — R.

Der Graph kann als Punktmenge im zweidimensionalen
Koordinatensystem dargestellt werden.

Beispiele - Skizzen -



Definition 3.5

Beispiele elmentarer Funktionseigenschaften

f gerade & f(x) = f(—x)

Beispiel y = x?
f ungerade < f(x) = —f(—x)
Beispiel y = x3

f monotonon wachsend
< a>b=f(a) > f(b)
Beispiel y = mx + b mit m > 0.
f monoton fallend
S a>b=f(a) <f(b)
Beispiel y = mx + b mit < 0.
f periodisch mit Periode T
< f(x+T)="f(x)
Beispiele: 1) f(x) =sin(x), T =2«
2) f(x)=lodidkonzentration zum Zeitpunkt x
bei der Briggs-Rauscher-Reaktion (loduhr) ...



Die Briggs-Rauscher-Reaktion (loduhr)

0 — &
10 :
108

[fodide]

=2
| B

minutes
Flgure . Oscillations produced by a solutfon of 0.050M potassium
fodate, 0.0384 malonic acid, 0.0050M manganese I1 sulfate, 0.88M

hydrogen peroxide, 0.035M perchloric acid and 0.01% starch.
: (Quelle: Wikipedia)



Lineare Fkt.

Polynom

Rationale Fkt.
Betrag
Potenzfkt.
Exponentialfkt.
| ogarithmusfkt.

Standard-Funktionen

)=mx+b, D(f) =R

f(x
f(x) = a0 + aix + axx® + azx3 +...anx"N, D(f) =R
(Bezeichung ag, a1, . . ., ay Koeffizienten, N Grad.)

f = £ mit g, h Polynom. D(f) = R\ {x| h(x) = 0}.

(X):|X| D(f) = R.

f(x) =x%, a €R, D(f) =]0, o0 bzw. [0, cof.
f(x)=2a*(a>0), D(f) =R.

f(x) = log, x (a > 0), D(f) =]0, oo



Summe f+g

Differenz f — g
Produkt f - g

Quotient
Beispiel

Verkettung
f o g

Beispiel 1:

Beispiel 2:

Operationen mit Funktionen

(f + g)(x) = f(x) + g(x), falls x € D(f) N D(g).

- analog -

f(x) = x*.g(x) = x = ; : R\ {0}

(fog)(x) = f(g(x)), falls g(x) € D(f).

D(g) = [1,00[, g(x) = x =1, D(f) =

=fog:[loo[= R, (fog)(x) =

— R, () X.
[0, 00, f(x) =
Vx —1.

Gewichtszunahme bei Schildkroten ...

L(x) = 1, falls x € D(f) N D(g) und g(x) # 0.

VX



je in ¢
a3 s

Carapaxling
o s ow S

Beispiel: Schildkrotenwachstum

Bertalannfy Wachstumsgesetz:

Alter — Lange

van Bertalanffy Wachstumsformel
Lo =L, Lonenain Csonupd®

hier it Werten nach Hailey

(fur 1,0 thermanni in Griechenland)

Lange von sehr alten Tieren: L., ., = 22.36m)
Lange beim Schlupf
Wachstumskoeffizient

sy = 446M
k=0,078/2

Fulton'sches Gewichtsgesetz

Lange — Gewicht

4 [—ruen v=kC®
4 | k=0.22 grem® (nacn Pursaiy

3 Le Cren:M = a (Liom)”
2 nach Hailey
= 1 | wriotnemanni a=0661
= far 0.1t hemnanni a = 0,649
24
g
3 4
(V)

14

0

Carapaxfange in cm

Alter — Gewicht

3500 o

3000 o

2500 ~

2000 ~

icht in g

S 1500

Gewic

1000

500

0 10 20

T L
40 50 60 70 80 90 100
Alter in Jahren



Umkehrfunktion

Definition 3.6  Eine Funktion f : D — R heiBt umkehrbar, wenn der Graph mit
jeder Parallele zur x-Achse héchstens einen gemeinsamen
(Schnitt-)Punkt hat, d.h. (f(x) =y Af(X') =y) = x=x".

Bsp. 3.1
m D=R, f(x)=ax+ b, (a #0) umkehrbar
m D =R, f(x) = x? nicht umkehrbar
m D =][0,00] f(x) = x? umkehrbar

Definition 3.7  Falls f : D — R umkehrbar und y € W(f), dann ex. genau ein
x = x(y), so dass (x,y) € graph(f).
Die Zuordnung W(f) > y — x(y) € R defniert die
Umkehrfunktion von f. Schreibweise f~1 : W(f) — R

Grafisch  graph(f~1) = {(y.x) |y € W(f),f(x) = y}
(Spiegelung von graph(f) an der Diagonalen)



Zerfallgesetz
Monotonie

Wertebereich
Jmkehrfunktion

Bedeutung
Satz 3.1

Berechnung der Umkehrfunktion - Beispiel
f(x) = Moy™, D(f) = [0, oc].
mit Mo > 0,7 > 1

Wegen v > list x — v % = (%)X strikt monoton fallend = f
umkehrbar.

W(f) =10, Mo]
Sei y €]0, Mp], gesucht: x € D(f) so dass f(x) =y.

y=1f(x) = Moy

& ﬁo =%
& —x = log, (71)
< x = —log, (77)

Also f~1(y) = — |°gv(ﬁo)' D(f~1) =]0, Mo].
f~(y) = Zeitpunkt x, wenn f(x) = y.

Fiir f(x) = a* mit a >0 und D(f) = R dann ist
f1(x) = log,(x), D(f!) = Rxo.



Definition 3.8

Scheitelform

Scheitelpunkt

Offnung
Nullstellen

Linear-

Faktor-
Zerlegung

Quadratische Funktionen

f(x) = ax? + bx + ¢ Quadratische Funktion

) = 2l +2x+ )
= a(x2 + 2X2— + (2—ba)2 + (% - (2_ba)2))
ol )+ S () = Al(x— BY + )

S=(-£.5-(£P) =(8.0)
nach oben: A > 0, nach unten: A < 0.

xip0=BEvV-C=—-2%,/(2)? - < (p-q-Formel), falls
C <0, ansonsten keine.

Ax —x1) - (x — x2
=A((x-B)—v=C)-((x—=B)+v-C)
— Al(x— BY +C) = 1(x)



Definition 3.9
Bsp. 3.2

Satz 3.2

Bew:

Polynome

p(x) = ap + a1x + axx? + - - - ayx" Polynom

p(x) = 3(x = 1)(x = 5)(x + 2)
=3(x — 1)(x® — 3x — 10)
=3x2 —12x? — 21x + 30

Fiir N + 1 Punktepaare (x1, y1), (x2, y2), - - - (Xn41, ynt1) (mit
xi # xj f. i # j) ex. Polynom x — p(x) mit Grad N, so dass
px)=yi,i=1...N+1

T~/

(Induktiv) poa(x) = pn(x) + e T (x — xi)



Polynomdivision

Satz 3.3 Zu zwei Polyomen p, q ex. Polynome s, r so dass
p(x) = q(x) - s(x) + r(x)Vx € R und grad(r) < grad(q)

Bemerkung < p(x) : g(x) = s(x) + % und grad(r) < grad(q).

3 2 . _1,3,5,2_ 25 49 129 1
BSp. 33 (x* +3x3 —5x% +3x —5): (2x + 1)= X+ 3x°— FX+ 15 — T 31
—(x* +3x°)
5.3 2
3X — bx
(-3
—ZTSXZ + 3x
Cme -z
Bx—5
—(%x-ﬁ- %g

29 _
-3 = Rest

Bsp. 3.4 (Bx®+6x*+3x2+2): (x®*+2x—1)=3x>+3x -3+ X29+><2;£1




Die Winkelfunktionen (II)

Winkel- u.
Bogenmal

Fall r=1 b ist proportional zu a.Falls o = 360° = b = 27 (Kreisumfang),
d.h.

b(a) = 27135

r beliebig b= 2Za-r



Sinus und Cosinus

y

P (cos a, sin a)

©,sina)] |

|

|

a i
Qj |

d(OP)=1
sinus = y-Koordinate
cosinus = x-Koordinate

vom Schnittpunkt
zum Winkel «

Definition

£(x)=sin(x) (blau) und f(x)=cos(x) (gruen)
Graphen

A Na
2/

; 27 periodisch,
‘ sin ungerade, cos gerade
cos(x) =sin(x + %)

Pythagoras = sin®(a) + cos?(a) = 1



Tangens und Cotangens

tan a

tangens = Steigung = m = z;z((z)) zum Winkel o

Definition

cotangens = m’ = Z?;((S)) Steigung zum Winkel 5 — a

[ periodisch,
" ungerade




Arkusfunktionen

arcsin = sin i -1L1) >[5, %

arccos = cos -1, [ 1, 1] - [0 7]

— 1
arctan = tan "~ ] — 00 oo[—> -3.5




Trigonometrische Identitaten

Additionstheoreme

cos? x +sin’x =1

cos(x + y) = cosx cosy — sinsin y
sin(x + y) = sin x cos x + sin y cos x

Cosinussatz
¥
b’ -
b a
- Iy
b-b'

c® = a® + b? — 2abcosy
Beweis: (Ubung)




3.2 Stetigkeit



Definition 3.10

Bsp. 3.5

Bsp. 3.6

Bsp. 3.7

Bemerkung

Bsp. 3.8

Eine Funktion f : D — R heBt stetig, wenn fiir jede Folge (x,)
mit x, € DY n €N x, = x € D gilt, dass f(x,) = f(x).

. ) -1 fallsx<0 . . . .
f(x) = sign(x) := { 1 fallsx>0 ist nicht stetig, denn mit
Xy = —1 =0 gilt f(x,) = —1, d.h. f(xs) = —1 # 0 = £(0).

f(x) = x? ist stetig. Sei x, — x und, dann

f(xn) — F(x) = x2 = x% = (x — %) (x + x) = 2x -0 = 0.
f(

Im

x) = sin(x ) ist stetig, denn |sin(x,) — sin(x)| =
(€7 — )| = [Im(e™ — ™)| < [x, — x| = 0, falls x, — x.

|
Falls a,b € R, so gilt |e? — €| < dyg(e, e) < |a— b

f(x) = € ist stetig, denn |&* — | = eX|1 — €| und falls
|x — xa| <1, s0ist |1 — ™| < |x — x| £ (vergl. Lemma 2.14)
Also fiir hinreichend groBes n:

leX — e < e¥I|x — x,| = 0




Definition 3.11

Bsp. 3.9

Bemerkung

Satz 3.4

Bew:

Die Funktion f : D — R heisst stetig im Punkt x € D, falls fiir
alle (x,) mit x, € D und x, — x gilt, dass lim,_, o f(x,) = f(x).

. -1 fallsx<0 . . L
f(x) = sign(x) := { 1 fallsx>0 ist nicht stetig in x =0
und stetig in allen x # 0.

f stetig in D < f stetig in allen Punkten x € D.

f,g : D — R seien steig in x € D, dann sind auch
f+g,f—g,f-gsteiginx € D. Falls g(x) #0, so ist auch f/g
stetig in x.

Z.B. fir +": (f + g)(x) = f(x) + g(x) und falls x, — x, so ist
(f + g)(xn) = f(xn) + g(xn) = f(x) + g(x), wg. Stetigkeit von
fundg. O



Satz 3.5 Seif:D — R undg: W(f) — R mit f steitig im Punkt x € D
und g stetig im Punkt f(x), dann ist gof : D — R stetig in x.

Bew: Seiy = f(x) und z = g(y), dann ist g o f(x) = g(y) = z und
falls x, — x so ist y, = f(x,) — y, wg. Stetigkeit von f. Wg.
der Stetigkeit von g gilt dann auch g(y,) — g(y) = z, also
gof(x,) = z=gof(x,). O

Bsp. 3.10 Die Funktion f : R — R,

| xsin(2)  fallsx#0
flx) = { 0 falls x = 0

X |-

ist stetig.

Bew: Falls x # 0, so ist f stetig in x wg. der vorigen beiden Sitze.
Falls x = 0, so ist f(x) =0, und falls x, — 0, so ist
[f(xn) — F(x)| = |0 = xpsin(1/xp)| = |xnsin(1/xa)| < |x4] — 0.0



Satz 3.6 (zws)

Bemerkung

Bew:

/wischenwertsatz

Falls f : [a, b] — R stetig und u,v € W(f), so ist jedes
t € [u, v] ebenfalls in W(f).

Bedeutung: Intervall LN Intervall, falls f stetig.

Beweis durch Intervallschachtelung: Sei a1, by € [a, b], so dass
f(a1) = u und f(by) = v. Sei 0BdA a; < by, dann sei
h = [a1, b1]. Falls f(my) <t mit my = (a1 + b1)/2, dann setze
I = [m, b1], andernfalls I, = [a1, my]. Iteration liefert
Intervallschachtelung (1,)n = ([an, bn])n, so dass f(a,) < t sowie
f(by) > t.
Sei x der innere Punkt der Intervallschachtelung, dann ist und
a, — x, sowie b, — x, und

f(x) =limf(a,) <t, bzw. f(x) =limf(b,) > t,
also f(xp) = t. O



Satz vom Maximum und Minimum

Satz 3.7 Essei D C R kompakt und f : D — R stetig. Dann nimmt f

(l\/linimax)

Bew:

sein Maximum und Minimum an, d.h. ex. Xpmin und Xmax, S.d.
f(Xmin) = min{f(x) | x € D} bzw. f(xmax) = max{f(x)|x € D}.

1) W(f) ist beschrankt, denn andernfalls sei x, € D mit

|f(xn)| > n, dann ist (x,) beschrinkt und also ex. konvergente
Teilfolge mit x,, — x (Bolzano-Weierstrass). Wg. Stetigkeit von
f gilt aber f(x) = limy f(xn,), d.h. |f(x)| > ny fiir alle k,
Widerspruch.

2) Sei m = inf W(f), dann ex. zu n € N ein x,, s.d.

f(xa) — m=|m—f(x,)| <% (Infimumseigenschaft).
(Bolzano-Weierstrass) Es ex. Teilfole x,, — x € D und somit
wg. Stetigkeit von f auch f(x) = lim f(x,,) = m.

Analog fiir Maximum. |



Satz 3.8

Lemma 3.1

Bew: (satz 3.8)

Stetigkeit der Umkehrfunktion

Sei f : [a, b] — R stetig und umkehrbar, dann ist auch
f=1: W(f) — R stetig.

Sei (ap) eine reelle Folge, so dass jede Teilfolge hiervon eine
gegen a € R konvergente Teilfolge enthilt, dann konvergiert die
gesamte Folge (a,) gegen a.

Seiy € W(f) und y, € W(f) mit y, — y. Dann ist

xp = f~Y(yn) beschrinkt, also ex. konv. Teilfolge

Xn, — X« € [a, b]. Wegen der Stetigkeit von f gilt

f(x) =limf(xp,) =limyn, =y.

Also x, = f~Y(y) = lim f~(yy,).

Jede Folge y, — y enthélt somit eine Teilfolge y,,, s.d.

F(yn) = FH(y)

Wg. Lemma oben gilt somit, dass f~1(y,) — f~1(y). O



Die e-6-Charakterisierung der Stetigkeit

Satz 3.9 Die Funktion f : D — R ist stetig in xo € D genau dann, wenn
Ve>030>0:|f(x)—f(x)] <eVx:|x—x| <0.

Bew: '«<': Seix, — xo und € > 0 gegeben. Dann ex. § > 0 wie oben
und fiir schlieBlich alle n € N gilt |xg — xn| < 0.
Also auch |f(xo) — f(xn)| < € fiir schlieBlich alle n.
‘=" (Widerspruchsbweis):
Falls 3¢ > 0, s.d. V6 > 03 x: |[x — xo| < & aber
IF(x) — Fx0)] > €,
Wiahle Folge von 6 = 6, = % so ex. Folge (x,) mit x, — xo und
[f(x0) — f(xn)] > €>0
= Widerspruch zur Stetigkeit von f im Punkt xg. ]

Definition 3.12 Seien f : D — R dann heiBt a € R Grenzwert von f in x; € D
= Vex>030>0:|f(x)—al<eVxeD:|x—x|<e
Schreibweise a = limy_,, f(x).
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Kapitel 4:

Differentialrechnung



4.1 Der Ableitungsbegriff



Differenzierbarkeit

Definition 4.1  Eine Funktion f : D — R heiBt differenzierbar im Punkt
a€ D, falls eine Zahl m € R existiert, so dass

fiir jede Folge (ap) mit
D> a, # aund a, X, gilt:
flan)—f(a0) _

ap—a

lim;— oo m.

Schreibweisen m = f'(a) = %(a)

Sprechweise m = Ableitung von f im Punkte a

Bemerkung  Sekantensteigung = 'Differenzenquotient’
Ableitung = 'Grenzwert der Differenzenquotienten’

Beispiele (- Skizzen -)
B f(x)=Xx+p
B f(x)=x?

= f(x)=I[x]



f(x) = x?
f(x) = xk
f(x)=1/x

Bestimmung der Ableitung — Beispiele

f(an)—f(a) __ a —a? _ (an—a)(anta) __ —a,+2a

an—a an—a apn—a
= limp_oeo w = lim,(a, + a) = 2a = f'(a).

f(agzig(a) _ aafaa =2kl g ak=2 4. g gk=25 4 gkl
a,)—f(a) _ — kak—1 — f/( )

: f(
= limp—oeo P

—f(a 1/a,—1/a e 1
Se|37é0 = /an—a/ :ﬁ__a-an%?_f/(a)-

a—a




Bestimmung der Ableitung —
Winkelfunktionen

sin(x), cos(x) sin’(a) = cos(a) und cos’(a) = —sin(a).
Bew: Dafiir0<x<1
3 Leibniz—Reihe Lemma 2.13
X — % < sin x < X
folgt fiir a, — 0 _
sin’(0) = lim,, S22 = lim,, 12 — 1 = cos(0)

Analog cos'(0) = 0 = —sin(0). Fiir a € R beliebig:
sin(a,) = sin(a+(a,—a)) = sin(a) cos(a— a,) +sin(a—a,) cos(a)

Somit
: L . 1— _ in(a— n— o0
sina,—sina _ sm(a)M + COS(Q)M = cos a.
a2, —a ap—a an—a

Analog fiir cos'(a). O



Satz 4.1

Bew:

Korollar 4.1

Differenzierbarkeit: Alternative Definitionen

Die Funktion f : D — R st differenzierbar in xo € D genau dann
; : f(x)—f(x0)
wenn der Limes |im
X—+Xo X—Xo
Xo#XED

existiert.

Fiir f : D — R ist die Funktion h: D\ {x} — R,
h(x) == %)f(sx") sinnvoll definiert.
Dann gilt gem. Definition 3.12 und Satz 3.10:

f ist differenzierbar in xo < limy_,, h(x) existiert. |

f:D— R inxy € D diff'bar genau dann, wenn ex. m € R, s.d.
Ve>0:30>0: VxeD,|x—xo| <o
[f(x) = f(x0) + m(x — x0)| < €|x — xo].



Diff'barkeit: Alternative Definitionen (II)

Satz 4.2 Die Funktion f : D — R ist differenzierbar in xo € D mit

Bew:

f'(x0) = m genau dann wenn ein m € R und eine Funktion
¢ : D — R existieren mit

f(x) = f(x0) + m(x = x0) + ¢(x),
wobei j’f—z — 0 falls x — xg.

'=": Falls f'(xp) = m setze ¢(x) := f(x) — f(x0) — m(x — xo).
Dann gilt $(x)/(x — x0) = (F(x) — f(x0))/(x — x0) — m =X 0.
=" Falls solche m und ¢ existieren, so gilt

(F(x) = f(x0))/(x = x0) — m = &(x)/(x — x0) — 0, also ex.
f'(x0) und f'(xg) = m. ]



Satz 4.3

Bew:

Definition 4.2

Satz 4.4

Bew:

Bemerkung

Erste Konsequenzen der Differenzierbarkeit

Falls f : D — R in xq € D diff'bar, so ist f auch stetig in xg.

Sei ¢ wie gegeben wie im vorigen Satz und x, — xg, dann gilt
f(xn) — f(x0) = m(xn — x0) + &(xn) mit ¢(xn)/(x — xn) — O fiir
n — 0o. Insbesondere ¢(x,) — 0, also auch f(x,) — f(x0). O

Essei f : D — R diff'bar in xo € D. Dann heiBt eine lineare
Funktion t(x) = mx + b eine Tangente an den Graphen von
f im Punkt xo € D, falls

1) t(xo) = f(x0) und 2) m = f'(xo).

Sei f : D — R diff'bar in xo € D mit f'(xp) = m so ist
t(x) == f(x0) + m(x — xo)
die Tangente an den Graphen von f im Punke xy € D.

t'(x) = m=f'(x) und t(xp) = f(x0) |

(Satz 4.2 =) t(x) — F(x) = ¢(x) mit |6(x)/(x — x0)| =2 0.



4.2 Ableitungsregeln



Satz 4.5

(Summen— u.
Produktregel)

Bew:

Bsp. 4.1
Satz 4.6

(Kettenregel)

Bsp. 4.2

Ableitungsregeln

Es seien f g : D — R diff'bar in xo € D, dannist f + g, f - g
diff'bar in xo € D und es gilt

(f +8)'(x0) = f'(x0) + &'(x0),

(f-8)(x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &'(x0)

(F48)0u)~(g)(0) _ Fn)=Ca) | £la)=€00) _, /(30 4 g'(x0) /

(F-8) ) —(F-8)(%0) _ (F8)(Cia)—F ) lm)+ F (5006 i) — (F-£) (x0)
Xn—Xo Xpn—Xo
= g(x )M + F(x0) EE2ZEL0) g (x)F'(x0) + F(x0) 8 (%0)-

0.
f(x) = x?sin(x) = f’(x) = 2xsin(x) + x? cos(x).

Sei f : D — R diff'bar in xo € D und g : W(f) — R diff'bar in
yo = f(xo), so ist g o f diff'bar in xo mit

(gof)(x0) = &' (%) f'(x) = g'(f(x)) - f'(x0).
f(x) = sin(x?) = f’(x) = cos(x?) - 2x.



Sew: (Ketten regel)

Ableitungsregeln (Forts.)

Zu x € D sei y = f(x), dann gilt wg. der Diff'barkeit von g
gof(x) —gof(x)=g')y—y)+ o)
und wg. der Diffbarkeit von f
y = yo = f(x) = f(x0) = '(x0)(x = x0) + ¥(x)
Also eingesetzt
gof(x)—gof(xo) = &'(yo)f'(x0)(x—x0) +&'(yo)¥(x) +¢((x))

Sei p(x) == g’ (y0)¥(x) + ¢(f(x)). Wg. der Stetigkeit von f gilt
f(x) — f(xo) fiir x — xo, und folglich
lp(x)] [%(x) [d(FONI | [FO)—F(x0)
o < lg/ o) [y LGOI E=0n
= lg’ (yo)| {242 + “j’fy’o‘l FCI=Coll 0, falls x — xo,

aufgrund der Elgenschaften von ¢ bzw. 1.



Ableitungsregeln (Forts.)

Korollar 4.2 Seien f, g : D — R diff'bar in xo € D und g’(xo) # 0
(Quotientienregel = (f/g) (x0) = (f'(x0)g(x0) — &'(x0)f(x))/ (& (x0))?.
Bew: (f/g)="f- é = f - h(g) mit h(x) = L.
~ Anwenden von Produkt- und Kettenregel liefert
(f/g) =f'"-h(g)+f-H(g)g' =f/g~f/g* g = (fg'~g'f)/g*
O



Satz 4.7
Abl. der Umkehrfkt. )

Bew:

Bemerkung

Bsp. 4.3

Ableitungsregeln (Forts.)

Falls f : D — R invertierbar und es ex. f'(xp) # 0 fiir xo € D,
dann ex. (f~1)(yo) fiir yo = f(x0) und (1) (y0) = 7

"(x0)

g := 1 ist stetig in yo (Satz 3.8) und (g o f)(x) = x Vx € D.
Sei W(f) 3 yn = f(xa) = Y. Dann x, — xo, und
(g(yn) —&(%0))/ (¥n—y0) = (X —x0)/ (£ (xa) = F(x0)) = 1/f"(x0)-

Merkregel (f~1)'(x) = W

f(x) = Vx =g }(x) mit g : Rzo = Rxo, g(x) = x*.

éf/(x):m:ﬁfurx>0



Satz 4.8

Bew:

Korollar 4.3

Bew:

Korollar 4.4

Bew:

Ableitungsregeln (Forts.)

Fiir f(x) = €~ gilt f'(x) = & = f(x).

1) Falls xo = 0: Sei x, — 0, dann (Lemma 2.14):

e — e =1— e = x,(1 4 R(x,)) mit |R(xn)| < 3|xa| Folglich
eoi =1+ R(xp) = 1, also exp’(0) = 1 = exp(0)

2) Fa//s xo € R und x, — xp, dann

er—ef _ g0l 0ol 0.1 = 0 = f(xp) O
Xn—X0 Xn—X0 0

f:Rso = R, f(x) =In(x) = f'(x) = L.
f =g ! mit g(x) = exp(x), also f'(x) = m =4=1

(x) =x® fiirx >0 und a € R = f'(x) = ax*~!
2)f(x)=a"firxeR, a>0= f'(x) =Ina-a".
(x)
(x)

=exp(alnx) = f'(x) = exp(alnx)® = x*¢ = ax® .
=exp(xIna) = f'(x) =Inaexp(xIna) =Ina- a~. O
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4.3 Differenzierbare Funktionen



Definition 4.3
Bemerkung
Definition 4.4
Satz 4.9

(Notw. Kriterium)

Bew:

Bemerkung

Lokale Extrema

Seif: D — R und xq € D, dann hat f in xq ein lokales
Minimum, falls 36 > 0, s.d.
f(x) > f(x) Vx €D mit|x— x| <?é.

xo lokale Minimalstelle, f(x;) lokales Minimum

Sei M C R, dann heiBt x € M ein innerer Punkt von M, falls
dp>0sd Jx—p,x+p[C M.

Falls xo € D ein innerer Punkt von D und lokale Minimalstelle
von f : D — R und f diff'bar in xo, so gilt f'(xp) = 0.

Sei xx \y x0, dann gilt
(f(xk) — f(x0))/(xk — x0) > 0= f'(x0) > 0.
Sei X " xp, dann gilt
(f(;(k) — f—(Xo))/()?k — Xo) <0= f/(Xo) <0.
Also f'(xp) = 0. O

Analog fiir lokale Maxima.



Satz 4.10
(Satz V. Rolle)

Bew:

Satz 4.11

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f : [a, b] — R stetig und diff 'bar auf ]a, b| sowie
f(a) = f(b), dann ex. £ €a, b, s.d. f'(¢) = 0.

(Minimax) f nimmt auf [a, b] Min und Max an. Falls

ming, 5 f = maxp, ) = f(a) = f(b), so ist f'(§) = 0VE €]a, b].
Falls f(a) = min, ) f < max, p f = f(3), so muss mindestens
einer der beiden Punkte o oder (3 ein innerer Punkt von [a, b]
sein, d.h. {a, B}N]a, b[# 0. Folglich gibt es mind. eine innere
lokale Extremalstelle von f auf [a, b], d.h. f'(a) - f'(8) =0. O

Sei f : [a, b] — R stetig und diff'bar auf ]a, b[, dann ex.

(MWS der Diff.-Rech.) ¢ €]a, b, s.d. f'(¢) = [&)=F(2)

Bew:

b—a -

Wende Satz v. Rolle an auf h(x) = f(x) — x%. O



Satz 4.12

Bew:

Bemerkung

Bemerkung

Satz 4.13
(Hinr. Kriterium(l))

Bew:

Ableitung und Monotonie

Sei f : [a, b] — R stetig und diff'bar auf |a, b[, dann gilt
1) f'(x) = 0Vx €]a, b[< f konstant

2) f monoton wachsend auf [a, b] < f'(x) > 0Vx €]a, b].
3) f'(x) > 0Vx €]a, b[= fstreng monoton wachsend

1) '<’/. = Falls f nicht konstant, so ex. a < 3 € [a, b], s.d.
Fa) # F(8) = 3¢ €la. 8l £1(€) = (F(8) — F(@)/(8 ) #0.
2) (Ubung)

3) Wegen 2) ist f monoton wachsend auf [a, b]. Falls f nicht
streng monoton wachsend auf [a, b], so ex. a < 3, s.d.

f(a) = f(B), also auch ein & €], B[ mit f'(§) = 0. O

Analog f : [a, b] — R monoton fallend < f'(x) < 0Vx €]a, b|
und f'(x) < 0Vx €]a, b[= fstreng monton fallend auf [a, b].

f(x) = x> ist streng monton wachsend aber f'(0) # 0/

Sei f :]a, b[— R diffbar und xo €]a, b[ mit f'(x) > 0 fiir x > xg
und f'(x) <0 fiir x < xo, dann hat f in xo ein (lok.) Minimum.

f wachsend auf [xo, b, fallend auf |b, xo] = f hat Min. in xo. O



Satz 4.14
(Fehler—Schrankens. )

Bew:

Satz 4.15
(Allg. MWS)

Bew:

Satz 4.16
(L'Hospital )

Bew:

Fehler-Schrankensatz und L'Hospital'sche
Regel
Sei f : [a, b] — R stetig und diff'bar auf ]a, b[, sowie

|f'(x)| < CVx €]a, b], dann gilt
[f(x) = f(¥)| < Clx—y| Vx,y € [a,b]

[F(<) = FW = [F(E)[x =y < Clx =yl O
Seien f,g : [a, b] — R stetig und diff 'bar auf |a, b[ mit

g'(x) # 0Vx €]a, b|, dann ex. £ €]a, b], = %.
Satz v. Rolle fiir h(x) = f(x) — g(x) - ZRI=02). O

Falls f, g : [a, b] — R stetig und diffbar auf |a, b[ mit
f(a) = 0= g(a) und lim,,, 5E3 ex. Dann lim fd = lim
Sei (xk) mit ax € [a, b] und ax — a, (Allg. MWS)

Fu) _ ) fE) _ (&) |
= I €la il 54555 = gt — w0 Mo g

da & — a. O




Definition 4.5

Bsp. 4.4

Definition 4.6

Bemerkung

Hohere Ableitungen

f:la, b] = R sei diff'bar aufa, b| Dann heiBt f
1) stetig differenzierbar in |a, b, falls
g ]a, b[—= R, g(x) = f'(x) stetig auf |a, b
2) zweimal differenzierbar in xq €]a, b|, falls
' :]a, b[— R diff'bar in xg.

x?sin(L)  falls x #0

0 folle x o ist diff'bar in R

f:R—=R, f(x)_{

mit

. ooy 2xsin(L) —cos(i) fallsx #0
FER=R F)=1 0 falls x = 0.
' diff'bar in x # 0 und ' unstetig in 0. Somit ist f
— differenzierbar aber (in x = 0) nicht stetig differenzierbar
— zweimal differenzierbar in R\ {0}.

f :]a, b[— R heiBt k-mal differenzierbar in ]a, b|, falls fiir alle
x €la, bl und i =1,--- k die Ableitungen g!(x) existieren mit
mit g; ]a, b[— R, gi(x) := g/_1(x), g1 :=f. Falls gk :]a, b[— R
stetig, so heiBft f k-mal stetig differenzierbar.

Schreibweise gy = f(*) (k-te Ableitung von f).



Der Satz von Taylor — Motivation

Beispiel Berechne /1.3 méglichst genau
ohne Taschenrechner! (TR: 1.1401754)

0. ldee: f(x) = v/x, gesucht f(1.3).
Konstante

16

sqri() ——
1 —

14+
12 F

1

08

06

04

02

0

f(1.3)~ Cmit C=1f(1)=1.
Approximationsfehler: Ag = 0.1401



1. ldee: :
Tangente

() —=

san
05*(x1) +L

15

05 |

0 L L L L
0 05 1 15 2 25 3

ta(x) =m-(x—a)+ C
mit m=f’(a) und C = f(a) und a=1.

F(x) = 532, = /(1) = §

= tl(X): %(X—l)—Fl

= t(1.3)=0.15+1=1.15
Approximationsfehler: A; = —0.0099



2. ldee: Parabel * ‘ ‘ ‘ e o —

05%(
16 [ N
14 N
12 B

b

e
B

08

06

0.4

02

0

0 05 1 15 2 25 3

p = pa(x) = ta(x) + a(x — a)%,wobei o so gewihlt, dass

p'(a) = F"(a) = a = 1F"(a)

f”(X) _ %(X_1/2)/ _ —%X_3/2, = f”(l) — _%

= pa(x) = ta(x) — 3(x — a)?

i.e p5(1.3) = 1.15 — 0.09/8 = 1.13875 Approximationsfehler:
A, = +0.002



3. ldee:
Polynom 3. :
Ordnung

sqrt(x)
0.5*(x-1) +1 - (x-1)*2/8 + 3* (x-1)*3 /48
15t /

05

0 L L L L L
0 05 1 15 2 25 3

ga(x) = pa(x) + B(x — a)*,wobei 3 so gewshlt, dass

q/I/(a) — f/l/(a) = B — %f/l/(a)

f”/(x) — —%(X_3/2)/ — %(X—5/2)' = f”/(l) _ %

= ga(x) = pa(x) + Z(x — a)®

i.e gs(1.3) = 1.13875 + 2 - 0.3% = 1.1404375
Approximationsfehler: A3 = +0.00028



Definition 4.7

Bemerkung

Satz 4.17
(Satz V. Taylor)

Korollar 4.5

Satz von Taylor — Aussage
Fiir f :]a, b|— R n-mal diff'bar und xo €)a, b, heiBt die Funktion

£ (n)

n! (x=0)"

x = f(x0)+f (x0)(x—x0)+

n-tes Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt xp.

(X — x0)*.

n
Kurzschreibweise T, x,(x) = Z

Sei f :]a, b[— R (n+ 1)-mal differenzierbar, xy €]a, b[. Dann
gibt es zu x €]a, b[ ein & zwischen xy und x, so dass

e (e)

(n+1)! )

F(x) = T (x) = (x = xo

Falls f :]a, b[— R (n + 1)-mal diff'bar mit sup |f("Y|(x) < C
x€Ja,b[

= |f(x) = Thx(x)| < n+1 x — xo|™ Vx €]a, b



Satz von Taylor — Beweis

Bew: (Taylor) Zu x E]a, b[ sei
p(t) = F(t) + F(E)(x — t) + T (x — )2 4 - 4 £ (x — 1)

= p'(t) = f'(t) = F(t) + (x = t)f"(t) — (x = f)f”( )
_ () (X _ t)n'

- n!
Ferner: p(x) = f(x) und p(x0) = T x(X).
Sei g(t) = (x — t)"L.
Falls x > xo dann wg. Allg. MWS fiir t € [xo, X]

n+1 (E
. (=€) _ pl)—p(o) _ F)=Ta(x)
I €boxl o = g00g0e) — —GoonT
Analog im Fall x < xg.




Lokale Extrema — Hinreichendes Kriterium(Il)

Satz 4.18 Sei f :]a, b[— R eine n-mal differenzierbare Funktion und

Bew:

xo €]a, b], s.d. f'(x0) = f"(x0) = --- F" D (x0) und F(")(x0) # 0.
Ferner sei und f(") stetig in xo.

Dann hat f in xo

1) ein lokales Minimum, falls n gerade und f(")(xo) > 0,

2) ein lokales Maximum, falls n gerade und f(")(xo) < 0,

3) einen Sattelpunkt, falls n ungerade.

f(x)=f(x)+ %(x — X0)" mit einem { zwischen x und xg.
Fall 1): Stetigkeit von f(") in xq
= f(N (&) > OVE €]xp — ,x0 + [ fiir ein § > 0.

= f(x) > F(x0)¥x €]x — &, x + J] v
Fall 2) Analog: Ex. § > 0, s.d. f("(£) < OV¢ €]xg — &, x0 + 0]
= f(x) < f(x0)Vx €]xo — 9, %0 + 0. vV

Fall 3) Wenn f("(xo) > 0, dann f(" (&) > OVE €]xo — 6, x0 + I[
= F(x) = f(x0) + T2 (x — x9)" > F(xp), falls x €]x0, %0 + [,
baw. £(x) = F(x0) + T2 (x — xo)" < F(x0), falls

X €]xo — 0, xo[, d.h. xo Sattelstelle von f. O




Taylor-Reihe

Definition 4.8  Sei f :]a, b[— R unendlich oft diff'bar in xy €]a, b[ und x €]a, b],
dann heiBt die Reihe

X £ (x
T (x) = > T8 (x — xp)k

die Taylorreihe in x zu f und Entwicklungspunkt xg.

Bemerkung  limp_o Tho(x) = TS (x) L f(x).

1
Bsp. 4.5 Seif:R—R, f(x)—{ SXP( <) lsx 7o

Dann gilt: f ist unendlich oft diff’bar auf R und f("(0) = 0.
(Mit xo=0) = TI(x)=0#f(x) V¥x#O.

Definition 4.9 = Sei f :]a, b[— R unendlich oft diff'bar in xo €]a, b[, dann heiBt
f analytisch im Punkt xp
falls fiir ein 6 > 0
f(x) =TI (x) VxE€lx—dx + 0]



Definition 4.10

Satz 4.19

Korollar 4.6

Korollar 4.7

Analytizitat und Potenzreihen

1) Sei (ax) eine reelle Folge und xo € R, dann heiBt
x = Y720 ak(x — x0)* die Potenzreihe zu (ax) und
Enwicklungspunkt xp.

2) Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist

p:=1/limsup {/]ak|
k—o00

1) Fiir x € R mit |x — xo| < p ist die Reihe ;- o ak(x — x0)*
absolut konvergent, fiir |x — x| > p divergent.

2) Falls p > 0, so ist die Funktion h(x) := "2 o ak(x — x0)¥
diff'bar auf |xo — p,xo + p[ und ' (x) = 330, k- ak(x — xo)*
Der Konvergenzradius von h'(x) ist wieder p. O

Falls p > 0 so ist h:]xo — p, xo + p[— R analytisch im Punkt xo
mit h("(xp) = n! - a,.

f :]a, b[— R ist analytisch in xo € R < f ist in [xo — p,x0 + p[
als Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 darstellbar.



Bemerkung

Bsp. 4.6

Bew:

Korollar 4.8

Bsp. 4.7

Bemerkung

Uberpriifen der Analytizitit

f :]a, b[— R ist analytisch in xo €]a, b|
Def 49 Vx €]xo — §, %0 + I[: Iim Thxo(x) = f(x)
Fiir f :R — R, f(x) = exp(x) und xp,z € R gilt
Thx(z) = f(2) fiir n — co.

Sei z.B. z > xg > 0, dann
F(2) = Top(2) = 25 (z — x0)"
mit £ = &, € [xo, 2] (hédngt von n abl)
= (2) = Too(2)| < Z2E(|2])" = exp(2) % — 0,
da fiir jedes ¢ > 0 gilt lim, c¢"/n! — 0 (Ubung). O

Die Funktion exp : R — R ist analytisch in jedem Punkt xy € R.
xo=3=exp(x) = T{(x) = 3 S(x—3)~

Schéne Weihnachten!
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Kapitel 5:

Integralrechnung



5.1 Das Integral fiir Treppenfunktionen



Definition 5.1

Bemerkung

Treppenfunktionen

Eine Funktion f : [a, b] — R heiBt
Treppenfunktion

< Es ex. Punkte a = xp < x1 <
ciixp < -+ < xy = b, so dass ,
Vi=0,---,N—1:
f:]xi, xit1[— R konstant

1) Die Punkte x;,i = 0,--- , N bilden eine 'zuldssige Trennung
auf [a, b]’ fiir die Treppenfunktion f.

2) Durch Hinzunahme von weiteren Punkten

x" € la, bl \ {x0, - ,xn} zu {x0, -+ ,xn} entsteht wieder eine
zulissige Trennung auf [a,b] fiir f.

3) Die Werte von f auf den Punkten x;, i =0,--- | N, sind dabei
irrelavant.



(Elementar-)Integral fiir Treppenfunktionen

Definition 5.2 Es sei f : [a.b] — R eine Treppenfunktion und
a=xyp < x3 <--+-<xy = b eine zuldssige Trennung fiir f, d.h.

sodassVi=0,--- ,N—1:
f(t) = ¢ falls t €]x;, xi4+1[, dann heiBt die Zahl

/ab F(x)dc = 3 6 (xiaa =)

das Integral von f auf dem Intervall [a, b].



Lemma 5.1

Korollar 5.1

Bew:

Wohldefiniertheit des Elementarintegrals

Es sei f : [a, b] — R eine Treppenfunktion mit zul. Trennung
a=xg<xg---<---<xy=b.
Seia=yy < - xp <--- < xp = b eine Verfeinenerung von
{x0, X1+, Xn} d.h.

{x0, X1+, xn} CH{yo, -+, ym}
mit f =: & aufly;, yj41| dann ist

N-1 M-1
>ico Gi(Xit1 —xi) = Zj:o & (Yji+1 — ) -

Das Integral fab f(x)dx einer Treppenfunktion ist wohldefeiniert,
d.h. von der genauen Wahl der zulidssigen Trennung unabhingig.

Seien {xp,x1 -+ ,xn} und {yo,- -+ ,ym} zwei zul. Trennungen
auf [a, b] fiir f. Dann ist die Menge

x0r5 - Xa} Ulor oy} = {20, 21)
wieder eine zulissige Trennung auf [a, b] fiir f, die sowoh!
{x0, X1+, xn} als auch {yo, - ,ym} verfeinert. Zweifache
Anwendung vom Lemma oben ergibt die Aussage. O



Eigenschaften des Elementarintegrals (1)

Satz 5.1 Sei f :[a, b] — R eine Treppenfunktion und c €]a, b|.
Dann sind f : [a,c] — R bzw. f : [c, b] = R Treppenfunktionen

und es gilt
b c b
/ f(x)dX:/ f(x)dx—l—/ f(x)dx.

Bew: Sei {x;} eine zul. Trennung auf [a, b] fiir f, dann sind

(i} = {xtnfa c) e} baw. {z} = ({x} Nle, b)) U{c}
zul. Trennungen auf [a, c] bzw. auf b, c] fiir f. Zudem ist
{y;} U{zc} eine Verfeinerung von {x;}. Somit

/C f(x)dx +/ f(x)dx = ch(yjﬂ —yj)+ ch(zk+1 — Yk)

i

b
= ZC:'(X:'H —xi) = / f(x)dx O
Definition 5.3 Fiir f : [a, b] — R definiert man [, f(x)dx := — fab f(x)dx.



Eigenschaften des Elementarintegrals (I1)

Satz 5.2 Es seien f, g : [a, b] — R Treppenfunktionen und «, 3 € R.
1) (‘Linearitit’ des Integrals:)
af 4+ Bg : [a, b] — R ist wieder eine Treppenfunktion und

/ab(af + Bg)(x)dx = a/ab F(x)dx + ,B/abg(x)dx

2) (‘Monotonie’ des Integrals:)
Falls f(x) < g(x)¥x € [a, b] so gilt

/ab f(x)dx < /ab g(x)dx.

3) ('Beschrinktheit’ des Integrals:)
|f| ist wieder eine Treppenfunktion und es gilt

/ab f(x)dx

b
§/ |f(x)|dx < (b—a) max |f(x)].
a x€[a,b]




Bew: 1) Sei {x;} eine zul. Trennung fiir f und {y;} eine zul. Trennung
fiir g, dann ist {z,} = {x;} U{y;} eine zul. Trennung fiir
af + Bg, die {x;} und {y;} verfeinert.
Ferner sei f(t) = cx bzw. g(t) = & fiir t €]zx, zx+1[, dann ist

/ (af + Bg)(x)dx = 3 (ac + BE)(zes — 2)

k

= O‘Z ck(Zk1 — z) + 52 E(zk1 — z4)
P P

= a/ab f(x)derB/abg(x)dx

2) (Ubung)
3) Sei {x;} eine zul. Trennung fiir f, dann

b b
/ f(x)dx| = ‘Zc;(x,-ﬂ —x)| <> lail(xit1 — x) =/ |£(x)|dx
< max|ci| - Z(X;url — i)

= (b—a)max|c| < (b— a) m{a)z]\f(x)|. O
i x€E|a.




Konvergenz vom Integral bei
sup-Approximation

Korollar 5.2 Fiir zwei Treppenfunktion f, g : [a, b] — R gilt

/ab f(x)dx — /ab g(x)dx
/abf(x)dx—/b (x )dx‘ -

< [[169 - 800 < (6 2) sup 17) ~ ()| ©

x€|a,b]

< (b—a) sup [f(x)—g(x)l.
x€[a,b]

Bew:

(f(X) g(x))dx




Korollar 5.3 Sei f : [a, b] — R eine Funktion und (tx)ken eine Folge von
Treppenfunktionen auf [a, b] mit
If(x) — t(x)| < £+ Vx € [a,b].

Dann ist die Folge der Integrale I, := fab tx(x)dx konvergent.

Bew: /" tk(x)dx_/" b(x)d| < (b 2) sup [6() — ()]

x€Ela,b]

< (b—2) sup_|t(x) ~ () +17(0) — ti(x)] < (b a)(} + 1)

x€[a,b]

Die Folge der Integrale ist somit eine Cauchy-Folge. (Il



5.2 Regelfunktionen



Approximation des Integrals durch
Treppenfunktionen

Definition 5.4  Sei f : [a, b] — R eine Funktion und sei (tx) eine Folge von
Treppenfunktionen wie in Korollar 5.3. Dann definiert

/ab f(x)dx := kIme /ab te(x)dx.

das Integral von f iiber [a, b].

Bemerkung fab f(x)dx hdngt nicht von der genauen Wahl von (ty)y ab.

Bew: Sei ¥, eine andere Folge von approx. Treppenfunktion, dann gilt

/abtk(x)dx—/b%k(x)dx‘ <(b—a) sup |te(x) — B ()]

a x€|[a,b]

x| N

< sup [t(x) — F(x)] +[f(x) = E(x)| < (b—a)

x€[a,b]

Somit lim [2 B (x)dx = limy [2 t(x)dx = [ F(x)dx. O



Regelfunktionen — Definition

Definition 5.5  Eine Funktion f : [a, b] — R heiBt Regelfunktion, wenn zu
€ > 0 bel. eine Treppenfunktionen t. : [a, b] — R existiert mit
If(x) — te(x)| <€ Vx € [a,b]

Bemerkung  Anschaulich: In einen bel. engen e-Schlauch um den Graphen
von f auf [a, b] passt der Graph einer Treppenfunktion.

Bsp. 5.1 Sei f : [a, b] — R stetig und differenzierbar auf ]a, b[ mit
SUPxe[a,p) |f'(X)] < L, dann ist f eine Regelfunktion.

Bew: (Fehlerschrankensatz =) |f(x) — f(y)| < L|x — y|Vx,y € [a, b].
Zue>0wihlexo=a, x1 =1, x:=x+71...und
te(x) == f(x), falls x € [x;, xi41][.
Dann gilt fiir alle x € [a, b]:
[f(x) = te(x)| = |f(x) = f(x;)| < L} = € fiir x € [x;, x;1a[. O



Charakterisierung von Regelfunktionen

Definition 5.6  Fiir f : [a,b] — R und x € [a, b[ heiBt c € R der rechtsseitige
Grenzwert f(x;) von f € x falls
c= lim f(Xk)
k—ro0
fiir jede Folge (xx) mit xx > xVk und x; \ x.
Analog linksseitiger Grenzwert f(x_) von f in in x €]a, b]..
Bemerkung  Andere Schreibweisen f(xy) = lim f(x) = rlim f(x).

X—+ X4 X=X

Satz 5.3 ¢ = f(x.) existiert genau dann, wenn
Ve>036>0:|c—f(y)| <eVy €]lx,x+4]. O

Satz 5.4 f:[a, b] — R ist stetig im Punkt x €]a, b[ genau dann wenn
f(x2) = f(x) = f(x3). O

Satz 5.5  Eine Funktion f : [a, b] — R ist eine Regelfunktion auf [a, b]
genau dann wenn f(xy) in allen Punkten x € [a, b|
und f(x_) in allen Punkten x €]a, b] existieren.



Bsp. 5.2

Bew:

Bsp. 5.3

Bsp. 5.4

Bemerkung

Beispiele

Jede monotone Funktion f : [a, b] — R ist eine Regelfunktion.

Die Monotonie von f impliziert, dass f(x,) monoton beschrankt
und somit konvergent ist fiir jede monotone konvergente Folge
Xn /' x € [a,b] bzw. x, \ x € [a, b]. Diese beiden Grenzwerte
sind zudem unabhingig von der konkreten Wahl einer fallenden
bzw. wachsenden Folge x, — x. Somit hat f iiberall auf [a, b]
rechts- und linksseitige Limiten. O
Die Funktion f : [0,1] — R, £(0) := 0 und f(x) =sin(%) fiir

x €]0,1] hat keinen rechtss. Limes f(04) in x = 0 und ist somit
keine Regelfunktion.

Die Funktion f : [0,1] = R, f(x) =0, falls x € Q und f(x) =1
falls x € R\ Q hat in keinem x € [0, 1] einseitige Limiten und ist
somit auch keine Regelfunktion.

Ausblick: Das Integral fiir Funktionen wie f aus Bsp. 5.4 kann
mithilfe des Lebesgue’schen Integralbegriffs behandelt werden.



Beweis von Satz 5.5:

Bew: (”:>" :) Treppenfunktionen haben rechts. und linkss. Grenzwerte. /

e Sei (t) eine Folge von Treppenfunktionen, so dass
£(x) — te(x)| < £ Vx € [a, b].

e Sei x, \( X, dann

[te0xn) = t10m)| < [t(xn) = £ )| + [ (xa) — ti0xa)| < 5 + 7
Ubergang zur Grenze n — oo

t(xe) — (x| < L+ 3

D.h. ty(x;) ist eine Cauchy-Folge. Sei ¢ := limy tx(x;).
Behauptung: ¢ = f(x4),
denn zu e >0
o wihle k > % so, dass ferner
o c—ti(xy)| < § und
e wihle N so groB, dass |ti(x;) — tx(xa)| < §Vn > N.

= le = fxa)| < e = t0x)] + [te(x4) = F(xa)]

< e = tele) |+ [te(xr) = te(xn)| =+ [ti(xn) — £ (xn)]

e Vn>N. O

€ €€
333

IN



Beweis von Satz 5.5 (Forts)

Bew: ("<=":) Widerspruchsbeweis: Sei ¢ > 0, so dass keine Treppenfunktion
t:[a, b] = R ex. mit |t(x) — f(x)| < eVx € [a, b].
= Auf mind. einem der beiden Teilinervalle [a, m] bzw. [m, b]

mit m = %b ex. keine e-Approximation durch
Treppenfunktionen.

~ [teration des Arguments liefert eine Intervallschachtelung
[an, by, so dass auf keinem dern [a,, b,] eine e-Appoximation
von f durch Treppenfunktionen mdglich ist.

Sei & der innere Punkt der Intervallschachtelung.
e Esex. ein 61 > 0, so dass |f(y) — F(&4)] < eVy €]€,€ + 4.
e Esex. ein 6 > 0, so dass |f(y) — F(£2)] < eVy € [€ — 82, &].

e Wihle N hinreichend groB so, dass [an, by] C [ — 02,& + 02).
Definiere Treppenfunktion t : [an, by] — R durch:

t(x) ;= f(£-), falls x € [an, &[, t(§) = F(§) und t(x) = f(&4),
falls x €]&,& + 61].

= |t(x) — f(x)| < eVx € [an, bn]
Widerspruch zur Konstruktion der Intervalle [ap, by]. O



Der 'Zoo' der Regelfunktionen

Korollar 5.4 1) Eine stetige Funktion f : [a, b] — R ist Regelfunktion.

Bew:

Satz 5.6

Bew:

2) Falls f stiickweise stetig, d.h. esex. xo=a<x - <xy=b
und f :]x;, x;11[— R stetig mit rechtss. Grenzwerten in x; bzw.
linkss. Grenzwerten in x;;1 fiir alle i, so ist f Regelfunktion auf
[a, B].

3) Falls f : [a, b] — R Regelfunktion und g : R — R stetig, so
ist g o f wieder eine Regelfunktion.

4) Summe, Produkt und Quotienten* von Regelfunktionen sind
Regelfunktionen.

5) Das Punktweise gebildete Maximum h(x) := max(f(x), g(x))
bzw. Minimum h(x) = min(f(x), g(x)) zweier Regelfunktonen
f, g ist wieder eine Regelfunktion.

Folgt unmittelbar aus Anwendung von Satz 5.5. O

Falls f : [a, b] — R eine Folge von Regelfunktionen auf [a, b] mit
|h(x) — fi(x)| < % Vx € [a, b], so ist h wieder eine Regelfunktion.

(Ubung).



Eigenschaften des ('Regel’-)Integrals (1)

Satz 5.7 Fiir f, g : [a, b] — R Regelfunktionen und o, 3 € R gilt:

Bew:

1) (‘Linearitit’ des Integrals:)

/ab(af + Bg)(x)dx = a/ab F(x)dx + B/abg(x)dx

2) ('"Monotonie’ des Integrals:)
Falls f(x) < g(x)Vx € [a, b] so gilt

/ab f(x)dx < /ab g(x)dx.

3) ('Beschrinktheit’ des Integrals:)
|f| ist wieder eine Regelfunktion und es gilt

Lb f(x)dx

Durch Grenziibergang ('k — 00') aus den entspr. Eigenschaften
fiir Treppenfunktionen. O

b
§/ |f(x)|dx < (b—a) max |f(x)].
a x€[a,b]




Eigenschaften des ('Regel’-)Integrals (I1)

Satz 5.8 Sei f : [a, b] — R eine Regelfunktion und c €]a, b[.
Dann sind f : [a,c] = R bzw. f : [c, b] = R wieder
Regelfunktionen und es gilt

/a ) = / " fx)dx + / ).

Bew: Durch Grenziibergang ('k — oo') aus der entspr. Eigenschaft fiir
Treppenfunktionen. (Il

Satz 5.9 Sei f : [a, b] — R Regelfunktion und g : [a, b] — R so, dass
f(x) = g(x)in [a, b] bis auf endlich viele Ausnahmepunkte x.
Dann ist g auch Regelfunktion auf [a, b] und es gilt

/a ’ F(x)dx = / ’ g(x)dx.

Bew: Folgt durch Zerlegung von |a, b] in Teilintervalle, in denen f = g
und durch Anwenung von obigem Satz. O
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5.3 Der Hauptsatz der Differentialrechnung



Lemma 5.2

Bew:

Beschranktheit des Integrals, Version 2

Es sei f : [a, b] — R Regelfunktion, dann gilt sup |f(x)| < oo
x€E|a,b]
und

/ [F(x)]dx < (b—a) sup |F(x)

x€Ja,b[

Zu k € N sei t;, Treppenf. mit [t(x) — f(x)| < £Vx € [a, b]
e Beschranktheit von f: Sei T := sup,c(, ) [t1(X)],

= [FO) < IF(x) =)+ a(x)| <1+ T Vx e [a,bly

e Beschranktheit des Integrals:

b b
1ot < [ lnlo+ (6 2}

< (b—a) sup [t(x)|+ (b—a)

x€la,b

| =

x| = X

< (b—a) sup |f(x)|+2(b—a)

x€la, b

Das ist richtig fiir alle k € N ~~ Behautpung. O



Lemma 5.3

Bemerkung

Rechtsableitung der Integralfunktion

Es sei f : [a, b] — R eine Regelfunktion und sei
F:la,b] = R, F(x) ::/ f(s)ds
a

('Funktion der oberen Grenze'). Dann gilt fiir alle x € [a, b[:

im F(x+ h) — F(x)

B0 h = flx): ()

1) Bedeutung von (x): Fiir jede Folge (hy) mit hx > 0 und
hy — 0 gilt
(F(x+ he) — F(x))/hi = f(xy).

. Fxth)—F(x) _. ’ . ’ f
2) hl;r(r):L —————= =: F| (x) 'Rechtsableitung’ von F in x.

3) Rechtsableitung der Integrals = Rechtslimes des Integranden



Beweis von Lemma 5.3

Bew: Sei hy — 0+ und x € [a, b[. Dann

x—+hy

F(x+hk)fF(x):/ f(s)dsf/xf(s)ds

= /Hhk f(s)ds
N F(x+ h;;z - F(x) f(x+)‘ _ ‘hik /Xxwm f(s)ds f(x+)‘

-/ T e Fx) o
< sup [f(s) — F(xo)]

- s€]x,x+hy [

o Zue>0seid >0, sodass |f(xy)— f(s)] < eVs €]x,x + ).
e Zud>0sei NeN, sodass hy <dVk > N.

F(x 4+ he) — f(x)

= by

—f(xy)|<e Vk>N.



Lemma 5.4

Bemerkung

Bew:

Die Linksableitung der Integralfunktion

Es sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion und sei
F:la,b] =R, F(x):= / f(s)ds.
a

Dann gilt fiir alle x € [a, b[:

. F(x)=F(x+h) N .
L N (+)

1) Bedeutung von (x): Fiir jede Folge (hx) mit hy < 0 und
hi — 0 gilt
(F(x+ he) — F(x))/he = F(x2).
2) lim W "Linksableitung’ von F in x.
h—0—
3) Linksableitung der Integrals = Linkslimes des Integranden

Analog zu Lem. 5.3, denn

W —f(x.) = ﬁ f:+h(f(s) —f(x_))ds. O



Bemerkung zur (einseitigen)
Differenzierbarkeit

Lemma 5.5 Sei F: [a,b] = R und x €]a, b[. F'(x) = c ex. genau dann,
wenn F! (x) und F’ (x) existieren und F{(x) = F' (x) =c

Bew: =’ klar \/
=" Sei (xx) eine Folge mit xx # x und xx — x.
e Seien (x,,) und (xm,) die Teilfolgen der Glieder von (xx), die
rechts bzw. links von x liegen.
e Dann ist hy := Xm, —x < 0 und hy — 0—, also

F(xm,) — F(x) _ F(x) — F(x+ h«)

FL(x) =
o, — he - F.(x)=c

e Analog f~7k ‘= Xp, —Xx >0 und I~7k — 0+, also

F(xn) — F(x) _ F(x+ 715) — F(x)

— Fi(x)=c
. —x 7 +(x)

Somit konvergiert die ganze Folge (F(xk) — F(x))/(xx — x) gegen c,
d.h. F'(x) = c. m



Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Korollar 5.5  Es sei f : [a, b] — R Regelfunktion auf [a, b] und stetig in
(Hauptsatz) x €]a, b[. Fiir c € [a, b] sei
F:[a,b] = R, F(x) = [ f(s)ds,
dann ist F differenzierbar in x mit F'(x) = f(x).

Bemerkung  Erinnerung: [ f(x)dx := — [ f(x)dx falls x < c.

Bew: e (Fall c = a:) Stetigkeit von f in x
= FL(x) = f(xi) = f(x) = f(x-) = FL(x).
Also ist F diff'bar in x mit F'(x) = f(x).
e (Fall c € [a, b]:)
F(x) = [Xf(s)ds = [ f(s)ds — [ f(s)ds = F'(x) = f(x). O

Bemerkung  F ist diff'bar in x genau dann, wenn f(x;) = f(x_).



Definition 5.7

Satz 5.10

Bew:

Satz 5.11

Bew:

Bemerkung

Stammfunktionen

Eine diff'bare Funktion F :]a, b[— R heit Stammfunktion von
f:a, b[— R, falls F'(x) = f(x)Vx € R.

Zwei Stammfunktionen F und G fiir f auf|a, b[ unterscheiden
sich héchstens um eine Konstante.

Fiir H(x) := F(x) — G(x) gilt H'(x) = 0V x €]a, b[. MWS der
Differentialrechnung = H ist konstant auf [« 0] fiir alle
a<a<fB < b= Hist konstant auf]a, b[, d.h. esex. K € R so
dass F(x) = G(x) + KVx €]a, b]. O

Fiir f : [a, b] — R stetig und c € [a, b] ist F(x) := [ f(s)ds die
eind. Stammfunktion von f mit lim,_ F(X) = O

e (Hauptsatz) = F ist eine Stammfunktion von f auf|a, b|.
o [F(x)| < maxpp [f(x)] - [x — c| = 0 falls x — c.

e Fiir zwei solcher Stammf. F und F gilt F(x) = F(x) + K.
Wegen 0 = limy_,c F(x) = limy_,¢ F(x) +K=KistK=0. 03

Wegen |F(x) — F(y)| < r[n:i)]<|f| “|x =yl ist F : [a, b] = R stetig.
a,



5.4 Integrationsmethoden



Satz 5.12

Bemerkung

Bew:

Bsp. 5.5

Bemerkung

Bestimmtes Integral und Stammfunktion

Sei f : [a, b] — R stetig und F : [a, b] — R eine Stammfunktion
von F, so ist

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Bezeichnung fab f(x)dx 'bestimmtes Integral’

e Die Funktion G(x f f(s)ds ist eine Stammunktion fiir f
= G(x) = F(x) — K mit einem gewissen K € R.

e Berechnung von K: 0 = G(a) = F(a) — K = K = F(a).

o [7 F(x)dx = G(b) = F(b) — K = F(b) — F(a). 0

flz x2dx
e Stammfunktion F(x) = %
° = 12X2dX =128 -113=

x3.

1, _7
31 =3

Notation: Falls F : [a, b] — R, dann ist F’ F(b) — F(a).



Satz 5.13

Bew:

Bsp. 5.6

Partielle Integration

Seif,g :[a, b] = R stetigund F,G : [a, b] = R
Stammfunktionen von f bzw. g, dann gilt

/'ﬂ@.cuwx:F.qj_/'ﬂ@-g@¢<

(Produktregel =) Fiir h(x) := f(x)G(x) + F(x)g(x), ist
H(x) := F(x) - G(x) eine Stammfunktion
= [P h(x) = [P F(x)G(x)dx + [P F(x)g(x)dx = H|".

/01 e - xdx = /01 f(x)G(x)dx
= (" x)|y - /01 F(x)g(x)dx
:(ex~x)’é—/01ex~1dx

= (" X))y — e

=(e—-0)—(e—-1)=1



Partielle Integration — Weitere Beispiele

Bsp. 5.7 /OTr sin®(x)dx = /Oﬂsin(x) sin(x)dx
= (= cos(x)) sin(x)|;T + /Orr cos(x) cos(x)dx
= (—cos(x)) sin(x)|[7)T + /(1 — sin®(x))dx

= 2/07r sin®(x)dx = (— cos(x)) sin(><)|(7]r + /07r ldx=0+m

™

:>/ sin’(x)dx = =
0 2



Partielle Integration — Weitere Beispiele

1—e

1
BSp. 58 / mdx: ||n}) de
o e—

0

1—e l1—e
V1—x2dx = V1—x2-1dx
0 0
1—e l1—e X2
:\/l—x2x|0 +/O mdx

1 1—e X2
V1—-x%2=I|m —dx
/0 e—0 0 V1 7X2

= lim dx + lim dx

1—e X2 -1 1—e 1
e—0 Jo V1 — x2 E_}0~/0 V1 — x2
1
= —/ V1-—x2dx + lim arcsin(><)|17E
0 e—0 0

1
= / V1—x%dx = % arcsin(x)|; =I
0

4



Satz 5.14

Bew:

Bemerkung

Bsp. 5.9

Substitionsregel

Sei f : [a, b] = R stetig und ¢ : [, B] — [a, b] stetig
differerenzierbar mit ¢(«) = a und ¢(5) = b, dann ist

/f dx—/ fo(y))e' (v)dy.

Sei F : [a, b] — R eine Stammfunktion von f, dann ist
y = F(qb( )) eine Stammfunktion von y — f(¢(y)) - ¢'(y) und

J2F (e (v) dy = F(¢(a)) — F(#(B)) = F(b) — F(a). O

Schreibweise, falls ¢ : [a, B] — [a, b] umkehrbar
x=o(y) =x(y)

:»/ "X—/l(a)) Fx() Gy

1 z z -
1— x2dx = / 1 — sin®(y) cos(y)dy = / cos’(y)dy = —
|V (" sy costy)ay = [ cosy)ay = 5



Substitionsregel — Weitere Beispiele

1 —o(y)=1—y [©
BSp 510 / X2mdxx.f¢(y:)71 y/ (1_y)2ﬁ(—1)dy
) 1
1
=/0 (1 -y dy
1
_/(ﬁ—2y3/2+y5/2)dy
0
_2_4.2
3 5 7
Bsp. 5.11 3
PV ¢(y f/
/0 xsin(x?) Vy sin(y )\[
1 =2 1 §
- 7§cos(y)lo“ = 5(1 - COS(%))



Bsp. 5.12

Definition 5.8

Stammfunktion via Integration

Gesucht: Stammfunktion von f :]0,00[— R, f(x) = In(x).

F(x) ::/1 In(s)ds = /1 1-In(s)ds
=sin(s)|"_] — /X s% ds
=xIn(x) — (x=1)

=xlnx—x+1

Zu f : |a,b] — R heiBt die Menge aller Stammfunktionen
{F :]a,b[— R | F' = fauf Ja,b[} = [ f(x)dx
das unbestimmte Integral von f. Andere Schreibweise
Jf(x)dx = F(x)+ C
mit F :]a, b[— R ist eine Stammfunktion von f.



5.5 "Uneigentliche’ Integrale



Definition 5.9

Definition 5.10

Definition 5.11

Regelfunktionen auf offenenen Intervallen

Sei | C R ein offenes Intervall. Eine Funktion f : | — R hei3t
Regelfunktion, falls f(x;) & f(x_) ex. in jedem Punkt x € I.

Sei | C R ein Intervall. Eine Folge von kompakten Intervallen
In := [an, bn] C I heiBt (kompakte) Ausschépfung von /, falls
ln Clhy1¥YneNund I =, In.

Sei | ein offenes Intervalll und f : | — R eine Regelfunktion.
Dann heiBt f auf | (uneigentlich) integrierbar, falls fiir jede
kompakte Ausschépfung I, = [an, by] von | der limes

bn
lim / f(x)dx =: /f(x)dx eR
n—oo a |

n

unabhangig von der konkreten Wahl der Ausschépfung existiert.



Bsp. 5.13

Bew:

Bsp. 5.14

Bew:

Bsp. 5.15

Bew:

Beispiele — | beschrankt

£:0,1[> R, f(x) = J ist int'bar auf]0,1] mit [ % dx =

Sei a, \,0 und b, /1, dann
Jor Ledx = 2yx[b = 2v/b, — 2/a, 2 -0 =2.

f:]0,1[— R, f(x) = % ist nicht integrierbar auf |0, 1[.

Sei a, \ 0 und b, /1, dann

b by . .
f "Ldx =" =L _ L .1 _1 konvergiert nicht.
a, X X 0

a,  an b

f:]0,1[— R, f(x) = sin(%)2 ist nicht integrierbar auf 0, 1.

Sei a,, \,0 und b, /1, dann

2.

O

fb sin() 3z dx = cos(;)|5 = cos(3-) —cos(3-) ~ sin(1)—sin(g)

konverglert nicht.

O



Bsp. 5.16

Bew:

Bsp. 5.17

Bew:

Bsp. 5.18

Bew:

Beispiele — | unbeschrankt

f :]1,00[— R,f(x) = 2 ist integrierbar auf |1, 00| mit
floo f(x)dx = 1.
Seia, \ 1 und b, /* oo, d.h. fiir alle K >0 ex. N €N, s.d.

by > K¥n>N. Dann [ Ldx=-1["=1_1 41 O

xla, — b,

1
an an

f:]1,00[—= R,f(x) = % ist nicht integrierbar auf |1, ool.

Sei a, \,0 und b, /* oo, d.h. fiiralle K >0 ex. N € N, s.d.
b,,zKVnZN.Dannf;:"%dx:%/}:":\/b»n— an ~+ 00
konvergiert nicht. (|

f:]0,00[— R,f(x) = e~ ist integrierbar auf [0, co[ mit
Jo e dx =1
Sei a, =0 und b, / oo, dann

b, _ —x|bn _
. exdx:—exa:eo—eb"—>1—0:1. O




Satz 5.15  Falls | =]a.b[ beschrankt und sup,c;, p |f(x)| < oo endlich, so
ist f integrierbar auf ]a, b|.

Bew: e Sei C :=sup,cp, p|f(x)| und a, — a, by — b. Sei
A, = f;:" f(x)dx, dann ist

am bm
|[An — Am| §/ |f(x)|dx—|—/ |f(x)|dx
a b

n n

< C(lan — am| + |bn — bm|) — 0
(A,) ist also Cauchy-Folge und hat einen Grenzwert A.
e A ist unabhingig von der konkreten Wahl der Folgen (a,) bzw.
(bn), denn mit A, := f;f" f(x)dx fiir aj, — a bzw. b}, — b gilt

’

|An—A’n|g/”|f(x)|dx+/"|f(x)|dx

< Cllan = bl + |bn — by[) = 0 O

Korollar 5.6  Jede Regelfunktion f : [a, b] — R ist auf ]a, b[ integrierbar. [J



Absolute Integrierbarkeit

Definition 5.12  Eine Regelfunktion f : | — R auf einem Intervall | heiBt absolut
integrierbar genau dann, wenn |f| auf | integierbar ist.

Satz 5.16 f: /1 — R auf | absolut integrierbar = f auf | integrierbar.

Bew: Seil, = [a,77 by] eine Ausschépfung von I, dann gilt fiir n > m
| f )dx f/ f(x)dx| = |

< [T ireore+ / [F(x)]dx

n m

= / 1F(x)dx — / [F(x)[dx < e

m

f )dx — f( )dx|
n bm

falls nym> N, da A, :== fal:" |f(x)|dx Cauchy-Folge.
o= A, = f;:" f(x)dx ist Cauchy-Folge. /
e Analog A := lim, A, hingt nicht von der Folge ([apn, bs]) ab. O

Bemerkung  Umkehrung i.A. falsch, Bsp. f : [0, 00[— R, f(x) := *=
x € [n—1,n[ ~ alternierende harm. Reihe.



Integrierbarkeitskriterien

Satz 5.17 Seif,g: 1 — R mit |f(x)| < g(x) und g auf lintegierbar, so ist
(Maj.-Krit.) f auf | absolut integrierbar.

Bew: Fiirn>m

/abn|f(x)|dx—/abm|f(x)|dx‘ :/:m|f(x)|dx+/bb"|f(x)|dx\

am bn
< [ etaax+ [ elax
nbn Zm n,m—oo
:/ g(x)dx—/ g(x)dx "— 0. O

Bsp. 5.19 f:] — 00,00~ R, f(x) := e (GauB'sche Glockenkurve)

X

2
Aus % > x — % folgt e™ =

)

1 .
< ez~ ynd somit

Je T dx <2 % et R = 26 % 3.297 < .

Bemerkung [, e~ % dx = /21 ~ 2.506 (Analysis 11).



Integrierbarkeitskriterien (Forts.)

Satz 5.18  Zur Folge (a,)nen definierte f : [0, 00[— R durch

(Reihenkrit.) f(x):=a, firx € [n—1,n|
so ist f auf [0, 00 (absolut) integrierbar genau dann, wenn die
Reihe >~ | a, (absolut) konvergiert.

Bew: f:[0,00[— R ist eine Treppenfunktion und
S () dx = SN ap bzw. [ [f(x)dx = N as|. O
Lemma 5.6  Sei f :]0, 00— R monton fallend und a, := f(n), dann gilt
N
0

/ONf(x)dxzéanz/ F(x +1) dx.

Bew:

Y




Satz 5.19

Bew:

Integralkriterium fiir Reihen — Beispiel

Die Reihe >’ % konvergiert genau dann, wenn s > 1.

Sei f(x) := X fiirx € [n—1,n[

° Fa/ls <1:

f (x)dx>f0 x+1 dx—fooxlsdx—i 1= S|i_>ooov->oo.

e Falls =1:

fON F(x)dx > [;° X+1 dx = [{% Ldx = In(x) ;2 ~ oc.

e Fall s > 1:

S F(dx <14 [ Ldx =14 x| =14 A4 < 0.



1 Folgen von Funktionen

Wir betrachten Folgen von reell-wertigen Funktionen f, : U — R mit Definitionsbe-
reicht U c R und interessieren uns fiir natiirliche Konvergenzbegriffe. Genauer setzen
wir uns mit folgenden Fragen auseinander:

1. (a) Wann wollen wir eine Folge (f,,) konvergent nennen?

(b) Wann wollen wir zwei Funktionen f und ¢ als “nahe“ bezeichnen?
2. Wie sieht das Grenzobjekt einer konvergenten Folge (f,,) aus?

Bevor wir uns an einer Definition versuchen, iiberlegen wir uns welche Eigenschaften
unser Konvergenzbegriff erfiillen soll. Da wir mit Folgen reeller Zahlen vertraut sind,
und wir Zahlen als konstante Funktionen auffassen kénnen, liegt es nahe eine Folge
konstanter Funktionen konvergent zu nennen falls die Folge ihrer Funktionswerte
konvergiert. Auf folgendes wollen wir bestehen:

(a) Eine Folge konstanter Funktionen (f,,) konvergiert genau dann, wenn die Folge
ihrer Funktionswerte konvergiert.

(b) Ist (f,) eine konvergente Folge, so ist ihr Limes lim,, ., f,, wieder eine Funktion
mit gleichem Definitionsbereich.

Punkt (a) legt einen naiven Konvergenzbegriff nahe:

Definition 1 (Punktweise Konvergenz). FEine Folge (f,) konvergiert punktweise ge-
gen eine Funktion f genau dann, wenn f,(x) - f(z) fir alle x € U. Schreibweise:

fn 4 f. Genauer:
fu5 feVeelU, Ye>0IN = N(z,¢): Vn> N, |fo(z) - f(z)| < e
Beispiele:

0 firz<1

(i) Die Folge f,, :[0,1] = R;x — a™ konvergiert punktweise gegen f(z) = { 1 fir 72 1

.s 1 1
(ii) Die Folge f,.(z) = { 2n - fir 2 €[50, 7] konvergiert punktweise gegen 0.
0 sonst

Punktweise Konvergenz behandelt also Folgen von Funktionen als Familien von reel-
len Zahlenfolgen. Dies hat den Nachteil, dass jegliche Struktur die einzelne Folgen-
glieder moglicherweise besitzen ignoriert wird. D.h. wir konnen nicht erwarten dass
punktweise Konvergenz Eigenschaften wie Regularitit, Limiten oder Integrierbarkeit
erhélt. In der Tat wird dies durch obige Beispiele belegt. Genauer zeigt Beispiel (a),
dass der punktweise Limes stetiger Funktionen nicht mehr stetig zu sein braucht.
Wir untersuchen die punktweise Konvergenz im Beispiel (a) genauer. Fiir < 1 gilt
2" - 0. D.h. Ve > 03N = N(z,¢) : Yn > N, 2" < e. Das Problem hierbei ist, dass die
Konvergenzrate vom Punkt z abhéngt. Beispiele:

e=0,1 z=0,2 N(z,e)>2
r=0,9 N(x,€)>22 .
r=0,99 N(z,¢) 2230

fn konvergiert nicht , gleichméaflig”. Dies motiviert die folgende Definition.



1.1 Gleichméiflige Konvergenz

Definition 2 (Gleichméfiige Konvergenz). Eine Folge (f,) konvergiert gleichmdfig
gegen eine Funktion f genau dann, wenn sup,. |fn(z) = f(z)] - 0. Schreibweise
fu > f. Genauer:

fo> f e Ve>0IN = N(e): Vn> N,sup|f.(z) - f(z)| <e
zelU

Wir fithren folgende Schreibweise ein.
Definition 3. Fir eine beschrinkte Funktion f: U — R setzten wir || f| ., = sup,ey | f(2)].
Beispiel 1. Die Folge f,,:[0,1] = R;x = £ konvergiert gleichmdfig gegen 0.

Proposition 1. f, > f = fnliv f.

Proof.
(@) = f@) < fn = floo-
O
Satz 1. Sind alle Folgenglieder f, stetig und gilt f, > f, so ist auch f stetig.
Proof. Blatt 11, Aufgabe 2. O
Proposition 2. f,:[a,b) - R, f, > f, existiert fir alle n der Limes lim, -y fo(z) =
Yn, SO existiert auch im, ., f(x) und es gilt
lim lim f,,(z) = lim f(z).
n—oo x b /b
Proof. Ubung m

Proposition 3. f, :[a,b] = R, f, > f. Fiir eine konvergente Folge (z,,) in [a,b] mit
Ty > x gilt dann im0 fo(z,) = f(2).

Proof. Ubung m

1.2 Reihen von Funktionen

Definition 4. Seien f,: U - R und f: U - R reell-wertige Funktionen. Wir setzen
Sy(z) =X, fu(x). Dann gilt:

(i) Y02 fn konvergiert punktweise gegen f genau dann, wenn Sy = I
(11) ¥ory fn konvergiert gleichmdflig gegen f genau dann, wenn Sy > f.

Satz 2 (Weierstraf-Kriterium). Seien f,, : U - R beschrinkte Funktionen, so dass die
Reihe Y071 | full o (absolut) konvergiert. Dann konvergiert die Reihe Yo fr gleichmdfig.



Proof. Wegen |f,(z)| < || fn|., impliziert das Majoranten-Kriterium , dass die Reihe
Yoo fu(x) fiir jedes x € U absolut konvergiert und es gilt | Yo7y fu ()| < Xoti | fol o
fiir alle k € N. Sei f(z) := X772 fu(x) der punktweise gebildete Limes. Es gilt

ISy = flo =sup| 3> fal@)l< X [falle =0
zeU p=N+1 n=N+1
Also konvergiert ¥, f.(x) gleichméBig gegen f. O

Bemerkung 1. Aus der gleichmdfigen Konvergenz der Reihe Y.~y fn folgt nicht die
Konvergenz der Reihe Y071 || fn Ein Beispiel hierfir liefert die Taylorreihe der
Funktion log(1 + z). Es gilt

(-1

log(1+x) = i " auf [0,1].

Doch Y% 1 falle = o2y L divergiert. Die gleichmifige Konvergenz erhalten wir je-

n=1n
doch aus dem Leitbniz-Kriterium:

n+1

N (_1
[log(1+xz) - )" z"| <
n=1 n

1
i 11.
N1 fir alle x € [0,1]

Beispiel 2 (Geometrische Reihe). Wir betrachten die Funktionen f, : [-r,r] —
R; x w a™ fiir festes r €]0,1[. Dann gilt | f,|,, =7 und die Reihe Y.;" 1 ™ konvergiert
absolut (Quotienten-Kriterium). Also konvergiert die Reihe Yo", fn gleichmafig gegen

eine stetige Funktion f. Diese erhalten wir als punktweisen Limes f(x) = Yooy fu(x) =
T

Satz 3. Seien f, : [a,b] = R Regelfunktionen mit f, > f. Dann ist auch f Regelfunk-
tion und es qilt

b b
lim [ f, = f 7.
Proof. Blatt 11, Aufgabe 3 und | [* f, = [* fl < (b=a) | fu = f]... O

Korollar 1. Seien f, : [a,b] = R Regelfunktionen so dass die Reihe Yo fn gleichmdfiig
konvergiert, dann ist auch ihr punktweiser Limes eine Regelfunktion und es gilt

oo b b oo
Z f fn = Z fn
n=1va

a n=1

Proof. Y72 fo(x) = limy_ o Sn(x) ist Regelfunktion als gleichméBiger Limes von
Regelfunktionen. Wir erhalten

. N b . b b
]\lfl_r)rolonZ::l‘/a fn:]\lfl_r)eo\/a SN:‘/Q nz::lfn



Beispiel 3. (i) Es gilt Y77, 2™ = 7%= auf |-1, 1] und die Konvergenz ist gleichmifsig
auf jedem kompakten Teilintervall. Wir addieren 1 zu beiden Seiten und erhalten
Yoo = ﬁ und die gleichmdf$ige Konvergenz bleibt erhalten. Fir r €]0,1]
kinnen wir beide Seiten integrieren [ Yooga™ = [, 7. Dies liefert:

0 ,,m+1

3" —log(1-r).
n=0

(it) Es gilt 75 = Y02 o(-1)"a®" gleichmdfig auf kompakten Teilintervallen von
|- 1,1[. Wir integrieren die Gleichung und erhalten fiir r €]0, 1]

0o T2n+1
tan(r) = Y (~1)" .
arctan(r) nz:;)( ) 51

1.3 Gleichmiaflige Konvergenz und Differenzierbarkeit

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass Stetigkeit, Limiten und Integrale un-
ter gleichméfiger Konvergenz erhalten bleiben (vgl. Satz 1, Proposition 2, Satz 3).
Nun wollen wir hohere Regularitdt behandeln. Seien f, : [a,b] - R differenzierbare
Funktionen. Falls f, gleichméfig gegen f konvergiert kénnen wir fragen:

1. Ist f differenzierbar?
2. Gilt f! - f' gleichméBig? (punktweise?)
Leider sind beide Antworten Nein.

Beispiel 4. (i) Seien f, : [-1,1] > R; z— /2% + # Dann konvergiert f,, gleichmdfig
gegen die Betragsfunktion, denn |z| < fo(z) <|z|+ <.
(i1) Seien f,:[0,27] - R; z Sm(nﬂ Dann konvergiert f,, gleichmdifig gegen die
Nullfunktion, denn | f,|. = +. Es gilt fi(z) = ncos(n?z). Also |f,(0)| = n und

damit konvergiert f! nicht punktweise.

Fordern wie jedoch die gleichméflige Konvergenz der Ableitungen, erhalten wir:

Satz 4. Es seien f, :[a,b] = R stetig differenzierbare Funktionen so dass:

1. Die Folge (f,) konvergiert punktweise auf [a,b].
2. Die Folge (f!) konvergiert gleichmaf$ig auf [a,b].
Dann ist die Grenzfunktion f stetig differenzierbar auf [a,b], und es gilt

f'(x) = lim f ().



Proof. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

ful) = fula) + f ")t

Wegen der gleichmifiigen Konvergenz der Folge (f!) liefert Satz 3:
lim f FL(8)dt = f lim f7 (t)dt.

Wir erhalten N
@)= f@y+ [ lim gty

Da nach Satz 1 lim, . f} stetig ist, folgt die Behauptung aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. O

Bemerkung 2. Da der Definitionsbereich in obigem Satz beschrinkt ist, erhalten wir
die gleichmdafige Konvergenz der Folge (f,):

@) = @l =1 [ F @y [ fuw)dy < G-a) 1 - fil.o.
Korollar 2. Es seien f, :[a,b] > R stetig differenzierbare Funktionen so dass:

1. Die Reihe ¥.,°, fn konvergiert punktweise auf [a,b].

2. Die Reihe Y001 || f1 ., konvergiert gleichmaf$ig auf [a,b].

oo

Dann ist die Grenzfunktion Y., f, stetig differenzierbar auf [a,b], und es gilt

<i1 fulz)) = i fi(x).

Proof. Das Kriterium von Weierstrafl impliziert, dass Y .-, f/ absolut konvergiert. [J

1.4 Potenzreihen

Definition 5. Fiir eine Zahl a € R und eine Folge reeller Zahlen (c,) nennen wir den
Ausdruck

oo

Y ez —a)"

n=0
eine formale Potenzreihe zentriert in a.

Wir nennen die Reihe formal, da wir noch keine Annahmen iiber eine mégliche
Konvergenz der Reihe gemacht haben. Die Reihe konvergiert jedoch automatisch fiir
x = a und allgemein gilt, je ndher x an a liegt desto besser sind die Konvergenzaus-
sichten. Genauer:

Definition 6. Fir eine formale Potenzreihe Yo" c,(x—a)™ definieren wir den Kon-

vergenzradius R durch:
1

" lim sup, .. el

1_
1=

Hier folgen wir der Konvention +00 und %O =0.



Satz 5. Sei ¥, cn(x —a)™ eine formale Potenzreihe und R ihr Konvergenzradius.

1. (a) Ist |v —a|> R, so divergiert die Reihe bei x.
(b) Ist |x—a|< R, so konvergiert die Reihe absolut bei x.

2. Ist R > 0, so erhalten wir also eine Grenzfunktion f :la - R,a + R[-> R mit

f(x) = Elo en( —a)™,

3. (¢) Fir alle 0 <r < R konvergiert die Reihe Y- cn(x —a)™ gleichmdf$ig gegen
f auf dem kompakten Intervall [a —r,a+r]. Insbesondere ist f stetig auf
la-R,a+ RJ[.

(c) f ist differenzierbar auf la— R,a+ R[, und fiir alle 0 <r < R konvergiert die
Reihe Y0 o ney(x—a)™t gleichmdfig gegen f' auf dem kompakten Intervall
[a—7,a+7r]. Insbesondere ist f' stetig auf Ja— R,a+ RJ.

(¢) Fiir jedes abgeschlossene Intervall [y,z] cla- R,a+ R[ gilt
z 0 _ n+l _ _ n+1
[ f(z)dz = ch(z a) (y-a) .
Y n=0

n+1

Bemerkung 3. Satz 5 macht keine Aussage fiir x =a + R.

Satz 6 (Abel). Sei Y.0°c,a™ eine Potenzreihe zentriert in 0 mit Konvergenzradius
R =1. Konvergiert die Rethe im Punktx =1 also }.;" ¢, < 00, s0 gilt lim, .1 Y.0” o cp @™ =
Z:Lo:() Cn-

Fiir den Beweis benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 1 (Partielle Summation). Seien (a,) und (b,) konvergente reelle Folgen
mit limy, 00 @, = A und lim, . b, = B. Angenommen die Reihe Y,>(ans1 — an)by,
konvergiert. Dann konvergiert auch die Reihe Yo" ani1(bns1 — by) und es gilt

Z(an+1 - an)bn =AB - aObO - Z an+1(bn+1 - bn)
n=0 n=0

Proof. Ubung n

Satz von Abel. Wir setzen C' =Y, ¢, und Sy = (zﬁ;ol ¢n)-C. Dann gilt limy o, Sy =
0, So=-C und ¢, = S,,1 — S,. Wir wollen zeigen, dass

[ee)
lim ) c, 2" =C.
:E/'lr;) n

gilt. Dazu konnen wir uns auf den Bereich z € [0,1[ einschrinken. Wir summieren
partiell.

i " = i(SnH - Sp)z"
n=0 n=0

= (lim S,,) (lim )a" =Spz” = Y~ S,y (@™ = 2™)
0 0 "

=C+ Z Spe1(z"™ - x”*l)

n=0



Die Behauptung reduziert sich zu der Aussage
EE}T;)S"”(JUH —2™1) = 0.

Wegen
Z)Sml(x" —a™ )| < 2|Sn+1|(x” - ™)
genugt es _ _
lim 2 Syt (2 = 2™1) = 0
>0

zu zeigen. Da hier alle Summanden nicht-negativ sind folgt die Behauptung aus
lim sup Z 1Syt |(z™ = 2™ = 0.
/1 p=0

Zu € > 0 existiert ein N = N(¢€) so dass |S,| < € fiir alle n > N. Wir erhalten

oo N )
Z|Sn+1|(l,n_$n+1)g Z|Sn+1|(l,n_$n+1)+ Z E(In—$n+1).
n=0 n=0 n=N+1

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist eine Teleskopreihe. Thr Wert ist exV+1,
denn

oo k
Z (l,n _xn+1) = lim Z (xn _xn+1) = lim (Z’N+1 —$k+1) — SL’N+1
n=N+1 koo, TN+1 ko0

Es folgt

) N

Z |Sn+1|($n _ CE"H) < Z |Sn+1|($n _ wn+1) + El‘NH,

n=0 n=0
Nun gilt fir jedes n € {0, 1,..., N}: lim, . (z"-2z"*1) = 0. Da wir Limiten mit endlichen

Summen vertauschen konnen, erhalten wir

lim sup Z 1S |(2™ = 2™ <e.

z/1 n=0
O

Korollar 3. Sei f(x) =Yy co(xz—a)” eine in a zentrierte Potenzreihe mit Konver-

genzradius 0 < R < co. Konvergiert die Potenzreihe in a+ R, so ist f stetig in a+ R,
d.h.

lim icnx a)’ = chR"

x/'aJar 0
Konvergiert die Potenzreihe in a — R, so ist f stetig in a — R, d.h.

o0 [ee)

limR Y ealz—a)" =) co(-R)™

AL ) n=0



Beispiel 5 (Vgl. Beispiel 3). 1. Der Satz von Abel ermdglicht es uns die Identitit

0 ZL’"+1
=—1In(1- irxel-1,1
auf den Punkt x = -1 auszudehnen, denn nach dem Leibniz-Kriterium ist Y., %

konvergent. Wir erhalten:
= (1)
In(2) = E T
n(2) —on+l

2. Genauso erhalten wir aus der Identitdt

I2n+1

arctan(z) = Z( )” , fir ze]-1,1[.

durch Fortsetzung auf x =1

(1)
'Z:Oznu

AN

3. Wir beginnen mit e=*" = Z;’;O(—l)”%,ﬁér x € R. Integration liefert
x2n+1

[0 —tdt—Z( I e ——— A1) fir x e R.

Mit der Fehlerabschitzung aus dem Leibniz-Kriterium kdonnen wir nun den Wert
des Integrals fox e~ dt beliebig genau bestimmen.



