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1.8 Gradient

Definition 40 (Gradient)

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f : Rn ⊃ G → R ist die
Ableitung f ′(~x) interpretiert als Vektor oder, genauer, Vektorfeld:

grad~x f := ∇~x f :=


∂f
∂x1

(~x)
...

∂f
∂xn

(~x)

 =

(
∂f
∂x1

(~x), . . . ,
∂f
∂xn

(~x)

)T



1.8 Gradient

Gradient und Richtungsableitung

Sei ~v ∈ Rn mit |~v | = 1, dann gilt für die Richtungsableitung:

∂f
∂~v

(~x) = grad~x f · ~v = |grad~x f | cos(∠(grad~x f , ~v))

Beispiel: f : R2 7→ R, f (x , y) = x2 + y2,~v =
(v1

v2

)
∈ R2

∂f
∂~v

(~x) = lim
t→0

f (x + tv1, y + tv2)− f (x , y)

t

= lim
t→0

(x + tv1)
2 + (y + tv2)

2 − x2 − y2

t

= lim
t→0

2txv1 + t2v2
1 + 2tyv2 + t2v2

2
t

= 2xv1 + 2yv2 = 〈
(

2x
2y

)
, ~v〉.



1.8 Gradient

Satz 41 (Bedeutung des Gradienten)

Der Gradient einer Funktion f (eines skalaren Feldes) weist in die
Richtung des stärksten Anstiegs von f . Er steht senkrecht auf den
Niveaus von f .

Nc := {~x ∈ Rn | f (~x) = c }

heißt das c–Niveau (n = 2: Höhenlinie, n = 3: Niveaufläche) von f ,
c ∈ R.



1.8 Gradient

f (x , y) = sin(x) sin(y)

grad(x ,y) f =

(
cos(x) sin(y)
sin(x) cos(y)

)
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1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

Anwendungen des Gradienten (I)

I Kraft auf einen Ladungsträger im Elektrischen Potentialfeld
R

d 3 p 7→ ϕ(p) ∈ R
~F (~p) = −∇ϕ(p)

I Horizontale Geschwindigkeit eines (’überdämpften’)
Massekörpers in Höhenlandschaft Rd 3 p 7→ ϕ(p) ∈ R

~v(~p) = −∇ϕ(p)

I Flächennormale einer Fläche
F = {~z = (x , ϕ(x)) |x ∈ Rd} ⊂ Rd+1 im Punkt z = (p, ϕ(p))

νF (z) =
1√

1 + |∇ϕ(p)|2

(
−∇ϕ(p)

1

)
.



1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

Illustration

F = {(x , ϕ(x)) |x ∈ Rd} ⊂ Rd+1

νF (z) =
1√

1 + |∇ϕ(p)|2

(
−∇ϕ(p)

1

)
.



1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

Anwendungen des Gradienten (II): Gradient und
Messfehler

~f (~x +
−→
∆x) ≈ ~f (~x) +~f ′(~x)

−→
∆x

Beispiel 37: Daumenregel für Wirkung von (Mess-)Fehlern

I Messdaten ~x = (x1, . . . , xn) mit Fehlern
−→
∆x = (∆x1, . . . ,∆xn).

I Eine differenzierbare Formel ~f : Rn ⊃ G → R
m für eine

interessante Größe.
I Daumenregel für die Auswirkung

−→
∆f = ~f (~x +

−→
∆x)−~f (~x) der

Messfehler auf die interessante Größe ~f :

−→
∆f ≈ ~f ′(~x)

−→
∆x =

∂~f
∂x1

(~x)∆x1 + . . . +
∂~f
∂xn

(~x)∆xn



1.12 Fehlerapproximation und Fehlerschranken

Satz 58: Fehlerschrankensatz
f : Rn ⊃ G → R differenzierbar, G offen, ~x , ~y ∈ G und ihre
Verbindungsstrecke ~x~y ⊂ G. Existieren Schranken M1, . . . , Mn, sodass
für alle ~z ∈ ~x~y gilt ∣∣∣∣ ∂f

∂xi
(~z)

∣∣∣∣ ≤ Mi .

Dann gilt
|f (~x)− f (~y)| ≤

∑
i

Mi |xi − yi |.

Auswirkung von Messfehlern

|∆f | ≤
∑

i

Mi |∆xi |.
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