Analysis Il f. Ingenieure

8. Vorlesung 11.11.10

Folien:

Max v. Renesse
&

G. Paul Peters

Fakultat II: Institut fir Mathematik

L}



1.8 Gradient

Definition 40 (Gradient)

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f: R" D G — IR ist die
Ableitung f'(X) interpretiert als Vektor oder, genauer, Vektorfeld:
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1.8 Gradient

Gradient und Richtungsableitung
Sei v € R" mit |V| = 1, dann gilt fiir die Richtungsableitung:

:;'_;()?) = grad; f - V = | grad; f| cos(4(grad; f, V))

Beispiel: f : R? — R, f(x,y) = X2 + y2,V = (2) € R?

g()—(’): lim f(X+tV1vy+tV2)_f(X7y)
8\7 t—0 t
— lim (X+tV1)2+(y—|—tV2)2—X2—y2
t—0 t
2t t2v2 + 2t 2v2 .
_ tllng XVi + 1°Vy ‘;‘ yVo + V5 = 2XVi + 2yVp = <(§§>7 V).
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1.8 Gradient

Satz 41 (Bedeutung des Gradienten)

Der Gradient einer Funktion f (eines skalaren Feldes) weist in die
Richtung des starksten Anstiegs von f. Er steht senkrecht auf den
Niveaus von f.

Ne:={XeR"|f(X)=c}
hei3t das c—Niveau (n = 2: Héhenlinie, n = 3: Niveauflache) von f,
ceR.
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1.8 Gradient

f(x, ) = sin(x) sin(y)

_ (cos(x)sin(y)
grad(X,y) f= (sin(X) COS(}’))
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1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

Anwendungen des Gradienten (I)

» Kraft auf einen Ladungstrager im Elekirischen Potentialfeld
R? > p— ¢(p) € R
F(B) = =Ve(p)

» Horizontale Geschwindigkeit eines ('Uberdampften’)
Massekérpers in Héhenlandschaft R 5 p — ¢(p) € R

— =

V(p) = =Ve(p)

» Flachennormale einer Flache
F ={Z=(x,¢(x)) |x € R¥} C R¥*"im Punkt z = (p, ¢(p))

I/}‘(Z) — 1 <_v90(p)) )
VI+IVePPR \ T
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1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

lllustration

F ={(x,¢(x)) |x € R} c R

I/].'( ) _ 1 <_v90(p)
T+ [Ve(p)2 \ 1

).
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1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)

Anwendungen des Gradienten (lI): Gradient und
Messfehler

= — - = T
f(X + Ax) ~ f(X) + f(X)Ax

Beispiel 37: Daumenregel fir Wirkung von (Mess-)Fehlern

» Messdaten X = (xi, ..., X,) mit Fehlern AxX = (AXq,. .., AXp).

» Eine differenzierbare Formel f: R” > G — R™ fiir eine
interessante Grof3e.

» Daumenregel flr die Auswirkung Af = f(X + Ax) — f(X) der
Messfehler auf die interessante Grof3e f:
T FEr = O s ot
f~f(X)Ax = x (X)Axy + ...+ aXn(x)Ax,,
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1.12 Fehlerapproximation und Fehlerschranken

Satz 58: Fehlerschrankensatz

f: R" O G — R differenzierbar, G offen, X,y € G und ihre
Verbindungsstrecke Xy C G. Existieren Schranken M, ..., M,, sodass
far alle Z € Xy gilt

of .

_ < M..
8X,‘ (Z) Ml

Dann gilt
F(X) — F) <D Milx; — yil.
i

Auswirkung von Messfehlern
IAf] <) Mi|Ax|.
i

L}



	1.8 Gradient
	1.9 Anwendungen (und noch 1.7 Beispiel 37)
	1.12 Fehlerapproximation und Fehlerschranken

