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Satz
Differenzierbare Abbildungen sind stetig.

Beweis

|f (~x + ~∆)− f (~x)| ≤ |〈df (~x), ~∆〉|+ |~∆|r(∆)−→0 für ∆ → ~0.

Bemerkung

Die Umkehrung gilt nicht. Bsp.: f (~x) = |~x | stetig in ~0 aber dort nicht
diff’bar.



Richtungsableitung

Seien G ⊂ Rn offen und ~f : G → R
m eine differenzierbare Abbildung.

Dann gilt
~f ′(~x)~v = lim

t→0

~f (~x + t~v)−~f (~x)

t

für alle ~x ∈ G und ~v ∈ Rn. Ist ~v ein Einheitsvektor, d.h. |~v | = 1, so heißt

∂~f
∂~v

(~x) := ~f ′(~x)~v

die Richtungsableitung von ~f an der Stelle ~x in Richtung ~v .

Beispiel: f : R2 7→ R, f (x) = x2 + y2, v = (1, 2)

~f ′(~x)~v = lim
t→0

(x + t)2 + (y + 2t)2 − x2 − y2

t

= lim
t→0

2xt + 4yt + t2 + 4t2

t
= 2x + 4y .
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Definition 35 (Partielle Ableitungen)

Die partielle Ableitung von ~f : Rn ⊃ G → R
m an der Stelle ~x ist

∂~f
∂xj

(~x) :=
∂~f
∂~ej

(~x) = lim
t→0

~f (x1, . . . , xj + t , . . . , xn)−~f (x1, . . . , xn)

t

Falls alle part. Ableitungen ∂~f
∂xj

(~x), j = 1, · · · , n in ~x ∈ Rn existieren
heißt f dort partiell differentierbar.

Beispiel: f : R2 7→ R, f (x) = x2 + y2

∂~f
∂x

(~x1) = lim
t→0

(x + t)2 + y2 − x2 − y2

t

= lim
t→0

2xt + +t2

t
= 2x
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Satz 36 (Bestimmung der Ableitungsmatrix aus partiellen
Ableitungen)

Falls ~f differenzierbar in ~x , so ist ~f auch partiell diffbar in ~x und die
Funktionalmatrix f ′(~x) = d~f (~x) berechnet sich aus den partiellen
Ableitungen gemäß:

~f ′(~x) =

 ∂f1
∂x1

(~x) · · · ∂f1
∂xn

(~x)

· · ·
∂fm
∂x1

(~x) · · · ∂fm
∂xn

(~x)

 =
(

∂~f
∂x1

(~x) · · · ∂~f
∂xn

(~x)
)

Satz 38(Hinreichendes Kriterium für Differenzierbarkeit)

Existieren für ~f : Rn ⊃ G → R
m alle partiellen Ableitungen und sind

diese als Funktionen auf in ~x ∈ G stetig so ist ~f im Punkt ~x
differenzierbar.
Bemerkung: Alternative sprechweise: ~f total differenzierbar.
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Strategie zum Ableiten

I Stetig? Ja oder weiß nicht: weitermachen. Nein: Abbildung ist
nicht differenzierbar (könnte aber partiell differenzierbar sein).

I Partielle Ableitungen bestimmen. Wenn das nicht geht: nicht
differenzierbar.

I Partielle Ableitungen stetig?
I Ja: Funktion ist differenzierbar, Ableitungsmatrix aus partiellen

Ableitungen.
I Nein: Fehlergrenzwert aus der Definition der Differenzierbarkeit

untersuchen. Die Matrix A ist dabei durch die partiellen Ableitungen
gegeben.
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Beispiel 1: f (x , y) : R2 7→ R, f (x , y) = x2 + y2

∂f
∂x

(~x) = 2x =: g(x , y)

R
2 3 (x , y) 7→ g(x , y) = 2x stetige Funktion

√

∂f
∂y

(~x) = 2y =: h(x , y)

R
2 3 (x , y) 7→ h(x , y) = 2y stetige Funktion

√

⇒ f differenzierbar in jedem Punkt ~x ∈ R2 mit df (~x) = (2x , 2y).
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Beispiel 2: f (x , y) : R2 7→ R, f (x , y) :=
{

xy/
p

x2 + y2 f.~x 6= ~0
0 f.~x = ~0

in ~x 6= ~0 :

∂f
∂x (~x) =

y
√

x2+y2−xy 2x
2
√

x2+y2

x2+y2 =: g(x , y)

in ~x = ~0 :
∂f
∂x (~x) = limt→0

f (t ,0)−f (0,0)
t = limt→0 0 = 0.

Also z.B. für ~xk = (1/k , 1/k) → ~0

lim
k

∂f
∂x

(~xk ) = lim
k

g(~xk ) = lim
k

√
2( 1

k )2 − 1√
2
( 1

k )2

2( 1
k )2

= lim
k

√
2− 1√

2

2
6= 0 =

∂f
∂x

(lim~xk )

⇒ Die Funktion R2 3 ~x 7→ ∂f
∂x (~x) ∈ R ist im Punkt ~x = ~0 nicht stetig,

d.h. hinreichendes Kriterium nicht anwendbar.
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Beispiel 2 (Forts.): f (x , y) = xy/
√

x2 + y2

Analog: in ~x = ~0 :
∂f
∂y (~x) = limt→0

f (0,t)−f (0,0)
t = limt→0 0 = 0.

Behauptung: f ist tatsächlich nicht diffbar in ~x = ~0,
denn andernfalls muss also (nach Satz 36)

df (~0) = ( ∂f
∂x (~0), ∂f

∂y (~0)) = (0, 0)

Sei nun z.B. ~∆ = (∆, ∆) ∈ R2, dann

|f (~0+~∆)− f (~0)− 〈df (~0), ~∆〉| = |f (~∆)| = |∆| 1√
2

= |~∆|r(~∆) mit r(~∆) := 2 6→ 0 für ∆ → 0.

⇒ f ist partiell differenzierbar in ~x = ~0 aber dort nicht (total)
differenzierbar.
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Beispiel 2 (Forts.): f (x , y) = xy/
√

x2 + y2

Funktionsgraph:

(’Doppelknick’)Ã keine Tangentialebene über ~x = ~0.
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