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0. Anhang: Unendliche Reihen

Unendliche Reihen
Eine Folge (sp)nen der Form

n
Sn=) a=a +a+.. +ap
k=0

hei3t Reihe mit den Gliedern oder Summanden ax € R (oder C) und
den Partialsummen s,. Man schreibt kurz

[0 o)
> ax
k=0

fur die Reihe sowie fir ihren Grenzwert.
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0. Anhang: Unendliche Reihen

geometrische Reihe

_ gt

=1 1 = 1.
Zq _q,q#, kZOq q|q|<

harmonische Reihe, Riemannsche Zetafunktion

» Die Reihe Z% heiBt harmonische

k=1
Reihe. Sie ist divergent.

> Die Reihe ) % ist fir s > 1
k=1
konvergent und sonst divergent. Die
dadurch beschriebene Funktion
|1, 00[— R heiBt Riemannsche
Zetafunktion. Wikipedia
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http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_Vermutung

0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen
Notwendiges Kriterium
Wenn die Reihe >z , ax konvergiert, so ist a, eine Nullfolge.

Integralkriterium

Fur ax = f(k) mit f : R>o — R>o monoton fallend, dann konvergiert
Y ke @ ganau dann, wenn fir ein f gilt, dass I|m ft S)ds < oo.

Absolute Konvergenz

Wenn die Reihe > " |ax| konvergiert, so konvergiert auch » ~ a und

k=0 k=0
jede ihrer Umordnungen (und zwar immer gegen denselben Zahlwert).

Majorantenkriterium

Falls |ax| < bx. Wenn Zbk konvergiert, so konvergiert auch Zak -.E
k=0
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Quotientenkriterium

k41
ag

» Wenn lim
k—o0

<1, s0 konverglertZak
k=0

k1
ag

» Wenn lim
k—o0

>1, s0 d|verg|ert2ak
k=0

Wurzelkriterium

oo
» Wenn lim {/|ax|<1, so konvergiert > " a.
k—o0

k=0
oo

> Wenn lim {/|ax[>1, so divergiert > " a.
k— o0 ko
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0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Leibniz—Kriterium

» Wenn die Folge ax eine monoton fallende Nullfolge ist,
so konvergiert die alternierende Reihe

> (—1ax.

k=0

» Der Grenzwert der Reihe liegt immer zwischen zwei aufeinander
folgenden Partialsummen.
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0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Potenzreihe
Eine Reihe der Form

oo
> ak(z —z0)"
k=0

heiBt Potenzreihe mit den Koeffizienten ax € C, k € N und dem
Entwicklungspunkt zg in der Variablen z.

Konvergenzradius
Es gibt genau eine relle Zahl R € [0, o] (R = o ist auch erlaubt),
sodass die Potenzreihe flr alle z € C mit

» |z — 29| < R konvergiert,

» |z — 29| > R divergiert.
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0.2 Anhang: Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Potenzreihen ableiten

Potenzreihen kann man innerhalb des Konvergenzkreises
differenzieren, in dem man die Summanden einzeln differenziert.
Die Potenzreihe der Ableitung hat denselben Konvergenzradius wie

die Ausgangsreihe.
Exponentialfunktion

e :=exp(2) =) X
k=0

Sinus— und Kosinusfunktion

() 2k+1
) = 30 Gy 008 = L0
k=0 k=0
L
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Taylorreihe
Die Taylorreihe einer unendlich oft differenzierbaren Funktion f im
Entwicklungspunkt xp ist

=, ) (x0)
k!

(X — Xo)
k=0

Sie konvergiert in x genau dann gegen f(x), wenn das Restglied aus
dem Satz von Taylor flir n — oo gegen Null konvergiert.
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