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Definition 129 (parametrisierte Flache)

Sei B ¢ R? kompakt und F c R3. Eine stetig partiell differenzierbare,
surjektive und (mit Ausnahme von Randpunkten) injektive Abbildung

mit der Eigenschaft 8x

X: B
e (auBer in Bandpunkten) 8u

76 0
heiBt Parametrisierung. Eine Teilmenge F C R® nennt man Flache,
wenn es fir F eine solche Parametrisierung gibt.
Veranschaulichung

F ist eine Teilmenge des R3, die

mit einem 2D-krummlinigen Koordi-

natensystem X, d.h. /\//—\/

]RQDBBC;)HX(U,V)E}—C]RS

Profilkurven

beschrieben werden kann. T'E



Beispiel — Torusflache

Parametrisierung: B = [0, 27] x [0, 27]

x(t, p) cost cost-cosp (R+ rcosp)cost
X(t,p)=[y(t.p) | = R-| sint |+r-| sint-cosp | = | (R+ rcos(p))sint
z(t,p) 0 sint rsint

Bemerkung: Es gibt (unendlich viele) andere Parametrisierungen. -'.E



Vektorielles und Skalares Flachenelement

Definition Vektorielles Oberflachenelement
Das vektorielle Oberflachenelement der Parametrisierung X: B — F ist

Geometrische Bedeutung: ri = g—fj X g—’s ~ Flachennormalenvektor

v b ol
I.. N .l :ll'rrl,l-l'

Lange |r| ~~ Flacheninhalt eines in finitesimalen Flachenstiicks. -..E



Vektorielles und Skalares Flachenelement

(Skalares) Oberflachenelement

Das skalare Oberflachenelement der Parametrisierung X: B — F ist

0% O%

dO:: 8UXE

dudv

Formaler Zusammenhang zw. Vektoriellem und Skalarem
Flachenelement

dO= ‘d@‘

L}



Beispiel (Forts) — Torus

Flachennormalenvektor

& o cos(t) - cos(p)
T = % x ilj—X = (Sin(t) . cos(p)) -1+ (r-cos(p) + R)
' ” sin(p)

Skalares Flachenelement
dA=|i|-dt-dp=r- (r-cos(p)+ R)-dt-dp
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Definition 132 (Skalares Oberflachenintegral)

Sei f: F — R eine stetige skalare Funktion, dann wird das skalare
Oberflachenintegral von f Gber F folgendermafen definiert:

//de //de //f

Wichtiger Spezialfall: f(X) = 1 = const.

6x oxX
7X7

8ddv

/ 1dO = Flacheninhalt der Fache F
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Beispiel (Forts) Torusflache

1) Bestimmung des Flacheninhalts:

2w 2w
/f/ 1do:0/ 0/ r(R+ rcos(¢))dtdp = 4n°R - r.

2) Bestimmung des Tragheitsmoments bei Rotation um die z-Achse:
T = // fdO mit f(X) = f(x,y,z) = x® + y2.
F

Berechnung des Integrals:
F(X(t.9)) = X2(t,9) + y*(t.¢) = (R+ rcos(9))?

27 2w

é/”do: O/O/(R+rC05(¢)2 - r(R + rcos(¢))dtdg

27 27

://r(R+rcos(¢))3dtd¢>:27r2r2~R(§r2+R2) T
0O 0



3.6 Integration von tollen Vektorfeldern: Flussintegrale

Definition 136 (Flussintegral)

Sei V ein stetiges Vektorfeld auf 7. Dann wird das Integral oder
Flussintegral von v Gber F folgendermafen definiert:

[ 0= [f5:00. [foen- (555 o
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3.6 Integration von tollen Vektorfeldern: Flussintegrale

Anschauliche Bedeutung des Flussintegrals

‘Copyright & Addison Wesley Longman, Inc.

e B- dO £ Stromung (Einheit: m®/sec) durch eine Membran F im
Stromungsfeld B.
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3.6 Integration von tollen Vektorfeldern: Flussintegrale

Beispiel

F c RR® gegeben durch Parametrisierung X : B — R3 mit
B=[0,1]x[0,1]; X(s,t)=(s?, s+t )R>

Vektorfeld v
V(X) = V(x,y,2) = (x,1,y2)' € R%.

ox _ (2s,1,0) ox _ (0,1,21), ? X % (2t, —4st,2s) = 1i(s, t)

. 1 1 32 2t
[[va6- / / ((Sgt)ﬁ) | (24) dsct

7
= //(23 t — st + 28212 + 2st)dsdt = ~36
00



3.6 Integration von tollen Vektorfeldern: Flussintegrale

Unabhangigkeit von der Parametrisierung

» Das skalare Oberflachenintegral ist unabhangig von der
Parametrisierung, d.h., es hangt nur von F und nicht von X ab.

» Beim Flussintegral hangt nur das Vorzeichen von der
Parametrisierung ab. Die Richtung von dO z&hlt positiv.

Flachen aus mehreren glatten Teilen

Besteht eine Flache aus mehreren glatten Teilen, so addiert man die
einzelnen Integrale.
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