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3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Satz 119 (Transformationsformel 2D)

Seien BBB,RRR ⊂ R2 kompakt, fff : BBB → R stetig und

~x~x~x = (xxx ,yyy) : RRR → BBB, (uuu,vvv) 7→ (xxx(uuu,vvv),yyy(uuu,vvv))

eine stetig partiell differenzierbare, surjektive und (mit Ausnahme von
Randpunkten) injektive Abbildung – eine Koordinatentransformation.
Dann gilt∫∫

BBB

fff (xxx ,yyy)dxxxdyyy =

∫∫
RRR

fff (xxx(uuu,vvv),yyy(uuu,vvv)) |det(~x~x~x ′(uuu,vvv))|duuudvvv︸ ︷︷ ︸
dFFF

dFFF wird Flächenelement in den Koordinaten (uuu,vvv) genannt.

Satz 122 (Integration in Polarkoordinaten)

xxx = ρρρ cos(φφφ), yyy = ρρρ sin(φφφ), dFFF = ρρρdρρρdφφφ,
ρρρ ∈ [0,∞[, φφφ ∈ [0,2π].
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Satz 125 (Transformationformel 3D)

Seien BBB,RRR ⊂ R3 kompakt, fff : BBB → R stetig und

~x~x~x = (xxx ,yyy ,zzz) : RRR → BBB, (uuu,vvv ,www) 7→ (xxx(uuu,vvv ,www),yyy(uuu,vvv ,www),zzz(uuu,vvv ,www))

eine stetig partiell differenzierbare, surjektive und (mit Ausnahme von
Randpunkten) injektive Abbildung – eine Koordinatentransformation.
Dann gilt∫∫∫

BBB

fff (xxx ,yyy ,zzz)dxxxdyyydzzz

=

∫∫∫
RRR

fff (xxx(uuu,vvv ,www),yyy(uuu,vvv ,www),zzz(uuu,vvv ,www)) |det(~x~x~x ′(uuu,vvv ,www))|duuudvvvdwww︸ ︷︷ ︸
dVVV



3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Tranformationsformel als Merkregel

Gegeben: B ⊂ Rd (Integrationsbereich),f : B 7→ R eine (Integrand).
Ferner: Reparamatrisierung (Koordinatentransformation) ~x ↔ ~y , d.h.

R
d ⊃ B 3 ~x ←→ ~y ∈ B̃ ⊂ Rd

Dann gilt ∫∫∫
B

f (~x)dx1 · · · dxN =
∫∫̃
B

f̃ (~y)
∣∣∣d~xd~y

∣∣∣dy1 · · · dyN

mit
f̃ (y1, · · · , yN) := f (~x(y1, · · · , yN))

und ∣∣∣d~xd~y

∣∣∣ :=
∣∣∣∣∣∣∣


∂x1
∂y1

· · · ∂x1
∂yN

· · ·
∂xN
∂y1

· · · ∂xN
∂yN


∣∣∣∣∣∣∣



3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

’Volumenelement’ der Koordinaten x ↔ y

Volumenelement dV in den neuen Koordinaten x ↔ y

dV = dx1 · · · dxN
∧
=

∣∣∣∣∣∣∣


∂x1
∂y1

· · · ∂x1
∂yN

· · ·
∂xN
∂y1

· · · ∂xN
∂yN


∣∣∣∣∣∣∣dy1 · · · dyN

Beispiel: Zylinderkoordinaten (x , y , z)↔ (ρ, φ, z):
dxdydz ∧

= ρdρdφdz
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Beispiele: Spezielle Koordinatensysteme in 3D (I)

Integration in Zylinderkoordinaten

xxx = ρρρ cos(φφφ),
yyy = ρρρ sin(φφφ),
zzz = zzz,

dVVV = ρρρdρρρdφφφdzzz

ρρρ ∈ [0,∞[, φφφ ∈ [0,2π], zzz ∈ R.

Tafelbeispiel: Berechnung des Volumens des Schraubenkörpers (s.
Vorlesung)
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Beispiele: Spezielle Koordinatensysteme in 3D (II)

Integration in Kugelkoordinaten

xxx = rrr sin(θθθ) cos(φφφ),
yyy = rrr sin(θθθ) sin(φφφ),
zzz = rrr cos(θθθ),

dVVV = rrr2 sin(θθθ)drrrdφφφdθθθ

rrr ∈ [0,∞[, φφφ ∈ [0,2π], θθθ ∈ [0, π].

Tafelbeispiel: Berechnung des Kugelvolumens (s. Vorlesung)
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