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3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation
Satz 119 (Transformationsformel 2D)
Seien B, R c R? kompakt, f: B — R stetig und

X=(x,y): R— B, (u,v) — (x(u,v),y(u,v))

eine stetig partiell differenzierbare, surjektive und (mit Ausnahme von
Randpunkten) injektive Abbildung — eine Koordinatentransformation.
Dann gilt

/ / f(x, y)dxdy = / / f(x(u, v), y(u, v)) | det(% (u, v))|dudv
R

B dF

dF wird Flachenelement in den Koordinaten (u, v) genannt.
Y

Satz 122 (Integration in Polarkoordinaten) AP

x=pcos(4),  y=psin(g),  dF = pdpds. ﬂ
p € [0, 00], ¢ € [0,2n7].



3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Satz 125 (Transformationformel 3D)
Seien B, R ¢ R3 kompakt, f: B — R stetig und

X=(x,y,2): R—=B, (u,v,w)~ (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

eine stetig partiell differenzierbare, surjektive und (mit Ausnahme von
Randpunkten) injektive Abbildung — eine Koordinatentransformation.
Dann gilt

// f(x,y,z)dxdydz

///f (u,v,w),y(u,v,w),z(u,v, w))]det( "(u,v, w))|dudvdw

dV
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3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Tranformationsformel als Merkregel

Gegeben: B c RY (Integrationsbereich),f : B — R eine (Integrand).
Ferner: Reparamatrisierung (Koordinatentransformation) X < y, d.h.

R >B>X«+—yecBcR?

Dann gilt
B B
mit )
f(y17"' 7YN) = f(}(y17 7}/N))
und
o ox
Q _ ay1 ByN
PN o L ou
ay1 8yN
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3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

'Volumenelement’ der Koordinaten x < y

Volumenelement dV in den neuen Koordinaten x < y

A oy Oyn

dV =dxy---dxy = dy; ---dyn
O .. Oxn
oy Oyn

Beispiel: Zylinderkoordinaten (x, y, z) <> (p, ¢, 2):
dxdydz £ pdpdedz
g

—&—
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3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Beispiele: Spezielle Koordinatensysteme in 3D (I)

Integration in Zylinderkoordinaten

x = pcos(¢),
y = psin(¢), dV = pdpdpdz
zZ=2z,

pel0,00[, ¢€l0,2n], ze€R.

e
Tafelbeispiel: Berechnung des Volumens des Schraubenkdrpers (s.
Vorlesung)
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3.4 Berechnung durch Koordinatentransformation

Beispiele: Spezielle Koordinatensysteme in 3D (lI)

Integration in Kugelkoordinaten

x = rsin(f) cos(¢),
y = rsin(8) sin(¢), dV = r?sin(8)drdpd
z =rcos(f),

re0,00, ¢e€[0,27], 6¢€]0,n].

Tafelbeispiel: Berechnung des Kugelvolumens (s. Vorlesung)
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