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Wiederholung

Berechnung der Fourierkoeffizienten

Sei f: R — R eine T—periodische Funktion, w = 2%. Dann definieren
wir flr alle kK € IN die Fourierkoeffizienten von f durch

2 T
ax = / f(t) cos(kwt)dt,
T Jo
2 T
by = / f(t) sin(kwt)dt.
T Jo
Das Fourierpolynom n—ter Ordnung von f ist

n
(1) ~ % + 3 (ax cos(kuot) + by sin(ket)).
k=1
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Fourier-Analysis

Beispiel: Rauschunterdrickung

Ausgangssignal

-2 -1 ‘ 1 2

(1-periodische Fortsetzung f von t +— 2Jt|, -5 < t < 1)

Spektrum (Amplituden)
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Fourier-Analysis

Beispiel: Rauschunterdrickung

Verrauschtes Signal

Spektrum (Amplituden)
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Beispiel: Rauschunterdrickung

Gefiltertes Signal (Amplituden < 0,05 abgeschnitten)

10
0.8
0.6

.4

-2 -1 ‘ 1 2

Spektrum (Amplituden)
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Tricks beim Berechnen der Fourierkoeffizienten

1. Fdr eine T—periodische Funktion f : R — R gilt

T T/2
/0 f(t)alt = /_ o

2. Fur eine ungerade Funktion f: R — R (z.B. f(t) = sin(t)):

/_LL f(1)dt =

3. Fur eine gerade Funktion f : R — R (z.B. f(t) = cos(t)):

/_Lf(t)dt / f(t

4. Furf,g: R~ Rsei h: R~ R, h(t) := f(t)g(t), dann
» falls f und g gerade = h=f - g gerade,
» falls f und g ungerade = h = f - g gerade,
» falls f ungerade und g gerade = h = f - g ungerade. -I.E
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'Orthogonalitatsrelationen’
Fir alle k,/ € N und w = 2 gilt:
2 T
/ cos(kwt)sin(lwt) dt = 0
T Jo

9

)

N = O

;
2/ cos(kwt) cos(lwt)dt =
T Jo

.
2/ sin(kwt) sin(lwt)dt = {O’
T Jo 1

I

Intepretation

falls k # 1
fals k =/1>0
fals k =/=0

falls k # loder k = =0
falsk=1/>0

Die Funktionen {17, \/?(sin kwt), \/;(cos kwt),k=1,2,---} sind
eine (vollstandige) Orthonormalbasis bzgl. dem Skalarprodukt

Ueyv := fOT u(t)

- v(t) dt ¥ ]
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Approximation im quadratischen Mittel

Definition

Ein T—periodisches trigonometrisches Polynom ¢ approximiert eine
gegebene T—periodische Funktion f im quadratischen Mittel optimal,
wenn

/T(f( t) — ¢(1))?dt  minimal.
0

Satz
Sei f eine stickweise monotone T—periodische Funktion.

1. Das n—te Fourierpolynom ¢, von f ist die beste Approximation
von f im quadratischen Mittel unter allen trigonometrischen
Polynomen der Ordnung n.

2. Der Approximationsfehler fOT(f(t) — ¢n(1))2dt konvergiert fir
n — oo gegen Null. -..ﬁ



Abschlie3ende Bemerkungen

1. Falls f : R — R unstetig in xp, d.h.
dann gilt fir ¢n(t) = 2 + >_1_; (ax cos(kwt) + by sin(kwt))

nleoo ¢n(XO) _ f(XO_) ;— f(X0+)

2. Falls f : R — € und T—periodisch kann man auch mit der
komplexen Fourier-Approximation arbeiten: w := 2%

Yn(t) = cxe™!

k=-n

1 /T oA
o= /O (1) - e~ ket
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