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Wiederholung

Mehdimensionale Integration

Definition
M
f(x,y)dxdy := lim f(xv,, yv,)Vol( V;
l/( Ny = m > My Vol(V)

Warnung: Existiert nicht immer! Entwarnung: Existiert, falls f nicht -I'E
'sehr unstetig’ und falls P nicht 'sehr krummlinig’.



Elementare Eigenschaften des Integrals

dF = dxdy dV := dxdydz

Satz (Elementare Eigenschaften )

> [J100y) + gl y)dF = [] F(x.y)dF + [[ g(x, y)dF.
> [[Mf(x,y)dF =X [[ f(x,y)dF, falls A € R konstant.
B B

» [[f(x,y)dF < [[9(x,y)dF,falls f < g.
B B

>

J;f f(X,y)dF| < folf(x,y)ldF.

» B = B; U B>, B; N B> enthalten in endlich vielen glatten Kurven:
JI f(x,y)dF = [[ f(x.y)dF + [[ f(x,y)dF.
B B B,

» In 3D, 4D alles analog ... ﬂﬁ



Elementare Eigenschaften des Integrals

Berechnung durch Mehrfach-Integration

~ Berechnung durch Summation von Querschnittsflachen
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Elementare Eigenschaften des Integrals

Beispiel in 2D: Rechteck

Sei
R = [ay,by] x [a2, bo]

und f: R — R stetig dann gilt:

by [ b
é/ f(x,y)dF:a1/ a[f(x,y)dy ax. a
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Elementare Eigenschaften des Integrals

Satz 112 (Mehrfach-Integration 2D)
Seiena,3: [a,b] — R, a < 3,
B={(x,y)|x¢€lab],a(x)<y<p(x)}

und f: B — RR stetig dann gilt:

/ / f(x,y)dF = /b 7)f(x,y)dy dx.
B

a \a(x)

Durch Vertauschen der Variablen kann
man auch in x—Richtung krummlinig be-
grenzte Normalbereiche integrieren. Ande-
re Bereiche muss man zerlegen.

=

L}



Elementare Eigenschaften des Integrals

Satz 115 (Mehrfach-Integration 3D)

Seien B* ¢ R? kompakt, o, 3: B* — R differenzierbar, a < g,
B={(x,y,2) | (x,y) € B, a(x,y) <z<B(x,y)}

und f: B — RR stetig dann gilt:
// f(x,y,z)dV = // /fxy, z)dz | dF.
B (x.y)

Durch Vertauschen der Variablen kann man auch andere
Normalbereiche integrieren. Andere Bereiche muss man zerlegen.
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