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Beobachtung

Sei u: R® 5 G — R zweimal stetig partiell differenzierbar.
rotgradu = 0.

Definition 86 (Potential / Potentialfeld)

Sei vV: R" D G — R" ein Vektorfeld. Gibt es u: G — R, sodass
gradu = —V,
so heiBt u Potential von v und v Potential— oder konservatives Feld.

Satz 87 & 89 (Potentialbedingung)

G offen, v: R® 5 G — RR?® stetig differenzierbar:

rotv =0
— und G konvex

L . . oo v | oy
(Beliebige Dimension: rot ¥ = 0 durch 5 = g—f(j{ ersetzen.)

Vv Potentialfeld
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Konvexe Mengen

Konvex

Nicht konvex
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Sternférmig und Einfach-Zusammenhangend

Sternférmig

Einf. Zusammenhangend

~

Y

Nicht Einf. Zusammenhangend
X

[ D
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Beobachtung

Sei w: R® > G — RR® zweimal stetig partiell differenzierbar.
divrotd = 0.

Definition (Vektorpotential)

Sei V: R® O G — R? ein Vektorfeld. Ein Vektorfeld w: G — R" mit
rotw = v,

heiBt Vektorpotential von V.

Satz 92

G offen, 7: R® 5 G — R? stetig differenzierbar:

= divi=0

<= und G konvex (rone: )

einfach zusammenhéngend 15

V besitzt Vektorpotential



Kanonische Zerlegung eines Vektorfelds (Teil II)

Satz. (Kanonische Zerleung von Vektorfeldern)

Sei i : R® — RS zwei Mal stetig differenzierbar und fiir ein geeignetes
R > 0 gelte V(X) = 0 fur |X] > R.

Dann existieren ein ¢ : R3 — R und ein w : R® — R3, s.d.

\U:grad¢+roth/
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Differentiation in Nicht-Euklidischen Koordinaten

Beispiel Polarkoordinaten

> X =pCoS¢,y =psing, p=+/x2+y?,

- X\ [(coso - -y\ [—sing
w-i(p)- (@) e-i(Y)- (&)
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Differentialoperatoren in Polarkoordinaten

> X =pCoSe,y =psing, p=/x?+y2,

g 1 X\ _ Ccos ¢ g -1 Y\ _ —sing
P~ \y sing /’ = b\ x coso )°
’g—)’:_{:cos@ g’; ’;:sinqs,

o _ ¥ i 9 _x _1

xR M Gy T T,

> gradu = L&, + 15U&,,

- o L .
divi =52 +15% 4 1y, 7 =v,8,+ vs&

> Ahnliche Formeln in Zylinder— und Kugelkoordinaten im Skript
(dann auch Formeln fir die Rotation).
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Der Laplace-Operator

Definition: Laplace—Operator

o%u o%u
Au:=div(gradu) = — + ...+ —5
Vigradu) ox? " OX3
Anwendungen in der Technik
» Warmeleitungsgleichung
oT
— = MAT
ot A
» Wellengleichung
d?u
» Poisson-Gleichung der Elektrostatik
Ap = —p.

( Elekrisches Feld ¢ induziert von Raumladungsdichte p)
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Beispiel Warmeausbreitung

Rechteckige Platte, linke Kante isoliert, alle anderen Kanten auf 0
Grad Celsius.
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