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Beobachtung

Sei uuu : R3 ⊃ G → R zweimal stetig partiell differenzierbar.
rot graduuu = ~0.

Definition 86 (Potential / Potentialfeld)

Sei ~v~v~v : Rn ⊃ G → R
n ein Vektorfeld. Gibt es uuu : G → R, sodass

graduuu = −~v~v~v ,
so heißt uuu Potential von ~v~v~v und ~v~v~v Potential– oder konservatives Feld.

Satz 87 & 89 (Potentialbedingung)

G offen, ~v~v~v : R333 ⊃ G → R
333 stetig differenzierbar:

~v~v~v Potentialfeld
=⇒
⇐=

rot~v~v~v = 0
und G konvex

(Beliebige Dimension: rot~v~v~v !
= 0 durch ∂vvv j

∂xi

!
= ∂vvv i

∂xj
ersetzen.)



Konvexe Mengen

Konvex Nicht konvex



Sternförmig und Einfach-Zusammenhängend

Sternförmig
Einf. Zusammenhängend

Nicht Einf. Zusammenhängend



Beobachtung

Sei ~w~w~w : R3 ⊃ G → R
3 zweimal stetig partiell differenzierbar.

div rot~u~u~u = 0.

Definition (Vektorpotential)

Sei ~v~v~v : R333 ⊃ G → R
333 ein Vektorfeld. Ein Vektorfeld ~w~w~w : G → R

n mit

rot ~w~w~w = ~v~v~v ,

heißt Vektorpotential von ~v~v~v .

Satz 92
G offen, ~v~v~v : R333 ⊃ G → R

333 stetig differenzierbar:

~v~v~v besitzt Vektorpotential
=⇒
⇐=

div~v~v~v = 0
und G konvex

(
sternförmig,
einfach zusammenhängend

)



Kanonische Zerlegung eines Vektorfelds (Teil II)

Satz. (Kanonische Zerleung von Vektorfeldern)

Sei ~u : R3 7→ R
3 zwei Mal stetig differenzierbar und für ein geeignetes

R > 0 gelte ~v(~x) = ~0 für |~x | ≥ R.

Dann existieren ein φ : R3 7→ R und ein ~w : R3 7→ R
3, s.d.

~u = grad φ + rot ~w



Differentiation in Nicht-Euklidischen Koordinaten

Beispiel Polarkoordinaten

I xxx = ρρρ cosφφφ, yyy = ρρρ sinφφφ, ρρρ =
√

xxx2 + yyy2,

~eρ~eρ~eρ = 1
ρρρ

(
xxx
yyy

)
=

(
cosφφφ
sinφφφ

)
, ~eφ~eφ~eφ = 1

ρρρ

(
−yyy
xxx

)
=

(
− sinφφφ
cosφφφ

)
.



Differentialoperatoren in Polarkoordinaten

I xxx = ρρρ cosφφφ, yyy = ρρρ sinφφφ, ρρρ =
√

xxx2 + yyy2,

~eρ~eρ~eρ = 1
ρρρ

(
xxx
yyy

)
=

(
cosφφφ
sinφφφ

)
, ~eφ~eφ~eφ = 1

ρρρ

(
−yyy
xxx

)
=

(
− sinφφφ
cosφφφ

)
.

I ∂ρρρ

∂xxx
=

xxx
ρρρ

= cosφφφ,
∂ρρρ

∂yyy
=

yyy
ρρρ

= sinφφφ,

∂φφφ

∂xxx
= − yyy

ρρρ2 = −1
ρρρ

sinφφφ,
∂φφφ

∂yyy
=

xxx
ρρρ2 =

1
ρρρ

cosφφφ.

I gradgradgradu = ∂u
∂ρρρ

~eρ~eρ~eρ + 1
ρρρ

∂u
∂φφφ

~eφ~eφ~eφ,

divdivdiv~v =
∂vρρρ

∂ρρρ + 1
ρρρ

∂vφφφ

∂φφφ + 1
ρρρvρρρ, ~v = vρρρ~eρ~eρ~eρ + vφφφ~eφ~eφ~eφ

I Ähnliche Formeln in Zylinder– und Kugelkoordinaten im Skript
(dann auch Formeln für die Rotation).



Der Laplace-Operator

Definition: Laplace–Operator

∆∆∆uuu := div(graduuu) =
∂2uuu
∂x2

1
+ . . . +

∂2uuu
∂x2

n

Anwendungen in der Technik
I Wärmeleitungsgleichung

∂TTT
∂t

= λ∆TTT

I Wellengleichung
∂2uuu
∂t2 = λ∆uuu

I Poisson-Gleichung der Elektrostatik

∆φ = −ρ.

( Elekrisches Feld φ induziert von Raumladungsdichte ρ)



Beispiel Wärmeausbreitung

Rechteckige Platte, linke Kante isoliert, alle anderen Kanten auf 0
Grad Celsius.

t=0 t=1s t=2s
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