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2.1 Klassische Differentialoperatoren

Definition (Klassische Differentialoperatoren)

I Nabla: ∇∇∇ :=
(

∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)T
.

I Gradient: grad fffgrad fffgrad fff =∇∇∇fff =
(

∂fff
∂x1

, . . . , ∂fff
∂xn

)T
.

I Divergenz: div~v~v~vdiv~v~v~vdiv~v~v~v :=∇∇∇ · ~v~v~v = ∂v1v1v1
∂x1

+ . . . + ∂vnvnvn
∂xn

, ~v~v~v : Rn ⊃ G → R
n.

Gilt div~v~v~vdiv~v~v~vdiv~v~v~v = 0, so heißt ~v~v~v quell– oder divergenzfrei.

I Rotation: rot~v~v~vrot~v~v~vrot~v~v~v :=∇∇∇× ~v~v~v =


∂v3v3v3
∂x2

− ∂v2v2v2
∂x3

∂v1v1v1
∂x3

− ∂v3v3v3
∂x1

∂v2v2v2
∂x1

− ∂v1v1v1
∂x2

, ~v~v~v : R333 ⊃ G → R
333.

Gilt rot~v~v~vrot~v~v~vrot~v~v~v = 0, so heißt ~v~v~v wirbel– oder rotationsfrei.



2.1 Klassische Differentialoperatoren

Produktregeln

Seien fff ,ggg : Rn ⊃ G → R und ~v~v~v , ~w~w~w : Rn ⊃ G → R
n.

I grad(fffggg) = fff gradggg + ggg grad fff
∇∇∇(fffggg) = fff∇∇∇ggg + ggg∇∇∇fff .

I div(fff~v~v~v) = (grad fff ) · ~v~v~v + fff div~v~v~v
∇∇∇ · (fff~v~v~v) =∇∇∇fff · ~v~v~v + fff∇∇∇ · ~v~v~v .

n = 3:
I rot(fff~v~v~v) = (grad fff )× ~v~v~v + fff rot~v~v~v
∇∇∇× (fff~v~v~v) = (∇∇∇fff )× ~v~v~v + fff∇∇∇× ~v~v~v

I div(~v~v~v × ~w~w~w) = (rot~v~v~v) · ~w~w~w − ~v~v~v · rot ~w~w~w
∇∇∇ · (~v~v~v × ~w~w~w) = (∇∇∇× ~v~v~v) · ~w~w~w − ~v~v~v · (∇∇∇× ~w~w~w)



2.1 Klassische Differentialoperatoren

Physikalische Bedeutung der Divergenz

I Vektorfeld ~v : R3 7→ R
3

= Geschwindigkeitsfeld einer (stationären) Strömung.
I Zu ~x ∈ R3 sei Qh(~h) Würfel mit Kantenlänge h > 0 und

Mittelpunkt ~x .
I Für t ≥ 0 sei Qh(~x , t) die ’Blase’, die durch Fliessen von Qh(~x) mit

der Strömung entstanden ist.
I Dann ist

div
(
~v
)
(~x) = lim

h→0
lim
t→0

1
t

Vol(Qh(~x , t))− Vol(Qh(~x))

Vol(Qh(~x))

Ã Divergenz = Relative Volumenänderung von Volumenelementen die
gemäß Geschwindigkeitsfeld ~v durch den Raum strömen.
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Beispiel

t=0: t=3:

Quelle: http://demonstrations.wolfram.com/ExpansionAndDivergence/
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