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2.1 Klassische Differentialoperatoren

Definition (Klassische Differentialoperatoren)

» Nabla: V := (%,...,%)T.

.
» Gradient: gradf =Vf= (a%v---ve%fn) .

> Divergenz: divié:=V - V=344 .. +54 V:R">G— R".

Gilt div¥ = 0, so heiBt V quell— oder divergenzfrei.
ovg  Ovp

3, " %
» Rotation: rot¥:=V x v = Z—g—%ﬁ ,Vv:R3> G— RS,
6V2 8V1

x4 9xp
Gilt rot¥ = 0, so heiBt vV wirbel— oder rotationsfrei.
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2.1 Klassische Differentialoperatoren

Produktregeln

Seienf,g: R"> G— RundV,w: R" > G — R".

» grad(fg) =fgradg +ggradf
V(fg) = fVg + gVf.
» div(fV) = (gradf) - V + fdivv
V. (fé)=Vf-V+ V-V
n=3:
> rot( V) = (gradf) x vV + frotv
x (FF) = (VF) x V + FV x 7
> d|v(|7’ W) = (rotv) - w — v - rotw
V-(Vxw)=(VxV)-w—-V-(Vxw)
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2.1 Klassische Differentialoperatoren

Physikalische Bedeutung der Divergenz

» Vektorfeld v : R® — R3
= Geschwindigkeitsfeld einer (stationaren) Stromung.

» Zu X € R3 sei Qy(h) Warfel mit Kantenlange h > 0 und
Mittelpunkt X.

» Fir t > 0 sei Qu(X, t) die ‘Blase’, die durch Fliessen von Qp(X) mit
der Strémung entstanden ist.

» Dann ist

1 VOI(Q(R, 1)) — VoI(Qn(X))
div(v)(x) = lim lim Vol(Qn(X))

~ Divergenz = Relative Volumenanderung von Volumenelementen die
geman Geschwindigkeitsfeld v durch den Raum stromen.
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2.1 Klassische Differentialoperatoren

Beispiel

t=0:

o (.- 2. 3)
time ——0————
0 =0Tt
point ' {2,0,0] (2,1, -1] {0,2,0] {12,12,1] point ' {2,0,0] (2,1, -1 {0,2,0] {12,12,1]
motes x| motes &
paths ® paths ®

N
C

0. (incompressible)

Indeterminate

divergence = 0. (incompressible)
average rate = 2% o
(V, = 0125; Vg = 0.125)
E

divergence =

average rate =
(v, = 0125V, = 0.125)
¥

Quelle: http://demonstrations.wolfram.com/ExpansionAndDivergence/
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