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Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen

Satz 69 (Lagrange—Methode)

Sei G C R" offen, f,g: G — R stetig partiell differenzierbar. Wenn f in
X € G ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 hat,
dann

Fall 1: gibt es ein A € R, sodass
grady f = A grady g, gxX) =0,

oder

Fall 2:
grady; g = 0, g(x¥)=0.

Der Faktor X\ aus Fall 1 heif3t Lagrange—Multiplikator.

Bezeichnung

Falls einer der beiden Falle in X eintritt, heiBt X 'kritisch(-er Punkt)’.
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Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen

Alternative Formulierungen

Variante 2 (Bedingungen an grad f).

Ein Punkt X mit g(X) = 0 heiBt kritisch falls grad; f = 0 oder
pgrady f = grady g, fur ein geeignetes . € R.

Variante 3 (Symmetrische Bedingungen an grad f und grad g).

Ein Punkt X mit g(¥) = 0 heiBt kritisch falls gradg f = 0 oder
gradz g = 0 oder falls . grad; f = grad; g, fir ein € R\ {0}.

Variante 4 (Ohne Multiplikator.)
Ein Punkt X mit g(X) = 0 heiBt kritisch falls dort

of og of og . .

9 _Z 79 1....
Alle diese Formulierungen sind aquivalent. Insbesondere ist der
Zahlwert von \ bzw. p irrelevant (vergl. Variante 4).
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Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen

Beispiel

Gegeben: Punkt G = (2,2,2) e R3und f: R? — R, h(x,y) = x2 + y2.
Gesucht: Minimaler Abstand von g zum Funktionsgraphen von h.
~ Zielfunktion (Quadrat des Abstands von (x, y, z) zu q)

f(x.y,2) = (x =22+ (y = 2)* + (2 - 2)?
und Nebenbedingung

g(x,y,2) =x*+y?—z=0.

Lagrange-Bedingung fir krit. Punkte x.: Es ex. ein A, € R, so dass
MAVIE(X) =Vgo(X.) & g(x.)=0.
@A( ;) (gz)&xquyQ:z

2(z 2)

(Gleichungen (1)-(3) (zeilenweise) und (4).)
Division E ; X—‘g = —2x & X = 525; analog g; Y =

Einsetzen in (4) ~» ) (22273)2 =z&2z(2z2-3)% = 16
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Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Erganzungen
Beispiel (Forts.)

Cardano-Formeln fir Gleichung 3. Grades

1/3
Wz*_2<2+(7 4\F) +(7+4v3) >%2.41
Ruckeinsetzen fur x, y
~ X* — -y>|< e

2 ~
—14(7-4v3) P (7+4v3) P 1.098

Funktionswert von f an krit. Stelle X,
(X Vir 22) = (X% — 22 + (Yo — 2% + (2 - 2)?
( 24 (7-4V3)"° 1 (74 4v3)'3)?

2 2
ra@- 4 (7-4V3)"% 4 (7+4\/§)1/3)

m—n"\

~ 1.76

(Bem.: A\, kann aus x, und (1) bestimmt werden, hier irrelevant.)
(x«, \) ist die einzige Losung, d.h. X, ist der einzige kritische Punkt. -.E
Wegen f(x,y, z) — oo flr x, y, z — oo muss X. Minimalstelle sein. I
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Bemerkung zur Wahl der Funktion g

Beispiel: Finde Minimum der Funktion f(x, y) = x(1 + y) fir X = (})
aus dem Einheitskreis S;(0) c R2. )
Beachte: Unendlich viele Mdglichkeiten, den Einheitskreis S'(0) als
Null-Niveaumenge {g = 0} einer Funktion darzustellen, z.B.
g(x,y)=x*+y?>—1, oder g(x,y)=(x*+y?—1)
~ Mehrere Ansatze in der Lagrange-Methode mdéglich
Beispiel: (Lagrange-Ansatz mit g)
AVIE(X) =Vgo(X.) & g(x.)=0.

SA()=(2) & X +yE=1
Bestimmung der Lésungsmenge: Drei Paare von Lésungen (., X.). ~
drei kritische Stellen

~(1 (2 =(3

A0 = (0,1), %9 = (-3, %P = (1. -/}

Vergleich der Funktionswerte ~- )Z£2) Minimalstelle, )?*(3) Maximalstelle.
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Beispiel (Forts.): Selbe Aufgabe, doch diesmal Lagrange-Ansatz mit g:
AVIE(X)=Va(X) & g(x)=0.

e, = (<x2+y2f1>2x) &(xX2+y2—-12=0

X2 +y2 —1)2y

Bestimmung der Losungsmenge: Unendllich vielen Loésungen der
Form

(A, X.) = (0,%), falls X € S;(0) d.h. falls x2 + y2 = 1.
Jeder zulassige Punkt X € Sq(0) ist ein kritischer Punkt X,, d.h.
inbsesondere unendlich viele kritische Stellen. Vergleich aller zugeh.
Funktionswerte (haufig) nicht durchfihrbar. )~~ Lagrange-Methode mit
g liefert keinen Informationsgewinn!.)

Zur Verbesserung der Lagrange-Methode:
~» Wahle g so, dass {Vg = 6} N {g = 0} mdglichst ’klein’!

L}



	Lagrange Methode - Weitere Beispiele und Ergänzungen

