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1.13 Höhere Ableitungen und Extremwerte

Höhere Ableitungen

Definition 61
Sei fff : Rn ⊃ G → R. Die zweiten partiellen Ableitungen von fff sind

∂2fff
∂xixixi∂xjxjxj

:=
∂

(
∂fff
∂xjxjxj

)
∂xixixi

falls ∂fff
∂xjxjxj

nach xixixi partiell differenzierbar ist.

Satz von Schwarz
Sei fff : Rn ⊃ G → R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt

∂2fff
∂xixixi∂xjxjxj

=
∂2fff

∂xjxjxj∂xixixi
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Satz 62 (Taylorformel 2. Ordnung)

Sei fff : Rn ⊃ G → R zweimal stetig partiell differenzierbar, ~x~x~x
−→
∆x
−→
∆x
−→
∆x ⊂ G.

Dann gibt es ein ttt ∈]0, 1[ , sodass

fff (~x~x~x +
−→
∆x
−→
∆x
−→
∆x) = fff (~x~x~x) +

n∑
i=1

∂fff
∂xi

(~x~x~x)∆xi∆xi∆xi +
1
2

n∑
i,j=1

∂2fff
∂xi∂xj

(~x~x~x + ttt
−→
∆x
−→
∆x
−→
∆x)∆xi∆xj∆xi∆xj∆xi∆xj .

Es gilt darüber hinaus

fff (~x~x~x +
−→
∆x
−→
∆x
−→
∆x) = fff (~x~x~x) +

n∑
i=1

∂fff
∂xi

(~x~x~x)∆xi∆xi∆xi +
1
2

n∑
i,j=1

∂2fff
∂xi∂xj

(~x~x~x)∆xi∆xj∆xi∆xj∆xi∆xj + Fehler

fff (~x~x~x +
−→
∆x
−→
∆x
−→
∆x) = fff (~x~x~x) +

n∑
i=1

∂fff
∂xi

(~x~x~x)∆xi∆xi∆xi +
1
2

n∑
i,j=1

∂2fff
∂xi∂xj

(~x~x~x)∆xi∆xj∆xi∆xj∆xi∆xj︸ ︷︷ ︸
Taylorpolynom

+ Fehler

mit
lim−→

∆x
−→
∆x
−→
∆x→0

Fehler

|
−→
∆x
−→
∆x
−→
∆x |2

= 0.
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Hesse-Matrix

Bezeichnung

Die Matrix

A = (aij) =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
i,j=1···n

∈ Rn×n

wird auch Hesse-Matrix Hess~x0
(f ) der Funktion f : Rn 7→ R (an der

Stelle ~x0 ∈ Rn) genannt.

Taylorformel 2.Ordnung – Kurzschreibweise

f (~x + ~∆) ≈ f (~x) + 〈∇f (~x), ~∆〉+
1
2
〈~∆, Hess~x(f )~∆〉.
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Beispiel: f (x , y) = sin(x) sin(y)
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grad(x ,y) fff =

(
cos(x) sin(y)
sin(x) cos(y)

)
Hess(x ,y)fff =

(
− sin(x) sin(y) cos(x) cos(y)
cos(x) cos(y) sin(x)(− sin(y))

)
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Beispiel (Forts.):

~x0 = (0, 0),

f (~x + ~∆) ≈ f (~x) + 〈∇f (~x), ~∆〉+
1
2
〈~∆, Hess~x(f )~∆〉 = 0 + 0 + xy
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