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Einleitung

1. VORLESUNG, 14.10.2019

Linearitéat zwischen skalaren Groflen  und y : y = ax fiir eine Konstante a.
Linearer Zusammenhang zwischen vektorwertigen GroBen x = (x1,x2, ..., Tm)y = (Y1, Y2, - - .

Es gibt Zahlen a;;,1 < ¢ <

n,1 <7 < m mit

Y1 = a11%1 +a12T2 + -+ A1mTm
Yo =  a21%1 + a22T2 + -+ a2mTm,
Yn =  Gp1T1 + Ap2T2 + -+ GpmTm - (1)

Fiir Werte z = (z1, 2o, ..

,Tp,) kann man nach den Gleichungen (1) v = (y1,y2,--.,Yn)

berechnen.. Umgekehrt entspricht der Frage, welche x = (21, 22, ..., z,,) zu gegebenem y =
(y1,92,---,yn) die Gleichungen (1) erfiillen, die Losung eines Linearen Gleichungssystems.
Dies kann keine, genau eine oder unendlich viele Losungen haben.

Die Sprache der Linearen Algebra ist grundlegend fiir die Mathematik, Anwendungen gibt
es z.B. in in der Analytischen Geometrie, der Optimierung und der Theoretischen Physik.

1 Grundlegende

1.1 Mengen

Menge (von Objekten): Es

nen:
ac A

bg A

ANB

AUB

0
A-B=A\B
Ax B

PM

N

mathematische Begriffe

muss fiir Objekte feststehen, ob sie zur Menge gehoren. Notatio-

; a ist Element von A

; b ist nicht Element von A
= {z;z € Aund 2z € B}  Durchschnitt
= {z;x € Aoder x € B} Vereinigung

; leere Menge

= {reA;x ¢ B} Differenz

= {(a,b);a € A,be B}  Produkt

= {TITc M} Potenzmenge

= {1,2,3,...} Natiirliche Zahlen

ayn):
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1.2 Begriffe der Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein schriftlich-sprachliches Gebilde, dem entweder der Wahrheitswert wahr
oder falsch zukommt ( Prinzip der Zweiwertigkeit). Eine Aussageform A(x) geht nach Ein-
setzen in die Variable x in eine Aussage iiber. Durch Verkniipfung von Aussagen erhilt man
neue Aussagen, deren Wahrheitswert sich durch die folgenden Wahrheitstafeln bestimmt

sind:
A und V

= : mnon (=nicht)
= : folgt (impliziert) <

oder (einschlieBendes)

dquivalent

Sprachlich gleichwertige Formulierungen fiir A = B sind die folgenden: Wenn A, dann B;
aus A folgt B; A impliziert B; A ist hinreichend fiir B; B ist notwendig fiir A.

w(A) w(B) |w(-A) |w(AANB) |w(AV B) | w(A= B)|w(A< B)
w w f w w w w
w f f f w f f
f w w f w w f
f f w f f w w

Eine allgemeingiiltige Aussage geht durch jede Einsetzung in eine wahre Aussage iiber, aus
ihnen ergeben sich Schlussregeln, nach denen man von wahren Aussagen zu neuen wahren
Aussagen gelangt. Sdtze der Aussagenlogik:

AV -A ;  Satz vom ausgeschlossenen Dritten, tertium non datur
—(AN—A) ;  Satz vom Widerspruch
-(m4) < A ; Satz von der doppelten Verneinung
-(AAB)< -AV-B ; Sétze von
-(AVB)< -AA-B ; de Morgan
(A= B) & ((-B = —A4) ;  Kontrapositionssatz

(A=B)NA=B ;
(A= B)AN—-B=-A ;

Abtrennungsregel, modus ponens
Schlussregel des Aufhebens, modus tollens

(A=B)AN(B=C)= (A= C) ; Kettenschlussregel
ANBVC)<= (ANB)V(AANC) ; Distributiv-
AV (BANC)< (AVB)AN(AVC) ; gesetze

Fiir das Weglassen von Klammern gilt folgende Vereinbarung: Die Verkniipfungen A, V, =, &
binden in dieser Reihenfolge stiarker als die folgende.

Der Allquantor Vx € M : A(x) bzw. Vyenm A(z) bedeutet: Fiir alle z € M gilt A(x). Der
Existenzquantor 3z € M : A(z) bzw. J.eprA(x) bedeutet: Es gibt ein z € M, fiir das A(x)
gilt. Es gelten folgende Verneinungsregeln:

Vo A(z) & F0A(z) 5 T, A(z) & VaA(z).
Bei Aussagenformen in zwei Variablen die folgenden Vertauschungsregeln:

VaVyA(z,y) © V Vo A(x,y) 5 323yA(z, y) & 343 Az, y)
Ve A(z,y) = VuTy Az, y)

Universitat Leipzig Hans-Bert Rademacher
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2. VORLESUNG, 16.10.19

1.3 Abbildungen

Eine Abbildung f : D — M ordnet jedem Element x € D aus dem Definitionsbereich D
genau ein Element f(x) € M (genannt das Bild) zu.

Die Abbildung heiit injektiv wenn fiir alle z,y € D mit f(x) = f(y) gilt: z = y.

Eine Abbildung heifit surjektiv wenn es zu jedem y € M ein x € D gibt, so dass y = f(x).
Die Menge f(D) := {f(d); d € D} heifit das Bild von f. f ist surjektiv genau dann, wenn
f(D)= M.

Eine Abbildung heiflt bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. Dann ist die Umkehrab-
bildung f~' : M — D,z = f~1(y) & y = f(x) erklirt. Die Identitit einer Menge D ist die
Abbildung: idp : D — D, x +— .

Zwei Mengen D; M heiflen gleichmdchtig, wenn es eine Bijektion f: D — M gibt.

Fiir Abbildungen f: D — M,g : M — N ist die Komposition die folgende Abbildung:
gof : D — N; (gof)(x) = g(f(z)). Dann gilt fiir die Umkehrabbildung f~! einer bijektiven
Abbildung f: D — M :

flof=idp; fof ! =iduy.

1.4 Beweise

Ein Beweis ist die Ableitung einer Aussage nach aussagenlogischen Schlussregeln. Zu Grun-
de gelegt werden als wahr postulierte Aussagen (auch Aziome genannt), auf die in Beweisen
zuriickgegriffen werden darf. An das Axiomensystem stellt man die Anforderung der logi-
schen Unabhdngigkeit und der Widerspruchsfreiheit.

Ein Beweis ist die Begriindung eines Satzes aus den Axiomen der Theorie mit Hilfe logischer
Schliisse.

Beweismethoden

e Direkter Beweis:
Aus der Giiltigkeit der Voraussetzung A (Prémisse) wird mit Hilfe giiltiger Schliisse
die Folgerung B (Konklusion) hergeleitet.

Satz 1.4.1. Das Quadrat einer ungeraden natirlichen Zahl ist ungerade.

e Indirekter Beweis:
Um A = B zu zeigen, geht man von der Verneinung der Schlussfolgerung B aus und
leitet daraus einen Widerspruch her.

Satz 1.4.2 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.
e Vollstindige Induktion:
Sei A(n) eine Aussageform iiber der Menge N der natiirlichen Zahlen. Wenn gilt

1. A(1) Induktionsanfang
2. Vn e N: A(n) = A(n+ 1) Induktionsschluss

dann gilt Yn € N : A(n).

Satz 1.4.3. 1+2+---+n=n(n+1)/2 fiir alle n € N.

Universitat Leipzig Hans-Bert Rademacher
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3. VORLESUNG, 21.10.19

Definition 1.4.4. Fir eine natirliche Zahl n definieren wir die Fakultit n! = [[;_, k.

Satz 1.4.5. Die Anzahl A, der Anordnungen einer n-elementigen Menge ist n!.

1.5 Gruppen

Definition 1.5.1. Fine Gruppe ist ein Paar (G, o) bestehend aus einer Menge G und einer
Abbildung (die Verkniipfung genannt wird)

0:GxG— G;(a,b)—>aob
mit folgenden FEigenschaften (auch Gruppenaxiome genannt):
1. Assoziativgesetz: Va,b,c € G: (aob)oc=ao (boc).
2. Existenz des neutralen Elements: de € GVa € G : eoa = a.
3. Existenz des inversen Elements: Va € Gdb € G :boa = e.

Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsche Gruppe wenn zusdtzlich gilt: Va,b € G : aob =
boa.

Beispiel 1.5.2. (1) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe. Die Menge derrationalen Zahlen Q =
{p/q; p,q € Z,q # 0} ist mit der Addition eine abelsche Gruppe.

(2) Sei Q* = Q — {0}. Dann ist (Q*,-) eine abelsche Gruppe.

(3) Sei M # 0. S(M) ={f: M — M; f ist bijektiv } heifit die Menge der Permutationen
von M. Dann ist (S(M),o) mit der Komposition von Abbildungen (vgl. Abschnitt 1.3)
eine Gruppe, sie wird auch die symmetrische Gruppe von M genannt. Fiir n € N setze
Sn=5S({1,2,...,n}). Dann ist S,,n > 3 eine Gruppe mit n! Elementen, die nicht abelsch
ist

Lemma 1.5.3. Sei (G, o) eine Gruppe. Dann gilt:
(a) Fir das neutrale Element e gilt: Ya € G : aoe = a.
(b) Es gibt genau ein neutrales Element e.

(c) Wenn b ein (links)inverses Element ist zu a, so ist es auch rechtsinvers, d.h. es gilt:
aob=ce.

(d) Zu jedem a € G gibt es genau ein inverses Element, das wir dann mit a=! bezeichnen.

Universitat Leipzig Hans-Bert Rademacher
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4. VORLESUNG, 23.10.19

Lemma 1.5.4. Fine nicht-leere Menge G zusammen mit einer Verkniipfungo: GxG — G
ist eine Gruppe genau dann, wenn die Verknipfung assoziativ ist und wenn es zu je zwei
Elementen a,b € G ein x € G gibt mit toa =0 und einy € G mit aoy = b. Dann sind x,y
eindeutig bestimmt.

Satz 1.5.5. Es sei (G,0) eine Gruppe. Dann gelten folgende Aussagen fir a,b € G :
(a) (ail)fl = a.
(b) (aob) ™t =b"loa
Definition 1.5.6. Sei (G,0) eine Gruppe, fir jedes g € G wird durch
Ly:G—G,x—gox
die Linkstranslation und durch
Ry:G—G,x—2x0g
die Rechtstranslation mit dem Element g € G definiert.

Definition 1.5.7. FEine Untergruppe H der Gruppe (G,o) ist eine Teilmenge H C G, die
mit der Finschrinkung der Verkniipfung o eine Gruppe bildet.

Satz 1.5.8 (Untergruppenkriterium). Fine nicht-leere Teilmenge H C G einer Gruppe
(G, 0) besitzt die Struktur einer Untergruppe genau dann, wenn eine der beiden folgenden
Aussagen erfillt ist:

(a) Fiir jedes z,y € H gilt zoy~! € H.
(b) Fiir alle z,y € H gilt v7' € H und v oy € H.

Beispiel 1.5.9. (1)Fiir eine natiirliche Zahl m ist die Teilmenge mZ = {max;z € Z} eine
Untergruppe

(2) Fiir natiirliche Zahlen k,m ist die Teilmenge mkZ C mZ eine Untergruppe von mZ.

(3) Sei fiir eine nicht-leere Menge M die Gruppe S(M) der Permutationen gegeben. Fiir ein
x € M sei S, (M) die Menge der Permutationen, die das Element x fest lassen, d.h.

Sz(M) ={f € S(M); f(z) = z}.
Dann ist S, (M) eine Untergruppe.

Definition 1.5.10. Es seien (G,0) und (G',o") Gruppen. Dann heifst eine Abbildung f :
G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, bzw. Homomorphismus (von Gruppen), falls fiir
alle x,y € G gilt: f(xoy) = f(x)o f(y). (von nun an werden wir beide Gruppenoperationen
o, o mit demselben Symbol bezeichnen.)

Beispiel 1.5.11. (a) Fiir m € N ist die Abbildung f,, : Z — mZ, f,(z) = mz ein
Gruppenhomomorphismus zwischen den Gruppen (Z,+) und (mZ,+).

(b) Die Abbildung e : Z — Q*, e(m) = 2" ist ein Gruppenhomomorphismus zwischen den
Gruppen (Z, +) und (Q, )

(c) Fir eine Gruppe G und ihre symmetrische Gruppe S(G) (vgl. Beispiel 1.5.2) ist die
Abbildung f: G — S(G), f(g) = Ly ein Homomorphismus.

Universitat Leipzig Hans-Bert Rademacher
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5. VORLESUNG, 28.10.19

Satz 1.5.12. Wenn G; G’ Gruppen sind mit neutralem Element e, e’ und wenn f : G — G’
ein Gruppenhomomorphismus ist, dann gilt f(e) =€’ und f (m_l) = f(x)~! fiir alle x € G.

Definition 1.5.13. Fiir einen Gruppenhomomorphsimus f : G — G’ heifit ker f :=
f7He) = {x € G;f(x) = €'} der Kern und imf = f(G) = {f(x);x € G} das Bild von
I

Satz 1.5.14. Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphsimus.

(a) Wenn H' C G’ eine Untergruppe ist, dann ist das Urbild f~*(H') C G eine Untergruppe
von G. Insbesondere ist der Kern ker f eine Untergruppe von G.

(b) Das Bild imf ist eine Untergruppe von G'.

Satz 1.5.15. Wenn f: G — G', f' : G’ — G" Gruppenhomomorphsimen sind, dann ist
auch die Komposition f'o f: G — G" ein Gruppenhomomorphismus.

Satz 1.5.16. Ein Gruppenhomomorphismus [ : G — G’ ist injektiv genau dann, wenn der
Kern trivial ist, d.h. ker f = {e}, wobei e das neutrale Element der Gruppe G ist.

Bemerkung 1.5.17. (a) Ein bijektiver (Gruppen-)Homomorphismus f : G — G’ heif}t
auch (Gruppen-)Isomorphismus. Wenn G = G’ so wird ein Isomorphismus auch Automor-
phismus genannt. Die Menge Aut(G) der Automorphismen einer Gruppe bildet ihrerseits
wieder eine Gruppe, und zwar eine Untergruppe der Permutationsgruppe S(G).

(b) Fiir g € G heifit die Komposition iy := Ly o R;-1 = Rj-1 o Ly der durch das Element g
bestimmte innere Automorphismus. Dann definiert die Abbildung i : G — Aut(g), g — iq
einen Gruppenmorphismus. Das Bild ist dann die Untergruppe der inneren Automorphismen.
Fiir eine abelsche Gruppe ist jeder innere Automorphismus die Identitét.

1.6 Quotientengruppen

Definition 1.6.1. Fine Relation R bzw. ~ auf einer Menge M ist eine Teilmenge R C M X
M. Wenn (z,y) € R so schreiben wir auch x ~ y. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(a) Fiir alle x € M gilt: x ~ x(Reflexivitit)
(b) Fiir alle x,y € M gilt: Wenn x ~ y, dann gilt auch y ~ x. (Symmetrie)
(¢) Fiir alle z,y,z € M gilt: Wenn x ~y und y ~ z dann gilt auch x ~ z. (Transitivitét)

Beispiel 1.6.2. (a) Die Gleichheitsrelation ist eine Aquivalenzrelation. Dann entspricht der
Relation die Teilmenge Ay = {(z,z); x € M} die auch die Diagonale genannt wird.

(b) Fiir m € N definieren wir x ~ y genau dann, wenn y — x € mZ, also wenn x und y bei
Division durch m den gleichen Rest haben, dafiir ist auch die folgende Notation iiblich:

x=y (mod m),

(x ist kongruent y modulo m.)

Universitat Leipzig Hans-Bert Rademacher
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6.VORLESUNG 30.10.2019

Definition 1.6.3. Wenn ~ eined quivalenzrelation auf einer Menge M ist, dann ist eine
Aquivalenzklasse oder Restklasse eine Teilmenge N C M so dass fiir alle x,y € N gilt:
x ~y und fir jedes x € N gilt: Falls y ~ x dann ist y € N.

Somit bestimmt jedes Element 2 € M eine Aquivalenzklasse [v] = {y € M ; y ~ 2}. Wenn
also z € [y] dann gilt = ~ y.

Beispiel 1.6.4. Wir bestimmen die Aquivalenzklassen in den Beispielen 1.6.2:

(a) [x] = {z} fir jedes z € M.

(b) [x] ={x+km; k € Z}. Sei z.B. m =5, dann gilt: [3] = {...,—7,-2,3,8,...}. Dann gilt
Z=1[0]U[lJU[2]U[3]U [4].

Definition 1.6.5. FEine Partition einer nicht-leeren Menge M ist eine Familie A;,i € 1
von nicht-leeren Teilmengen A; C M, die paarweise disjunkt sind (also A; N A; = 0 fir
i # j.)und M = J;c; A;. (disjunkte Vereinigung)

Satz 1.6.6. (a) Eine Aquivalenzrelation ~ auf M bestimmt eindeutig eine Partition von M
durch die Restklassen.

(b) Umgekhrt bestimmt eine Partition A;,i € I eindeutig eine Aquivalenzrelation. Wenn
x € A;, soist [x] = A;.

Satz 1.6.7. Sei H eine Untergruppe der Gruppe G. Dann ist die Relation x ~p y, die durch
zoy~t € H erklirt wird, eine Aquivalenzrelation.

Der Einfachheit halber werden wir im folgenden die Verkniipfung mit einem Punkt - notieren
oder das Zeichen ganz weglassen, so wie sie das von der Multiplikation rationaler oder reeller
Zahlen gewohnt sind.

Definition 1.6.8. FEine Untergruppe H C G der Gruppe G heift invariant oder Normal-
teiler, wenn fiir alle g € G und alle h € H gilt: ghg™* € H. (Kurz auch als gHg™' = H
geschrieben)

Theorem 1.6.9. Wenn H C G ein Normalteiler ist, dann ist auf der Menge G/H =
{[z]; x € G} der Restklassen durch [z]-[y] = [x - y] eine Gruppenstruktur erklirt (man sagt
auch induziert ).

Beispiel 1.6.10. Sei G = Z, H = mZ. Da G abelsch ist Z,,, = Z/(mZ) eine Gruppe. Nach
Beispiel 1.6.2 konnen wir die Restklassen in der Form [0], [1],..., [m — 1] schreiben, es gilt
(k] +[1] = [k +1].

Theorem 1.6.11 (1. Homomorphiesatz fiir Gruppen). Wenn f : G — G’ ein Homomor-
phismus zwischen Gruppen ist, dann ist der Kern ker f von f eine Normalteiler von G und
die Quotientengruppe G/ ker(f) ist isomorph zum Bild imf.

Universitat Leipzig Hans-Bert Rademacher
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7. VORLESUNG, 4.11.19

Beispiel 1.6.12. Wenn G eine Gruppe ist, dann ist die Abbildung f : G — S(G), f(g) = iq4
ein Homomorphismus von Gruppen. Hier ist iy : G — G; 2+ g-x - g~ " der durch g € G
definierte innere Automorphismus, vgl. Bemerkung 1.5.17(b). Dann gilt:

kerf={rxecG;g-z-g ' =zx}.

Diese invariante Untergruppe wird auch Zentrum Z(G) der Gruppe genannt. Nach dem
1.Homomorphiesatz sind also die Quotientengruppe G/Z(G) und die Gruppe f(G) der in-
neren Automorphismen isomorph.

1.7 Ringe und Koérper

Definition 1.7.1. FEin Ring ist eine Menge R mit mindestens zwei Elementen und mit zwes
Verkniipfungen +, -, die folgenden Bedingungen erfiillen:

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe, das neutrale Element wird mit 0 bezeichnet.

(b) die Multiplikation - ist assoziativ, d.h. x - (y-z) = (x-y) - z gilt fir alle z,y,z € R und
es gibt eine Eins, d.h. ein mit 1 bezeichnetes Element, so dass 1-x =x -1 =z fir alle
z € R.

(c) Es gelten die folgenden Beziehungen zwischen Addition und Multipliaktion (Distributivgesetze ):
x-(y+z)=x-y+z-z;(x4+y)-z=x-24+y-z

Falls zusdtzlich die Menge R* = R— {0} beziiglich der Multipliation eine Gruppe bildet
mit 1 als neutralem Element, so heifit der Ring auch Korper. Wenn die Multiplikation
kommutativ ist, so heiffit der Ring bzw. Kdrper auch kommutativ.

Es wird hier nicht verlangt, dass die Multipliation kommutativ ist, obwohl wir meist nur
kommutative Kérper betrachten werden.
Beispiel 1.7.2.
(a) (Z,+,-) ist ein Ring, aber kein Korper.
(b) (Q,+,-) ist ein komutativer Koper.
(c) Die Menge Z[t] der Polynome p(t) = > 22, ajt',a; € Z, wobei a; # 0 fiir Qndlich vjele J
bildet einen kommutativen Ring, aber keinen Korper. Zwei Polynome ) j ajt?, > ; bjt? sind

gleich genau dann, wenn a; = b; fiir alle j > 0. Die Addition und Multipliation sind in der
naheliegenden Weise definiert:

(ao + a1t + ast?) (bo + bit + bat®) = (ag + bo) + (agb1 + a1bo )t
+(agby + aiby 4 agbo)t® + (arby + as + by)t> + (agbe)t?.

(d) (R,+,-) ist der kommutative Korper der reellen Zahlen. Reelle Zahlen kénnen durch
Dezimaldarstellungen erklart werden, d.h. durch Folgen rationaler Zahlen.
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Satz 1.7.3 (Rechenregeln fiir einen Ring bzw. Kérper). In einem Ring (R, +,-) gilt:
(a) 0-2=xz-0=0.

(b)) (-y)-z=—(y-z)=y-(-x).
(c)l-x=1=x=1.

(d) 0# 1.

In einem Koérper gilt dariber hinaus:
(e) z-y=0=>2=0Vy=0.
(f) > =x-2=1c2z==+1.

Beispiel 1.7.4. Wir haben in Beispiel 1.6.2(b) bzw. Beispiel 1.6.4 gesehen, dass Z,, =
Z/(mZ) mit der Addition eine abelsche Gruppe ist. Auf Z,, ist auch die Multiplikation
erkliart durch [z] - [y] = [z - y|. Dies ist wohldefiniert, sei [z] = [2/],[y] = [¢/], dann gilt
r=12"+am,y =1y +bm, somit x -y =2’ -y + m(ay’ + bz’ + abm). Also [z -y| = [2/ - /]
Dann ist (Z,,+,-) ein kommutativer Ring, die anderen Bedingungen fiir einen Ring sind
erfiillt, da (Z, +,-) ein Ring ist.

Bemerkung 1.7.5. Jede Untergruppe von (Z,+) ist von der Form mZ, vgl. Aufgabe 2-4.
Wenn dann G die Untergruppe von Z ist, die von den Untergruppen pZ und ¢Z erzeugt
wird, dann gibt es ein r € N mit G = rZ. Dabei ist r der grofite gemeinsame Teiler von p, g,
also r = ggT(p, q). Wenn p, g relativ prim sind, d.h. keinen gemeinsamen Teiler verschieden
von 1 besitzen, gibt es ganze Zahlen a,b mit pa + ¢b = 1.

Satz 1.7.6. Fir m € N ist der Ring (Z,,+,) ein Kérper genau dann, wenn m eine
Primzahl st.
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8. VORLESUNG, 6.11.19

2 Vektorrdume und Lineare Abbildungen

2.1 Vektorraume

Definition 2.1.1. Sei K ein Korper. Dann heifit die Menge V' mit der Verkniipfung + :
(x,y) € VXV +— x4y €V und der Skalarmultipliation - : (a,x) € K x V — ax- =
axr € V ein K-Vektorraum, wenn (V,+) eine abelsche Gruppe ist und folgendes fiir alle
a,B e K,x,y eV gilt:

(a) (0+B)-z2=a-z+8 =
(b) a(xz +y) =ar+ ay.

(¢) a(Bz)) = (af)z.

(d) 1z = .

Beispiel 2.1.2. (a) V = K ist ein K-Vektorraum.

(b) Fiir eine natiirliche Zahl n ist die Menge der n-Tupel: V= K" = K x --- x K = {x =
(x1,22,...,2y); z; € K} ein Vektorraum.

(c) Fiir eine Menge M sei Abb(M, K) die Menge aller Abbildungen f : M — K in den
Korper K. Dann ist Abb(M, K) ein K-Vektorraum, dabei wird erklért: (f +¢g)(z) = f(z) +
g(x) und (oof)(z) = af ().

(d) Fiir einen Kérper K ist die Menge K|[t] aller Polynome der Form p(t) = ag + a1t + ast® +
...+ a,t" fiir ein n € Ng ein Vektorraum. Wir setzen dann fiir dieses Polynom a; = 0 fiir
J > n, also kénnen wir das Polynom auch schreiben als

0 .
p(t) = a;t?
j=0

wobei es eine natiirliche Zahl n gibt, so dass a; = 0 fiir alle j > n. Man sagt auch: Fast alle
Koeffizienten a; verschwinden, hier bedeutet fast alle bis auf eine endliche Ausnahmemenge.

Addition:
D ait £ bith =) (a;+by)t.

>0 >0 >0

aZajtj = Z (avaj) t .

J

Skalarmultiplikation:

Satz 2.1.3. Sei V ein K-Vektorraum. Dann gelten folgende Rechenregeln:

(a) 0x = O fiir alle x € V. (Die erste 0 ist die 0 im Vektorraum, die zweite 0 ist das
neutrale Element im Korper)

(b) (—1)x = —x fir allex € V.
(¢) a0 =0 fir alle o € K.
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Definition 2.1.4. Eine Teilmenge U C V eines VektorraumsV diber dem Korper K mit deer
Vektoraddition + und Skalarmultiplikation - heifst Unterraum, falls U mit der Vektoraddition
und der Skalarmultiplikation (also der induzierten Struktur) ebenfalls ein Vektorraum ist.

Diese Defintion entspricht der Definition 7?7 einer Untergruppe. Analog zur Charakterisie-
rung der Untergruppen in Satz 1.5.8 erhalten wir:

Satz 2.1.5 (Unterraumkriterium). Fine nichtleere Teilmenge U C V eines Vektorraums V'
ist ein Untervektorraum von V' genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt
18t:

(a) Fiir alle x,y € U und a € K gilt: x +y € U und ax € U.
(b) Fiir alle x,y € U und o, 8 € K gilt: ax + py € U.
Beispiel 2.1.6. (a) Fiir 1 <m < n ist
K™ x{(0,...,0)} € K" "} ={(z1,...,Zm,0,...,0); z; € K}

ein Untervektorraum von K".

(b) Wenn N C M dann ist U := {f € Abb(M,K); f(z) = OVx € N} ein Untervektorraum
von Abb(M, K).

(c) Der Grad deg(p) eines Polynoms p € K[t] mit p(t) = >, a;jt’ ist die grofite Zahl n > 0
mit a, # 0, es gilt degp = —1 fiir das Nullpolynom. Dann ist fiir ein n € N die Menge
{p € K|[t]; deg(p) < n} der Polynome vom Grad hoéchstens n ein Untervektorraum.

Bemerkung 2.1.7. Folgende Aussagen verifiziert man mit dem Unterraumkriterium 2.1.5.

(a) Wenn Uy, ..., U, Untervektorrdume sind des Vektorraums V', dann ist der Durchschnitt
Nj=1,2,..mU; = Ur N...N Uy, ebenfalls ein Untervektorraum.

Diese Aussage gilt auch fiir eine unendliche Menge von Untervektorrdumen U;, i € I, d.h.
dann ist auch N;c;U; ein Untervektorraum.

(b) Wenn Uy, ...,U,, Untervektorrdume sind eines Vektorraums V dann ist die Summe
Ur+...+Up={v1+... +vy;v; € U;} ebenfalls ein Untervektorraum.

Dies gilt auch fiir eine unendliche Indexmenge I, wenn man die Summe ), U; folgendermafien
definiert: v € 3, ; U; & v = Y. ; v; wobei fast alle (bis auf eine endliche Ausnahme) v; = 0
sind, also #{i € I ; v; # 0} < c0.
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9. VORLESUNG, 11.11.19

2.2 Lineare Abbildung

Wir fithren nun die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Vektorrdumen ein. Dies wird
ermoglichen zu prézisieren, wann Vektorrdume die gleiche Struktur haben (wir werden dies
spiter auch isomorph nennen).

Definition 2.2.1. Fine Abbildung f : V. — W zwischen K-Vektorrdumen V,W heifit
linear, wenn fir alle x,y € V und o, 8 € K gilt:

flaz+ By) = af(x) + Bf(y)- (2)
Beispiel 2.2.2. (a) Die O-Abbildung V' — K,z +—= ist linear, ebenso die Identitidt 1y :
xeV —zxeV.
(b) Wenn V = K™, so heifit fiir k € {1,2,...,n}} die Abbildung

pry : (x1,...,x,) E K" =o€ K

die Projektion des Vektors = auf seine k-te Komponente.
(¢) Wenn V' = K|t] so ist die Abbildung

D Zajtj — Zjajtj_l

>0 j>1

linear. Fiir K = R entspricht das der Ableitung des Polynoms (vgl. Analysis).
(d) Fiir eine Menge M und ein Element a € M heifit die Abbildung

Eg: Abb(M,K) — K ; Eo(f) = f(a)
die Auswertungsabbildung in a, sie ist linear.

Eine lineare Abbildung kann man auch als Vektorraum-Homomorphismus bezeichnen, in
Analogie zur entsprechenden Aussage bei Gruppen erhalten wir:

Satz 2.2.3. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen. Dann gilt:

(a) Wenn U C W ein Unterraum ist, dann ist das Urbild f~2(U) C V ein Unterraum von
V. Insbesondere ist der Kern ker f := {x € V'; f(x) = 0} von f ein Untervektorraum von V.

(b) Das Bild imf := f(V) ={f(x); x € V'} ist ein Untervektorraum von W.

Beispiel 2.2.4. Vgl. Beispiel 2.2.2: (a) Fiir die Nullabbildung gilt: ker 0 = V,im0 = 0. Fiir
die Identitédt 1y : ker 1y = 0;imly = V.

(b) Fiir die Projektion pr; : K™ — K auf die k-te Komponente gilt: kerpr, = {z €
K™z, = 0};impr), = K.

(c) Sei V. = Q[t] oder V' = R[t]. Dann ist ker D = {3_; a;t’; a; = 0 fiir alle j > 0}, d.h.
die konstanten Polynome. Die Abbildung ist surjektiv, d.h. imD = Q[t], da D (Z ; bt! ) =
> a;t/ mit b; = a;j+1/(j + 1) falls aj+1 # 0, und b; = 0 falls a1 = 0.
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(d) Sei V.= Q][t] oder V =R[t], d.h. K = Q oder K = R. Wihle s € K. Dann betrachten wir
die Auswertungsabbildung

evs : K[t] — K ; evs(p) = evs Zajtj =p(s) = Zajsj.
J J

Dann besteht der Kern aus den Polynomen, fiir die s eine Nullstelle ist, also
kerevs = {p € K[t]; p(s) =0} = Zajtj € Klt]; Zajsj =0
J J
Fiir s = 0 gilt insbesondere
kerevg = {p € K[t]; p(0) =0} = ¢ > ajt! € K[t]; a0 =0 p = {tp; p € K[t]} = tK[t].
J

Da lineare Abbildungen die Vektorraumhomomorphismen sind, erhalten wir fiir lineare Ab-
bildungen analoge Aussagen zu den Ergebnissen fiir Gruppenhomomorphismen:

Satz 2.2.5. (a) Wenn f:U — V,g: V — W lineare Abbildungen zwischen Vektorrdium-
en sind, dann ist auch die Komposiition go f: U — W linear.

(b) Wenn die lineare Abbildung f : V. — W bijektiv ist (auch linearer Isomorphismus
genannt), dann ist auch die Umkehrabbildung f=1 : W — V linear (und damit eine linearer
Isomorphismus).

Bemerkung 2.2.6. (a) Ein linearer Isomorphismus f : V. — V heit auch linearer
Automorphismus. Die linearen Automorphismen bilden eine Untergruppe Aut(V) = {f :
V' — V, f linearer Isomorphismus} der symmetrischen Gruppen S(V) = {f : V —
V'; f bijektiv }. Diese Untergruppe Aut(V) heifit auch Allgemeine lineare Gruppe GI(V'),
im Englischen general linear group.

(b) Sei U C V ein Unterraum, dann wird durch z ~ y <> x — y € U eine Aquivalenzrelation
auf V erkldrt, vgl. Satz ??. Dann ist V/U die Menge der Restklassen, auf der dann die
Addition und Skalarmultiplikation wohldefiniert ist.

Satz 2.2.7. Sei f : V. — W linear. Dann ist der induzierte Homomorphismus

f:V/ker f — imf, f([z]) = f(z)
ein Isomorphismus.

Beispiel 2.2.8. Wir setzen die Beispiele fort, vgl. Beispiel 2.2.2 und Beispiel 2.2.4: (b)
K"/ ker(pry) = K.
(c) R[t]/ ker D = imD = R[t] und R[t]/ ker evy = R.
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10. VORLESUNG, 13.11.19

2.3 Lineare Unabhingigkeit und Erzeugendensysteme

Definition 2.3.1. (a) Flir eine Indexmenge I und eine Menge X wird durch eine Abbil-
dung v € I — x; € X eine Familie von Elementen in X defintert. Hier wird auch die
Notation [(x;)ic1] eingefiihrt.

(b) Fir eine Familie von Vektoren (v;)icr ist die lineare Hiille definiert durch:
[(vi)ier] = {Zawi; a; € K, #{i € Lo #0} < 00}
iel

Fiir eine endliche Familie vy, vs,...,v, € V gilt also

,
[v1,v2,...,0,] = {Zaivi; a; € K}
i=1

Beispiel 2.3.2. (a) In K3 seien die Vektoren e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) gegeben. Dann gilt:
[61762] — {(041,042,043) € K37 a3 = 0}

(b) Sei V = K|[t] der Vektorraum der Polynome. Wenn E = {1,¢,¢2,¢3,...} so ist die lineare
Hiille [E] = V.

Satz 2.3.3. Die lineare Hiille [(v;)ic1] einer Familie (v;);er von Vektoren eines Vektorraums
V' ist ein Unterraum.

Definition 2.3.4. Eine Familie (v;);c; von Vektoren eines Vektorraums V heifit Erzeugen-
densystem, falls die lineare Hiille der Vektorraum ist, also [(vi)icr] = V.

Satz 2.3.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen.

(a) Wenn (v;)ier eine Familie von Vektoren von V ist, dann gilt [f (vi);e;] = f ([(vi)ier]) -
Also ist das Bild unter f der linearen Hiille einer Familie von Vektoren gleich der
linearen Hiille der Bildvektoren der Familie unter der linearen Abbildung.

(b) Wenn die Familie (v;)icr ein Erzeugendensystem von V ist, dann ist die Abbildung f
eindeutig durch die Werte f(v;),i € I festgelegt.

Nun suchen wir ein Erzeugendensystem mit moglichst wenigen Elementen:

Definition 2.3.6. Eine Familie (v;);c; von Vektoren in dem Vektorraum V heifit linear
unabhéngig (oder frei), wenn aus ), ; vy = 0 fiir Elemente oy € K, (die fiir nur endlich
viele i nicht = sind), folgt, dass c; = 0 fiir alle i € I gilt. Andernfalls ist die Familie von
Vektoren linear abhéingig.

Es gibt also nur eine Moglichkeit, den Nullvektor als Linearkombination der Vektoren v;
darzustellen.
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Beispiel 2.3.7. (a) v (als Familie aus einem Vektor) ist linear unabhéngig genau dann,
wenn v # 0.

(b) Die Vektoren e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) sind linear
unabhéngig im Vektorraum K.

(c) Im Vektorraum K[t] der Polynome sind die Elemente 1,%,¢2, ... linear unabhingig.

Satz 2.3.8. Wenn (v;)ier eine Familie von Vektoren im Vektorraum V ist, dann ist diese
Familie linear unabhdingig genau dann, wenn jeder Vektor v € [(v;)icr] in der linearen Hiille
genau eine Darstellung v =", a;v; besitzt.

Beispiel 2.3.9. (a) Wenn (v;)ie; eine Familie von Vektoren in V' ist und j € I, dann
gilt: Wenn (v;);er—(;) nicht linear unabhéngig ist, dann auch (v;)ie;. Wenn (v;)ies linear
unabhéingig ist, dann auch (v;)er—g;3-
(b) Gegeben sind zwei Vektoren z = (71, 22),y = (y1,%2) € K?. Diese Vektoren sind linear
unabhéngig genau dann, wenn

d=x2y1 —11y2 # 0.

Satz 2.3.10. Sei I' = (v;),c; eine Familie von Vektoren im Vektorraum V. Fir jede Teil-
menge J C I ist dann Fj = (v;);c; die entsprechende Teilfamilie. Dann ist die Familie

F linear unabhdngig genau dann, wenn fir jede echte Teilmenge J C I und J # I gilt:
[Fy] # [F), d.h. [viyi € J] # [vi;i € 1].
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11. VORLESUNG, 19.11.19

Satz 2.3.11. Wenn (v;);c; eine linear unabhdingige Familie von Vektoren im Vektorraum
Viist und f: V. — W eine injektive, lineare Abbildung von Vektorrdumen ist, dann ist die
Familie (f (v;));c; linear unabhdngig.
2.4 Basis und Dimension

Definition 2.4.1. FEine Familie (v;)ic; von Vektoren in einem Vektorraum V heifst eine
Basis, wenn sie ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem, ist.

Beispiel 2.4.2. (a) Die Vektoren e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)
sind eine Basis von V = K™.
(b) Die Polynome 1,¢,¢2, ... bilden eine Basis des Vektorraums K[t].

Lemma 2.4.3. Wenn B = (v;);e; eine Basis des Vektorraums V ist und f :' V. — W
eine injektive, lineare Abbildung von Vektorrdumen ist, dann ist f(v;);c; eine Basis des
Unterraums imf.

Satz 2.4.4. Seien V; W Vektorriume und B = (v;)ier eine Basis von V. Dann gilt: Zu jeder
Familie (w;);c; von Vektoren in W gibt es genau eine lineare Abbildung f : V — W mit
f(vi) = w; fiir allei € 1.

Eine lineare Abbildung f : V — W ist also eindeutig durch ihre Werte auf einer Basis
bestimmt.

Lemma 2.4.5. Wenn B = (v;);c; eine Familie von Vektoren im Vektorraum V ist, so dass
fiir j € I gilt, dass B' = (v;);er—q;} linear unabhingig ist und v; € V —[B'], dann ist B auch
linear unabhdngig.

Theorem 2.4.6. Sei B = (v;);er eine Familie von Vektoren im Vektorraum V. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) B ist eine Basis.

(b) B ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. fir jedes J C I,J # I ist (v;)ies kein
Erzeugendensystem.

(c) B ist eine mazximale Familie linear unabhingiger Vektoren, d.h. fiir jede Familie (v;);icx
von Vektoren in V- mit I C K,I # K ist (v;)ick linear abhingig.

Nun wollen wir untersuchen, wie man eine Basis erhélt, bzw. zeigen, dass jeder Vektorraum
eine Basis besitzt:

Satz 2.4.7 (Basisauswahlsatz). Aus einem endlichen Erzeugendensystem (v1,...,v,) eines
Vektorraums V' kann man eine Basis auswdihlen, d.h. es gibt Indices iy, ..., i, € {1,2,...,7},
so dass (vi,,...,v;, ) eine Basis ist.

Lemma 2.4.8 (Austauschlemma von Steinitz). Sei V' ein Vektorraum mit Basis (v1,...,v,)
und

w=aoav1 +...+av. €V.
Falls ay, # 0 fiir ein k € {1,...,7}, so ist
(vly-"7vk*17wavk+la-“7v’r‘)

ebenfalls eine Basis.
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12. VORLESUNG, 25.11.19

Satz 2.4.9 (Austauschsatz). In einem Vektorraum V sei eine Basis (vi,...,v,) und ei-
ne linear unabhdingige Familie (wi,...,wy) gegeben. Dann ist n < r, und es gibt Indices
Li,...,in € {1,...,7}, so dass man durch Austausch von v, durch wi,...,v;, durch wy
wieder eine Basis erhdlt. Durch Umnummerierung (i1 = 1,...,4, = n) ist dann also

(wla coo s Wny Unt1, .- 77)7“)
auch eine Basis.

Korollar 2.4.10. Wenn ein Vektorraum V eine endliche Basis besitzt, dann ist jede Basis
endlich.

Korollar 2.4.11. Zwei Basen (v1,...,v,) und (wi,...,wy) haben die gleiche Linge, d.h.
r=k.

Definition 2.4.12. Fir einen Vektorraum V dber dem Koérper K definieren wir die Di-
mension dimg V' € Ng U {oo} :

r ; es gibt eine Basis der Ldinge r
oo es gibt keine endliche Basis

dimg V = {

Satz 2.4.13 (Basisergdnzungssatz). Sei (v;);c; eine linear unabhdngige Familie von Vekto-
ren im Vektorraum V. Dann kann diese Familie zu einer Basis ergdnzt werden, d.h. es gibt
eine Basis (v;);c; mit I C J.

Im Fall unendlicher Dimension gilt die Aussage des Satzes auch, dann benétigt der Beweis
aber tiefliegende mengentheoretische Hilfsmittel, so das Zornsche Lemma.

Theorem 2.4.14. Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis.

Beispiel 2.4.15. (a) dim K" = n, denn (ey, .. ., €, ) ist eine Basis. Hier ist e; = (1,0,...,0),...

(0,...,0,1). Und damit hat jede Basis die Lénge n.

(b) dimgr R[t] = oo, da 1,t,t2,... eine Basis ist.

(c) dimg R = co. Denn wére die Dimension von R iiber Q endlich, so wiren die reellen Zahlen
abzdihlbar.

(d) dimc C = 1,dimg C = 2. Eine Basis iiber C ist z.B. 1, eine Basis iiber R ist z.B. 1, 1.

Definition 2.4.16. Sei U C V ein Unterraum von des Vektorraums V. Ein Unterraum U’
heifit dann Komplement, von U, wenn UNU" = {0} und V=U +U’.

Beispiel 2.4.17. (a) In K3 ist U = {(x,y,0);z,y € K} ein Unterraum. Dann ist fiir jeden
Vektor v & U, also v = (21,y1, 21), 21 # 0 der von v erzeugte Unterraum U’ = Kv = {av;a €
K} ein Komplement von U.

(b) Fiir U = V ist {0} ein Komplement und umgekehrt ist fir U = {0} der Vektorraum V'
selbst ein Komplement.

Satz 2.4.18. Zu jedem Unterraum U von V existiert ein Komplement.

Wir stellen jetzt eine Beziehung eines Komplements U’ zu einem Unterraum U von V zu
dem Restklassenraum V/U her, den wir in Bemerkung ?? eingefiihrt haben:
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Satz 2.4.19. Sei U ein Unterraum des Vektorraums V. Dann ist jedes Komplement isomorph
zum Restklassenraum V /U, dann heifit die Dimension eines Komplements auch Kodimension
des Unterraums U.

Wir erhalten als

Korollar 2.4.20. Wenn also f : V. — W eine lineare Abbildung ist und U’ ein Kom-
plement zum Unterraum U = ker f, dann ist die Finschrinkung f|U' : U — imf ein
Isomorphismus.

Lemma 2.4.21. Wenn V endlich-dimensional ist und U ein Unterraum mit Komplement
U', dann gilt
dimV = dimU + dim U’".
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13. VORLESUNG, 27.11.19
Aus Korollar 2.4.20 und Lemma 2.4.21 erhalten wir direkt:

Satz 2.4.22. Wenn f:V — W eine lineare Abbildung ist und V endlich-dimensional ist,
dann gilt:
dimV = dimker f + dim imf .

Korollar 2.4.23. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f :V — W linear.
(a) Wenn f injektiv ist, so gilt: dim'V < dim W.
(b) Wenn f surjektiv ist, so gilt: dim V > dim W.

(¢) Wenn dimV = dim W und wenn f injektiv oder surjektiv ist, dann ist f auch bijektiv,
also ein Isomorphismus.

Theorem 2.4.24 (Dimensionsformel fiir Unterrdume). Wenn U, W endlich-dimensionale
Unterrdume des Vektorraums V' sind, dann gilt:

dim(UNW) +dim(U + W) =dimU + dim W.

Beispiel 2.4.25. Sei V = K2, und U, W Unterrdume der Dimension dim U = 1, dim W = 2.
Falls UNW = {0}, so gilt dim(U + W) = dim U + dim W = 3 dann ist W ein Komplement
zu U, bzw. U ein Komplement zu W. Falls U N W = 0, so folgt, dass U ein Unterraum von
W ist. Dann gilt also dim(U NW) +dim(U + W) =142 =dim U + dim W.

Satz 2.4.26. Wenn V ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist, dann bestimmt jede Basis
(b1,...,by) ein Koordinatensystem, d.h. einen linearen Isomorphismus

Op:V — K"; ®p(bj) =e;.

Dabei ist e; = (§i1, ..., 0im) die kanonische Basis von K.

3 Matrizen und Lineare Abbildungen

3.1 Der Vektorraum der linearen Abbildungen

Von nun an betrachten wir nur noch Vektorrdume iiber kommutativen Korpern K.

Satz 3.1.1. Wenn V,W Vektorrdume tber K sind, bezeichnen wir mit Hom(V,W) die
Menge der linearen Abbildungen. Dieser Raum ist ein Vektorraum dber K.

Wenn V' = W besitzt Hom(V, W) noch eine zusitzliche Struktur, dann benutzt man auch
die Notation End(V) = Hom(V, V).

Satz 3.1.2. Der Vektorraum End(V') = Hom(V, V') eines Vektorraums V' mit der Komposi-
tion von Abbildungen als Multiplikation hat die Struktur eines Rings mit Finselement Idy,
wir setzen fg=go f.
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14.VORLESUNG, 4.12.19

Bemerkung 3.1.3. (a) A = End(V) ist sogar eine K-Algebra. D.h. A ist ein Vektorraum,
der zugleich mit der Vektorraumaddition als Addition ein Ring ist. Aulerdem gilt fiir die
Skalare Multiplikation das folgende gemischte Assoziativgesetz:

a(zy) = (ax)y

fur alle z,y € A, € K.

(b) Wenn dim V' = 1 so ist eine lineare Abbildung V' — V nach Wahl eines Vektors e # 0
als Basisvektor eindeutig durch ein Element o € K bestimmt: f(e) = ae. Dann kann man
End(V) mit dem Kérper K identifizieren.

(¢) Falls dim V' > 2, so ist End(V) ein Ring, der weder kommutativ, noch ein Korper ist.
(¢) In einem Ring R bilden die multiplikativ invertierbaren Elemente eine Gruppe R*
beziiglich der Multiplikation. Die multiplikativ invertierbaren linearen Endomorphismen sind
gerade die Automorphismen. Also ist die Menge Aut(V) = {f € End(V); f invertierbar }
eine Gruppe beziiglich der Komposition, sie ist die allgemeine lineare Gruppe Gl(V'), vgl.
Bemerkung 77.

3.2 Dualrdume und transponierte Abbildungen

Es wird spéiter darum gehen, einen Vektor v € V in einer Basis B = {b1, ..., b, } darzustellen,
also die Elemente (vq,...,v,) € K" zu bestimmen, so dass v = ), v;b; gilt. Dies kann man
iibersichtlich mit Linearformen, also linearen Abbildungen V' — K beschreiben:

Definition 3.2.1. Fir einen Vektorraum V dber dem Kiorper K bezeichnet V* = Hom(V, K)
den Dualraum. Die Elemente w € V* heiffen Linearformen.

Beispiel 3.2.2. (a) Die Projektion prj, : K" — K,z = (z1,...,2%) — 2 € K ist eine
Linearform auf K™.

(b) Sei B = {b1,...,b,} eine Basis des Vektorraums V. Dann definieren wir eine lineare
Abbildung pry, : V — K,z = ", 2;b; — x},. Diese Abbildung ist eine Linearform.

(c) Die Abbildung f : >, a;t' € R[t] — Y, a; ist eine Linearform, also ein Element aus dem
Dualraum R[t]*.

Bemerkung 3.2.3. (a) Fiir eine Linearform w € V*,w # 0 hat der Kern kerw die Ko-
dimension 1. Dies folgt aus Satz 2.4.22, da die Abbildung surjektiv ist, also dimimw = 1.
Wenn also V' endlich-dimensional ist, gilt dimkerw = dim V' — 1.

Definition 3.2.4. Fiir einen Vektorraum V diber dem Kéorper K und seinem Dualraum V*
wird die natirliche Paarung

(L) VIV —K; (w,z) — w(z)
definiert.

Satz 3.2.5. Die natirliche Paarung (.,.) : V* x V. — K st bilinear, d.h. linear in jedem
Argument.
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Lemma 3.2.6. Fiir eine Basis B = (b;),c; eines Vektorraums V' definieren wir die lineare
Abbildung fp : V +—— V* durch (fp (b;),b;) = 0;;. Dann ist die Abbildung fp injektiv und
die Familie fp (b;);c; ist linear unabhingig. Diese Familie ist eine Basis genau dann, wenn

der Vektorraum V endlich-dimensional ist. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir
auch kurz b* = fp(b).

Korollar 3.2.7. Wenn V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist, dann sind der Dual-
raum V* und der Vektorraum isomorph, es gilt also dim V* = dim V.

Lemma 3.2.8. Fiir einen Vektorraum V betrachten wir den Dualraum V* und den Dual-
raum V** = (V*)* des Dualraums V*. Wir definieren eine Abbildung

OV —= V™ 0(12)(w) =w(x) =(w,z) (3)

fir alle w € V*. Die Abbildung ® ist linear und injektiv. Die Abbildung ® ist ein Isomor-
phismus genau dann, wenn V endlich-dimensional ist.

Bemerkung 3.2.9. (a) Die Abbildung ® ist kanonisch, bei ihre Definition ist nicht von
einer Wahl abhéngig. Dagegen ist die Abbildung fp eine nicht-kanonische lineare Abbildung
zwischen Vektorraum und Dualraum, sie hingt offensichtlich von der Wahl der Basis ab.

(b) Wenn B = {by,...,b,} eine Basis des Vektorraums V und B* = {b],...,b}} die duale
Basis ist, dann gelten folgende Beziehungen fiir jeden Vektor v € V und jede Linearform
weV*:

T T

v=Y (05,0l w=> (w,b;)b}. (4)

i=1 j=1

Wir zeigen, dass eine lineare Abbildung f : V' — W eine kanonische lineare Abbildung
fT: W* — V* zwischen den Dualriumen induziert:

Satz 3.2.10. Wenn f:V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen ist, dann
wird durch f1: W* — V* mit fT(w)(v) = w(f(v)) bzw. (fT(w),v) = (w, f(v)) fiir alle
w e W* v eV eine lineare Abbildung definiert, sie wird als transponierte Abbildung von f
bezeichnet.
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15.VORLESUNG, 9.12.19

Beispiel 3.2.11. (a)
a:}:mteRﬁhl»E:@+lmHﬁ e R[t]
i>0 i>0

ist eine lineare Abbildung, die Auswertungsabbildung ev, : R[t] — R ist eine Linearform.
Wir bestimmen die transponierte Abbildung (d/dt)” € End (R[t]*) angewendet auf die Li-
nearform ev,, die wir anwenden auf p € R[¢]* :

d d dp

dt (evz) (p) = evx%p = a(ﬂf) ‘

Satz 3.2.12. Die Abbildung
W : Hom(V; W) — Hom(V*;W*); fr— T

ist linear und injektiv. Falls V' und W endlich-dimensional sind, ist die Abbildung ¥ ein
Isomorphismus.

Lemma 3.2.13. Wenn f:V — W und g : W — U linear sind, dann gilt
(gof)yf =f"og".

Bemerkung 3.2.14. Die Vektorrdume End(V) sowie End(V*) sind auch Ringe, vgl. Be-
merkung 3.1.3. Dann folgt aus Satz 3.2.10 und Lemma 3.2.13, dass die Abbildung

U: feEnd(V)r— fT € End(V*)

ein Ring-Antihomomorphismus ist, d.h. eine lineare Abbildung beziiglich der Addition und
beziiglich der Multiplikation gilt:

(Fog)" =g o fTs ()T =1v-.
Hier ist 1y, = 1y, ly» = 1y«. Daraus folgt dann fiir f € GI(V) : f7' € GI(V*) mit (fT)_1 =
(F "
Lemma 3.2.15. Sei D = {dy,...,dy,} eine Basis von V mit dualer Basis D* = {dy,...,d}},

set ®p : V. — K™ das dadurch bestimmte Koordinatensystem, vgl. Satz 2.4.26: Dann gilt
fiir das Koordinatensystem ®3 : V* — K" von V* in Bezug auf die Basis D* :

fro®p. = (®5) . (5)

Hierbei ist fp : K™ — (K™)" die durch die kanonische Basis {e1,...,en} bestimmte lineare

Abbildung mit fr(e;) = €.
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16.VORLESUNG, 11.12.19

3.3 Matrizen

Das Rechnen mit Matrizen stand am Anfang der Linearen Algebra:

Definition 3.3.1. Eine (m,n)-Matrix A dber einem Korper K ist eine Familie (aij)(i 7)ervon
Elementen in K mit der Indexmenge I = {(i,7);1 < i < m,1 < j < n}. Man kann die
Matriz also auch mit dem Schema

all a2 e QAn

a a e Q@
A= 21 22 2n

aml am2 ... Omn

identifizieren. Die i-te Zeile A" ist die (1,n) Matriz

(aib .. -,Gm)

und die j-te Spalte A; ist die (m,1)-Matriz

alj

Qg
Wir bezeichnen mit My (m,n) die Menge der (m,n)-Matrizen iber K.

Lemma 3.3.2. Fir eine (m,n)-Matriz A wird durch fa : K™ — K™, fa(z1,...,2,) =
(Z?Zl a1Tj,. .., 22:1 amja:j> eine lineare Abbildung definiert. Umgekehrt ist jede lineare
Abbildung f : K™ — K™ won dieser Form.

Die j-te Spalte A; der Matrix enthilt also gerade die Koeffizienten des Vektors f(d;) in
Bezug auf die Basis E. Man unterscheidet nicht zwischen der Matrix A und der dadurch
definierten linearen Abbildung f4, also verwenden wir auch die Notation A an Stelle von

fa.

Bemerkung 3.3.3. Die Menge Mg (m,n) ist ein K-Vektorraum, die Addition und die
skalare Multiplikation sind definiert durch:

(aij); ; + (bij); ; = (aij + bi); ; 5 @ (aij); ; = (alaij)); ; -

Wir bezeichnen mit Ej; fir 1 < k£ < m,1 < [ < n die Matrix mit den Koeffizienten
a;j = 0;1,05 wobei 0;; € {0,1} das Kronecker-Symbol ist mit

)1y i=g
5”‘{0 —

Die Matrix hat also in der k-ten Zeile und [-ten Spalte eine 1, alle anderen Eintrige sind 0.
Dann gilt also fiir eine Matrix A = (a;5) : A = z” a;;E;;. Dies zeigt, dass Ej; eine Basis
bilden, d.h. dim Mg (m,n) = mn.
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Eine linearen Abbildung f : V' — W zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen kann
man nach Wahl von Basen D, E von V, W durch eine Matrix darstellen.

Definition 3.3.4. Wenn f : V. — W eine lineare Abbildung ist und D = {dy,...,d,}
eine Basis von V bzw. E = {e1,...,en} eine Basis ist von W und seien ®p : V — K"
bzw. ®p : W — K™ die zugehorigen Koordinatensysteme nach Satz 2.4.26, dann ist die
Darstellung der linearen Abbildung f in Bezug auf die Basen D und E die lineare Abbildung

Ppofodyt: K" — K™. (6)

die wir dann auch mit der Matrizdarstellung dieser linearen Abbildung identifizieren.
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17.Vorlesung 16.12.19

Mit Hilfe der dualen Basen erhalten wir folgende Beschreibung:

Satz 3.3.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen V,W und
seien D, E Basen von V,W und sei E* die duale Basis von E. Dann gilt fir die Matrizdar-
stellung von f beziiglich D, E :

Cpofodp' = ((ef, f(d)))),, - (7)

Definition 3.3.6. Wenn D = {d1,...,d,} und D' = {d},...,d),} Basen sind des Vektor-
raums V, dann heifst der Isomorphismus

TH =®p od;! . K" — K" (8)
die durch die Basen D und D' bestimmte Koordinatentransformation.

Dann kénnen wir die Koordinatendarstellung einer Matrix in Bezug auf verschiedene Basen
folgendermafien ineinander umrechnen:

Satz 3.3.7. Gegeben ist eine lineare Abbildung f : V. — W zwischen den Vektorrdumen
V und W. Es seien D, D’ Basen des Vektorraums V und E,E’ Basen des Vektorraums W,
sowie T[[)), =®po @Bl und Sg, =®p o @El die in Definition 3.5.6 eingefiihrten Koordina-
tentransformationen, dann gilt fir die Matrizdarstellungen ®po f o @Bl bzw. ®gro fo @B}
von f in Bezug auf die Basen D, E bzw. D', E' :

Opofodp =SEo(Pyofodp)o(TH) . 9)

Beispiel 3.3.8. V = K3 W = K?2. Sei D = {dy,d>,d3} die kanonische Basis und D’ =
{d/l = dl,dé =d; + dg,dg =dy +dy+ dg} Dann ist &p = Id, (I)D/(d;) =d;,i=1,2,3, also
CI)D/(dll) = (I)D/(dl) = dl,dg = @D/(dlz) = (I)D/(dl + dg), somit (I)D/(d2> = d2 — ‘I’D/(dl) =
do—dy. SchlieBilich d3 = (I)D/(dg) = (I)D/(d1+d2+d3), also (I)D/(dg) = dgfq)D/(dl)*(I)D/(dg) =
d3 —dy — (da — dy) = d3 — dy. Also ist die Matrixdarstellung von ®p :

1 -1 0
oy =0 1 -1
0 0 1
Somit gilt dann
1 -1 0 1 11
T8 =dp =0 1 -1 |;78=0,)=10 11
0 O 1 0 01
Sei E = {ej,e2} die kanonische Basis von W = K2, und E' = {e] = —e3,¢e) = e1},
somit ®pr o &' = ®pr. Dann gilt Ppr(e)) = Pp(—e2) = e1, also Ppr(ez) = —ey. Und

ea = Ppi(eh); Prr(e1) = ea. Also ist die Matrixdarstellung:
0 -1
oo (V).
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Dann betrachte die lineare Abbildung

(1 3 2\ ., .3 2
A—<0 1 2).V—K — W =K*.

Dann ist die Koordinatendarstellung A’ der Matrix A beziiglich der Basen D', E’ :
1 1 1
(0 (6
0 0 1

-1 )Grs)=00 T )

Bei den letzten Umformungen benutzt man das Matrizenprodukt, das wir erst im néchsten
Abschnitt einfiihren.

3.4 Das Produkt von Matrizen

Die Addition in dem Vektorraum Hom(V'; W) entspricht der Addition von Matrizen, wie wir
im vorigen Abschnitt gesehen haben. Der Komposition von linearen Abbildungen entspricht
das Produkt von Matrizen:

Definition 3.4.1. Fir die (I,m)-Matriz B = (bij)ij € Mg (l,m) und die (m,n)-Matriz
A = (aji)jr € Mg(m,n) ist das Produkt BA = C = (ci)ix € Mi(l,n) als (I,n)-Matriz
mit den Koeffizienten
cir =Y bijaj
j=1

definiert.

Bemerkung 3.4.2.

b11 blm ail ... Q1p Zjbljajl Zjbljajn
bll blm Am1 .- bmn Zjbljaﬂ Zjbljajn
Beispiel 3.4.3.
(101> 0o _(1012)
-110 00 3 _1 -2 0 -1 -3

Satz 3.4.4. Eine (m,n)-Matriv A = (a;);r kann mit einer linearen Abbildung A : K™ —
K™ identifiziert werden, ebenso eine (I, m)-Matriz B = (b;i,);, mit einer linearen Abbildung
B : K™ — K!. Dann entspricht dem Matrizenprodukt BA die lineare Abbildung B o A :
K" — K, also die Komposition der linearen Abbildungen.

Beispiel 3.4.5. (a) Die lineare Abbildung A : x € K" —— A(x) € K™ kann man auch als
Matrizenprodukt Az” interpretieren, wobei 27 die (n,1)-Matrix mit den Elementen

zj,j=1,...,nist, also

aill oo I Zz A1;T4
Az" = ) . . =

Gml .- Qmn Tn > i Gmi

3
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(b) Einer Linearform w € (K")* = Hom(V; K) entspricht die (1,n)-Matrix mit den Ein-
tragen: (e}, w(d;)), vgl. Satz 3.3.5. Hier ist {d1,...,dy,} die kanonische Basis von K",
e} ist die kanonische Basis von K*, d.h. ej(y) = y. Also (e],w(d;)) = w(d;) = wj,
wobel w =), wid}. Also w(x) = ), wix; bzw. in Matrixschreibweise:

T

(wl,...,wn) :Zwil’i.
7

Tn

Nach Bemerkung 3.1.3 ist End(V') ein Ring. Dies tibertrégt sich auf Mg (n,n) :
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18.Vorlesung 18.12.19

Satz 3.4.6. Der Raum Mg (n,n) der (n,n)-Matrizen iber dem Korper K mit der Matri-
zenaddition und der Matrizenmultiplikation trdgt die Struktur eines Rings. Das Einselement
st die Einheitsmatrix 1 = 1,, = E = E, mit der Matrizdarstellung (52'3')1',3‘ . Das Nullelement
ist die Nullmatriz.

Nach Bemerkung 3.1.3(c) erhalten wir folgende

Definition 3.4.7. Die Menge der multiplikativen invertierbaren Matrizen im Ring My (n,n) =
End(K™) bildet eine Gruppe unter dem Matrizenprodukt. Diese Gruppe heifit allgemeine li-
neare Gruppe in n Variablen. Die Bezeichnung ist GI(K") = Gl(n; K).

Bemerkung 3.4.8. (a) Fir a € K ist die Matrix der Form al eine sklalare Matriz, sie
ist bestimmt durch den Skalar a. Es gilt also fiir die Matrixdarstellung al = (a;;)
Qi5 = aél-j bzw.:

ij -

a 0 ... 0O

0 a 0
al =al, =ak, =

00 ... a

Diese Matrix ist invertierbar genau dann, wenn a # 0.

(b) Eine Diagonalmatriz A = (aij), ; hat von Null verschiedene Eintréige nur in der Dia-

gonale, es gibt also a1, ...,a, € K mit a;; = a;d;j, bzw.
ap 0 ... O

e

0 0 ... a

(c) Eine obere Dreiecksmatriz A = (ai;), ; hat unterhalb der Diagonale nur Nullen, also
a;; = 0 fiir i > j, also

ail a2 ... Qin
0 a2 ... QA9n

A pu—
0 0 ... apn

Man kann zeigen, dass eine obere Dreiecksmatrix genau dann invertierbar ist, wenn
alle Diagonalelemente a;; # 0 sind.

(d) Die symmetrische Gruppe S,, der Permutationen der Menge {1,2,...,n} haben wir in
Beispiel 1.5.2 eingefiihrt. Fiir o € S, definieren wir die Permutationsmatriz mit Hilfe
der kanonischen Basis {e1, ..., e,} durch: A, (ex) = eq(r). Es handelt sich also um eine
Matrix, die in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 hat, alle anderen Eintrige

sind 0.
— T T T
A— <€O'(1)760'(2)""760'(n)>
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Beispielsweise gilt:

123 4
0_(4 2 1 3)654"4_

— o O O
o O = O
o O O
O = OO

Da Agor = AysA; sind die Permutationsmatrizen invertierbar: A;l = A, -1. somit ist die
Abbildung:
o€ S, — A, € Gl(n,K)

ein Gruppenhomomorphismus. Diese Abbildung ist injektiv, da A, = 1 impliziert o = Id.

3.5 Der Rang

Definition 3.5.1. Der Rang rgf einer linearen Abbildung f € Hom(V'; W) ist die Dimension
des Bildes, also rgf = dim imf.

Eine Matrix A € Mg (m,n) ist gleichzeitig eine lineare Abbildung in Hom(K™, K™) somit
ist auch der Rang rgA definiert. Damit folgt fiir f € Hom(V, W) : rgf < dim V,rgf < dim W.
Also gilt z.B. rgA < min{m,n}.

Lemma 3.5.2. Wenn D bzw. E eine Basis ist von V bzw. W, und f € Hom(V,W), und
wenn ®p 1V — K" bzw. g : W — K™ die Koordinatensysteme von V bzw. W beziiglich
D bzw. E sind, dann gilt:

rgf =1g(®po fodp') .

Satz 3.5.3. Wenn r = rgf fir f € Hom(V,W) dann gibt es eine Basis D von V bzw. F
von W, so dass

- ej 3 1<j<r
brofowpie)={ § 1 1513

1,10
(I>fofo(I)D1(6j):< 0 0)

Korollar 3.5.4. Sei A € Mg(m,n),rgA = r. Dann existieren S € Gl(m,K),T € Gi(n, K),
s0 dass
1,10
—1 _ r
sari= (210,

Satz 3.5.5. A,B € Mg(n,n) heiffen dhnlich, (Notation: A ~ B) genau dann, wenn es
S € gl(m,K),T € Gl(n,K) gibt mit B= SAT~'. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

Also

Satz 3.5.6. Fir A,B € Mg (n,n) gilt: A~ B < rgA = rgB.

Bemerkung 3.5.7. Diese Aussage ist ein Klassifikationsresultat. Fiir jede Restklasse wird
ein Element, ndmlich
1,10
1
ausgezeichnet.

Es folgt, dass es 1 + min{m,n} Aquivalenzklassen gibt.
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Zu f € Hom(V, W) haben wir die transponierte Abbildung f? € Hom(W*, V*) eingefiihrt.
Also ist auch insbesondere zu A € Mg (m,n) die transponierte Matrix AT € Mg (n,m)
definiert.

Satz 3.5.8. Sei A = (aij)i; € Mg(m,n). Dann sind die Elemente (bj;);; € Mg (n,m)
erklirt durch: Bj; = a;j.

Das Transponieren entspricht der Spiegelung an der Hauptdiagonalen:

T
ail ... Qip aily ... amil

apl .. Gpp a1 .. Qpp
1 2 3\© 1 1
1 -15) =2
3 5
Korollar 3.5.9. Sei A € Mg(m,n); B € Mg(l,m). Dann gilt:
(BA)T = ATBT

Bemerkung 3.5.10. In Satz 3.3.5 haben wir die Matrixdarstellung ® g f @Bl einer linearen
Abbildung f : V — W beziiglich der Basis D bzw. E von V bzw. W erklirt. Wir vergleichen
diese Darstellung mit der Matrixdarstellung von f7 : W* — V* beziiglich oL WF —
K™ &% : V* — K" : Dann gilt:

(®pfopt)’ = dp- fTo51.

Nach Lemma ?7 gilt: ®p« = (@%)_1 (P = (q)}TE)_l (wobei wir die kanonische Identifika-
tion K™ = (K™)*, K™ = (K™)* benutzen. Dann gilt:

(Bpfoyt,) = (®5L)" fT0% = 0p- o T o B

Satz 3.5.11. rgA = rgA', d.h. der Spaltenrang stimmt mit dem Zeilenrang tiberein.
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19.Vorlesung 6.1.2020

4 Lineare Gleichungssysteme

4.1 Losbarkeit Linearer Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme treten in vielen Anwendungen auf, die Losbarkeitsfrage dieser
Gleichungen war ein entscheidender Motor fiir die Entwicklung der Linearen Algebra:

Definition 4.1.1. (a) Ein Lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten und m Glei-
chungen hat die Form

a11r] + a2 + ... + a1pxty, = by

211 + a22x2 + ... + agpxrn, = by

Am1T1 + AmaTs + ... + GmnTn = b1

bzw.

n
E aijmj:bi;izl,Q,...,m.
j=1

Hierbei sind a;;,b; € K. Die Elemente a;; bzw. b; definieren eine (m,n)-Matrizx A =
(@ij)i<i<mi<j<n € Mg(m,n) bzw. einen Vektor b = (b;)i<i<m € K™. Also konnen
wir fir ein (m,n)-Lineares Gleichungssystem auch schreiben:

A(z)=1b
mit A € Mg(m,n),be K™.

(b) Ein Element x1 € K™ heifst Losung des Linearen Gleichungssystems A(x) = b, wenn

Bemerkung 4.1.2. In der Schreibweise A(x) = b haben wir zunéchst = nicht als Vektor in
K™ spezifiziert, im allgemeinen konnte es namlich keine Losung geben. Wir suchen also die
Menge der Losungen des Linearen Gleichungssystems, also die Menge

{y e K"; Aly) = b} = A7 ({b}) = A1 (b).

Wir werden in Zukunft nicht mehr zwischen dem Symbol = und einem (gesuchten) x € K™
unterscheiden.

Beispiel 4.1.3. Das (2, 3)-Lineare Gleichungssystem

201+ 319 —2x3 = 5
S5r1+ Ty = —2

entspricht also in Matrixform dem Linearen Gleichungssystem A(z) = b mit

2 3 -2
a=(20 ) min
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In Matrixnotation bzw. der Notation mit Hilfe des Matrizenprodukts kann man auch schrei-

ben A - zT =T, also
23 =2\ (@) _ 5
5 7 0 T2 - —2 ’

Eine Losung ist in diesem Fall z; = (1, —1,—3). Also gilt in diesem Fall:

(2) (3 ne () eom( )

Eine Losung des Linearen Gleichungssystems liefert also auch eine Darstellung des Vektors
b als Linearkombination der Spaltenvektoren der Matrix A.

Als Kriterium fiir die Existenz bzw. Eindeutigkeit der Losung erhalten wir:

Theorem 4.1.4 (Fundamentalsatz fiir Lineare Gleichungssysteme). Gegeben ist ein (m,n)
Lineares Gleichungssystem A(x) = b.

(a) Das Lineare Gleichungssystem besitzt eine Losung genau dann, wenn der Rang rgA der
Koeffizientenmatriz A dibereinstimmt mit dem Rang rg(A,b") der um den Spaltenvektor
b erweiterten Matriz (A,bT).

(b) Das Lineare Gleichungssystem besitzt hichstens eine Losung genau dann, wenn rgA =
n. (d.h. wenn es eine Lisung gibt, so ist sie eindeutig)

(0 13\ o [ 4
(V7))

Dann gilt rgA = 2, da die ersten beiden Spaltenvektoren offensichtlich linear unabhingig
sind und eine (2, 3)-Matrix hochstens den Rang 2 haben kann. Somit ist auch rg(4,b7) = 2,
also ist das Lineare Gleichungssystem A(z)0b losbar.

Da rgA = 2 < 3 = n gilt, ist das Lineare Gleichungssystem nicht eindeutig l6sbar.

Beispiel 4.1.5. (a)

(b) Wir betrachten das Lineare Gleichungssystem 21 4+ zo = 1;421 + 229 = 0. Wegen

2 1 2 1 1
rg<4 2>_1’rg<4 2 0)_2

besitzt dieses Lineare Gleichungssystem keine Losung.
Insbesondere erhalten wir:
Satz 4.1.6. Gegeben ist ein (m,n) Lineares Gleichungssystem A(z) = b.
(a) Es gibt fiir jedes b € K™ eine Lisung x € K™ genau dann, wenn rgA = m.

(b) Sei m = n. Es gibt fiir jedes b € K™ genau eine Lisung x € K™ genau dann, wenn
rgA = n.

Definition 4.1.7. Fin Lineares Gleichungssystem A(x) = 0 heiffit homogen, fiir ein Lineares
Gleichungssystem A(x) = b heifit das Lineare Gleichungssystem A(x) = 0 das zugehorige
homogene Lineare Gleichungssystem.
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Dann erhalten wir folgende Aussage iiber die Losungen homogener Linearer Gleichungssy-
steme bzw. iiber den Zusammenhang von Losungen eines Linearen Gleichungssystems und
seines zugehodrigen homogenen Linearen Gleichungssystems:

Theorem 4.1.8. (a) Ein homogenes Lineares Gleichungssystem A(x) = 0 besitzt stets
eine, und zwar die triviale Losung x = 0. Die Menge der Lisung ist der Unterraum
ker A. Es gibt also nur eine Lisung, wenn ker A = 0.

(b) Wenn x1 € K™ eine Lisung des Linearen Gleichungssystems A(x) = b ist, dann ist
jede Losung x dieses Linearen Gleichungssystems von der Form x = x1 + y, wobei
y € ker A.

Bemerkung 4.1.9. In Teil (b) nennt man z eine partikulire oder spezielle Losung, dann
158t sich jede Losung, bzw. jede allgemeine Losung x als Summe z; + y der partikuldren
Losung x1 und einer allgemeinen Losung y des zugehorigen homogenen Linearen Gleichungs-
systems schreiben. Die L8oungsmenge L = {x € K"; A(z) = b} = {1 +y; y € ker A} ist
i.a kein Vektor(unter)raum, aber ein affiner Unterraum. In einem Vektorraum V heifit eine
Teilmenge U C V ein affiner Unterraum genau dann, wenn fiir jeden Vektor u; € U die
Menge {u — u; ; u € U} ein Untervektorraum ist. Dessen Dimension heifit dann die Dimen-
sion des affinen Raums U. Somit ist die Dimension des Losungsraums in Teil (b) gegeben
durch dimker A = n —rg(A).

Beispiel 4.1.10.

r1+2x9+x3 = O (11)
Tro — T3 = -1 (12)

Fiir das zugehorige homogene Lineare Gleichungssystem erhélt man als allgemeine Losung:
y = (—3a,a,a) fir a € K. Der Losungsraum des homogenen Linearen Gleichungssystems
hat die Dimension 1. Eine spezielle Losung von Gleichung (11) ist (1,1,2). Also ist die
allgemeine LSoung von Gleichung (11) gegeben durch: z = (1 — 3a,1 4+ a,2 4+ a),a € K.
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20.Vorlesung 8.1.2020

4.2 Das Gaufische Eliminationsverfahren

In diesem Abschnitt lernen wir ein Verfahren kennen, das explizit die Losungen eines Linea-
ren Gleichungssystems bestimmt.

Satz 4.2.1. Wir nennen zwei Lineare Gleichungssysteme A(x) = b und A(x) :,5 dquivalent,
wenn es eine invertierbare quadratische Matriz S € Gl(n, K) gibt mit A = SA,b = S(b). Dies
ist eine Aquivalenzrelation. Auflerdem stimmen die Ldésungsmengen dquivalenter Systeme
tiberein.

Bemerkung 4.2.2. In Bemerkung 77 haben wir die Matrizen E;; = (5ik51j)k,l als Basis
des Raums Mg (n,n) eingefiihrt, diese Matrizen haben nur an einer Stelle einen von =
verschiedenen Eintrag. Und zwar eine 1 in der ¢-ten Zeile und der j-ten Spalte. Wir erklaren
fur o, 8 € K, # 0 die Matrix S;;(a, 8) = al + fE;;. Dann ist S;;(a, 8) € Gl(n, K), d.h.
die Matrix ist invertierbar. Es gilt

(1) -0 g : 8 ail] ... Qip
" . .
0 . 0 0 . 1 anl .- Qnn
all e Ain
= aa;1 + 5a]~1 ce. QQip t+ 5ajn
anl .. Ann

Also entspricht die Multiplikation mit der Matrix Sj;(a, §) der folgenden elementaren Zei-
lenumformung: Addiere zu dem a-fachen der i-ten Zeile der Matrix A das a-fache der j-ten
Zeile.

Also gilt insbesondere S;;(1/a, —3/)Sij(a, ) =1, d.h. S;j(c, B) ist invertierbar, falls o #
0.

Bezeichne mit a; die i-te Zeile der Matrix A, dann ist also die Matrix A gegeben durch:

ai

an
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Also ist fiir i < j:
ay

a; + oa;

a;

an,

Es ist dann leicht einzusehen, dass die Vertauschung von zwei Zeilen ebenfalls die Hinter-
einanderausfithrung elementarer Zeilenumformungen ist:

ai ai a1 ai ai
a; a; — aj a; — a; —aj aj
CLj CL]' a; g a;
Gn an an Gnp Qn

Elementare Zeilenumformungen sind also Hintereinanderausfithrungen von
1. Multiplikation einer Zeile mit v € K*
2. Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile
3. Vertauschung von Zeilen

Satz 4.2.3. FEin (m,n) Lineares Gleichungssystem A(x) = b ist dquivalent zu einem Linea-

ren Gleichungssystem A*(x) = b* in Zeilenstufenform, d.h. fir die Koeffizienten A = (afj) N

z’j
gilt: Es gibt v Zahlen 1 < j; < jo < ... < jr < n,r = rgA, so dass aj; =0 fir alle j < ji
oder ji < j < ji+1,Jk < @ oder j. < j < n,jr < i. Dariberhinaus gilt a1, a2, - - - arj, # 0.
Durch wiederholte elementare Zeilenumformungen (bzw. Multiplikation mit Matrizen der
Form S;j(a, 8)) kann die Zeilenstufenform erreicht werden.

Bemerkung 4.2.4. Die Zeilenstufenform von A* :

0o ... afjl el .

0 ... 0 ... 0 ay,

0 0 0 0 0 ;'er (13)
0 0 0 0 0 0 0

0o ... 0 ... 0 0 ... 0 0 0

Die Losungen eines Linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform sind leicht anzugeben:
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Theorem 4.2.5. Sei A(z) = b ein (m,n) Lineares Gleichungssystem. Sei A*(z) = b* ein
hierzu dquivalentes Lineares Gleichungssystem in Zeilenstufenform. Das Lineare Gleichungs-
system A(x) = b besitzt eine Lisung genau dann, wenn bf = 0 fir alle i > r. Dann wdihle

xj,j & J = {j1,j2, ..., jr} beliebig, daraus ergeben sich rekursiv fir r,r—1,...:
1
_ * *
Tjp = b, — E Ay T
TIr >4
1
_ * * .
Ljr_1 = P E Ap_q1,%j
r—Ljr-1 J>Jr—1
= r—1 Ap_1,4%Lj — Ar—1,5,.Lj,
r=Lir—1 5> Gr—1.%dr

und firk=r—2,r—3,...:

1 * * *
Tiy = | bk~ S oapm— > aju

k. >k i€ 3>i.g€T

So erhdlt man rekursiv Gleichungen fir x; ,xj _,, ;. _,,... in Abhdngigkeit von xj,5 & J.
Der Losungsraum st also ein affiner Unterraum der Dimension n — r.

Bemerkung 4.2.6. Tatsédchlich kénnte man durch weitere elementare Zeilenumformungen
auch erreichen, dass man folgende spezielle Zeilenstufenform erreicht:

0 ... 1 al,jlﬂ .

0 ... 0 ... 0 1 a5,

0O ...0 ... 00 ... 0 1ay., (14)
0 ... 0 0 0 0 O 0

0 ... 0 0 0 0 0 0

Wenn man dann noch Vertauschungen der Variablen zuldfit, was in Rechnungen meist zu
Konfusion fiihrt..., erreicht man die Form

1 0 0 ... 0 atr+1

0 1 0o ... 0 a277~+1

0 ... 0.0 1 arpg1 - (15)
0O ... 0 0 O 0

0 0 0 O 0

or
1, | %
010

Dann vereinfachen sich die Formeln fiir die Losungen aus Theorem 4.2.5 entsprechend.
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Beispiel 4.2.7.

1 3 -1 2|2 1 3 -1 2| 2

21 -1 0|1 _ 0 =5 1 —4|-3|2Z:—-27;

0 2 1 3|4 0o 2 1 3| 4

2 4 -1 3|4 0 -2 1 —-1| 0| Z4—271 |
1 3 -1 2| 2 1 3 -1 2| 2 i

. 0 -10 2 -8|-6 279 . 0 -5 1 —4|-3

0 10 5 15| 20 573 0 0 7 7| 14| Zs+ 2,
0 0 2 2| 4|Z4+2Z3 0 0 1 1] 2 Z4/2 |

1 3 -1 2| 2
0 -5 1 —4|-3
0 0 1 17 2
0 0 0 O

Aus dieser Zeilenstufenform lesen wir die Losungen ab:

r3 = 2—.%4
—5r9 = —3—x3+4dwy=-3—(2—my)+4xs=—5+5xy
To = 1—x4
1 = 2—3x9+x3—2x4=2—3(1 —x4)+ (2 —14)
=1

Also ist die allgemeine Losung von der Form
(x1, 22,3, 4) = (1,1 — 24,2 — 24, 74) = (1,1,2,0) — 24(0, -1, -1,1)

fir z4 € K. Also ist (1,1,2,0) eine spezielle Lésung und der Kern der Abbildung A wird
erzeugt vom Vektor (0,—1,—1,1). Aus der Zeilenstufenform liest man ab. rgA = 3, somit
ist die Dimension des Losungsraums n —rgA =4 —3 = 1.

Universitat Leipzig Hans-Bert Rademacher



Notizen zur Lineare Algebra 1 38

21.Vorlesung 13.1.2020

4.3 Die symmetrische Gruppe

wir untersuchen die symmetrische Gruppe S,,, die wir als Gruppe der Permutationen einer
n-elementigen Menge {1,2,...,n} eingefiithrt haben.

Definition 4.3.1. Ein o € S,, heifst Tansposition der Elemente i,j € {1,2,...,n} wenn
i pj und o(i) = j,0(j) =i und o(k) =k fiir alle k # i, j. Fir diese Transposition schreiben
wir auch (i,7).

Satz 4.3.2. (a) Die Ordnung von Sy, also die Anzahl der Elemente, ist n!.

(b) Firmn > 3 ist Sy nicht abelsch.
(d) Jede Transposition (i, j) ist konjugiert zu der Transposition (1,2), d.h. es gibt ein o1nSy,
mit (i,j) = o(1,2)0 L.

Lemma 4.3.3. Zu jeder Permutation o € Sp,n > 2 gibt es (nicht eindeutig bestimmite)
Transpositionen (i1,71), - - -, (ix, jk) mit k < n und o = (i1,71) o - - o (ig, Jx) ist das Produkt
von hochstens n Transpositionen.

Definition 4.3.4. Eine Transposition (i,7);1 < i < j < n heifit Verstellung oder Fehlstel-
lung, wenn o (i) > o(j). Das Vorzeichen der Permutation ist erkldrt durch

o(j) —o(i)
= +1}.
(o) = =" e (1)
1<J
Die Permutation o heif$t gerade bzw. ungerade, wenn eoc = 1 bzw. = —1.

Bemerkung 4.3.5. ¢(0) = +1 da mit (j — ¢) im Nenner auch (j — i) bzw. —(j — i) im
Zahler auftritt, je nachdem ob (i,5) eine Verstellung ist, oder nicht. Insbesondere ist die
Permutation o also gerade bzw. ungerade genau denn, wenn die Anzahl der Paare, die eine
Verstellung von o sind, gerade bzw. ungerade ist.

Satz 4.3.6. Sein > 2.

(a) Die Abbildung
€:0€S,—re(o) e {1} =2,

ist ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Wenn o = (i1, j1) 0 - © (ix, jr) dann gilt e(o) = (—1)*.
Beispiel 4.3.7.
(12 34
7=\2 4 31

Dann kénnen wir ¢ als Produkt von Transpositionen darstellen:

123 4
o= (1’2)O<1 4 3 2)

o9 = (2,4)00’1:Id.
Also 0 = (2,4) o (1,2). Somit (o) = (—=1)(—1) = 1.
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Definition 4.3.8. Fiirn > 2 ist die alternierende Gruppe die Untergruppe {oc € S, ; €(0) =
1} der geraden Permutationen.

Satz 4.3.9. Die alternierende Gruppe A, ist eine invariante Untergruppe von S, und
Sn/An = Zs. Jede o € S, — A, Lifst sich darstellen als Produkt o = Too’ einer Transposition
und einer geraden Permuatation o’ € A,,. Die alternierende Gruppe hat die Ordnung n!/2.

4.4 Determinante
Von nun an betrachten wir kommutative Korper K.
Definition 4.4.1. Eine Abbildung
det : Mg (n,n) — K
heif$t Determinante bzw. Determinantenabbildung, wenn folgende FEigenschaften erfillt sind:

(a) det ist multilinear, d.h. linear in jeder Zeile. Wenn

a1
az
A= .
Qan
mit den Zeilen aq, ..., a, dann gilt
aj aj aj
a;—1 a;—1 a;—1
det | a; +b; = det a; + det b;
Ait1 ait+1 Qi+1
an an an
und
aj ai
ai—1 ai—1
det aa; = «det a;
Ai+1 Qi+1
a’TL an
(b) det ist alternierend, d.h.
al aq
a; 7
det : = —det
a; (473
Gn an,
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(c) det(1) = 1.

Bemerkung 4.4.2. Aus der Multilinearitét folgt, dass det A = 0 wenn eine Zeile a; = 0.
Ebenso folgt, dass det A = 0 falls a; = a;,1 # j.

Satz 4.4.3. Eine Determinante besitzt auch die folgende Eigenschaft: Sei o, B € K, i # j

al ay
ai—1 ai—1
aa; + fa; a;
det i1 = adet | %it+1
aj; aj
an Gn
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22.Vorlesung 15.1.2020

Bemerkung 4.4.4. (a) Man kann durch mehrfache Addition des Vielfachens einer j-ten
Zeile zur i-ten Zeile, d.h. Multiplikation mit einer Matrix S;;(1, o) eine Zeilenstufen-
form einer Matrix A erreichen. Nach Satz 4.4.3 stimmt die Determinante dieser Matrix
in Zeilenstufenform mit det A iiberein.

(b) Wenn rgA = r < n dann ist det A = 0. Nach (a) erreicht man die Zeilenstufenform,
wenn r < n dann ist ein Zeilenvektor 0, somit gilt det A = 0.

(c¢) Fiir eine Diagonalmatrix

di 0 0 0
0 dy 0 0
p=| 0 0 ds 0
0 0 0 dn,

also D = (dU) mit dz‘j = dl% gilt:
det A=didy---d, .

Denn nach Bemerkung 4.4.4 gilt det A = didy---d, - 1 = dids - - - d,, nach Definiti-
on 4.4.1 (c).

(d) Falls rgA = n und falls A durch Zeilenumformungen der Form S;;(a, ), also Addition
des Vielfachen einer anderen Zeile zu einer gegebenen Zeile, auf die Zeilenstufenform
A* mit Hauptdiagonalelementen aj,,...,a;, 7# 0 gebracht werden kann, dann gilt
det A = det A* = aj; - - - a;,, : Denn durch weitere elementare Zeilenumformungen der
Art S;;(1, B) erreicht man die Diagonalmatrix D mit den Eintragen d; = aj;.

Theorem 4.4.5. Es existiert genau eine Determinante, es gilt:

det A = Z ala(l) L— am(n) . (16)
oESy

Beispiel 4.4.6. (a) n=2:5; ={Id,(1,2)}, also

d a1 a2 \
et = a11a22 — 12021
az1 a3

w={(2DG D)

woraus wegen Sg = Az U {7 o0;0 € A3}, 7 = (1,2) folgt:

det A = Z A15(1)020(2)A30(3) — Z A176(1)42r0(2) 4370 (3)-
o€A3 o€As3
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Dies wird auch als Regel von Sarrus bezeichnet:

ailp aiz aiz a1 a2
21 agz a3 G221 a2 .
aszy azz az3z az1 as2

Man bildet das Produkt aus den Eintrégen in den drei Diagonalen von oben links nach
unten rechts und subtrahiert die Produkte aus den Eintrdgen in den drei Diagonalen
von unten links nach oben rechts.

Theorem 4.4.7. A, B € Mg (n,n). Dann gilt
det(A - B) = det(A) - det(B).
Insbesondere ist dann
det: Gl(n,K) — K*

ein Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung 4.4.8. (a) Falls A invertierbar ist, so gilt det(A~!) = det(A4)—1. Dies folgt
aus AA™L = 1.

(b) Fiir eine Matrix A € Mg (n,n) gilt: A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0.
Im Beweis von Theorem 4.4.5 wurde gezeigt, dass det A = n dquivalent ist dazu, dass
A invertierbar ist..

(c) Die spezielle lineare Gruppe SL(n, K) ist der Kern des Gruppenhomomorphismus det :
Gl(n, K) — K*. Obere Dreiecksmatrizen A = (a;;) mit det A = aj1a22 - apn = 1
liegen also in SL(n, K).
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23.Vorlesung 22.01.2020

Definition 4.4.9. Sei V' ein Vektorraum diber dem Korper K und f : V. — V eine linearer
Endomorphismus.

(a) Das Element A € K heifit Eigenwert , wenn es einen Vektor x € V,x # 0 gibt mit
f(x) = Ax. Der Vektor x ist dann ein Eigenvektor zum Figenwert \.

(b) Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert X heifit Eigenraum zum FEigenwert A\, er
kann mit ker(f — \Id) identifiziert werden.

(¢) Da eine Matriz A € Mg(n,n) auch als lineare Abbildung A : K™ — K" aufgefafst
werden kann, sind auch Eigenwerte, Figenvektoren und Eigenrdume fir die Matriz A
erkldrt.

Bemerkung 4.4.10. Wenn A € K ein Eigenwert ist, besitzt also das lineare Gleichungs-
system (A — Al)(xz) = O eine nicht-triviale Lsoung = # 0. Dann muss also A — A1 nicht
invertierbar sein, die Dimension des Losungsraums stimmt also iiberein mit n —rg(A4 — A1).
Insbesondere gilt det(A — A1) = 0. Dann ist also 0 ein Eigenwert, wenn det A = 0, wenn also
A nicht invertierbar ist.

Beispiel 4.4.11. Wir betrachten die (2, 2)-Matrix
cosa —sina
sina cosc
Geometrisch beschreibt diese Abbildung eine Drehung um den Winkel «. Abhéngig davon,

ob wir diese Matrix fiir K = R oder K = C betrachten, untersuchen wir ihre Eigenwerte.
Nach Bemerkung 4.4.10 ist A ein Eigenwert, wenn fiir A gilt:det(A — A1) = 0. Wir bilden

det{( cosa —sina ) _)\1} _ det < cos‘oz—)\ —sina )
sina  cosa sin v cosa — A
= A —2\cosa+ 1= (\—cosa)? +sin’a=0.

Diese quadratische Gleichung hat iiber R nur eine Lésung, falls sin a« = 0, also o = km, k € Z.
Dann gilt A = +1. Andernfalls hat A iiber R keinen Eigenwert. Uber C gibt es immer die
beiden Losungen: A; 2 = cosa £ isina mit der imaginéren Einheit ¢ mit i?=—1.

Definition 4.4.12. Fiir eine Matrix A € Mg (n,n) heifit
xA(t) = det(tl — A)
das charakteristische Polynom.

Bemerkung 4.4.13. Wenn p(t) = 37 a;jt/ ein Polynom ist, dann heit n = grad(p) der
Grad von p, sofern a,, # 0. Wegen

XA(t) = Z 6(0) (téla(l) - alcr(l)) T (t(sna(n) - ana(n))

UESn
n
= E Ozitt
=0
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folgt o, = 1 a1 = — >0 a;; = —Spur(A) und ap = (—1)" det A. Dies sieht man so ein.
In obiger Formel ist der Term, der ¢ = Id entspricht:

(t—an) - (t—an) =t" =" a; + R(t),

)

wobei R(t) ein Polynom vom Grad < (n —2) ist. Fiir ¢ = 0 erhalten wir x4(0) = det(—A) =
(—1)™ det A.

Beispiel 4.4.14.

1 0 2
A=10 0 1
0 -1 0
t—1 0 —2 .
xa(t) = det 0t —1 :(t—l)det( ):(t—l)(t2+1):t3—t2+t—1.
01 ¢ bt

Also det A = 1,SpurA = 1. Fiir K = R gibt es nur einen Eigenwert, ndmlich 1. Fiir K =C
sind dariiber hinaus auch ¢, —i Eigenwerte.

Bemerkung 4.4.15. Wenn A, B € Mg (n,n) konjugiert zueinander sind, d.h. wenn es eine
invertierbare Matrix T' € Gl(n, K) gibt mit B = TAT !, dann gilt

xp(t) = det(t1 — B) = det (t1 — TAT )
= det (T (t1 — A)T™Y) = det (11 — A) = xa(t).

Damit kann man also einsehen, dass das charakteristische Polynom x¢(t) einer linearen
Abbildung eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' der Dimension n wohldefiniert ist. Sei
®p : V — K" ein Isomorphismus, dann definiere x () = xa(t) fir A = ®po fod,'. Damit
sind dann auch die Determinante det f = det A, die Spur Spur f = SpurA wohldefiniert (also
unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems).

Zusammenfassend erhalten wir also das

Theorem 4.4.16. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms xa(t) einer Matrix
A € Mg (n,n) bzw. des charakteristischen Polynoms xf(t) eines linearen Endomorphis-
mus f € End(V) stimmen dberein mit den Eigenwerten der Matriz A bzw. des linearen
Endomorphismus f.

Theorem 4.4.17. (o) Eine Matriz A € Mg (n,n) ist konjugiert zu einer Diagonalmatriz
(d.h. ist digaonalisierbar) genau dann, wenn es in K™ eine Basis B = {by,...,b,} aus
Eigenvektoren von A gibt.

(b) eine lineare Abbildung f : V — V besitzt eine Koordinatendarstellung ®p o f o <I>]_31
als Diagonalmatriz genau dann, wenn die zugehérige Basis B aus Figenvektoren von

A besteht.
11
a=(o 1)

Universitat Leipzig Hans-Bert Rademacher

Beispiel 4.4.18. Die Matrix




Notizen zur Lineare Algebra 1 45

ist nicht diagonalisierbar. Das charakteristische Polynom ist gegeben durch:

xa(t) =det( ’fgl t__ll ) = (t—1)?

also ist A = 1 der einzige Eigenwert. Der Eigenraum hat die Dimension

rg(l—A):rg<8 _01 ) _.

Also gibt es keine Basis aus Eigenvektoren.

Satz 4.4.19. Wenn by,...,b. von = verschiedene Figenvektoren eines linearen Endomor-
phismus f 1V — V mit r paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., \r sind, dann sind
die Vektoren by, ...,b, linear unabhdingig.
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24.Vorlesung 27.01.2020

4.5 Zerlegung von Polynomen

Da die Nullstellen des charakteristischen Polynoms die Eigenwerte der linearen Abbildung
sind, notieren wir einige Eigenschaften von Polynomen in Bezug auf die Darstellung mit
Hilfe von Linearfaktoren: Zur Giiltigkeit des Fuklidischen Algorithmus:

Theorem 4.5.1 (Polynomdivision). Seien p(t), q(t) Polynome mit Koeffizienten in K, gradp =
n >0, gradg = m > 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome d(t),r(t) mit gradr(t) <
m, so dass:

p(t) = d(t)q(t) +r(t).

Fallsn < m soistd(t) = 0,r(t) = p(t). Falls Fallsn > m, so gilt gradd(t) = n—m, gradr(t) <
m, (einschlieflich r(t) = 0, dann ist gradr(t) = —oc.)

Durch Polynomdivision erhélt man z.B.:
P+t +2+1) =2 B +t2+2t+2)+6t+5.

Korollar 4.5.2. Sei p(t) € K|[t] ein Polynom vom Grad n > 1. Dann ist A € K eine
Nullstelle von p(t), d.h. p(A\)=0, genau dann, wenn es ein Polynom d(t) vom Grad (n — 1)
gibt, so das

p(t) = d(t)(t = A).

Bemerkung 4.5.3. (a) Ein Polynom p(t) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren wenn es
Elemente Aq,..., )\, € K gibt, mit

pt) =an(t— A1) (t—\p).

Die \; sind dann die Nullstellen von p(t). Wir kénnen zusétzlich fordern, dass diese
Zahlen paarweise verschieden sind, dann

p(t) = an(t — A)™ - (t— \g)™,

d.h. hier sind die Zahlen Ay, - - - , \s paarweise verschieden und den Vielfachheiten oder
Multiplizititen mq, ..., mg € N. Dann gilt m; +--- + ms = n.

(b) Es ist eine Frage der Algebra, in welchen Kérpern K jedes Polynom in Linearfaktoren
zerfillt. Wir zitieren (ohne Beweis)den folgenden Satz

Theorem 4.5.4 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p(t) € C[t] zerfdllt in
Linearfaktoren.

Daraus ergibt sich leicht:

Satz 4.5.5. Jedes Polynom p(t) € R[t] zerfillt in ein Produkt von Linearfaktoren und qua-
dratischen Polynomen.

Damit erhalten wir das
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Theorem 4.5.6. Wenn das charakteristische Polynom x s eines Endomorphisms f:V —
V wollstindig in Linearfaktoren zerfdllt mit paarweise verschiedenen Nullstellen, dann ist f
diagonalisierbar, d.h. beziglich einer Basis aus Eigenvektoren hat f die Darstellung (Xi6ij)i ;-
Dann ist der Vektorraum V- = Vi (A1)®- - -®Vi(\,) die direkte Summe der ein-dimensionalen
FEigenrdume Vi(\;).

Insbesondere: Falls das charakteristische Polynom x 4(t) einer Matriz A € Mg (n,n) vollstindig
in Linearfaktoren zerfillt mit paarweise verschiedenen Nullstellen, dann ist A konjugiert zu
einer Diagonalmatriz.
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25.Vorlesung 29.01.2020

4.6 Satz von Cayley-Hamilton

Bemerkung 4.6.1. Fiir eine Matrix A € My (n,n) betrachte die Potenzen A = 1, A! =
A A% ... Da dim Mg (n,n) = n? gilt: 1, A, A%, ... ,A”2 sind linear abhingig. Es gibt also
eine Relation der Form

a01+a1A+a2A2+...+an2A"2 =0

fir a; € K. Der Satz von Cayley-Hamilton zeigt, dass schon die Potenzen 1, A,a?,..., A"
linear abhéngig sind, d.h. es gibt ag, aq,...,a, € K, so dass

aol + a1 A+ asA® + ...+ a,A" =0
diese Aussage schreibt man auch so: Fiir das Polynom
p(t) = ap + a1t + ast® + ...+ apt”

gilt:
p(A) =agl+ a1 A+ aA? + ... +a,A"=0.

Wir untersuchen den Spezialfall n = 2 und A ist eine Diagonalmatrix mit den Eintrigen
A, i in der Hauptdiagonalen. Dann ergibt sich aus der Gleichung

apl +a1A+ a2A2 =0

fir az = 1 ein lineares Gleichungssystem fiir aj, a9 mit der Losung a3 = —(\ + pu) =
—SpurA,ag = A = det A. Diese Gleichung gilt dann also auch fiir alle diagonalisierbaren
Matrizen. Das Polynom

p(t) = t? — (SpurA)t + det A

ist das charakteristische Polynom x4 der Matrix A, fiir eine diagonalisierbare Matrix A €
M (2,2) haben wir also gezeigt: x4(A) = 0.

Definition 4.6.2. A € Mg (n,n) : Dann definieren wir die Abbildung
Uy K[t] — Mg(n,n);

Uu(p(t)) =Ty <Z aiti> = Z a; A
i=0 i=0
Lemma 4.6.3. U4 ist ein Ringhomomorphismus, d.h.
W (ap(t) + Ba(t)) = a®a(p(t)) + BLa(q(t))
Da(p(t)a(t)) = Ya(p(t))Paq(t)).
wir benutzen die folgende Notation: im¥ 4 = K[A].

Theorem 4.6.4 (Cayley-Hamilton). Fir eine Matric A € Mg (n,n) sei xa das charakteri-
stische Polynom. Dann gilt:

Va (xa(4)) = xa(4) =0 € Mg(n,n).

Satz 4.6.5. Sei A € Mg (n,n). Dann gibt es genau ein Polynom pa(t) mit hichstem Koef-
fizienten 1, so dass jedes Polynom p(t) mit p(A) = 0 Vielfaches ist von p4(t). Insbesondere
teilt pa(t) das charakteristische Polynom xa(t); d.h. pa(t)|xa(t). Das Polynom pa(t) heifst
Minimalpolynom von A.
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26.Vorlesung 03.02.2020

Beispiel 4.6.6. (a)

A t—A
A=)1= = xa(t) = det =({t-=A)"
A t—A

Das Minimalpolynom hat also die Form p,(t) = (t — \)*, k < n. Da A — lambdaid = 0
gilt pa(t) =t— A

(b)
Al
A=J,(\) = R € My (k, k)
.y
A
Dann gilt
t—XA -1
xa = det o = (t—M)*.
.
t— A
Wegen
0 1
B=A-)\l=
1
0

und B(e;) =0, B(e;) = ei_1,i=2,...,k gilt B(e;) =0,i <1,B'(e;) = e;_,4 > [+ 1. Somit
ist BF=1 £ 0, B¥ = 0. Die Matrix B ist nilpotent. Deshalb stimmen das Minimalpolynom
und das charakteristische Polynom iiberein:

pat) = xa(t) = (t— M.

Satz 4.6.7. f € End(V) bzw. A € Mg (n,n) besitzt eine Darstellung als (obere)Dreiecksmatriz
genau dann, wenn X¢(t) (bz.w xa(t)) vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt, d.h. es gibt
M,y A € K mit

(0 = (= M) (= A).

Folgerung 4.6.8 (Cayley-Hamilton fiir Dreiecksmatrizen). Wenn f € End(V) und wenn
x¢(t) vollstandig in Linearfaktoren zerfallt, dann gilt x ¢(f) = 0.
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