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Musterlosung, Blatt Nr. 9

9-1 Gegeben sind v = (v1,v9,v3),w = (wy,ws,w3) € K> mit v,w # 0 und die
dadurch bestimmten Linearformen w,n € (K3)* mit w(xy, T2, T3) = v121+v279+
vsxy; n(xy, T2, 23) = wir) + Weke + w3xs. Bestimmen Sie die Dimension des
Unterraums

U={re K*wx)=n(zx) =0}
Losung. Zunéchst bemerken wir, dass

U={ze K| w(x)=0und n(z) =0} = kerwNkern.

Weil v, w # 0 existieren zwei Indizes i, jo € {1,2,3} mit v;; # 0 # wj,. Es
folgt, dass w(vy, - €;,) = vi # 0 und n(wj, - €;,) = w? # 0. Hieraus folgt nun
dimimw = dimim»n = 1 und somit dimker w = dim K* — dimimw =3 -1 =2
sowie analog dim kern = 2.

Daraus erhalten wir

dim U = dim(ker w Nkern) = dim ker w + dim ker n — dim(ker w + ker n)
=4 — dim(kerw + kern) .

Weil die Kerne jeweils zweidimensional sind und in einem dreidimensionalen
Raum liegen, kann der letzte Term nur die Werte 2 oder 3 annehmen. Wir
werden nun beweisen:

dim(ker w + kern) = 2 PON w, n sind lin. abh. &, v, w sind lin. abh.
Wir beweisen zunéchst (i7): Seien a,b € K. Dann gilt fiir jedes 1 < i < 3, dass
(aw-+bn)(e;) = aw(e;)+bn(e;) = avi+bw;. Es folgt av+bw = 0 <= av;+bw; =0
fir alle i =1,2,3 <= (aw+bn)(e;) =0 fiir allei = 1,2,3 <= aw+bn =0.

Nun beweisen wir <2 : Seien a,b € K\{0} mit aw +bn =0, d.h. w=—(b/a)n
bzw. 1= —(a/b)w. Daraus folgt offenbar schon die Behauptung.

Zuletzt beweisen wir =2 : Es gelte dim(ker w + kern) = 2. Da die Kerne be-
reits zweidimensional sind, bedeutet dies kerw = kern. Sei (b, b2) eine Basis
der Kerne und (by, bo, b3) eine Vervollstindigung zu einer Basis des K3 sowie
B* = (b3,b5,b3) die duale Basis. Wir stellen w und 7 in der Basis B* dar,
w =32 ;b sowie n = 37 | B;br. Nach Definition von by, by verschwinden w
und 7 auf [(by, bs)]. Also gilt w = asbi und n = F3b5. Damit sind w und 7 linear
abhéngig.

Insgesamt erhalten wir also dimU = 2 genau dann, wenn v, w linear abhéngig
sind und dim U = 1 genau dann, wenn v, w linear unabhéngig sind.
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9-2 Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen V und W
mit der transponierten Abbildung f¥ : W* — V*. Wenn U C V ein Unterraum
ist, dann heifit U° = {w € V*;w(x) = 0 fiir alle z € U} der zu U orthogonale
Raum.

Zeigen Sie:

(a)
(b)

imf? C (ker f)°.
Wenn V und W endlich-dimensional sind, dann gilt: im f7 = (ker f)°.

Lisung. (a) Sei w € im fT und n € W* mit fT(n) = no f = w. Wir miissen

zeigen, dass w € (ker f)°, d.h. dass w(z) = 0 fiir alle = € ker f gilt. Sei
also x € ker f beliebig. Dann gilt w(z) = no f(x) = w(0) = 0. Also gilt
w € (ker f)°.

Wir beweisen zunéchst ein niitzliches Lemma, welches wir bereits in der
Horsaaliibung gesehen haben.

Lemma. Sei V endlich dimensionaler K-Vektorraum und U C V Untervek-
torraum. Sei (vy,...,v,) Basis von U. Wir vervollstdndigen diese zu einer
Basis (vq,...,v,) von V. Sei nun (vf,...,v}) die duale Basis. Dann ist
(Viq,...,v%) Basis von U°.

Proof. Da (v;,,,...,v;) als Teilfamilie einer Basis linear unabhingig ist,

*

geniigt es U° = [(v¥,4, ..., v})] zu zeigen.
“D”:Da (vy,...,v,) Basis von U ist und fiir r+1 < j < nund 1 < i < r gilt,
dass v}(v;) = 0, folgt vy, ..., v5 € U® und damit U® D [(v},y,...,v})].

’ n
“C”: Sei w € U°. Wir stellen w mittels unserer dualen Basis dar:

n
W= E ;v .
i=1

Wegen w € U° muss w auf einer Basis von U veschwinden, also 0 = w(v;) =
Yo ivf(v;) = aj fiir jedes 1 < j < r. Es folgt w = " . a;vf, also
we [(Vig,..., )] O

r n

Wir kommen zuriick zum Beweis von Aufgabenteil (b). Wir werden der
Anschaulichkeit halber zwei Beweise prasentieren. Einen, bei dem wir “zu
Fufl” gehen und einen, bei dem wir ein Dimensionsargument benutzen.

Beweisvariante 1:

Sei (vy,...,v,) eine Basis von ker f. Wir vervollstandigen diese zu einer
Basis (vy,...,v,) von V und bezeichnen mit (v],...,v}) die duale Basis.
Ferner definieren wir Vg := [(vy41, . . ., vy)]. Offenbar gilt

V=kerf®l. (1)

Damit ist die Einschrénkung fy, : Vo — W injektiv und daher (w1, ..., w,—,)
mit w; := f(v,4;), j =1,...,n —r, eine linear unabhéngige Familie in .
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Desweiteren gilt wegen (1), dass im f = im(fjy,), also ist (wi,...,w,_,)
schon Basis von im f. Wir vervollstdngigen diese zu einer Basis (wy, . . ., Wy,)
von W und bezeichen mit (wj,...,w},) die duale Basis. Nun gilt offenbar

firl <i<n—rundr+1<j<n,dass ff(w)(v;) = w}o f(v;) =
w;(wjf” = 5i,(j—r)? d.h.

ff(w) =vf, firallel <i<n-—r. (2)
Wir haben nun alle nétigen Vorbereitungen getroffen, um endlich im f7 D
(ker f)? zu zeigen. Sei also w € (ker f)". Nach obigem Lemma hat w eine

Darstellung der Formw = »>" | oy Wir definieren uns n = > 71" ;. w; €
W*. Nach (2) gilt nun

n
= E QU = w.

i=r+1

Wir haben also gezeigt, dass w € im f7.

Beweisvariante 2: Obiges Lemma zeigt, dass fiir einen Untervektorraum
UCV gilt: dimU° = dimV — dim U.

Da wir bereits wissen, dass im f7 C (ker f)° gilt, folgte aus dimim f7 =
dim(ker f)° schon im f7 = (ker f)°.

Wir erinnern uns daran, dass fiir jeden Vektorraumhomomorphismus ¢ :
V = W gilt: dim V' = dim ker ¢ + dim im ¢.

Durch direktes Rechnen erhalten wir nun:

dimim f* = dim W* — dimker f* = dim W — dim(im f)°
=dim W — (dim W — dimim f) = dimim f
=dimV — dimker f = dim(ker f)°,

wobei wir in der ersten Zeile die in der Horsaaliibung bewiesene Identitét
ker f7 = (im f)° benutzt haben.

9-3 Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen V und W mit transponierter Abbildung f* : W* — V*.

Zeigen Sie:

(a) Wenn f surjektiv ist, dann ist f7 injektiv.
(b) Wenn f injektiv ist, dann ist f7 surjektiv.

Boldt N Rademacher www.math.uni-leipzig.de/ rademacher/WS19/LA1.html



Universitéat Leipzig 18.12.2019

Lésung. (a) Sei f surjektiv und seien w,n € W* mit f7(w) = f7(n). Daraus
folgt dann fT(w)(v) = wo f(v) = no f(v) = fF(n)(v) fiir alle v € V.
Da f nach Voraussetzung surjektiv ist, existiert zu w € W ein v € V
mltf()—w.Somltglltw()—w(f()) n(f(v)) = ().DawEW
beliebig war, gilt w = 7. Also ist f7 injektiv.

(b) Sei f injektiv und w € V*. Wir miissen zeigen, dass ein n € W* mit
fT(n) = w existiert.

Sei hierzu (vy,...,v,) eine Basis von V' mit dualer Basis (v],...,v}). Weil
f injektiv ist, ist (wq,...,w,) mit w; := f(v;), 1 < i < n, eine line-
ar unabhingige Familie in WW. Wir vervollstdndigen diese zu einer Basis
(w1, ..., wy) von W und bezeichnen mit (wj, ..., w?,) die duale Basis
Wir stellen w € V* in unserer gewéhlten Basis dar: w = )" | a;v;. Nun
definieren wir n = )" | a;w;. Dann gilt:

FT ) (v;) = no f(v;) = n(w) E:@wi% a; = w(v;),

fiir alle 1 < j < n. Weil (v, ..., v,) Basis von V ist, folgt schon f7(n) = w.
Also ist f7 surjektiv.

9-4 Gegeben ist der Vektorraum R[t] der Polynome mit reellen Koeffizienten und

die lineare Abbildung D : Y . ga;it’ € R[t] — > .. dat""" € R[t]. Bestim-
men Sie die Matrixdarstellung A = (aw) dieser Abbildung beziiglich der Basis

{1,¢,¢*,...} von R[t].
Losung. Die Matrixdarstellung A = (a;;); jen, von D beziiglich der Basis B =
(t");en, ergibt sich, indem wir D(#/) in der Basis B darstellen:

= E Gijtz.
i€Np

Nach Definition von D gilt D(t°) =0 =
1 € Np.

ien, 0 t'. Also gilt a;o = 0 fiir alle

Sei nun j € N. Dann gilt D(#/) = j- /71, also ist a;_;; = j und a;; = 0 fiir alle
1€ No\{j — 1}
Insgesamt ergibt sich

0  sonst.

_{j falls 4 = § — 1
CL,‘j =

In Matrixschreibweise hat A = (a;;); ; die Gestalt
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