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Sei K ein Korper, wir betrachten den Vektorraum V = K? und die kanonische
Basis (e1,e2) mit e; = (1,0),es = (0,1). Dann ist B = (b, by) mit by = e; +
Aeg, by = ey fiir jedes A € K eine Basis ist, vgl. Aufgabe 7-4.

Bestimmen Sie die Elemente der Dualbasis B* = {b}, b} }.
Hinweis: Gehen Sie aus von dem Ansatz b] = ae} + bej, b5 = cel + de und
benutzen Sie: bf(b;) = d;; = €} (e;).

Lésung. Aus dem Ansatz b] = aej + bej, b5 = ce] + dej und der Forderung
bi(bj) = ¢&;; erhalten wir die Gleichungssysteme

a+b\=1 c+d\=0
b=0 d=1.
Deren Losungen lesen wir ab und erhalten 0] = e}, b5 = —X\ej + €5. ]

e) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

(a) Sei v € V mit v # 0. Zeigen Sie, dass eine lineare Abbildung f:V — W
mit f(v) # 0 existiert.

(b) Seien z,y € V. Zeigen Sie: Es gilt © = y genau dann, wenn f(z) = f(y) fiir
jede K-lineare Abbildung f: V — K gilt

Lésung. (a) Wir ergénzen v zu einer Basis (v = by, by, ..., b,) von V. Seien nun
wy, ..., w, €W mit w; # 0. Nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung
(Satz 2.4.4) gibt es nun eine lineare Abbildung mit f(b;) = w; fiir alle
1 <i < n. Insbesondere gilt f(v) # 0.

(b) Es gelte f(z) = f(y) fir alle f € V* = Hom(V, K), d.h. f(z —y) = 0 fiir
alle f € V*. Wére x # y, so x —y # 0 und nach (a) miisste es ein f € V*
mit f(z —y) # 0 geben. Also gilt x = y.

Die Riickrichtung ist offensichtlich.
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