Differentialgeometrie 1
Leipzig, Wintersemester 2018/19 (Boldt, Rademacher)
Aufgaben!, Blatt 5, 19.11.2018

5-1 (a) Bestimmen Sie den Tangentialraum 7,S™ der Sphéire S™ als Un-
termannigfaltigkeit in R™*!,

(b) Sei {.,.); das Lorentzprodukt, d.h. (z,y); = —z1y1 + Toyo + - +
Zpnt1. Bestimmen Sie den Tangentialraum der Untermannigfaltig-
keit M := {z € R"" (z,z); = —1,2; > 0} in R"".

5-2 Sei J die orthogonale Abbildung des R* mit J? = —FE,, die in der
natiirlichen Basis ey, e, €3, €4 des R* gegeben ist durch J(e1) = ey, J(e9) =
—eq, J(e3) = eyq, J(eg) = —e3 bzw. durch die Matrixdarstellung

0 -1 0 O
1 00 O
0 00 -1
0 01 0

Zeigen Sie, dass die Einschrinkung des Vektorfeldes z € R* — J(z) €
R* auf die 3-dimensionale Sphire S = {z € R*;||z||> = 1} tangential
ist und ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf S® definiert.

(Hinweis: Diese Konstruktion lafst sich auf jede ungerade-dimensionale
Sphdre tbertragen)

5-3 Sein € Nyn > 2 und sei A : S" — S™ die Antipodenabbildung mit
A(x) = —x. Sei m: S — RP" die kanonische Projektion.

Beweisen Sie:

(a) A ist ein Diffeomorphismus.

(b) Fiir ein Vektorfeld V' auf S™ gilt dA,(V(z)) = V(A(x)) fiir jedes
x € S™ genau dann, wenn es ein Vektorfeld W auf RP™ gibt mit
dr(V(x)) = W(m(x)) fiir jedes x € S™.

(c) Es gibt ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf RP3.
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