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1 Einleitung

In dieser Arbeit werden morsetheoretische Methoden benutzt, um einerseits
Eigenschaften von Riemannschen bzw. Finsler- Metriken mit nur endlich vie-
len geschlossenenen Geodétischen zu studieren und um andererseits Bedin-
gungen fiir die Existenz unendlich vieler geschlossener Geodétischen auf kom-
pakten einfach-zusammenhédngenden Mannigfalten anzugeben.

Zu Anfang dieses Jahrhunderts untersuchte Poincaré, motiviert durch
Probleme der Himmelsmechanik, die Existenz geschlossener Geodétischen
mit gewissen Stabilitdtseigenschaften auf konvexen Flichen. Mit Hilfe der
Minimax-Methode zeigte Birkhoff 1917 bzw. 1927, dass es auf der 2-dimensio-
nalen bzw. n-dimensionalen Sphére fiir jede Metrik eine geschlossene Geodéti-
sche gibt. darauf aufbauend bewiesen Lusternik-Fet 1951, dass es auf jeder
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit eine geschlossene Geodétische
gibt.

Geschlossene Geodétische auf einer kompakten Riemannschen Mannig-
faltigkeit M lassen sich charakterisieren als die kritischen Punkte positiver
Energie des Energiefunktionals AM, der eine geeignete Vervollstandigung des
Raumes der geschlossenen differenzierbaren Kurven auf M ist. Das Energie-
funktional erfiillt die Palais-Smale Bedingung. Diese Beschreibung wurde von
Klingenberg eingefiihrt, sie hat gegeniiber der von Morse benutzen endlich-
dimensionalen Approximation des Raums der geschlossenen Kurven durch
R&ume gebrochener Geodétischen den Vorteil, dass die orthogonale Grup-
pe O(2) kanonisch auf AM durch lineare Umparametrisierung operiert. Das
Energiefunktional ist invariant unter dieser Aktion, d. h. es treten kritische
O(2)-Bahnen auf. Wenn die Existenz mehrerer geometrisch verschiedener ge-
schlossener Geodétischen gezeigt werden soll, ist es ein prinzipielles Problem,
zu entscheiden, ob zwei krischen Punkte des Energiefunktionals zu geome-
trisch verschiedenen geschlossenen Geodétischen gehoren, denn mit einer ge-

schlossenen Geodétsichen ¢ sind auch die Iterierten ¢™ mit ¢ (t) = c(mt)



geschlossene Geodétische.

Auf Flachen kann man energievermindernde Deformationen von Zykeln
geschlossener Kurven ohne Doppelpunkte angeben, die keine Selbstschnit-
te produzieren. So konnten Lusternik-Schnirelmann 1929 mit der Methode
der subordinierten Homologicklassen zeigen, dass es auf S? fiir jede Metrik
drei (geometrisch verschiedene) geschlossene Geodétische ohne Doppelpunk-
te gibt. Vollstdndige Beweise wurden u. a. von Ballmann, Jost und Gray-
son gegeben. Dagegen kann in hoheren Dimensionen mit Hilfe subordinierter
Homologieklassen zum Beispiel auf Sphéren die Existenz mehrerer kurz-
er geschlossener Geodétischen bisher nur unter zusétzlichen Annahmen ge-
zeigt werden, dies wurde u.a. von Alber, Klingenberg, Anosov, Hingston
und Ballmann-Thorbersson-Ziller durchgefiihrt. Thorbergsson und darauf
aufbauend Ballmann-Thorbergsson-Ziller erhalten auch Stabilitdtsaussagen
fiir diese kurzen geschlossenen Geodétischen, so existiert auf einer Sphére
mit Schnittkriimmung 1/4 < K < 1 eine nicht-hyperbolische geschlossene
Geodétische mit Linge € [2m, 47].

Im morsetheoretischen Ansatz werden einer geschlossenen Geodétischen
der Inder ind(c) und die Nullitdt null(c) zugeordnet. Falls alle geschlosse-
nen Geoditischen nicht-degeneriert sind, d. h. ihre Nullitdt verschwindet,
so heifit die Matrik holprig (englisch bumpy). Dann sind die geschlossenen
Geodétischen isoliert und das Energiefunktional kann als Morse-Funktion
mit nicht-degenerierten kritischen ¢(2)-Bahnen aufgefafit werden. Die loka-
le Homologie der geschlossenen Geodéatischen (auch kritische Gruppen ge-
nannt) wird dann allein durch den Index kontrolliert. Im allgemeinen Fall ist
die Dimension der kritischen Gruppen der Iterierten ¢™ einer geschlossenen
Geodétischen ¢ nach dem shifting theorem von Gromoll-Meyer unabhéngig
von m nach oben beschriankt. Damit und mit einer Abschéitzung iiber das
Wachstum der Folge der Indices der Iterierten einer geschlossenen Geodéti-
schen, die aus dem Resultat von Bott folgt, konnten Gromoll-Meyer 1969

zeigen, dass es fiir jede Riemannsche Metrik auf einer kompakten Mannigfal-
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tigkeit, fiir die Folge der Betti-Zahlen des freien Schleifenraums beziiglich ei-
nes Korpers unbeschréinkt ist, unendlich viele geschlossene Geodéatische gibt.
Vigué-Poirrier /Sullivan zeigten 1976 mit Hilfe des Theorie der minimalen
Modelle, dass fiir eine kompakte einfach-zusammenhéngende Mannigfaltig-
keit M die Folge der rationalen Betti-Zahlen des freien Schleifenraums genau
dann beschrankt ist, falls die rationale Kohomologie-Algebra von M nur von
einem Element erzeugt wird.

Um auch fiir diese Mannigfaltigkeiten mit einfacher Topologie (zum Bei-
spiel Sphéren) Existenzresultate zu erhalten, kann man ein Resultat von
Klingenberg-Takens verwenden. Es besagt, dass es fiir eine C*-generische Rie-
mannsche Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit entweder eine nicht
hyperbolische geschlossenene Geodéatisiche vom Twist-Typ gibt, oder dass
alle geschlossenen Geodétischen hyperbolisch sind. Die Twist-Bedingung ist
eine offene Bedingung an den 3-Jet der Poincaré-Abbildung. Sie erlaubt die
Anwendung eines Resultats von Moser, aus dem die Existenz unendlich vieler
geschlossener Geodétischen in jeder Tubenumgebung der Geodétischen vom
Twist-Typ folgt, deren Léngen gegen oo streben.

Hingston bewies 1981, dass es auf einer kompakten einfach-zusammenhén-
genden Mannigfaltigkeit vom rationalen Homotopietyp eines kompakten sym-
metrischen Raums vom Rang 1 mit einer Riemannschen Metrik, deren ge-
schlossene Geodétische alle hyperbolisch sind, unendlich viele geschlossene
Geodétische gibt. 1987 zeigt der Autor, dass diese Aussage auch fiir kom-
pakte einfach-zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten gilt, deren rationale
Kohomologie-Algebra durch ein Element gerader Ordnung erzeugt wird. Da-
mit folgt aus den oben zitierten Resultaten, dass auf deiner kompakten Man-
nigfaltigkeit mit endlicher Fundamentalgruppe eine C*-generische Riemann-
sche Metrik unendlich viele geschlossene Geodétische hat.

Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten mit nicht-trivialer endlicher Funda-
mentalgruppe konnten Ballmann-Thorbergsson-Ziller 1981 zeigen, dass es

fiir eine C*-generische Riemannsche Metrik unendlich viele geschlossenen
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Geoditische gibt, Bangert-Klingenberg konnten dies 1983 sogar fiir eine C*-
offene und dichte Menge von Riemannschen Metriken zeigen. Im Fall der
2-dimensionalen Sphére erhélt man durch Kombination von Resultaten von
Birkhoff und Bangert, dass es fiir eine C?-offene und dichte Menge von Me-
triken unendlich viele geschlossene Geodétische gibt.

Als ein Hauptergebnis dieser Arbeit wird gezeigt, dass eine C?-generische
Riemannsche Metrik auf einer kompakten einfach-zusammenhéngenden Man-
nigfaltigkeit unendlich viele geschlossene Geodétische hat. Diese Existenzaus-
sage folgt allein aus morsetheoretischen Argumenten ohne Zuhilfenahme von
Resultaten aus der Theorie der dynamischen Systeme.

Nun zum Aufbau dieseer Arbeit: Im 2. Kapitel stellen wir Eigenschaften
des Energiefunktionals auf dem freien Schleifenraum zusammen. Die lineari-
sierte Poincaré-Abbildung P. einer geschlossenen Geodétischen ¢ wird im 3.
Kapitel eingefiihrt, sie ist eine lineare symplektische Abbildung. Wir studie-
ren die Normalformen solcher Abbildungen.

Im 4. Kapitel beschéftigen wir uns mit der Folge ind(¢™),m > 1. Wir
geben Botts Formel an, aus der u. a. folgt, dass der mittlere Indexr o, =
lim,,, 0 ind(c™)/m einer geschlossenen Geodéitischen existiert. Die Folge
ind(¢™) —ind(c) und damit auch die Zahl «,. —ind(c) hangt nur von der sym-
plektischen Normalform der Abbildung P, ab. Dieser Zusammenhang wird
mit Hilfe der Sprungzahlen und der Poincaré-Ezponenten \; € [0,1/2] der
Eigenwerte exp(+2mi);) vom Betrag 1 von P, ausgedriickt. Wenn insbeson-
dere die Eigenwerte von P, einfach sind, dann héngt der mittlere Index einer
nicht-hyperbolischen geschlossenen Geodétischen linear von den Poincaré-
Exponenten ab.

In Kapitel 5 fithren wir Eigenschaften von Geodétischen von Finsler-
Metriken auf. Die morsetheoretischen Aussagen dieser Arbeit gelten auch
fiir Geodatische von Finsler-Metriken. Im Gegensatz zum Riemannschen Fall
gibt es einfach-zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten, die nur endlich viele

geschlossene Geoditische haben. So gibt es auf S? eine Familie von nicht-
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symmetrischen, holprigen Finsler-Metriken mit nur zwei geschlossenen Geo-
détischen. Da fiir diese Metriken der Index der langeren geschlossenen Geodéti-
schen beliebig grofl werden kann, ist es nicht moglich, analog zum Beweis des
Satzes von Lusternik-Schnirelmann zu zeigen, dass fiir jede Metrik die beiden
subordinierten Homologieklassen der Dimension 1 und 3 an doppelpunktfrei-
en geschlossenen Geodétischen hdngenbleiben.

Im 6. Kapitel werden die Morse-Ungleichungen fiir das Energiefunktio-
nal auf dem Quotienten AM/S' aufgestellt und die S'-kritischen Grup-
pen einer moglicherweise degenerierten geschlossenen Geodétischen berech-
net. 1987 zeigte der Autor, dass es fiir eine holprige Finsler-Metrik mit
nur endlich vielen geschlossenen Geodétischen auf einer kompakten einfach-
zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit eine Beziehung zwischen den mittle-
ren Indices und einer topologischen Invarianten von M gibt. Insbesondere
konnte damit gezeigt werden, dass eine dieser Geodétischen nicht-hyperbolisch
ist, falls M gerade Dimension hat. Als ein Hauptergebnis dieser Arbeit wird
im 7. Kapitel gezeigt, dass fiir jede Finsler-Metrik auf einer kompakten
einfach-zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit mit nur endlich vielen geschlos-
senen Geodéatischen die mittleren Indices algebraisch abhingig sind.

Es ist bisher kein Beispiel einer Riemannschen Mannigfaltigkeit bekannt,
auf der alle geschlossenen Geodétischen hyperbolisch sind. Im 8. Kapitel
zeigen wir, dass die 1988/89 von Donnay und Burns-Gerber angegebenen
Beispiele von Metriken auf S* mit ergodischem geodiitischen Flufl auch Bei-
spiele fiir Metriken sind, bei denen alle homologisch sichtbaren geschlossenen
Geodétischen hyperbolisch sind, d. h. alle morsetheoretisch relevanten ge-
schlossenen Geodétischen sind hyperbolisch. Ebenso erhélt man so Beispie-
le fiir Metriken auf S? mit einer Isometrie endlicher Ordnung, fiir die alle
isometrie-invarianten Geodéatischen hyperbolisch sind, sowie Beispiele von
Metriken auf der reell-projektiven Ebene und auf dem 2-Torus, fiir die alle

nicht-nullhomotopen geschlossenen Geodétischen hyperbolisch sind.



Eine Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit heifit stark holprig,
wenn die linearisieren Poincaré-Abbildungen der geschlossenen Geodétischen
nur einfache Eigenwerte haben und wenn die Poincaré-Exponenten aller nicht-
hyperbolischen geschlossenen Geodétischen algebraisch unabhéngig sind. Aus
den Ergebnissen des 7. Kapitels folgt, dass eine stark holprige Finsler-Metrik
auf einer kompakten einfach-zusammenhingenden Mannigfaltigkeit unend-
lich viele geschlossene Geodéatische hat. Mit Hilfe eines lokalen Stérungssatzes
von Klingenberg-Takens zeigen wir im 9. Kapitel, dass fiir 2 < k < oo ei-
ne C*-generische Riemannsche Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
stark holprig ist. Nach einer Bemerkung von Ziller folgt aus dem SchlieSungs-
lemma fiir Hamiltonsche Systeme, dass fiir eine C2-generische Finsler-Metrik
auf einer kompakten Mannigfaltigkeit die Menge der Anfangsrichtungen ge-
schlossener Geodétischer dicht im Einheitstangentialbiindel ist.

Als generelle Referenz fiir die Theorie der geschlossenen Geodétischen sei
auf Klingenbergs Buch [K11] und auf den Ubersichtsartikel [Ba] von Bangert

verwiesen; in beiden Quellen findet man ausfiihrliche Literaturverzeichnisse.



2 Das Energiefunktional auf dem freien Schlei-
fenraum

2.1 Die kritische Punkttheorie des Energiefunktionals

Wir gehen aus von einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit M mit
Riemannscher Metrik g = (., .). Auf dem Raum C*° (S, M) der C>—differen-

zierbaren geschlossenen Kurven auf M ist das Energiefunktional
1 /1
E:C¥(SY M) =R , Bc)= 5/ (¢, )
0

definiert. Generelle Referenz fiir dieses Kapitel ist das 1.Kapitel aus dem Buch
[K11] von W.Klingenberg. Nach der 1.Variationsformel gilt fiir eine Variation
cs 1 St — M,s € (—¢,¢),e > 0 mit differenzierbaren geschlossenen Kurven

mit ¢y = ¢ und dem Variationsvektorfeld V = 2¢,(0)

dE(cy) o
0 = [ (ven)

wobei V die kovariante Ableitung léngs ¢ bezeichnet. Eine differenzierbare

geschlossene Kurve ¢ ist also kritischer Punkt von E genau dann, wenn c
eine geschlossene Geodétische ist. Um Morse-Theorie auf einem Raum ge-
schlossener Kurven mit dem Energiefunktional als Morse-Funktion anwen-
den zu konnen, ist es notwendig, eine geeignete Vervollstéandigung des Raums
C>=(S*, M) zu verwenden.

Der freie Schleifenraum AM = H'(S', M) wird wie folgt definiert:

1
AM = {c . S' — M |c ist absolut stetig ,/ (¢,¢) < oo}
0

AM tragt die Struktur einer differenzierbaren unendlich—dimensionalen Man-
nigfaltigkeit (auch Hilbert—Mannigfaltigkeit der geschlossenen Kurven genannt).
Einen Atlas erhélt man wie folgt: Sei m : TM — M die kanonische Projektion
des Tangentialbiindels "M auf M und sei exp : TM — M die Exponential-
abbildung mit Einschrénkung exp, : T,M — M fiir p € M . Dann gibt es
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eine offene Umgebung U des Nullschnitts in T'M, so dafl die Abbildung
TXxexp:U—Mx M, X — (7(X),exp(X))

ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung der Diagonalen in M x
M ist. Wir wihlen eine differenzierbare geschlossene Kurve ¢ : S* — M
und bezeichnen mit H'(c*(U)) die H'-Vektorfelder X (t),t € St lings ¢ mit
X(t) € U. Mit Hilfe der Exponentialabbildung wird dann eine Karte 1,
definiert durch:

Ve =exp, : H'(c*(U)) = Ul(c) := exp (H'(c*))) C AM,

wobei (exp,§)(t) = exp.q) §(t). Der Modellraum ist also der separable Hil-
bertraum H'(c*(T'M)) der H'-Vektorfelder lings c. Das differenzierbare
Vektorraumbiindel 7p 3 + H'(S', TM) — H'(S', M) kann mit dem Tan-
gentialbiindel TAM — AM identifiziert werden. Die Riemannsche Metrik
g = (.,.) auf M induziert eine Riemannsche Metrik (.,.); auf AM. Wenn
c € AM differenzierbar ist und X, Y H'-Vektorfelder lings ¢ sind, dann gilt

<xyhzékwmyww+zﬂvwmvwmﬁ.

Diese Metrik besitzt eine eindeutige Erweiterung zu einer Riemannschen Me-
trik auf AM.

Auf der Gruppe S! der komplexen Zahlen mit Norm 1, die wir auch mit
der speziellen orthogonalen Gruppe SO(2) des 2-dimensionalen euklidischen
Raums IR? bzw. mit der Gruppe IR/Z identifizieren kénnen, operiert die
orthogonale Gruppe O(2) in kanonischer Weise. Wir benutzen die folgenden
Bezeichnungen. Sei S' = {exp(2mit) €C;t € [0,1]} dann ist

(z,w) € ST x St 2w e S

die Operation von S* auf S'. ©(2) wird erzeugt durch S* und das Element

(Blg)e®@)

10



bzw. 0(z) = z,z € S' CC. Es gilt die Vertauschungsrelation 26 = 6z"'. So

erhalten wir eine kanonische O(2)-Operation auf AM,
O(2) x AM — AM, (z,¢) — z.c
mit z.c(t) = ¢(z.t). Insbesondere erzeugt also
0:AM — AM |, 0.c(t) =c(1 — 1)

eine Zy—Aktion auf AM. D(2) operiert also auf AM duch lineare Umpara-
metrisierung, d.h. Wahl des Anfangspunkts und evtl. Anderung der Orien-
tierung. Fiir ein Element w € O(2) ist die Abbildung

w:AM — AM,c— w.c

differenzierbar und eine Isometrie beziiglich der Riemannschen Metrik (., .);.
Denn wenn X (t) ein H'-Vektorfeld lings c ist, dann gilt w. X () = X (¢t +w),
d.h. beztiglich der Karten (exp,, U(c)) und (expy,.., U(w.c)) ist die Abbildung
w ein linearer Isomorphismus. Aus der Definition von (.,.); folgt, dal w iso-
metrisch ist. Die S'-Aktion auf AM ist stetig, aber nicht differenzierbar.
Wenn némlich e : AM — M, e(c) = ¢(0) die differenzierbare Auswertungs-
abbildung zur Zeit ¢t = 0 ist und ¢ € AM eine nicht—differenzierbare Kurve,
dann ist 2 € ST — e(z.c) = 2.¢(0) = ¢(2) nicht differenzierbar.

AM mit der Metrik (.,.); ist eine vollstéandige separable O(2)-Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Das differenzierbare Energiefunktional F ist O(2)—
invariant mit der Ableitung

1
AB().X = [ (Ve(t), X(0))at
0
Wir setzen fiir a > 0 A°M = {¢c € AM|E(c) < a}. A°M ist also gera-
de die Menge der Punktkurven (d.h. der konstanten Abbildungen ¢(S*) =
{p},p € M), die mit M identifiziert werden kann. A°M ist eine differenzier-
bare Untermannigfaltigkeit von AM, die Inklusion M — A°M C AM ist eine
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totalgeodétische isometrische Immersion. Die kritischen Punkte von F sind
die geschlossenen Geodétischen von M und die Punktkurven. Wir werden
immer voraussetzen, dafl eine geschlossene Geodétische ¢ positive Energie
E(c) > 0 hat. Geschlossene Geodétische sind differenzierbare Kurven, wenn
c € AM eine geschlossene Geodétische ist, dann ist die Bahn O(2).c eine dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit von geschlossenen Geodétischen in AM.

Fiir eine Kurve ¢ € AM ist die Isotropieuntergruppe
I(c) ={w e0(2) |w.c =c}

eine abgeschlossene Untergruppe von O(2). Die Fixpunktmenge der O(2)-
Aktion ist genau die Untermannigfaltigkeit AYM der Punktkurven. Sei c :
IR — M eine geschlossene Kurve , d.h. ¢(t + 1) = ¢(¢) fir alle t € IR mit
Oc = ¢, d.h. ¢(t) = ¢(1 —¢) fir alle t. Dann ist ¢(1/2 +t) = ¢(1/2 — t)
fiir alle t € IR, weshalb ¢ keine geschlossene Geodétische sein kann. Fiir
eine geschlossene Geoditische ¢ ist also die Isotropieuntergruppe I(c) eine
abgeschlossene Untergruppe von S'. Wenn I(c) & 7Z,, = 7Z/mZZ, dann heifit
m = mul(c) die Multiplizitit von ¢, ¢ heifit prim, wenn mul(c) = 1. Zwei
geschlossene Geodétische ¢, ¢y : S — M heiBen geometrisch gleich, falls
c1(Sh) = co(S1). Auf AM ist die Abbildung

" AM — AM, M(t) = e(mi) (1)

definiert. Wenn c eine prime geschlossene Geodétische ist, dann ist St.c™U
St.6c™ die Menge der geometrisch gleichen geschlossenen Geoditischen, auch
Turm von ¢ genannt. Eine geschlossene Geodéatische heifit einfach, wenn die
Abbildung ¢ : S — M injektiv ist. Eine einfache geschlossene Geoditische

ist also insbesondere prim.

Mit Hilfe der Metrik (.,.); ist das Gradientenfeld gradE' von E definiert
durch die Gleichung

(gradE(c), X)1 =dE(c).X VX eT.AM.
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ADM ist nicht lokal-kompakt, trotzdem kann man Methoden der kritischen
Punkttheorie fiir Funktionen auf endlich—dimensionalen bzw. kompakten Man-
nigfaltigkeiten anwenden, da (AM, (.,.);) mit dem Energiefunktional F die
folgende Bedingung erfiillt:

Palais—Smale Bedingung: Wenn (c,,) eine Folge in AM ist, fir die
E(cm) beschrinkt ist und lim,, o ||gradE(c,,) |1 = 0 gilt, so besitzt (c,,) eine

Teilfolge, die gegen einen kritischen Punkt von E konvergiert.

Es folgt unter anderem, daf fiir ein @ > 0 die Menge der geschlossenen
Geodatischen ¢ mit E(c) < a kompakt ist. Der Flufl

dd,
ds

zum negativen Gradientenfeld von F ist fiir alle s > 0 erkléart. Wenn ¢ € AM,

O, AM — AM |

(¢)|s=t = —gradE(P;c)

dann ist limg_,oo (Psc) ein kritischer Punkt von E, d.h. eine Punktkurve oder
eine geschlossene Geoditische.

Die Hessesche d*E(c) von E in einem kritischen Punkt ist gegeben durch:
1

CEEXY) = [ (VX 9Y)(0) ~ (R(X, )6V} dr. (2)
0

Dabei ist R der Riemannsche Kriimmungstensor. Wenn A. der zugehorige

selbstadjungierte Operator ist, d.h.
(AX,Y), = d*E(c)(X,Y) VX,Y € T.AM

dann ist A. — id ein kompakter Operator. Deshalb hat A. entweder endlich
viele Eigenwerte oder die Eigenwerte bilden eine abzéhlbare Folge mit 1 als

einzigem Haufungspunkt. Wir bezeichnen mit
T.AM = T}AM + TPAM + T, AM (3)

die orthogonale Zerlegung von T, AM in die Unterrdume, die von den Eigen-

vektoren von A, zu Eigenwerten A mit A > 0, A = 0 und A < 0 aufgespannt
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werden. Da A, konjugiert ist zu A, fiir z € 0(2) mit Tz : T.AM — T, AM
ist die Zerlegung ( 3) von T.AM O(2)-dquivariant. Die Eigenvektoren von
A. zum Eigenwert \ sind die periodischen Losungen der folgenden linearen

Differentialgleichung 2.0rdnung
A=)V =1)X — ((R(X,¢)é, X)+1) X =0, (4)

sie sind deshalb differenzierbar.
Dann sind die Zahlen dim 7.7 AM, dim T°AM endlich, und wir nennen

ind(c) :==dim 7T, AM

den Index und
null(c) := dim T'AM — 1

die Nuwllitit der geschlossenen Geoditischen c. Die Nullitdt und der Index
sind konstant lings O(2)-Bahnen. Aus der Formel ( 2) folgt, daB T°AM
identifiziert werden kann mit dem Raum der periodischen normalen (d.h. zu
¢ orthogonalen) Jacobifeldern ldngs ¢, deshalb gilt also null(c) < 2n — 2,
wobei n = dim(M).

Eine zusammenhingende S'-Untermannigfaltigkeit B (ohne Rand) von
AM, die aus kritischen Punkten von E besteht und fir die F(B) = {a}
fiir ein @ € R gilt, heiit kritische Untermannigfaltigkeit. Wenn der Index
und die Nullitdt auf einer kritischen Untermannigfaltigkeit konstant sind
und wenn null(c) = dim(B) — 1, dann heifit B nicht-degenerierte kritische
Untermannigfaltigkeit. Diese Definition geht auf Bott zuriick [Bol]. Die Un-
termannigfaltigkeit A°M der Punktkurven ist eine nicht-degenerierte kri-
tische Untermannigfaltigkeit. Da Isometrien der Mannigfaltigkeit auch auf
AM und insbesondere auf der Menge Cr(AM) := {c € AM |dE(c) = 0} der
kritischen Punkte operieren, treten kritische Untermannigfaltigkeiten mit Di-
mension > 1 in symmetrischen Beispielen auf. So ist das Energiefunktional

E auf einem (global) symmetrischen kompakten Raum nach W.Ziller [Zil]
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eine Morsefunktion, d.h. Cr(AM) ist die disjunkte Vereinigung von nicht—
degenerierten kritischen Untermannigfaltigkeiten.

Eine geschlossene Geodéatische ¢ heifit nicht-degeneriert, falls die kriti-
sche Bahn S'.c eine nicht—degenerierte kritische Untermannigfaltigkeit ist,
d.h. wenn null(¢) = 0. Die Metrik g heifit holprig (englisch bumpy) falls al-
le geschlossenen Geodétischen nicht—degeneriert sind. In diesem Fall besteht
die kritische Menge Cr(AM) also aus nicht-degenerierten kritischen Unter-
mannigfaltigkeiten diffeomorph zu S?.

Eine C?-generische Metrik ist holprig, dies ist die Aussage des bumpy

metric theorem, auf das wir noch genauer in Kapitel 9 eingehen.

2.2 Das Energiefunktional auf dem Schleifenraum

In diesem Abschnitt werden wir den €)-Index einer geschlossenen Geodéti-
schen einfithren und den Zusammenhang zur Anzahl konjugierter Punkte
angeben.

Fiir einen Punkt p € M heifit

QM = {ce AM | ¢(0) =p}

der Schleifenraum mit Basispunkt p € M. Q,M ist eine Untermannigfaltig-
keit von AM. Der Tangentialraum 7.2, M an eine Schleife ¢ : ([0, 1], {0,1}) —
(M, p) kann identifiziert werden mit den H'-Vektorfeldern X léings ¢ mit
X(0) =X (1) =0, d.h. Q,M hat als Untermannigfaltigkeit von AM Kodi-

mension n. Die Einschrankung
Eq QpM — 1R

des Energiefunktionals erfiillt wiederum die Palais-Smale Bedingung (im Un-
terschied zu AM auch fiir vollstdndige, nicht—kompakte Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten). Die kritischen Punkte von Eq mit Eq > 0 sind die geodti-

schen Schleifen ¢ : [0,1] — M, fiir die im Unterschied zu geschlossenen
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Geodatischen i.a. ¢(0) # ¢(1) gilt. Wir bezeichenen mit indg(¢) bzw. nullg(c)
den Index bzw. die Nullitit der Hesseschen d?Fg(c). nullg(c) ist die Dimen-
sion des Raums der Jacobifelder Y (¢) ldngs ¢(t), fiir die Y/(0) = Y (1) = 0.
Also gilt nullg(c) < n—1,n = dim M. Da T,Q,M ein Unterraum von T.AM
ist, gilt indg(c) < ind(c). Sei n(t) die Dimension des Raums der normalen
Jacobifelder Y ldngs ¢ mit Y (0) = Y (¢) = 0. Falls n(t) > 1, so heifit n(t)
auch die Multiplizitét des zu p = ¢(0) konjugierten Punktes ¢(t) ldngs /[0, ¢].
Dann besagt der Indexsatz fiir geodditische Segmente von Morse, daf3
nullo(c) =n(1) , indg(c) = Y n(t). (5)
0<t<1
2.3 Die Aquivariante Topologie des freien Schleifen-
raums und des Raums der stetigen bzw. differen-
zierbaren geschlossenen Kurven

Entscheidend fiir die kritische Punkttheorie auf AM ist die Tatsache, dafl
der O(2)-Homotopietyp von AM nicht von der gewahlten Metrik, sondern
nur vom Homotopietyp von M abhéngt. Wenn némlich f : M; — M; eine
Homotopiedquivalenz ist, so gibt es eine homotope differenzierbare Homo-
topiedquivalenz F' : M; — M. Die induzierte Abbildung AF : AM; —
AMy,AF(c) = F o c ist dann eine (differenzierbare) O(2)-Homotopiedqui-
valenz. Sei CY(S', M) der Raum der geschlossenen stetigen Kurven mit der
Supremumnorm und sei C*(S*, M) der Raum der C*-differenzierbaren ge-

schlossenen Kurven mit der C'"*°~Topologie. Dann sind die Inklusionen
C(S', M) - AM L5 (S, M)

stetig. Nach einem Theorem von R.Palais [Pa] sind die Inklusionen ¢ und
j Homotopiedquivalenzen. Da auch die Riume C*(S', M) und C°(S*, M)
eine stetige O(2)-Aktion besitzen, beziiglich derer die Inklusionen dquivariant
sind, mochte man auch die dquivarianten Topologien bzw. die Topologien der

entsprechenden Quotienten vergleichen.
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Sei G eine kompakte Liegruppe, dann ist das klassifizierende Biindel
EG — BG erkliart. Dies ist ein bis auf Biindelisomorphie eindeutiges G-
Hauptfaserbiindel mit zusammenziehbarem Totalraum EG. Dann ist fiir einen
topologischen Raum X, auf dem die Gruppe G (nicht notwendig frei) ope-
riert, der Homotopiequotient X wie folgt erklart: Auf X x EG operiert die
Gruppe G frei durch

((z,e),9) € X x EG X G+ (g.x,g.e) € X X EG.

Dann ist der Quotient X¢ = X X EG = (X X EG) /G der G-Homotopiequoti-
ent. X¢ dient dann oft als Ersatz fiir den Quotienten X /G, der i.a. schwieriger
zu handhaben ist, falls G' nicht frei operiert.

So fithrte Morse die circular connectivities der Sphére ein als die Betti-
zahlen b;(AS™/D(2); Zy) des Quotientenraums AS™ /D(2). Seine Berechnung
ist aber nicht korrekt, da diese Aktion nicht frei ist. Diese Betti-Zahlen sind
bisher trotz einiger Versuche noch nicht bestimmt worden.

Dagegen konnte Hingston in [Hil] die Zy-Betti-Zahlen b;(ASp,); Za)

des O(2)-Homotopiequotienten berechnen. In [Hi2] gibt Hingston aufbauend
auf einer Arbeit von Carlsson und Cohen [CC] ein dquivariantes Modell fiir
AS™ an, das die Berechnung der dquivarianten Kohomologie Hg(AS™) =
H(ASE) fir G = S' und G =0(2) erlaubt. Doch zuriick zum Vergleich der
dquivarianten Topologien von C°°(S*, M), AM und C°(S*, M).
Theorem 2.1 (Hingston [Hil] 3.2) Sei X = C*°(S', M) oder AM, Y =
COSY, M) |, sei X" bzw. YH die Fizpunktmenge von X bzw. Y beziiglich
einer abgeschlossenen normalen Untergruppe H wvon O(2) und sei G eine
abgeschlossene Untergruppe von®(2). Dann induziert die Inklusion i : X —
Y eine schwache Homotopiedquivalenz

ic: (Xa, X§) = (Yo, Y.

Daraus folgt, dafl die rationalen Betti—Zahlen der Quotientenrdume AM /H,
C°(S', M)/H und C>=(S', M)/H iibereinstimmen.
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3 Die linearisierte Poincaré—Abbildung geschlos-
sener Geodétischer

3.1 Normalformen symplektischer linearer Abbildun-
gen

Fiir eine geschlossenen Geodétische ¢ : R — M, mit ¢(t + 1) = ¢(¢) fiir
alle t € IR kann man die linearisierte Poincaré—Abbildung P. wie folgt de-
finieren: Sei p = ¢(0) und E das orthogonale Komplement in 7,M zu dem

1-dimensionalen Unterraum IR¢. Dann setzen wir
P.FeoE—-EoFE, P(X,Y)=(J(1),VJ(1))

wobei J das durch die Anfangsbedingungen J(0) = X, V.J(0) =Y eindeutig
bestimmte Jacobifeld ldngs ¢ ist. Hierbei ist V die kovariante Ableitung langs
c. Auf @ E haben wir die kanonische symplektische Struktur

w((XbX?)? (}/17Y2)) - <X17Y2> - <X27Y1>7

die P, erhilt. Fiir Jacobifelder J;, J gilt ndmlich

4 ((J1, Vo) — (Jo, VJ1)) = (J1, V2 J5) — (o, V)

dt
= (J1, R(J2, ¢)¢) + (Ja, R(J1,¢)¢) = 0

Dabei ist R der Riemannsche Kriimmungstensor von M. Nach Wahl einer
Orthonormalbasis von E erhalten wir also ein Element in der symplektischen
Gruppe Sp(n — 1) der linearen Abbildungen von IR" ' @ IR"™ !, die die ka-
nonische symplektische 2-Form w erhalten. Die symplektische Matrix P, ist
dann bis auf Konjugation in Sp(n — 1) wohldefiniert , d.h. unabhéngig von
der Wahl des Punktes p und von der Wahl der Basis fiir F.

Wir werden nun Normalformen fiir symplektische lineare Abbildungen

definieren. Zwei Elemente aus Sp(n) sollen konjugiert in Sp(n) sein genau
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dann, wenn ihre Normalformen iibereinstimmen. Normalformen fiir sym-
plektische Abbildungen wurden von verschiedenen Autoren in der Literatur
diskutiert, u.a. von Klingenberg in [K12], Cushman und Duistermaat in [CD];
wir richten uns in der Notation nach Ballmann—Thorbergsson—Ziller [BTZ1]
. S.220-223.

Gegeben sei also ein endlich—-dimensionaler reeller Vektorraum £ mit der
symplektischen Form w. Ein linearer Endomorphismus P von E heifit sym-
plektisch, falls er w erhalt. Eg ist die Komplexifizierung von E, w induziert

eine nicht—degenerierte Hermitesche Form wy, auf Eg:
wh(Xl + Zi/l? X2 + 2}/2) = w(Xla }/2) - w(}/lv XQ) +1 (w(Xh X2) + w(}/i7 }/2)) :

Die Form wy, ist invariant unter der kanonischen linearen Erweiterung von P
auf Fg, die wiederum mit P bezeichnet wird. Fiir einen Eigenwert z € € sei
V(z) = kerNF der verallgemeinerte Eigenraum, wobei N, = Pz~! —id, k =
dim Fg. Mit z €€ sind auch 271, z und z~! Eigenwerte von P. Wenn Spec(P)
die Eigenwerte von P sind, dann ist

= @ Vee @ (VEeveE)

z€Spec, |z|=1 z€Spec, |z|>1

eine Zerlegung von Eg in P-invariante paarweise orthogonale nicht—degenerier-
te Unterrdume. Mit J(z,m),m € Z* bezeichnen wir einen P-invarianten,
nicht—degenerierten Unterraum von Eg, der einen Vektor X € J(z, m) enthilt,
sodaB N™(X) =0, wpa(N™1(X),X)=0und X, N,(X),..., N"}X) ei-
ne Basis von J(z,m) ist. Dann 148t sich fiir |2| = 1 V(z) zerlegen in paarweise
orthogonale nicht-degenerierte P—invariante Unterrdume

i(2)

i=1
bzw. fiir |z| > 1

V(z) =@ (J(z;my) @ Iz my)) .

j=1
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Nun kann man auch korrespondierende reelle Jordanblocke definieren. Je-
der dieser reellen Jordanblocke Jig (z, m;) ist dann ein minimaler P-invarianter
nicht-degenerierter Unterraum von E. Zu einem Jordanblock J(z,m;) bzw.
Jr(z,m;) gibt es eine weitere symplektische Invariante, das Vorzeichen, o; €
{0, £1} und der entsprechende Raum wird mit J(z, m;, 0;) bzw. Jr(z, m;, 0;)
bezeichnet. Falls |z] > 1 setzen wir o; = 0. Dabei ist das Vorzeichen von
J(z,m;) von Null verschieden , falls |z| = 1. Wenn |z| = 1 und m; = 2 — 1,
dann wird das Vorzeichen o; € {£1} definiert durch —o;w, (N1 X, NIF1X) >
0, wobei NI 'X 2 0. Wenn |z| = 1 und m; = 2, dann ist o; € {£1} de-
finiert durch iojwy,(N!X, N.-1X) > 0, wobei 771X +£ 0. Das Vorzeichen
von J(z,m;) ist gleich dem Vorzeichen von J(z,m;) sofern Imz > 0. Falls
z = £1, so erhélt Jir(z, m;) das Vorzeichen von J(z,m;), wenn m; gerade
ist und das Vorzeichen 0, falls m; ungerade ist. So erhélt man eine Zerlegung
von E

i)
E= @D ©DIrlzmyo;)
Imz>0, [2[>1j=1
in paarweise orthogonale, minimale P-invariante nicht-degenerierte Unter-
rdume. Die Folge (z,m;,0;),2 € SpecP, |z| > 1,Imz > 0 bestimmt bis auf
Reihenfolge eindeutig die Konjugationsklasse von P in der Gruppe der sym-

plektischen linearen Abbildungen von E.

Beispiel 3.1 [BTZ1,S.222-223| ey, ..., en, f1,. .., fn heiBt symplektische Ba-
sis, falls w(e;, e;) = w(fi, fj) = 0 und w(e;, e;) = w(fi, fj) = 4.

a) Wir fithren die 2-dimensionalen Jordanblocke J(z, m, o) auf und die
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Gestalt von P|Jg(z,m, o) bzgl. einer symplektischen Basis.

2 > 1,Tmz =0 Pli(z10) = [ 291
= =1 P|lJg(z,1,0) = gg)
10
PlJgr(z,2,0) = =z o 1 ,o{£1}
. cos¢ —osing
z = exp(i¢),0<¢d <m PlIr(z,1,0) = osing  cosd :

o€ {£1}.

b) Eine symplektische Abbildung P heifit stabil, falls {P"X |n € Z*}
beschriankt ist fiir alle X € E. Aus der Normalform folgt dann, dal P stabil
ist dann und nur dann, wenn alle Eigenwerte z auf dem Einheitskreis liegen

und wenn m; = 1 fiir alle j, d.h. P spaltet in 2-dimensionale Rotationen.

3.2 Die Konkavitit einer geschlossenen Geodétischen

Auf T,AM bzw. T,QM ist die Hessesche H = d?E(c) gegeben durch die
Gleichung ( 2) . Wir wihlen Punkte 0 =ty < t; < ... < t; = 1, so daf es
kein Paar konjugierter Punkte in [t;,¢;,1] gibt. Wir setzen

V = {X e T.AM | X|[t;, ti11] ist ein Jacobifeld }
Vi = {XeTAM|X(;)=0,i=0,...,k—1}
Sei T-AM = {x € T.AM | (X, ¢) = 0}, sei D, der Raum der stetigen Vektor-

felder ldngs ¢, die C*°—differenzierbar sind auf den Intervallen [t;,t;,1] und

orthogonal sind zu ¢, und sei fiir X € D,:

VX(t4) =  lim  VX(D)
t—o00, £(t—t;)>0

Dann gilt fir X,Y € D.:

H(X,Y) = ﬂﬂvxvyywmx¢mynﬁ
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= - /01(V2X + R(X,¢)e,Y)dt + kzlw)((ti—) — VX (ti+),Y(t:))
i=1
+HVX(1-),Y (1)) — (VX(0+),Y(0)). (6)
Also sind V und Vi N D, orthogonal bzgl. H und somit auch V und W =
VinD, c T,AM. Also ist T,AM die direkte orthogonale Summe V & W,
denn fiir X; € T,¢yM, X;p1 € Top,+1)M gibt es genau ein Jacobifeld Y
langs c|[t;, tix1] mit Y (¢;) = X;, Y (tip1) = Xi41. H ist positiv definit auf V7,
da kein Punkt t € (t;,t;11] konjugiert ist zu c(¢;) lings c|[t;, t;11]. Sei nun
indH der Index der quadratischen Form H auf dem Vektorraum E (d.h. die
maximale Dimension eines Unterraums, auf dem H negativ definit ist) bzw.
null4 die Nullitét der quadratischen Form H (d.h. die Dimension des Raums
{X e E|H(X,Y)=0YY € E}). Es gilt also

indH|V = indH = ind(c), nullH|V = nullH = null(c) .

Dies zeigt also auch, daf§ der Index einer geschlossenen Geodétischen endlich
ist, da V' endlich—dimensional ist.

Den Zusammenhang zwischen ind(c¢) und indg(¢) kann man durch die
Konkavititsform H beschreiben. Sei P = P, die linearisierte Poincaré-Abbildung
P:E® FE — E& FE und sei w die symplektische Form. Dann setzen wir

H(X,Y) = —w((P—id)X,Y)

auf dem Unterraum (P —id)~*({0} & E). Es gilt das folgende Indextheorem
fiir geschlossene Geoddtische von Morse [Mo2], [BTZ1, S.219] :

ind(c) = indg(c) + (ind + dim ker) H — null(c).

null(c) = dim{Y € T;*AM | Y Jacobifeld mit
(Y(0), VY (0)) = (Y(1), VY (1))}
= dimker(P, —id)
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und da
dim(P, —id)'({0} ® E) < n — 1 + dimker(P, — id)

gilt fiir die Konkavitdt:
con(c) = ind(c) — indg(c)
der geschlossenen Geodétischen c:
0 <con(c) <n—1.

Dabei ist zu beachten, daf indg(c) und somit auch con(c) i.a. vom gewihlten
Anfangspunkt p = ¢(0) abhéngen, wihrend ind(c) konstant ist auf der Bahn
Ste.
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4 Der Index der Iterierten einer geschlosse-
nen Geodéitischen

4.1 Die Formel von Bott

Fiir die Morse-Theorie des Energiefunktionals £ auf dem freien Schleifen-
raum AM spielt die Folge (ind(¢™))m>1 der Indices der Iterierten einer ge-
schlossenen Geodétischen ¢ eine wichtige Rolle.

Sei T.AMg die Komplexifizierung des Vektorraums T,AM der H'-Vektor-
felder lings ¢ und sei (.,.); auch die Erweiterung auf T.AMg zu einer hermi-

teschen Form. Fiir z €€, |z| = 1 definieren wir den Unterraum
TZAM :={X € T.AMg | X (1) = 2X(0)}.
Sei H(z) die z—Indexform
HE)XY) = | VX, VYY) - (R(X,6)e, YY) dt

definiert auf T°AM x T?AM. Dabei bezeichnen wir mit (.,.) auch die Er-
weiterung zu einer Hermiteschen Form und mit R die Erweiterung des Rie-
mannschen Kriimmungstensors zu einem komplex-linearen Tensor auf T Mg.
Dann beweist man, dafl der korrespondierende selbstadjungierte Operator AZ
wieder von der Form Identitit + kompakter Operator ist. Deshalb sind dann
wieder der z—Indez I.(z) und die z—Nullitit N.(z) endlich. I.(z) ist also die
Summe der Dimensionen der Eigenrdume von A? zu negativen Eigenwerten
und N,(z) = dimkerA? | falls z # 1 und null(c) = N,(1) = dimkerA! — 1.
Damit kénnen wir den Satz iiber den Index der Iterierten einer geschlossenen

Geodatischen wie folgt formulieren:

Theorem 4.1 (Bott [Bo2, thm. A,C]) Sei ¢ eine geschlossene Geoddtische
auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und seien I.,N, : S' = {z €
Cl|z| = 1} — Ny der z—Indezx bzw. die z—Nullitit und P, die linearisierte

Poincaré-Abbildung von c. Dann gilt:
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ind(c™) = > I( , null(c™) = > Ne(z)

zm=1 zm=1

b)
N.(z) = dimker(P. — zid)

c) 1. ist konstant in einer Umgebung von Punkten z mit N.(z) = 0. Fir

die Sprungzahlen
+ NERT . _
SE(=) = Jim T(zexp(i0)) - L(2)

von I, gilt
0 < 57 (2) < Nel2)

d)

Zum Beweis benutzen wir das folgende Lemma. Dazu zunéchst folgende Ver-
einbarung. Sei ¢ : R — M eine geschlossene Geodétische, d.h. ¢(t + 1) = ¢(t)
fir alle t € IR. Sei X € T?AM d.h. X(t) € ToyM fiir 0 <t <1 und X(1) =
2X(0). Wir identifizieren X mit dem langs ¢ auf IR fortgesetzten Vektorfeld
X(t) € TepyM,t € IR mit X(¢+ 1) = 2X(¢t) fir alle ¢t € IR. Ein Vektorfeld
X € Ten AM identifizieren wir mit einem Vektorfeld X (t) € T,,yM ,t € IR
langs ¢ mit X (t +m) = X (¢) fiir alle t € R.

Lemma 4.2 [KI2, 4.1] Sei z = exp(27i/m). Dann ist die Abbildung
G @DTHAM — T AM , §(Xy,..., X)) = 21X (1)
=1

ein linearer Isomorphismus mit Inversem

1 m
i(X)=(X1,..., X)) ., Xt aZ X (45— 1).
j=1
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Beweis. Wenn X; € T.AM, dann ist X;(t + 1) = 2'X;(¢), daraus folgt
X(t+m) = X(t), d.h. j ist wohldefiniert. Umgekehrt folgt aus X (t +m) =

1 m m )
X(t+1) = Ez X (t+4) = —zlz,z—”“ (t+7)

j=1

1 —1(G+1) T Y PR T

= — > VXt +j)+ =22z """ X(t+m)

m = m

—izlz’lX ii X (45 -1) =2'X(1),
m m iz

d.h. auch i ist wohldefiniert. j ist ein Isomorphismus, da wegen S 7, 2!(1=7) =

m(5j1 firm>1 gllt

joi(X)(t) = E i ATUX(t+5—1) = X(1).

m iy

Beweis des Theorems. X,Y € TmAM,i(X) = (Xq,...,Xpn),i(Y) =
(Y1,...,Y,), dann gilt X(¢) = 30, 25 X,.(), Y (t) = 7, 2*Y.(¢) und
Xt +7) = 275X (), Yi(t + j) = 27*Y (t) und somit auch (X, V;)(t + 1) =
(ZFXL(1), 2V (1)) = 2"7H{ X}, Y)). Deshalb gilt:

Hen (DX, Y) = S 24 | VX I = (RO 00 )} dt

1
(7 42200 2 E) [ X, VY = (RO, 06, ) dt
k,l °

Z M) (X, Yi)
Also kann die quadratische Form H.(1) auf Tzm AM mit der direkten Summe

% @, H.(z*) der quadratischen Formen mittels des Isomorphismus j aus

dem Lemma identifiziert werden, d.h. insbesondere gilt a).

26



b) Wenn X € T?AM und H.(2)(X,Y) =0 VY € T?AM, dann ist X ein
komplexes Jacobifeld ldngs ¢ mit X (1) = 2X(0) und VX (1) = 2VX(0). Fiir
ein differenzierbares Vektorfeld Y € T.AM gilt ndmlich nach Gleichung ( 6):

H(z)(X,Y) = (VX(1-),Y(1)) —(VX(0+),Y(0))
= (2VX(1-) — VX(0+),Y(0)).

Also ist H(2)(X,Y) =0 VY € T?AM nur, wenn VX (1) = 2VX(0). Dann
gilt also

Fe(X(0), VX(0)) = (X(1), VX(1)) = 2(X(0), VX(0))

d.h. (X(0),VX(0)) € ker(P. — id). Ungekehrt gilt fiir jedes Jacobifeld X
lings ¢ mit (X (1),VX(1)) = 2(X(0),VX(0)) : H.(2)(X,Y) = 0 fiir alle
Y € T°AM.

¢) Wir wéhlen wieder eine Partition 0 = t; < t; < ... < tx = 1 des
Einheitsintervalls, so da8 es auf ¢|[t;, t;11] kein Paar konjugierter Punkte gibt.
Sei J der Vektorraum der stetigen Vektorfelder X lings ¢, so dafi X|[t; +
[,tiy1 + 1] ein Jacobifeld ist fiir alle i = 0,...,k — 1;1 € Z* mit (X,¢) =0 .

Jo sei die Komplexifizierung von J. Fiir z € € sei
J(z)={X € Jp|X(t+1)=zX(t)Vt € R}.

J(2) ist ein endlich-dimensionaler Unterraum von 7.AM und wie in Ab-
schnitt 3.2 sieht man sofort, daff indH(z)|J(z) = indH(z) = I(z). Also
definiert z — H(z) = H(z)|.J(2) eine stetige Kurve in den Hermiteschen
Formen des endlich—dimensionalen Vektorraums J(z), d.h. die Eigenwerte
der bzgl. (.,.) selbstadjungierten Endomorphismen A(z) mit (A(2)X,Y) =
H(2)(X,Y), X,Y € J(z) variieren auch stetig. Also kann sich die Anzahl
der negativen Eigenwerte nur in Punkten z dndern, fiir die 0 ein Eigenwert
ist, und sie kann sich héchstens um die Multiplizitdat des Eigenwertes 0 in

diesem Punkt andern.

d) ergibt sich aus H(z)(X,Y) = H(2)(X,Y) O
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4.2 Sprungzahlen, der mittlere Index und die Poin-
caré—Exponenten

Bott beweist in [Bo2, thm.C] auch, daf} die Sprungzahlen S*(z) nur abhiingen
von der Konjugationsklasse der linearisierten Poincaré—Abbildung P, in der
symplektischen Gruppe Sp(n — 1), d.h. nur von der symplektischen Normal-
form von P.. Wie diese Abhéngigkeit von der in Abschnitt 3.1 beschriebenen
Normalform explizit beschrieben werden kann, wurde u.a. von Klingenberg
in [K12] und Ballmann—Thorbergsson—Ziller in [BTZ1] gezeigt:

Theorem 4.3 [BTZ1, 2.13] Die linearisierte Poincaré-Abbildung P, der

geschlossenen Geoddtischen ¢ habe die Normalform
J(2)
@ @ Jr(z,m;,0;).

Z j=1
Sei z ein Eigenwert von P, , d.h. N.(z) ist positiv, dann gilt fir die Sprung-
zahlen fir z # +1
ST(z) = #{Jr(z,m,0)|m=0 (mod2),0=+1
oderm=1 (mod 2),0 =+1}
S7(z) = #{Jr(z,m,0)|m=0 (mod2),0=+1
oderm=1 (mod 2),0 =—1}

und

ST(£1) =S (£1) = #{Jr(£l,m,0) | m=0 (mod 2),0 =+1
oderm=1 (mod 2),0 =0}.

Die Differenz ind(¢™) — mind(c) ist bestimmt durch die symplektische

Normalform von P,., denn:

ind(c™) — mind(c) = > (I(z) — I(1))

zm=1
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und
I(exp2mil/m) — I(1) =

S*(1) + { > S*t(exp(2mir)) — S‘(exp(2m’r))} — S7(exp(2mil/m)).
o<r<l/m

Seien z; = exp(2mi);), 1 < j<I—1,1<n,0 <)\ <1/2die Eigenwerte

von P, mit [z] = 1,Imz >0und 0 =X < A\ < Ay < ... < A <\ =1/2

Die Zahlen Ay, ..., \;_1 nennen wir die Poincaré—Exzponenten von P, bzw. von

c. Sei I; = I(exp(2miN)) fiir A € (A\j_1,2;),0<j <lund [ = I, falls \; =0

sowie I} = I,y falls \;_; = 1/2. Aus der Definition des Riemann-Integrals

erhalt man das

Korollar 4.4 [Bo2, cor.1] Der mittlere Index

o ind(c™)

m—r0o0 m

A =

existiert und es gilt

1 l
Qo = / I(exp(2mit))dt =25 L\ — Ajy)
0

Jj=1

Wenn a. = 0, dann ist ind(c™) = 0 fir alle m > 1.

Zu einer symplektischen Abbildung P, mit Sprungzahlen S*(z) definieren

wir die totale Sprungzahl

S=St)+S(-D+ > {ST(x)+5(2)}.

|z|=1,Imz>0

Wenn V (z) := ker((P. —id)"!) der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigen-

wert z ist, dann definieren wir

Vo= P V), Vie= P ViE)aV(E).

|z|=1,Imz>0 |z|>1
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ke = V. ®V,, ist eine Zerlegung von Eg in P—invariante, nicht—degenerierte
w-orthogonale Unterrdume.

Falls V., = 0 ist, d.h. falls kein Eigenwert von P. auf dem Einheitskreis
liegt , so heiflit P. bzw. die geschlossene Geodéitische ¢ hyperbolisch. Dann
ist also N,(z) = 0 fiir alle z € St d.h. es gilt null(¢™) = 0 fiir alle m > 1
und I : St — IN; ist konstant, d.h. die totale Sprungzahl S = 0. Fiir eine
hyperbolische geschlossene Geodétische gilt also

ind(c™) = mind(c)

fiir alle m > 1, d.h. fiir den mittleren Index erhalten wir a, = ind(c). Allge-
mein sei L. := 1/2dim V,,. Wir erhalten das

Lemma 4.5 Fiir die totale Sprungzahl S einer symplektischen Abbildung gilt
1.
S<L:= §d1mVCO.

Beweis. Es geniigt den Fall E = Jr(z,m, o) fiir |2| = 1 zu behandeln. Sei
Imz > 0, dann gilt fiir m = 1 nach Theorem 4.3 S*(z) + S™(2) = 1 und fiir
m > 2 gilt ST(z) + S (2) < 2. Falls z = £1, dann gilt S*(2) = S (2) <
1 <m. Da dim Jr(z,m,o) > 2m, falls |z| = 1,Imz > 0 oder z = £1,m =1
(mod 2) sowie dim Jr(z,m,0) = m, falls z = £1,m =0 (mod 2), so gilt
fir |z| = 1,Imz > 0:

1
St(2)+ 5 (2) < §dim Jr(z,m,0)

und fiir z = £1:
1
St(z)=85"(2) < §dim Jr(z,m,0).
Daraus ergibt sich dann die Behauptung auch im allgemeinen Fall a

Damit kénnen wir nun eine Abschitzung fiir die Differenz ind(c™) — ma..

geben:
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Theorem 4.6 [Ral, 1.4] Sei ¢ eine geschlossene Geoddtische auf M mit
dim(M) = n. Sei P. die linearisierte Poincaré Abbildung, S. die totale
Sprungzahl und 2L. die Dimension des maximalen Unterraums V., von F,
auf dem P, kompakt ist. Wenn o, der mittlere Index von c ist, dann gilt fir
alle m > 1:

lind(c™) — ma.| < S. < L. <n-—1.

Beweis. Wir setzen e(x) := exp(2miz) und definieren zwei Folgen (z;), (y;),
j=1,....mdurch x; = 0,29; = i/m fiir 1 < 2i < m und x9;11 = i/m fir

1 <2i+1<msowie y; = i/(2m). Dann gilt nach Theorem 4.1 a) :
m 1/2
> I(e(x)) — Qm/ I(e(x))dx
i=1 0

< zmz/j”l I(e(2:)) — I(e(x))] dz < S,

i=1

lind(c™) — ma.| =

da fiir y < x:

I(e(x)) = 1(e(y) + 5T () + X (57(e(2) = 57 (e(2) + 5 (e(a)

Bemerkung 4.7 a) Die Folge

ind(c™) — ma, = md( ) mind(c) + (md( ) — )
= 30 (1)~ 1) +m [ (1) = I(e(a)) do

Zm=1
ist also nur von der symplektischen Normalform von P, abhéngig , da sie sich
durch Sprungzahlen ausdriicken l&8t. Wir zeigen nun, dafl die Abschitzung
im folgenden Sinne optimal ist. Es gibt fiir jedes vorgegebene L < n — 1 eine
symplektische Normalform fiir P,, so daf3

lim sup(ind(c™) — ma,.) = limsup(ma, — ind(¢™)) = L = S.

m—r0o0 m—ro0
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Wihle z = exp(ig), ¢ = 2nA\, A € (0,1/2) N IR —@ und sei
E=®L, Jr(z,1,1) @V, die symplektische Normalform von P, d.h.

[ cos¢ —sing
Pc‘JIR(Zalal) - ( singb COSQb ) :
Es gilt ind(¢™) — ma, = (1 4 [2am] — 2am)L. Dabei ist [x] die grofite ganze
Zahl, die nicht grofler als x ist. Da A irrational ist, folgt daraus die Behaup-
tung.

b) Wenn alle Geodétischen ¢ : R — M auf M geschlossen sind mit
der gleichen minimalen Periode w > 0, d.h. wenn ¢(t + w) = ¢(t), dann
gilt fiir jede geschlossene Geodétische ¢ : P, = id. Dies folgt, da Jacobi-
felder Variationsvektorfelder von Variationen mit Geodétischen sind. Bei-
spiele solcher Mannigfaltigkeiten sind die kompakten symmetrischen Raume
vom Rang 1 und die Zoll-Metriken auf S2. Dann gilt E = @7 Jr(1,1,0)
woraus nach Theorem 4.3 ST(1) = S7(1) = n — 1 folgt, d.h. ind(c™) =
m(ind(c)4+(n—1)) — (n—1). Fiir die Funktion /(z) (den z—Index von ¢) kann
man analog wie fiir /(1) = ind(c) einen Indexsatz beweisen, der I(z) durch
den -Index indg(c) ausdriickt. Dann erhélt man folgende Abschétzung
([BTZ1], S.226):

indg(c) < I(z2) <indg(c) +n—1

Daraus folgt durch Integration
0 <a.—indg(c) <n-—1.
Da aen = limy,_,o(ind(c¢™*) /k) = ma, folgt also auch
0 <ma, —indg(c™) <n-—1. (7)

Der mittlere Index beschreibt also auch das lineare Wachstum der Folge

indg(c™) der Anzahl der konjugierten Punkte zu p = ¢(0) langs c|[0, m).
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Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Poincaré Exponenten \;, j =
1,...,l — 1 und dem mittleren Index angeben.
Wir benutzen die Formel fiir «, aus Korollar 4.4 und erhalten:

l
A = Qle(/\j_)\j—l)

Jj=1

= fz+2zl(5_(zj) —S™(z)) A (8)

4.3 Spezielle invariante Untermengen der symplekti-
schen Gruppe

In Kapitel 9 werden wir Stérungsargumente anwenden, um eine gegebene
Riemannsche Metrik in der N&he einer nicht-hyperbolischen geschlossenen
Geodéatischen ¢ so zu storen, dal ¢ Geodatische bleibt, aber ihr mittlerer
Index gedndert wird, indem die Poincaré-Exponenten gedndert werden. Des-
halb miissen wir sicherstellen, daf nicht alle Differenzen S*(z;) — S™(2;)
verschwinden. Da die Sprungzahlen symplektische Invarianten sind, definie-
ren wir eine unter Konjugation invariante Untermenge der symplektischen
Gruppe, in der diese Differenzen nicht verschwinden. Dann werden wir spéter
annehmen, daf} die linearisierte Poincaré-Abbildung P, in dieser Untermenge
liegt. Diese Untermenge soll offen und dicht sein.

Wenn w die Standard symplektische 2-Form auf IR?" = R" $ IR" ist, d.h.

w((T1, 22), (Y1,42)) = <3717y2> - <x2,y1)
dann heifit
Sp(n) = {P € GI(2n; R) |w(Pz, Py) = w(z,y) Yo,y € R*"}

die symplektische Gruppe. Auf der Komplexifizierung €*" =C" &C" von IR*"

induziert w eine nicht—degenerierte hermitesche Form wy:
wi(T1 + iy1, To + iy2) = w(ry,y2) — w(yr, v2) + i(w(zy, T2) + w(y1,Y2)) -
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Die kanonische Erweiterung einer symplektischen linearen Abbildung P €
Sp(n) auf @*" erhilt dann wy,. Wenn z € € Eigenwert von P € Sp(n) ist,
dann auch 27!,z und z71. Fiir P € Sp(n), z €T sei

d(P, z) := dimg ker ((P —z-id)* " aC" —C" @(D")

die Dimension des verallgemeinerten Figenraums zum Wert z. Dann definie-

ren wir folgende Untermengen der symplektischen Gruppe:
Sp(n) = {P € Sp(n) |d(P, 1) = d(P, ~1) = 0}
d.h. fiir ein Element P € SA[/)(n) sind 41 und —1 keine Eigenwerte, und
Sp*(n) = {P €Sp|¥z €C: d(P,z) <1},

d.h. jedes Element P € Sp*(n) hat nur einfache Eigenwerte. Sp(n) und Sp*(n)
sind invariante Untermengen, d.h. mit P gehort auch jede zu P konjugierte
lineare Abbildung zu diesen Mengen, denn Eigenwerte sind Invarianten der

Konjugationsklassen.
Satz 4.8 Sp*(n) ist eine offene und dichte invariante Untermenge von Sp(n).

Beweis. Ein symplektischer Endomorphismus P liegt in Sp*(n) genau
dann, wenn die Diskriminante D(x(P)) des charakteristischen Polynoms
nicht verschwindet. Also ist Sp*(n) eine offene Untermenge von Sp(n). Wére
Sp™*(n) nicht dicht in Sp(n), so gébe es ein P € Sp(n) mit einer offenen Um-
gebung U von P, so dafl U N Sp*(n) = (). Dann kann man eine analytische
Kurve t € [0,1] — P(t) € Sp(n) wéhlen mit P(0) = P und P(1) € Sp*(n).
Dann definiert die Diskriminante f(t) = D(x(P(t))),t € [0, 1] des charakteri-
stischen Polynoms von P(t) eine analytischeFunktion f : [0,1] — IR. Da f in
einer Umgebung von 0 verschwindet, gilt auch f(1) =0, d.h. P(1) & Sp*(n)
O
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Fiir I € {0,1,...,n} definieren wir die invariante Untermenge
Splin) == {PeSp ()] S d(P2) =1}
|z]=1,Imz>0
Da d(P,z) < 1 fir P € Sp*(n) und da fir z ¢ IR,|z|] # 1 mit z auch
271 z,z7! paarweise verschiedene Eigenwerte von P sind, ist Sp(l;n) eine
offene Teilmenge von Sp*(n) und es gilt
Sp*(n) = | Sp(tin).
1=0
Wir wenden uns nun den méglichen Normalformen von P € Sp(l;n) zu:
Seien z; = exp(2mi\;),7 = 1,...,1,\; € (0,1/2) die Eigenwerte mit |z;| =
1,Imz; > 0und z;,j = [+1,...,m die Eigenwerte mit |z;| > 1 und Imz; > 0.
Dann gibt es nach Theorem 4.3 eine Zerlegung
R* =P Jr(z,1,0)
j=1
mit 0; € {1,—1} fir j < [ und o; = 0 fir j > [ + 1. Beziiglich einer
symplektischen Basis hat P|Jr(z;,1, 0;) die folgende Matrixdarstellung:
a) Falls z; = exp(2mi);), dh. j=1,...,l,0; € {1,-1}:

cos(2m);)  —o;sin(27)))
PlJm(z,1,05) =
o;sin(2wA;)  cos(2mA))

b) Falls |z;| > 1 und Im(z;) = 0, so ist
zi 0
P|Jr(z,1,0) = < 0] = )

c) Falls |z;] > 1 und Im(z;) > 0, so ist

PlJr(z4,1,0) =

| © O O

o ool
x
o O O
ol o o
|

<.
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Lemma 4.9 Wenn P € Sp(l;n) und wenn z; = exp(2mi);), \; € (0,1/2),5 =
1,...,1 die Figenwerte von P sind mit Imz > 0 und |z| = 1 sind, dann gilt
fiir die Differenz

€ =S (2) — ST ()

der Sprungzahlen €; € {£1} fir j=1,...,1L.

Beweis. Nach Theorem 4.3 gilt fiir die oben hergeleiteten Normalformen

von Abbildungen in Sp(l; n):
€ = S_(Zj) — S+(Zj) =
= #{J]R(Zj, 1,0']')‘0']' = —1} — #{JIR(ij 170-]')’0-3' — +1}
{£1}

m

O

Fiir den mittleren Index a, einer geschlossenen Geodétischen ¢ , deren

linearisierte Poincaré—Abbildung P. in Sp(l;n) liegt, gilt also nach Gleichung
(8):
L L
ac=1+2) € =ind(c®) —ind(c) + 2D €\ 9)
j=1

j=1
mit €; € {+1}.

Das folgende Lemma werden wir in Kapitel 9 benotigen. Dazu fithren wir
die analytische Abbildung

f:Sp(lin) = (0,1/2)), f(P) = (M(P),..., M(P))

ein, die jedem P € Sp(l;n) die Poincaré-Exponenten \; € (0,1/2) der Ei-
genwerte z; = exp(2mi);) zuordnet, wobei Ay < --- < A;. Dann erhalten wir

das
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Lemma 4.10 Wenn p ein nicht-triviales Polynom mit | Variablen und mit
reellen Koeffizienten ist, dann ist Q(p) == {(x1,..., 1) € R | p(xy,...,27) #
0} offen und dicht in R" und das Urbild

F7HQWP)) ={P € Sp(;n) |[p(M(P), ..., M(P)) # 0}
ist eine offene und dichte invariante Teilmenge von Sp(l;n).

Beweis. Als Komplement einer algebraischen Menge ist Q(p) offen und
dicht in IR, also ist f~'(Q(p)) offen in Sp(l;n). Wire f~(Q(p)) nicht dicht
in Sp(l;n), so gébe es eine analytische Kurve ¢ € [0, 1] — P(t) € Sp(l;n) mit
p(f(P(t))) =0fiirt € [0,¢€) fir ein e > 0 und p(f(P(1))) # 0 im Widerspruch

zur Analytizitat.
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5 Geodéatische von Finsler—Metriken

5.1 Eigenschaften von Finsler—Metriken

Wenn ¢ eine Riemannsche Metrik auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit
M ist, dann definiert die Funktion F(X) = /g(X, X) auf dem Tangen-
tialblindel T'M ein regulédres Variationsproblem auf M. Eine allgemeinere

Klasse solcher reguldren Variationsprobleme liefern Finsler—Metriken.

Definition 5.1 FEine stetige Funktion F : TM — IR=" auf dem Tangenti-
albiindel T M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M heifst Finsler—Metrik,
falls gilt:

a)F|TM — T°M ist C™~differenzierbar, dabei ist T°M der Nullschnitt,

der also mit M identifiziert werden kann.

b) F ist auf jedem Tangentialraum T,M positiv homogen vom Grad 1,
d.h. FIAX) = AF(X) fir alle A >0 und X € TM.

¢) F(X) =0 genau dann, wenn X € T°M.

d) Die zweite Ableitung von F? in Faserrichtung ist positiv definit.

Die Finsler-Metrik F heifit symmetrisch, falls zusétzlich F(—X) = F(X)
fiir alle X € T'M gilt. Jede Riemannsche Metrik g bestimmt also eine symme-
trische Finsler-Metrik F' durch F(X) = 1/g(X, X ). Umgekehrt bestimmt die
Differenzierbarkeit von F?2, ob die Finsler-Metrik von einer Riemannschen
Metrik induziert ist. Wenn nidmlich F? zweimal stetig differenzierbar ist auf

TM, dann wird F von einer Riemannschen Metrik induziert.

Von nun an sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit mit
Finsler—Metrik F'. Wir wahlen eine Riemannsche Metrik ¢ auf M, die also
auf dem freien Schleifenraum AM eine Riemannsche Metrik (.,.); induziert.
Da die von verschiedenen Metriken ¢ und ¢ auf M induzierten Metriken

(., )1, (.,.), auf AM #quivalent sind, sind die weiteren Uberlegungen von der
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Wahl der Metrik g unabhiingig. Seien p,q € M und Q,,M die H'-Kurven
in M mit Anfangspunkt p = ¢(0) und Endpunkt ¢ = ¢(1). Dann nennen wir
die kritischen Punkte des Variationsproblems ¢~ 1/2 [ F2(¢(t))dt Geodiiti-
sche der Finsler—Metrik. Die Bedingung d), die in der Variationsrechnung
Legendre—Bedingung heifit, garantiert die lokale Eindeutigkeit der Geodéti-
schen. L(c) = [, F(¢&(t))dt ist die Linge der Kurve c. Bedingung b) impliziert,
dafl die Lange einer Kurve unabhéngig ist von der Parametrisierung. Dann
wird durch d(p, q) := inf{L(c)|c € Q,,M} eine Pseudometrik auf M erklirt,
d.h. es gilt

a) d(p,q) > 0und d(p,q) =0 p=gq

b) d(p,q) + d(q,r) > d(p,r)

Za je zwei Punkten p,q € M gibt es dann eine Kurve ¢, die p und ¢ verbin-
det mit Lange L(c) = d(p, q), d.h. eine Minimale und diese Minimale ist eine
Geodétische. Lokal ist diese Minimale eindeutig, dies folgt aus der Legendre—
Bedingung. Falls F' symmetrisch ist, ist d eine Metrik, d.h. eine symmetri-
sche Pseudometrik. Dann ist die induzierte Toplogie gleich der Toplogie der
Mannigfaltigkeit. Im allgemeinen Fall wird durch d(p, q) := d(p,q) + d(q,p)
eine Metrik auf M definiert. Da M kompakt ist, gibt es zu jeder Finsler—
Metrik F eine Zahl & > 1 so dafl k7 1g(X, X) < F*(X, X) < kg(X,X) fiir
alle Tangentialvektoren X. Insbesondere sind also die Metrik , die von der
Riemannschen Metrik g auf M induziert wird, und die Metrik d, die von
F induziert wird, dquivalent. Also stimmen die induzierten Topologien mit
der auf M gegebenen iiberein. Wenn ¢ eine geschlossene Geodétische einer
nicht—symmetrischen Finsler—Metrik ist, dann ist die geschlossene Kurve fc
mit der entgegengesetzten Orientierung nicht notwendig eine Geodétische.
Deshalb nennen wir fiir nicht—symmetrische Finsler—-Metriken zwei geschlos-
sene Geodiitische ¢1,co 1 S' — M geometrisch gleich , falls ¢;(S') = co(S?)
und falls beide Geoditischen in der gleichen Richtung durchlaufen werden.
Es gilt der
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Satz 5.2 Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Finsler—Metrik F'. Dann
gibt es eine Zahl n = n(M) > 0, so daf$ es zwischen zwei Punkten p,q € M

mit d(p,q) < n genau eine minimale Geoddtische gibt. Diese Geodditische

hingt lokal differenzierbar von den Endpunkten ab.

Finsler—Metriken lassen sich sehr iibersichtlich in der Terminologie Ha-
miltonscher Systeme beschreiben, vgl. [Mal], [Zi2]. Dazu wahlen wir lokale
Koordinaten (q,...,q,) auf der Mannigfaltigkeit M, sie induzieren Koor-
dinaten (q1,...,Gn,G1,- - -, Gn) auf dem Tangentialbiindel T'M (beziiglich der
Basis /0qy, . . .,0/dq,) und Koordinaten (qi, . .., qn, p1, - - -, Pn) auf dem Ko-
tangentialbiindel T*M (beziiglich der dualen Basis dqy, ..., dg,). Die kano-
nische symplektische Form w des Kotangentialbiindels T*M ist in diesen

Koordinaten gegeben durch

w:dei/\dqi.

i=1

T*M mit der Form w ist eine symplektische Mannigfaltigkeit.
Eine stetige Funktion H : T*M — IR heif}t eine konveze, vom Grade 2
positiv homogene Hamilton—Funktion , falls H | T* M —T*°M C>—differenzier-
bar ist, falls ( FH ) _positiv definit ist und H(q, A\p) = N2H(p, q) fiir A > 0.

dpidp; ) ;.
Das Hamiltonsche Vejktorfeld wird erklart durch

dH = —w(XH, ) s

Pt T*M — T*M sei der zugehorige Hamiltonsche Fluf. Einer solchen
Hamilton—Funktion entspricht eine Finsler—-Metrik. Wenn namlich Ly : T*M —
TM

Y

die zugehorige Legendre—Transformation ist, die ein C*°~Diffeomorphismus
von T*M — T*°M auf TM — T°M ist, dann definiert die Gleichung

F?=2Ho Ly
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eine Finsler—Metrik. Wenn 7 : T*M — M die Fulpunktprojektion ist, dann
ist die Kurve ¢(t) = 7(¢'(v)) eine Geodétische der Finsler-Metrik. Insbe-
sondere sind also die Projektionen periodischer Bahnen des Hamiltonschen

Flusses geschlossene Geoditische auf M.

5.2 Das Energiefunktional einer Finsler—Metrik

In diesem Abschnitt geben wir Eigenschaften des Energiefunktionals einer
Finsler—-Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M an. Dabei stiitzen
wir uns auf die Arbeiten [Me] und [Ma2].

Wir wéhlen eine beliebige Riemannsche Metrik g auf M, die dann — wie
in Abschnitt 2.1 beschrieben — eine Riemannsche Metrik g; = (.,.); auf dem
freien Schleifentaum AM induziert. Wir kénnen L = %F 2 als Lagrange-

Funktion auffassen. Das Energiefunktional
1
E:AM — R, E(0) :/ L((t))dt
0

ist CY1-differenzierbar , d.h. E ist C! und die Ableitung ist lokal Lipschitz-
stetig.

Wenn q(s,t) = (q1(s,t),...,qu(s,1)),s € (—€,¢),t € [0,1] eine Variation
von geschlossenen C?-differenzierbaren Kurven in lokalen Koordinaten mit
c(t) = q(0,t) ist und W (t) = aq 04) das Variationsvektorfeld ist, dann gilt

/ { ag, ) ét) - jtgg (c(t), c(t))} gq, (0, t)dt

Ein kritischer Punkt von E 16st also gerade die Euler-Lagrange Gleichungen

4oL oL
dt g Oq;

Die Losungen sind die Punktkurven und die geschlossenen Geodétischen auf
M.
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E induziert ein Lipschitz—stetiges Gradientenvektorfeld grad ' durch
(gradE(c), X)1 = dFE(c).X

fir c € AM,X € T.AM. Das Energiefunktional erfiillt die Palais—Smale
Bedingung, der Flul zum Vektorfeld —gradE ist fiir alle ¢ > 0 erkléart.

Da wir Morse—Theorie mit E als Morse-Funktion betreiben wollen, miissen
wir auch 2. Ableitungen in kritischen Punkten betrachten. Dabei mufl man
beachten, dafl L bzw. ' im Nullschnitt i.a. nicht differenzierbar ist. Deshalb
ist £ nur in reguldren Kurven (d.h. ¢(t) # 0 fiir alle ¢) 2-mal differenzier-
bar. Da Geoditische regulir sind, ist also die Indexform d?E(c) fiir eine
geschlossene Geoditische erklirt. Sei ¢ : St — M eine geschlossene Geodiiti-
sche, durch N (S'.c) = {X € T, pxM|t € [0,1],|X] < € (X,ét)) = 0}
ist fiir geniigend kleines ¢ > 0 das Normalenbiindel von ¢ erklirt. N (S.c)
ist also eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, die Totalraum eines (n — 1)—
dimensionalen Scheibenbiindels iiber S! ist. Dann gibt es auf N.(S'.c) eine
Riemannsche Metrik g, so daf§ ¢ auch geschlossene Geodéatische auf der os-
kulierenden Riemannschen Mannigfaltigkeit (N.(S*.c),g) ist, und daf§ die
Indexformen der geschlossenen Geodétischen ¢ beziiglich der Finsler—-Metrik
und der oskulierenden Metrik iibereinstimmen (vgl. [Ma2, Kap.2]). Deshalb
lassen sich die Ergebnisse der vorigen Kapitel auf geschlossene Geodétische
von Finsler-Metriken {ibertragen.

Eine oskulierende Metrik gewinnt man so: Sei V' eine Erweiterung von ¢
auf N.(S'.c), dann setze in den Koordinaten ¢ = (q1,...,q,) :

O0?L
= 93.04; (V(q)) -

Im Unterschied zum Riemannschen Fall und zum Fall einer symmetri-

gij(Q)

schen Finsler-Metrik 148t fiir eine nicht—-symmetrische Finsler—-Metrik nur
die Gruppe S, nicht aber die ganze Gruppe O(2) das Energiefunktional in-
variant. In den néchsten Kapiteln werden wir deshalb Morse-Theorie auf
dem Quotienten AM /S behandeln.
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5.3 Beispiele von Finsler—-Metriken mit nur endlich vie-
len geschlossenen Geoditischen nach Katok

In der Arbeit [Ka] hat Katok Beispiele nicht—symmetrischer Finsler—Metriken
auf Sphéren mit nur endlich vielen geschlossenen Geodétischen angegeben,
vgl. auch [Zi2] und [Mal]. Diese Beispiele lassen sich auch auf den kompakten
Rang 1 symmetrischen Rdumen konstruieren. Wir geben Eigenschaften dieser
Metriken auf S? an, wir folgen der Darstellung in [Zi2]. Fiir S? erhalten
wir eine Familie von holprigen nicht—symmetrischen Finsler—Metriken mit
nur zwei geometrisch verschiedenen geschlossenen Geodéitischen, die bis auf
Orientierung dieselbe Kurve beschreiben.

Sei (S?,g) die Standard Metrik und ¢' : S? — S? die Rotation um den
Nordpol mit Winkel 27t sowie V' das zugehorige Killingfeld. Seien Hy, H; :
T*M — IR die Funktionen

Ho(X) = /g*(X, X), Hi(X) = X(V),

wobei g* die duale Metrik zu g auf T*M ist. Setze
Hu = HO + ,UHl )

dann ist H(p) := 3H, fiir 0 < p < 1 eine konvexe Hamilton Funktion, die
positiv homogen vom Grade 2 ist. Die zugehorige Finsler-Metrik bezeichnen
wir mit F),. Da ¢' eine Gruppe von Isometrien ist, kommutieren die Fliisse

Ho und o von Hy und H;. Also gilt fiir den FluB wfl" von H,:
tHu _ tHO o wﬁl

Wenn p irrational ist, sind deshalb die beiden einzigen geschlossenen Geodéti-
schen c,,c_ von F, der Grofkreis invariant unter ¢; (d.h. der Aquator) in

beiden Richtungen durchlaufen. Dann gilt fiir die Langen bzgl. F,:

27
1+u’

L(cy) =
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Langs der Geodatischen cy treten konjugierte Punkte nach dem Abstand 7

auf. Fiir die Folgen ind(¢}') erhélt man

ind(cf) =2 LZZ,J +1 (10)
und fiir die mittleren Indices
2
oy = =
Da ind(c7) fiir alle m ungerade ist, gilt fiir die Invarianten vy = —1.

Die Poincaré—Abbildungen P, von ci sind Rotationen um den Winkel
27 /(1 &+ p), insbesondere sind alle Iterierten ¢ nicht—degeneriert, falls p ir-
rational ist. Die Finsler-Metriken F},, 1 € (0,1) N IR —@ sind also holprige
nicht-symmetrische Finsler-Metriken mit nur zwei geschlossenen Geodéti-
schen. Diese geschlossenen Geodéatischen sind elliptisch.

Es ist bemerkenswert, dafl fir yu — 1
ind(c;) =1, ind(c_) — o0. (11)

Die Methode des Beweises des Satzes von Lusternik und Schnirelmann [LS],
[Ba] und [Jo] 148t sich also nicht auf den Fall nicht—symmetrischer Finsler—
Metriken iibertragen. In diesem Fall gibt es ndamlich 2 subordinierte Homolo-
gieklassen in Dimension 1 und 3. Wegen Gleichung ( 10) gibt es fiir g > 1/2
keine energievermindernde Deformation des 3—dimensionalen Zykels von ein-
fachen Kurven, die keine Selbstschnitte produziert und an einer einfachen
geschlossenen Geodétischen héngenbleibt, da der 3—-dimensionale Zykel an

der Tterierten ¢% oder ¢ héngenbleiben muf.
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6 Lokale Homologie geschlossener Geodéti-
scher

6.1 Die Morse—Ungleichungen

Fiir eine Finsler—Metrik F' auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M betrach-
ten wir das Energiefunktional £ : AM — IR. Die Topologie der Subniveau-
mengen A*M = {¢ € AM|E(c) < a} #éndert sich im allgemeinen, wenn
a ein kritischer Wert ist, d.h. wenn es eine geschlossene Geoditische ¢ mit
E(c) = a gibt. Deshalb untersuchen wir zunéchst die lokale Homologie ge-
schlossener Geodatischer, auch kritische Gruppen genannt. Den Zusammen-
hang zwischen diesen lokalen Gréflen und der Homologie von AM wird durch
die Morse—Ungleichungen beschrieben. Wichtig wird hierbei sein, dafl unsere
Konstruktionen die S'-Aktion mitberiicksichtigen, d.h. unsere Konstruktio-
nen werden meistens auf dem Quotientenraum A = AM/S! durchgefiihrt,
der keine Mannigfaltigkeit ist, da die S'-Aktion nicht frei ist. Fiir eine Teil-
menge V in AM = Aist V := V/S' und fiir @ > 0 ist V¢ := V N A®. Fiir
c € AM setzen wir A(c) :={d € A| E(d) < E(c)}. Sei ¢ € AM eine isolierte
geschlossene Geodétische mit F(c) = a, so ist S'.c die kritische Bahn. Dann

heif3t fiir einen kommutativen Ring R mit 1
C.(c;R) :== H,(A(c)U S*.c, Ac); R)

die kritische Gruppe von ¢ und

C.(¢;R) := H.(A(c)U Sl.c, A(c); R)
die S*—kritische Gruppe von c. Sei U eine S'-invariante Tubenumgebung von
Sl.cin AM, d.h. U ist Totalraum eines Biindels iiber S'.c, dessen Faser ein
Abstandsball im Hilbertraum #H ist, nach dem die Hilbertmannigfaltigkeit
AM modelliert ist. Wir bezeichnen die Faser iiber ¢ mit U.. Wenn mul(c) =

m, dann ist U, invariant unter der Untergruppe Z,, von S*. Die Z,,— Aktion
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auf U, bestimmt ihrerseits eindeutig die S'-Aktion auf U, es gilt
U =U. xg, S Hierbei operiert Z,, auf dem Produkt U, x S* wie folgt:

(g,u,2) € Zipy x Uo x S* = (gu, g7 .2) € U, x S*

und U, xg, S' := U, x §*/Z,,. Dann ist U = U/S! = U, xg, S'/S! =
U./?L,. Es gilt also

C.(c;R) = H,(A(c)uS'.c, Alc); R)
H,(U.NA*, 0U.N A% R)

I

und

C.(;R) = H.A(c)UStc, Ac); R)
~ H,((U.UA)/ 2y, , (OU.NA"))Zp; R)

Wenn die Umgebung U klein genug gewahlt ist, dann ist E, := E|U.. : U. —
R eine differenzierbare Funktion auf der Hilbertmannigfaltigkeit U,., die wir
mit einer offenen Umgebung der 0 im Hilbertraum H identifizieren konnen.
U. triagt eine 7Z,,—Aktion, beziiglich derer E, invariant ist. Wir wéhlen zwei
positive reguldre Werte a < b des Energiefunktionals £ und wir nehmen an,
daB A® — A’ nur endlich viele kritische Bahnen S'.c, ..., S'.c; von geschlos-
senen Geodéatischen enthélt, dann sind fiir j > 1 und fiir einen Korper K = R
die Morse—Zahlen M;(A®, A%) von (A’ A%) bzw. M;(A% A%) von (Ab, A%) de-
finiert durch

k
Mj(Ab, Aa) = Z dim Cj (C,L>
i=1

k
Mj([\b, /_\a) = Z dlméj (Cl)

i=1
Bei diesen Definitionen konnen wir auch den Fall b = oo zulassen, in diesem

Fall nehmen wir an, daf8 die kritischen Bahnen S'.c isoliert sind und daf
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es zu jedem j € ZZ=° nur endlich viele kritische Bahnen S'.c gibt, fiir die
Cj(c) # 0 ist. Sei auBerdem

bj(A®, A% K) := dim H;(A*, A% K)

bzw.

b;(A%, A% K) := dim H;(A®, A% K)
Wenn A® — A® frei von geschlossenen Geoditischen ist, dann definiert der
Gradientenflufl eine S'-#dquivarianten Retraktion von A’ nach A%, d.h. dann
gilt M;(A%, A%) = b;(A%, A%) = 0 und M;(Ab, A%) = b;(A%, A%) = 0. Wenn das
Intervall (a,b) genau einen kritischen Wert enthélt, dann gilt

Mj(Ab, Aa) — b]<Ab, Aa) y MJ([\I), ]\a) - bJ(A/\b7 Aa)

fiir alle 5. Der allgemeinen Zusammenhang zwischen den Betti—Zahlen

b; (A%, A%) bzw. b;(A®, A%) und den Morse-Zahlen M, (A’ A%) bzw. M; (A’ A%)
wird durch die Morse-Ungleichungen ausgedriickt. Dazu benutzen wir die
Morse—Rethen

M(AL,A®)[f] = ijj(Ab,Aa)tj
MR A = 3 M (A% A0

und die Poincaré—Reihen

P(AL, AD)[f] = i b(AP, A%)
PR = 30b,(A% A

Fiir b = oo sind diese Reihen formale Potenzreihen.

Dann folgt das
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Theorem 6.1 (Morse—Ungleichungen) Wenn a € R,b € RU {0}, a <
b zwei requldare Werte des Energiefunktionals sind (wir fassen oo als requliren
Wert auf), und wenn die kritischen Bahnen S'.c von geschlossenen Geodiiti-
schen mit a < E(c) < b isoliert sind und es zu jedem j € Z=° nur endlich
viele kritische Bahnen S'.c gibt mit M;(A®, A®) # 0 bzw. M;(A°, A®) # 0,
dann gilt:

Es gibt eine formale Potenzreihe Q[t] = Y52, q;t! baw. Qt] = Y52, q,t!

mit nicht-negativen ganzzahligen Koeffizienten q; bzw. q;, so dafs
M(A®, A)[t]) = P(A*, A")[t] + (1 + 6)Q1]

bzw.
M (A%, AY)[t] = P(A*, AY)[t] + (1 +t)Q]] .

Bemerkung 6.2 a) Insbesondere gilt also
Mj(Ab> Aa) > bj<Ab7 Aa) ) Mj(]\bv ]\a) > bJ'(Abv Aa)

b) Fiir b = 00, a = 0 folgt fir alle j > 1

0<gq, = i(—l)j‘kMk(A, A%) + i(—l)j"“bk([&,fxo)
fir b < oo:
M(AY, A)[~1] = P(AY, A%)[~1]
d.h. - ~
Z(_l)kMk(Aba Aa) = Z(_Ukbk(j_xb? Aa)

6.2 Das verallgemeinerte dquivariante Morse-Lemma

Wenn F' eine Riemannsche Metrik ist, dann ist das Energiefunktional £ C'*°—
differenzierbar. Dann kann man eine Version des verallgemeinerten Morse—

Lemma anwenden. Wenn F' aber nicht Riemannsch ist, d.h. F' ist im Null-
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schnitt nicht differenzierbar, dann ist £ nur eine CY'~ Funktion, d.h. O~
differenzierbar mit lokal Lipschitz—stetigen Differential. Eine Verallgemeine-
rung des Morse-Lemma fiir nicht—degenerierte kritische Punkte und fiir O
Funktionen, die zusitzlich C?-differenzierbar in kritischen Punkten sind,
wird von Mercuri-Palmieri in [MP] bewiesen. Da wir aber auch die lokale
Homologie degenerierter geschlossener Geodéatischer behandeln wollen, be-
nutzen wir eine endlich—dimensionale Approzimation von AM, die bereits
von Morse benutzt wurde, vgl. [Mi, Kap. 16].

Sei @ > 0 und sei n > 0 eine Zahl, so dal alle Geodétischen der Lange

< n auf M minimal sind.

Wihle k € ZZ", so daB 1/k < n?/(2a) und definiere
"
Ak, a) := {c € A [;, H];

c } ist Geodatische }

() () = ()
oo <2

ist ¢ € A(k, a) eindeutig bestimmt durch die Punkte ¢(0), ¢ (%) ey C (%) €

M x ... x M und héngt differenzierbar von diesen Punkten ab. Wir konnen

also A(k,a) mit der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit (mit Rand)

2a .
{(pb"‘?pk)EMX"'XM d2(pi7pi+1)§kVZ:17"‘7k}

(wobei wir die Indices modulo k& nehmen) der Mannigfaltigkeit M x ... x M
identifizieren. A(k, a) tragt also die Struktur einer kompakten Mannigfaltig-
keit der Dimension dim M - k. A(k, a) tragt auch eine kanonische ZZ;—Aktion,
sie wird erzeugt durch die Abbildung

(plap2a s 7pk) = (p27 cee 7pk’7pl)
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A(k,a) 148t sich also mit einer ZZ;—invarianten differenzierbaren kompakten
Untermannifaltigkeit des S'-Raums AM identifizieren (bzgl. der Standard-
inklusion Z;, C S'). In [Mi, 16.2] wird eine starke Deformationsretraktion des
Raums A” auf den Raum A(k, a) definiert. Sie la8t sich leicht modifizieren, so
daB sie Zy—dquivariant ist. Dazu definieren wir fiir u € [0,1], 7, : A* — A,
firi =0,....k—1:

ru(C) {;,Zzu = minimale Geodétische von
C(/Z{) nachc(z—;u>
(){@—i-u i+1} B [i—f-u i—i—l]
| N B | R

Dann ist rg = id, 7 | A(k,a) = id sowie r(A%) = A(k,a). AuBerdem ist r,
Z/;—invariant.
Die Einschréankung
E": Ak,a) — R

des Energiefunktionals, die sich auch als

1 k
E/(pl, e ,pk:) = 9 Zdz(pi,piﬂ)
1=1

schreiben 148t, ist eine Ct1-differenzierbare Funktion. Sei ¢ : S' — M eine

geschlossene Geodétische mit E(c) < a und mit dem Normalenbiindel p :
N(S'.c) — S'.cin A. Dabei ist St.c & S'/7,, , wenn m = mul(c). Sei
p~1(z.c) = N(z.c) die Faser iiber z.c,z € S* und sei DN ein Scheibenbiindel
und SN das zugehorige Sphéarenbiindel, wobei

DN = {X e N(S"o)||X|: <€}

SN = {XeN(S'o)||X|: =€}
Dabei sei € > 0 so klein, dal wir durch die Exponentialabbildung DN mit

einer Tubenumgebung von St.c in A identifizieren kénnen. Jede Faser

DN(z.c) = p *(z.c)N DN
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ist Z,,—invariant und es gilt

DN(S'.c) = DN(c) xz,, S*
sowie

SN(S'.c) = SN(c) xg,, S*.

Die Einschrinkung
D'N(S'.c) == DN(S*.c) N A(k,a)
ist eine Tubenumgebung von S'.c in A(k,a) mit Rand
S'N(S'.c) :== SN(S'.c) N Ak, a).
Seien
D'N(z.c) :== DN(z.c) N A(k,a), S'N(z.c) := SN(z.c) N A(k, a)

die entsprechenden Fasern.

Fiir geniigend kleines ¢ > 0 enthilt D’'N(S'.c) nur reguliire Kurven, d.h.
E|D'N(S'.c) bzw. E! := E'| D'N(c) ist C*°— differenzierbar. Auf diese Ein-
schriankungen kénnen wir also eine dquivariante Version des verallgemeiner-
ten Morse-Lemmas anwenden. Aus der 1. und 2. Variationsformel fiir die
Energie schlieft man, dafl ¢ € A(k,a) kritischer Punkt von E’ ist genau
dann, wenn c¢ eine geschlossene Geodétische ist, und daf§ der Index und die
Nullitét von d>E’(c) gleich dem Index und der Nullitéit von d?E(c) sind. Dies
folgt, da die Hessesche d*E(c) auf dem orthogonalen Komplement der gebro-
chenen Jacobifelder mit Sprungstellen i/k,i = 0,..., k — 1 positiv definit ist
(siehe Abschnitt 3.2). Auf DN(S'.c), m = mul(c) betrachten wir folgende zu

g1 = (., .)1 dquivalente Riemannsche Metrik

1 1
Jm(X,Y) ::/ g(X,Y)dt+—2/ g(VX,VY)dt.
0 m 0
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Beziiglich dieser Metrik ist die durch Gleichung ( 1) definierte Abbildung

™. DN(S'.c) = DN(S'c) , d~d™

eine Isometrie.
Das verallgemeinerte dquivariante Morse—Lemma fir die Z,,— invariante
C*°-Funktion E! : DN'(c¢) — IR lautet dann

Theorem 6.3 [GMI, lem.1], [MW, (8.3)] Sei ¢ eine isolierte geschlossene
Geoditische mit ind(c) = i,null(c) = [, mul(c) = m und der Tubenumgebung
DN'(S'.c) von S'.c in A(k,a), E(c) < a. Dann gibt es eine Z,,~invariante
orthogonale Zerleqgung von T:-AM (k,a) = {X € T.AM (k,a)|(X.¢) = 0}:

TCA(]C, a) =V D VO @& V+ = {(l',7$0,$+)}

mit dim V'~ = 4,dim V° = [ und eine Z,,—invariante offene Umgebung U der

0 in T.A(k,a) sowie zwei ZL,,—dquivariante Diffeomorphismen
Y :U —¢(U) C DN'(c)

und
¢: U =UnV® = W(c):= (U’ c DN'(c)
mit ¥(0) = ¢(0) = ¢, so dafs
Eq(¥(z—, x0,74)) = Ei(c) — o + |24 " + E 0 ¢(x0)
und d(E! o $)(0) = d*(E. 0 $)(0) = 0.

W (c) heifit dann charakteristische Mannigfaltigkeit von E! in c¢. Wenn
wir mit grad,, £} den Gradienten von E! bzgl. ¢; ,, bezeichnen, dann gilt fiir
die charakteristische Mannigfaltigkeit W (c), da8 grad,,E.(z) € T,W(c) fiir
x € W(c). Das Shifting Theorem von Gromoll-Meyer [GM1, theorem| besagt,

daB die kritischen Gruppen einer geschlossenen Geodétischen bestimmt sind
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durch den Index und die kritischen Gruppen des degenerierten Teils E! |V (c).
Da wir die Gruppenaktionen miteinbeziehen, benétigen wir eine modifizierte
Version des Shifting Theorems. Die Umgebung U~ = U NV~ von 0 in V™ ist
eine Z,,—invariante i—dimensionale Scheibe, die wir im folgenden mit D(c)
(negative Scheibe) bezeichnen, ihr Rand S(c) ist also eine (i—1)-dimensionale

Sphére.

Lemma 6.4 Seic eine isolierte geschlossene Geoddtische miti = ind(c), m =

mul(c), ! = null(c),b = E(c) und sei W(c) eine charakteristische Mannigfal-

tigkeit und D(c) die i—dimensionale negative Scheibe mit S(c) = dD(c), sowie

W(c) := W(e) N Ab. Dann gilt fiir die S*~kritische Gruppe

CucR) = H, ((D(c) x W(€))/Zm, (D(c) x W'(c) = {(c,¢)})/Zm; R)
= H, (((D(c),S(c) x (Wh(c), Wh(c) = {c})) /Zm; R)

Hierbei operiert 7., auf D(c) x W*(c) diagonal.

Bemerkung 6.5 Wenn ¢ nicht—degeneriert ist (I = 0), dann ist ¢ isoliert
und es gilt
Cu(c: R) = H(D(c)/Z, S(c)/ L R).

Beweis. Wir zeigen, daf} es fiir die Z,,~invariante Umgebung ¢ (U) aus

Theorem 6.3 eine ZZ,,—&quivariante starke Deformationsretraktion

re () NAY, (D(U)NAY) = {c}) —
($(U7) x Wh(e),(U7) x W) = {e, c})

gibt.
Sei f:U — 1R

floo w0, 20) = b—lo_|* + |z " + f 0 ¢(xo)
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und sei f°:= {x € U| f(z) < b}. Wir werden zeigen, da8} es eine Z,,— starke

Deformationsretraktion
r(UNUN ={0}) = (U x U U™ x U —{0})

mit U% = U° N f° gibt, woraus die Behauptung folgt, da v ein Diffeomor-
phismus ist. Da der Gradient grad,, E | W(c) tangential an W (c) ist, gibt es

fiir ein hinreichned kleines € > 0 eine ZZ,,—dquivariante Deformation
n U= (W (c) N A(k,b +¢€)) — U
mit f o (n(w)) < fo(w) fiir ¢ > 0 und mit
no=id , n U Uob
Dann definiert
Alt,z_,xo,24) = v 4+ (1 — )y + ni(x0)
die gewiinschte 7Z,,—dquivariante starke Deformationsretraktion a
6.3 Die S'-kritischen Gruppen einer geschlossenen Geoditi-

schen

Aus dem Lemma 6.4 kénnen wir nun mit Hilfe der folgenden homologischen
Uberlegungen die S'-kritischen Gruppen berechnen:

Sei (X, A) ein Hausdorff Raum mit Z,,~Aktion, und sei A ein ZZ,, —
invarianter abgeschlossener Unterraum. Dann wird X aus A durch Anheften

dquivarianter n—Zellen (el');cr, gebildet, falls:
a) el ist fiir jedes ¢ € L ein abgeschlossener 7Z,,—Unterraum von X.
b) €} := e} N A, dann gilt (e} —€}) N (ef —ef) = 0 fir ¢ # 5.

c) X = AUUjer, € und X hat eine Topologie kohérent mit {A, el'}.
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Fiir jedes ¢ € L gibt es einen Teiler m; von m und eine Z,,—dquivariante
Abbildung
fi+ Yoy, ¥ (D™, 5™ = (e, el)

s0 daB f;(Zyjm; x D™) = e und f; bildet Zy, m, % (D™ —S"!) homdomorph
auf e — ¢} ab. Die Z,,~Aktion auf 7,,,,, x D" ist durch die kanonische
.y ~Aktion auf Z,,m,, und die triviale ZZ,,~Aktion auf D" erkldrt. Dann
ist ein relativer Z,,~CW Komplex (X, A) ein Hausdorff 7,,~Raum X mit
abgeschlossenem 7ZZ,,—Unterraum A und abgeschlossenen 7Z,,—~Unterrdumen
(X, A)*(das k-Skelett), so daB gilt:

a) (X,A)? wird aus A durch Anheften dquivarianter 0-Zellen und fiir
k> 1 wird (X, A)* aus (X, A)*~! durch Anheften dquivarianter k—Zellen
gebildet.

b) X = Ups0(X, A)F und X hat die Topologie kohérent mit {(X, A)*};0.

Fiir einen relativen ZZ,,—CW Komplex ist der zellulare Kettenkomplex
Ci(X, A R) = (Ch(X,A; R),0,) fir einen kommutativen Koeffizientenring
R mit 1 durch C,(X, A; R) = H,((X, A)", (X, A)" ! R) erklirt. Der Rand-
operator 0, : Cp,(X, A; R) — C,_1(X, A; R) ist der Randoperator der langen
exakten Homologiesequenz des Tripels ((X, A)", (X, A)"~!, (X, A)"2). Dies
ist die iibliche Definition fiir C'W-Komplexe, die Homologie
H.(C(X, A; R)) des zellularen Kettenkomplexes ist isomorph zur singuléren
Homologie H.(X, A; R). Zusétzlich besitzt Ci(X, A; R) eine ZZ,,—Aktion, die

erzeugt wird durch den Homomorphismus
T.: Co(X, A R) = Cu( X, A R) .
T, wird durch die Abbildung

T (X, A" (X, A1) = (XA (XA
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die die ZZ,,~Aktion auf X erzeugt, induziert. Wenn e}’ = fi(Z,/m, x D"), 1 €
L,, die dquivarianten n—Zellen sind mit der charakteristischen Funktion f;,

dann konnen wir e = f;({0} x D") identifizieren mit dem entsprechenden
Element in C,(X, A; R). Dann ist

S, ={Tiel|j=1,....m/myi=1,...,L,}

eine Basis des freien R-Moduls C, (X, A; R). Das Bild C,(X, A; R)™ der Ket-
tenabbildung

S T7: C(X,A;R) = Cu(X, A;R)™ C Cu(X, A; R)
j=1

ist der Kettenkomplex der ZL,,—invarianten Ketten. Wenn © : (X, A) —
(X/ZLy,, A)7L,,) die Projektion auf den Quotienten mit induzierter Kettenab-
bildung 7, ist, dann ist die Menge S, = {m.(e}');i € L,} eine Basis von
Cu(X/7,,, A]Z,,). Die Kettenabbildung

T Co( X/, A) s R) — Cu(X, A; R), T(mi(w)) = in.w

heifit der 7ZZ,,—Transfer. Der 7Z,,—Transfer ist wohldefiniert, schreibt man

namlich )

w = Z Z mef(ei)

€Ly j=1
in der Basis S, mit w; ; € R, dann gilt

To(w) = Y (zn: wm) T (€;).

i€Ln \j=1
Wenn also 7, (w) =0, so ist ZTz/lm "w; ; = 0 fiir alle ¢ und somit gilt
m ) m ) m/m;
NoTlw=>TY > wiilre
j=1 j=1 €Ly k=1
m/m; [m/m;
=m; Z w; TfeZ =0
i€Ln k=1 \ I=1



Fiir die Komposition von Projektion und 7Z,,—Transfer gilt
7, 0 (. (w)) = mm, (w)
fir alle w € C(X, A; R). Die Z,,—invariante Homologie ist definiert durch
H.(X,A; R)*r .= H.(C(X, A; R)").
Deshalb gilt

Satz 6.6 Sei (X, A) ein relativer Z,,~CW Komplex und K =@ oder K =
2, p eine Primzahl (p € IP) mitp fm. Wennw : (X, A) = (X/ZLy,, A 7L,,)

die kanonische Projektion ist, dann ist
e Ho( X, A K) = H (X /2, A) 7 K)
surjektiv und
Tot Ho (X, A; )2 — H (X Zy A) s K)
ein Isomorphismus.

Bemerkung 6.7 Wenn ¢ := >7", 7" : H (X, A; K) — H.(X,4; K) dann
folgt, da H.(X,A; K)%» = H, (X, A; K)/ker(c). Auf der negativen Schei-
be D(c) haben wir eine orthogonale ZZ,,~Aktion. Sei ¢ = ¢, m = mul(c).
Dann kann man eine explizite ZZ,,~CW Struktur fiir D(c) mit Unterkomplex
S(c) angeben, aus der man auch die Homologie H.(D(c)/Zm, S(c)/Zm; K)
fir K =@ oder K = 7Z, fiir eine Primzahl p berechnen kann. Eine solche
Zellenzerlegung wurde fiir eine Primzahl m = p von Svarc [Sv, Kap. 1] ange-
geben, vgl. auch [K11, 4.1.4] und [Ra2, 1.10]. Um H.(D(c)/Zm, S(c)/Z,; K)
zu berechnen, falls charK = oo oder charK fm geniigt es nach Satz 6.6 zu
untersuchen, ob das Erzeugende T, der ZZ,,~Aktion auf H,(D(c), S(c); K) =
H.(D?, S% K) orientierungserhaltend oder ~umkehrend operiert. Dieses Ver-
halten wird von der folgenden metrischen Invariante v, einer primen geschlos-

senen Geodéitischen ¢ kontrolliert:
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Definition 6.8 Sei ¢ eine prime geschlossene Geodétische. Dann ist 7. €
{1, +1} definiert durch

a) |7.] =1 genau dann, wenn ind(c?) = ind(c) (mod 2)

b) 7. > 0 genau dann, wenn ind(c) =0 (mod 2)

Nach Theorem 4.1 gilt insbesondere, daff die Paritét von ind(¢™) nur von
der Paritét von m abhéngt. Wenn |v.| = 1, so ist ind(¢™) = ind(¢) (mod 2)
fiir alle m > 0. Wenn |v.| = 1/2, so gilt ind(c?) = ind(c* ) +1 (mod 2)
fiir alle [ > 1. Sei nun T Erzeugendes der orthogonalen 7Z,,—Aktion auf der
Scheibe D(c¢™) und c eine prime geschlossene Geodétische. Dann ist das Bild
der Scheibe D(c) unter der Abbildung ™ : D(c) — D(c™) die Fixpunktmen-
ge von T auf D(c¢™) und falls m gerade ist, so ist das Bild der Abbildung
m/2 . D(c?) — D(c™) die Unterscheibe Dy(c™) von D(c™), die invariant un-
ter T2 ist. Die Dimension der Unterscheibe von D(c™), auf der T als —id
operiert, ist also fiir gerades m gleich der Differenz ind(c¢?) — ind(c). Auf der
zu Dy(c™) orthogonalen Unterscheibe operiert T" orientierungserhaltend. Al-
so gilt T, | H;(D(c™), S(¢™); K) = id genau dann, wenn ind(c?) — ind(c) =
27. =0 (mod 2). Somit gilt das
Lemma 6.9 Sei ¢ eine prime geschlossene Geoddtische, m > 1. Dann gilt
fir K =Q oder K =7,,p fm und i = ind(c™):

H. (D', S K) ; m=1 (mod 2)
HLD(C™) [T S(¢") [ 2 K) = oder el =1
0 ;. sonst

Fiir die anderen endlichen Korper erhalten wir z.B. aus der Zellenzerle-
gung:

Satz 6.10 Sei ¢ eine prime geschlossene Geoddtische, m > 1,p € IP,m =

p'm/, p fm’ seii = ind(c™) und a, = ind(c™).
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a) Falls |v.| =1 oder m =1 (mod 2), so gilt:

2, ; min{a,+2,i} <j<i

0 ; sonst

HJ(D(Cm)/va S(c™) ) Ui Zp) = {

b) Falls |v.| = 1/2 und falls m =0 (mod 2), so gilt:
2y 5 p=2und
m m ~ az+2 <7 <1
Hy(D(e™) [, S(c™) s ) = S
0 ; sonst

und H (D(¢™) ), S(¢™) |2y, 7y) = O fiir alle ungeraden Primzahlen q.

Auf der charakteristischen Mannigfaltigkeit 1 (c) operiert die ZZ,,~Aktion
durch Isometrien. W?(c) ist ein starker Deformationsretrakt der Z,,~Mannig-
faltigkeit W°"¢(c) (mit Rand) fiir geniigend kleines ¢ > 0. Deshalb hat W?(c)
nach Ergebnissen von S.Illman [II, th.2.6] und T.Matumoto [Ma, (4.4)] den
2., Homotopietyp eines 7Z,,—CW Komplexes.

Fiir einen relativen 7Z,,~CW Komplex (X, A) und einen Kérper K mit
charK' = oo oder charK fm gilt wegen T/" = id : T.h = =+h fir h €
H,.(X,A; K). Wir definieren fiir n € {£1}:

H.(X, A K)" = {h € H(X,A; K)|T.h =n - h}.
Fiir ungerades m ist also H,(X, A; K) = H,(X, A; K)!, allgemein ist
H.(X, A K) = H, (X, A, K)' @ H (X, A; K)™.
Wenn o, := >, (nT)*, dann gilt
H(X, A K)"= H,.(X, A, K)/ker(o,)
und somit nach Bemerkung 6.7
H (X, A; K)%m 22 [ (X, A; K)! |
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Satz 6.11 Sei c eine isolierte geschlossene Geoddtische mit i = ind(c), m =
mul(c), der negaiven Scheibe D(c) und der charakteristischen Mannigfaltig-
keit W (c). Dann gilt fir einen Koérper K mit charK = oo oder charK fm:

Cu(e; K) = Hooi (W(c) N A(c)) U {c}, W(e) N A(c); K)'

mitn=mn.=1, fallsm=1 (mod 2) oder |v.| =1 undn = —1, fallsm=0
(mod 2) und |, =1/2.

Beweis. (D, S) = (D(c),S(c)) und (W, W) := (W(c) N A(c)) U{c},
W(c) N A(c)) sind bis auf Z,,~Homotopiedquivalenz relative Z,,~CW Kom-
plexe. Die Aktion wird erzeugt durch die Abbildungen 77 : D — D und
Ty : W — W. Da D kompakt ist, ist dann auch (D, S) x (W, W) ein rela-
tiver Z,,~CW Komplex, die Z,,—Aktion wird erzeugt durch 7" = (13, T5) :
D x W — D x W. Nach Lemma 6.4 gilt:

H, (D, S) x (W,W"))/Z) = H. (D, 5) x (W, ")) "
o (H*(D,S) ® H. (W, W*)) [kera,

mit o1 = 37 TY. Sei a ein Erzeugendes von H;(D, S) und b ein Erzeugendes
von H, (W, W~). Dann gilt T.a = n-a und somit T, (a®b) = (na®@Ts.b) = a®b
genau dann, wenn 75,0 = nb und damit folgt die Behauptung a

Wenn alle Iterierten ¢™ von ¢ nicht-degeneriert sind, d.h. null(¢™) = 0
fur alle m > 1, dann besteht die charakteristische Mannigfaltigkeit W (c™)

nur aus einem Punkt, vgl. Bemerkung 6.5. Wir erhalten also das

Korollar 6.12 Wenn fir alle m > 1 gilt: null(¢™) = 0, dann gilt fir die
kritische Gruppe (K =@ oder charK fm).

H.(D",S™ Y& H,(S') , fallsm=1 (mod 2)
oder |v.| =1

0 , sonst
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und fiir die S*—kritische Gruppe

H. (D", 5" Y | fallsm=1 (mod 2)
oder |v.| =1

0 , sonst
Fiir den allgemeinen Fall erhalten wir den
Satz 6.13 (vgl. [MW, cor. 8.4]) Seic = c* eine isolierte geschlossene Geoditi-

sche, m = mul(c), i« = ind(c),! = null(c),b = E(c). Dann gilt fir einen

Korper mit Charakteristik O oder prim zu m:

a) bj(c; K) := dim Cj(c; K) und b;(c; K) := dim C;(c; K) sind endlich fiir
alle i und bj(¢; K) = bj(¢; K) =0, falls j < i oder j >1i+1.

b) Wenn ¢ ein lokales Minimum ist von E'|W (c), dann gilt

Oij 5 Jalls |ye| =1
By K) = oderm =1 (mod 2)

0 ; sonst

c) Wenn c ein lokales Mazimum ist von E.|W (c), dann gilt:

Cini(e; K) = H((W(e)NAe)) U{c}, W(e)nA(c); K)"
mit n =n. und C;(c; K) =0 fiir j #i+1.

d) Wenn c weder lokales Minimum noch lokales Mazximum ist von E'|W (c),
dann gilt
bi(c; K) = biyi(c; K) = bi(c; K) = biyi(c; K) =0

Beweis. a) c ist isolierter kritischer Punkt von E’|DN’(c), wobei DN'(c)

ein e-Ball B.(c) um c ist. Dann gibt es eine Z,,—invariante Funktion f :
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B:(¢) — TR mit nur nicht—degenerierten kritischen Punkten (eine Morse—
Funktion), die auBerhalb von B/y(c) mit E {ibereinstimmt. Eine solche
Morse-Funktion kann in jeder C*~Umgebung von E’ gefunden werden. Kri-
tische Punkte von Morse-Funktionen sind isoliert (vgl. Bemerkung 6.5), des-
halb gibt es nur endlich viele kritische Punkte. Nach den Morse-Ungleichun-
gen 6.1 gilt dann, daf b;(c; K) endlich ist. Da W®(c) ein starker Z,,~Deforma-
tionsretrakt der [-dimensionalen 7Z,,~Mannigfaltigkeit mit Rand

WhF<(c) fiir geniigend kleines € > 0 ist, gilt b;(W*(c), W*(c) — {c}) # 0 nur
fir j € {0,1,...,1}. Daraus folgt nach Satz 6.11 die Behauptung.

b) Wenn ¢ lokales Minimum von E’|W (c) ist, dann ist W(c) = {c}, d.h.
b;(Wo(c), W*(C) — {c}; K) = &jo. Daraus folgt nach Satz 6.11 die Behaup-
tung.

c¢) Wenn ¢ lokales Maximum von E’|W(c) ist, dann ist W°(c) = W(c),
d.h. b;(WP(c), Wb(c) — {c}; K) = 6;; Daraus folgt wiederum nach Satz 6.11
die Behauptung.

d) Da ¢ kein lokales Minimum von E’|[W (c) ist, so gilt W°(c) — {c} # 0
und c 148t sich durch einen Weg in W°(c) mit W°(¢) —{c} verbinden. Deshalb
ist Ho(W°(c), Wb(c) — {c}) = 0. Jede stetige Abbildung

f:87t = Whe) - {c}

148t sich zu einer stetigen Abbildung f; : D' — W (c) erweitern. Da E.|W (c)
auBer ¢ keine kritischen Punkte besitzt, gibt es eine zu f; homotope Abbil-
dung f, relativ zu St mit f, : D' — W?(c). Da c kein lokales Maximum der
Funktion E’|W(c) ist, ist ¢ innerer Punkt von fy(D'), deshalb gibt es eine

stetige Erweiterung f3; von f mit
fz: D' = W(c) = {c},

weshalb dann H;(W?°(c), Wb(c) — {c}) =0 .

62



Bemerkung 6.14 Wenn also C, (¢; K) # 0 und Cy,(c; K) # 0, dann gilt
|k1 — ko| <1 —2. Wenn n = dim M = 2, so ist null(c) < 2n — 2 = 2. Also
gilt im Falle n = 2 :

#{j1Cj(e; K) #£0} <1
Falls dann b;(c; K) # 0 fiir j =4 oder j =i+ 1 so ist b;j(c; K) = 1, d.h. falls
bi(c; K)>1,s0ist [=2und j =i+ 1.
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7 Metriken mit nur endlich vielen geschlos-
senen Geodéitischen

In diesem Kapitel werden wir zeigen, daf fiir Finsler—Metriken mit nur end-
lich vielen geschlossenen Geodétischen auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
eine topologische Invariante der Mannigfaltigkeit durch metrische Invarian-
ten (insbesondere die mittleren Indices) der geschlossenen Geodétischen aus-
gedriickt werden kann. Fiir holprige Metriken ist dieses Ergebnis enthalten
in [Ral]. Eine Finsler—-Mannigfaltigkeit hat nur endlich viele geschlossene
Geoddtische, wenn es nur endlich viele geometrisch verschiedene geschlosse-
ne Geoditische gibt, d.h. wenn es nur endlich viele Tiirme von kritischen
Bahnen in AM gibt.

7.1 Der Beitrag geschlossener Geoditischer mit posi-
tivem mittleren Index zum Morse—Polynom

Sei ¢ eine isolierte geschlossene Geodétische. Dann definiere fiir jedes 7 >
0,m>1

My j(c) = dim C(c™®)
Von nun an werden wir —wenn nicht anders angegeben— @) als Koeffizien-
tenkorper verwenden. Nach Satz 6.13 a) sind diese Zahlen endlich. Wie in
Kapitel 6 sei DN'(S'.c) eine Tubenumgebung der kritischen Bahn S'.c in
A(k,a) und DN'(c) eine Faser dieser Tubenumgebung, die man mit einer

Faser des Normalenbiindels von S!.c identifizieren kann. Beziiglich der mo-
difizierten Metrik g ,, auf DN'(¢™) ist die Abbildung

¢" : DN'(¢) = DN'(¢) , ¢+ "

eine Isometrie. Sei DN], (¢™) := (DN'(¢))™ = {¢™| ¢ € DN'(c)}. Da E|DN'(c™)
ZL,,—invariant ist, ist grad F/(¢™) tangential an die Fixpunktmenge DN'(¢™),,
und somit gilt

gradE(c™) = ¢*(gradE(c)) .
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Von entscheidender Bedeutung ist nun, daf
o7 (TPA) C TS.A.

Wenn néimlich J € T?, d.h. J ist ein periodisches Jacobifeld lings ¢, dann
ist ¢"J(t) = J(mt) ein periodisches Jacobifeld lings ¢™. Wenn wir also
voraussetzen, dafl null(c) = null(¢™), so gilt ¢™T°A = TS5, A. Nach der Kon-
struktion der charakteristischen Mannigfaltigkeiten ist ¢ (W (c)) dann eine
charakteristische Mannigfaltigkeit fiir ¢™, wenn W (c) eine charakteristische

Mannigfaltigkeit fiir ¢ ist. Wenn also null(¢) = null(¢™), dann gilt

H, (W(c) N A(e)) U{c}, W(c) N Ac))™" =
H,(W(™)NnA(™)u{c}, W(™)N A(cm))jEl (12)

Auflerdem benétigen wir das folgende

Lemma 7.1 Se: ¢ eine isolierte geschlossene Geoddtische.
a) [GM2, lemma 2| Es gibt positive Zahlen ki, ..., ks und Folgen mj- /A
miti>0,7=1,...,s, so daﬁm}zl,{m§kj|z’>O,j:1,...,s}:Z+ und

i _ s -/ s -/ .
mik; =mikj genau dann, wenn i =1i',j = j" und es gilt

null(cmz' M) = null(ct) .

b) Es gibt eine gerade Zahl k(c) > 0, so daf§ null(¢™ () = null(¢™) fiir alle
m > 1.

Beweis. a) Seien exp(£2mi\1),...,exp(£2mi\;), \; € [0,1/2] die Eigen-
werte mit Norm 1 der linearisierten Poincaré—Abbildung P. von c¢. Diese
Zahlen nennen wir die Poincaré-Exponenten von c. Wenn alle \; irrational
sind, so sind nach Theorem 4.1 alle Iterierten ¢™ nicht-degeneriert. Sei-
en nun Aq,..., A, die rationalen Poincaré-Exponenten, wir schreiben sie in

der Form \; = p;/q; mit ggT(p;,q;) = 1. Sei Q = {¢;]7 =1,...,r}. Fir
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eine nicht-leere Teilmenge A C @ sei k(A) := kgV{g;|j = 1,...,7;¢; €
A}. Dann seien ky, ..., ks paarweise verschiedene natiirliche Zahlen, so dafl
{k1,...,ks} ={k(A)| A C Q} U{1}. Fiir jedes j € {1,...,s} definieren wir

induktiv mjl =1,

mit = min{m > m} | q fmk; fir alle ¢ € Q mit ¢ fk;}

Dann erfiillen diese Folgen nach Theorem 4.1 die Behauptung a).

b) Sei ¢ := keV{q1,...,¢}, k= kgV{ki,... ks}, k(c) :== 2Gk. Wenn
m = mk;, dann gilt also fiir ¢ € Q; = {q € Qlq fk;} : qfm. Dam+k(c) =
(m! + 2Aq)k; fiir eine natiirliche Zahl A und da ¢ fm + k(c), gibt es also ein
i" >, s0 dal m+ k(c) = m;'-/k’j, d.h. null(¢™) = null(¢™ ),

Lemma 7.2 Wenn ¢ eine isolierte geschlossene Geoddtische ist, dann gibt
es eine gerade Zahl k(c) > 0, so daf fir allem >1,j>0:

M jtind(em) (€) = M), j+ind(em+r@) (€) -

Beweis. Seik(c) die positive gerade Zahl aus dem vorherigen Lemma. Sei

je{l,...,s} die Zahl, so daB m = mik;. Wenn nun
W (k) = W) DA Wlky) = W (k) U {5}
und ¢" : A — A, ¢"(¢) = &, dann setzen wir
W (rhy) = & (W) W(rky) i= & (W (ky))

Fir r = ml, 1 > 0 ist also W(c¢™) = ¢"(W(c")) eine charakteristische

ki nach Lemma 7.1.

Mannigfaltigkeit zu ¢"
n(rk;) = n(c™) € {£1} wurde in Satz 6.11 definiert. Es gilt n(rk;) = 1

genau dann, wenn 7k; =1 (mod 2) oder |v.| = 1. Nach Satz 6.11 gilt dann

rki\ AU _ n(rk;)
C\ g () 2= Hy (W(rky), W (rky)) "
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¢" induziert einen Isomorphismus

oL H (W(k;), W (ky)) — Ho (W(rky), W=(rky)) .
Sei T, Erzeugendes der Z,,~Aktion auf W (rk;). Dann gilt

¢TOT1 :Tro¢ra
also
_ n(rk;) _ n(rk;)
H. (W(rky), W (rk;))" " = Ho (W(ky), W (k)"

Da m = m}k; und m + k(c) = (m} + 2¢A)k; fiir eine natiirliche Zahl A, so
gilt n(m) = n(m + k(c)) =n, d.h.

H, (W(m), W (m))" = H, (W(m+kc), W (m+k(e))"
= H, (W(k;), W~ (k)"

*

O

Nun wollen wir den Beitrag der Iterierten einer primen geschlossenen

Geodétischen ¢ mit Lange L(c) zum Morse—Polynom abschétzen. Dazu sei
fir j >0,m>1,L > 0:

My (c) = dimC;(c™)
[L/L(c)]
MHQ) = X M0
MYt = i)MJL(C) tI
MEN ()] = ;}MJL(C) tl

Die Koeffizienten M,, ;(c) sind nach Satz 6.13 endlich.
Wenn fiir alle m > 1 die Iterierten ¢™ nicht-degeneriert sind, dann gilt
nach Korollar 6.12
1 ;j=ind(¢™) und

m=1 (mod 2) oder |v.| =1
M, i(c) = ( ) Vel

0 ; sonst
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In diesem Fall ist k(c) = 2. Fiir || = 1 gilt
MmL(C) (C) [t] _ Z 7find(cl)
=1

also M™A)[—1] = y.m. Fiir |v.| = 1/2 gilt

[m/2]
MmL(c)(c> [t] _ Z tind(CQZ—l)
=1

also M™1[-1] = (./]7.])[m/2]. Wenn ¢ hyperbolisch ist, d.h. ind(c™) =

m - ind(c) = m - ., dann gilt
MO = 3
=1

falls . gerade ist (dann ist 7. = 1) und

[m/2]
MmL(c) [t] _ Z t(?l—l)ac’
=1

falls o, ungerade ist (dann ist 7. = —1/2).

Satz 7.3 Sei ¢ eine isolierte prime geschlossene Geoddtische mit positivem
mittleren Index c.. Sei k(c) > 0 die Zahl aus Lemma 7.2 und L(c) die Linge

von c. Sei
8, = iM’f@)L@(c)[—u —— (—1) My j(c)
k(c) k(c) 1<m<k(c) ; j>0
Dann gilt

a) Fir alle N > n — 1 und fir alle L > 2N L(c)/a:
ME(e) = ME(e).
b) Es gibt eine Zahl Ay > 0, so daf fir alle j > 0:
MJOO(C) S Al .
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c¢) Es gibt eine Zahl A. > 0, so daf fir alle N > 1:

N
MM (e)[~1] — —B.| < A,.
Qc
d) Wenn null(¢™) = 0 fir alle m > 1 gilt, dann ist

1
502706{i§7:t1}7

wobei 7. die in Definition 6.8 eingefiihrte Invariante ist.

e) Wenn ¢ eine hyperbolische geschlossene Geoddtische ist mit ind(c) =
a. € IN, dann ist fir alle | > 1:

Mo2toe (Y[ 1] = 21,
Dabei ist v. = 1, falls a.. gerade ist, und v. = —1/2, falls o ungerade ist.
Beweis. a) Aus der Ungleichung (vgl. Theorem 4.6)
lind(¢™) — ma.] <n-—1 (13)

folgt, daf ind(¢™) > N, falls m > (N +n — 1)/a.. Also ist nach Satz 6.13
Myn(c) = 0 fiir alle m > (N +n—1)/ae, sowie M9 (c) = ME = M fiir
alle L > mL(c) .

b) Setze B,, := max; My, ;(c). Nach Lemma 7.2 gilt B, rc) = By, fir
alle 7 > 0, m > 1. Nach Gleichung ( 13) gilt ind(¢™) + null(¢™) < N fur
m < (N —3n —3)/a., also ist fiir festes j > 0:

2n — 2

#{m > 1| My ;(c) > 0} < +1.

c

Demnach gilt mit B := max{B,,|1 < m < k(c)}:

2n — 2

M (c) = i:é M, ;(c) < < + 1> -B=:A;.

c

69



¢) Da k(c) gerade ist und fiir m > 1 nach Lemma 7.2
MO Q)] = MHOHO ([ 3 )
j=1

gilt:
Mmk(c)L(c)(c>[_1] — ka(c)L(c)(c)[_l] i

Also gilt mit der Abkiirzung M = M*LE) (¢)[1]:

N
M>=N(c)[-1] — —B.
@1 -8
j N J
= > (1) My (c) — adk(c) > (1) My (c)
J<N;m>1 ¢ j>1;m<k(c)
< Yo (=1 My(c) — > (—1) My j(c)| + M
J<N;m>1 §21,m<[N/(ack(c))]k(c)
< > (~1) My s(c)| + M (14)
JSN ;m>[N/(ack(c))]k(c)

Aus j < N;m > [N/(a.k(c))|k(c) und M,, ;(c) > 0 folgt ind(c¢™) < N und
somit m < aﬂ + ”a—_cl sowie N — k(c)a. — (n — 1) < ind(¢™) < j. Also ist
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> (=1) My, 5(c)| <

JEN;m>[N/(ack(c))lk(c)
#{(jom) € Z* x Z* |N — k(c)a— (n—1) < j < N,

IN

N N n-1
k) <m< 24 }-B

Qe Qe Qe

< (k(e)ae+n) (k(c) +

Qe

Also ist nach den Gleichungen ( 14) und ( 15) die Folge

>N21

(jpre=-1 - .

beschrankt.

7.2 Geschlossene Geoditische mit verschwindendem mitt-
leren Index

Fiir geschlossene Geodétische ¢ mit mittlerem Index a,. = 0 gilt nach Korol-
lar 4.4 ind(¢™) = 0 fiir alle m > 1. Eine solche Geodétische produziert also
lokale Homolgie in Dimensionen < 2n — 2.

Die Iterationsabbildung ¢™ : A — A,¢ — & induziert den Homomor-

phismus (¢ ist nicht notwendig prim)
o Ol L) — Cu(c™ ZL)

zwischen den kritischen Gruppen. Wenn «a,. > 0, dann ist ¢* trivial fiir fast
alle m > 1, da der Index ind(¢™) linear wéchst.

Seien K := {ki,...,ks} die Zahlen aus Lemma 7.1. Fiir diese Zahlen
gibt es also Folgen mt, ..., m¢, so dal null(ck) = null(cmzkf). Sei K/ :=
{k1,...,k.} = {k1,...,k.-} — {1}. Dann gilt also fiir jede Zahl m € N, die
nicht Vielfaches einer Zahl k' € K’ ist, daf8 null(¢™) = null(c). Somit ist fir

jedes solche m die Abbildung ¢" ein Isomorphismus, wenn «,. = 0.
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Mit Hilfe einer von Bangert in [Bal| eingefiihrten globalen Homotopie
konnten dann Bangert—Klingenberg zeigen, dafi diese durch Iteration gewon-
nene relative Homologie C,(¢™) fiir unendlich viele m in H, (A, A(c™)) unter

einer zuséitzlichen Voraussetzung an c trivial ist. Es gilt der

Satz 7.4 [BaKl, cor.1] Sei ¢ eine geschlossene Geoddtische, die kein abso-
lutes Minimum fiir E in ihrer freien Homotopieklasse ist. Fiir jede endliche
Menge J natiirlicher Zahlen > 2 qibt es eine natirliche Zahl m, die keine
der Zahlen j € J als Teiler besitzt, so dafS die Komposition
o 2
Cile; ) — Cu(c™ ) — HJ(A, AN(c™);,Z)

trivial 1st. Dabet wird i, von der Inklusion induziert.

Die zusétzliche Voraussetzung an c ist notwendig. Wenn z.B. M eine kom-
pakte Mannigfaltigkeit negativer Schnittkriitmmung ist, dann gibt es in jeder
freien Homotopieklasse genau eine geschlossene Geodétische, die dann ein
absolutes Minimum fiir £ ist. In diesem Fall hat jede Komponente von AM
den Homotopietyp von S?, also ist die Komposition 7,¢™ ein Isomorphismus
fiir alle m.

Die von Bangert eingefiihrte Homotopie benutzt nicht die Symmetrie der
zugrunde gelegten Riemannschen Metrik, deshalb lassen sich diese Resultate
auch auf den Fall von (nicht-symmetrischen) Finsler-Metriken iibertragen.

Eine geschlossene Geodétische heifit homologisch unsichtbar , falls
Ci(c™Z) = 0 fur alle m > 1. Nach Lemma 7.1 ist dies Aquivalent zur
Annahme C,(¢™;7ZZ) = 0 fiir alle m € {1,2,...,k(c)}. Insbesondere ist eine
homologisch unsichtbare geschlossene Geodétische degeneriert. Nach Satz 6.6
verschwinden dann auch alle S'-kritischen Gruppen C,(¢™;@) fiir alle m > 1.

Dann kann man mit Hilfe des vorigen Satzes zeigen:

Theorem 7.5 (vgl. [BaKl, thm.3]) Wenn M eine kompakte einfach—zusam-

menhdngende Finsler—Mannigfaltigkeit mit nur endlich vielen geometrisch
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verschiedenen geschlossenen Geoddtischen ist, dann ist jede der geschlosse-
nen Geoddtischen mit verschwindendem mittleren Index homologisch unsicht-

bar.

Zum Beweis wihlt man einen Koérper K (K =@Q oder K = Z, ,p' € IP)
und eine geschlossene Geodétische ¢ mit o, = 0, fiir die es ein p € INg gibt
mit

Cp(c; K) #0
und so dafl fiir alle anderen geschlossenen Geodétischen d mit ay = 0 und
fiir alle ¢ > p:
Cy(d; K) =0.
Fiir ¢ gibt es Zahlen {k/, ... k/} mit k; > 2, so daB
o Co(c; K) — Cu(c™ K)

ein Isomorphismus ist, wenn m von keinem k' € K’ geteilt wird. Da es nur
endlich viele geschlossene Geodéatische gibt, gibt es eine Zahl A > 0, so daf3
fiir alle geschlossenen Geodétischen d mit oy > 0 gilt: Wenn E(d) > A, dann
ist ind(d) > p+ 2, d.h. Cj(d;ZZ) = 0 fiir j < p+ 1. Wir werden aus den
Morse-Ungleichungen folgern, dafl

i7" Cu(c; K) — H (A, A(c™))

injektiv ist, falls F(¢™) > A und falls m von keiner der Zahlen k' € K’ geteilt
wird. Dies widerspricht dann dem vorherigen Satz. Wir zeigen die Injektivitét
der Abbildung

iv 2 Cu(d™ K) — Ho (A, A(c™))
fir alle m mit E(¢™) > A. Wir wenden die Morse Ungleichungen 6.1 auf

(A, A% fir L > A an. Da es nach Voraussetzung keine geschlossenen
Geodaétischen d gibt mit E(d) > A und C,;4(d; K) # 0, gilt

Mp+1<AL> AA) =0.
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Also ist by (A", A*) = 0, woraus auch b, (A, A*) = 0 folgt. Aus der
exakten langen Homologiesequenz des Tripels (A, A(c™)US.c, A(c™)) folgt

dann die Injektivitdt von i,.

7.3 Der Zusammenhang zwischen den mittleren Indi-
ces bei Metriken mit nur endlich vielen geschlos-
senen Geoditischen

Die folgende Verallgemeinerung des entsprechenden Resultats von Gromoll
und Meyer fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten wurde fiir Finsler—Metriken

von Matthias gezeigt.

Theorem 7.6 ([GM2, thm. 4], [Ma2]) Wenn M eine kompakte Finsler—
Mannigfaltigkeit mit nur endlich vielen (geometrisch verschiedenen) homolo-
gisch sichtbaren geschlossenen Geoddtischen ist, dann ist die Folge b;(A; K)
der Betti-Zahlen des freien Schleifenraums mit K =0 oder K = 72, ,p € P

beschrankt.

Dieses Ergebnis ist in den Resultaten des Kapitels 6 enthalten, wenn an-
stelle der S*-kritischen Gruppen die kritischen Gruppen betrachtet werden.
So folgt also auch, da8 die Folge b;(A;@Q) beschriinkt ist. Dagegen wird i.a. die
Folge b;(A;7Z,) fiir eine Primzahl p unbeschrinkt sein, vgl. [Ra2, 4.11], wo
gezeigt wird, daB8 die Homologie H,(AS? A°S?; 7) fiir alle ungeraden s > 3
nicht endlich erzeugt ist.

Mit Hilfe rationaler Homotopietheorie konnten Vigué-Poirrier/Sullivan

zeigen:

Theorem 7.7 [VS] Wenn M eine kompakte einfach—zusammenhdngende
Mannigfaltigkeit ist, fir die die Folge by(AM;Q) der rationalen Betti-Zahlen
des freien Schleifenraums beschrdankt ist, dann hat die rationale Kohomologie

Algebra H*(M ;@) genau ein Erzeugendes.
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Es gibt also Zahlen d,m € IN, die den rationalen Homotopietyp von M
bestimmen, so da§ H*(M;Q) = Ty i1 (z) :=Q[z]/(z™ = 0), d.h. H*(M;Q)
wird von einem Element x von Grad d erzeugt und es gilt 2™ = 0, d.h.
dim M = md. Wenn d ungerade ist, so gilt wegen 2? = (—1)%2? = —2? also
m =1, d.h. M ist rational homotopiedquivalent zu einer d—Sphére.

Mit Hilfe rationaler Homotopietheorie erhédlt man den

Satz 7.8 [Ral, 2.6] Fir eine kompakte einfach—zusammenhingende Mannig-
faltigkeit M mit H*(M;Q) = Ty (z) gilt:

a) Wenn
1 L
B(d = lim — —1)"b; (A, A
(d,m) mgr})omg( )'bi(A, A%@)
so gilt
m(m+1)d —
B(d,m) =
L ;d=1 (mod 2)

b) Wenn d gerade ist, so gilt firb:=d(m+1) — 2:

bj o 1

> (=1)'bi(A, A%@) = bj B(d,m) + Jm(m +1)d

i=0

Damit kénnen wir folgendes Ergebnis zeigen, daf fiir den Fall holpriger

Metriken in [Ral, thm.3] gezeigt wurde:

Theorem 7.9 M sei eine kompakte einfach—zusammenhdingende Finsler—
Mannigfaltigkeit mit nur endlich vielen (geometrisch verschiedenen) primen
geschlossenen Geoddtischen ci,...,c.. Dann gilt also H*(M;Q) = Ty, (x)
nach Theorem 7.6 und Theorem 7.7: nach Theorem 7.5 sind die mittleren

Indizes o; = v, positiv fiir alle i =1,...,r.

a) Wenn dann B(d,m) die Invariante aus Satz 7.8 des rationalen Homo-

topietyps von M ist und B; = B., €Q, i =1,...,r die metrischen Invarianten

75



der geschlossenen Geoddtischen aus Satz 7.3 sind, dann gilt

)

i—1 %i

B(d,m) =

b) Fiir gerades d ist eine der geschlossenen Geoddtischen nicht—hyperbolisch.

Beweis. Da a; > 0 fiir alle i = 1,...,r, gibt es nach Satz 7.3 b) eine Zahl
Ay > 0, so dafi fiir alle 7 > 0

. A
M2 (c;) §71.

Also sind die Vorausetzungen fiir die Anwendung der Morse—Ungleichungen
Theorem 6.1 fiir (A, A%) erfiillt, d.h. die Koeffizienten M; der Morse-Reihe

MR R = M=l = 3 040

sind beschriinkt durch A;. Sei b; := b;(A, A%Q). Die Morse-Ungleichungen
besagen also, daf es eine Folge (¢;) nicht-negativer ganzer Zahlen gibt, so
dafB3

Mj =b; + g5+ ¢j
fir alle j > 0. Da M; < A, fiir alle 5 > 0, gilt also auch ¢; < A; fiir alle
j > 0. Nach Satz 7.3 ¢) gibt es eine Zahl A > 0, so daf§ fiir allei =1,...,r:

N A
M>N(c)[-1] = =8| < =. 1
V(e - = < L (16)
Nach den Morse-Ungleichungen gilt fiir gerades N > 0:
av = D (=1)/M; =3 (=1)b
=0 j=0
r N )
= D MN(e)[-1] = Y _(=1)Y (17)
i=1 7=0
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Da gy < A fiir alle N > 0, folgt also aus den Gleichungen ( 16) und ( 17),
daB fur alle N > 0:

r 5 N
NY = =3 (-1)b| <A+ Ay,

i= =0
also
Bld,m) = lim L3 (<1, = 3 2
’ N—oo N =0 J i— a; )

b) Sei b := d(m + 1) — 2 und seien alle geschlossenen Geodétischen
1, ..., ¢ hyperbolisch. Dann setzen wir @ := ;.. .-, = ind(cq)-. . .-ind(c,).

Dann gilt nach Satz 7.8 b) und Teil a) dieses Beweises:

bN« ) bN«a )
Qe = Z(_l)JM]_ Z(_l)]bj
=0 =0

— bNa < = B, m)> - im(m +1)d

i=1 Y
1
= —Zm(m +1)d <0
im Widerspruch zu g,no > 0 O

Bemerkung 7.10 In [Ral] nennen wir eine Metrik zuldssig, falls die Menge
der geschlossenen Geodéitischen als Teilmenge von AM die disjunkte Verei-
nigung von nicht-degenerierten kritischen Untermannigfaltigkeiten B}*, m €
IN,E =1,...,r mit B = {¢™|c € By} ist (vgl. Abschnitt 2.1), und falls
die Quotientenriume Bj/S! einfach-zusammenhingend sind. Eine holpri-
ge Metrik mit nur endlich vielen geschlossenen Geodétischen ist insbeson-
dere zulédssig. Die kompakten einfach-zusammenhéngenden symmetrischen
R&aume vom Rang 1 sind weitere Beispiele zulédssiger Metriken, in diesem Fall
gilt » = 1 und die Mannigfaltigkeit B; der primen geschlossenen Geodéti-
schen kann mit dem Einheitstangentialbiindel identifiziert werden. Fiir eine

zuldssige Metrik setzen wir fiir £ = 1,...,r @ ap = a¢, % = 7. fur ein
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¢ € By. xi sei die Euler—Charakteristik des Quotienten Bj,/S*. Dann erhal-
ten wir in [Ral, thm.3]:

Diese Formel kann man benutzen, um fiir die kompakten einfach—zusammen-
héngenden symmetrischen Rdume vom Rang 1 die topologische Invariante

B(d, m) auszurechnen.

Beispiel 7.11 Sei F),,pr € (0,1) N IR —@ die Familie nicht-symmetrischer
holpriger Finsler-Metriken auf S? nach Katok, deren Konstruktion wir im
Abschnitt 5.3 angegeben haben. F), besitzt zwei geschlossene Geodéatische c4

mit mittlerem Index ay = 2/(1 £ p) und vo = —1. Also gilt

-1 -1

in Ubereinstimmung mit Satz 7.8a).

Da nach Gleichung ( 8) der mittlere Index einer nicht-hyperbolischen
geschlossenen Geodétischen auf einer Fldche mit einer holprigen Metrik ir-
rational ist, folgt aus Theorem 7.9: Jede holprige Finsler-Metrikauf S? mit
nur endlich vielen geschlossenen Geodatischen hat mindestens zwei nicht—

hyperbolische geschlossene Geodétische.

Mit Hilfe der S'-dquivarianten Kohomologie des Raums AM zeigt Hing-
ston das folgende Resultat fiir Riemannsche Metriken. Da die Zy,—Symmetrie
0 des Raumes AM nicht verwendet wird, iibertriagt sich das Resultat auf
Finsler-Metriken.

Theorem 7.12 [Hil, (6.2)] Wenn auf einer kompakten einfach—zusammen-
hingenden Finsler—Mannigfaltigkeit M vom rationalen Homotopietyp eines
kompakten symmetrischen Raums vom Rang 1 alle homologisch sichtbaren

geschlossenen Geoddtischen hyperbolisch sind, dann gibt es unendlich viele.
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Wenn n(l) die Anzahl der geometrisch verschiedenen geschlossenen Geoditi-

schen der Linge < [ ist, dann gilt

lim inf n(1) log ()

it T 0.

Sullivan zeigt in [Sul, dal es neben den rationalen Homotopietypen der
symmetrischen Rdume vom Rang 1 (fiir die d ungerade ist oder d € {2,4, 8})
unendlich viele rationale Homotopietypen von einfach-—zusammenhéngenden
kompakten Mannigfaltigkeiten M mit H*(M;Q) = Ty i1(x) gibt (dann ist
also insbesondere d gerade). Das Theorem 7.12 von Hingston und Theo-

rem 7.9 zusammen ergeben also das folgende

Theorem 7.13 Wenn M eine kompakte einfach—zusammenhdngende Finsler—
Mannigfaltigkeit ist, fiir die alle homologisch sichtbaren geschlossenen Geoddti-
schen hyperbolisch sind, dann gibt es unendlich viele (geometrisch verschie-

dene) geschlossene Geoditische.

Bemerkung 7.14 a) Wenn f eine Isometrie endlicher Ordnung & einer kom-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist, dann heifit eine Geodéatische
f=invariant, falls f(c(t)) = c(t + 1) fiir alle ¢ € R. Dann ist also ¢|[0, k] eine
geschlossene Geoditische, die invariant ist unter f. f—invariante Geodéti-
sche lassen sich als kritische Punkte des Energiefunktionals auf dem Raum
A(M, f) der f-invarianten Kurven charakterisieren. Diese Theorie wurde von
Grove eingefithrt [Gr]. In [GT] zeigen Grove-Tanaka eine Verallgemeinerung
des Theorems 7.6 fiir geschlossene Geodéatische von Gromoll-Meyer auf den
Fall isometrie-invarianter Geodétischer. Sinngeméfl lassen sich unter gewis-
sen topologischen Voraussetzungen an f bzw. die Fixpunktmenge von f die
Ergebnisse dieses Kapitels auf den Fall f—invarianter Geodéatischer iibertra-
gen, vgl. [Hi3|, [Ra3]. Wéhrend es kein Beispiel einer Riemannschen Metrik
mit nur endlich vielen geschlossenen Geodétischen gibt, so kann man leicht
mit Hilfe von Rotationen auf Standardsphéren Beispiele konstruieren mit nur

endlich vielen isometrie-invarianten Geodétischen, vgl. [Ra3, §4].
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b) In Kapitel 8 werden wir zeigen, daf es Riemannsche Metriken auf S?
gibt, fiir die alle homologisch sichtbaren geschlossenen Geodétischen hyper-
bolisch sind, d.h. die Voraussetzungen von Theorem 7.12 bzw. Theorem 7.13
sind erfiillt. AuBerdem gibt es Metriken auf S? mit einer Isometrie endlicher

Ordnung, so dafl alle isometrie-invarianten Geodétischen hyperbolisch sind.
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8 Metriken auf S? mit vielen hyperbolischen
geschlossenen Geoditischen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass es auf der 2-dimensionalen Sphére C'*°- Me-
triken gibt, fiir die alle homologisch sichtbaren geschlossenen Geodétischen
hyperbolisch sind, Es ist eine offene Frage, ob es Riemannsche Metriken auf
einer einfach-zusammenhéngenden kompakten Mannigfaltigkeit gibt, fiir die
alle geschlossenen Geodétischen hyperbolisch sind. In den Existenzsétzen fiir
geschlossene Geodétische fiir solche Metriken, die morsetheoretische Argu-
mente benutzen, kann die Voraussetzung abgeschwicht werden zu der An-
nahme, dass alle homologisch sichtbaren geschlossenen Geodétischen hyper-
bolisch sind, do z.B. in Theorem 7.13. Auflerdem zeigen wir, dass es moglich
ist, zu gegebenem L > 0 diese Metrik so zu stéren, dass alle geschlossenen

Geodatischen der Linge < L hyperbolisch sind.

Donnay gibt in [Dol [Do2] C*]-Metriken auf S? an, deren geodétischer

Flufl positive mafitheoretische Entropie hat und ergodisch ist. Burs-Gerber
zeigen in [BG|, dass man durch Stérung dieser Metriken mit ergodischem
geodétischen Fluf} erhélt.
Ausgangspunkt dieser Beispiele ist das folgende Beispiel von Ossermann. Sei
M eine Flache mit Rand mit konstanter Gaufischer Kriimmung K = —1,
die diffeomarph ist zu einer 2-Spére, aus der 3 Punkte entfernt werden und
deren Randkurven einfache geschlossene Geodétische sind (auch Y — Stiick
oder Hose genannt). Auf diese Rénder setzt man drei Hemisphéiren C;,i =
1,2,3 konstanter positiver Kriimmung auf, das dass man eine Metrik auf
M, U C; Uy U Csy erhilt, die C! ist. In diesem Beispiel kann man leicht
einsehen, dass der geoditische Flufl ergodisch ist (vgl. den Anhang [Dol,
A3)).

Fir L > 0 sei D? := (z,y)e | %> + y*> < L? die Scheibe mit Radius L
und seien (1, ¢), (o, L), ¢e[0, 27r) Polarkoordinaten Fiir D?. Wir nennen die
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Scheibe D? zusammen mit einer rotationssymmetrischen Metrik der Form.
dr® + g*(r)d¢*

fiir eine ungerade C*°-Funktion ¢ : [—L,L] — IR Kappe mit monotoner
Krimmung, falls gilt:

a) Die Gaufische Kritmmung K : [0, L] —, K(r) = —¢"(r)/g(r) ist mono-
ton fallend und K (L) = 0.

b) Der Rand r = L der Kappe ist eine Geodétische (d. h. g(L) = 0).

Wir werden spiter Metriken auf S? untersuchen, fiir die die Menge M T :=
{p € M|K(p) > 0} aus disjunkten Kappen monotoner Kriimmung bestehen.
Zunéchst untersuchen wir vom morsetheoretischen Standpunkt aus die Rand-

geoditischen, an denen die Gaufische Kriimmung ihr Vorzeichen wechselt:

Lemma 8.1 Auf einer orientierbaren kompakten Fliche sei eine geschlosse-
ne Geoditische ¢ mit einer Tubenumgebung S* x (—¢, €) gegeben, wobei c(t) =
(t,0) so dass fiir die Gaupsche Kriimmung K (u,v), (u,v) € S* x (—¢,¢) die
Bedingung K (u,v)-v > 0 fir alle v # 0 erfillt ist. Dann sind alle Iterierten

™ von ¢ homolgisch unsichtbar.

Beweis. Da K (t,0) = 0 fiir alle ¢, besitzt ¢™(t) = (mt,0),t € [0, 1] keine
konjugierten Punkte. Die Hessesche d?E(c™) des Energiefunktionals ist po-
sitiv semi-definit. Wir fixieren m und a > E(¢™) und wihlen k& € IN, so dass
1/k < n?/(2a), wobei > 0 der Konvexiitsradius von M ist. Die in Ab-
schnitt 6.2 definierte endlich-dimensionale Approximation A(k,a) hat dann
eine Metrik d, die von der Produktmetrik auf M x --- x M induziert wird.

Da null(¢™) = 1, ist die charakteristische Mannigfaltigkeit W von ¢™
ein-dimensional (vgl. Theorem 6.3). Wir nehmen an, dass ¢™ homologisch
sichtbar ist. Da ind(¢™) = 0, ist ¢ nach Satz 6.13 ein lokales Minimum von F
oder ein lokales Maximum von der Einschrankung E | W. Fiir eine gentigend
kleine Umgebung U von ¢ in A(k,a) und fiir die Menge A(c™) = {0 €
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A(k,a)|E(o) < E(c™)} ist dann also U N A(¢™) entweder leer oder nicht-
zusammenhangend.

Wir werden nun zeigen, dass U NA(c¢™) nicht-leer und zusammenhéngend
ist: Da ¢™ keine konjugierten Punkte besitzt, folgt aus dem Gauf-Lemma,
dass eine Kurve v € A(k,a) mit E(y) < E(c™),d (v, S'.c™) < § die Geoditi-
sche ¢™ nicht schneidet. Falls nun also d'(y, S*.c™) < § und E(v) < E(c™),
so hat K ((t)) konstantes Vorzeichen. Da es bei negativer Kriimmung in je-
der freien Homotopieklasse genau eine kiirzeste geschlossene Kurve gibt, gilt
K(v(t)) > 0. Sei

dv? + f*(u,v)du?
mit einer positiven C®°—Funktion f : S! x (—¢,¢) — R' die Metrik in
geoditischen Parallelkoordinaten (u,v) € S' x (—e&,¢) basierend auf der

Geodétischen c(u) = (u,0). Dann gilt also fiir alle v € S* und v > 0:
o 0,00 = 0,98 (u,0) = K, f(w ) < 0
5, (10) = 0,55 (u,0) = u,v) f(u,v

Falls v(t) = (u(t),v(t)) und v(t) < ¢ fiir alle t, so lassen sich v und die
Parallelkurve t — (4, v(t)) durch alle Kurven mit Energie < E(¢™) verbinden.

9% f

Also ist U N A(¢™) nicht-leer und zusammenhéngend. O

Sei ¢ : IR — M eine Geodétische auf einer orientierten Fldche M, sei
|¢| = 1 und sei N(t) die orientierte Einheitsnormale an c¢. Ein normales
Jacobifeld Y (t) ldngs c(t) (fir das also (Y,c¢) = 0 gilt) kann beschrieben

werden durch
Y(t)=y®)N(),
wobei die Funktion y : IR — IR die Jacobi-Gleichung
y"(t) + K(c(t))y(t) = 0 (18)

1ost. K ist die GauBsche Kriimmung. Fiir die kovariante Ableitung langs ¢
gilt VY (t) = v/(t). Fiir a,b € IR definieren wir die symplektische lineare
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Abbildung PP : R? — R%:
Py (y(a), y(a)) = (y(b), y(b))

fiir jede Losung der Jacobi-Gleichung (18). Wenn y; und ys die Losungen mit
den Anfangsbedingungen

y1(a) = 1,y1(a) = 0,y2(a) = 0,y2(a) =1

sind, dann hat beziiglich der kanonischen Basis des IR* P? die Matrixdarstel-

o ( n(®) vl ) |

lung

b)) w2(b)
Fiir alle a1, az, a3 € R gilt Py3 = P20 P Falls c(t4L) = c(t) fiir alle t, dann
ist PL die linearisierte Poincare-Abbildung der geschlossenen Geodétischen
c|[0.L]. Sofern die Eigenwerte von P € Sp(1) nicht Norm 1 haben, so heifit
P hyperbolisch, falls P orthogonal ist, so heifit P elliptisch und andernfalls

parabolisch. Wir definieren die folgenden Untermengen von Sp(1):
a b
A = {( ) ad—bc:l;a,d>1,b,c>0}
c d

(LR

Dann besteht A aus hyperbolischen Elementen (da Spur > 2) und B aus

parabolischen Elementen und es gilt:
A, Ay e A BeB=A-A e A A -BeA (19)

Aus dem Vergleichssatz fiir Losungen der Jacobi-Gleichung folgt: Wenn ¢ :
[0, L] — M eine Geodétische auf einer orientiebaren Fliche ist und wenn
K(c(t)) <0 fir ¢t € (0.L), dann gilt

PleA. (20)
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Fiir jede Geoditische ¢, die in eine Kappe C' monotoner Kriimmung hin-
einlduft (sei ¢(0) € 9C), gibt es eine Zeit ty > 0, fiir die der Abstand zum
Zentrum der Kappe minimal ist. Dann verlafit ¢ zum Zeitpunkt 2ty wieder
die Kappe. Sei y; bzw. y, die Losung der Jacobi-Gleichung ldngs ¢ mit den
Anfangsbedingungen

y1(0) = 1,51(0) = 0,42(0) = 0,42(0) = 1
Es gilt nach [BG, §2:

y1(2to) = —1,41(2t0) = 0,92(2t9) < 0,92(2t) < 0

also

—Py e B. (21)
Sei nun M eine kompakte Fliche, fiir die die Menge M+ :={p € M | K(p) >
0} disjunkte Vereinigung von Kappen 1, . .., C,, monotoner Kriimmung ist.

Sei ¢ : [0.L] — M eine geschlossene Geodétische, die nicht mit einem der
Rénder OC; iibereinstimmt. Dann ist ¢ entweder ganz im Gebiet {K < 0}
und somit hyperbolisch, oder es gibt eine Partition 0 =y < t; <1y < ... <
torr1 = L, so dass ¢ die Liange L hat und ¢ ((to;_1,t2;)) € M*T = U2, C;
sowie ¢((to;, tair1)) C M — M. Fiir

P.=Pf=P%"0...0P"
gilt nach den Gleichungen (19), (20) und (21):
()P € A,
d.h. ¢ ist hyperbolisch. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Theorem 8.2 Sei (M, g) eine kompakte orientierbare Fliche mit Riemann-
scher Metrik g, fir die die Menge M+ = {K > 0} eine Vereinigung disjunk-
ter Kappen C1, ..., C,, mit monotoner Krimmung ist. Dann sind alle homolo-
gisch sichtbaren geschlossenen Geoddtischen hyperbolisch. Die Randgeoddti-
schen ¢; = 0C;,1 = 1,...,m mit thren Iterierten sind genau die homologisch

unsichtbaren geschlossenen Geoddtischen.
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Bemerkung 8.3 a) In [Dol] und [BG] wird eine Familie invarianter Ke-
gel transversal zur Flurichtung im Tangentialbiindel des Einheitstangenti-
albiindels SM definiert, die unter dem geodétischen Flufl echt in sich abge-
bildet werden. Daraus kann dann mit Hilfe von Ergebnissen von Wojtkowski
gefolgert werden, dass die Lyapunov-Exponenten der Anfangsrichtungen ge-
schlossener Geodétischer, die nicht Réander von Kappen sind, positiv sind, d.
h. diese Geodétischen sind hyperbolisch. Wir haben dies oben direkt gezeigt.

Aus weiteren Eigenschaften dieser Kegelfamilie folgt u. a. auch die Ergo-
dizitét des geodétischen Flusses.

b) Nach Theorem 7.13 gibt es also auf einer solchen Flidche unendlich
viele geschlossene Geodétische. Nach dem Theorem 7.12 von Hingston gilt

fiir die Anzahl n(l) der geschlossenen Geodétischen mit Lénge j I:

1
lim infn(l)L > 0.

l—o0 l

Die Menge M — M T ist geodétisch konvex. Also bleibt eine geschlossene Kur-
ve nach Anwendung der Birkhoffschen Verkiirzungsprozesses in M — M.
Damit kann man dann zeigen, dass n(l) sogar exponentiell wéchst, wobei
es geniigt, nur geschlossene Geodétische zu zéhlen, die lokale Minima des
Energiefunktionals sind und in M — M liegen. Dieses Argument gilt allge-
mein, wenn eine Flache vom Geschlecht g = 0 drei konkave Scheiben besitzt.
(vgl. [Rad, §4].

¢) Wenn die Flache Geschlecht > 1 hat, so gibt es Metriken mit negativer
Gauflscher Kriimmung, fiir die also alle geschlossenen Geodétischen hyper-
bolisch sind. Damit g = 0 gilt, muf} es also nach dem Satz von Gaufl-Bonnet
drei Kappen geben, fiir g = 1, (den 2-Torus 7?) geniigt eine Kappe.

d) Eine geschlossene Geoditische ¢ heifit stabil, Wenn alle FluBlinien des
geoditischen Flusses, die hinreichend nahe an der periodischen FluBlinie ¢
liegen, fiir alle Zeiten nahe bei ¢ bleiben. Dann besteht die Normalform der

linearisierten Poincaré-Abbildung aus 2-dimensionalen Rotationen und aus
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Reflektionen, (vgl. Beispiel 3.1 b). Der unstabilste Fall ist der Fall einer
hyperbolischen geschlossenen Geodétischen.

Poincaré [Po] behauptete die Existenz einer einfachen nicht-hyperbolischen
geschlossenen Geodétischen auf einer konvexen Fliache. Aber Grjuntal zeigt
in [Gj], dass es in jeder C'—Umgebung der Standard-Metrik auf S? konvexe
Metriken gibt, fiir die alle einfachen geschlossenenen Geodatischen hyperbo-

lisch sind.

Wenn die GauBsche Kriimmung K einer metrik auf S? die Ungleichung
1/4 < K <1 erfiillt, dann gibt es eine einfache nicht-hyperbolische geschlos-
senen Geodatische der Lénge L € [27,4w]. Dies wurde von Thorbergsson
in [Th] gezeigt, weitere Ergebnisse iiber Stabilitdtseigenschaften kurzer ge-
schlossener Geoditischen auf Mannigfaltigkeiten positiver Kriimmung sind
in [BTZ1] und [BTZ3] enthalten. Mit Hilfe eines lokalen Stérungssatzes von
Klingenberg-Takens [KT] kann man schlieflen: Es gibt eine C*-offene und
dichte Teilmenge V in der Menge der Metriken auf S? mit 1/4 < K < 1,
so dass jede Metrik g € V eine geschlossene Geodétische vom Twist-Typ
hat. Aus der KAM-Theorie folgt dann, dass ¢ stabil ist und damit, dass der
geodatische Flufl nicht ergodisch ist.

Im Gegensatz dazu sind alle geschlossenen Geodétischen einer Metrik auf
5?2, die die Voraussetzungen des vorangegangenen Theorems erfiillen, instabil.

Metriken auf S?, die die Voraussetzungen des vorangegangenen Theorems
erfiillen und gewissen zusétzliche Symmetrieeigenschaften haben, konnen wie
folgt konstruiert werden: Wahle m > 3, sein M,, eine Fliche konstanter
Kriimmung K = —1, die diffeomorph zu S? ist, aus der m Punkte ent-
fernt wurden und deren Rénder aus einfachen geschlossenen Geodétischen
C1,...,Cn bestehen.

Aulerdem gebe es eine Isomnetrie F' von M der Ordnung m, fiir die
F (¢;) = ¢iy1 (Indices modulo m) und falls m = 2k gerade) eine fixpunktfreie

Involution F mit ﬁ’(cz) = ¢;1x. Die Abbildungen F, F’ sind Einschrankungen
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einer Rotation von S? um den Winkel 27 /m bzw. der Antipodenabbildung
von S? nach Aufsetzen von Kappen ung geeigneter Wahl der Standardme-
trik. Sei 6 > 0 eine Zahl, so dass die 20—Tubenumgebungen von ¢y, ..., ¢,
sich nicht schneiden. Dann wird die Metrik auf M, so geédndert, dass in
der 6—Tubenumgebung der Réander die Matrik rotationssymmetrisch ist, die
Rénder Geodétische bleiben und die Kriimmung vom Rand aus von 0 aus mo-
noton féllt, bis sie —1 erreicht. Nach [BG, Prop.2.1] kann man glatt Kappen
mit monotoner Kriimmung aufsetzen.

So konnen wir also Flachen vom Geschlecht 0 mit Metrik g, erhalten,
die die Voraussetzungen des Theorems 8.2 erfiillen und eine Isometrie F
bzw. F, sofern = 2k haben, die Ordnung m und 2 Fixpunkte hat (bzw. eine
fixpunktfreie Involution £ ist). Die Isometrie F wird es ermdglichen, Metriken
anzugeben, bei denen alle isometrie-invarianten Geodétischen hyperbolisch
sind. Die Isometrie F wird erméglichen, Metriken auf der reell-projektiven
Ebene RP? = 52 /F zu konstruieren.

Theorem 8.4 a) Fiir m > 3 gilt: Es gibt Metriken auf S?, fiir die alle ho-
mologisch sichtbaren geschlossenen Geoddatischen hyperbolisch sind. Es gibt
dabei genau m homologisch unsichtbare geschlossene Geoddtische, deren li-
nearisierte Poincaré-Abbildung parabolisch ist.

b) Fiirm > 3 gilt: Es gibt Riemannsche Metriken auf S* mit einer Isome-
trie F' der Ordnung m, so dass alle F-invarianten Geoddtischen hyperbolisch
sind.

c) Es gibt Riemannsche Metriken auf der reell-projektiven Ebene RP? und
auf dem Torus T?, auf der alle nicht-nullhomotopen geschlossenen Geodiiti-

schen hyperbolisch sind.

Es ist nun moglich, diese Metriken so zu stéren, dass alle geschlossenen

Geodatischen unterhalb einer vergegebenen Lange hyperbolisch sind:

Theorem 8.5 Fir L > 0 und r > 2 gibt es in jeder C"-Umgebung der
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Metrik g,, von S? eine Metrik g, fiir die alle geschlossenen Geoddtischen der

Léinge < L hyperbolisch sind.

Beweis: Fir a > L wihlen wir eine endlich-dimensionale Approximation
A(k,a). A(k,a) trigt eine kanonische Metrik, die von der Produktmetrik
auf M x --- x M induziert wird. Die primen geometrisch verschiedenen ge-
schlossenen Geodétischen von (52, ¢g,,) mit Linge < L seien zum einen die
Randgeodétischen cy, ..., c, der Kappen und die hyperbolischen geschlos-
senen Geodétischen dy,...,dy bilden nicht-degenerierte kritische Bahnen,
deshalb gilt fiir gegebenes ¢’ > 0 fiir jede Metrik g in einer geniigend klei-
nen C"-Umgebung von g,,, dass dy, ..., dy die hyperbolischen geschlossenen
Geodatischen von ¢ sind mit Lange < L. Dabei liegt d; in einer ¢’-Umgebung
einer Iterierten cf einer Randgeodétischen ¢;,i € {1,...,m}.

Nach Konstruktion der Metriken g, 148t sich g, fiir einen festes § > 0
in einer Tubenumgebung (u,v) € S x (=4, ) von einer Randgeodiitischen
¢; = S x 0 in geoditischen Parallelkoordinaten basierend auf ¢;(u) = (u,0)

schreiben als
2 (v)du® + dv*.

Dabei ist f: (—d,0) — IR™ eine positive C*—Funktion und es gilt
f(0)=0,f"v)-v<0

fiir v # 0.

Zu vorgegebenen € > 0 wihle eine C°°—Funktion f. : (—§,6) — IR™ mit
|f — feler <&, fL <0 und f(v) = f.(v) fir alle v mit |v| € (6/2,6). Dann ist
die Metrik ¢’ auf S* x (=4, ) mit

gl = fA(0)du? +

eine rotationssymmetrische Metrik. Da f/ < 0 in (=9, d), folgt nach der Clai-
rautschen Relation fiir Geodétische auf Drehflichen: Jede Geodéatische ¢ von
g. schneidet den Rand S' x {—§,0}. Wenn also g. auf S? die Metrik ist,
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die auBlerhalb der §-Tubenumgebung der Rénder der Kappen von g, mit
gm Ubereinstimmt und in diesen Tubenumgebungen durch ¢/ gegeben ist,
und wenn ¢’ < §, dann hat jede geschlossene Geodatische einer Metrik g,
fiir geniigend kleines ¢ > 0 Abstand § > ¢’ von jedem Rand der Kappen

(gemessen in der urspriinglichen Metrik g¢,,).
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9 Stark holprige Metriken

In diesem Kapitel zeigen wir mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 7 und lo-
kaler Stérungsargumente sowie des bumpy metric theorem , dafi fiir 2 < r <
oo eine C"-generische Riemannsche Metrik auf einer kompakten einfach—
zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit unendlich viele geschlossene Geodéti-
sche besitzt. Wir studieren in diesem Kapitel Riemannsche Metriken.

Fiir Finsler-Metriken folgt aus dem Schliefungslemma fiir Hamiltonsche
Systeme, daf fiir eine C?—generische Finsler—-Metrik die Menge der Tangen-
tialvektoren an geschlossene Geodétische dicht im Einheitstangentialbiindel

ist, insbesondere gibt es also unendlich viele geschlossene Geodétische.

9.1 Lokale Storung der Poincaré—Abbildung einer ge-
schlossenen Geodéatischen und das bumpy metric theo-
rem

Wir bezeichnen mit G" = G"(M) die Menge der C"—differenzierbaren Rie-
mannschen Metriken auf der kompakten Mannigfaltigkeit M mit der starken
C"Topologie. Fiir 2 < r < oo triagt G" nach Wahl einer Metrik die Struk-
tur einer offenen Teilmenge eines Banachraums, fiir r = oo die Struktur
einer offenen Teilmenge eines Fréchetraums. Insbesondere ist nach dem Satz
von Baire eine residuale Teilmenge in G" dicht in G". Eine Eigenschaft ei-
ner Metrik heifit C"—generisch, falls die Menge der Metriken in G", die diese
Eigenschaft erfiillen, eine residuale Teilmenge enthélt.

Der geoddtische Fluf gbtg :TM — TM auf dem Tangentialbiindel fiir die
Riemannsche Metrik g ist definiert durch ¢} (v) = ¢,(t), wobei ¢, : R — M
die durch die Anfangsrichtung v = ¢,(0) eindeutig bestimmte Geodétische
ist.

Das doppelte Tangentialbiindel TT'M besitzt dank des Levi—-Civita Zu-
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sammenhangs auf M die Zerlegung
TxTM =TSTM @ TeTM, Z =27+ Z"

in den wvertikalen und den horizontalen Unterraum. Sei 7 : TM — M die
FuBpunktprojektion des Tangentialbiindels. Wenn v : (—e,¢) — TM , e > 0
eine differenzierbare Kurve im Tangentialbiindel ist, dann ist die Anfangs-
richtung ©(0) € Ty)T'M ein doppelter Tangentialvektor. Der vertikale Un-
terraum T%7T M wird aufgespannt von den doppelten Tangentialvektoren v(0)
zu Kurven v(t) € TM mit v(0) = X und 7(v(t)) = 7(X), d.h. v(t) € Trx)M
fiir alle t € (—¢, €). Der horizontale Unterraum T2 T M wird aufgespannt von
den doppelten Tangentialvektoren ©(0), wobei p(t) € M ,t € (—¢,¢€) eine
Kurve auf M ist mit p(0) = 7(X) und v(t) € T, M ein paralleles Vektorfeld
langs p mit v(0) = X ist.

Sowohl der horizontale Unterraum TRTM wie auch der vertikale Unter-
raum 73T M kann mit dem Tangentialraum 7’ x)M identifiziert werden. Fiir
Y, Z € TTM wird durch

2W(Y, Z) = g(yh’ ZU) - g(YU7Zh>

auf T'M eine symplektische Form definiert. Dadurch wird das Tangentialbiindel
T M zusammen mit der Hamilton—Funktion H : TM — R, H(X) = g(X, X)/2
zu einem Hamiltonschen System. Der geodétische Fluf ist dann der zugehori-
ge Hamiltonsche Fluf.

Im Abschnitt 5.1 haben wir diskutiert, wie eine Finsler—-Metrik im Lagran-
geschen bzw. Hamiltonschen Formalismus beschrieben wird. Im Falle einer
Riemannschen Metrik ist die Legendre—Transformation gerade der durch die
Metrik bestimmte kanonische Diffeomorphismus zwischen Tangential- und
Kotangentialbiindel. Dann fallen also — bis auf diesen Diffeomorphismus —
Lagrangesche und Hamiltonsche Beschreibung zusammen.

Da der geoditische Flufl die Lénge der Tangentialvektoren erhélt, gentigt
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es auch, die Einschrinkung
¢l TyM — T, M
des geodatischen Flusses auf das Finheitstangentialbiindel
T,M:={X eTM|g(X,X)=1}

zu betrachten. Geschlossene Geodétische auf M sind genau die Projektionen
auf M von periodischen FluBlinien des geodétischen Flusses. {¢/(v)|t € R}
ist eine periodische FluBlinie mit (minimaler) Periode ¢ > 0 genau dann,
wenn ¢(t) = 7(¢!(v)) eine (prime) geschlossene Geodétische der Lénge a ist.

Fiir eine periodische FluBllinie v = {¢;(v) [t € R} der Periode a > 0
und eine zu v transversale Hyperfliche in TglM definieren wir die Poincaré—
Abbildung P, (3, v) wie folgt: Es seien ¥y und X, offene Umgebungen von v
in ¥, so dafl es eine differenzierbare Funktion ¢ : ¥y — R mit §(v) = a gibt,
und so dafl

Py(E,7) 1 Bo — Za, X = 0 (X))

ein Diffeomorphismus ist. Fixpunkte der Poincaré-Abbildung sind also peri-
odische Bahnen des geodétischen Flusses. Die symplektische Form w auf T'M
induziert eine symplektische Form auf der (2n—2)-dimensionalen lokalen Hy-
perfliche ¥. Dann ist Py(X,~) ein symplektischer Diffeomorphismus. Man
kann ¥ so wihlen, da die linearisierte Poincaré-Abbildung Py(y) = P. =
dP,(%,v)(v) eine symplektische lineare Abbildung des IR*"? = R" '@R""!
mit der Standard symplektischen Form ist, wobei wir IR""! mit dem ortho-

gonalen Komplement von v in Ty M identifizieren. Dann gilt
Fy(7)(J(0), V.J(0)) = (J(a),VJ(a)),

wobei J das normale Jacobifeld (normal zu ¢) ldngs der geschlossenen Geodati-
schen ¢ = To7y ist, d.h. diese Definition stimmt mit der in Kapitel 2 gegebenen

iiberein. Die linearisierte Poincaré-Abbildung ist bis auf Konjugation in der
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Gruppe Sp(n — 1) der linearen symplektischen Abbildungen des IR**~2 un-
abhéngig von den getroffenen Wahlen.

Eine periodische Flulinie v = {¢}(v) [t € [0,a]} heiBt prim, falls a > 0
die minimale Periode ist, d.h. genau dann, wenn die korrespondierende ge-
schlossene Geoditische c(t) = 7(¢}(v)), t € [0,a] prim ist. Eine periodische
FluBlinie heifit nicht—degeneriert, falls 1 kein Eigenwert der linearisierten
Poincaré—Abbildung ist, d.h. genau dann, wenn die zugehorige geschlosse-
ne Geoditische nicht—degeneriert ist. Dann ist v eine isolierte periodische
FluBlinie, bzw. c ist eine isolierte geschlossene Geodétische.

Eine Riemannsche Metrik g heifit holprig (englisch bumpy), falls alle peri-
odischen Fluflinien des geodétischen Flusses bzw. alle geschlossenen Geodéti-
schen nicht-degeneriert sind. Da mit v = {¢}(v) [t € [0,a]} auch 4™ =
{¢!(v) [t € [0,ma]} eine periodische FluBlinie ist — die dann der Tterierten
c¢™ der geschlossenen Geodétischen ¢ entspricht — ist dies dquivalent zu der
Annahme: Wenn z = exp(27mi)) ein Eigenwert von P,(y) = P, einer primen
periodischen FluBllinie v ist, dann ist A\ irrational.

Sei G; die Menge aller holprigen Metriken in G". Fiir t > 0 sei G,(t) die
Menge aller Metriken in G, fiir die alle periodischen Flufllinien mit der Peri-
ode < t nicht—degeneriert sind. Wenn also 7 eine prime periodische FluBllinie
ist mit Periode a < ¢ und wenn z Eigenwert von P,(v) ist, dann gilt also
A firallel € {1,2,...,[t/a]}. Fiir g € Gy(t) gibt es also nur endlich viele
periodische Fluflinien mit Periode < ¢.

Wir werden das folgende lokale Storungsargument von Klingenberg und

Takens verwenden:

Satz 9.1 [KT, thm.2] Sei vy = {¢} (v)} eine periodische Fluflinie der Pe-
riode a > 0 des geoditischen Flusses (¢} ) der Metrik go € G",r > 2.
Sei W C M eine offene Umgebung des Punktes T(v) € M auf M und sei
G" (v, 9o, W) die Menge der Metriken g € G, fiir die y eine periodische Flufs-
linie der Periode a > 0 ist und fiir die der Trager supp(g — go) in W liegt.
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Wenn dann Q eine offene und dichte invariante Teilmenge der symplek-
tischen Gruppe Sp(n — 1) ist, dann gibt es zu jeder offenen Umgebung V von
go in G" eine Metrik g € VUG (7, g0, W), so daff Py(y) € Q.

Abraham gibt in [Ab] das bumpy metric theorem an, Anosov gibt in [An2]
einen vollstdndigen Beweis. Es folgt aus dem
Lemma 9.2 [An2, §4] a) G} (t) ist offen in G".

b) G;(t) ist dicht in G".

Zum Beweis der Aussage b) bendtigt man den lokalen Stérungssatz 9.1

von Klingenberg—Takens und einen Transversalitéitssatz von Abraham. Da
Gi = 1G5 ()
k=1
folgt aus diesem Lemma direkt das

Theorem 9.3 (bumpy metric theorem) [Ab], [An2] Fiir eine kompakte Man-
nigfaltigkeit M und 2 < r < oo ist die Menge der holprigen Metriken Gj eine

residuale Menge in G".

Man sagt auch kurz, eine C"—generische Metrik mit 2 < r < oo ist holprig.

Die folgende Aussage wird im Beweis des Teils b) des Lemma 9.2 benutzt:

Lemma 9.4 [An2, §4] Sei go € Gj(t) und seien {¢) (v1)},...,{d}, (vn)}
die primen periodischen Fluflinien mit Perioden aq,...,ax € (0,t]. Dann
gibt es eine offene Umgebung U von gy in G" und stetige Abbildungen vy :
U—TM,a :U - R, k=1,....N, so daf vi(g9) € T, M, vp(g0) =

Uk, ax(go) = ax mit folgender Eigenschaft: Fir jedes g € U sind

{be;(”l(g))}, A {¢;(UN(9))}

prime periodische Fluflinien mit Perioden {a1(g),...,an(g)} und es gibt kei-

ne weiteren primen periodischen Fluflinien von g mit Periode < t.

95



Falls ax(go) = t, so gibt es ¢ € U mit ax(g) > t. Fiir die Anzahl m(g;t) der
primen periodischen Fluflinien mit Periode < ¢ gilt also m(g;t) < m(go;1).

Ausgehend vom bumpy metric theorem kann man nun die periodischen
Flufilinien individuell stéren und so zu Aussagen iiber generische Eigenschaf-

ten geoditischer Fliisse kommen. So gilt das

Theorem 9.5 (Klingenberg-Takens [KT, thm.1]) Sei Q eine offene und
dichte invariante Teilmenge der symplektischen Gruppe Sp(n — 1) und M
eine kompakte Mannigfaltigkeit, 2 < r < oo. Dann ist die Menge der Metri-
ken in G", fir die die linearisierte Poincaré—Abbildung jeder geschlossenen

Geoddtischen in @ liegt, residual.

9.2 Eine generische Metrik ist stark holprig

Im Abschnitt 4.3 haben wir die invarianten Teilmengen Sp(n) und Sp(n) der
symplektischen Gruppe Sp(n) definiert. Fiir P € %(n) ist weder 1 noch —1
ein Eigenwert, P € Sp*(n) liegt in Sp*(n), wenn P nur einfache Eigenwerte
hat. Sp(n) und Sp*(n) sind offene und dichte Teilmengen von Sp(n), vgl.
Satz 4.8. Also sind die Mengen G(t) bzw. G*(t) der Metriken g € G", fiir
die P,(y) € Sp(n — 1) baw. € Sp*(n — 1) fiir jede periodische FluBlinie mit
Periode < t gilt, offen und dicht in G" und die Mengen

G =G(0) = ()60

bzw. .
G*=G*(c0) = Ol G*(n)

sind residual nach Theorem 9.5. Falls die linearisierte Poincaré-Abbildung
P

,(7) einer periodischen FluBlinie hyperbolisch ist, d.h. keinen Eigenwert

vom Betrag 1 hat, so heifit sie — wie die korrespondierende geschlossene

Geodétische — hyperbolisch.
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Fir ¢t > 0 und eine Metrik g € G*(¢) definieren wir die Folge A,(t) =
(Xi(9))i=1,..n(g) der Poincaré—Ezponenten. Wenn alle periodischen Fluflini-
en mit Periode < ¢ hyperbolisch sind, setzen wir n(g;t) = 0 bzaw. A, (t) = 0.

Andernfalls seien (Vk)p=1,..m(g:)» M(g;t) > 1 die nicht-hyperbolischen pri-

-----

men periodischen FluBlinien mit Perioden (ay)x—1
fir ke {1,...,m(g;t)}

migit) » 0 < ap < t. Seien

,,,,,

1
0< >\k,1 < )\k,Z <0< )\k,l(k) < 5
die Poincaré-Exponenten der linearisierten Poincaré-Abbildung P, = P, () €

Sp*(n — 1) von 7, d.h.
21 = :I:exp(27r2’)\k,1), e ,Zl(k) =+ exp(?wi)\kyl(k))

sind die Eigenwerte mit Norm 1 von P, € Sp(l(k);n—1). Dann definieren wir
die FOlge Ag(t) = (>‘1 (g)a cee 7)\n(g;t) (g)> durch >\L(k)+l(g) = /\k‘,la 1 S l S l(k)
mit L(k) := S*211(r), also n(g;t) = L(m(g;t) + 1). Es ist also

Ag(t) = ()‘l(g)a cee 7)‘n(g;t) (g))
= ()\1,17 BRI )\l,l(1)> )\2,17 SR Am(g;t),l(m(g;t)))
Wenn g € G* = N2, G*(n), dann heifit

n=1
Ag = ()‘i>z’:1

die Folge der Poincaré—Exponenten von g. Hierbei ist n(g) = 0 bzw. A, =0,
wenn alle geschlossenen Geodétischen hyperbolisch sind und n(g) = oo, falls
es unendlich viele (geometrisch verschiedene) nicht—hyperbolische geschlose-
ne Geodétische gibt.

Sei Z[xq,...,x4)* die Menge der Polynome p # 0 mit d Variablen und
ganzzahligen Koeffizienten, d.h.

p:p(xh'”axd): Z iy ... idxil...xd
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Definition 9.6 Eine Metrik ¢ € G* auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
mit der Folge Ay, = (A\i(9))i=1
holprig, falls entweder alle geschlossenen Geodéatischen hyperbolisch sind (d.h.
n(g) = 0 bzw. A, = 0) oder falls fiir alle d € IN mit 1 < d < n(g) und fiir
alle Polynome p € Z[xzy, ..., x4)*

n(g) der Poincaré-Exponenten heifit stark

.....

p(M(9), ..., Aa(g)) #0

gilt (d.h. die Poincaré-Exponenten sind algebraisch unabhéngig). G, = G
sei die Menge der stark holprigen Metriken in G = G".

Wir wollen zeigen, dafi die Menge G, residual in G" ist. Dazu definieren
wir fird € N, L >0 : p(d,L) = p(d, L)(x1,...,2q) € Zx1, ..., 24" als das
Produkt aller Polynome in ZZ[xy, ..., z4]*, deren Grad hochstens L ist und
fiir die der absolute Betrag der Koeffizienten héchstens L ist. Dieses Polynom
ist symmetrisch. Sei G,(t) die Menge der Metriken g € G*(t), fiir die

p(n(g; ), ) (M (9); - - s Angiy (9)) # 0

falls n(g;t) > 1.

Lemma 9.7 Fir 2 <r < oo ist Gs(t) eine offene und dichte Teilmenge von

gr.

Beweis. a) Wir zeigen zunéchst, dafi G,(t) offen ist. Wenn n(go;t) = 0,
d.h. wenn alle primen periodischen Flufilinien mit Periode < ¢ hyperbolisch
sind, dann gibt es eine offene Umgebung U von go in G” mit n(g;t) = 0 fiir alle
g €U, dh. U C G,(t). Sei n(go;t) > 0 und seien {¢} (vi)}, &k =1,...,m(g;)
die primen nicht—hyperbolischen periodischen Fluflinien mit Perioden 0 <
ap < t. Dann gibt es nach Lemma 9.4 eine offene Umgebung U von gy und
stetige Abbildungen vy : U — TM ,ar : U — RY, k = 1,...,m(g;t), so
daB y(9) = {0} (vk(g))} prime periodische FluBlinien von (¢}) mit Perioden
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ax(g) sind und so daBl v¢(g0) = v, ar(go) = ax , vi(go) = vk, und so daB es
keine weiteren primen periodischen Flufilinien von g € U mit Periode < ¢
gibt. Dann ist die Abbildung

P.:U — Sp(n—1), g — Py()

fiir jedes k stetig (da r > 2). Da P, (vx) € Sp({(k),n — 1) und da

Sp(l(k),n—1) offen ist in Sp(n—1) (vgl. Satz 4.8), gibt es eine offene Umge-
bung U; C U von go, so daBl Py(vx(g)) € Sp(l(k);n — 1) fiir alle g € Uy (d.h.
[(k) héngt nicht von g ab). Es seien \;(g),7 = 1,...,n(go;t) die Poincaré-
Exponenten der primen periodischen Flufilinien vx(g),k = 1,...,m(go;1).

Hierbei ist zu beachten, dal im allgemeinen m(go;t) > m(g;t). Durch

Fy Uy — (0 1/2) (g03t) E(Q) = (/\1(9)7 R )‘n(go;t)(g))

wird dann eine stetige Abbildung definiert. Da gy € G4(t), gilt

p(n(go,t);t)(Fi(go)) # 0. Also gibt es eine offene Umgebung Uy von go in
G" mit p(n(go;t),t)(Fi(g)) # 0 fiir alle g € Us. Da n(go;t) > n(g;t) ist das
Polynom p(n(g;t),t) ein Faktor des Polynoms p(n(go;t),t), also gilt Us C
Gs(t).

b) Wir zeigen, dal G,(t) eine dichte Teilmenge von G*(t) ist. Dies geniigt,
da G*(t) eine dichte Teilmenge von G = G" ist. Sei gg € G*(t), wenn n(go;t) =

0, dann gilt go € G(t). Sei n(go; t) > 0 und seien (Vi )k=1,..,m(x) die primen pe-

riodischen nicht-hyperbolischen FluBlinien von gy mit Perioden (ay)x—=1... m(t) »
a <t und linearisierten Poincaré-Abbildungen P, = P, () € Sp({(k);n —
1) und ¢, k = 1,...,m(t) die zugehorigen geschlossenen Geodétischen auf M.
Sei L(k) := S5=11(r), d.h. Ai(go), .- ., AL sind die Poincaré-Exponenten
der Bahnen ~y,...,7v—1. U sei eine offene Umgebung von gy in G*(t), die
dann also auch offen in G ist. Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion iiber

ke{l,...,m(t)}, daB U N G,(t) # 0, d.h. wir stéren nacheinander jede der

primen periodischen Bahnen einzeln und erhalten eine Metrik in G(t).
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Seien Wy, fiir k = 1, ..., m(t) paarweise disjunkte offene Umgebungen von
Punkten p;, = T(¢ZIS (vg)) = cx(ty) auf den Geodétischen cx, k = 1,...,m(t)
auf M. Fir P € Sp(l;n — 1) seien

1
0< A \(P)<---<N(P) < 2
die Poincaré-Exponenten, d.h. z; = £exp(2mi);(P)) sind die Eigenwerte

von P mit Norm 1. Dann ist die invariante Untermenge

Qr: = {PeSp(n—1)|PeSp(l(l);n—1)=
PUL, O (P). ... Ay (P)) # 0}

nach Lemma 4.10 eine offene und dichte Untermenge von Sp(n — 1). Also
gibt es nach dem lokalen Stérungssatz 9.1 eine Metrik g1 € U NG (™, go, W1)
mit Py, (1) € Sp(I(1);n—1)N Q. Also hat g, dieselben primen periodischen
gilt:
p((1), )(Ai(g1), -+ Ay (91)) # 0.

Dabei unterscheiden sich die Metriken go und g; nur in der Umgebung W7,
d.h. die Metrik in der Umgebung der anderen Geodétischen cs, ..., ¢y ) ist
unverandert.

Wir nehmen nun an, daf es fiir & > 2 eine Metrik g1 € G*(t) NU gibt

mit denselben primen periodischen Flufllinien {v;};=1, . m@ mit denselben

-----

Perioden {a;};=1, . m@ Wie go und so daB

.....

p(L(k), ) (A(gr=1), - - Ary(gk—1)) # 0.
Nun betrachten wir das Polynom
Pre(@1, - ) = (LK +1),8)(Ai(ge=1), - ALy (Gr—1)s T1, - -5 Tyre))
in den Variablen x1, ..., 4. Dann gilt
Pe(@1, - ) = (LK), ) (M (Gr=1)s - s Ar) (gr—1)) - D1 (@1, - - - Tyry)
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wobei nach Induktionsvoraussetzung der erste Faktor nicht verschwindet.
Nach der Definition von p(L(k + 1),t) ist der zweite Faktor p; das Produkt

von Polynomen ¢ # 0 der folgenden Form:

AT Tw) = D Py MGt An (g5-1))alt -2yl

0<i1, % (k)

Dabei ist pi,,._i,, ein Polynom mit L(k) Variablen vom Grad < ¢ mit ganz-
zahligen Koeffizienten, deren Betrige durch ¢ beschrénkt sind. Da ¢ # 0, gibt
es ein Tupel (ji,...,5iw), so daB pj, __j, # 0. Nach Induktionsvorausset-

-----

zung gilt
Djr iy (Al(gkfl)a- AL k)(gk 1)) 7& 0,

also ist p; ein in den Variablen xq, ..., xy4) nicht identisch verschwindendes

Polynom mit reellen Koeffizienten. Die Menge

Qr:={P €Sp(n—1) |PeSp(lk);n—1) =
p(L(k + 1)at)(>\1(gk)7 .- -,)\L(k)(gk)7)\1(P)a .- -aAl(k)(P)) # 0}

ist nach Lemma 4.10 eine offene und dichte Teilmenge von Sp(n — 1). Nach
dem lokalen Storungssatz 9.1 und nach Teil a) dieses Beweises gibt es also
eine Metrik g, € U N G" (Vk, gp—1, Wi) mit

P, (v) € Qe N Sp(l(k);n—1).

gk ist also eine Metrik mit denselben primen periodischen Flufllinien
{7i}j=1,...m@) und denselben Perioden {a;};=1, m@) wie gr—1 und damit wie
go- AuBlerdem stimmen fiir j # k die linearisierten Poincaré—Abbildungen
Py(~;) fir g = gx—1 und g = g, iiberein.

Nach m(t) Schritten erhalten wir also eine Metrik g = gy, mit den-
selben primen periodischen Flufilinien und denselben Perioden wie gy. Die
Folge Ay(t) = (Ai(g), .-, A (g)) der Poincaré-Exponenenten erfiillt dann

die Ungleichung



also ist g € G(t) O
Da

gs - m gs(n) 3
n=1

folgt aus dem vorangegangenem Lemma unmittelbar das

Theorem 9.8 Fiir eine kompakte Mannigfaltigkeit M und 2 < r < oo ist

die Menge der stark holprigen Riemannschen Metriken in G" residual.

Man kann also auch kurz sagen, dafl eine C"—generische Metrik fiir 2 <
r < oo stark holprig ist.

Wir werden nun zeigen, dafl aus den Ergebnissen des Kapitels 7 folgt, dafl
eine stark holprige Metrik unendlich viele geometrisch verschiedene geschlos-

sene Geodatische hat.

Lemma 9.9 Seig € G*(M) eine Metrik auf einer kompakten einfach—zusam-
menhdngenden Mannigfaltigkeit M mit nur endlich vielen geometrisch ver-

schiedenen primen geschlossenen Geoddtischen (c)g=1.. r , wobei cx, k =

1,...,m* die nicht-hyperbolischen geschlossenen Geoddtischen sind, mit der
Folge Ay = (Xi(9))i=1,..n» von Poincaré-Ezponenten ist. Dann gibt es eine
nicht-hyperbolische geschlossene Geoddtische (d.h. m*,n* > 1) und es gibt

ein Polynom p € ZL[xq, . .., Tp]* vom Grad m* oder m* — 1 mit

p(A(g), -+ Anr(9)) = 0.

Beweis. Nach Theorem 7.9 b) und Theorem 7.12 gibt es eine nicht—
hyperbolische geschlossene Geodéatische. Sei o > 0 der mittlere Index von

¢x. Nach Lemma 4.9 und der Gleichung ( 9) gibt es ganze Zahlen (Ix)x—1, _m*

1(k)

k=T + 2 g ei k)4 -
j=1
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Mit b = d(m+1)—2 gilt fiir die topologische Invariante B(d, m) aus Satz 7.8:
bB(d,m) € 7 — {0}. Nach Theorem 7.9 gilt:

Wir setzen

dann erfiillt das Polynom
m* I(k)
P, o) = BT | I+ 20 €@+
k=1 j=1

m* m* I(s)

=0 o I | L+2) erwrimie+

k=1 s=1,s#k j=1

die Gleichung
p()\l,...,)\n*) :0

Wenn B # 0, so hat p den Grad m*, so ist 2™ B der Koeffizient von z; -

TL@)41" - -  TLm)+1- Wenn B = 0, so ist m* > 1 und p hat den Grad m* —1,
so ist zB. —2™ L by e - €L@2)41 * -+ * €L(m*—1)+1 der Koeffizient von
€Iy - xL(2)+1 e xL(m*_1)+1. O

Aus dem vorangegangenem Lemma und der Definition 9.6 einer stark

holprigen Metrik folgt unmittelbar das

Theorem 9.10 FEine stark holprige Metrik auf einer kompakten Mannigfal-
tigkeit besitzt unendlich viele geometrisch verschiedene geschlossene Geoddti-

sche.
Nach Theorem 9.8 gilt also auch:

Theorem 9.11 Fir 2 < r < oo hat eine C"—generische Riemannsche Me-
trik auf einer einfach—zusammenhdngenden kompakten Mannigfaltigkeit un-

endlich viele geschlossene Geoddtische.
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Bemerkung 9.12 a) Eine nicht—hyperbolische geschlossene Geodétische ist
vom Twist-Typ, wenn eine offene Bedingung an den 3-Jet der Poincaré—
Abbildung P, (X, v) erfiillt ist (vgl. [KI1, 3.3]). Dann folgt aus [KT, thm.1],
daf fiir eine C*-generische Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit ent-
weder alle geschlossenen Geodéatischen hyperbolisch sind oder es eine nicht—
hyperbolische geschlossene Geodétische vom Twist—Typ gibt. Nach einer Ver-
sion des Birkhoff-Lewis Fixpunktsatzes fiir symplektische Transformationen
vom Twist—Typ von Moser [Mo] [KI1, App.3.1], die auf die Einschriankung
der Poincaré-Abbildung auf die Zentrumsmannigfaltigkeit angewendet wird,
gilt:

In jeder Tubenumgebung einer nicht-hyperbolischen geschlossenen Geo-
détischen vom Twist—Typ gibt es unendlich viele geschlossene Geodétische,
deren Langen gegen oo streben.

Zusammen mit Theorem 7.13 folgt dann, dafl es fiir eine C*-generische
Riemannsche Metrik auf einer kompakten einfach-zusammenhéngenden Man-
nigfaltigkeit unendlich viele geschlossene Geoditische gibt, vgl. [Ral, cor.2].

Dies gilt also auch fiir kompakte Mannigfaltigkeiten M mit endlicher Fun-
damentalgruppe 7 (M). Falls 71 (M) endlich und nicht—trivial ist, so wurde
dies Ergebnis bereits von Ballmann—Thorbergsson—Ziller in [BTZ2, cor.] be-
wiesen. Bangert—Klingenberg verbessern dies in [BaKl, §3], sie zeigen, daf es
fiir eine kompakte Mannigfaltigkeit mit endlicher nicht—trivialer Fundamen-
talgruppe fiir eine in der C*-Topologie offene und dichte Menge von Metriken

unendlich viele geschlossene Geodéatische gibt.

b) Fiir die 2-dimensionale Sphire gilt sogar, dafl es eine C?-offene und
dichte Menge von Metriken gibt, fiir die es unendlich viele geschlossene
Geodaétische gibt, vgl. [Ba2, 3.10].

c¢) Die Definition einer stark holprigen Metrik 1a8t sich wortwortlich auf

Finsler-Metriken {ibertragen. Das Lemma 9.9 gilt auch fiir Finsler—Metriken,
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d.h. eine stark holprige Finsler—Metrik auf einer kompakten einfach—zusam-
menhingenden Mannigfaltigkeit hat unendlich viele geschlossene Geodéti-
sche. Die Familie nicht-symmetrischer Finsler—-Metriken nach Katok aus S2,
deren Konstruktion wir in Abschnitt 5.3 angegeben haben, ist nicht stark
holprig.

Fiir Finsler-Metriken gilt nach Ziller [Zi2, S.141] das folgende Schlie-
Bungslemma: Fiir eine C?—generische Finsler—Metrik auf einer kompakten
Mannigfaltigkeit ist die Menge der Richtungsvektoren geschlossener Geodéti-
schen dicht im Einheitstangentialbiindel.

Diese Aussage folgt aus dem Schliefungslemma fiir Hamiltonsche Syste-
me. Es ist nicht bekannt, ob diese Aussage auch fiir Riemannsche Metriken

gilt.
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