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9.1 Lokale Störung der Poincaré–Abbildung einer geschlossenen

Geodätischen und das bumpy metric theorem . . . . . . . . . . 91

9.2 Eine generische Metrik ist stark holprig . . . . . . . . . . . . . 96

2



1 Einleitung

In dieser Arbeit werden morsetheoretische Methoden benutzt, um einerseits

Eigenschaften von Riemannschen bzw. Finsler- Metriken mit nur endlich vie-

len geschlossenenen Geodätischen zu studieren und um andererseits Bedin-

gungen für die Existenz unendlich vieler geschlossener Geodätischen auf kom-

pakten einfach-zusammenhängenden Mannigfalten anzugeben.

Zu Anfang dieses Jahrhunderts untersuchte Poincaré, motiviert durch

Probleme der Himmelsmechanik, die Existenz geschlossener Geodätischen

mit gewissen Stabilitätseigenschaften auf konvexen Flächen. Mit Hilfe der

Minimax-Methode zeigte Birkhoff 1917 bzw. 1927, dass es auf der 2-dimensio-

nalen bzw. n-dimensionalen Sphäre für jede Metrik eine geschlossene Geodäti-

sche gibt. darauf aufbauend bewiesen Lusternik-Fet 1951, dass es auf jeder

kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit eine geschlossene Geodätische

gibt.

Geschlossene Geodätische auf einer kompakten Riemannschen Mannig-

faltigkeit M lassen sich charakterisieren als die kritischen Punkte positiver

Energie des Energiefunktionals ΛM , der eine geeignete Vervollständigung des

Raumes der geschlossenen differenzierbaren Kurven auf M ist. Das Energie-

funktional erfüllt die Palais-Smale Bedingung. Diese Beschreibung wurde von

Klingenberg eingeführt, sie hat gegenüber der von Morse benutzen endlich-

dimensionalen Approximation des Raums der geschlossenen Kurven durch

Räume gebrochener Geodätischen den Vorteil, dass die orthogonale Grup-

pe IO(2) kanonisch auf ΛM durch lineare Umparametrisierung operiert. Das

Energiefunktional ist invariant unter dieser Aktion, d. h. es treten kritische

IO(2)-Bahnen auf. Wenn die Existenz mehrerer geometrisch verschiedener ge-

schlossener Geodätischen gezeigt werden soll, ist es ein prinzipielles Problem,

zu entscheiden, ob zwei krischen Punkte des Energiefunktionals zu geome-

trisch verschiedenen geschlossenen Geodätischen gehören, denn mit einer ge-

schlossenen Geodätsichen c sind auch die Iterierten cm mit cm(t) = c(mt)
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geschlossene Geodätische.

Auf Flächen kann man energievermindernde Deformationen von Zykeln

geschlossener Kurven ohne Doppelpunkte angeben, die keine Selbstschnit-

te produzieren. So konnten Lusternik-Schnirelmann 1929 mit der Methode

der subordinierten Homologieklassen zeigen, dass es auf S2 für jede Metrik

drei (geometrisch verschiedene) geschlossene Geodätische ohne Doppelpunk-

te gibt. Vollständige Beweise wurden u. a. von Ballmann, Jost und Gray-

son gegeben. Dagegen kann in höheren Dimensionen mit Hilfe subordinierter

Homologieklassen zum Beispiel auf Sphären die Existenz mehrerer kurz-

er geschlossener Geodätischen bisher nur unter zusätzlichen Annahmen ge-

zeigt werden, dies wurde u.a. von Alber, Klingenberg, Anosov, Hingston

und Ballmann-Thorbersson-Ziller durchgeführt. Thorbergsson und darauf

aufbauend Ballmann-Thorbergsson-Ziller erhalten auch Stabilitätsaussagen

für diese kurzen geschlossenen Geodätischen, so existiert auf einer Sphäre

mit Schnittkrümmung 1/4 ≤ K ≤ 1 eine nicht-hyperbolische geschlossene

Geodätische mit Länge ∈ [2π, 4π].

Im morsetheoretischen Ansatz werden einer geschlossenen Geodätischen

der Index ind(c) und die Nullität null(c) zugeordnet. Falls alle geschlosse-

nen Geodätischen nicht-degeneriert sind, d. h. ihre Nullität verschwindet,

so heißt die Matrik holprig (englisch bumpy). Dann sind die geschlossenen

Geodätischen isoliert und das Energiefunktional kann als Morse-Funktion

mit nicht-degenerierten kritischen ϕ(2)-Bahnen aufgefaßt werden. Die loka-

le Homologie der geschlossenen Geodätischen (auch kritische Gruppen ge-

nannt) wird dann allein durch den Index kontrolliert. Im allgemeinen Fall ist

die Dimension der kritischen Gruppen der Iterierten cm einer geschlossenen

Geodätischen c nach dem shifting theorem von Gromoll-Meyer unabhängig

von m nach oben beschränkt. Damit und mit einer Abschätzung über das

Wachstum der Folge der Indices der Iterierten einer geschlossenen Geodäti-

schen, die aus dem Resultat von Bott folgt, konnten Gromoll-Meyer 1969

zeigen, dass es für jede Riemannsche Metrik auf einer kompakten Mannigfal-
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tigkeit, für die Folge der Betti-Zahlen des freien Schleifenraums bezüglich ei-

nes Körpers unbeschränkt ist, unendlich viele geschlossene Geodätische gibt.

Vigué-Poirrier/Sullivan zeigten 1976 mit Hilfe des Theorie der minimalen

Modelle, dass für eine kompakte einfach-zusammenhängende Mannigfaltig-

keitM die Folge der rationalen Betti-Zahlen des freien Schleifenraums genau

dann beschränkt ist, falls die rationale Kohomologie-Algebra von M nur von

einem Element erzeugt wird.

Um auch für diese Mannigfaltigkeiten mit einfacher Topologie (zum Bei-

spiel Sphären) Existenzresultate zu erhalten, kann man ein Resultat von

Klingenberg-Takens verwenden. Es besagt, dass es für eine C4-generische Rie-

mannsche Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit entweder eine nicht

hyperbolische geschlossenene Geodätisiche vom Twist-Typ gibt, oder dass

alle geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind. Die Twist-Bedingung ist

eine offene Bedingung an den 3-Jet der Poincaré-Abbildung. Sie erlaubt die

Anwendung eines Resultats von Moser, aus dem die Existenz unendlich vieler

geschlossener Geodätischen in jeder Tubenumgebung der Geodätischen vom

Twist-Typ folgt, deren Längen gegen ∞ streben.

Hingston bewies 1981, dass es auf einer kompakten einfach-zusammenhän-

genden Mannigfaltigkeit vom rationalen Homotopietyp eines kompakten sym-

metrischen Raums vom Rang 1 mit einer Riemannschen Metrik, deren ge-

schlossene Geodätische alle hyperbolisch sind, unendlich viele geschlossene

Geodätische gibt. 1987 zeigt der Autor, dass diese Aussage auch für kom-

pakte einfach-zusammenhängende Mannigfaltigkeiten gilt, deren rationale

Kohomologie-Algebra durch ein Element gerader Ordnung erzeugt wird. Da-

mit folgt aus den oben zitierten Resultaten, dass auf deiner kompakten Man-

nigfaltigkeit mit endlicher Fundamentalgruppe eine C4-generische Riemann-

sche Metrik unendlich viele geschlossene Geodätische hat.

Für kompakte Mannigfaltigkeiten mit nicht-trivialer endlicher Funda-

mentalgruppe konnten Ballmann-Thorbergsson-Ziller 1981 zeigen, dass es

für eine C4-generische Riemannsche Metrik unendlich viele geschlossenen
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Geodätische gibt, Bangert-Klingenberg konnten dies 1983 sogar für eine C4-

offene und dichte Menge von Riemannschen Metriken zeigen. Im Fall der

2-dimensionalen Sphäre erhält man durch Kombination von Resultaten von

Birkhoff und Bangert, dass es für eine C2-offene und dichte Menge von Me-

triken unendlich viele geschlossene Geodätische gibt.

Als ein Hauptergebnis dieser Arbeit wird gezeigt, dass eine C2-generische

Riemannsche Metrik auf einer kompakten einfach-zusammenhängenden Man-

nigfaltigkeit unendlich viele geschlossene Geodätische hat. Diese Existenzaus-

sage folgt allein aus morsetheoretischen Argumenten ohne Zuhilfenahme von

Resultaten aus der Theorie der dynamischen Systeme.

Nun zum Aufbau dieseer Arbeit: Im 2. Kapitel stellen wir Eigenschaften

des Energiefunktionals auf dem freien Schleifenraum zusammen. Die lineari-

sierte Poincaré-Abbildung Pc einer geschlossenen Geodätischen c wird im 3.

Kapitel eingeführt, sie ist eine lineare symplektische Abbildung. Wir studie-

ren die Normalformen solcher Abbildungen.

Im 4. Kapitel beschäftigen wir uns mit der Folge ind(cm),m ≥ 1. Wir

geben Botts Formel an, aus der u. a. folgt, dass der mittlere Index αc =

limm→∞ ind(cm)/m einer geschlossenen Geodätischen existiert. Die Folge

ind(cm)− ind(c) und damit auch die Zahl αc− ind(c) hängt nur von der sym-

plektischen Normalform der Abbildung Pc ab. Dieser Zusammenhang wird

mit Hilfe der Sprungzahlen und der Poincaré-Exponenten λj ∈ [0, 1/2] der

Eigenwerte exp(±2πiλj) vom Betrag 1 von Pc ausgedrückt. Wenn insbeson-

dere die Eigenwerte von Pc einfach sind, dann hängt der mittlere Index einer

nicht-hyperbolischen geschlossenen Geodätischen linear von den Poincaré-

Exponenten ab.

In Kapitel 5 führen wir Eigenschaften von Geodätischen von Finsler-

Metriken auf. Die morsetheoretischen Aussagen dieser Arbeit gelten auch

für Geodätische von Finsler-Metriken. Im Gegensatz zum Riemannschen Fall

gibt es einfach-zusammenhängende Mannigfaltigkeiten, die nur endlich viele

geschlossene Geodätische haben. So gibt es auf S2 eine Familie von nicht-
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symmetrischen, holprigen Finsler-Metriken mit nur zwei geschlossenen Geo-

dätischen. Da für diese Metriken der Index der längeren geschlossenen Geodäti-

schen beliebig groß werden kann, ist es nicht möglich, analog zum Beweis des

Satzes von Lusternik-Schnirelmann zu zeigen, dass für jede Metrik die beiden

subordinierten Homologieklassen der Dimension 1 und 3 an doppelpunktfrei-

en geschlossenen Geodätischen hängenbleiben.

Im 6. Kapitel werden die Morse-Ungleichungen für das Energiefunktio-

nal auf dem Quotienten ΛM/S1 aufgestellt und die S1-kritischen Grup-

pen einer möglicherweise degenerierten geschlossenen Geodätischen berech-

net. 1987 zeigte der Autor, dass es für eine holprige Finsler-Metrik mit

nur endlich vielen geschlossenen Geodätischen auf einer kompakten einfach-

zusammenhängenden Mannigfaltigkeit eine Beziehung zwischen den mittle-

ren Indices und einer topologischen Invarianten von M gibt. Insbesondere

konnte damit gezeigt werden, dass eine dieser Geodätischen nicht-hyperbolisch

ist, falls M gerade Dimension hat. Als ein Hauptergebnis dieser Arbeit wird

im 7. Kapitel gezeigt, dass für jede Finsler-Metrik auf einer kompakten

einfach-zusammenhängenden Mannigfaltigkeit mit nur endlich vielen geschlos-

senen Geodätischen die mittleren Indices algebraisch abhängig sind.

Es ist bisher kein Beispiel einer Riemannschen Mannigfaltigkeit bekannt,

auf der alle geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind. Im 8. Kapitel

zeigen wir, dass die 1988/89 von Donnay und Burns-Gerber angegebenen

Beispiele von Metriken auf S1 mit ergodischem geodätischen Fluß auch Bei-

spiele für Metriken sind, bei denen alle homologisch sichtbaren geschlossenen

Geodätischen hyperbolisch sind, d. h. alle morsetheoretisch relevanten ge-

schlossenen Geodätischen sind hyperbolisch. Ebenso erhält man so Beispie-

le für Metriken auf S2 mit einer Isometrie endlicher Ordnung, für die alle

isometrie-invarianten Geodätischen hyperbolisch sind, sowie Beispiele von

Metriken auf der reell-projektiven Ebene und auf dem 2-Torus, für die alle

nicht-nullhomotopen geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind.
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Eine Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit heißt stark holprig,

wenn die linearisieren Poincaré-Abbildungen der geschlossenen Geodätischen

nur einfache Eigenwerte haben und wenn die Poincaré-Exponenten aller nicht-

hyperbolischen geschlossenen Geodätischen algebraisch unabhängig sind. Aus

den Ergebnissen des 7. Kapitels folgt, dass eine stark holprige Finsler-Metrik

auf einer kompakten einfach-zusammenhängenden Mannigfaltigkeit unend-

lich viele geschlossene Geodätische hat. Mit Hilfe eines lokalen Störungssatzes

von Klingenberg-Takens zeigen wir im 9. Kapitel, dass für 2 ≤ k ≤ ∞ ei-

ne Ck-generische Riemannsche Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit

stark holprig ist. Nach einer Bemerkung von Ziller folgt aus dem Schließungs-

lemma für Hamiltonsche Systeme, dass für eine C2-generische Finsler-Metrik

auf einer kompakten Mannigfaltigkeit die Menge der Anfangsrichtungen ge-

schlossener Geodätischer dicht im Einheitstangentialbündel ist.

Als generelle Referenz für die Theorie der geschlossenen Geodätischen sei

auf Klingenbergs Buch [Kl1] und auf den Übersichtsartikel [Ba] von Bangert

verwiesen; in beiden Quellen findet man ausführliche Literaturverzeichnisse.
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2 Das Energiefunktional auf dem freien Schlei-

fenraum

2.1 Die kritische Punkttheorie des Energiefunktionals

Wir gehen aus von einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit M mit

Riemannscher Metrik g = ⟨., .⟩. Auf dem Raum C∞(S1,M) der C∞–differen-

zierbaren geschlossenen Kurven auf M ist das Energiefunktional

E : C∞(S1,M) → IR , E(c) =
1

2

∫ 1

0
⟨ċ, ċ⟩

definiert. Generelle Referenz für dieses Kapitel ist das 1.Kapitel aus dem Buch

[Kl1] von W.Klingenberg. Nach der 1.Variationsformel gilt für eine Variation

cs : S1 → M, s ∈ (−ϵ, ϵ), ϵ > 0 mit differenzierbaren geschlossenen Kurven

mit c0 = c und dem Variationsvektorfeld V = ∂
∂s
cs(0)

dE(cs)

ds
(0) =

∫ 1

0
⟨∇ċ, V ⟩

wobei ∇ die kovariante Ableitung längs c bezeichnet. Eine differenzierbare

geschlossene Kurve c ist also kritischer Punkt von E genau dann, wenn c

eine geschlossene Geodätische ist. Um Morse–Theorie auf einem Raum ge-

schlossener Kurven mit dem Energiefunktional als Morse–Funktion anwen-

den zu können, ist es notwendig, eine geeignete Vervollständigung des Raums

C∞(S1,M) zu verwenden.

Der freie Schleifenraum ΛM = H1(S1,M) wird wie folgt definiert:

ΛM =
{
c : S1 →M

∣∣∣∣ c ist absolut stetig , ∫ 1

0
⟨ċ, ċ⟩ <∞

}
.

ΛM trägt die Struktur einer differenzierbaren unendlich–dimensionalen Man-

nigfaltigkeit (auchHilbert–Mannigfaltigkeit der geschlossenen Kurven genannt).

Einen Atlas erhält man wie folgt: Sei π : TM →M die kanonische Projektion

des Tangentialbündels TM auf M und sei exp : TM → M die Exponential-

abbildung mit Einschränkung expp : TpM → M für p ∈ M . Dann gibt es
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eine offene Umgebung U des Nullschnitts in TM , so daß die Abbildung

π × exp : U →M ×M,X 7→ (π(X), exp(X))

ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung der Diagonalen in M ×
M ist. Wir wählen eine differenzierbare geschlossene Kurve c : S1 → M

und bezeichnen mit H1(c∗(U)) die H1–Vektorfelder X(t), t ∈ S1 längs c mit

X(t) ∈ U . Mit Hilfe der Exponentialabbildung wird dann eine Karte ψc

definiert durch:

ψc = expc : H
1(c∗(U)) → U(c) := expc(H

1(c∗))) ⊂ ΛM,

wobei (expc ξ)(t) = expc(t) ξ(t). Der Modellraum ist also der separable Hil-

bertraum H1(c∗(TM)) der H1–Vektorfelder längs c. Das differenzierbare

Vektorraumbündel πΛM : H1(S1, TM) → H1(S1,M) kann mit dem Tan-

gentialbündel TΛM → ΛM identifiziert werden. Die Riemannsche Metrik

g = ⟨., .⟩ auf M induziert eine Riemannsche Metrik ⟨., .⟩1 auf ΛM . Wenn

c ∈ ΛM differenzierbar ist und X, Y H1–Vektorfelder längs c sind, dann gilt

⟨X, Y ⟩1 =
∫ 1

0
⟨X(t), Y (t)⟩dt+

∫ 1

0
⟨∇X(t),∇Y (t)⟩dt.

Diese Metrik besitzt eine eindeutige Erweiterung zu einer Riemannschen Me-

trik auf ΛM .

Auf der Gruppe S1 der komplexen Zahlen mit Norm 1, die wir auch mit

der speziellen orthogonalen Gruppe S IO(2) des 2–dimensionalen euklidischen

Raums IR2 bzw. mit der Gruppe IR/ZZ identifizieren können, operiert die

orthogonale Gruppe IO(2) in kanonischer Weise. Wir benutzen die folgenden

Bezeichnungen. Sei S1 = {exp(2πit) ∈ IC; t ∈ [0, 1]} dann ist

(z, w) ∈ S1 × S1 7→ z.w ∈ S1

die Operation von S1 auf S1. IO(2) wird erzeugt durch S1 und das Element(
−1 0
0 1

)
∈ IO(2)
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bzw. θ(z) = z̄, z ∈ S1 ⊂ IC. Es gilt die Vertauschungsrelation zθ = θz−1. So

erhalten wir eine kanonische IO(2)–Operation auf ΛM ,

IO(2)× ΛM → ΛM, (z, c) 7→ z.c

mit z.c(t) = c(z.t). Insbesondere erzeugt also

θ : ΛM → ΛM , θ.c(t) = c(1− t)

eine ZZ2–Aktion auf ΛM . IO(2) operiert also auf ΛM duch lineare Umpara-

metrisierung, d.h. Wahl des Anfangspunkts und evtl. Änderung der Orien-

tierung. Für ein Element w ∈ IO(2) ist die Abbildung

w : ΛM → ΛM, c 7→ w.c

differenzierbar und eine Isometrie bezüglich der Riemannschen Metrik ⟨., .⟩1.
Denn wenn X(t) ein H1–Vektorfeld längs c ist, dann gilt w.X(t) = X(t+w),

d.h. bezüglich der Karten (expc, U(c)) und (expw.c, U(w.c)) ist die Abbildung

w ein linearer Isomorphismus. Aus der Definition von ⟨., .⟩1 folgt, daß w iso-

metrisch ist. Die S1–Aktion auf ΛM ist stetig, aber nicht differenzierbar.

Wenn nämlich e : ΛM → M, e(c) = c(0) die differenzierbare Auswertungs-

abbildung zur Zeit t = 0 ist und c ∈ ΛM eine nicht–differenzierbare Kurve,

dann ist z ∈ S1 7→ e(z.c) = z.c(0) = c(z) nicht differenzierbar.

ΛM mit der Metrik ⟨., .⟩1 ist eine vollständige separable IO(2)–Riemann-

sche Mannigfaltigkeit. Das differenzierbare Energiefunktional E ist IO(2)–

invariant mit der Ableitung

dE(c).X =
∫ 1

0
⟨∇ċ(t), X(t)⟩dt.

Wir setzen für a ≥ 0 ΛaM = {c ∈ ΛM |E(c) ≤ a}. Λ0M ist also gera-

de die Menge der Punktkurven (d.h. der konstanten Abbildungen c(S1) =

{p}, p ∈M), die mit M identifiziert werden kann. Λ0M ist eine differenzier-

bare Untermannigfaltigkeit von ΛM , die InklusionM → Λ0M ⊂ ΛM ist eine
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totalgeodätische isometrische Immersion. Die kritischen Punkte von E sind

die geschlossenen Geodätischen von M und die Punktkurven. Wir werden

immer voraussetzen, daß eine geschlossene Geodätische c positive Energie

E(c) > 0 hat. Geschlossene Geodätische sind differenzierbare Kurven, wenn

c ∈ ΛM eine geschlossene Geodätische ist, dann ist die Bahn IO(2).c eine dif-

ferenzierbare Untermannigfaltigkeit von geschlossenen Geodätischen in ΛM .

Für eine Kurve c ∈ ΛM ist die Isotropieuntergruppe

I(c) = {w ∈ IO(2) |w.c = c}

eine abgeschlossene Untergruppe von IO(2). Die Fixpunktmenge der IO(2)–

Aktion ist genau die Untermannigfaltigkeit Λ0M der Punktkurven. Sei c :

IR → M eine geschlossene Kurve , d.h. c(t + 1) = c(t) für alle t ∈ IR mit

θc = c, d.h. c(t) = c(1 − t) für alle t. Dann ist c(1/2 + t) = c(1/2 − t)

für alle t ∈ IR, weshalb c keine geschlossene Geodätische sein kann. Für

eine geschlossene Geodätische c ist also die Isotropieuntergruppe I(c) eine

abgeschlossene Untergruppe von S1. Wenn I(c) ∼= ZZm = ZZ/mZZ, dann heißt

m = mul(c) die Multiplizität von c, c heißt prim, wenn mul(c) = 1. Zwei

geschlossene Geodätische c1, c2 : S1 → M heißen geometrisch gleich, falls

c1(S
1) = c2(S

1). Auf ΛM ist die Abbildung

m : ΛM → ΛM , cm(t) = c(mt) (1)

definiert. Wenn c eine prime geschlossene Geodätische ist, dann ist S1.cm∪
S1.θcm die Menge der geometrisch gleichen geschlossenen Geodätischen, auch

Turm von c genannt. Eine geschlossene Geodätische heißt einfach, wenn die

Abbildung c : S1 → M injektiv ist. Eine einfache geschlossene Geodätische

ist also insbesondere prim.

Mit Hilfe der Metrik ⟨., .⟩1 ist das Gradientenfeld gradE von E definiert

durch die Gleichung

⟨gradE(c), X⟩1 = dE(c).X ∀X ∈ TcΛM .
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ΛM ist nicht lokal–kompakt, trotzdem kann man Methoden der kritischen

Punkttheorie für Funktionen auf endlich–dimensionalen bzw. kompakten Man-

nigfaltigkeiten anwenden, da (ΛM, ⟨., .⟩1) mit dem Energiefunktional E die

folgende Bedingung erfüllt:

Palais–Smale Bedingung: Wenn (cm) eine Folge in ΛM ist, für die

E(cm) beschränkt ist und limm→∞ ∥gradE(cm)∥1 = 0 gilt, so besitzt (cm) eine

Teilfolge, die gegen einen kritischen Punkt von E konvergiert.

Es folgt unter anderem, daß für ein a > 0 die Menge der geschlossenen

Geodätischen c mit E(c) ≤ a kompakt ist. Der Fluß

Φs : ΛM → ΛM ,
dΦs

ds
(c)|s=t = −gradE(Φtc)

zum negativen Gradientenfeld von E ist für alle s ≥ 0 erklärt. Wenn c ∈ ΛM ,

dann ist lims→∞(Φsc) ein kritischer Punkt von E, d.h. eine Punktkurve oder

eine geschlossene Geodätische.

Die Hessesche d2E(c) von E in einem kritischen Punkt ist gegeben durch:

d2E(c)(X, Y ) =
∫ 1

0
{⟨∇X,∇Y ⟩(t)− ⟨R(X, ċ)ċ, Y ⟩(t)} dt . (2)

Dabei ist R der Riemannsche Krümmungstensor. Wenn Ac der zugehörige

selbstadjungierte Operator ist, d.h.

⟨AcX, Y ⟩1 = d2E(c)(X, Y ) ∀X, Y ∈ TcΛM

dann ist Ac − id ein kompakter Operator. Deshalb hat Ac entweder endlich

viele Eigenwerte oder die Eigenwerte bilden eine abzählbare Folge mit 1 als

einzigem Häufungspunkt. Wir bezeichnen mit

TcΛM = T+
c ΛM + T 0

c ΛM + T−
c ΛM (3)

die orthogonale Zerlegung von TcΛM in die Unterräume, die von den Eigen-

vektoren von Ac zu Eigenwerten λ mit λ > 0, λ = 0 und λ < 0 aufgespannt
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werden. Da Ac konjugiert ist zu Az.c für z ∈ IO(2) mit Tz : TcΛM → Tz.cΛM

ist die Zerlegung ( 3) von TcΛM IO(2)–äquivariant. Die Eigenvektoren von

Ac zum Eigenwert λ sind die periodischen Lösungen der folgenden linearen

Differentialgleichung 2.Ordnung

(λ− 1)(∇2 − 1)X − (⟨R(X, ċ)ċ, X⟩+ 1)X = 0 , (4)

sie sind deshalb differenzierbar.

Dann sind die Zahlen dimT−
c ΛM, dimT 0

c ΛM endlich, und wir nennen

ind(c) := dimT−
c ΛM

den Index und

null(c) := dimT 0
c ΛM − 1

die Nullität der geschlossenen Geodätischen c. Die Nullität und der Index

sind konstant längs IO(2)–Bahnen. Aus der Formel ( 2) folgt, daß T 0
c ΛM

identifiziert werden kann mit dem Raum der periodischen normalen (d.h. zu

ċ orthogonalen) Jacobifeldern längs c, deshalb gilt also null(c) ≤ 2n − 2,

wobei n = dim(M).

Eine zusammenhängende S1–Untermannigfaltigkeit B (ohne Rand) von

ΛM , die aus kritischen Punkten von E besteht und für die E(B) = {a}
für ein a ∈ IR gilt, heißt kritische Untermannigfaltigkeit. Wenn der Index

und die Nullität auf einer kritischen Untermannigfaltigkeit konstant sind

und wenn null(c) = dim(B) − 1, dann heißt B nicht–degenerierte kritische

Untermannigfaltigkeit. Diese Definition geht auf Bott zurück [Bo1]. Die Un-

termannigfaltigkeit Λ0M der Punktkurven ist eine nicht–degenerierte kri-

tische Untermannigfaltigkeit. Da Isometrien der Mannigfaltigkeit auch auf

ΛM und insbesondere auf der Menge Cr(ΛM) := {c ∈ ΛM | dE(c) = 0} der

kritischen Punkte operieren, treten kritische Untermannigfaltigkeiten mit Di-

mension > 1 in symmetrischen Beispielen auf. So ist das Energiefunktional

E auf einem (global) symmetrischen kompakten Raum nach W.Ziller [Zi1]
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eine Morsefunktion, d.h. Cr(ΛM) ist die disjunkte Vereinigung von nicht–

degenerierten kritischen Untermannigfaltigkeiten.

Eine geschlossene Geodätische c heißt nicht–degeneriert, falls die kriti-

sche Bahn S1.c eine nicht–degenerierte kritische Untermannigfaltigkeit ist,

d.h. wenn null(c) = 0. Die Metrik g heißt holprig (englisch bumpy) falls al-

le geschlossenen Geodätischen nicht–degeneriert sind. In diesem Fall besteht

die kritische Menge Cr(ΛM) also aus nicht–degenerierten kritischen Unter-

mannigfaltigkeiten diffeomorph zu S1.

Eine C2–generische Metrik ist holprig, dies ist die Aussage des bumpy

metric theorem, auf das wir noch genauer in Kapitel 9 eingehen.

2.2 Das Energiefunktional auf dem Schleifenraum

In diesem Abschnitt werden wir den Ω–Index einer geschlossenen Geodäti-

schen einführen und den Zusammenhang zur Anzahl konjugierter Punkte

angeben.

Für einen Punkt p ∈M heißt

ΩpM = {c ∈ ΛM | c(0) = p}

der Schleifenraum mit Basispunkt p ∈ M . ΩpM ist eine Untermannigfaltig-

keit von ΛM . Der Tangentialraum TcΩpM an eine Schleife c : ([0, 1], {0, 1}) →
(M, p) kann identifiziert werden mit den H1–Vektorfeldern X längs c mit

X(0) = X(1) = 0, d.h. ΩpM hat als Untermannigfaltigkeit von ΛM Kodi-

mension n. Die Einschränkung

EΩ : ΩpM → IR

des Energiefunktionals erfüllt wiederum die Palais–Smale Bedingung (im Un-

terschied zu ΛM auch für vollständige, nicht–kompakte Riemannsche Man-

nigfaltigkeiten). Die kritischen Punkte von EΩ mit EΩ > 0 sind die geodäti-

schen Schleifen c : [0, 1] → M , für die im Unterschied zu geschlossenen
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Geodätischen i.a. ċ(0) ̸= ċ(1) gilt. Wir bezeichenen mit indΩ(c) bzw. nullΩ(c)

den Index bzw. die Nullität der Hesseschen d2EΩ(c). nullΩ(c) ist die Dimen-

sion des Raums der Jacobifelder Y (t) längs c(t), für die Y (0) = Y (1) = 0.

Also gilt nullΩ(c) ≤ n− 1, n = dimM. Da TcΩpM ein Unterraum von TcΛM

ist, gilt indΩ(c) ≤ ind(c). Sei n(t) die Dimension des Raums der normalen

Jacobifelder Y längs c mit Y (0) = Y (t) = 0. Falls n(t) ≥ 1, so heißt n(t)

auch die Multiplizität des zu p = c(0) konjugierten Punktes c(t) längs c|[0, t].
Dann besagt der Indexsatz für geodätische Segmente von Morse, daß

nullΩ(c) = n(1) , indΩ(c) =
∑

0<t<1

n(t). (5)

2.3 Die äquivariante Topologie des freien Schleifen-
raums und des Raums der stetigen bzw. differen-
zierbaren geschlossenen Kurven

Entscheidend für die kritische Punkttheorie auf ΛM ist die Tatsache, daß

der IO(2)–Homotopietyp von ΛM nicht von der gewählten Metrik, sondern

nur vom Homotopietyp von M abhängt. Wenn nämlich f : M1 → M2 eine

Homotopieäquivalenz ist, so gibt es eine homotope differenzierbare Homo-

topieäquivalenz F : M1 → M2. Die induzierte Abbildung ΛF : ΛM1 →
ΛM2,ΛF (c) = F ◦ c ist dann eine (differenzierbare) IO(2)–Homotopieäqui-

valenz. Sei C0(S1,M) der Raum der geschlossenen stetigen Kurven mit der

Supremumnorm und sei C∞(S1,M) der Raum der C∞–differenzierbaren ge-

schlossenen Kurven mit der C∞–Topologie. Dann sind die Inklusionen

C∞(S1,M)
i−→ ΛM

j−→ C0(S1,M)

stetig. Nach einem Theorem von R.Palais [Pa] sind die Inklusionen i und

j Homotopieäquivalenzen. Da auch die Räume C∞(S1,M) und C0(S1,M)

eine stetige IO(2)–Aktion besitzen, bezüglich derer die Inklusionen äquivariant

sind, möchte man auch die äquivarianten Topologien bzw. die Topologien der

entsprechenden Quotienten vergleichen.
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Sei G eine kompakte Liegruppe, dann ist das klassifizierende Bündel

EG → BG erklärt. Dies ist ein bis auf Bündelisomorphie eindeutiges G–

Hauptfaserbündel mit zusammenziehbarem Totalraum EG. Dann ist für einen

topologischen Raum X, auf dem die Gruppe G (nicht notwendig frei) ope-

riert, der Homotopiequotient XG wie folgt erklärt: Auf X ×EG operiert die

Gruppe G frei durch

((x, e), g) ∈ X × EG×G 7→ (g.x, g.e) ∈ X × EG .

Dann ist der QuotientXG = X×GEG = (X×EG)/G derG–Homotopiequoti-

ent.XG dient dann oft als Ersatz für den QuotientenX/G, der i.a. schwieriger

zu handhaben ist, falls G nicht frei operiert.

So führte Morse die circular connectivities der Sphäre ein als die Betti-

zahlen bi(ΛS
n/IO(2); ZZ2) des Quotientenraums ΛSn/IO(2). Seine Berechnung

ist aber nicht korrekt, da diese Aktion nicht frei ist. Diese Betti–Zahlen sind

bisher trotz einiger Versuche noch nicht bestimmt worden.

Dagegen konnte Hingston in [Hi1] die ZZ2–Betti–Zahlen bi(ΛS
n
IO(2); ZZ2)

des IO(2)–Homotopiequotienten berechnen. In [Hi2] gibt Hingston aufbauend

auf einer Arbeit von Carlsson und Cohen [CC] ein äquivariantes Modell für

ΛSn an, das die Berechnung der äquivarianten Kohomologie HG(ΛS
n) =

H(ΛSn
G) für G = S1 und G = IO(2) erlaubt. Doch zurück zum Vergleich der

äquivarianten Topologien von C∞(S1,M),ΛM und C0(S1,M).

Theorem 2.1 (Hingston [Hi1] 3.2) Sei X = C∞(S1,M) oder ΛM , Y =

C0(S1,M) , sei XH bzw. Y H die Fixpunktmenge von X bzw. Y bezüglich

einer abgeschlossenen normalen Untergruppe H von IO(2) und sei G eine

abgeschlossene Untergruppe von IO(2). Dann induziert die Inklusion i : X →
Y eine schwache Homotopieäquivalenz

iG : (XG, X
H
G ) → (YG, Y

H
G ).

Daraus folgt, daß die rationalen Betti–Zahlen der Quotientenräume ΛM/H,

C0(S1,M)/H und C∞(S1,M)/H übereinstimmen.
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3 Die linearisierte Poincaré–Abbildung geschlos-

sener Geodätischer

3.1 Normalformen symplektischer linearer Abbildun-
gen

Für eine geschlossenen Geodätische c : IR → M , mit c(t + 1) = c(t) für

alle t ∈ IR kann man die linearisierte Poincaré–Abbildung Pc wie folgt de-

finieren: Sei p = c(0) und E das orthogonale Komplement in TpM zu dem

1–dimensionalen Unterraum IRċ. Dann setzen wir

Pc : E ⊕ E → E ⊕ E , Pc(X, Y ) = (J(1),∇J(1))

wobei J das durch die Anfangsbedingungen J(0) = X,∇J(0) = Y eindeutig

bestimmte Jacobifeld längs c ist. Hierbei ist ∇ die kovariante Ableitung längs

c. Auf E ⊕ E haben wir die kanonische symplektische Struktur

ω((X1, X2), (Y1, Y2)) = ⟨X1, Y2⟩ − ⟨X2, Y1⟩,

die Pc erhält. Für Jacobifelder J1, J2 gilt nämlich

d

dt
(⟨J1,∇J2⟩ − ⟨J2,∇J1⟩) = ⟨J1,∇2J2⟩ − ⟨J2,∇2J1⟩

= ⟨J1, R(J2, ċ)ċ⟩+ ⟨J2, R(J1, ċ)ċ⟩ = 0

Dabei ist R der Riemannsche Krümmungstensor von M . Nach Wahl einer

Orthonormalbasis von E erhalten wir also ein Element in der symplektischen

Gruppe Sp(n − 1) der linearen Abbildungen von IRn−1 ⊕ IRn−1, die die ka-

nonische symplektische 2–Form ω erhalten. Die symplektische Matrix Pc ist

dann bis auf Konjugation in Sp(n − 1) wohldefiniert , d.h. unabhängig von

der Wahl des Punktes p und von der Wahl der Basis für E.

Wir werden nun Normalformen für symplektische lineare Abbildungen

definieren. Zwei Elemente aus Sp(n) sollen konjugiert in Sp(n) sein genau

18



dann, wenn ihre Normalformen übereinstimmen. Normalformen für sym-

plektische Abbildungen wurden von verschiedenen Autoren in der Literatur

diskutiert, u.a. von Klingenberg in [Kl2], Cushman und Duistermaat in [CD];

wir richten uns in der Notation nach Ballmann–Thorbergsson–Ziller [BTZ1]

, S.220–223.

Gegeben sei also ein endlich–dimensionaler reeller Vektorraum E mit der

symplektischen Form ω. Ein linearer Endomorphismus P von E heißt sym-

plektisch, falls er ω erhält. EIC ist die Komplexifizierung von E, ω induziert

eine nicht–degenerierte Hermitesche Form ωh auf EIC:

ωh(X1 + iY1, X2 + iY2) = ω(X1, Y2)− ω(Y1, X2) + i (ω(X1, X2) + ω(Y1, Y2)) .

Die Form ωh ist invariant unter der kanonischen linearen Erweiterung von P

auf EIC, die wiederum mit P bezeichnet wird. Für einen Eigenwert z ∈ IC sei

V (z) = kerNk
z der verallgemeinerte Eigenraum, wobei Nz = Pz−1 − id, k =

dimEIC. Mit z ∈ IC sind auch z−1, z̄ und z̄−1 Eigenwerte von P . Wenn Spec(P )

die Eigenwerte von P sind, dann ist

EIC =
⊕

z∈Spec , |z|=1

V (z)⊕
⊕

z∈Spec , |z|>1

(
V (z)⊕ V (z−1)

)
eine Zerlegung vonEIC in P–invariante paarweise orthogonale nicht–degenerier-

te Unterräume. Mit J(z,m),m ∈ ZZ+ bezeichnen wir einen P–invarianten,

nicht–degenerierten Unterraum vonEIC, der einen VektorX ∈ J(z,m) enthält,

so daß Nm
z (X) = 0 , ωh(N

m−1
z (X), X) = 0 und X,Nz(X), . . . , Nm−1

z (X) ei-

ne Basis von J(z,m) ist. Dann läßt sich für |z| = 1 V (z) zerlegen in paarweise

orthogonale nicht–degenerierte P–invariante Unterräume

V (z) =
j(z)⊕
j=1

J(z,mj)

bzw. für |z| > 1

V (z) =
j(z)⊕
j=1

(
J(z,mj)⊕ J(z̄−1,mj)

)
.
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Nun kann man auch korrespondierende reelle Jordanblöcke definieren. Je-

der dieser reellen Jordanblöcke JIR(z,mj) ist dann ein minimaler P–invarianter

nicht–degenerierter Unterraum von E. Zu einem Jordanblock J(z,mj) bzw.

JIR(z,mj) gibt es eine weitere symplektische Invariante, das Vorzeichen, σj ∈
{0,±1} und der entsprechende Raum wird mit J(z,mj, σj) bzw. JIR(z,mj, σj)

bezeichnet. Falls |z| > 1 setzen wir σj = 0. Dabei ist das Vorzeichen von

J(z,mj) von Null verschieden , falls |z| = 1. Wenn |z| = 1 und mj = 2l − 1,

dann wird das Vorzeichen σj ∈ {±1} definiert durch−σjωh(N
l−1
z X,N l−1

z X) >

0, wobei N
mj−1
z X ̸= 0. Wenn |z| = 1 und mj = 2l, dann ist σj ∈ {±1} de-

finiert durch iσjωh(N
l
zX,N

l−1
z X) > 0, wobei N

mj−1
z X ̸= 0. Das Vorzeichen

von JIR(z,mj) ist gleich dem Vorzeichen von J(z,mj) sofern Imz > 0. Falls

z = ±1 , so erhält JIR(z,mj) das Vorzeichen von J(z,mj), wenn mj gerade

ist und das Vorzeichen 0, falls mj ungerade ist. So erhält man eine Zerlegung

von E

E =
⊕

Imz≥0 , |z|≥1

j(z)⊕
j=1

JIR(z,mj, σj)

in paarweise orthogonale, minimale P–invariante nicht–degenerierte Unter-

räume. Die Folge (z,mj, σj), z ∈ SpecP, |z| ≥ 1, Imz ≥ 0 bestimmt bis auf

Reihenfolge eindeutig die Konjugationsklasse von P in der Gruppe der sym-

plektischen linearen Abbildungen von E.

Beispiel 3.1 [BTZ1, S.222–223] e1, . . . , en, f1, . . . , fn heißt symplektische Ba-

sis, falls ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0 und ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = δij.

a) Wir führen die 2–dimensionalen Jordanblöcke JIR(z,m, σ) auf und die
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Gestalt von P |JIR(z,m, σ) bzgl. einer symplektischen Basis.

|z| > 1, Imz = 0 P |JIR(z, 1, 0) =

(
z 0
0 z−1

)

z = ±1 P |JIR(z, 1, 0) =

(
z 0
0 z

)

P |JIR(z, 2, σ) = z

(
1 0
σ 1

)
, σ{±1}

z = exp(iϕ), 0 < ϕ < π P |JIR(z, 1, σ) =

(
cosϕ −σ sinϕ
σ sinϕ cosϕ

)
,

σ ∈ {±1}.

b) Eine symplektische Abbildung P heißt stabil, falls {P nX |n ∈ ZZ+}
beschränkt ist für alle X ∈ E. Aus der Normalform folgt dann, daß P stabil

ist dann und nur dann, wenn alle Eigenwerte z auf dem Einheitskreis liegen

und wenn mj = 1 für alle j, d.h. P spaltet in 2–dimensionale Rotationen.

3.2 Die Konkavität einer geschlossenen Geodätischen

Auf TcΛM bzw. TcΩM ist die Hessesche H = d2E(c) gegeben durch die

Gleichung ( 2) . Wir wählen Punkte 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1, so daß es

kein Paar konjugierter Punkte in [ti, ti+1] gibt. Wir setzen

V = {X ∈ TcΛM |X|[ti, ti+1] ist ein Jacobifeld }

V1 = {X ∈ TcΛM |X(ti) = 0, i = 0, . . . , k − 1}

Sei T⊥
c ΛM = {x ∈ TcΛM | ⟨X, ċ⟩ = 0}, sei Dc der Raum der stetigen Vektor-

felder längs c, die C∞–differenzierbar sind auf den Intervallen [ti, ti+1] und

orthogonal sind zu ċ, und sei für X ∈ Dc:

∇X(ti±) := lim
t→∞ ,±(t−ti)>0

∇X(t)

Dann gilt für X, Y ∈ Dc:

H(X, Y ) =
∫ 1

0
{⟨∇X,∇Y ⟩ − ⟨R(X, ċ)ċ, Y ⟩}dt
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= −
∫ 1

0
⟨∇2X +R(X, ċ)ċ, Y ⟩dt+

k−1∑
i=1

⟨∇X(ti−)−∇X(ti+), Y (ti)⟩

+⟨∇X(1−), Y (1)⟩ − ⟨∇X(0+), Y (0)⟩. (6)

Also sind V und V1 ∩ Dc orthogonal bzgl. H und somit auch V und W =

V1 ∩Dc ⊂ TcΛM . Also ist TcΛM die direkte orthogonale Summe V ⊕ W ,

denn für Xi ∈ Tc(ti)M , Xi+1 ∈ Tc(ti+1)M gibt es genau ein Jacobifeld Y

längs c|[ti, ti+1] mit Y (ti) = Xi, Y (ti+1) = Xi+1. H ist positiv definit auf V1,

da kein Punkt t ∈ (ti, ti+1] konjugiert ist zu c(ti) längs c|[ti, ti+1]. Sei nun

indH der Index der quadratischen Form H auf dem Vektorraum E (d.h. die

maximale Dimension eines Unterraums, auf dem H negativ definit ist) bzw.

nullH die Nullität der quadratischen Form H (d.h. die Dimension des Raums

{X ∈ E |H(X, Y ) = 0 ∀Y ∈ E}). Es gilt also

indH|V = indH = ind(c) , nullH|V = nullH = null(c) .

Dies zeigt also auch, daß der Index einer geschlossenen Geodätischen endlich

ist, da V endlich–dimensional ist.

Den Zusammenhang zwischen ind(c) und indΩ(c) kann man durch die

Konkavitätsform H̃ beschreiben. Sei P = Pc die linearisierte Poincaré–Abbildung

P : E ⊕ E → E ⊕ E und sei ω die symplektische Form. Dann setzen wir

H̃(X, Y ) := −ω((P − id)X, Y )

auf dem Unterraum (P − id)−1({0} ⊕ E). Es gilt das folgende Indextheorem

für geschlossene Geodätische von Morse [Mo2], [BTZ1, S.219] :

ind(c) = indΩ(c) + (ind + dimker)H̃ − null(c).

Da

null(c) = dim{Y ∈ T⊥
c ΛM |Y Jacobifeld mit

(Y (0),∇Y (0)) = (Y (1),∇Y (1))}

= dimker(Pc − id)
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und da

dim(Pc − id)−1({0} ⊕ E) ≤ n− 1 + dimker(Pc − id)

gilt für die Konkavität:

con(c) = ind(c)− indΩ(c)

der geschlossenen Geodätischen c:

0 ≤ con(c) ≤ n− 1.

Dabei ist zu beachten, daß indΩ(c) und somit auch con(c) i.a. vom gewählten

Anfangspunkt p = c(0) abhängen, während ind(c) konstant ist auf der Bahn

S1.c.
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4 Der Index der Iterierten einer geschlosse-

nen Geodätischen

4.1 Die Formel von Bott

Für die Morse–Theorie des Energiefunktionals E auf dem freien Schleifen-

raum ΛM spielt die Folge (ind(cm))m≥1 der Indices der Iterierten einer ge-

schlossenen Geodätischen c eine wichtige Rolle.

Sei TcΛM IC die Komplexifizierung des Vektorraums TcΛM derH1–Vektor-

felder längs c und sei ⟨., .⟩1 auch die Erweiterung auf TcΛM IC zu einer hermi-

teschen Form. Für z ∈ IC, |z| = 1 definieren wir den Unterraum

T z
c ΛM := {X ∈ TcΛM IC |X(1) = zX(0)}.

Sei H(z) die z–Indexform

H(z)(X, Y ) =
∫ 1

0
{⟨∇X,∇Y ⟩ − ⟨R(X, ċ)ċ, Y ⟩} dt

definiert auf T z
c ΛM × T z

c ΛM . Dabei bezeichnen wir mit ⟨., .⟩ auch die Er-

weiterung zu einer Hermiteschen Form und mit R die Erweiterung des Rie-

mannschen Krümmungstensors zu einem komplex–linearen Tensor auf TMIC.

Dann beweist man, daß der korrespondierende selbstadjungierte Operator Az
c

wieder von der Form Identität + kompakter Operator ist. Deshalb sind dann

wieder der z–Index Ic(z) und die z–Nullität Nc(z) endlich. Ic(z) ist also die

Summe der Dimensionen der Eigenräume von Az
c zu negativen Eigenwerten

und Nc(z) = dimkerAz
c , falls z ̸= 1 und null(c) = Nc(1) = dimkerA1

c − 1.

Damit können wir den Satz über den Index der Iterierten einer geschlossenen

Geodätischen wie folgt formulieren:

Theorem 4.1 (Bott [Bo2, thm. A,C]) Sei c eine geschlossene Geodätische

auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und seien Ic, Nc : S1 = {z ∈
IC||z| = 1} → IN0 der z–Index bzw. die z–Nullität und Pc die linearisierte

Poincaré–Abbildung von c. Dann gilt:
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a)

ind(cm) =
∑
zm=1

Ic(z) , null(cm) =
∑
zm=1

Nc(z)

b)

Nc(z) = dimker(Pc − zid)

c) Ic ist konstant in einer Umgebung von Punkten z mit Nc(z) = 0. Für

die Sprungzahlen

S±
c (z); = lim

ϕ→±0
Ic(z exp(iϕ))− Ic(z)

von Ic gilt

0 ≤ S±
c (z) ≤ Nc(z)

d)

Ic(z) = Ic(z̄), Nc(z) = Nc(z̄)

Zum Beweis benutzen wir das folgende Lemma. Dazu zunächst folgende Ver-

einbarung. Sei c : IR →M eine geschlossene Geodätische, d.h. c(t+1) = c(t)

für alle t ∈ IR. Sei X ∈ T z
c ΛM d.h. X(t) ∈ Tc(t)M für 0 ≤ t ≤ 1 und X(1) =

zX(0). Wir identifizieren X mit dem längs c auf IR fortgesetzten Vektorfeld

X(t) ∈ Tc(t)M, t ∈ IR mit X(t + 1) = zX(t) für alle t ∈ IR. Ein Vektorfeld

X ∈ TcmΛM identifizieren wir mit einem Vektorfeld X(t) ∈ Tc(t)M , t ∈ IR

längs c mit X(t+m) = X(t) für alle t ∈ IR.

Lemma 4.2 [Kl2, 4.1] Sei z = exp(2πi/m). Dann ist die Abbildung

j :
m⊕
l=1

T zl

c ΛM → TcmΛM , j(X1, . . . , Xm)(t) =
m∑
l=1

zlXl(t)

ein linearer Isomorphismus mit Inversem

i(X) = (X1, . . . , Xm) , Xl(t) =
1

m

m∑
j=1

z−ljX(t+ j − 1).
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Beweis. Wenn Xl ∈ TcΛM , dann ist Xl(t + 1) = zlXl(t), daraus folgt

X(t+m) = X(t), d.h. j ist wohldefiniert. Umgekehrt folgt aus X(t+m) =

X(t):

Xl(t+ 1) =
1

m

m∑
j=1

z−ljX(t+ j) =
1

m
zl

m∑
j=1

z−l(j+1)X(t+ j)

=
1

m

m−1∑
j=0

z−l(j+1)X(t+ j) +
1

m
zlz−l(m+1)X(t+m)

− 1

m
zlz−lX(t) = zl

1

m

m∑
j=1

z−ljX(t+ j − 1) = zlXl(t),

d.h. auch i ist wohldefiniert. j ist ein Isomorphismus, da wegen
∑m

l=1 z
l(1−j) =

mδj1 für m > 1 gilt:

j ◦ i(X)(t) =
1

m

m∑
l,j=1

zl−ljX(t+ j − 1) = X(t).

Beweis des Theorems. X, Y ∈ TcmΛM, i(X) = (X1, . . . , Xm), i(Y ) =

(Y1, . . . , Ym), dann gilt X(t) =
∑m

k=1 z
kXk(t), Y (t) =

∑m
k=1 z

kYk(t) und

Xk(t+ j) = zjkX(t), Yk(t+ j) = zjkY (t) und somit auch ⟨Xk, Yl⟩(t+ 1) =

⟨zkXk(t), zlYl(t)⟩ = zk−l⟨Xk, Yl⟩. Deshalb gilt:

Hcm(1)(X, Y ) =
∑
k,l

zk−l
∫ m

0
{⟨∇Xk,∇Yl⟩ − ⟨R(Xk, ċ)ċ, Yl⟩} dt

=
∑
k,l

(
zk−l + z2(k−l) + . . .+ zm(k−l)

)
·
∫ 1

0
{⟨∇Xk,∇Yl⟩ − ⟨R(Xk, ċ)ċ, Yl⟩} dt

= m
m∑
k=1

Hc(z
k)(Xk, Yk)

Also kann die quadratische Form Hc(1) auf TcmΛM mit der direkten Summe
1
m

⊕m
k=1Hc(z

k) der quadratischen Formen mittels des Isomorphismus j aus

dem Lemma identifiziert werden, d.h. insbesondere gilt a).
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b) Wenn X ∈ T z
c ΛM und Hc(z)(X, Y ) = 0 ∀Y ∈ T z

c ΛM , dann ist X ein

komplexes Jacobifeld längs c mit X(1) = zX(0) und ∇X(1) = z∇X(0). Für

ein differenzierbares Vektorfeld Y ∈ TcΛM gilt nämlich nach Gleichung ( 6):

H(z)(X, Y ) = ⟨∇X(1−), Y (1)⟩ − ⟨∇X(0+), Y (0)⟩

= ⟨z̄∇X(1−)−∇X(0+), Y (0)⟩.

Also ist H(z)(X, Y ) = 0 ∀Y ∈ T z
c ΛM nur, wenn ∇X(1) = z∇X(0). Dann

gilt also

Pc(X(0),∇X(0)) = (X(1),∇X(1)) = z(X(0),∇X(0))

d.h. (X(0),∇X(0)) ∈ ker(Pc − id). Ungekehrt gilt für jedes Jacobifeld X

längs c mit (X(1),∇X(1)) = z(X(0),∇X(0)) : Hc(z)(X, Y ) = 0 für alle

Y ∈ T z
c ΛM .

c) Wir wählen wieder eine Partition 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1 des

Einheitsintervalls, so daß es auf c|[ti, ti+1] kein Paar konjugierter Punkte gibt.

Sei J der Vektorraum der stetigen Vektorfelder X längs c, so daß X|[ti +
l, ti+1 + l] ein Jacobifeld ist für alle i = 0, . . . , k − 1; l ∈ ZZ+ mit ⟨X, ċ⟩ = 0 .

JIC sei die Komplexifizierung von J . Für z ∈ IC sei

J(z) := {X ∈ JIC |X(t+ 1) = zX(t)∀t ∈ IR} .

J(z) ist ein endlich–dimensionaler Unterraum von TcΛM und wie in Ab-

schnitt 3.2 sieht man sofort, daß indH(z)|J(z) = indH(z) = I(z). Also

definiert z 7→ H̃(z) = H(z)|J(z) eine stetige Kurve in den Hermiteschen

Formen des endlich–dimensionalen Vektorraums J(z), d.h. die Eigenwerte

der bzgl. ⟨., .⟩ selbstadjungierten Endomorphismen A(z) mit ⟨A(z)X, Y ⟩ =

H(z)(X, Y ) , X, Y ∈ J(z) variieren auch stetig. Also kann sich die Anzahl

der negativen Eigenwerte nur in Punkten z ändern, für die 0 ein Eigenwert

ist, und sie kann sich höchstens um die Multiplizität des Eigenwertes 0 in

diesem Punkt ändern.

d) ergibt sich aus H(z)(X̄, Ȳ ) = H(z̄)(X, Y ) 2
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4.2 Sprungzahlen, der mittlere Index und die Poin-
caré–Exponenten

Bott beweist in [Bo2, thm.C] auch, daß die Sprungzahlen S±(z) nur abhängen

von der Konjugationsklasse der linearisierten Poincaré–Abbildung Pc in der

symplektischen Gruppe Sp(n− 1), d.h. nur von der symplektischen Normal-

form von Pc. Wie diese Abhängigkeit von der in Abschnitt 3.1 beschriebenen

Normalform explizit beschrieben werden kann, wurde u.a. von Klingenberg

in [Kl2] und Ballmann–Thorbergsson–Ziller in [BTZ1] gezeigt:

Theorem 4.3 [BTZ1, 2.13] Die linearisierte Poincaré–Abbildung Pc der

geschlossenen Geodätischen c habe die Normalform

⊕
z

j(z)⊕
j=1

JIR(z,mj, σj) .

Sei z ein Eigenwert von Pc , d.h. Nc(z) ist positiv, dann gilt für die Sprung-

zahlen für z ̸= ±1

S+(z) = # {JIR(z,m, σ) |m ≡ 0 (mod 2), σ = +1

oder m ≡ 1 (mod 2), σ = +1}

S−(z) = # {JIR(z,m, σ) |m ≡ 0 (mod 2), σ = +1

oder m ≡ 1 (mod 2), σ = −1}

und

S+(±1) = S−(±1) = # {JIR(±1,m, σ) | m ≡ 0 (mod 2), σ = +1

oder m ≡ 1 (mod 2), σ = 0} .

Die Differenz ind(cm) − mind(c) ist bestimmt durch die symplektische

Normalform von Pc, denn:

ind(cm)−mind(c) =
∑
zm=1

(I(z)− I(1))
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und

I(exp 2πil/m)− I(1) =

S+(1) +

 ∑
0<r<l/m

S+(exp(2πir))− S−(exp(2πir))

 − S−(exp(2πil/m)).

Seien zj = exp(2πiλj) , 1 ≤ j ≤ l − 1 , l ≤ n , 0 ≤ λj ≤ 1/2 die Eigenwerte

von Pc mit |z| = 1, Imz > 0 und 0 = λ0 ≤ λ1 < λ2 < . . . < λl−1 ≤ λl = 1/2.

Die Zahlen λ1, . . . , λl−1 nennen wir die Poincaré–Exponenten von Pc bzw. von

c. Sei Ij = I(exp(2πiλ)) für λ ∈ (λj−1, λj), 0 < j ≤ l und I1 = I2 falls λ1 = 0

sowie Il = Il−1 falls λl−1 = 1/2. Aus der Definition des Riemann–Integrals

erhält man das

Korollar 4.4 [Bo2, cor.1] Der mittlere Index

αc = lim
m→∞

ind(cm)

m

existiert und es gilt

αc =
∫ 1

0
I(exp(2πit))dt = 2

l∑
j=1

Ij(λj − λj−1)

Wenn αc = 0, dann ist ind(cm) = 0 für alle m ≥ 1.

Zu einer symplektischen Abbildung Pc mit Sprungzahlen S±(z) definieren

wir die totale Sprungzahl

S := S+(1) + S−(−1) +
∑

|z|=1 , Imz>0

{
S+(z) + S−(z)

}
.

Wenn V (z) := ker((Pc − id)n−1) der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigen-

wert z ist, dann definieren wir

Vco :=
⊕

|z|=1 , Imz≥0

V (z) , Vnc :=
⊕
|z|>1

V (z)⊕ V (z̄−1) .
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EIC = Vnc⊕Vco ist eine Zerlegung von EIC in P–invariante, nicht–degenerierte

ω–orthogonale Unterräume.

Falls Vco = 0 ist, d.h. falls kein Eigenwert von Pc auf dem Einheitskreis

liegt , so heißt Pc bzw. die geschlossene Geodätische c hyperbolisch. Dann

ist also Nc(z) = 0 für alle z ∈ S1, d.h. es gilt null(cm) = 0 für alle m ≥ 1

und I : S1 → IN0 ist konstant, d.h. die totale Sprungzahl S = 0. Für eine

hyperbolische geschlossene Geodätische gilt also

ind(cm) = m ind(c)

für alle m ≥ 1, d.h. für den mittleren Index erhalten wir αc = ind(c). Allge-

mein sei Lc := 1/2 dimVco. Wir erhalten das

Lemma 4.5 Für die totale Sprungzahl S einer symplektischen Abbildung gilt

S ≤ L :=
1

2
dimVco.

Beweis. Es genügt den Fall E = JIR(z,m, σ) für |z| = 1 zu behandeln. Sei

Imz > 0, dann gilt für m = 1 nach Theorem 4.3 S+(z) + S−(z) = 1 und für

m ≥ 2 gilt S+(z) + S−(z) ≤ 2. Falls z = ±1, dann gilt S+(z) = S−(z) ≤
1 ≤ m. Da dim JIR(z,m, σ) ≥ 2m, falls |z| = 1, Imz > 0 oder z = ±1,m ≡ 1

(mod 2) sowie dim JIR(z,m, σ) = m, falls z = ±1,m ≡ 0 (mod 2), so gilt

für |z| = 1, Imz > 0:

S+(z) + S−(z) ≤ 1

2
dim JIR(z,m, σ)

und für z = ±1:

S+(z) = S−(z) ≤ 1

2
dim JIR(z,m, σ).

Daraus ergibt sich dann die Behauptung auch im allgemeinen Fall 2

Damit können wir nun eine Abschätzung für die Differenz ind(cm)−mαc

geben:
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Theorem 4.6 [Ra1, 1.4] Sei c eine geschlossene Geodätische auf M mit

dim(M) = n. Sei Pc die linearisierte Poincaré Abbildung, Sc die totale

Sprungzahl und 2Lc die Dimension des maximalen Unterraums Vco von E,

auf dem Pc kompakt ist. Wenn αc der mittlere Index von c ist, dann gilt für

alle m ≥ 1:

|ind(cm)−mαc| ≤ Sc ≤ Lc ≤ n− 1.

Beweis. Wir setzen e(x) := exp(2πix) und definieren zwei Folgen (xj), (yj),

j = 1, . . . ,m durch x1 = 0, x2i = i/m für 1 < 2i ≤ m und x2i+1 = i/m für

1 < 2i+ 1 ≤ m sowie yi = i/(2m). Dann gilt nach Theorem 4.1 a) :

|ind(cm)−mαc| =
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

I(e(xi))− 2m
∫ 1/2

0
I(e(x))dx

∣∣∣∣∣
≤ 2m

m∑
i=1

∫ yi

yi−1

|I(e(xi))− I(e(x))| dx ≤ S,

da für y < x:

I(e(x)) = I(e(y)) + S+(e(y)) +
∑

y<z<x

(
S+(e(z))− S−(e(z))

)
+ S−(e(x))

2

Bemerkung 4.7 a) Die Folge

ind(cm)−mαc = ind(cm)−m ind(c) +m(ind(c)− αc)

=
∑
zm=1

(I(z)− I(1)) +m
∫ 1

0
(I(1)− I(e(x))) dx

ist also nur von der symplektischen Normalform von Pc abhängig , da sie sich

durch Sprungzahlen ausdrücken läßt. Wir zeigen nun, daß die Abschätzung

im folgenden Sinne optimal ist. Es gibt für jedes vorgegebene L ≤ n− 1 eine

symplektische Normalform für Pc, so daß

lim sup
m→∞

(ind(cm)−mαc) = lim sup
m→∞

(mαc − ind(cm)) = L = S.
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Wähle z = exp(iϕ), ϕ = 2πλ, λ ∈ (0, 1/2) ∩ IR− IQ und sei

E =
⊕L

i=1 JIR(z, 1, 1)⊕ Vnc die symplektische Normalform von Pc, d.h.

Pc|JIR(z, 1, 1) =
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Es gilt ind(cm)−mαc = (1 + [2am]− 2am)L. Dabei ist [x] die größte ganze

Zahl, die nicht größer als x ist. Da λ irrational ist, folgt daraus die Behaup-

tung.

b) Wenn alle Geodätischen c : IR → M auf M geschlossen sind mit

der gleichen minimalen Periode ω > 0, d.h. wenn c(t + ω) = c(t), dann

gilt für jede geschlossene Geodätische c : Pc = id. Dies folgt, da Jacobi-

felder Variationsvektorfelder von Variationen mit Geodätischen sind. Bei-

spiele solcher Mannigfaltigkeiten sind die kompakten symmetrischen Räume

vom Rang 1 und die Zoll–Metriken auf S2. Dann gilt E =
⊕n−1

i=1 JR(1, 1, 0)

woraus nach Theorem 4.3 S+(1) = S−(1) = n − 1 folgt, d.h. ind(cm) =

m(ind(c)+(n−1))−(n−1). Für die Funktion I(z) (den z–Index von c) kann

man analog wie für I(1) = ind(c) einen Indexsatz beweisen, der I(z) durch

den Ω–Index indΩ(c) ausdrückt. Dann erhält man folgende Abschätzung

([BTZ1], S.226):

indΩ(c) ≤ I(z) ≤ indΩ(c) + n− 1

Daraus folgt durch Integration

0 ≤ αc − indΩ(c) ≤ n− 1 .

Da αcm = limk→∞(ind(cmk)/k) = mαc folgt also auch

0 ≤ mαc − indΩ(c
m) ≤ n− 1 . (7)

Der mittlere Index beschreibt also auch das lineare Wachstum der Folge

indΩ(c
m) der Anzahl der konjugierten Punkte zu p = c(0) längs c|[0,m).
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Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Poincaré Exponenten λj, j =

1, . . . , l − 1 und dem mittleren Index angeben.

Wir benutzen die Formel für αc aus Korollar 4.4 und erhalten:

αc = 2
l∑

j=1

Ij(λj − λj−1)

= Il + 2
l−1∑
j=1

(
S−(zj)− S+(zj)

)
λj (8)

4.3 Spezielle invariante Untermengen der symplekti-
schen Gruppe

In Kapitel 9 werden wir Störungsargumente anwenden, um eine gegebene

Riemannsche Metrik in der Nähe einer nicht–hyperbolischen geschlossenen

Geodätischen c so zu stören, daß c Geodätische bleibt, aber ihr mittlerer

Index geändert wird, indem die Poincaré–Exponenten geändert werden. Des-

halb müssen wir sicherstellen, daß nicht alle Differenzen S+(zj) − S−(zj)

verschwinden. Da die Sprungzahlen symplektische Invarianten sind, definie-

ren wir eine unter Konjugation invariante Untermenge der symplektischen

Gruppe, in der diese Differenzen nicht verschwinden. Dann werden wir später

annehmen, daß die linearisierte Poincaré–Abbildung Pc in dieser Untermenge

liegt. Diese Untermenge soll offen und dicht sein.

Wenn ω die Standard symplektische 2–Form auf IR2n = IRn⊕ IRn ist, d.h.

ω((x1, x2), (y1, y2)) = ⟨x1, y2⟩ − ⟨x2, y1⟩

dann heißt

Sp(n) = {P ∈ Gl(2n; IR) |ω(Px, Py) = ω(x, y)∀x, y ∈ IR2n}

die symplektische Gruppe. Auf der Komplexifizierung IC2n = ICn ⊕ ICn von IR2n

induziert ω eine nicht–degenerierte hermitesche Form ωh:

ωh(x1 + iy1, x2 + iy2) = ω(x1, y2)− ω(y1, x2) + i(ω(x1, x2) + ω(y1, y2)) .
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Die kanonische Erweiterung einer symplektischen linearen Abbildung P ∈
Sp(n) auf IC2n erhält dann ωh. Wenn z ∈ IC Eigenwert von P ∈ Sp(n) ist,

dann auch z−1, z̄ und z̄−1. Für P ∈ Sp(n), z ∈ IC sei

d(P, z) := dimIC ker
(
(P − z · id)2n : ICn ⊕ ICn → ICn ⊕ ICn

)
die Dimension des verallgemeinerten Eigenraums zum Wert z. Dann definie-

ren wir folgende Untermengen der symplektischen Gruppe:

S̃p(n) := {P ∈ Sp(n) | d(P, 1) = d(P,−1) = 0}

d.h. für ein Element P ∈ S̃p(n) sind +1 und −1 keine Eigenwerte, und

Sp∗(n) :=
{
P ∈ S̃p | ∀z ∈ IC : d(P, z) ≤ 1

}
,

d.h. jedes Element P ∈ Sp∗(n) hat nur einfache Eigenwerte. S̃p(n) und Sp∗(n)

sind invariante Untermengen, d.h. mit P gehört auch jede zu P konjugierte

lineare Abbildung zu diesen Mengen, denn Eigenwerte sind Invarianten der

Konjugationsklassen.

Satz 4.8 Sp∗(n) ist eine offene und dichte invariante Untermenge von Sp(n).

Beweis. Ein symplektischer Endomorphismus P liegt in Sp∗(n) genau

dann, wenn die Diskriminante D(χ(P )) des charakteristischen Polynoms

nicht verschwindet. Also ist Sp∗(n) eine offene Untermenge von Sp(n). Wäre

Sp∗(n) nicht dicht in Sp(n), so gäbe es ein P ∈ Sp(n) mit einer offenen Um-

gebung U von P , so daß U ∩ Sp∗(n) = ∅. Dann kann man eine analytische

Kurve t ∈ [0, 1] 7→ P (t) ∈ Sp(n) wählen mit P (0) = P und P (1) ∈ Sp∗(n).

Dann definiert die Diskriminante f(t) = D(χ(P (t))), t ∈ [0, 1] des charakteri-

stischen Polynoms von P (t) eine analytischeFunktion f : [0, 1] → IR. Da f in

einer Umgebung von 0 verschwindet, gilt auch f(1) = 0, d.h. P (1) ̸∈ Sp∗(n)

2
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Für l ∈ {0, 1, . . . , n} definieren wir die invariante Untermenge

Sp(l;n) := {P ∈ Sp∗(n)|
∑

|z|=1,Imz>0

d(P, z) = l}

Da d(P, z) ≤ 1 für P ∈ Sp∗(n) und da für z ̸∈ IR, |z| ≠ 1 mit z auch

z−1, z̄, z̄−1 paarweise verschiedene Eigenwerte von P sind, ist Sp(l;n) eine

offene Teilmenge von Sp∗(n) und es gilt

Sp∗(n) =
n⋃

l=0

Sp(l;n).

Wir wenden uns nun den möglichen Normalformen von P ∈ Sp(l;n) zu:

Seien zj = exp(2πiλj), j = 1, . . . , l, λj ∈ (0, 1/2) die Eigenwerte mit |zj| =
1, Imzj > 0 und zj, j = l+1, . . . ,m die Eigenwerte mit |zj| > 1 und Imzj ≥ 0.

Dann gibt es nach Theorem 4.3 eine Zerlegung

IR2n =
m⊕
j=1

JIR(zj, 1, σj)

mit σj ∈ {1,−1} für j ≤ l und σj = 0 für j ≥ l + 1. Bezüglich einer

symplektischen Basis hat P |JIR(zj, 1, σj) die folgende Matrixdarstellung:

a) Falls zj = exp(2πiλj), d.h. j = 1, . . . , l, σj ∈ {1,−1}:

P |JIR(zj, 1, σj) =

 cos(2πλj) −σj sin(2πλj)

σj sin(2πλj) cos(2πλj)


b) Falls |zj| > 1 und Im(zj) = 0, so ist

P |JIR(zj, 1, 0) =
(
zj 0
0 z−1

j

)

c) Falls |zj| > 1 und Im(zj) > 0, so ist

P |JIR(zj, 1, 0) =


zj 0 0 0
0 z−1

j 0 0
0 0 z̄j 0
0 0 0 z̄−1

j
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Lemma 4.9 Wenn P ∈ Sp(l;n) und wenn zj = exp(2πiλj), λj ∈ (0, 1/2), j =

1, . . . , l die Eigenwerte von P sind mit Imz > 0 und |z| = 1 sind, dann gilt

für die Differenz

ϵj := S−(zj)− S+(zj)

der Sprungzahlen ϵj ∈ {±1} für j = 1, . . . , l.

Beweis. Nach Theorem 4.3 gilt für die oben hergeleiteten Normalformen

von Abbildungen in Sp(l;n):

ϵj = S−(zj)− S+(zj) =

= #{JIR(zj, 1, σj)|σj = −1} −#{JIR(zj, 1, σj)|σj = +1}

∈ {±1}

2

Für den mittleren Index αc einer geschlossenen Geodätischen c , deren

linearisierte Poincaré–Abbildung Pc in Sp(l;n) liegt, gilt also nach Gleichung

( 8):

αc = Il + 2
L∑

j=1

ϵjλj = ind(c2)− ind(c) + 2
L∑

j=1

ϵjλj (9)

mit ϵj ∈ {±1}.
Das folgende Lemma werden wir in Kapitel 9 benötigen. Dazu führen wir

die analytische Abbildung

f : Sp(l;n) → (0, 1/2)l, f(P ) = (λ1(P ), . . . , λl(P ))

ein, die jedem P ∈ Sp(l;n) die Poincaré–Exponenten λj ∈ (0, 1/2) der Ei-

genwerte zj = exp(2πiλj) zuordnet, wobei λ1 < · · · < λl. Dann erhalten wir

das
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Lemma 4.10 Wenn p ein nicht–triviales Polynom mit l Variablen und mit

reellen Koeffizienten ist, dann ist Q(p) := {(x1, . . . , xl) ∈ IRl | p(x1, . . . , xl) ̸=
0} offen und dicht in IRl und das Urbild

f−1(Q(p)) = {P ∈ Sp(l;n) | p(λ1(P ), . . . , λl(P )) ̸= 0}

ist eine offene und dichte invariante Teilmenge von Sp(l;n).

Beweis. Als Komplement einer algebraischen Menge ist Q(p) offen und

dicht in IRl, also ist f−1(Q(p)) offen in Sp(l;n). Wäre f−1(Q(p)) nicht dicht

in Sp(l;n), so gäbe es eine analytische Kurve t ∈ [0, 1] 7→ P (t) ∈ Sp(l;n) mit

p(f(P (t))) = 0 für t ∈ [0, ϵ) für ein ϵ > 0 und p(f(P (1))) ̸= 0 imWiderspruch

zur Analytizität.
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5 Geodätische von Finsler–Metriken

5.1 Eigenschaften von Finsler–Metriken

Wenn g eine Riemannsche Metrik auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit

M ist, dann definiert die Funktion F (X) =
√
g(X,X) auf dem Tangen-

tialbündel TM ein reguläres Variationsproblem auf M . Eine allgemeinere

Klasse solcher regulären Variationsprobleme liefern Finsler–Metriken.

Definition 5.1 Eine stetige Funktion F : TM → IR≥0 auf dem Tangenti-

albündel TM einer differenzierbaren MannigfaltigkeitM heißt Finsler–Metrik,

falls gilt:

a)F |TM − T 0M ist C∞–differenzierbar, dabei ist T 0M der Nullschnitt,

der also mit M identifiziert werden kann.

b) F ist auf jedem Tangentialraum TpM positiv homogen vom Grad 1,

d.h. F (λX) = λF (X) für alle λ ≥ 0 und X ∈ TM .

c) F (X) = 0 genau dann, wenn X ∈ T 0M .

d) Die zweite Ableitung von F 2 in Faserrichtung ist positiv definit.

Die Finsler–Metrik F heißt symmetrisch, falls zusätzlich F (−X) = F (X)

für alle X ∈ TM gilt. Jede Riemannsche Metrik g bestimmt also eine symme-

trische Finsler–Metrik F durch F (X) =
√
g(X,X). Umgekehrt bestimmt die

Differenzierbarkeit von F 2, ob die Finsler–Metrik von einer Riemannschen

Metrik induziert ist. Wenn nämlich F 2 zweimal stetig differenzierbar ist auf

TM , dann wird F von einer Riemannschen Metrik induziert.

Von nun an sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit mit

Finsler–Metrik F . Wir wählen eine Riemannsche Metrik g auf M , die also

auf dem freien Schleifenraum ΛM eine Riemannsche Metrik ⟨., .⟩1 induziert.

Da die von verschiedenen Metriken g und g′ auf M induzierten Metriken

⟨., .⟩1, ⟨., .⟩′1 auf ΛM äquivalent sind, sind die weiteren Überlegungen von der
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Wahl der Metrik g unabhängig. Seien p, q ∈ M und ΩpqM die H1–Kurven

in M mit Anfangspunkt p = c(0) und Endpunkt q = c(1). Dann nennen wir

die kritischen Punkte des Variationsproblems c 7→ 1/2
∫ 1
0 F

2(ċ(t))dt Geodäti-

sche der Finsler–Metrik. Die Bedingung d), die in der Variationsrechnung

Legendre–Bedingung heißt, garantiert die lokale Eindeutigkeit der Geodäti-

schen. L(c) =
∫ 1
0 F (ċ(t))dt ist die Länge der Kurve c. Bedingung b) impliziert,

daß die Länge einer Kurve unabhängig ist von der Parametrisierung. Dann

wird durch d̄(p, q) := inf{L(c)|c ∈ ΩpqM} eine Pseudometrik auf M erklärt,

d.h. es gilt

a) d̄(p, q) ≥ 0 und d̄(p, q) = 0 ⇔ p = q

b) d̄(p, q) + d̄(q, r) ≥ d̄(p, r)

Zu je zwei Punkten p, q ∈M gibt es dann eine Kurve c, die p und q verbin-

det mit Länge L(c) = d̄(p, q), d.h. eine Minimale und diese Minimale ist eine

Geodätische. Lokal ist diese Minimale eindeutig, dies folgt aus der Legendre–

Bedingung. Falls F symmetrisch ist, ist d̄ eine Metrik, d.h. eine symmetri-

sche Pseudometrik. Dann ist die induzierte Toplogie gleich der Toplogie der

Mannigfaltigkeit. Im allgemeinen Fall wird durch d(p, q) := d̄(p, q) + d̄(q, p)

eine Metrik auf M definiert. Da M kompakt ist, gibt es zu jeder Finsler–

Metrik F eine Zahl k ≥ 1 so daß k−1g(X,X) ≤ F 2(X,X) ≤ kg(X,X) für

alle Tangentialvektoren X. Insbesondere sind also die Metrik , die von der

Riemannschen Metrik g auf M induziert wird, und die Metrik d, die von

F induziert wird, äquivalent. Also stimmen die induzierten Topologien mit

der auf M gegebenen überein. Wenn c eine geschlossene Geodätische einer

nicht–symmetrischen Finsler–Metrik ist, dann ist die geschlossene Kurve θc

mit der entgegengesetzten Orientierung nicht notwendig eine Geodätische.

Deshalb nennen wir für nicht–symmetrische Finsler–Metriken zwei geschlos-

sene Geodätische c1, c2 : S1 → M geometrisch gleich , falls c1(S
1) = c2(S

1)

und falls beide Geodätischen in der gleichen Richtung durchlaufen werden.

Es gilt der
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Satz 5.2 SeiM eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Finsler–Metrik F . Dann

gibt es eine Zahl η = η(M) > 0, so daß es zwischen zwei Punkten p, q ∈ M

mit d̄(p, q) < η genau eine minimale Geodätische gibt. Diese Geodätische

hängt lokal differenzierbar von den Endpunkten ab.

Finsler–Metriken lassen sich sehr übersichtlich in der Terminologie Ha-

miltonscher Systeme beschreiben, vgl. [Ma1], [Zi2]. Dazu wählen wir lokale

Koordinaten (q1, . . . , qn) auf der Mannigfaltigkeit M , sie induzieren Koor-

dinaten (q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n) auf dem Tangentialbündel TM (bezüglich der

Basis ∂/∂q1, . . . , ∂/∂qn) und Koordinaten (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) auf dem Ko-

tangentialbündel T ∗M (bezüglich der dualen Basis dq1, . . . , dqn). Die kano-

nische symplektische Form ω des Kotangentialbündels T ∗M ist in diesen

Koordinaten gegeben durch

ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi .

T ∗M mit der Form ω ist eine symplektische Mannigfaltigkeit.

Eine stetige Funktion H : T ∗M → IR heißt eine konvexe, vom Grade 2

positiv homogene Hamilton–Funktion , fallsH |T ∗M−T ∗0M C∞–differenzier-

bar ist, falls
(

∂2H
∂pi∂pj

)
i,j

positiv definit ist und H(q, λp) = λ2H(p, q) für λ > 0.

Das Hamiltonsche Vektorfeld wird erklärt durch

dH = −ω(XH , .) ,

ψt : T ∗M → T ∗M sei der zugehörige Hamiltonsche Fluß. Einer solchen

Hamilton–Funktion entspricht eine Finsler–Metrik. Wenn nämlich LH : T ∗M →
TM ,

LH(q, p) =

(
q,
∂H

∂p

)
die zugehörige Legendre–Transformation ist, die ein C∞–Diffeomorphismus

von T ∗M − T ∗0M auf TM − T 0M ist, dann definiert die Gleichung

F 2 = 2H ◦ L−1
H
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eine Finsler–Metrik. Wenn τ : T ∗M → M die Fußpunktprojektion ist, dann

ist die Kurve c(t) = τ(ψt(v)) eine Geodätische der Finsler–Metrik. Insbe-

sondere sind also die Projektionen periodischer Bahnen des Hamiltonschen

Flusses geschlossene Geodätische auf M .

5.2 Das Energiefunktional einer Finsler–Metrik

In diesem Abschnitt geben wir Eigenschaften des Energiefunktionals einer

Finsler–Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M an. Dabei stützen

wir uns auf die Arbeiten [Me] und [Ma2].

Wir wählen eine beliebige Riemannsche Metrik g auf M , die dann – wie

in Abschnitt 2.1 beschrieben – eine Riemannsche Metrik g1 = ⟨., .⟩1 auf dem

freien Schleifenraum ΛM induziert. Wir können L = 1
2
F 2 als Lagrange–

Funktion auffassen. Das Energiefunktional

E : ΛM −→ IR , E(σ) =
∫ 1

0
L(ċ(t))dt

ist C1,1–differenzierbar , d.h. E ist C1 und die Ableitung ist lokal Lipschitz-

stetig.

Wenn q(s, t) = (q1(s, t), . . . , qn(s, t)), s ∈ (−ϵ, ϵ), t ∈ [0, 1] eine Variation

von geschlossenen C2–differenzierbaren Kurven in lokalen Koordinaten mit

c(t) = q(0, t) ist und W (t) = ∂q(0,t)
∂s

das Variationsvektorfeld ist, dann gilt

dE(c).W =
∫ 1

0

n∑
i=1

{
∂L

∂qi
(c(t), ċ(t))− d

dt

∂L

∂q̇i
(c(t), ċ(t))

}
∂qi
∂s

(0, t)dt

Ein kritischer Punkt von E löst also gerade die Euler–Lagrange Gleichungen

d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
.

Die Lösungen sind die Punktkurven und die geschlossenen Geodätischen auf

M .
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E induziert ein Lipschitz–stetiges Gradientenvektorfeld gradE durch

⟨gradE(c), X⟩1 = dE(c).X

für c ∈ ΛM,X ∈ TcΛM . Das Energiefunktional erfüllt die Palais–Smale

Bedingung, der Fluß zum Vektorfeld −gradE ist für alle t ≥ 0 erklärt.

Da wir Morse–Theorie mit E als Morse–Funktion betreiben wollen, müssen

wir auch 2. Ableitungen in kritischen Punkten betrachten. Dabei muß man

beachten, daß L bzw. F im Nullschnitt i.a. nicht differenzierbar ist. Deshalb

ist E nur in regulären Kurven (d.h. ċ(t) ̸= 0 für alle t) 2–mal differenzier-

bar. Da Geodätische regulär sind, ist also die Indexform d2E(c) für eine

geschlossene Geodätische erklärt. Sei c : S1 →M eine geschlossene Geodäti-

sche, durch Nϵ(S
1.c) = {X ∈ Tc(t)M | t ∈ [0, 1], |X| < ϵ, ⟨X, ċ(t)⟩ = 0}

ist für genügend kleines ϵ > 0 das Normalenbündel von c erklärt. Nϵ(S
1.c)

ist also eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, die Totalraum eines (n − 1)–

dimensionalen Scheibenbündels über S1 ist. Dann gibt es auf Nϵ(S
1.c) eine

Riemannsche Metrik g̃, so daß c auch geschlossene Geodätische auf der os-

kulierenden Riemannschen Mannigfaltigkeit (Nϵ(S
1.c), g̃) ist, und daß die

Indexformen der geschlossenen Geodätischen c bezüglich der Finsler–Metrik

und der oskulierenden Metrik übereinstimmen (vgl. [Ma2, Kap.2]). Deshalb

lassen sich die Ergebnisse der vorigen Kapitel auf geschlossene Geodätische

von Finsler–Metriken übertragen.

Eine oskulierende Metrik gewinnt man so: Sei V eine Erweiterung von ċ

auf Nϵ(S
1.c), dann setze in den Koordinaten q = (q1, . . . , qn) :

g̃ij(q) =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
(V (q)) .

Im Unterschied zum Riemannschen Fall und zum Fall einer symmetri-

schen Finsler–Metrik läßt für eine nicht–symmetrische Finsler–Metrik nur

die Gruppe S1, nicht aber die ganze Gruppe IO(2) das Energiefunktional in-

variant. In den nächsten Kapiteln werden wir deshalb Morse–Theorie auf

dem Quotienten ΛM/S1 behandeln.
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5.3 Beispiele von Finsler–Metriken mit nur endlich vie-
len geschlossenen Geodätischen nach Katok

In der Arbeit [Ka] hat Katok Beispiele nicht–symmetrischer Finsler–Metriken

auf Sphären mit nur endlich vielen geschlossenen Geodätischen angegeben,

vgl. auch [Zi2] und [Ma1]. Diese Beispiele lassen sich auch auf den kompakten

Rang 1 symmetrischen Räumen konstruieren. Wir geben Eigenschaften dieser

Metriken auf S2 an, wir folgen der Darstellung in [Zi2]. Für S2 erhalten

wir eine Familie von holprigen nicht–symmetrischen Finsler–Metriken mit

nur zwei geometrisch verschiedenen geschlossenen Geodätischen, die bis auf

Orientierung dieselbe Kurve beschreiben.

Sei (S2, g) die Standard Metrik und ϕt : S2 → S2 die Rotation um den

Nordpol mit Winkel 2πt sowie V das zugehörige Killingfeld. Seien H0, H1 :

T ∗M → IR die Funktionen

H0(X) =
√
g∗(X,X) , H1(X) = X(V ) ,

wobei g∗ die duale Metrik zu g auf T ∗M ist. Setze

Hµ = H0 + µH1 ,

dann ist H(µ) := 1
2
H2

µ für 0 ≤ µ < 1 eine konvexe Hamilton Funktion, die

positiv homogen vom Grade 2 ist. Die zugehörige Finsler–Metrik bezeichnen

wir mit Fµ. Da ϕ
t eine Gruppe von Isometrien ist, kommutieren die Flüsse

ψH0
t und ψH1

t von H0 und H1. Also gilt für den Fluß ψ
Hµ

t von Hµ:

ψ
Hµ

t = ψH0
t ◦ ψH1

µt

Wenn µ irrational ist, sind deshalb die beiden einzigen geschlossenen Geodäti-

schen c+, c− von Fµ der Großkreis invariant unter ϕt (d.h. der Äquator) in

beiden Richtungen durchlaufen. Dann gilt für die Längen bzgl. Fµ:

L(c±) =
2π

1± µ
.
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Längs der Geodätischen c± treten konjugierte Punkte nach dem Abstand π

auf. Für die Folgen ind(cm± ) erhält man

ind(cm± ) = 2

[
m

1± µ

]
+ 1 (10)

und für die mittleren Indices

α± =
2

1± µ
.

Da ind(cm± ) für alle m ungerade ist, gilt für die Invarianten γ± = −1.

Die Poincaré–Abbildungen P± von c± sind Rotationen um den Winkel

2π/(1± µ), insbesondere sind alle Iterierten cm± nicht–degeneriert, falls µ ir-

rational ist. Die Finsler–Metriken Fµ, µ ∈ (0, 1) ∩ IR − IQ sind also holprige

nicht–symmetrische Finsler–Metriken mit nur zwei geschlossenen Geodäti-

schen. Diese geschlossenen Geodätischen sind elliptisch.

Es ist bemerkenswert, daß für µ→ 1

ind(c+) = 1 , ind(c−) → ∞ . (11)

Die Methode des Beweises des Satzes von Lusternik und Schnirelmann [LS],

[Ba] und [Jo] läßt sich also nicht auf den Fall nicht–symmetrischer Finsler–

Metriken übertragen. In diesem Fall gibt es nämlich 2 subordinierte Homolo-

gieklassen in Dimension 1 und 3. Wegen Gleichung ( 10) gibt es für µ > 1/2

keine energievermindernde Deformation des 3–dimensionalen Zykels von ein-

fachen Kurven, die keine Selbstschnitte produziert und an einer einfachen

geschlossenen Geodätischen hängenbleibt, da der 3–dimensionale Zykel an

der Iterierten c2+ oder c3+ hängenbleiben muß.
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6 Lokale Homologie geschlossener Geodäti-

scher

6.1 Die Morse–Ungleichungen

Für eine Finsler–Metrik F auf einer kompakten MannigfaltigkeitM betrach-

ten wir das Energiefunktional E : ΛM → IR. Die Topologie der Subniveau-

mengen ΛaM := {c ∈ ΛM |E(c) ≤ a} ändert sich im allgemeinen, wenn

a ein kritischer Wert ist, d.h. wenn es eine geschlossene Geodätische c mit

E(c) = a gibt. Deshalb untersuchen wir zunächst die lokale Homologie ge-

schlossener Geodätischer, auch kritische Gruppen genannt. Den Zusammen-

hang zwischen diesen lokalen Größen und der Homologie von ΛM wird durch

die Morse–Ungleichungen beschrieben. Wichtig wird hierbei sein, daß unsere

Konstruktionen die S1–Aktion mitberücksichtigen, d.h. unsere Konstruktio-

nen werden meistens auf dem Quotientenraum Λ̄ = ΛM/S1 durchgeführt,

der keine Mannigfaltigkeit ist, da die S1–Aktion nicht frei ist. Für eine Teil-

menge V in ΛM = Λ ist V := V/S1, und für a > 0 ist V a := V ∩ Λa. Für

c ∈ ΛM setzen wir Λ(c) := {d ∈ Λ |E(d) < E(c)}. Sei c ∈ ΛM eine isolierte

geschlossene Geodätische mit E(c) = a, so ist S1.c die kritische Bahn. Dann

heißt für einen kommutativen Ring R mit 1

C∗(c;R) := H∗(Λ(c) ∪ S1.c , Λ(c);R)

die kritische Gruppe von c und

C∗(c;R) := H∗(Λ(c) ∪ S1.c , Λ(c);R)

die S1–kritische Gruppe von c. Sei U eine S1–invariante Tubenumgebung von

S1.c in ΛM , d.h. U ist Totalraum eines Bündels über S1.c, dessen Faser ein

Abstandsball im Hilbertraum H ist, nach dem die Hilbertmannigfaltigkeit

ΛM modelliert ist. Wir bezeichnen die Faser über c mit Uc. Wenn mul(c) =

m, dann ist Uc invariant unter der Untergruppe ZZm von S1. Die ZZm– Aktion
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auf Uc bestimmt ihrerseits eindeutig die S1–Aktion auf U , es gilt

U = Uc ×ZZm S
1. Hierbei operiert ZZm auf dem Produkt Uc × S1 wie folgt:

(g, u, z) ∈ ZZm × Uc × S1 7→ (g.u, g−1.z) ∈ Uc × S1

und Uc ×ZZm S1 := Uc × S1/ZZm. Dann ist U = U/S1 = Uc ×ZZm S1/S1 =

Uc/ZZm. Es gilt also

C∗(c;R) = H∗(Λ(c) ∪ S1.c , Λ(c);R)

∼= H∗(Uc ∩ Λa , ∂Uc ∩ Λa;R)

und

C∗(c;R) = H∗(Λ(c) ∪ S1.c , Λ(c);R)

∼= H∗((Uc ∪ Λa)/ZZm , (∂Uc ∩ Λa)/ZZm;R)

Wenn die Umgebung U klein genug gewählt ist, dann ist Ec := E|Uc : Uc →
IR eine differenzierbare Funktion auf der Hilbertmannigfaltigkeit Uc, die wir

mit einer offenen Umgebung der 0 im Hilbertraum H identifizieren können.

Uc trägt eine ZZm–Aktion, bezüglich derer Ec invariant ist. Wir wählen zwei

positive reguläre Werte a < b des Energiefunktionals E und wir nehmen an,

daß Λa −Λb nur endlich viele kritische Bahnen S1.c1, . . . , S
1.ck von geschlos-

senen Geodätischen enthält, dann sind für j ≥ 1 und für einen KörperK = R

die Morse–Zahlen Mj(Λ
b,Λa) von (Λb,Λa) bzw. Mj(Λ̄

b, Λ̄a) von (Λ̄b, Λ̄a) de-

finiert durch

Mj(Λ
b,Λa) :=

k∑
i=1

dimCj(ci)

Mj(Λ̄
b, Λ̄a) :=

k∑
i=1

dimCj(ci)

Bei diesen Definitionen können wir auch den Fall b = ∞ zulassen, in diesem

Fall nehmen wir an, daß die kritischen Bahnen S1.c isoliert sind und daß
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es zu jedem j ∈ ZZ≥0 nur endlich viele kritische Bahnen S1.c gibt, für die

Cj(c) ̸= 0 ist. Sei außerdem

bj(Λ
b,Λa;K) := dimHj(Λ

b,Λa;K)

bzw.

bj(Λ̄
b, Λ̄a;K) := dimHj(Λ̄

b, Λ̄a;K)

Wenn Λb − Λa frei von geschlossenen Geodätischen ist, dann definiert der

Gradientenfluß eine S1–äquivarianten Retraktion von Λb nach Λa, d.h. dann

gilt Mj(Λ
b,Λa) = bj(Λ

b,Λa) = 0 und Mj(Λ̄
b, Λ̄a) = bj(Λ̄

b, Λ̄a) = 0. Wenn das

Intervall (a, b) genau einen kritischen Wert enthält, dann gilt

Mj(Λ
b,Λa) = bj(Λ

b,Λa) , Mj(Λ̄
b, Λ̄a) = bj(Λ̄

b, Λ̄a)

für alle j. Der allgemeinen Zusammenhang zwischen den Betti–Zahlen

bj(Λ
b,Λa) bzw. bj(Λ̄

b, Λ̄a) und den Morse–ZahlenMj(Λ
b,Λa) bzw.Mj(Λ̄

b, Λ̄a)

wird durch die Morse–Ungleichungen ausgedrückt. Dazu benutzen wir die

Morse–Reihen

M(Λb,Λa)[t] :=
∞∑
j=0

Mj(Λ
b,Λa) tj

M(Λ̄b, Λ̄a)[t] :=
∞∑
j=0

Mj(Λ̄
b, Λ̄a) tj

und die Poincaré–Reihen

P (Λb,Λa)[t] :=
∞∑
j=0

bj(Λ
b,Λa) tj

P (Λ̄b, Λ̄a)[t] :=
∞∑
j=0

bj(Λ̄
b, Λ̄a) tj .

Für b = ∞ sind diese Reihen formale Potenzreihen.

Dann folgt das
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Theorem 6.1 (Morse–Ungleichungen) Wenn a ∈ IR, b ∈ IR ∪ {∞}, a <
b zwei reguläre Werte des Energiefunktionals sind (wir fassen ∞ als regulären

Wert auf), und wenn die kritischen Bahnen S1.c von geschlossenen Geodäti-

schen mit a < E(c) < b isoliert sind und es zu jedem j ∈ ZZ≥0 nur endlich

viele kritische Bahnen S1.c gibt mit Mj(Λ
b,Λa) ̸= 0 bzw. Mj(Λ̄

b, Λ̄a) ̸= 0,

dann gilt:

Es gibt eine formale Potenzreihe Q[t] =
∑∞

j=1 qjt
j bzw. Q[t] =

∑∞
j=1 qjt

j

mit nicht–negativen ganzzahligen Koeffizienten qj bzw. q̄j, so daß

M(Λb,Λa)[t] = P (Λb,Λa)[t] + (1 + t)Q[t]

bzw.

M(Λ̄b, Λ̄a)[t] = P (Λ̄b, Λ̄a)[t] + (1 + t)Q[t] .

Bemerkung 6.2 a) Insbesondere gilt also

Mj(Λ
b,Λa) ≥ bj(Λ

b,Λa) , Mj(Λ̄
b, Λ̄a) ≥ bj(Λ̄

b, Λ̄a)

b) Für b = ∞, a = 0 folgt für alle j ≥ 1

0 ≤ qj =
j∑

k=0

(−1)j−kMk(Λ̄, Λ̄
0) +

j∑
k=0

(−1)j−kbk(Λ̄, Λ̄
0)

für b <∞:

M(Λ̄b, Λ̄a)[−1] = P (Λ̄b, Λ̄a)[−1]

d.h. ∞∑
k=0

(−1)kMk(Λ̄
b, Λ̄a) =

∞∑
k=0

(−1)kbk(Λ̄
b, Λ̄a)

6.2 Das verallgemeinerte äquivariante Morse–Lemma

Wenn F eine Riemannsche Metrik ist, dann ist das Energiefunktional E C∞–

differenzierbar. Dann kann man eine Version des verallgemeinerten Morse–

Lemma anwenden. Wenn F aber nicht Riemannsch ist, d.h. F ist im Null-
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schnitt nicht differenzierbar, dann ist E nur eine C1,1– Funktion, d.h. C1–

differenzierbar mit lokal Lipschitz–stetigen Differential. Eine Verallgemeine-

rung des Morse–Lemma für nicht–degenerierte kritische Punkte und für C1,1–

Funktionen, die zusätzlich C2–differenzierbar in kritischen Punkten sind,

wird von Mercuri–Palmieri in [MP] bewiesen. Da wir aber auch die lokale

Homologie degenerierter geschlossener Geodätischer behandeln wollen, be-

nutzen wir eine endlich–dimensionale Approximation von ΛM , die bereits

von Morse benutzt wurde, vgl. [Mi, Kap. 16].

Sei a > 0 und sei η > 0 eine Zahl, so daß alle Geodätischen der Länge

< η auf M minimal sind.

Wähle k ∈ ZZ+, so daß 1/k < η2/(2a) und definiere

Λ(k, a) :=
{
c ∈ Λa

∣∣∣∣c ∣∣∣∣[ ik , i+ 1

k

]
ist Geodätische

}
Da

d2
(
c
(
i

k

)
, c
(
i+ 1

k

))
≤ L2

(
c
∣∣∣∣[ ik , i+ 1

k

])
≤ 2

k
E
(
c
∣∣∣∣[ ik , i+ 1

k

])
≤ 2a

k
< η2

ist c ∈ Λ(k, a) eindeutig bestimmt durch die Punkte c(0), c
(
1
k

)
, . . . , c

(
k−1
k

)
∈

M × . . .×M und hängt differenzierbar von diesen Punkten ab. Wir können

also Λ(k, a) mit der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit (mit Rand){
(p1, . . . , pk) ∈M × . . .×M

∣∣∣∣d2(pi, pi+1) ≤
2a

k
∀i = 1, . . . , k

}
(wobei wir die Indices modulo k nehmen) der Mannigfaltigkeit M × . . .×M

identifizieren. Λ(k, a) trägt also die Struktur einer kompakten Mannigfaltig-

keit der Dimension dimM ·k. Λ(k, a) trägt auch eine kanonische ZZk–Aktion,

sie wird erzeugt durch die Abbildung

(p1, p2, . . . , pk) 7→ (p2, . . . , pk, p1)

49



Λ(k, a) läßt sich also mit einer ZZk–invarianten differenzierbaren kompakten

Untermannifaltigkeit des S1–Raums ΛM identifizieren (bzgl. der Standard-

inklusion ZZk ⊂ S1). In [Mi, 16.2] wird eine starke Deformationsretraktion des

Raums Λa auf den Raum Λ(k, a) definiert. Sie läßt sich leicht modifizieren, so

daß sie ZZk–äquivariant ist. Dazu definieren wir für u ∈ [0, 1] , ru : Λa → Λa,

für i = 0, . . . , k − 1:

ru(c)
∣∣∣∣[ ik , i+ u

k

]
= minimale Geodätische von

c
(
i

k

)
nach c

(
i+ u

k

)
ru(c)

∣∣∣∣[i+ u

k
,
i+ 1

k

]
= c

∣∣∣∣[i+ u

k
,
i+ 1

k

]
Dann ist r0 = id, rt |Λ(k, a) = id sowie r1(Λ

a) = Λ(k, a). Außerdem ist ru

ZZk–invariant.

Die Einschränkung

E ′ : Λ(k, a) −→ IR

des Energiefunktionals, die sich auch als

E ′(p1, . . . , pk) =
1

2

k∑
i=1

d2(pi, pi+1)

schreiben läßt, ist eine C1,1–differenzierbare Funktion. Sei c : S1 → M eine

geschlossene Geodätische mit E(c) < a und mit dem Normalenbündel p :

N(S1.c) → S1.c in Λ. Dabei ist S1.c ∼= S1/ZZm , wenn m = mul(c). Sei

p−1(z.c) = N(z.c) die Faser über z.c, z ∈ S1 und sei DN ein Scheibenbündel

und SN das zugehörige Sphärenbündel, wobei

DN := {X ∈ N(S1.c) | ∥X∥1 ≤ ϵ}

SN := {X ∈ N(S1.c) | ∥X∥1 = ϵ}

Dabei sei ϵ > 0 so klein, daß wir durch die Exponentialabbildung DN mit

einer Tubenumgebung von S1.c in Λ identifizieren können. Jede Faser

DN(z.c) = p−1(z.c) ∩DN
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ist ZZm–invariant und es gilt

DN(S1.c) = DN(c)×ZZm S
1

sowie

SN(S1.c) = SN(c)×ZZm S
1 .

Die Einschränkung

D′N(S1.c) := DN(S1.c) ∩ Λ(k, a)

ist eine Tubenumgebung von S1.c in Λ(k, a) mit Rand

S ′N(S1.c) := SN(S1.c) ∩ Λ(k, a) .

Seien

D′N(z.c) := DN(z.c) ∩ Λ(k, a) , S ′N(z.c) := SN(z.c) ∩ Λ(k, a)

die entsprechenden Fasern.

Für genügend kleines ϵ > 0 enthält D′N(S1.c) nur reguläre Kurven, d.h.

E |D′N(S1.c) bzw. E ′
c := E ′ |D′N(c) ist C∞– differenzierbar. Auf diese Ein-

schränkungen können wir also eine äquivariante Version des verallgemeiner-

ten Morse–Lemmas anwenden. Aus der 1. und 2. Variationsformel für die

Energie schließt man, daß c ∈ Λ(k, a) kritischer Punkt von E ′ ist genau

dann, wenn c eine geschlossene Geodätische ist, und daß der Index und die

Nullität von d2E ′(c) gleich dem Index und der Nullität von d2E(c) sind. Dies

folgt, da die Hessesche d2E(c) auf dem orthogonalen Komplement der gebro-

chenen Jacobifelder mit Sprungstellen i/k, i = 0, . . . , k − 1 positiv definit ist

(siehe Abschnitt 3.2). Auf DN(S1.c),m = mul(c) betrachten wir folgende zu

g1 = ⟨., .⟩1 äquivalente Riemannsche Metrik

g1,m(X, Y ) :=
∫ 1

0
g(X, Y )dt+

1

m2

∫ 1

0
g(∇X,∇Y )dt.
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Bezüglich dieser Metrik ist die durch Gleichung ( 1) definierte Abbildung

m : DN(S1.c) → DN(S1.c) , d 7→ dm

eine Isometrie.

Das verallgemeinerte äquivariante Morse–Lemma für die ZZm– invariante

C∞–Funktion E ′
c : DN

′(c) → IR lautet dann

Theorem 6.3 [GM1, lem.1], [MW, (8.3)] Sei c eine isolierte geschlossene

Geodätische mit ind(c) = i, null(c) = l,mul(c) = m und der Tubenumgebung

DN ′(S1.c) von S1.c in Λ(k, a), E(c) < a. Dann gibt es eine ZZm–invariante

orthogonale Zerlegung von T⊥
c ΛM(k, a) = {X ∈ TcΛM(k, a) | ⟨X.ċ⟩ = 0}:

TcΛ(k, a) = V − ⊕ V 0 ⊕ V + = {(x−, x0, x+)}

mit dimV − = i, dimV 0 = l und eine ZZm–invariante offene Umgebung U der

0 in TcΛ(k, a) sowie zwei ZZm–äquivariante Diffeomorphismen

ψ : U → ψ(U) ⊂ DN ′(c)

und

ϕ : U0 := U ∩ V 0 → W (c) := ϕ(U0) ⊂ DN ′(c)

mit ψ(0) = ϕ(0) = c, so daß

E ′
c(ψ(x−, x0, x+)) = E ′

c(c)− |x−|2 + |x+|2 + E ′
c ◦ ϕ(x0)

und d(E ′
c ◦ ϕ)(0) = d2(E ′

c ◦ ϕ)(0) = 0.

W (c) heißt dann charakteristische Mannigfaltigkeit von E ′
c in c. Wenn

wir mit gradmE
′
c den Gradienten von E ′

c bzgl. g1,m bezeichnen, dann gilt für

die charakteristische Mannigfaltigkeit W (c), daß gradmE
′
c(x) ∈ TxW (c) für

x ∈ W (c). Das Shifting Theorem von Gromoll–Meyer [GM1, theorem] besagt,

daß die kritischen Gruppen einer geschlossenen Geodätischen bestimmt sind
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durch den Index und die kritischen Gruppen des degenerierten Teils E ′
c|W (c).

Da wir die Gruppenaktionen miteinbeziehen, benötigen wir eine modifizierte

Version des Shifting Theorems. Die Umgebung U− = U ∩V − von 0 in V − ist

eine ZZm–invariante i–dimensionale Scheibe, die wir im folgenden mit D(c)

(negative Scheibe) bezeichnen, ihr Rand S(c) ist also eine (i−1)–dimensionale

Sphäre.

Lemma 6.4 Sei c eine isolierte geschlossene Geodätische mit i = ind(c),m =

mul(c), l = null(c), b = E(c) und sei W (c) eine charakteristische Mannigfal-

tigkeit und D(c) die i–dimensionale negative Scheibe mit S(c) = ∂D(c), sowie

W b(c) := W (c) ∩ Λb. Dann gilt für die S1–kritische Gruppe

C∗(c;R) ∼= H∗
(
(D(c)×W b(c))/ZZm, (D(c)×W b(c)− {(c, c)})/ZZm;R

)
∼= H∗

((
(D(c), S(c))× (W b(c),W b(c)− {c})

)
/ZZm;R

)
Hierbei operiert ZZm auf D(c)×W b(c) diagonal.

Bemerkung 6.5 Wenn c nicht–degeneriert ist (l = 0), dann ist c isoliert

und es gilt

C∗(c : R) ∼= H∗(D(c)/ZZm, S(c)/ZZm;R).

Beweis. Wir zeigen, daß es für die ZZm–invariante Umgebung ψ(U) aus

Theorem 6.3 eine ZZm–äquivariante starke Deformationsretraktion

r :
(
ψ(U) ∩ Λb , (ψ(U) ∩ Λb)− {c}

)
−→(

ψ(U−)×W b(c), ψ(U−)×W b(c)− {c, c}
)

gibt.

Sei f : U → IR

f(x−, xo, x+) = b− |x−|2 + |x+|2 + f ◦ ϕ(x0)
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und sei f b := {x ∈ U | f(x) ≤ b}. Wir werden zeigen, daß es eine ZZm– starke

Deformationsretraktion

r :
(
U ∩ f b, U ∩ f b − {0}

)
→
(
U− × U0,b, U− × U0,b − {0}

)
mit U0,b = U0 ∩ f b gibt, woraus die Behauptung folgt, da ψ ein Diffeomor-

phismus ist. Da der Gradient gradmE
′
c |W (c) tangential an W (c) ist, gibt es

für ein hinreichned kleines ϵ > 0 eine ZZm–äquivariante Deformation

ηt : U
0,b+ϵ := ψ−1(W (c) ∩ Λ(k, b+ ϵ)) → U0,b+ϵ

mit f ◦ ψ(ηt(w)) ≤ f ◦ ψ(w) für t > 0 und mit

η0 = id , η1 : U
0,b+ϵ → U0,b.

Dann definiert

∆(t, x−, x0, x+) = x− + (1− t)x+ + ηt(x0)

die gewünschte ZZm–äquivariante starke Deformationsretraktion 2

6.3 Die S1–kritischen Gruppen einer geschlossenen Geodäti-
schen

Aus dem Lemma 6.4 können wir nun mit Hilfe der folgenden homologischen

Überlegungen die S1–kritischen Gruppen berechnen:

Sei (X,A) ein Hausdorff Raum mit ZZm–Aktion, und sei A ein ZZm –

invarianter abgeschlossener Unterraum. Dann wird X aus A durch Anheften

äquivarianter n–Zellen (eni )i∈L gebildet, falls:

a) eni ist für jedes i ∈ L ein abgeschlossener ZZm–Unterraum von X.

b) ėni := eni ∩ A, dann gilt (eni − ėni ) ∩ (enj − enj ) = ∅ für i ̸= j.

c) X = A ∪ ⋃i∈L e
n
i und X hat eine Topologie kohärent mit {A, eni }.
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Für jedes i ∈ L gibt es einen Teiler mi von m und eine ZZm–äquivariante

Abbildung

fi : ZZm/mi
× (Dn, Sn−1) → (eni , ė

n
i )

so daß fi(ZZm/mi
×Dn) = eni und fi bildet ZZm/mi

×(Dn−Sn−1) homöomorph

auf eni − ėni ab. Die ZZm–Aktion auf ZZm/mi
× Dn ist durch die kanonische

ZZm–Aktion auf ZZm/mi
und die triviale ZZm–Aktion auf Dn erklärt. Dann

ist ein relativer ZZm–CW Komplex (X,A) ein Hausdorff ZZm–Raum X mit

abgeschlossenem ZZm–Unterraum A und abgeschlossenen ZZm–Unterräumen

(X,A)k(das k–Skelett), so daß gilt:

a) (X,A)0 wird aus A durch Anheften äquivarianter 0–Zellen und für

k ≥ 1 wird (X,A)k aus (X,A)k−1 durch Anheften äquivarianter k–Zellen

gebildet.

b) X =
⋃

k≥0(X,A)
k und X hat die Topologie kohärent mit {(X,A)k}k≥0.

Für einen relativen ZZm–CW Komplex ist der zellulare Kettenkomplex

C∗(X,A;R) = (Cn(X,A;R), ∂n) für einen kommutativen Koeffizientenring

R mit 1 durch Cn(X,A;R) = Hn((X,A)
n, (X,A)n−1;R) erklärt. Der Rand-

operator ∂n : Cn(X,A;R) → Cn−1(X,A;R) ist der Randoperator der langen

exakten Homologiesequenz des Tripels ((X,A)n, (X,A)n−1, (X,A)n−2). Dies

ist die übliche Definition für CW–Komplexe, die Homologie

H∗(C(X,A;R)) des zellularen Kettenkomplexes ist isomorph zur singulären

Homologie H∗(X,A;R). Zusätzlich besitzt C∗(X,A;R) eine ZZm–Aktion, die

erzeugt wird durch den Homomorphismus

T∗ : C∗(X,A;R) → C∗(X,A;R) .

T∗ wird durch die Abbildung

T :
(
(X,A)n, (X,A)n−1

)
→
(
(X,A)n, (X,A)n−1

)
,
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die die ZZm–Aktion auf X erzeugt, induziert. Wenn eni = fi(ZZm/mi
×Dn), i ∈

Ln die äquivarianten n–Zellen sind mit der charakteristischen Funktion fi,

dann können wir eni = fi({0} × Dn) identifizieren mit dem entsprechenden

Element in Cn(X,A;R). Dann ist

Sn = {T j
∗ e

n
i | j = 1, . . . ,m/mi; i = 1, . . . , Ln}

eine Basis des freien R–Moduls Cn(X,A;R). Das Bild C∗(X,A;R)
m der Ket-

tenabbildung

m∑
j=1

T j
∗ : C∗(X,A;R) → C∗(X,A;R)

m ⊂ C∗(X,A;R)

ist der Kettenkomplex der ZZm–invarianten Ketten. Wenn π : (X,A) →
(X/ZZm, A/ZZm) die Projektion auf den Quotienten mit induzierter Kettenab-

bildung π∗ ist, dann ist die Menge Sn = {π∗(eni ); i ∈ Ln} eine Basis von

C∗(X/ZZm, A/ZZm). Die Kettenabbildung

τ : C∗(X/ZZm, A/ZZm;R) → C∗(X,A;R) , τ(π∗(w)) =
m∑
j=1

T j
∗ .w

heißt der ZZm–Transfer. Der ZZm–Transfer ist wohldefiniert, schreibt man

nämlich

w =
∑
i∈Ln

m/mi∑
j=1

wi,jT
j
∗ (ei)

in der Basis Sn mit wi,j ∈ R, dann gilt

π∗(w) =
∑
i∈Ln

 n∑
j=1

wi,j

 π∗(ei).
Wenn also π∗(w) = 0 , so ist

∑m/mi

j=1 wi,j = 0 für alle i und somit gilt

m∑
j=1

T j
∗w =

m∑
j=1

T j
∗
∑
i∈Ln

m/mi∑
k=1

wi,kT
k
∗ ei

= mi

∑
i∈Ln

m/mi∑
k=1

m/mi∑
l=1

wi,l

T k
∗ ei = 0
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Für die Komposition von Projektion und ZZm–Transfer gilt

π∗ ◦ τ(π∗(w)) = mπ∗(w)

für alle w ∈ C(X,A;R). Die ZZm–invariante Homologie ist definiert durch

H∗(X,A;R)
ZZm := H∗(C(X,A;R)

ZZm).

Deshalb gilt

Satz 6.6 Sei (X,A) ein relativer ZZm–CW Komplex und K = IQ oder K =

ZZp, p eine Primzahl (p ∈ IP) mit p ̸ |m. Wenn π : (X,A) → (X/ZZm, A/ZZm)

die kanonische Projektion ist, dann ist

π∗ : H∗(X,A;K) → H∗(X/ZZm, A/ZZm;K)

surjektiv und

π∗ : H∗(X,A;K)ZZm → H∗(X/ZZm, A/ZZm;K)

ein Isomorphismus.

Bemerkung 6.7 Wenn σ :=
∑m

i=1 T
i : H∗(X,A;K) → H∗(X,A;K) dann

folgt, daß H∗(X,A;K)ZZm ∼= H∗(X,A;K)/ker(σ). Auf der negativen Schei-

be D(c) haben wir eine orthogonale ZZm–Aktion. Sei c = cm0 ,m = mul(c).

Dann kann man eine explizite ZZm–CW Struktur für D(c) mit Unterkomplex

S(c) angeben, aus der man auch die Homologie H∗(D(c)/ZZm, S(c)/ZZm;K)

für K = IQ oder K = ZZp für eine Primzahl p berechnen kann. Eine solche

Zellenzerlegung wurde für eine Primzahl m = p von Švarc [Sv, Kap. 1] ange-

geben, vgl. auch [Kl1, 4.1.4] und [Ra2, 1.10]. Um H∗(D(c)/ZZm, S(c)/ZZm;K)

zu berechnen, falls charK = ∞ oder charK ̸ |m genügt es nach Satz 6.6 zu

untersuchen, ob das Erzeugende T∗ der ZZm–Aktion auf H∗(D(c), S(c);K) ∼=
H∗(D

i, Si;K) orientierungserhaltend oder –umkehrend operiert. Dieses Ver-

halten wird von der folgenden metrischen Invariante γc einer primen geschlos-

senen Geodätischen c kontrolliert:
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Definition 6.8 Sei c eine prime geschlossene Geodätische. Dann ist γc ∈
{±1

2
,±1} definiert durch

a) |γc| = 1 genau dann, wenn ind(c2) ≡ ind(c) (mod 2)

b) γc > 0 genau dann, wenn ind(c) ≡ 0 (mod 2)

Nach Theorem 4.1 gilt insbesondere, daß die Parität von ind(cm) nur von

der Parität von m abhängt. Wenn |γc| = 1, so ist ind(cm) ≡ ind(c) (mod 2)

für alle m > 0. Wenn |γc| = 1/2, so gilt ind(c2l) ≡ ind(c2l−1) + 1 (mod 2)

für alle l ≥ 1. Sei nun T Erzeugendes der orthogonalen ZZm–Aktion auf der

Scheibe D(cm) und c eine prime geschlossene Geodätische. Dann ist das Bild

der Scheibe D(c) unter der Abbildung m : D(c) → D(cm) die Fixpunktmen-

ge von T auf D(cm) und falls m gerade ist, so ist das Bild der Abbildung
m/2 : D(c2) → D(cm) die Unterscheibe D2(c

m) von D(cm), die invariant un-

ter T 2 ist. Die Dimension der Unterscheibe von D(cm), auf der T als −id

operiert, ist also für gerades m gleich der Differenz ind(c2)− ind(c). Auf der

zu D2(c
m) orthogonalen Unterscheibe operiert T orientierungserhaltend. Al-

so gilt T∗ |Hi(D(cm), S(cm);K) = id genau dann, wenn ind(c2) − ind(c) ≡
2γc ≡ 0 (mod 2). Somit gilt das

Lemma 6.9 Sei c eine prime geschlossene Geodätische, m ≥ 1. Dann gilt

für K = IQ oder K = ZZp, p ̸ |m und i = ind(cm):

H∗(D(cm)/ZZm, S(c
m)/ZZm;K) ∼=


H∗(D

i, Si−1;K) ; m ≡ 1 (mod 2)
oder |γc| = 1

0 ; sonst

Für die anderen endlichen Körper erhalten wir z.B. aus der Zellenzerle-

gung:

Satz 6.10 Sei c eine prime geschlossene Geodätische, m ≥ 1, p ∈ IP,m =

prm′, p ̸ |m′ sei i = ind(cm) und ap = ind(cm
′
).
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a) Falls |γc| = 1 oder m ≡ 1 (mod 2), so gilt:

Hj(D(cm)/ZZm, S(c
m)/ZZm; ZZp) ∼=


ZZp ; min{ap + 2, i} ≤ j ≤ i

0 ; sonst

b) Falls |γc| = 1/2 und falls m ≡ 0 (mod 2), so gilt:

Hj(D(cm)/ZZm, S(c
m)/ZZm; ZZ2) ∼=


ZZ2 ; p = 2 und

a2 + 2 ≤ j ≤ i

0 ; sonst

und H∗(D(cm)/ZZm, S(c
m)/ZZm; ZZq) = 0 für alle ungeraden Primzahlen q.

Auf der charakteristischen MannigfaltigkeitW (c) operiert die ZZm–Aktion

durch Isometrien.W b(c) ist ein starker Deformationsretrakt der ZZm–Mannig-

faltigkeitW b+ϵ(c) (mit Rand) für genügend kleines ϵ > 0. Deshalb hatW b(c)

nach Ergebnissen von S.Illman [Il, th.2.6] und T.Matumoto [Ma, (4.4)] den

ZZm–Homotopietyp eines ZZm–CW Komplexes.

Für einen relativen ZZm–CW Komplex (X,A) und einen Körper K mit

charK = ∞ oder charK ̸ |m gilt wegen Tm
∗ = id : T∗h = ±h für h ∈

H∗(X,A;K). Wir definieren für η ∈ {±1}:

H∗(X,A;K)η := {h ∈ H∗(X,A;K) |T∗h = η · h} .

Für ungerades m ist also H∗(X,A;K) = H∗(X,A;K)1, allgemein ist

H∗(X,A;K) = H∗(X,A;K)1 ⊕H∗(X,A;K)−1 .

Wenn ση :=
∑m

i=1(ηT )
i, dann gilt

H∗(X,A;K)η ∼= H∗(X,A;K)/ker(ση)

und somit nach Bemerkung 6.7

H∗(X,A;K)ZZm ∼= H∗(X,A;K)1 .
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Satz 6.11 Sei c eine isolierte geschlossene Geodätische mit i = ind(c),m =

mul(c), der negaiven Scheibe D(c) und der charakteristischen Mannigfaltig-

keit W (c). Dann gilt für einen Körper K mit charK = ∞ oder charK ̸ |m:

C∗(c;K) ∼= H∗−i ((W (c) ∩ Λ(c)) ∪ {c} , W (c) ∩ Λ(c);K)η

mit η = ηc = 1, falls m ≡ 1 (mod 2) oder |γc| = 1 und η = −1, falls m ≡ 0

(mod 2) und |γc| = 1/2.

Beweis. (D,S) := (D(c), S(c)) und (W,W−) := ((W (c) ∩ Λ(c)) ∪ {c} ,
W (c)∩Λ(c)) sind bis auf ZZm–Homotopieäquivalenz relative ZZm–CW Kom-

plexe. Die Aktion wird erzeugt durch die Abbildungen T1 : D → D und

T2 : W → W . Da D kompakt ist, ist dann auch (D,S) × (W,W−) ein rela-

tiver ZZm–CW Komplex, die ZZm–Aktion wird erzeugt durch T = (T1, T2) :

D ×W → D ×W . Nach Lemma 6.4 gilt:

H∗
(
((D,S)× (W,W−))/ZZm

)
∼= H∗

(
(D,S)× (W,W−)

)ZZm

∼=
(
H∗(D,S)⊗H∗(W,W

−)
)
/kerσ1

mit σ1 =
∑n

j=1 T
j. Sei a ein Erzeugendes von Hi(D,S) und b ein Erzeugendes

vonH∗(W,W
−). Dann gilt T∗a = η·a und somit T∗(a⊗b) = (ηa⊗T2∗b) = a⊗b

genau dann, wenn T2∗b = ηb und damit folgt die Behauptung 2

Wenn alle Iterierten cm von c nicht–degeneriert sind, d.h. null(cm) = 0

für alle m ≥ 1, dann besteht die charakteristische Mannigfaltigkeit W (cm)

nur aus einem Punkt, vgl. Bemerkung 6.5. Wir erhalten also das

Korollar 6.12 Wenn für alle m ≥ 1 gilt: null(cm) = 0, dann gilt für die

kritische Gruppe (K = IQ oder charK ̸ |m).

C∗(c) ∼=


H∗(D

i, Si−1)⊗H∗(S
1) , falls m ≡ 1 (mod 2)

oder |γc| = 1

0 , sonst
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und für die S1–kritische Gruppe

C∗(c) ∼=


H∗(D

i, Si−1) , falls m ≡ 1 (mod 2)
oder |γc| = 1

0 , sonst

Für den allgemeinen Fall erhalten wir den

Satz 6.13 (vgl. [MW, cor. 8.4]) Sei c = cm0 eine isolierte geschlossene Geodäti-

sche, m = mul(c), i = ind(c), l = null(c), b = E(c). Dann gilt für einen

Körper mit Charakteristik 0 oder prim zu m:

a) bj(c;K) := dimCj(c;K) und bj(c;K) := dimCj(c;K) sind endlich für

alle i und bj(c;K) = bj(c;K) = 0 , falls j < i oder j > i+ l.

b) Wenn c ein lokales Minimum ist von E ′
c|W (c), dann gilt

bj(c;K) =


δij ; falls |γc0| = 1

oder m ≡ 1 (mod 2)

0 ; sonst

c) Wenn c ein lokales Maximum ist von E ′
c|W (c), dann gilt:

Ci+l(c;K) ∼= Hl((W (c) ∩ Λ(c)) ∪ {c} , W (c) ∩ Λ(c);K)η

mit η = ηc und Cj(c;K) = 0 für j ̸= i+ l.

d) Wenn c weder lokales Minimum noch lokales Maximum ist von E ′
c|W (c),

dann gilt

bi(c;K) = bi+l(c;K) = bi(c;K) = bi+l(c;K) = 0

Beweis. a) c ist isolierter kritischer Punkt von E ′
c|DN ′(c), wobei DN ′(c)

ein ϵ–Ball Bϵ(c) um c ist. Dann gibt es eine ZZm–invariante Funktion f :
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Bϵ(c) → IR mit nur nicht–degenerierten kritischen Punkten (eine Morse–

Funktion), die außerhalb von Bϵ/2(c) mit E ′
c übereinstimmt. Eine solche

Morse–Funktion kann in jeder C2–Umgebung von E ′
c gefunden werden. Kri-

tische Punkte von Morse–Funktionen sind isoliert (vgl. Bemerkung 6.5), des-

halb gibt es nur endlich viele kritische Punkte. Nach den Morse–Ungleichun-

gen 6.1 gilt dann, daß bj(c;K) endlich ist. DaW b(c) ein starker ZZm–Deforma-

tionsretrakt der l–dimensionalen ZZm–Mannigfaltigkeit mit Rand

W b+ϵ(c) für genügend kleines ϵ > 0 ist, gilt bj(W
b(c),W b(c) − {c}) ̸= 0 nur

für j ∈ {0, 1, . . . , l}. Daraus folgt nach Satz 6.11 die Behauptung.

b) Wenn c lokales Minimum von E ′
c|W (c) ist, dann ist W b(c) = {c}, d.h.

bj(W
b(c),W b(C) − {c};K) = δj0. Daraus folgt nach Satz 6.11 die Behaup-

tung.

c) Wenn c lokales Maximum von E ′
c|W (c) ist, dann ist W b(c) = W (c),

d.h. bj(W
b(c),W b(c) − {c};K) = δjl Daraus folgt wiederum nach Satz 6.11

die Behauptung.

d) Da c kein lokales Minimum von E ′
c|W (c) ist, so gilt W b(c) − {c} ≠ ∅

und c läßt sich durch einen Weg inW b(c) mitW b(c)−{c} verbinden. Deshalb

ist H0(W
b(c),W b(c)− {c}) = 0. Jede stetige Abbildung

f : Sl−1 → W b(c)− {c}

läßt sich zu einer stetigen Abbildung f1 : D
l → W (c) erweitern. Da E ′

c|W (c)

außer c keine kritischen Punkte besitzt, gibt es eine zu f1 homotope Abbil-

dung f2 relativ zu Sl−1 mit f2 : D
l → W b(c). Da c kein lokales Maximum der

Funktion E ′
c|W (c) ist, ist c innerer Punkt von f2(D

l), deshalb gibt es eine

stetige Erweiterung f3 von f mit

f3 : D
l → W b(c)− {c},

weshalb dann Hl(W
b(c),W b(c)− {c}) = 0 .
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Bemerkung 6.14 Wenn also Ck1(c;K) ̸= 0 und Ck2(c;K) ̸= 0, dann gilt

|k1 − k2| ≤ l − 2. Wenn n = dimM = 2 , so ist null(c) ≤ 2n − 2 = 2. Also

gilt im Falle n = 2 :

#{j |Cj(c;K) ̸= 0} ≤ 1

Falls dann bj(c;K) ̸= 0 für j = i oder j = i+ l so ist bj(c;K) = 1, d.h. falls

bj(c;K) > 1, so ist l = 2 und j = i+ 1.
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7 Metriken mit nur endlich vielen geschlos-

senen Geodätischen

In diesem Kapitel werden wir zeigen, daß für Finsler–Metriken mit nur end-

lich vielen geschlossenen Geodätischen auf einer kompakten Mannigfaltigkeit

eine topologische Invariante der Mannigfaltigkeit durch metrische Invarian-

ten (insbesondere die mittleren Indices) der geschlossenen Geodätischen aus-

gedrückt werden kann. Für holprige Metriken ist dieses Ergebnis enthalten

in [Ra1]. Eine Finsler–Mannigfaltigkeit hat nur endlich viele geschlossene

Geodätische, wenn es nur endlich viele geometrisch verschiedene geschlosse-

ne Geodätische gibt, d.h. wenn es nur endlich viele Türme von kritischen

Bahnen in ΛM gibt.

7.1 Der Beitrag geschlossener Geodätischer mit posi-
tivem mittleren Index zum Morse–Polynom

Sei c eine isolierte geschlossene Geodätische. Dann definiere für jedes j ≥
0,m ≥ 1

Mm,j(c) = dimCj(c
m; IQ)

Von nun an werden wir –wenn nicht anders angegeben– IQ als Koeffizien-

tenkörper verwenden. Nach Satz 6.13 a) sind diese Zahlen endlich. Wie in

Kapitel 6 sei DN ′(S1.c) eine Tubenumgebung der kritischen Bahn S1.c in

Λ(k, a) und DN ′(c) eine Faser dieser Tubenumgebung, die man mit einer

Faser des Normalenbündels von S1.c identifizieren kann. Bezüglich der mo-

difizierten Metrik g1,m auf DN ′(cm) ist die Abbildung

ϕm : DN ′(c) → DN ′(c) , c̃ 7→ c̃m

eine Isometrie. SeiDN ′
m(c

m) := (DN ′(c))m = {c̃m | c̃ ∈ DN ′(c)}. DaE |DN ′(cm)

ZZm–invariant ist, ist gradE(c
m) tangential an die Fixpunktmenge DN ′(cm)m

und somit gilt

gradE(cm) = ϕm
∗ (gradE(c)) .
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Von entscheidender Bedeutung ist nun, daß

ϕm
∗

(
T 0
c Λ
)
⊂ T 0

cmΛ .

Wenn nämlich J ∈ T 0
c , d.h. J ist ein periodisches Jacobifeld längs c, dann

ist ϕm
∗ J(t) = J(mt) ein periodisches Jacobifeld längs cm. Wenn wir also

voraussetzen, daß null(c) = null(cm), so gilt ϕm
∗ T

0
c Λ = T 0

cmΛ. Nach der Kon-

struktion der charakteristischen Mannigfaltigkeiten ist ϕm(W (c)) dann eine

charakteristische Mannigfaltigkeit für cm, wenn W (c) eine charakteristische

Mannigfaltigkeit für c ist. Wenn also null(c) = null(cm), dann gilt

H∗ ((W (c) ∩ Λ(c)) ∪ {c} ,W (c) ∩ Λ(c))±1 ∼=

H∗ ((W (cm) ∩ Λ(cm)) ∪ {cm} , W (cm) ∩ Λ(cm))±1 (12)

Außerdem benötigen wir das folgende

Lemma 7.1 Sei c eine isolierte geschlossene Geodätische.

a) [GM2, lemma 2] Es gibt positive Zahlen k1, . . . , ks und Folgen mi
j ∈ ZZ+

mit i > 0, j = 1, . . . , s, so daß m1
j = 1, {mi

jkj | i > 0, j = 1, . . . , s} = ZZ+ und

mi
jkj = mi′

j′kj′ genau dann, wenn i = i′, j = j′ und es gilt

null(cm
i
jkj) = null(ckj) .

b) Es gibt eine gerade Zahl k(c) > 0, so daß null(cm+k(c)) = null(cm) für alle

m ≥ 1.

Beweis. a) Seien exp(±2πiλ1), . . . , exp(±2πiλk), λj ∈ [0, 1/2] die Eigen-

werte mit Norm 1 der linearisierten Poincaré–Abbildung Pc von c. Diese

Zahlen nennen wir die Poincaré–Exponenten von c. Wenn alle λj irrational

sind, so sind nach Theorem 4.1 alle Iterierten cm nicht–degeneriert. Sei-

en nun λ1, . . . , λr die rationalen Poincaré–Exponenten, wir schreiben sie in

der Form λj = pj/qj mit ggT(pj, qj) = 1. Sei Q := {qj | j = 1, . . . , r}. Für
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eine nicht–leere Teilmenge A ⊂ Q sei k(A) := kgV{qj | j = 1, . . . , r ; qj ∈
A}. Dann seien k1, . . . , ks paarweise verschiedene natürliche Zahlen, so daß

{k1, . . . , ks} = {k(A) |A ⊂ Q} ∪ {1}. Für jedes j ∈ {1, . . . , s} definieren wir

induktiv m1
j = 1,

mi+1
j = min{m > mi

j | q ̸ |mkj für alle q ∈ Q mit q ̸ |kj}

Dann erfüllen diese Folgen nach Theorem 4.1 die Behauptung a).

b) Sei q̃ := kgV{q1, . . . , qr} , k̃ := kgV{k1, . . . , ks} , k(c) := 2q̃k̃. Wenn

m = mi
jkj, dann gilt also für q ∈ Qj := {q ∈ Q|q ̸ |kj} : q ̸ |m. Da m+ k(c) =

(mi
j +2Aq̃)kj für eine natürliche Zahl A und da q ̸ |m+ k(c), gibt es also ein

i′ > i, so daß m+ k(c) = mi′
j kj, d.h. null(c

m) = null(cm+k(c)).

Lemma 7.2 Wenn c eine isolierte geschlossene Geodätische ist, dann gibt

es eine gerade Zahl k(c) > 0, so daß für alle m ≥ 1 , j ≥ 0:

Mm,j+ind(cm)(c) =Mm+k(c),j+ind(cm+k(c))(c) .

Beweis. Seik(c) die positive gerade Zahl aus dem vorherigen Lemma. Sei

j ∈ {1, . . . , s} die Zahl, so daß m = mi
jkj. Wenn nun

W−(kj) := W (ckj) ∩ Λ(ckj) , W (kj) := W−(kj) ∪ {ckj}

und ϕr : Λ → Λ, ϕr(c̃) = c̃r, dann setzen wir

W−(rkj) := ϕr(W−(kj)) , W (rkj) := ϕr(W (kj)) .

Für r = ml
j , l > 0 ist also W (crkj) = ϕr(W (ckj)) eine charakteristische

Mannigfaltigkeit zu crkj nach Lemma 7.1.

η(rkj) := η(crkj) ∈ {±1} wurde in Satz 6.11 definiert. Es gilt η(rkj) = 1

genau dann, wenn rkj ≡ 1 (mod 2) oder |γc| = 1. Nach Satz 6.11 gilt dann

C∗−ind(crkj )(c
rkj) ∼= H∗

(
W (rkj) , W

−(rkj)
)η(rkj)

.
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ϕr induziert einen Isomorphismus

ϕr
∗ : H∗

(
W (kj) , W

−(kj)
)
−→ H∗

(
W (rkj) , W

−(rkj)
)
.

Sei Tr Erzeugendes der ZZrkj–Aktion auf W (rkj). Dann gilt

ϕr ◦ T1 = Tr ◦ ϕr ,

also

H∗
(
W (rkj) , W

−(rkj)
)η(rkj) ∼= H∗

(
W (kj) , W

−(kj)
)η(rkj)

.

Da m = mi
jkj und m + k(c) = (mi

j + 2q̃A)kj für eine natürliche Zahl A, so

gilt η(m) = η(m+ k(c)) = η, d.h.

H∗
(
W (m) , W−(m)

)η ∼= H∗
(
W (m+ k(c)) , W−(m+ k(c))

)η
∼= H∗

(
W (kj) , W

−(kj)
)η

2

Nun wollen wir den Beitrag der Iterierten einer primen geschlossenen

Geodätischen c mit Länge L(c) zum Morse–Polynom abschätzen. Dazu sei

für j ≥ 0,m ≥ 1, L > 0:

Mm,j(c) := dimCj(c
m)

ML
j (c) :=

[L/L(c)]∑
m=1

Mm,j(c)

ML(c)[t] :=
∞∑
j=0

ML
j (c) t

j

ML,N(c)[t] :=
N∑
j=0

ML
j (c) t

j

Die Koeffizienten Mm,j(c) sind nach Satz 6.13 endlich.

Wenn für alle m ≥ 1 die Iterierten cm nicht–degeneriert sind, dann gilt

nach Korollar 6.12

Mm,j(c) =


1 ; j = ind(cm) und

m ≡ 1 (mod 2) oder |γc| = 1

0 ; sonst

.
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In diesem Fall ist k(c) = 2. Für |γc| = 1 gilt

MmL(c)(c)[t] =
m∑
l=1

tind(c
l)

also MmL(c)[−1] = γcm. Für |γc| = 1/2 gilt

MmL(c)(c)[t] =
[m/2]∑
l=1

tind(c
2l−1)

also MmL(c)[−1] = (γc/|γc|)[m/2]. Wenn c hyperbolisch ist, d.h. ind(cm) =

m · ind(c) = m · αc, dann gilt

MmL(c)(c)[t] =
m∑
l=1

tlαc ,

falls αc gerade ist (dann ist γc = 1) und

MmL(c)[t] =
[m/2]∑
l=1

t(2l−1)αc ,

falls αc ungerade ist (dann ist γc = −1/2).

Satz 7.3 Sei c eine isolierte prime geschlossene Geodätische mit positivem

mittleren Index αc. Sei k(c) > 0 die Zahl aus Lemma 7.2 und L(c) die Länge

von c. Sei

βc :=
1

k(c)
Mk(c)L(c)(c)[−1] =

1

k(c)

∑
1≤m≤k(c) ; j≥0

(−1)jMm,j(c)

Dann gilt

a) Für alle N ≥ n− 1 und für alle L > 2NL(c)/αc:

ML
N(c) =M∞

N (c) .

b) Es gibt eine Zahl A1 > 0, so daß für alle j ≥ 0:

M∞
j (c) ≤ A1 .
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c) Es gibt eine Zahl Ac > 0, so daß für alle N ≥ 1:∣∣∣∣M∞,N(c)[−1]− N

αc

βc

∣∣∣∣ ≤ Ac .

d) Wenn null(cm) = 0 für alle m ≥ 1 gilt, dann ist

βc = γc ∈ {±1

2
, ±1} ,

wobei γc die in Definition 6.8 eingeführte Invariante ist.

e) Wenn c eine hyperbolische geschlossene Geodätische ist mit ind(c) =

αc ∈ IN, dann ist für alle l ≥ 1:

M∞,2lαc(c)[−1] = 2lγc

Dabei ist γc = 1, falls αc gerade ist, und γc = −1/2, falls αc ungerade ist.

Beweis. a) Aus der Ungleichung (vgl. Theorem 4.6)

|ind(cm)−mαc| ≤ n− 1 (13)

folgt, daß ind(cm) > N , falls m > (N + n − 1)/αc. Also ist nach Satz 6.13

Mm,N(c) = 0 für alle m > (N +n− 1)/αc, sowie M
mL(c)
N (c) =ML

N =M∞
N für

alle L > mL(c) .

b) Setze Bm := maxj Mm,j(c). Nach Lemma 7.2 gilt Bm+k(c) = Bm für

alle j ≥ 0 , m ≥ 1. Nach Gleichung ( 13) gilt ind(cm) + null(cm) < N für

m < (N − 3n− 3)/αc, also ist für festes j ≥ 0:

#{m ≥ 1 |Mm,j(c) > 0} ≤ 2n− 2

αc

+ 1 .

Demnach gilt mit B := max{Bm|1 ≤ m ≤ k(c)}:

M∞
j (c) =

∞∑
m=1

Mm,j(c) ≤
(
2n− 2

αc

+ 1
)
·B =: A1 .
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c) Da k(c) gerade ist und für m ≥ 1 nach Lemma 7.2

Mmk(c)L(c)(c)[t] =Mk(c)L(c)(c)[t]
m∑
j=1

tind(c
jk(c))

gilt:

Mmk(c)L(c)(c)[−1] = mMk(c)L(c)(c)[−1] .

Also gilt mit der Abkürzung M̃ :=Mk(c)L(c)(c)[1]:∣∣∣∣M∞,N(c)[−1]− N

αc

βc

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

j≤N ;m≥1

(−1)jMm,j(c)−
N

αck(c)

∑
j≥1 ;m≤k(c)

(−1)jMm,j(c)

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
∑

j≤N ;m≥1

(−1)jMm,j(c)−
∑

j≥1,m≤[N/(αck(c))]k(c)

(−1)jMm,j(c)

∣∣∣∣∣∣+ M̃

≤

∣∣∣∣∣∣
∑

j≤N ;m>[N/(αck(c))]k(c)

(−1)jMm,j(c)

∣∣∣∣∣∣+ M̃ (14)

Aus j ≤ N ; m > [N/(αck(c))]k(c) und Mm,j(c) > 0 folgt ind(cm) ≤ N und

somit m ≤ N
αc

+ n−1
αc

sowie N − k(c)αc − (n− 1) ≤ ind(cm) ≤ j. Also ist
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∣∣∣∣∣∣
∑

j≤N ;m>[N/(αck(c))]k(c)

(−1)jMm,j(c)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ #

{
(j,m) ∈ ZZ+ × ZZ+ |N − k(c)αc − (n− 1) ≤ j ≤ N ,

N

αc

− k(c) < m ≤ N

αc

+
n− 1

αc

}
·B

≤ (k(c)αc + n)
(
k(c) +

n− 1

αc

+ 1
)
·B (15)

Also ist nach den Gleichungen ( 14) und ( 15) die Folge(∣∣∣∣M∞,N(c)[−1]− N

αc

βc

∣∣∣∣)
N≥1

beschränkt.

7.2 Geschlossene Geodätische mit verschwindendemmitt-
leren Index

Für geschlossene Geodätische c mit mittlerem Index αc = 0 gilt nach Korol-

lar 4.4 ind(cm) = 0 für alle m ≥ 1. Eine solche Geodätische produziert also

lokale Homolgie in Dimensionen ≤ 2n− 2.

Die Iterationsabbildung ϕm : Λ → Λ, c̃ 7→ c̃m induziert den Homomor-

phismus (c ist nicht notwendig prim)

ϕm
∗ : C∗(c; ZZ) → C∗(c

m; ZZ)

zwischen den kritischen Gruppen. Wenn αc > 0, dann ist ϕm
∗ trivial für fast

alle m ≥ 1, da der Index ind(cm) linear wächst.

Seien K := {k1, . . . , ks} die Zahlen aus Lemma 7.1. Für diese Zahlen

gibt es also Folgen mi
1, . . . ,m

i
s, so daß null(ckj) = null(cm

j
ikj). Sei K ′ :=

{k′1, . . . , k′r} = {k1, . . . , kr} − {1}. Dann gilt also für jede Zahl m ∈ IN, die

nicht Vielfaches einer Zahl k′ ∈ K ′ ist, daß null(cm) = null(c). Somit ist für

jedes solche m die Abbildung ϕm
∗ ein Isomorphismus, wenn αc = 0.
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Mit Hilfe einer von Bangert in [Ba1] eingeführten globalen Homotopie

konnten dann Bangert–Klingenberg zeigen, daß diese durch Iteration gewon-

nene relative Homologie C∗(c
m) für unendlich viele m in H∗(Λ , Λ(c

m)) unter

einer zusätzlichen Voraussetzung an c trivial ist. Es gilt der

Satz 7.4 [BaKl, cor.1] Sei c eine geschlossene Geodätische, die kein abso-

lutes Minimum für E in ihrer freien Homotopieklasse ist. Für jede endliche

Menge J natürlicher Zahlen ≥ 2 gibt es eine natürliche Zahl m, die keine

der Zahlen j ∈ J als Teiler besitzt, so daß die Komposition

ϕm
∗ i∗

C∗(c; ZZ) −→ C∗(c
m; ZZ) −→ H∗(Λ , Λ(c

m); ZZ)

trivial ist. Dabei wird i∗ von der Inklusion induziert.

Die zusätzliche Voraussetzung an c ist notwendig. Wenn z.B.M eine kom-

pakte Mannigfaltigkeit negativer Schnittkrümmung ist, dann gibt es in jeder

freien Homotopieklasse genau eine geschlossene Geodätische, die dann ein

absolutes Minimum für E ist. In diesem Fall hat jede Komponente von ΛM

den Homotopietyp von S1, also ist die Komposition i∗ϕ
m
∗ ein Isomorphismus

für alle m.

Die von Bangert eingeführte Homotopie benutzt nicht die Symmetrie der

zugrunde gelegten Riemannschen Metrik, deshalb lassen sich diese Resultate

auch auf den Fall von (nicht–symmetrischen) Finsler–Metriken übertragen.

Eine geschlossene Geodätische heißt homologisch unsichtbar , falls

C∗(c
m; ZZ) = 0 für alle m ≥ 1. Nach Lemma 7.1 ist dies äquivalent zur

Annahme C∗(c
m; ZZ) = 0 für alle m ∈ {1, 2, . . . , k(c)}. Insbesondere ist eine

homologisch unsichtbare geschlossene Geodätische degeneriert. Nach Satz 6.6

verschwinden dann auch alle S1–kritischen Gruppen C∗(c
m; IQ) für allem ≥ 1.

Dann kann man mit Hilfe des vorigen Satzes zeigen:

Theorem 7.5 (vgl. [BaKl, thm.3]) Wenn M eine kompakte einfach–zusam-

menhängende Finsler–Mannigfaltigkeit mit nur endlich vielen geometrisch
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verschiedenen geschlossenen Geodätischen ist, dann ist jede der geschlosse-

nen Geodätischen mit verschwindendem mittleren Index homologisch unsicht-

bar.

Zum Beweis wählt man einen Körper K (K = IQ oder K = ZZp′ , p
′ ∈ IP)

und eine geschlossene Geodätische c mit αc = 0, für die es ein p ∈ IN0 gibt

mit

Cp(c;K) ̸= 0

und so daß für alle anderen geschlossenen Geodätischen d mit αd = 0 und

für alle q > p:

Cq(d;K) = 0 .

Für c gibt es Zahlen {k′1, . . . , k′r} mit k′i ≥ 2, so daß

ϕm
∗ : C∗(c;K) → C∗(c

m;K)

ein Isomorphismus ist, wenn m von keinem k′ ∈ K ′ geteilt wird. Da es nur

endlich viele geschlossene Geodätische gibt, gibt es eine Zahl A > 0, so daß

für alle geschlossenen Geodätischen d mit αd > 0 gilt: Wenn E(d) > A, dann

ist ind(d) ≥ p + 2, d.h. Cj(d; ZZ) = 0 für j ≤ p + 1. Wir werden aus den

Morse–Ungleichungen folgern, daß

i∗ϕ
m
∗ : C∗(c;K) → H∗(Λ , Λ(c

m))

injektiv ist, falls E(cm) > A und falls m von keiner der Zahlen k′ ∈ K ′ geteilt

wird. Dies widerspricht dann dem vorherigen Satz. Wir zeigen die Injektivität

der Abbildung

i∗ : C∗(c
m;K) → H∗(Λ , Λ(c

m))

für alle m mit E(cm) > A. Wir wenden die Morse Ungleichungen 6.1 auf

(ΛL , ΛA) für L > A an. Da es nach Voraussetzung keine geschlossenen

Geodätischen d gibt mit E(d) > A und Cp+1(d;K) ̸= 0, gilt

Mp+1(Λ
L , ΛA) = 0 .
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Also ist bp+1(Λ
L , ΛA) = 0, woraus auch bp+1(Λ , Λ

A) = 0 folgt. Aus der

exakten langen Homologiesequenz des Tripels (Λ , Λ(cm)∪S1.c , Λ(cm)) folgt

dann die Injektivität von i∗.

7.3 Der Zusammenhang zwischen den mittleren Indi-
ces bei Metriken mit nur endlich vielen geschlos-
senen Geodätischen

Die folgende Verallgemeinerung des entsprechenden Resultats von Gromoll

und Meyer für Riemannsche Mannigfaltigkeiten wurde für Finsler–Metriken

von Matthias gezeigt.

Theorem 7.6 ([GM2, thm. 4], [Ma2]) Wenn M eine kompakte Finsler–

Mannigfaltigkeit mit nur endlich vielen (geometrisch verschiedenen) homolo-

gisch sichtbaren geschlossenen Geodätischen ist, dann ist die Folge bi(Λ;K)

der Betti–Zahlen des freien Schleifenraums mit K = IQ oder K = ZZp , p ∈ IP

beschränkt.

Dieses Ergebnis ist in den Resultaten des Kapitels 6 enthalten, wenn an-

stelle der S1–kritischen Gruppen die kritischen Gruppen betrachtet werden.

So folgt also auch, daß die Folge bi(Λ̄; IQ) beschränkt ist. Dagegen wird i.a. die

Folge bi(Λ̄; ZZp) für eine Primzahl p unbeschränkt sein, vgl. [Ra2, 4.11], wo

gezeigt wird, daß die Homologie Hs(Λ̄S
2, Λ̄0S2; ZZ) für alle ungeraden s ≥ 3

nicht endlich erzeugt ist.

Mit Hilfe rationaler Homotopietheorie konnten Vigué–Poirrier/Sullivan

zeigen:

Theorem 7.7 [VS] Wenn M eine kompakte einfach–zusammenhängende

Mannigfaltigkeit ist, für die die Folge bi(ΛM ; IQ) der rationalen Betti–Zahlen

des freien Schleifenraums beschränkt ist, dann hat die rationale Kohomologie

Algebra H∗(M ; IQ) genau ein Erzeugendes.
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Es gibt also Zahlen d,m ∈ IN, die den rationalen Homotopietyp von M

bestimmen, so daß H∗(M ; IQ) ∼= Td,m+1(x) := IQ[x]/(xm+1 = 0), d.h. H∗(M ; IQ)

wird von einem Element x von Grad d erzeugt und es gilt xm+1 = 0, d.h.

dimM = md. Wenn d ungerade ist, so gilt wegen x2 = (−1)dx2 = −x2 also

m = 1, d.h. M ist rational homotopieäquivalent zu einer d–Sphäre.

Mit Hilfe rationaler Homotopietheorie erhält man den

Satz 7.8 [Ra1, 2.6] Für eine kompakte einfach–zusammenhängende Mannig-

faltigkeit M mit H∗(M ; IQ) ∼= Td,m(x) gilt:

a) Wenn

B(d,m) := lim
m→∞

1

m

m∑
i=0

(−1)ibi(Λ̄, Λ̄
0; IQ)

so gilt

B(d,m) =


− m(m+1)d

2d(m+1)−4
; d ≡ 0 (mod 2)

d+1
2d−2

; d ≡ 1 (mod 2)

b) Wenn d gerade ist, so gilt für b := d(m+ 1)− 2:

bj∑
i=0

(−1)ibi(Λ̄, Λ̄
0; IQ) = bjB(d,m) +

1

4
m(m+ 1)d

Damit können wir folgendes Ergebnis zeigen, daß für den Fall holpriger

Metriken in [Ra1, thm.3] gezeigt wurde:

Theorem 7.9 M sei eine kompakte einfach–zusammenhängende Finsler–

Mannigfaltigkeit mit nur endlich vielen (geometrisch verschiedenen) primen

geschlossenen Geodätischen c1, . . . , cr. Dann gilt also H∗(M ; IQ) ∼= Td,m(x)

nach Theorem 7.6 und Theorem 7.7: nach Theorem 7.5 sind die mittleren

Indizes αi = αci positiv für alle i = 1, . . . , r.

a) Wenn dann B(d,m) die Invariante aus Satz 7.8 des rationalen Homo-

topietyps vonM ist und βi = βci ∈ IQ , i = 1, . . . , r die metrischen Invarianten
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der geschlossenen Geodätischen aus Satz 7.3 sind, dann gilt

B(d,m) =
r∑

i=1

βi
αi

b) Für gerades d ist eine der geschlossenen Geodätischen nicht–hyperbolisch.

Beweis. Da αi > 0 für alle i = 1, . . . , r, gibt es nach Satz 7.3 b) eine Zahl

A1 > 0, so daß für alle j ≥ 0

M∞
j (ci) ≤

A1

r
.

Also sind die Vorausetzungen für die Anwendung der Morse–Ungleichungen

Theorem 6.1 für (Λ̄, Λ̄0) erfüllt, d.h. die Koeffizienten Mj der Morse–Reihe

M(Λ̄, Λ̄0)[t] =
r∑

i=1

M∞(ci)[t] =
∞∑
j=0

Mjt
j

sind beschränkt durch A1. Sei bj := bj(Λ̄, Λ̄
0; IQ). Die Morse–Ungleichungen

besagen also, daß es eine Folge (qj) nicht–negativer ganzer Zahlen gibt, so

daß

Mj = bj + qj + qj−1

für alle j ≥ 0. Da Mj ≤ A1 für alle j ≥ 0, gilt also auch qj ≤ A1 für alle

j ≥ 0. Nach Satz 7.3 c) gibt es eine Zahl A > 0, so daß für alle i = 1, . . . , r:∣∣∣∣M∞,N(ci)[−1]− N

αi

βi

∣∣∣∣ ≤ A

r
. (16)

Nach den Morse–Ungleichungen gilt für gerades N > 0:

qN =
N∑
j=0

(−1)jMj −
N∑
j=0

(−1)jbj

=
r∑

i=1

M∞,N(ci)[−1]−
N∑
j=0

(−1)jbj (17)
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Da qN ≤ A1 für alle N ≥ 0, folgt also aus den Gleichungen ( 16) und ( 17),

daß für alle N ≥ 0: ∣∣∣∣∣∣N
r∑

i=1

βi
αi

−
N∑
j=0

(−1)jbj

∣∣∣∣∣∣ ≤ A+ A1 ,

also

B(d,m) = lim
N→∞

1

N

N∑
j=0

(−1)jbj =
r∑

i=1

βi
αi

.

b) Sei b := d(m + 1) − 2 und seien alle geschlossenen Geodätischen

c1, . . . , cr hyperbolisch. Dann setzen wir α := α1 ·. . .·αr = ind(c1)·. . .·ind(cr).
Dann gilt nach Satz 7.8 b) und Teil a) dieses Beweises:

qbnα =
bNα∑
j=0

(−1)jMj −
bNα∑
j=0

(−1)jbj

= bNα

(
r∑

i=1

γi
αi

−B(d,m)

)
− 1

4
m(m+ 1)d

= −1

4
m(m+ 1)d < 0

im Widerspruch zu qbNα ≥ 0 2

Bemerkung 7.10 In [Ra1] nennen wir eine Metrik zulässig, falls die Menge

der geschlossenen Geodätischen als Teilmenge von ΛM die disjunkte Verei-

nigung von nicht–degenerierten kritischen Untermannigfaltigkeiten Bm
k ,m ∈

IN, k = 1, . . . , r mit Bm
k = {cm|c ∈ Bk} ist (vgl. Abschnitt 2.1), und falls

die Quotientenräume Bk/S
1 einfach–zusammenhängend sind. Eine holpri-

ge Metrik mit nur endlich vielen geschlossenen Geodätischen ist insbeson-

dere zulässig. Die kompakten einfach–zusammenhängenden symmetrischen

Räume vom Rang 1 sind weitere Beispiele zulässiger Metriken, in diesem Fall

gilt r = 1 und die Mannigfaltigkeit B1 der primen geschlossenen Geodäti-

schen kann mit dem Einheitstangentialbündel identifiziert werden. Für eine

zulässige Metrik setzen wir für k = 1, . . . , r : αk := αc, γk := γc für ein
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c ∈ Bk. χk sei die Euler–Charakteristik des Quotienten Bk/S
1. Dann erhal-

ten wir in [Ra1, thm.3]:

B(d,m) =
r∑

k=1

γk
αk

χk .

Diese Formel kann man benutzen, um für die kompakten einfach–zusammen-

hängenden symmetrischen Räume vom Rang 1 die topologische Invariante

B(d,m) auszurechnen.

Beispiel 7.11 Sei Fµ, µ ∈ (0, 1) ∩ IR − IQ die Familie nicht–symmetrischer

holpriger Finsler–Metriken auf S2 nach Katok, deren Konstruktion wir im

Abschnitt 5.3 angegeben haben. Fµ besitzt zwei geschlossene Geodätische c±

mit mittlerem Index α± = 2/(1± µ) und γ± = −1. Also gilt

B(2, 1) =
−1

α+

+
−1

α−
= −1

in Übereinstimmung mit Satz 7.8a).

Da nach Gleichung ( 8) der mittlere Index einer nicht–hyperbolischen

geschlossenen Geodätischen auf einer Fläche mit einer holprigen Metrik ir-

rational ist, folgt aus Theorem 7.9: Jede holprige Finsler–Metrikauf S2 mit

nur endlich vielen geschlossenen Geodätischen hat mindestens zwei nicht–

hyperbolische geschlossene Geodätische.

Mit Hilfe der S1–äquivarianten Kohomologie des Raums ΛM zeigt Hing-

ston das folgende Resultat für Riemannsche Metriken. Da die ZZ2–Symmetrie

θ des Raumes ΛM nicht verwendet wird, überträgt sich das Resultat auf

Finsler–Metriken.

Theorem 7.12 [Hi1, (6.2)] Wenn auf einer kompakten einfach–zusammen-

hängenden Finsler–Mannigfaltigkeit M vom rationalen Homotopietyp eines

kompakten symmetrischen Raums vom Rang 1 alle homologisch sichtbaren

geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind, dann gibt es unendlich viele.
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Wenn n(l) die Anzahl der geometrisch verschiedenen geschlossenen Geodäti-

schen der Länge < l ist, dann gilt

lim inf
l→∞

n(l)
log(l)

l
> 0 .

Sullivan zeigt in [Su], daß es neben den rationalen Homotopietypen der

symmetrischen Räume vom Rang 1 (für die d ungerade ist oder d ∈ {2, 4, 8})
unendlich viele rationale Homotopietypen von einfach–zusammenhängenden

kompakten Mannigfaltigkeiten M mit H∗(M ; IQ) ∼= Td,m+1(x) gibt (dann ist

also insbesondere d gerade). Das Theorem 7.12 von Hingston und Theo-

rem 7.9 zusammen ergeben also das folgende

Theorem 7.13 WennM eine kompakte einfach–zusammenhängende Finsler–

Mannigfaltigkeit ist, für die alle homologisch sichtbaren geschlossenen Geodäti-

schen hyperbolisch sind, dann gibt es unendlich viele (geometrisch verschie-

dene) geschlossene Geodätische.

Bemerkung 7.14 a) Wenn f eine Isometrie endlicher Ordnung k einer kom-

pakten Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist, dann heißt eine Geodätische

f–invariant, falls f(c(t)) = c(t+ 1) für alle t ∈ IR. Dann ist also c|[0, k] eine
geschlossene Geodätische, die invariant ist unter f . f–invariante Geodäti-

sche lassen sich als kritische Punkte des Energiefunktionals auf dem Raum

Λ(M, f) der f–invarianten Kurven charakterisieren. Diese Theorie wurde von

Grove eingeführt [Gr]. In [GT] zeigen Grove–Tanaka eine Verallgemeinerung

des Theorems 7.6 für geschlossene Geodätische von Gromoll–Meyer auf den

Fall isometrie–invarianter Geodätischer. Sinngemäß lassen sich unter gewis-

sen topologischen Voraussetzungen an f bzw. die Fixpunktmenge von f die

Ergebnisse dieses Kapitels auf den Fall f–invarianter Geodätischer übertra-

gen, vgl. [Hi3], [Ra3]. Während es kein Beispiel einer Riemannschen Metrik

mit nur endlich vielen geschlossenen Geodätischen gibt, so kann man leicht

mit Hilfe von Rotationen auf Standardsphären Beispiele konstruieren mit nur

endlich vielen isometrie–invarianten Geodätischen, vgl. [Ra3, §4].
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b) In Kapitel 8 werden wir zeigen, daß es Riemannsche Metriken auf S2

gibt, für die alle homologisch sichtbaren geschlossenen Geodätischen hyper-

bolisch sind, d.h. die Voraussetzungen von Theorem 7.12 bzw. Theorem 7.13

sind erfüllt. Außerdem gibt es Metriken auf S2 mit einer Isometrie endlicher

Ordnung, so daß alle isometrie–invarianten Geodätischen hyperbolisch sind.
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8 Metriken auf S2 mit vielen hyperbolischen

geschlossenen Geodätischen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass es auf der 2-dimensionalen Sphäre C∞- Me-

triken gibt, für die alle homologisch sichtbaren geschlossenen Geodätischen

hyperbolisch sind, Es ist eine offene Frage, ob es Riemannsche Metriken auf

einer einfach-zusammenhängenden kompakten Mannigfaltigkeit gibt, für die

alle geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind. In den Existenzsätzen für

geschlossene Geodätische für solche Metriken, die morsetheoretische Argu-

mente benutzen, kann die Voraussetzung abgeschwächt werden zu der An-

nahme, dass alle homologisch sichtbaren geschlossenen Geodätischen hyper-

bolisch sind, do z.B. in Theorem 7.13. Außerdem zeigen wir, dass es möglich

ist, zu gegebenem L > 0 diese Metrik so zu stören, dass alle geschlossenen

Geodätischen der Länge < L hyperbolisch sind.

Donnay gibt in [Do1 [Do2] C∞]-Metriken auf S2 an, deren geodätischer

Fluß positive maßtheoretische Entropie hat und ergodisch ist. Burs-Gerber

zeigen in [BG], dass man durch Störung dieser Metriken mit ergodischem

geodätischen Fluß erhält.

Ausgangspunkt dieser Beispiele ist das folgende Beispiel von Ossermann. Sei

M1 eine Fläche mit Rand mit konstanter Gaußscher Krümmung K ≡ −1,

die diffeomarph ist zu einer 2-Späre, aus der 3 Punkte entfernt werden und

deren Randkurven einfache geschlossene Geodätische sind (auch Y − Stück

oder Hose genannt). Auf diese Ränder setzt man drei Hemisphären Ci, i =

1, 2, 3 konstanter positiver Krümmung auf, das dass man eine Metrik auf

M1 ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3 erhält, die C1 ist. In diesem Beispiel kann man leicht

einsehen, dass der geodätische Fluß ergodisch ist (vgl. den Anhang [Do1,

A.3]).

Für L > 0 sei D2
L := (x, y)ε | x2 + y2 ≤ L2 die Scheibe mit Radius L

und seien (r, ϕ), ε(o, L), ϕε[0, 2π) Polarkoordinaten Für D2
L. Wir nennen die
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Scheibe D2
L zusammen mit einer rotationssymmetrischen Metrik der Form.

dr2 + g2(r)dϕ2

für eine ungerade C∞-Funktion g : [−L,L] → IR Kappe mit monotoner

Krümmung, falls gilt:

a) Die Gaußsche Krümmung K : [0, L] →, K(r) = −g′′(r)/g(r) ist mono-

ton fallend und K(L) = 0.

b) Der Rand r = L der Kappe ist eine Geodätische (d. h. g(L) = 0).

Wir werden später Metriken auf S2 untersuchen, für die die MengeM+ :=

{p ∈M |K(p) ≥ 0} aus disjunkten Kappen monotoner Krümmung bestehen.

Zunächst untersuchen wir vom morsetheoretischen Standpunkt aus die Rand-

geodätischen, an denen die Gaußsche Krümmung ihr Vorzeichen wechselt:

Lemma 8.1 Auf einer orientierbaren kompakten Fläche sei eine geschlosse-

ne Geodätische c mit einer Tubenumgebung S1×(−ε, ε) gegeben, wobei c(t) =
(t, 0) so dass für die Gaußsche Krümmung K(u, v), (u, v) ∈ S1 × (−ε, ε) die
Bedingung K(u, v) · v > 0 für alle v ̸= 0 erfüllt ist. Dann sind alle Iterierten

cm von c homolgisch unsichtbar.

Beweis. Da K(t, 0) = 0 für alle t, besitzt cm(t) = (mt, 0), t ∈ [0, 1] keine

konjugierten Punkte. Die Hessesche d2E(cm) des Energiefunktionals ist po-

sitiv semi-definit. Wir fixieren m und a > E(cm) und wählen k ∈ IN, so dass

1/k < η2/(2a), wobei η > 0 der Konvexiätsradius von M ist. Die in Ab-

schnitt 6.2 definierte endlich-dimensionale Approximation Λ(k, a) hat dann

eine Metrik d, die von der Produktmetrik auf M × · · · ×M induziert wird.

Da null(cm) = 1, ist die charakteristische Mannigfaltigkeit W von cm

ein-dimensional (vgl. Theorem 6.3). Wir nehmen an, dass cm homologisch

sichtbar ist. Da ind(cm) = 0, ist c nach Satz 6.13 ein lokales Minimum von E

oder ein lokales Maximum von der Einschränkung E | W . Für eine genügend

kleine Umgebung U von c in Λ(k, a) und für die Menge Λ(cm) = {σ ∈
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Λ(k, a)|E(σ) < E(cm)} ist dann also U ∩ Λ(cm) entweder leer oder nicht-

zusammenhängend.

Wir werden nun zeigen, dass U ∩Λ(cm) nicht-leer und zusammenhängend

ist: Da cm keine konjugierten Punkte besitzt, folgt aus dem Gauß-Lemma,

dass eine Kurve γ ∈ Λ(k, a) mit E(γ) < E(cm), d′(γ, S1.cm) < δ die Geodäti-

sche cm nicht schneidet. Falls nun also d′(γ, S1.cm) < δ und E(γ) < E(cm),

so hat K(γ(t)) konstantes Vorzeichen. Da es bei negativer Krümmung in je-

der freien Homotopieklasse genau eine kürzeste geschlossene Kurve gibt, gilt

K(γ(t)) > 0. Sei

dv2 + f 2(u, v)du2

mit einer positiven C∞−Funktion f : S1 × (−ε, ε) → IR+ die Metrik in

geodätischen Parallelkoordinaten (u, v) ∈ S1 × (−ε, ε) basierend auf der

Geodätischen c(u) = (u, 0). Dann gilt also für alle u ∈ S1 und v > 0:

∂f

∂v
(u, 0) = 0,

∂2f

∂v2
(u, v) = −K(u, v)f(u, v) < 0

Falls γ(t) = (u(t), v(t)) und v(t) ≤ δ für alle t, so lassen sich γ und die

Parallelkurve t 7→ (δ, v(t)) durch alle Kurven mit Energie < E(cm) verbinden.

Also ist U ∩ Λ(cm) nicht-leer und zusammenhängend. 2

Sei c : IR → M eine Geodätische auf einer orientierten Fläche M , sei

|ċ| = 1 und sei N(t) die orientierte Einheitsnormale an c. Ein normales

Jacobifeld Y (t) längs c(t) (für das also ⟨Y, c⟩ = 0 gilt) kann beschrieben

werden durch

Y (t) = y(t)N(t) ,

wobei die Funktion y : IR → IR die Jacobi-Gleichung

yn(t) +K(c(t))y(t) = 0 (18)

löst. K ist die Gaußsche Krümmung. Für die kovariante Ableitung längs c

gilt ∇Y (t) = y′(t). Für a, b ∈ IR definieren wir die symplektische lineare
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Abbildung P b
a : IR2 → IR2:

P b
a(y(a), y(a)) = (y(b), y(b))

für jede Lösung der Jacobi-Gleichung (18). Wenn y1 und y2 die Lösungen mit

den Anfangsbedingungen

y1(a) = 1, y1(a) = 0, y2(a) = 0, y2(a) = 1

sind, dann hat bezüglich der kanonischen Basis des IR2 P b
a die Matrixdarstel-

lung

P b
a =

(
y1(b) y2(b)
y1(b) y2(b)

)
.

Für alle a1, a2, a3 ∈ IR gilt P a3
a1

= P a3
a2
◦P a2

a1
. Falls c(t+L) = c(t) für alle t, dann

ist PL
0 die linearisierte Poincare-Abbildung der geschlossenen Geodätischen

c|[0.L]. Sofern die Eigenwerte von P ∈ Sp(1) nicht Norm 1 haben, so heißt

P hyperbolisch, falls P orthogonal ist, so heißt P elliptisch und andernfalls

parabolisch. Wir definieren die folgenden Untermengen von Sp(1):

A :=

{(
a b
c d

)∣∣∣∣∣ ad− bc = 1; a, d > 1, b, c > 0

}

B :=

{(
1 a
0 1

)∣∣∣∣∣ a > 0

}

Dann besteht A aus hyperbolischen Elementen (da Spur > 2) und B aus

parabolischen Elementen und es gilt:

A1, A2 ∈ A , B ∈ B ⇒ A1 · A2 ∈ A , A1 ·B ∈ A (19)

Aus dem Vergleichssatz für Lösungen der Jacobi-Gleichung folgt: Wenn c :

[0, L] → M eine Geodätische auf einer orientiebaren Fläche ist und wenn

K(c(t)) < 0 für t ∈ (0.L), dann gilt

PL
0 ∈ A . (20)
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Für jede Geodätische c, die in eine Kappe C monotoner Krümmung hin-

einläuft (sei c(0) ∈ ∂C), gibt es eine Zeit t0 > 0, für die der Abstand zum

Zentrum der Kappe minimal ist. Dann verläßt c zum Zeitpunkt 2t0 wieder

die Kappe. Sei y1 bzw. y2 die Lösung der Jacobi-Gleichung längs c mit den

Anfangsbedingungen

y1(0) = 1, y1(0) = 0, y2(0) = 0, y2(0) = 1

Es gilt nach [BG, §2]:

y1(2t0) = −1, y′1(2t0) = 0, y2(2t0) < 0, y2(2t0) < 0

also

−P 2t0
0 ∈ B . (21)

Sei nunM eine kompakte Fläche, für die die MengeM+ := {p ∈M | K(p) ≥
0} disjunkte Vereinigung von Kappen C1, . . . , Cm monotoner Krümmung ist.

Sei c : [0.L] → M eine geschlossene Geodätische, die nicht mit einem der

Ränder ∂Ci übereinstimmt. Dann ist c entweder ganz im Gebiet {K < 0}
und somit hyperbolisch, oder es gibt eine Partition 0 = t0 < t1 < t2 < ... <

t2k+1 = L, so dass c die Länge L hat und c ((t2i−1, t2i)) ⊂ M+ =
⋃m

i=1Ci

sowie c((t2i, t2i+1)) ⊂M −M+. Für

Pc = PL
0 = P

t2k+1

t2k
◦ · · · ◦ P t2

t1

gilt nach den Gleichungen (19), (20) und (21):

(−1)kPL
0 ∈ A,

d.h. c ist hyperbolisch. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Theorem 8.2 Sei (M, g) eine kompakte orientierbare Fläche mit Riemann-

scher Metrik g, für die die Menge M+ = {K ≥ 0} eine Vereinigung disjunk-

ter Kappen C1, ..., Cm mit monotoner Krümmung ist. Dann sind alle homolo-

gisch sichtbaren geschlossenen Geodätischen hyperbolisch. Die Randgeodäti-

schen ci = ∂Ci, i = 1, ...,m mit ihren Iterierten sind genau die homologisch

unsichtbaren geschlossenen Geodätischen.
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Bemerkung 8.3 a) In [Do1] und [BG] wird eine Familie invarianter Ke-

gel transversal zur Flußrichtung im Tangentialbündel des Einheitstangenti-

albündels SM definiert, die unter dem geodätischen Fluß echt in sich abge-

bildet werden. Daraus kann dann mit Hilfe von Ergebnissen von Wojtkowski

gefolgert werden, dass die Lyapunov-Exponenten der Anfangsrichtungen ge-

schlossener Geodätischer, die nicht Ränder von Kappen sind, positiv sind, d.

h. diese Geodätischen sind hyperbolisch. Wir haben dies oben direkt gezeigt.

Aus weiteren Eigenschaften dieser Kegelfamilie folgt u. a. auch die Ergo-

dizität des geodätischen Flusses.

b) Nach Theorem 7.13 gibt es also auf einer solchen Fläche unendlich

viele geschlossene Geodätische. Nach dem Theorem 7.12 von Hingston gilt

für die Anzahl n(l) der geschlossenen Geodätischen mit Länge ¡ l:

lim inf
l→∞

n(l)
log(l)

l
> 0 .

Die MengeM −M+ ist geodätisch konvex. Also bleibt eine geschlossene Kur-

ve nach Anwendung der Birkhoffschen Verkürzungsprozesses in M −M+.

Damit kann man dann zeigen, dass n(l) sogar exponentiell wächst, wobei

es genügt, nur geschlossene Geodätische zu zählen, die lokale Minima des

Energiefunktionals sind und in M −M+ liegen. Dieses Argument gilt allge-

mein, wenn eine Fläche vom Geschlecht g = 0 drei konkave Scheiben besitzt.

(vgl. [Ra4, §4].
c) Wenn die Fläche Geschlecht > 1 hat, so gibt es Metriken mit negativer

Gaußscher Krümmung, für die also alle geschlossenen Geodätischen hyper-

bolisch sind. Damit g = 0 gilt, muß es also nach dem Satz von Gauß-Bonnet

drei Kappen geben, für g = 1, (den 2-Torus T 2) genügt eine Kappe.

d) Eine geschlossene Geodätische c heißt stabil, Wenn alle Flußlinien des

geodätischen Flusses, die hinreichend nahe an der periodischen Flußlinie ċ

liegen, für alle Zeiten nahe bei c bleiben. Dann besteht die Normalform der

linearisierten Poincaré-Abbildung aus 2-dimensionalen Rotationen und aus
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Reflektionen, (vgl. Beispiel 3.1 b). Der unstabilste Fall ist der Fall einer

hyperbolischen geschlossenen Geodätischen.

Poincaré [Po] behauptete die Existenz einer einfachen nicht-hyperbolischen

geschlossenen Geodätischen auf einer konvexen Fläche. Aber Grjuntal zeigt

in [Gj], dass es in jeder C1−Umgebung der Standard-Metrik auf S2 konvexe

Metriken gibt, für die alle einfachen geschlossenenen Geodatischen hyperbo-

lisch sind.

Wenn die Gaußsche Krümmung K einer metrik auf S2 die Ungleichung

1/4 ≤ K ≤ 1 erfüllt, dann gibt es eine einfache nicht-hyperbolische geschlos-

senen Geodätische der Länge L ∈ [2π, 4π]. Dies wurde von Thorbergsson

in [Th] gezeigt, weitere Ergebnisse über Stabilitätseigenschaften kurzer ge-

schlossener Geodätischen auf Mannigfaltigkeiten positiver Krümmung sind

in [BTZ1] und [BTZ3] enthalten. Mit Hilfe eines lokalen Störungssatzes von

Klingenberg-Takens [KT] kann man schließen: Es gibt eine C4-offene und

dichte Teilmenge V in der Menge der Metriken auf S2 mit 1/4 < K ≤ 1,

so dass jede Metrik g ∈ V eine geschlossene Geodätische vom Twist-Typ

hat. Aus der KAM-Theorie folgt dann, dass c stabil ist und damit, dass der

geodätische Fluß nicht ergodisch ist.

Im Gegensatz dazu sind alle geschlossenen Geodätischen einer Metrik auf

S2, die die Voraussetzungen des vorangegangenen Theorems erfüllen, instabil.

Metriken auf S2, die die Voraussetzungen des vorangegangenen Theorems

erfüllen und gewissen zusätzliche Symmetrieeigenschaften haben, können wie

folgt konstruiert werden: Wähle m ≥ 3, sein Mm eine Fläche konstanter

Krümmung K ≡ −1, die diffeomorph zu S2 ist, aus der m Punkte ent-

fernt wurden und deren Ränder aus einfachen geschlossenen Geodätischen

c1, . . . , cm bestehen.

Außerdem gebe es eine Isomnetrie F von M der Ordnung m, für die

F (ci) = ci+1 (Indices modulo m) und falls m = 2k gerade) eine fixpunktfreie

Involution F̃ mit F̃ (ci) = ci+k. Die Abbildungen F, F sind Einschränkungen
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einer Rotation von S2 um den Winkel 2π/m bzw. der Antipodenabbildung

von S2 nach Aufsetzen von Kappen ung geeigneter Wahl der Standardme-

trik. Sei δ > 0 eine Zahl, so dass die 2δ−Tubenumgebungen von c1, . . . , cm

sich nicht schneiden. Dann wird die Metrik auf Mm so geändert, dass in

der δ−Tubenumgebung der Ränder die Matrik rotationssymmetrisch ist, die

Ränder Geodätische bleiben und die Krümmung vom Rand aus von 0 aus mo-

noton fällt, bis sie −1 erreicht. Nach [BG, Prop.2.1] kann man glatt Kappen

mit monotoner Krümmung aufsetzen.

So können wir also Flächen vom Geschlecht 0 mit Metrik gm erhalten,

die die Voraussetzungen des Theorems 8.2 erfüllen und eine Isometrie F

bzw. F̃ , sofern = 2k haben, die Ordnung m und 2 Fixpunkte hat (bzw. eine

fixpunktfreie Involution F̃ ist). Die Isometrie F wird es ermöglichen, Metriken

anzugeben, bei denen alle isometrie-invarianten Geodätischen hyperbolisch

sind. Die Isometrie F̃ wird ermöglichen, Metriken auf der reell-projektiven

Ebene IRP 2 = S2/F̃ zu konstruieren.

Theorem 8.4 a) Für m ≥ 3 gilt: Es gibt Metriken auf S2, für die alle ho-

mologisch sichtbaren geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind. Es gibt

dabei genau m homologisch unsichtbare geschlossene Geodätische, deren li-

nearisierte Poincaré-Abbildung parabolisch ist.

b) Für m ≥ 3 gilt: Es gibt Riemannsche Metriken auf S2 mit einer Isome-

trie F der Ordnung m, so dass alle F -invarianten Geodätischen hyperbolisch

sind.

c) Es gibt Riemannsche Metriken auf der reell-projektiven Ebene IRP 2 und

auf dem Torus T 2, auf der alle nicht-nullhomotopen geschlossenen Geodäti-

schen hyperbolisch sind.

Es ist nun möglich, diese Metriken so zu stören, dass alle geschlossenen

Geodätischen unterhalb einer vergegebenen Länge hyperbolisch sind:

Theorem 8.5 Für L > 0 und r ≥ 2 gibt es in jeder Cr-Umgebung der
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Metrik gm von S2 eine Metrik g, für die alle geschlossenen Geodätischen der

Länge < L hyperbolisch sind.

Beweis: Für a > L wählen wir eine endlich-dimensionale Approximation

Λ(k, a). Λ(k, a) trägt eine kanonische Metrik, die von der Produktmetrik

auf M × · · · ×M induziert wird. Die primen geometrisch verschiedenen ge-

schlossenen Geodätischen von (S2, gm) mit Länge < L seien zum einen die

Randgeodätischen c1, . . . , cm der Kappen und die hyperbolischen geschlos-

senen Geodätischen d1, . . . , dN bilden nicht-degenerierte kritische Bahnen,

deshalb gilt für gegebenes δ′ > 0 für jede Metrik g̃ in einer genügend klei-

nen Cr-Umgebung von gm, dass d1, . . . , dN die hyperbolischen geschlossenen

Geodätischen von g sind mit Länge < L. Dabei liegt di in einer δ′-Umgebung

einer Iterierten cki einer Randgeodätischen ci, i ∈ {1, . . . ,m}.
Nach Konstruktion der Metriken gm läßt sich gm für einen festes δ > 0

in einer Tubenumgebung (u, v) ∈ S1 × (−δ, δ) von einer Randgeodätischen

ci = S1 × 0 in geodätischen Parallelkoordinaten basierend auf ci(u) = (u, 0)

schreiben als

f 2(v)du2 + dv2.

Dabei ist f : (−δ, δ) → IR+ eine positive C∞−Funktion und es gilt

f ′(0) = 0, f ′′(v) · v < 0

für v ̸= 0.

Zu vorgegebenen ε > 0 wähle eine C∞−Funktion fε : (−δ, δ) → IR+ mit

|f − fε|Cr < ε, f ′
ε < 0 und f(v) = fε(v) für alle v mit |v| ∈ (δ/2, δ). Dann ist

die Metrik g′ε auf S
1 × (−δ, δ) mit

g′ϵ = f 2
ϵ (v)du

2 + dv2

eine rotationssymmetrische Metrik. Da f ′
ϵ < 0 in (−δ, δ), folgt nach der Clai-

rautschen Relation für Geodätische auf Drehflächen: Jede Geodätische c von

g′ϵ schneidet den Rand S1 × {−δ, δ}. Wenn also gε auf S2 die Metrik ist,
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die außerhalb der δ-Tubenumgebung der Ränder der Kappen von gm mit

gm übereinstimmt und in diesen Tubenumgebungen durch g′ϵ gegeben ist,

und wenn δ′ < δ, dann hat jede geschlossene Geodätische einer Metrik gϵ

für genügend kleines ϵ > 0 Abstand δ > δ′ von jedem Rand der Kappen

(gemessen in der ursprünglichen Metrik gm).
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9 Stark holprige Metriken

In diesem Kapitel zeigen wir mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 7 und lo-

kaler Störungsargumente sowie des bumpy metric theorem , daß für 2 ≤ r ≤
∞ eine Cr–generische Riemannsche Metrik auf einer kompakten einfach–

zusammenhängenden Mannigfaltigkeit unendlich viele geschlossene Geodäti-

sche besitzt. Wir studieren in diesem Kapitel Riemannsche Metriken.

Für Finsler–Metriken folgt aus dem Schließungslemma für Hamiltonsche

Systeme, daß für eine C2–generische Finsler–Metrik die Menge der Tangen-

tialvektoren an geschlossene Geodätische dicht im Einheitstangentialbündel

ist, insbesondere gibt es also unendlich viele geschlossene Geodätische.

9.1 Lokale Störung der Poincaré–Abbildung einer ge-
schlossenen Geodätischen und das bumpy metric theo-
rem

Wir bezeichnen mit Gr = Gr(M) die Menge der Cr–differenzierbaren Rie-

mannschen Metriken auf der kompakten MannigfaltigkeitM mit der starken

Cr–Topologie. Für 2 ≤ r < ∞ trägt Gr nach Wahl einer Metrik die Struk-

tur einer offenen Teilmenge eines Banachraums, für r = ∞ die Struktur

einer offenen Teilmenge eines Fréchetraums. Insbesondere ist nach dem Satz

von Baire eine residuale Teilmenge in Gr dicht in Gr. Eine Eigenschaft ei-

ner Metrik heißt Cr–generisch, falls die Menge der Metriken in Gr, die diese

Eigenschaft erfüllen, eine residuale Teilmenge enthält.

Der geodätische Fluß ϕt
g : TM → TM auf dem Tangentialbündel für die

Riemannsche Metrik g ist definiert durch ϕt
g(v) = ċv(t), wobei cv : IR → M

die durch die Anfangsrichtung v = ċv(0) eindeutig bestimmte Geodätische

ist.

Das doppelte Tangentialbündel TTM besitzt dank des Levi–Civita Zu-
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sammenhangs auf M die Zerlegung

TXTM = T v
XTM ⊕ T h

XTM , Z = Zv + Zh

in den vertikalen und den horizontalen Unterraum. Sei τ : TM → M die

Fußpunktprojektion des Tangentialbündels. Wenn v : (−ϵ, ϵ) → TM , ϵ > 0

eine differenzierbare Kurve im Tangentialbündel ist, dann ist die Anfangs-

richtung v̇(0) ∈ Tv(0)TM ein doppelter Tangentialvektor. Der vertikale Un-

terraum T v
XTM wird aufgespannt von den doppelten Tangentialvektoren v̇(0)

zu Kurven v(t) ∈ TM mit v(0) = X und τ(v(t)) = τ(X), d.h. v(t) ∈ Tτ(X)M

für alle t ∈ (−ϵ, ϵ). Der horizontale Unterraum T h
XTM wird aufgespannt von

den doppelten Tangentialvektoren v̇(0), wobei p(t) ∈ M , t ∈ (−ϵ, ϵ) eine

Kurve aufM ist mit p(0) = τ(X) und v(t) ∈ Tp(t)M ein paralleles Vektorfeld

längs p mit v(0) = X ist.

Sowohl der horizontale Unterraum T h
XTM wie auch der vertikale Unter-

raum T v
XTM kann mit dem Tangentialraum Tτ(X)M identifiziert werden. Für

Y, Z ∈ TTM wird durch

2ω(Y, Z) = g(Y h, Zv)− g(Y v, Zh)

auf TM eine symplektische Form definiert. Dadurch wird das Tangentialbündel

TM zusammen mit derHamilton–FunktionH : TM → IR , H(X) = g(X,X)/2

zu einem Hamiltonschen System. Der geodätische Fluß ist dann der zugehöri-

ge Hamiltonsche Fluß.

Im Abschnitt 5.1 haben wir diskutiert, wie eine Finsler–Metrik im Lagran-

geschen bzw. Hamiltonschen Formalismus beschrieben wird. Im Falle einer

Riemannschen Metrik ist die Legendre–Transformation gerade der durch die

Metrik bestimmte kanonische Diffeomorphismus zwischen Tangential– und

Kotangentialbündel. Dann fallen also – bis auf diesen Diffeomorphismus –

Lagrangesche und Hamiltonsche Beschreibung zusammen.

Da der geodätische Fluß die Länge der Tangentialvektoren erhält, genügt
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es auch, die Einschränkung

ϕt
g : T

1
gM → T 1

gM

des geodätischen Flusses auf das Einheitstangentialbündel

T 1
gM := {X ∈ TM | g(X,X) = 1}

zu betrachten. Geschlossene Geodätische auf M sind genau die Projektionen

auf M von periodischen Flußlinien des geodätischen Flusses. {ϕt
g(v) | t ∈ IR}

ist eine periodische Flußlinie mit (minimaler) Periode a > 0 genau dann,

wenn c(t) = τ(ϕt
g(v)) eine (prime) geschlossene Geodätische der Länge a ist.

Für eine periodische Flußlinie γ = {ϕt
g(v) | t ∈ IR} der Periode a > 0

und eine zu v transversale Hyperfläche in T 1
gM definieren wir die Poincaré–

Abbildung Pg(Σ, γ) wie folgt: Es seien Σ0 und Σa offene Umgebungen von v

in Σ, so daß es eine differenzierbare Funktion δ : Σ0 → IR mit δ(v) = a gibt,

und so daß

Pg(Σ, γ) : Σ0 −→ Σa , X 7→ ϕδ(X)
g (X)

ein Diffeomorphismus ist. Fixpunkte der Poincaré–Abbildung sind also peri-

odische Bahnen des geodätischen Flusses. Die symplektische Form ω auf TM

induziert eine symplektische Form auf der (2n−2)–dimensionalen lokalen Hy-

perfläche Σ. Dann ist Pg(Σ, γ) ein symplektischer Diffeomorphismus. Man

kann Σ so wählen, daß die linearisierte Poincaré–Abbildung Pg(γ) = Pc =

dPg(Σ, γ)(v) eine symplektische lineare Abbildung des IR2n−2 = IRn−1⊕IRn−1

mit der Standard symplektischen Form ist, wobei wir IRn−1 mit dem ortho-

gonalen Komplement von v in Tc(0)M identifizieren. Dann gilt

Pg(γ)(J(0),∇J(0)) = (J(a),∇J(a)) ,

wobei J das normale Jacobifeld (normal zu ċ) längs der geschlossenen Geodäti-

schen c = τ◦γ ist, d.h. diese Definition stimmt mit der in Kapitel 2 gegebenen

überein. Die linearisierte Poincaré–Abbildung ist bis auf Konjugation in der
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Gruppe Sp(n − 1) der linearen symplektischen Abbildungen des IR2n−2 un-

abhängig von den getroffenen Wahlen.

Eine periodische Flußlinie γ = {ϕt
g(v) | t ∈ [0, a]} heißt prim, falls a > 0

die minimale Periode ist, d.h. genau dann, wenn die korrespondierende ge-

schlossene Geodätische c(t) = τ(ϕt
g(v)) , t ∈ [0, a] prim ist. Eine periodische

Flußlinie heißt nicht–degeneriert, falls 1 kein Eigenwert der linearisierten

Poincaré–Abbildung ist, d.h. genau dann, wenn die zugehörige geschlosse-

ne Geodätische nicht–degeneriert ist. Dann ist γ eine isolierte periodische

Flußlinie, bzw. c ist eine isolierte geschlossene Geodätische.

Eine Riemannsche Metrik g heißt holprig (englisch bumpy), falls alle peri-

odischen Flußlinien des geodätischen Flusses bzw. alle geschlossenen Geodäti-

schen nicht–degeneriert sind. Da mit γ = {ϕt
g(v) | t ∈ [0, a]} auch γm =

{ϕt
g(v) | t ∈ [0,ma]} eine periodische Flußlinie ist – die dann der Iterierten

cm der geschlossenen Geodätischen c entspricht – ist dies äquivalent zu der

Annahme: Wenn z = exp(2πiλ) ein Eigenwert von Pg(γ) = Pc einer primen

periodischen Flußlinie γ ist, dann ist λ irrational.

Sei Gr
b die Menge aller holprigen Metriken in Gr. Für t > 0 sei Gb(t) die

Menge aller Metriken in Gr, für die alle periodischen Flußlinien mit der Peri-

ode ≤ t nicht–degeneriert sind. Wenn also γ eine prime periodische Flußlinie

ist mit Periode a ≤ t und wenn z Eigenwert von Pg(γ) ist, dann gilt also

zl ̸= 1 für alle l ∈ {1, 2, . . . , [t/a]}. Für g ∈ Gb(t) gibt es also nur endlich viele

periodische Flußlinien mit Periode ≤ t.

Wir werden das folgende lokale Störungsargument von Klingenberg und

Takens verwenden:

Satz 9.1 [KT, thm.2] Sei γ = {ϕt
g0
(v)} eine periodische Flußlinie der Pe-

riode a > 0 des geodätischen Flusses (ϕt
g0
) der Metrik g0 ∈ Gr , r ≥ 2.

Sei W ⊂ M eine offene Umgebung des Punktes τ(v) ∈ M auf M und sei

Gr(γ, go,W ) die Menge der Metriken g ∈ Gr, für die γ eine periodische Fluß-

linie der Periode a > 0 ist und für die der Träger supp(g − g0) in W liegt.
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Wenn dann Q eine offene und dichte invariante Teilmenge der symplek-

tischen Gruppe Sp(n− 1) ist, dann gibt es zu jeder offenen Umgebung V von

g0 in Gr eine Metrik g ∈ V ∪ Gr(γ, g0,W ), so daß Pg(γ) ∈ Q.

Abraham gibt in [Ab] das bumpy metric theorem an, Anosov gibt in [An2]

einen vollständigen Beweis. Es folgt aus dem

Lemma 9.2 [An2, §4] a) Gr
b (t) ist offen in Gr.

b) Gr
b (t) ist dicht in Gr.

Zum Beweis der Aussage b) benötigt man den lokalen Störungssatz 9.1

von Klingenberg–Takens und einen Transversalitätssatz von Abraham. Da

Gr
b =

∞⋂
k=1

Gr
b (k)

folgt aus diesem Lemma direkt das

Theorem 9.3 (bumpy metric theorem) [Ab], [An2] Für eine kompakte Man-

nigfaltigkeit M und 2 ≤ r ≤ ∞ ist die Menge der holprigen Metriken Gr
b eine

residuale Menge in Gr.

Man sagt auch kurz, eine Cr–generische Metrik mit 2 ≤ r ≤ ∞ ist holprig.

Die folgende Aussage wird im Beweis des Teils b) des Lemma 9.2 benutzt:

Lemma 9.4 [An2, §4] Sei g0 ∈ Gr
b (t) und seien {ϕt

g0
(v1)}, . . . , {ϕt

g0
(vN)}

die primen periodischen Flußlinien mit Perioden a1, . . . , aN ∈ (0, t]. Dann

gibt es eine offene Umgebung U von g0 in Gr und stetige Abbildungen vk :

U → TM , ak : U → IR+ , k = 1, . . . , N , so daß vk(g) ∈ T 1
gM , vk(g0) =

vk, ak(g0) = ak mit folgender Eigenschaft: Für jedes g ∈ U sind

{ϕt
g(v1(g))}, . . . , {ϕt

g(vN(g))}

prime periodische Flußlinien mit Perioden {a1(g), . . . , aN(g)} und es gibt kei-

ne weiteren primen periodischen Flußlinien von g mit Periode ≤ t.
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Falls ak(g0) = t, so gibt es g ∈ U mit ak(g) > t. Für die Anzahlm(g; t) der

primen periodischen Flußlinien mit Periode ≤ t gilt also m(g; t) ≤ m(g0; t).

Ausgehend vom bumpy metric theorem kann man nun die periodischen

Flußlinien individuell stören und so zu Aussagen über generische Eigenschaf-

ten geodätischer Flüsse kommen. So gilt das

Theorem 9.5 (Klingenberg–Takens [KT, thm.1]) Sei Q eine offene und

dichte invariante Teilmenge der symplektischen Gruppe Sp(n − 1) und M

eine kompakte Mannigfaltigkeit, 2 ≤ r ≤ ∞. Dann ist die Menge der Metri-

ken in Gr, für die die linearisierte Poincaré–Abbildung jeder geschlossenen

Geodätischen in Q liegt, residual.

9.2 Eine generische Metrik ist stark holprig

Im Abschnitt 4.3 haben wir die invarianten Teilmengen S̃p(n) und Sp(n) der

symplektischen Gruppe Sp(n) definiert. Für P ∈ S̃p(n) ist weder 1 noch −1

ein Eigenwert, P ∈ Sp∗(n) liegt in Sp∗(n), wenn P nur einfache Eigenwerte

hat. S̃p(n) und Sp∗(n) sind offene und dichte Teilmengen von Sp(n), vgl.

Satz 4.8. Also sind die Mengen G̃(t) bzw. G∗(t) der Metriken g ∈ Gr, für

die Pg(γ) ∈ S̃p(n − 1) bzw. ∈ Sp∗(n − 1) für jede periodische Flußlinie mit

Periode ≤ t gilt, offen und dicht in Gr und die Mengen

G̃ = G̃(∞) =
∞⋂
n=1

G̃(n)

bzw.

G∗ = G∗(∞) =
∞⋂
n=1

G∗(n)

sind residual nach Theorem 9.5. Falls die linearisierte Poincaré–Abbildung

Pg(γ) einer periodischen Flußlinie hyperbolisch ist, d.h. keinen Eigenwert

vom Betrag 1 hat, so heißt sie – wie die korrespondierende geschlossene

Geodätische – hyperbolisch.
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Für t > 0 und eine Metrik g ∈ G∗(t) definieren wir die Folge Λg(t) =

(λi(g))i=1,...,n(g;t) der Poincaré–Exponenten. Wenn alle periodischen Flußlini-

en mit Periode ≤ t hyperbolisch sind, setzen wir n(g; t) = 0 bzw. Λg(t) = ∅.
Andernfalls seien (γk)k=1,...,m(g;t) , m(g; t) ≥ 1 die nicht–hyperbolischen pri-

men periodischen Flußlinien mit Perioden (ak)k=1,...,m(g;t) , 0 < ak ≤ t. Seien

für k ∈ {1, . . . ,m(g; t)}

0 < λk,1 < λk,2 < · · · < λk,l(k) <
1

2

die Poincaré–Exponenten der linearisierten Poincaré–Abbildung Pk = Pg(γk) ∈
Sp∗(n− 1) von γk, d.h.

z1 = ± exp(2πiλk,1), . . . , zl(k) = ± exp(2πiλk,l(k))

sind die Eigenwerte mit Norm 1 von Pk ∈ Sp(l(k);n−1). Dann definieren wir

die Folge Λg(t) = (λ1(g), . . . , λn(g;t)(g)) durch λL(k)+l(g) = λk,l , 1 ≤ l ≤ l(k)

mit L(k) :=
∑k−1

r=1 l(r), also n(g; t) = L(m(g; t) + 1). Es ist also

Λg(t) =
(
λ1(g), . . . , λn(g;t)(g)

)
=

(
λ1,1, . . . , λ1,l(1), λ2,1, . . . , λm(g;t),l(m(g;t))

)
Wenn g ∈ G∗ =

⋂∞
n=1 G∗(n), dann heißt

Λg = (λi)i=1,...,n(g)

die Folge der Poincaré–Exponenten von g. Hierbei ist n(g) = 0 bzw. Λg = ∅,
wenn alle geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind und n(g) = ∞, falls

es unendlich viele (geometrisch verschiedene) nicht–hyperbolische geschlose-

ne Geodätische gibt.

Sei ZZ[x1, . . . , xd]
∗ die Menge der Polynome p ̸= 0 mit d Variablen und

ganzzahligen Koeffizienten, d.h.

p = p(x1, . . . , xd) =
∑

0≤i1,...,id

ai1,...,idx
i1 · · ·xid

und ai1,...,id ∈ ZZ.
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Definition 9.6 Eine Metrik g ∈ G∗ auf einer kompakten Mannigfaltigkeit

mit der Folge Λg = (λi(g))i=1,...,n(g) der Poincaré–Exponenten heißt stark

holprig, falls entweder alle geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind (d.h.

n(g) = 0 bzw. Λg = ∅) oder falls für alle d ∈ IN mit 1 ≤ d ≤ n(g) und für

alle Polynome p ∈ ZZ[x1, . . . , xd]
∗

p(λ1(g), . . . , λd(g)) ̸= 0

gilt (d.h. die Poincaré–Exponenten sind algebraisch unabhängig). Gs = Gr
s

sei die Menge der stark holprigen Metriken in G = Gr.

Wir wollen zeigen, daß die Menge Gs residual in Gr ist. Dazu definieren

wir für d ∈ IN , L > 0 : p(d, L) = p(d, L)(x1, . . . , xd) ∈ ZZ[x1, . . . , xd]
∗ als das

Produkt aller Polynome in ZZ[x1, . . . , xd]
∗, deren Grad höchstens L ist und

für die der absolute Betrag der Koeffizienten höchstens L ist. Dieses Polynom

ist symmetrisch. Sei Gs(t) die Menge der Metriken g ∈ G∗(t), für die

p(n(g; t), t)(λ1(g), . . . , λn(g;t)(g)) ̸= 0

falls n(g; t) ≥ 1.

Lemma 9.7 Für 2 ≤ r ≤ ∞ ist Gs(t) eine offene und dichte Teilmenge von

Gr.

Beweis. a) Wir zeigen zunächst, daß Gs(t) offen ist. Wenn n(g0; t) = 0,

d.h. wenn alle primen periodischen Flußlinien mit Periode ≤ t hyperbolisch

sind, dann gibt es eine offene Umgebung U von g0 in Gr mit n(g; t) = 0 für alle

g ∈ U , d.h. U ⊂ Gs(t). Sei n(g0; t) > 0 und seien {ϕt
g0
(vk)}, k = 1, . . . ,m(g; t)

die primen nicht–hyperbolischen periodischen Flußlinien mit Perioden 0 <

ak ≤ t. Dann gibt es nach Lemma 9.4 eine offene Umgebung U von g0 und

stetige Abbildungen vk : U → TM , ak : U → IR+ , k = 1, . . . ,m(g; t), so

daß γk(g) = {ϕt
g(vk(g))} prime periodische Flußlinien von (ϕt

g) mit Perioden
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ak(g) sind und so daß γk(g0) = γk , ak(g0) = ak , vk(g0) = vk, und so daß es

keine weiteren primen periodischen Flußlinien von g ∈ U mit Periode ≤ t

gibt. Dann ist die Abbildung

Pk : U −→ Sp(n− 1) , g 7→ Pg(γk)

für jedes k stetig (da r ≥ 2). Da Pg0(γk) ∈ Sp(l(k), n− 1) und da

Sp(l(k), n−1) offen ist in Sp(n−1) (vgl. Satz 4.8), gibt es eine offene Umge-

bung U1 ⊂ U von g0, so daß Pg(γk(g)) ∈ Sp(l(k);n− 1) für alle g ∈ U1 (d.h.

l(k) hängt nicht von g ab). Es seien λj(g), j = 1, . . . , n(g0; t) die Poincaré–

Exponenten der primen periodischen Flußlinien γk(g), k = 1, . . . ,m(g0; t).

Hierbei ist zu beachten, daß im allgemeinen m(g0; t) ≥ m(g; t). Durch

Ft : U1 → (0, 1/2)n(g0;t) , Ft(g) = (λ1(g), . . . , λn(g0;t)(g))

wird dann eine stetige Abbildung definiert. Da g0 ∈ Gs(t), gilt

p(n(g0, t); t)(Ft(g0)) ̸= 0. Also gibt es eine offene Umgebung U2 von g0 in

Gr mit p(n(g0; t), t)(Ft(g)) ̸= 0 für alle g ∈ U2. Da n(g0; t) ≥ n(g; t) ist das

Polynom p(n(g; t), t) ein Faktor des Polynoms p(n(g0; t), t), also gilt U2 ⊂
Gs(t).

b) Wir zeigen, daß Gs(t) eine dichte Teilmenge von G∗(t) ist. Dies genügt,

da G∗(t) eine dichte Teilmenge von G = Gr ist. Sei g0 ∈ G∗(t), wenn n(g0; t) =

0, dann gilt g0 ∈ Gs(t). Sei n(g0; t) > 0 und seien (γk)k=1,...,m(t) die primen pe-

riodischen nicht–hyperbolischen Flußlinien von g0 mit Perioden (ak)k=1,...,m(t) , 0 <

ak ≤ t und linearisierten Poincaré–Abbildungen Pk = Pg0(γk) ∈ Sp(l(k);n−
1) und ck, k = 1, . . . ,m(t) die zugehörigen geschlossenen Geodätischen aufM .

Sei L(k) :=
∑k−1

r=1 l(r), d.h. λ1(g0), . . . , λL(k) sind die Poincaré–Exponenten

der Bahnen γ1, . . . , γk−1. U sei eine offene Umgebung von g0 in G∗(t), die

dann also auch offen in G ist. Wir zeigen mit vollständiger Induktion über

k ∈ {1, . . . ,m(t)}, daß U ∩ Gs(t) ̸= ∅, d.h. wir stören nacheinander jede der

primen periodischen Bahnen einzeln und erhalten eine Metrik in Gs(t).
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SeienWk für k = 1, . . . ,m(t) paarweise disjunkte offene Umgebungen von

Punkten pk = τ(ϕtk
g0
(vk)) = ck(tk) auf den Geodätischen ck, k = 1, . . . ,m(t)

auf M . Für P ∈ Sp(l;n− 1) seien

0 < λ1(P ) < · · · < λl(P ) <
1

2

die Poincaré–Exponenten, d.h. zj = ± exp(2πiλj(P )) sind die Eigenwerte

von P mit Norm 1. Dann ist die invariante Untermenge

Q1 : = {P ∈ Sp(n− 1) |P ∈ Sp(l(1);n− 1) ⇒

p(l(1), t)(λ1(P ), . . . , λl(1)(P )) ̸= 0
}

nach Lemma 4.10 eine offene und dichte Untermenge von Sp(n − 1). Also

gibt es nach dem lokalen Störungssatz 9.1 eine Metrik g1 ∈ U ∩G(γ1, g0,W1)

mit Pg1(γ1) ∈ Sp(l(1);n− 1)∩Q1. Also hat g1 dieselben primen periodischen

Flußlinien {γk}k=1,...,m(t) mit denselben Perioden {ak}k=1,...,m(t) wie g0 und es

gilt:

p(l(1), t)(λ1(g1), . . . , λl(1)(g1)) ̸= 0 .

Dabei unterscheiden sich die Metriken g0 und g1 nur in der Umgebung W1,

d.h. die Metrik in der Umgebung der anderen Geodätischen c2, . . . , cm(t) ist

unverändert.

Wir nehmen nun an, daß es für k ≥ 2 eine Metrik gk−1 ∈ G∗(t) ∩ U gibt

mit denselben primen periodischen Flußlinien {γj}j=1,...,m(t) mit denselben

Perioden {aj}j=1,...,m(t) wie g0 und so daß

p(L(k), t)(λ1(gk−1), . . . , λL(k)(gk−1)) ̸= 0 .

Nun betrachten wir das Polynom

p̃k(x1, . . . , xl(k)) = p(L(k + 1), t)(λ1(gk−1), . . . , λL(k)(gk−1), x1, . . . , xl(k))

in den Variablen x1, . . . , xl(k). Dann gilt

p̃k(x1, . . . , xl(k)) = p(L(k), t)(λ1(gk−1), . . . , λL(k)(gk−1)) · p1(x1, . . . , xl(k))
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wobei nach Induktionsvoraussetzung der erste Faktor nicht verschwindet.

Nach der Definition von p(L(k + 1), t) ist der zweite Faktor p1 das Produkt

von Polynomen q ̸= 0 der folgenden Form:

q(x1, . . . , xl(k)) =
∑

0≤i1,...,il(k)

pi1,...,il(k)(λ1(gk−1), . . . , λL(k)(gk−1))x
i1
1 · · ·xil(k)l(k) .

Dabei ist pi1,...,il(k) ein Polynom mit L(k) Variablen vom Grad ≤ t mit ganz-

zahligen Koeffizienten, deren Beträge durch t beschränkt sind. Da q ̸= 0, gibt

es ein Tupel (j1, . . . , jl(k)), so daß pj1,...,jl(k) ̸= 0. Nach Induktionsvorausset-

zung gilt

pj1,...,jl(k)(λ1(gk−1), . . . , λL(k)(gk−1)) ̸= 0 ,

also ist p1 ein in den Variablen x1, . . . , xl(k) nicht identisch verschwindendes

Polynom mit reellen Koeffizienten. Die Menge

Qk := {P ∈ Sp(n− 1) |P ∈ Sp(l(k);n− 1) ⇒

p(L(k + 1), t)(λ1(gk), . . . , λL(k)(gk), λ1(P ), . . . , λl(k)(P )) ̸= 0
}

ist nach Lemma 4.10 eine offene und dichte Teilmenge von Sp(n− 1). Nach

dem lokalen Störungssatz 9.1 und nach Teil a) dieses Beweises gibt es also

eine Metrik gk ∈ U ∩ Gr(γk, gk−1,Wk) mit

Pgk(γk) ∈ Qk ∩ Sp(l(k);n− 1) .

gk ist also eine Metrik mit denselben primen periodischen Flußlinien

{γj}j=1,...,m(t) und denselben Perioden {aj}j=1,...,m(t) wie gk−1 und damit wie

g0. Außerdem stimmen für j ̸= k die linearisierten Poincaré–Abbildungen

Pg(γj) für g = gk−1 und g = gk überein.

Nach m(t) Schritten erhalten wir also eine Metrik g = gm(t) mit den-

selben primen periodischen Flußlinien und denselben Perioden wie g0. Die

Folge Λg(t) = (λ1(g), . . . , λn(t)(g)) der Poincaré–Exponenenten erfüllt dann

die Ungleichung

p(n(t), t)(λ1(g), . . . , λn(t)(g)) ̸= 0 ,
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also ist g ∈ Gs(t) 2

Da

Gs =
∞⋂
n=1

Gs(n) ,

folgt aus dem vorangegangenem Lemma unmittelbar das

Theorem 9.8 Für eine kompakte Mannigfaltigkeit M und 2 ≤ r ≤ ∞ ist

die Menge der stark holprigen Riemannschen Metriken in Gr residual.

Man kann also auch kurz sagen, daß eine Cr–generische Metrik für 2 ≤
r ≤ ∞ stark holprig ist.

Wir werden nun zeigen, daß aus den Ergebnissen des Kapitels 7 folgt, daß

eine stark holprige Metrik unendlich viele geometrisch verschiedene geschlos-

sene Geodätische hat.

Lemma 9.9 Sei g ∈ G∗(M) eine Metrik auf einer kompakten einfach–zusam-

menhängenden Mannigfaltigkeit M mit nur endlich vielen geometrisch ver-

schiedenen primen geschlossenen Geodätischen (ck)k=1,...,r , wobei ck, k =

1, . . . ,m∗ die nicht–hyperbolischen geschlossenen Geodätischen sind, mit der

Folge Λg = (λi(g))i=1,...,n∗ von Poincaré–Exponenten ist. Dann gibt es eine

nicht–hyperbolische geschlossene Geodätische (d.h. m∗, n∗ ≥ 1) und es gibt

ein Polynom p ∈ ZZ[x1, . . . , xn∗ ]∗ vom Grad m∗ oder m∗ − 1 mit

p(λ1(g), . . . , λn∗(g)) = 0 .

Beweis. Nach Theorem 7.9 b) und Theorem 7.12 gibt es eine nicht–

hyperbolische geschlossene Geodätische. Sei αk > 0 der mittlere Index von

ck. Nach Lemma 4.9 und der Gleichung ( 9) gibt es ganze Zahlen (Ik)k=1,...,m∗

(es gilt Ik = ind(c2k)− ind(ck)) und (ϵi)i=1,...,n∗ mit ϵi ∈ {±1}, so daß

αk = Ik + 2
l(k)∑
j=1

ϵL(k)+jλL(k)+j .
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Mit b = d(m+1)−2 gilt für die topologische Invariante B(d,m) aus Satz 7.8:

bB(d,m) ∈ ZZ− {0}. Nach Theorem 7.9 gilt:

B(d,m) =
r∑

k=1

γk
αk

.

Wir setzen

B := b

B(d,m)−
r∑

k=m∗+1

γi
αi


dann erfüllt das Polynom

p(x1, . . . , xn∗) = B
m∗∏
k=1

Ik + 2
l(k)∑
j=1

ϵL(k)+jxL(k)+j


−b

m∗∑
k=1

γk
m∗∏

s=1 , s ̸=k

Is + 2
l(s)∑
j=1

ϵL(s)+jxL(s)+j


die Gleichung

p(λ1, . . . , λn∗) = 0 .

Wenn B ̸= 0, so hat p den Grad m∗, so ist 2m
∗
B der Koeffizient von x1 ·

xL(2)+1 · . . . ·xL(m∗)+1. Wenn B = 0, so ist m∗ > 1 und p hat den Grad m∗−1,

so ist z.B. −2m
∗−1 · b · γ1 · ϵ1 · ϵL(2)+1 · . . . · ϵL(m∗−1)+1 der Koeffizient von

x1 · xL(2)+1 · . . . · xL(m∗−1)+1. 2

Aus dem vorangegangenem Lemma und der Definition 9.6 einer stark

holprigen Metrik folgt unmittelbar das

Theorem 9.10 Eine stark holprige Metrik auf einer kompakten Mannigfal-

tigkeit besitzt unendlich viele geometrisch verschiedene geschlossene Geodäti-

sche.

Nach Theorem 9.8 gilt also auch:

Theorem 9.11 Für 2 ≤ r ≤ ∞ hat eine Cr–generische Riemannsche Me-

trik auf einer einfach–zusammenhängenden kompakten Mannigfaltigkeit un-

endlich viele geschlossene Geodätische.
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Bemerkung 9.12 a) Eine nicht–hyperbolische geschlossene Geodätische ist

vom Twist–Typ, wenn eine offene Bedingung an den 3–Jet der Poincaré–

Abbildung Pg(Σ, γ) erfüllt ist (vgl. [Kl1, 3.3]). Dann folgt aus [KT, thm.1],

daß für eine C4–generische Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit ent-

weder alle geschlossenen Geodätischen hyperbolisch sind oder es eine nicht–

hyperbolische geschlossene Geodätische vom Twist–Typ gibt. Nach einer Ver-

sion des Birkhoff–Lewis Fixpunktsatzes für symplektische Transformationen

vom Twist–Typ von Moser [Mo] [Kl1, App.3.1], die auf die Einschränkung

der Poincaré–Abbildung auf die Zentrumsmannigfaltigkeit angewendet wird,

gilt:

In jeder Tubenumgebung einer nicht–hyperbolischen geschlossenen Geo-

dätischen vom Twist–Typ gibt es unendlich viele geschlossene Geodätische,

deren Längen gegen ∞ streben.

Zusammen mit Theorem 7.13 folgt dann, daß es für eine C4–generische

Riemannsche Metrik auf einer kompakten einfach–zusammenhängenden Man-

nigfaltigkeit unendlich viele geschlossene Geodätische gibt, vgl. [Ra1, cor.2].

Dies gilt also auch für kompakte MannigfaltigkeitenM mit endlicher Fun-

damentalgruppe π1(M). Falls π1(M) endlich und nicht–trivial ist, so wurde

dies Ergebnis bereits von Ballmann–Thorbergsson–Ziller in [BTZ2, cor.] be-

wiesen. Bangert–Klingenberg verbessern dies in [BaKl, §3], sie zeigen, daß es

für eine kompakte Mannigfaltigkeit mit endlicher nicht–trivialer Fundamen-

talgruppe für eine in der C4–Topologie offene und dichte Menge von Metriken

unendlich viele geschlossene Geodätische gibt.

b) Für die 2–dimensionale Sphäre gilt sogar, daß es eine C2–offene und

dichte Menge von Metriken gibt, für die es unendlich viele geschlossene

Geodätische gibt, vgl. [Ba2, 3.10].

c) Die Definition einer stark holprigen Metrik läßt sich wortwörtlich auf

Finsler–Metriken übertragen. Das Lemma 9.9 gilt auch für Finsler–Metriken,

104



d.h. eine stark holprige Finsler–Metrik auf einer kompakten einfach–zusam-

menhängenden Mannigfaltigkeit hat unendlich viele geschlossene Geodäti-

sche. Die Familie nicht–symmetrischer Finsler–Metriken nach Katok aus S2,

deren Konstruktion wir in Abschnitt 5.3 angegeben haben, ist nicht stark

holprig.

Für Finsler–Metriken gilt nach Ziller [Zi2, S.141] das folgende Schlie-

ßungslemma: Für eine C2–generische Finsler–Metrik auf einer kompakten

Mannigfaltigkeit ist die Menge der Richtungsvektoren geschlossener Geodäti-

schen dicht im Einheitstangentialbündel.

Diese Aussage folgt aus dem Schließungslemma für Hamiltonsche Syste-

me. Es ist nicht bekannt, ob diese Aussage auch für Riemannsche Metriken

gilt.
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