
Universität Leipzig 07.12.2016

Maß- und Integrationstheorie

Wintersemester 2016/17
Abgabe: Mittwoch, 14.12.2016 vor der Vorlesung, bitte Namen,
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9-1 Beweisen Sie mit Hilfe von Aufgabe 8-4, dass jede Cauchy-Folge in
L1 (Ω, µ) (bezüglich der Norm ‖.‖L1 ) konvergent ist.

9-2 Zeigen Sie, dass für jedes h > 0, α > 1 die Funktion fα,h : R+ −→
R ; x 7−→ exp(−hx) sin (xα) Lebesgue-integrierbar ist und dass gilt:

lim
h→0

∫
R+

fα,h(x)dx =

∫ ∞
0

sin(xα) dx,

wobei auf der rechten Seite das uneigentliche Riemann-Integral steht.

(vgl. Aufgabe 8-2)

9-3 Für positive reelle Zahlen a1, a2, . . . , an ist die Menge

E(a1, . . . , an) :=
{
x ∈ Rn ; x21/a

2
1 + . . .+ x2n/a

2
n ≤ 1

}
gegeben. Zeigen Sie, dass diese Menge Borel-messbar ist und bestim-
men Sie ihr Volumen.

9-4 Auf R betrachten wir das System A von Teilmengen A ⊂ R, für die
A oder das Komplement Ac endlich oder abzählbar ist. Für {0, 1} ist
A′ = P ({0, 1}) die Potenzmenge von {0, 1}. Dann ist (R,A, µ) ein
Maßraum, vgl. Aufgabe 3-2.

Zeigen Sie:

(a) Die charakteristische Funktion T : (R,A) −→ ({0, 1},A′) der
irrationalen Zahlen (also T (x) = 1⇔ x ∈ R \Q) ist messbar.

(b) Bestimmen Sie das Bildmaß T∗µ.
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