Losungen der Aufgaben aus Teil 1

. Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, symbolisch A C B oder

A C B, genau dann wenn jedes Element von A auch ein Element von
B ist.

. Eine Folge (a;) heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt,
d.h., falls lim;_, a; existiert.

. Unter der partiellen Ableitung einer Funktion von n Variablen nach der

Variablen z5 an der Stelle (21, ..., ,) versteht man den Grenzwert
lim f(th? —I—h,ZL’g,. s 7mn) - f(mlv' s 7xn)
h—0 h
. Unter der linearen Hiille der Vektoren 41, ..., %, versteht man die Menge

aller Linearkombinationen, die aus diesen Vektoren gebildet werden

konnen. D.h.

L{Ulv"'vﬁT}:{ZajUj|ajER,jzl,...,’l‘}
j=1

_218_01_01 0 -1 0 -10 -1
=2[2 —-1 3| —(-1)|0 2 -1
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a0y frenf e ]
=2(6-3)-(4-(-1) = (0-(-6))==5
1 2 -1 11 -1 5
0 3 -1 -1 3| =[-3 7
2 -4 0 0 2 6 -10



Losungen der Aufgaben aus Teil 2

1. Gegeben sei die Abbildung f: D — R?, D C R? durch
> In (z2
flew = ("52))

9
$2yd

a) Der Definitionsbereich von fwird offenbar nur durch die 1. Koor-
dinatenfunktion In (z?y) eingeschrinkt. Weil z? sowie so positiv
fir z # 0 ist, muss wegen der Eigenschaften der In-Funktion nur
noch gesichert werden, dass y > 0 gilt. Somit Dy = {(z,y) €
R?|z#0,y >0}

b) Es wird (f), = %, (f1), = % und (f2). = 2zy%, (f2), = 22%y.

-

Dies ergibt folgende Jacobimatrix fiir f:

2 1
JHz,y) = z Y
f( v) 2ry?  22%y

c) Es wird
2 1
det JH{z,y)=| 7T Yy | =2z
f( y) 2:cy2 29:23/ Y

d) Es ist det J]p(:c,y) = 2zy # 0 genau dann, wenn sowohl = # 0

als auch y # 0. Weil f(m,y) = f(—:c,y) gilt, ist fumkehrbar als
differenzierbare Funktion auf {(z,y)|z > 0, y > 0}.

2. BEs ist f(z,y) = 23 + y*® — 3zy auf lokale Extrema iiber R? zu unter-
suchen. Offenbar gibt es keine Randpunkte und f ist auf R? {iberall
differenzierbar. Somit brauchen wir zundchst alle Punkte, wo grad f
verschwindet. Es wird

fo(z,y) = 32° — 3y und f,(z,y) = 3y> — 3z
Somit ist fiir grad f = 0] notwendig und hinreichend:

322 —3y=0
3y> =3z =0



Dieses System ist dquivalent zu dem System

> —y=0
—z—y*=0
Setzt man beispielsweise z = —y? aus der 2. Gleichung in die 1. Glei-

chung ein, so folgt y* — y = 0 bzw. y(y* — 1) = 0 Diese Gleichung hat
als reelle Losungen nur die Werte y; = 0 und y5 = 1. Die zugehorigen
z-Werte sind 1 = 0 und zo = 1. Somit gibt es genau zwei Punkte,
in denen relative Extrema vorliegen kénnen: P;(0,0), P»(1,1). Es sind
nun die hinreichenden Bedingungen in diesen Punkten zu iiberpriifen:
Dafiir benétigten wir alle zweiten Ableitungen von f:

fxac(way) = 6937 fmy(xvy) = fy:c(mvy) = _37 fyy(way) = 6y

Damit genitigt es, fiir P folgende Determinante zu untersuchen:

5T

Diese Determinante ist negativ, damit kann P kein lokales Extrema
sein, sondern ist ein Sattelpunkt (weil die Determinante negativ ist).
Fiir P, muss folgende Determinante betrachtet werden:

57

Diese Determinante ist grofler Null, also ist P; lokales Extrema. Wegen
fzz(1,1) =6 > 0 ist P; lokales Minimum. Es wird f(1,1) = —1.

3. 3a) Die kleinste positive Nullstelle des Integranden sin (2z + 3) erhlt
man aus 2z + 3 = 7, weil 7 die kleinste positive Nullstelle der
Sinisfunktion ist und = > 0 gilt (0 wére keine positive Nullstelle).

Somit gilt z; = %4 und es ist das Integral

T—3

/ 2 zsin (2z + 3) dz
0

zu berechnen. Moglich ist dies mittels partieller Integration:

T—3 T—3

/~ wsin(2x+3)d3::—xécos(2x+3)|g%3—/ ‘ (—%)cos(2m+3)dm

0 0

Das letzte Integral kann man sofort angeben und erhalt:



= _ 1
/ :csin(2x+3)dm:7r43——sin3
0

4

3b) Der Grad des Nennerpolynoms ist gleich dem Grad des Zahlerpo-
lynoms, also muss man erst Polynomdivision durchfiihren:

Wegen (z — 1)(z + 1) = 2% — 1 folgt
2bx + 1

2+ 2bz): (2 —1)=1
(2% +2b2) s (2" = 1) = 1+

Damit wird:
/ z? + Qbas / / 2bz + 1
dr +
(z —1)( 2 —1
2bx + 1
=z + o dr
Partialbruchzerlegung des Integranden im letzten Integral ergibt:

20z + 1 B A n B
(a;—l)(a:—i—l)_:c—i—l r—1

und man erhalt A = %2—_1, B = %T+1 Damit folgt:

/ % +1/2b—1+1/2b+1d
-+ """ ) 2v1 "2) -1

2b — 1 20+ 1
v+ —Infz +1|+—+1 z—1|+C

4. 4a) Man berechnet zunachst z.B. die ersten drei Ableitungen:

f@) =In(1+3), f@) = 55 /(@) = NE : op M= ; 2

und vermutet dann
, L (=1
(4) = (—1)t+! (
was man z.B. mittels vollstindiger Induktion beweisen kann (war

nicht verlangt). Dies gibt an der Stelle zy = 0 zunichst f)(0) =

. —1)!
(—1)”1% und somit das n-te Taylorpolynom:

n _1)]_’_1

flm)y=>" (]Txf +T,,

1
wobei noch f(0) = 0 beachtet wurde.




4b)
_ e
" (n41)!

4c) Fir z € [0, 2] gilt:

G gy 2

", € €0,q]

ontl n! 1

Tl = [F ()] =

mr ) 5 Smr) r D 2 Shtd

Somit wird |7,,| < 1073 fiir n > 999.



