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2 Kapillarflichen

1 Einleitung

Angeregt durch die Weltraumtechnologie und die Mikromechanik hat man
sich in den letzten Jahrzehnten Grenzsituationen fiir Fliissigkeiten wie ge-
ringe Schwerkraft, kleine Volumina oder enge Gefiafle genauer angesehen und
festgestellt, dafl sich die Resultate erheblich von den erwarteten unterschie-
den. Die Ursache dafiir ist die starke Nichtlinearitdt des Problems. Klassi-
sche Linearisierungen liefern gerade in diesen Grenzsituationen Resultate,
die sich qualitativ von den beobachteten Erscheinungen unterscheiden.

Kapillarflichen sind Trennflichen zwischen zwei Fliissigkeiten oder einer
Fliissigkeit und einem Gas, die sich nicht mischen. Molekiile, die sich auf die-
sen Trennflichen und solche, die sich im Innern der jeweiligen Materialien
befinden, sind unterschiedlichen Kréften ausgesetzt. Dieser Unterschied er-
zeugt eine Oberflichenspannung der Trennfliche. Kapillarflichen kann man
sich als eine Art Haut vorstellen.

Fiir den Zusammenhalt einer Fliissigkeit sind die zwischen den Mo-
lekiilen ein und desselben Stoffes wirkende Krifte verantwortlich (Kohdsion).
Fliissigkeiten kénnen an Gefifiwénden ansteigen (Kapillarattraktion) oder
auch absinken (Kapillardepression). Der Grund dafiir ist, daf§ unterschiedli-
che Stoffe aneinanderhaften kénnen (Adhdsion).

Eine weitere wichtige Grofle in der Theorie der Kapillaritit ist der Rand-
kontaktwinkel v. Im Gleichgewicht stellt sich ein Winkel zwischen der Con-
tainerwand und der Kapillarfliche ein. Falls die Schwerkraft verschwindet,
ist dieser Winkel nur von den Materialeigenschaften abhéngig. Der Kontakt-
winkel ist konstant, wenn die Containerwand aus einem homogenen Material
besteht. Diese Annahmen iiber den Randkontaktwinkel treffen auch n#he-
rungsweise zu, wenn die Schwerkraft oder das Volumen der Fliissigkeit klein
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Abbildung 1: Wechselspiel zwischen Adhésion und Oberflichenspannung

Das Wechselspiel zwischen Oberflichenspannung und Adhé#sion zeigt
ein Experiment mit einer Tasse mit gerundetem Rand, vgl. Abb. 1. Der
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Pfeil nach unten gibt die Richtung der Schwerkraft an. Die Adh#sionskrifte
ziehen die Kapillarfliche flach, wenn gerade soviel Fliissigkeit im Gefaf3
ist, daf} ein ebenes Flichenstiick den Kontaktwinkel erlaubt. Solche ebenen
Flachenstiicke kann man im Experiment beobachten aber auch theoretisch
vorhersagen aufgrund der zugrundeliegenden Gleichungen (2) und (3).

Pierre Simon Laplace (1749-1827, frz. Mathematiker und Astronom) [14]
hatte im Jahre 1806 die Gleichung

p1—p2 =20H (1)

fiir die Kapillarfliche hergeleitet. Dabei ist p; der Druck innerhalb der
Fliissigkeit, po der Druck im zweiten Medium, o ist die Oberflichenspan-
nung und H die mittlere Kriimmung der Kapillarfliche S. Befindet sich die
Fliissigkeit in einem Behélter und wirkt die Schwerkraft g in die negati-
ve z-Achse, vgl. Abb. 2, dann ist die Kapillarfliche S durch das folgende

z

X

Abbildung 2: Kapillarfliche
Randwertproblem definiert:

2H = ku+ A auf der Kapillarfliche S (2)
Nr-Ng = cosvy am Rand von S. (3)

Hier sind: k = pg/o Kapillarititskonstante (p Dichtesprung beim Ubergang
von einem zum anderen Medium, g Schwerkraft, ¢ Oberflichenspannung,
u = u(z,y) Hohe der Fliache iiber der (x,y)-Ebene, A Konstante (Lagran-
gescher Multiplikator, kommt von der Volumenbeschrinkung), v Randkon-
taktwinkel, Nt und Ng sind die Einheitsnormalenvektoren auf den Flichen
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I' (Containerwand) und der Kapillarfliche S, jeweils am Rand der Kapillar-
fliche, vgl. Abb. 2.

Der Begriff der mittleren Kriimmung wurde 1805 von Thomas Young
(1773-1829, engl. Arzt und Naturforscher) [33] eingefiihrt. Zum Beispiel ist
1/R die mittlere Kriimmung der Oberfliche einer Kugel mit dem Radi-
us R. Laplace [14] hat 1806 einen analytischen Ausdruck fiir die mittle-
re Kriimmung angegeben. Die zugehorige Randbedingung wurde von Carl
Friedrich Gaufl (1777-1855, dt. Mathematiker, Astronom und Physiker) [10]
1830 hergeleitet.

Die obigen Gleichungen (2) und (3) sind geometrischer Natur. Wenn
die Schwerkraft von Null verschieden ist, kann man nach einer geeigneten
Transformation annehmen, dafl A\ = 0 gilt. Dann besagt die obige Diffe-
rentialgleichung (2), daf die mittlere Kriimmung proportional zur Hoéhe der
Kapillarflache ist. Wenn man also eine Kugel mit den Radius r nach oben be-
wegt, dann muf} r kleiner werden damit die Gleichung néherungsweise erfiillt
werden kann. Diese Uberlegung it sich zu einem numerischen Verfahren
zur Berechnung von Kapillarflichen ausbauen, wenn man Stiicke von Ku-
geloberflichen aneinanderhéingt, vgl. [19]. Der Konvergenzbeweis fiir dieses
numerische Verfahren steht noch aus.

Ein Gegenstand der mathematischen Theorie der Kapillaritat ist die Ka-
pillarflichen zu lokalisieren und qualitative Eigenschaften anzugeben. Von
besonderem Interesse sind asymptotische Formeln, die die Kapillarflichen
im Falle kleiner Schwerkraft oder bei kleinem Volumen beschreiben.

In den folgenden Abschnitten werden einige Resultate geschildert und of-
fene Fragestellungen benannt. Der 2. Abschnitt behandelt Beispiele fiir den
Anstieg oder Abstieg einer Fliissigkeit an Containerwinden. Im 3. Abschnitt
wird das Problem von Benetzungshindernissen diskutiert. Benetzungshin-
dernisse sind Kanten des Containers oder Kurven auf der zu benetzenden
Fldche an denen unterschiedliche Materialien zusammenstofien. An solchen
Stellen kann eine Fliissigkeit ,,héngenbleiben®. Das ist die Ursache dafiir,
dafl das Aufthéufen einer Fliissigkeit in einer Tasse iiber den Rand hinaus
moglich ist. Ein weiteres Beispiel ist, dafl in einem engen offenen Kapil-
larrohr ein Rest der Fliissigkeit am unteren Ende haften bleibt. Schliellich
wird im letzten Abschnitt 4 der Zusammenhang zwischen Oberflichenstruk-
tur und Randkontaktwinkel besprochen. In manchen Féllen ist man daran
interessiert, dafl der Randkontaktwinkel moglichst grof} ist. In diesem Fall
sehen kleine Tropfen auf der zu benetzenden Fliache wie Kugeln aus und sie
konnen deshalb leicht abrollen, etwa auf einer Regenbekleidung. In anderen
Fillen, wie etwa bei Beschichtungen von Oberflichen mit Fliissigkeiten, ist
man wiederum an einem kleinen Randkontaktwinkel interessiert.
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In einem Ubersichtsartikel von Finn [8] werden noch eine Reihe ande-
rer interessanter Probleme, u.a. Fliissigkeitsbriicken und hidngende Tropfen,
diskutiert.

2 Anstieg von Fliissigkeiten

Das obige Randwertproblem (2), (3) hat nur in wenigen Féllen eine Losung,
die man explizit angeben kann. Von besonderem Interesse sind asymptoti-
sche Formeln an denen man qualitative Eigenschaften der Losung ablesen
kann. Explizite Losungen, d.h., Losungen, die man als Formel hinschrei-
ben kann, sind bekannt fiir den Anstieg einer Fliissigkeit an einer vertikalen
Wand und zwischen zwei parallelen Platten, vgl. z.B. [13], s. 271 u. 272.
Diese schon seit langem bekannten Lésungen sind auch eindeutig bestimmt.
Das folgt aus einem Maximumprinzip fiir unbeschriankte Gebiete, vgl. Finn
und Hwang [9].

Im Falle einer vertikalen Wand, vgl. Abb. 3, ist der Anstieg gegeben
durch

h= \/z\/l—sin'y.

Diese und die folgende Abbildung zeigen den Fall, dafl der Randkontakt-
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Abbildung 3: Anstieg an vertikaler Wand

winkel v zwischen 0 und 90° liegt (Kapillarattraktion). Bei einem Rand-
kontaktwinkel zwischen 90° und 180° hat man es mit einem Absinken der
Fliissigkeit an den Plattenwénden zu tun (Kapillardepression).

Im Falle zweier Platten aus gleichem Material, vgl. Abb. 4, 148t sich le-
diglich eine asymptotische Formel fiir den Anstieg mittels der Losungsformel
fiir die Kapillarfliche herleiten:

2 cosry
kd

u(d) = +0(d) fird—0.
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Abbildung 4: Anstieg zwischen zwei Platten

Hier ist O(d) das sogenannte Landau-Symbol und ist per Definition eine
Funktion von d mit der Eigenschaft |O(d)| < Cd fir 0 < d < dy, dp ist
eine positive Konstante und C ist eine weitere Konstante, die nicht von d
abhingt. In unserem Falle ist die Konstante C' bei fester Kapillaritétskon-
stanten k sogar von 7 € [0, 7] unabhéingig. Diese Eigenschaft hat ihre Ursa-
che in der starken Nichtlinearitdt des Problems. Das linearisierte Problem
liefert Resultate, die von dem urspriinglichem Problem qualitativ verschie-
den sind, insbesondere, wenn « nahe bei 0 oder 7 ist.

2.1 Kapillarrohr

Der wohl popularste Fall ist das Ansteigen einer Fliissigkeit in einem engen
Kapillarrohr mit Kreisquerschnitt (Trinkhalm), vgl. Abb. 5. Bisher ist keine

Abbildung 5: Anstieg im Kapillarrohr

explizite Losungsformel gefunden worden. Im Jahre 1806 hat Laplace mittels
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formaler Rechnung fiir u/a die Ndherung

2cosvy 1 21 —sindy
L(v,B) = -

B cosy 3 cos?y

angegeben. Hier ist B := ka? die sogenannte Bondzahl. Erst 1980 konnte
von Siegel [28] mittels eines von Concus und Finn [3] entdeckten Maximum-
prinzips gezeigt werden, dafl diese Funktion auch tatséchlich eine Naherung
ist im Sinne von

a

mit einer von B unabhingigen Konstanten C'. Hier ist wieder wichtig, dafl
diese Konstante C' im Unterschied zum linearisierten Problem auch noch
von v, 0 < v < 7, unabhéngig ist. Man sagt dann auch, dafl die obige
Abschétzung gleichmdfig in ~ gilt. Eine derartige Abschitzung erlaubt es
dann bei genauer Kenntnis von C' etwa den Randkontaktwinkel experimen-
tell zu bestimmen.

Wesentlich verwickelter ist die Situation, wenn der Querschnitt des Ka-
pillarrohres keine Kreisscheibe ist. In diesem Fall lassen sich asymptotische
Formeln herleiten fiir den Fall, da der Randkontaktwinkel von 0° oder
180 verschieden ist und es eine Losung fiir das entsprechende Problem mit
Schwerkraft Null gibt, vgl. [29], [17]. Zum Beispiel existiert eine Losung bei
Schwerkraft Null, wenn der Querschnitt ein reguldres n—Eck ist und der
Randkontaktwinkel im Falle einer ansteigenden Fliissigkeit die Ungleichun-
gen w/n <~ < /2 erfiillt. Fiir ein nach oben begrenztes Kapillarrohr etwa
mit quadratischem Querschnitt erwartet man dann im Falle v < 7/4, daf§
die Fliissigkeit oder das Gas an den Kanten entlang aus dem Gefifl nach
oben auslduft oder an der oberen Kante héngenbleibt. Der Anstieg einer
Fliissigkeit lings Kanten wird im néichsten Abschnitt ausfiihrlicher disku-
tiert.

Abbildung 6: Kein Kreisquerschnitt, Schwerkraft Null
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Fiir den Fall daf} keine Losung fiir das entsprechende Problem bei Schwer-
kraft Null existiert, konnte das asymptotische Verhalten fiir kleine Bondzah-
len noch nicht befriedigend aufgeklart werden.

Erweitert man den Losungsbegriff geeignet, dann gibt es auch fiir die-
se Fille eine Losung, vgl. Finn [6], Chapter 6. Diese definieren Fliissig-
keitssdulen, die nur einen Teil des Kapillarrohres benetzen, vgl. Abb. 6.
Dabei wird angenommen, dafl die Schwerkraft Null ist.

2.2 Kanten

FEine weniger bekannte Erscheinung, aber trotzdem von vielfachem Interesse,
ist das Ansteigen einer Fliissigkeit in einer engen Kante. Es kann namlich
passieren, dafl eine Fliissigkeit ldngs der Kante vollstdndig hochsteigen kann,
vgl. Abb. 7. Es sei 2a der Offnungswinkel der Kante und v, 0 < v < 7/2 (Ka-

Abbildung 7: Enge Kante

pillarattraktion), der Randkontaktwinkel. Von Concus und Finn [3] wurde
bewiesen, dafl die Fliissigkeit ldngs der Kante unbegrenzt hochsteigt, wenn
a+ v < /2 gilt. Dagegen bleibt der Anstieg der Fliissigkeit beschrénkt,
wenn o+ > /2 zutrifft. Dieses unstetige Verhalten ist also nur von a und
~ abhéingig und die Kapillaritdtskonstante spielt keine Rolle. Das starke An-
steigen einer Fliissigkeit wurde schon 1712 von Brooke Taylor (1685-1731,
engl. Mathematiker) [30] beobachtet. Er vermutete, daff die Spur der Fliissig-
keit auf der Containerwand asymptotisch einer Hyperbel nahe kommt. Diese
Vermutung konnte erst in der zweiten Halfte des 20. Jahrhunderts bestétigt
werden. Genauer konnte im Falle o + v < 7/2 gezeigt werden, daf fiir den
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Anstieg gilt, vgl. Concus und Finn [4],

u:g—l—O(l) firr— 0

und schliefflich, vgl. [15],

u:€+0(r3) firr — 0.
r

Hier ist C' = C(a, ) eine Konstante, die nur von a und « abhéngt, O ist
das schon frither erklédrte Landau-Symbol und die Polarkoordinate r ist der
Abstand eines Punktes der Spur von der Kante. Insbesondere ist O(1) eine
Grofle, die bei r — 0 beschrankt bleibt. Der Anstieg u 148t sich sogar in eine
asymptotische Potenzreihe in r entwickeln, vgl. [15], mit der Besonderheit,
daf die Koeffizienten nur von o und « abhéingen, im Unterschied zu linearen
Problemen, wo die Koeffizienten auch noch von der Lésung selbst abhéngig
sind. Dariiberhinaus bleibt diese Entwicklung giiltig, wenn der Randkon-
taktwinkel gegen Null strebt (vollstéindige Benetzung), [16]. In diesem Fall
hat men zwei Singularitdten: Das unbeschrinkte Ansteigen der Fliissigkeit
léings der Kante und der Betrag der Ableitung von u auf der Containerwand
ist unendlich grof.

Stellt man zwei Kreiszylinder aneinander, dann entsteht ein sogenannter
»Nullwinkel*, siehe Abb. 8. Dabei ist also « = 0. Im Falle zweier Kreis-

A

/

Abbildung 8: Anstieg in Kanten mit Nullwinkel

zylinder mit gleichem Querschnitt hat man die asymptotische Formel, vgl.

Scholz [24],
u——CQ—l—O(l) firr —0.
r r
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Hier ist C' = C(R, ) eine Konstante, die nur vom Radius R des Kreiszylin-
ders und vom Randkontaktwinkel v abhéngt.

Falls die Schwerkraft Null ist, dann sind die ,,verallgemeinerten* Losun-
gen wieder Fliissigkeitsséulen, vgl. Scholz [25], wo insbesondere der Fall an-
einanderstehender Rohren betrachtet wird.

2.3 Nadel oder Faden

Schlieflich soll noch das Problem des Anstiegs einer Fliissigkeit an einer
diinnen Nadel bzw. an einem Faden mit Kreisquerschnitt betrachtet werden,
vgl. Abb. 9. Wenn a der Radius des Querschnittes ist, dann wurde von

Abbildung 9: Anstieg am Kapillarrohr

Derjaguin [5] nach formaler Rechnung fiir den Fall vollstindiger Benetzung
(Randkontaktwinkel Null) fiir den Anstieg u(a) die Ndherungsformel

u(@)

1
~——InB+2In2—vy
a 2

angegeben. Dabei ist wieder B = ka? die Bondzahl, aber im Unterschied zu
den anderen Formeln ist hier v die Eulersche Konstante (v = 0.5772...) und
nicht der Randkontaktwinkel, dieser ist hier 6. Diese Formel konnte kiirzlich
bestétigt werden, vgl. [21]. Genauer gilt

1
uwa) _ <§lnB+’y—2ln2—|—ln(1+sin0)) cosf+ O (Bl/5ln2B)

fiir B — 0. Im Unterschied zu linearen Aufgaben braucht man keine Annah-
me fiir das Verhalten der Kapillarfliche im Unendlichen zu machen. Weiter-
hin gilt diese Formel, wieder im Gegensatz zu linearen Aufgaben, gleichméfig
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fiir 6 € [0, 7], d.h., der Restterm kann fiir feste B nicht unbeschriankt wach-
sen, wenn 6 gegen 0 (vollsténdige Benetzung) oder gegen m (vollsténdige
Nichtbenetzung) strebt. Wenn der Querschnitt der Nadel oder des Fadens
kein Kreisquerschnitt ist, dann ist das asymptotische Verhalten des Anstie-
ges der Fliissigkeit noch nicht geklért.

3 Benetzungshindernisse

Falls die Containerwand aus unterschiedlichen Materialien gefertigt ist oder
wenn Kanten am Gefifl sind, dann kann es vorkommen, daf} die Fliissig-
keit an diesen Linien héngenbleibt, auch wenn man mehr Fliissigkeit in das
Gefaf fiillt. Solche Linien heiflen Benetzungshindernisse. Derartige Hinder-
nisse wurden wohl erstmalig in Gyemant [12], S. 356, beschrieben. Die Ur-
sache fiir ein derartiges Verhalten ist, dafl die Energie dieser Konstellation
niedriger ist als fiir den Fall daf} die Fliissigkeit iiber das Benetzungshinder-
nis hinweggeht, vgl. [20] fiir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
ein derartiges Verhalten.

3.1 Kanten

Typische Beispiele fiir Benetzungshindernisse sind das Authéufen einer Fliissig-
keit in einer Tasse, vgl. Abb. 10, oder das Verbleiben einer Restfliissigkeit

Abbildung 10: Uberhang

am unteren Ende eines engen Kapillarrohres, vgl. Abb. 11 und Abb. 12.
In den letzten Beispielen ist oft das Volumen der Restfliissigkeit von Inter-
esse. Diese Restmenge lif3t sich aus einem Stabilitdtskriterium bestimmen,
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Abbildung 11: Restfliissigkeit im Kapillarrohr, konstanter Radius

vgl. [20], wo Resultate aus [31] und [32] benutzt wurden. Einfacher zu hand-
haben sind asymptotische Formeln fiir enge Rohrchen mit Kreisquerschnitt
mit konstantem Radius, die sich auch hier angeben lassen. Die Abb. 12 zeigt
den Fall eines Kapillarrohres mit Kreisquerschnitt und variablem Radius.

Abbildung 12: Restfliissigkeit im Kapillarrohr, variabler Radius
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3.2 Kante und freie Rander

Die Fliissigkeit kann aber auch nur teilweise an einem Hindernis hingen-
bleiben, vgl. Abb.13 oder Abb.14. Die Abb. 14 zeigt den Anstieg in einer

Abbildung 13: Kanten sind Benetzungshindernisse

engen Kante, die oben abgeschnitten wurde. Eine genaue Untersuchung der
Eigenschaften der Spur der Fliissigkeit auf der Wand an der Ubergangsstel-
le steht noch aus. Im Zusammenhang mit Beschichtungstechniken ist das

Abbildung 14: Fliissigkeit hingt zum Teil an der oberen Kante

folgende Problem von Interesse, vgl. Abb. 15. Hier ist der d&uflere Rand das
Benetzungshindernis, an dem die Fliissigkeit hdngen bleibt. Fiillt man mehr
und mehr Fliissigkeit in den Ring, dann schliefit sich plotzlich das trockene
Loch. Die Frage ist hier, wieviel Fliissigkeit man auftragen muf}, damit keine
trockenen Flecke vorkommen kénnen. Kapillaren des obigen Typs wurden

Abbildung 15: Tropfen mit Loch

in [26] und [27] beschrieben und dort als ,,offene Kapillaren® bezeichnet.
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4 Oberflachenstruktur und Kontaktwinkel

Der EinfluB8 der Oberflichenbeschaffenheit auf den Randkontaktwinkel wird
z. B. in Adamson and Gast [1], Chapter X-5.B, diskutiert, wo verschiedene
Oberflichen betrachtet werden, vgl. auch Quéré [22].

Die Abb. 16 zeigt einen Tropfen auf einem Stiick Stoff und auf einer Pla-
stikfolie. Sowohl der Stoff als auch die Folie wurden mit ein und demselben
Wachsspray bespriiht. Der Randkontaktwinkel des Tropfens auf dem Stoff
ist offensichtlich grofler als der des Tropfens auf der Folie.

Abbildung 16: Verschieden Strukturen mit gleicher Beschichtung

In diesem Abschnitt werden mathematische Probleme benannt, die es
noch zu lésen gilt. Die anderen Ausfithrungen sind zum grofiten Teil |, In-
genieurmathematik®, allerdings mit expliziten Resultaten von praktischem
Interesse.

Angeregt wurden die folgenden Bemerkungen durch eine Beobachtung
von Gyemant [12], S. 356, dafl ndmlich Gebiete der Containerwand mit einer
groflen Kriitmmung den Kontaktwinkel betrichtlich beeinflussen kénnen. Im
Grenzfall sind das Kanten, die man als Benetzungsbarrieren ansehen kann.
Entlang solcher Benetzungshindernisse ist der Kontaktwinkel unbestimmt.
Er kann innerhalb bestimmter Schranken liegen, vgl. [20]. Dieser Effekt und
die Tatsache, dafl der Tropfen die Oberflache nicht vollstdndig benetzen kann
sind wohl Ursachen dafiir, daf3 ein Tropfen auf einer Fliche mit Struktur
einen grofleren Randkontaktwinkel haben kann als ein Tropfen auf einer
glatten Fliache. In der Abb. 17 bezeichnen v den Randkontaktwinkel der
Fliissigkeit mit dem Material und -, ist der ,,beobachtete“ Kontaktwinkel.
In diesem Abschnitt wird angenommen, dafl die Schwerkraft Null ist. Diese
Annahme ist eine zuléssige Ndherung im Falle kleiner Tropfen, da hier der
EinfluB der Schwerkraft gering ist. Das folgt aus asymptotischen Formeln
fiir Tropfen mit kleinem Volumen, vgl. [6], Chapter 3, und [18]. Die freien
Flachen des Tropfens haben alle dieselbe mittlere Kriimmung H wegen der
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Abbildung 17: Tropfen auf einer strukturierten Oberfliche

Laplace-Gleichung (1). Wichtig ist dabei, da hier angenommen wird, daf
der Druck unterhalb der Struktur der gleiche ist wie oberhalb. Das ist zum
Beispiel nicht der Fall, wenn die Oberfliche eine nach unten geschlossen
Fléche mit kleinen Vertiefungen ist. Fiir solche Strukturen sind die folgenden
Betrachtungen zu modifizieren. Beim Studium von Tropfen auf Strukturen
hat man es mit mindestens vier Problemen zu tun auf die die Mathematik
zur Zeit noch keine befriedigenden Antworten gefunden hat:

1. Existenz eines Tropfens auf einer gegebenen Struktur.

2. Grenzkonfiguration des Tropfens, wenn sich die Oberflichenstruktur
einer ,,Grenzstuktur® néhert.

3. Fliacheninhalte der benetzten und der nichtbenetzten Fliache der Grenz-
struktur.

4. Ist der makroskopische Kontaktwinkel, vgl. die Definition weiter unten,
eine gute Niherung fiir den beobachteten Kontaktwinkel?

Als das wohl einfachste Beispiel zu Problem 1 wird im letzten Abschnitt ein
Tropfen auf einem Ring betrachtet.

Falls die Oberflache aus ein und demselben Material besteht, dann ist
die Energie des Tropfens, vgl. Finn [6], Chapter 1, gegeben durch

E=o(s| - Bls") .

Hier ist o die Oberflichenspannung, 3, —1 < # < 1, der (lokale) Adhésions-
koeffizient, |S| der Inhalt der freien Fldche und |S*| der Inhalt der von der
Fliissigkeit benetzten Fldche. Wenn der Tropfen im Gleichgewicht ist, dann
ist B = cos~y, vgl. Finn [6], Chapter 1. Deshalb ist

E =0 (|S| —|5%| cos®)
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die Energie des sich im Gleichgewicht befindlichen Tropfens. Die folgende
einfache Betrachtung zeigt, dal der makroskopische Kontaktwinkel grofier
als v, 0 < v < 7, sein kann, wenn der Teil der Oberfliche mit der der Trop-
fen im Kontakt ist nicht vollsténdig benetzt wurde. Nimmt man an, daf} die
Grenzkonfiguration des Tropfens eine Kugelkappe ist und dafl die Grenz-
struktur (vollstéindig) nicht benetzt wurde, dann hat diese Kugelkappe eine
groflere Energie als eine Kugel mit dem gleichen Volumen. Deshalb hat man
einen Randkontaktwinkel von 180°, wenn die Oberfliche fiir die betreffende
Fliissigkeit vollstdndig nicht benetzend ist. Das bedeutet fiir diesen Fall, daf3
kleine Tropfen naherungsweise kleine Kugeln sind.

4.1 Ein Modell

Hier wird angenommen, dafl die Grenzkonfiguration des Tropfens eine Ku-
gelkappe ist, die auf einer ebenen makroskopischen Fliche (Grenzstruktur)
sitzt., vgl. Abb. 18. Es sei wieder v der Randkontaktwinkel, der durch die

sc(a,y0 )

Fliissigkeit

Luft

Luft ‘ a
Makroskopische Fliche

Abbildung 18: Tropfen (Kugelkappe) auf Grenzstruktur

Fliissigkeit und das Material der Oberflachenstruktur gegeben ist. Falls die
Oberflachenstruktur ein Stoff ist, der aus ein und derselben Art von Faden
gewebt ist, dann ist der Kontaktwinkel v der Randkontaktwinkel zwischen
der Fliissigkeit und den Faden. Weiterhin wird angenommen, dafl auf der
Grenzstruktur der Flacheninhalt n des nichtbenetzen Gebietes und der In-
halt w des benetzten Gebietes homogen und isotrop ist, dann gilt

n(2,7) = [Qno(v) , w(Q,7) = [Q|wo(v)

fiir alle (meB8baren) Gebiete @ C R2. Hier ist |©2| der Flicheninhalt von
und ng, wo sind nur von vy abhéngige nichtnegative Funktionen.
Die Energie des sich im Gleichgewicht befindlichen Tropfens auf der

Grenzstruktur ist
E =0 (S| -S| cos)
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mit
2

|S| = |sc(a,v0)| + a*mno(y) und |S*| = a*mwo(y) -

Dabei ist |sc(a,v0)| der Flicheninhalt der Oberfliche der Kugelkappe (ohne
den ebenen Abschlufl). Fiir a und 7o vgl. die obige Abb. 18.

Wenn die Grenzkonfiguration ein Tropfen D C R? ist, der nicht notwen-
digerweise eine Kugelkappe ist, und auf einem Gebiet Q C R? der Grenz-
struktur sitzt, dann ist

S| = 10D\ Q] +n(2,7) und |S™] = w(€2,7) -

Dabei ist 0D der Rand von D, n der Inhalt des nicht benetzten Teils von
Q und w ist der Inhalt des benetzten Teils. Im allgemeinen sind die Funk-
tionen n(€,v) und w(€2,7) nicht invariant gegeniiber Drehungen von €.
Vermutlich liefern aber die obigen Annahmen brauchbare Naherungen auch
etwa fiir Stoffe. In diesem Fall werden Richtungen durch die Richtungen von
F#den festgelegt und die Funktionen n und w sind nicht invariant beziiglich
beliebiger Drehungen.

Sei |V| das gegebene Volumen des Tropfens V' (a,vp), 0 < a < oo, der
nach Annahme eine Kugelkappe sein sollte und sei

fla,v0,7) = |sc(a,0)| + a*mno(v) — a*mwo(7) cos .

Die Energie des Tropfens ist o f(a,7o,7).
Definition. Der Winkel vy € (0, 7) heiit makroskopischer Kontaktwinkel,
wenn es ein €y > 0 gibt, so daf gilt

f(a + 6% + 5(6)7 6) > f(avfy()afy) (4)

fiir alle €, |e| < 9. Dabei ist § = d(€) die Losung der Gleichung
[V(a,70)| = [V(a+e0+0)].

Die Ungleichung (4) bedeutet, dafl die Energie des Tropfens mit dem ma-
kroskopischen Kontaktwinkel v ein lokales Minimum annimmt im Vergleich
mit anderen Tropfen mit gleichem Volumen die ebenfalls Kugelkappen sind.
Wegen eines Resultates von Gonzales [11] kann man sich beim Vergleich auf
Kugelkappen beschrinken.

Aus der Ungleichung (4) folgt die notwendige Bedingung

cosyo = wo(y) cosy — no(7) - (5)
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Diese Bedingung ist fiir die Ungleichung (4) auch hinreichend, wenn gilt
—1 < wp(y)cosy —np(y) <1.

In den folgenden zwei Beispielen sind die angegebenen Funktionen ng(+y)
und wop(7y) vermutete Niherungen, die durch formale Rechnungen gestiitzt
werden. Ebenso ist die Annahme der Isotropie héchstens naherungsweise
erfiillt. Trotzdem scheinen die berechneten makroskopischen Kontaktwinkel
brauchbare Nédherungen fiir die beobachteten Kontaktwinkel zu sein.

4.1.1 Stoffe, Siebe

Betrachtet wird ein Netz von Fédden mit Kreisquerschnitt und konstantem
Radius r. Es wird angenommen, dafl diese Faden ein Netz von gleichen
Quadraten bilden, vgl. Abb. 19. Dabei ist d der Abstand zwischen den Mit-

Abbildung 19: Siebstruktur

telpunkten zweier paralleler Féden. Fiir eine feste Konstante ¢, 0 < ¢ < 1,
sei r = qd/2. Eine elementare Rechnung stiitzt die Annahme, daf} gilt

wo(y) = 2(m—7)g+O(

%)
no(v) (1 —gsiny)* 4+ O(¢?)
1 —2gsiny + O(q¢?) .

)

Setzt man z. B. d = 1,6 mm und r = 0,15 mm, dann ist ¢ = 0,18. Falls
v = 80°, dann erhiilt man aus (5) fiir den makroskopischen Kontaktwinkel
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Yo = 123% wenn die O-Terme vernachlissigt werden. In einfachen Experi-
menten mit einem Sieb kann man beobachten, dafl der Randkontaktwinkel
tatséchlich grofer wird.

4.1.2 Noppenstruktur

Hier wird angenommen, daf3 die Noppen kleine Kugeln vom Radius r sind,
deren Mittelpunkte alle in einer Ebene liegen und so angeordnet sind wie in
Abb. 20 gezeigt. Es sei wieder r = gd/2 fiir eine feste Konstante ¢, 0 < ¢ < 1.

O
o

Abbildung 20: Noppenstruktur

Dann stiitzt eine elementare Rechnung die Vermutung, daf gilt

1

wo(y) = §q27r(1+cosv)+0(q3)7
1 .

no(y) = 1= ¢*msin®y+0(¢’) .

Fiir den Fall v = 80° und ¢ = 0,1 erh:lt man den makroskopischen Kon-
taktwinkel 7o ~ 166", wenn die O-Reste wieder vernachlissigt werden.

5 Tropfen auf einem Ring

In diesem Abschnitt wird die Stabilitdt eines Tropfens auf einem Ring stu-
diert. Es geht dabei um die Frage, ob sich der Tropfen auf dem Ring halten
kann oder ob er moglicherweise durchrutscht. Dabei wird wieder angenom-
men, daf} die Schwerkraft Null ist.
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Abbildung 21: Tropfen auf einem Ring

Der Tropfen sei ein Teil einer Kugel mit dem Radius R der auf einem
Ring (Torus) sitzt. Mit » wird der Radius der Kreisscheibe bezeichnet, die
den Torus erzeugt, vgl. Abb. 22.

N

S

Abbildung 22: Bezeichnungen zu: Tropfen auf einem Ring

Die Oberfliche S des Tropfens hat die konstante mittlere Kriimmung
1/R und S trifft den Torus in dem konstanten Randkontaktwinkel . Es wird
angenommen, dafl 0 < v < 7 gilt. Ein solcher Tropfen ist im Gleichgewicht,
da S die Differentialgleichung (2) und die Randbedingung (3) mit x = 0
erfiillt. Wir sagen der Tropfen ist stabil, wenn er ein lokales Minimum der
zugeordneten Energie in einer Menge von zuléssigen Variationen definiert.
Damit hingt der Stabilitétsbegriff noch ab von der festgelegten Menge der
Vergleichsflichen. Zuléssig bedeutet insbesondere, dafl die zum Vergleich
zugelassenen Tropfen alle dasselbe Volumen haben.
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5.1 Ein Stabilitadtskriterium

Notwendig fiir ein stabiles Verhalten ist, daf die zweite Variation des Ener-
giefunktionals nicht negativ ist. In Anlehnung an die klassische Maxima-
Minimarechnung in endlichdimensionalen Réumen definiert man oft Sta-
bilitét durch die Bedingung, daf3 die zweite Variation positiv ist fiir alle
von Null verschiedenen zuléssigen Variationen. In unendlichdimensionalen
Réumen ist diese Bedingung im allgemeinen nicht hinreichend fiir lokale Mi-
nima wie in Gegenbeispielen gezeigt wurde, vgl. [23], [7]. Allerdings definiert
der Tropfen ein sogenanntes schwaches lokales Minimum des Energiefunk-
tionals in einer gewissen Klasse von zuldssigen Variationen wenn 0 < v < 7
gilt, vgl. [20], Theorem 3.2, S. 248.

Die zweite Variation wurde von Wente [31], [32] berechnet. Die , hinrei-
chende“ Bedingung ist dann

s 2 4 / lcosy 1 1 9
P — A P — —_——
/5 <|VC| R2C A+ oS R sinvy * 7 sin -y ¢ ds>0 (6)

fir alle ¢ € WH2(S), ¢ # 0 und [4 ¢ dA = 0. Hier bezeichnet V den
Nabla-Differentialoperator auf der Flache S und 95 ist der Rand von S.

5.2 Ein Aquivalentes Eigenwertkriterium

Die Ungleichung (6) ist dquivalent zu einer Ungleichung fiir einen Eigenwert
eines zugeordneten Eigenwertproblems.

Es sei
aco: = | (vcw+ %w) 04
HGd): = g [ 3o da—ntny [ cods.
it leosy 1 1
)= gy ey
und

V= {p e WH(9); / ¢ dA =0} .
S

Aufgrund einer einfachen Uberlegung, vgl. weiter unten, ist die Ungleichung
(6) dann und nur dann erfiillt, wenn der kleinste positive Eigenwert A] der
Eigenwertaufgabe

CeV\{0}: a(¢,¢) = Ab((,¢) fir alle p € V (7)
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die Ungleichung )\1+ > 1 erfiillt. Falls )\;r < 1 gilt, dann 148t sich zeigen,
dafl es zulissige Variationen mit kleinerer Energie gibt. D.h., der Tropfen
ist dann sicherlich nicht stabil. Damit wurde das Problem der Giiltigkeit
der Ungleichung (6) zuriickgefiihrt auf die (numerische) Berechnung eines
Eigenwertes.

Die Aquivalenz der Ungleichungen (6) und A] > 1 iiberlegt man sich
leicht folgendermaflen. Der Ausdruck a(¢, ¢) ist dquivalent zu einer Norm
auf V und b(¢, @) ist vollstetig auf V. Folglich besteht das Spektrum der
Eigenwertaufgabe (7) aus einer abzidhlbaren Menge positiver und negativer
Eigenwerte. Der kleinste positive FEigenwert )\1+ ist gegeben durch

+ —1 - < b(¢7 (ZS)
()= 6eV\(0} a(¢, b)

Aus der Definition von b(¢, ¢) sieht man, dafl die rechte Seite dieser Glei-
chung tatséchlich positiv ist. Aus der Definition von )\T folgt

a(6,8) —b(#,9) > (1- () ") al@,9)

fiir alle ¢ € V. Also gilt (6), wenn A{" > 1 erfiillt ist.

Sei andererseits die Ungleichung (6) erfiillt. Betrachtet man das Maxi-
mumproblem maxgcy b(¢, ¢) unter der Nebenbedingung a(¢, ¢) < 1, dann
existiert eine Losung ¢¢ da a(¢, ¢) dquivalent zu einer Norm und b(¢, @)
vollstetig auf V' ist. Die Losung ¢q erfiillt die Gleichung a(¢p, ¢9) = 1, da
die Annahme a(¢,¢) < 1 zu einem Widerspruch fithrt. Es gibt nédmlich
¢ € V mit b(¢,¢) > 0. Also gilt b(¢o, o) > 0 und es gibt ein ¢ > 1,
so dafl t¢g die Nebenbedingung in dem obigen Maximumproblem erfiillt.
Wegen b(téo,tpo) = t2b(¢o,d0) > b(Po, po) hat man einen Widerspruch
zur obigen Annahme. Also ist der kleinste positive Eigenwert A durch
(A7)™! = b(¢o, ¢o) definiert. Folglich gilt A\] > 1, da a(¢,¢) — b(¢,¢) die
linke Seite der Ungleichung (6) ist und a(do, ¢o) — b(¢o, d0) = 1 — (A{) 7!
gilt.

Die Idee das Variationsproblem zunéchst in einer konvexen Menge zu
16sen und anschlieffend zu zeigen, daf die Losung auf dem Rand der konvexen
Menge liegt findet man in Beckert [2].
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