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Thema

Automatisches Umschalten zwischen explizitem und implizitem Euler-Verfahren bei stiick-
weise steifen Differentialgleichungen.

Aufgabenstellung

Zu losen sei ein Anfangswertproblem
&= f(z), (o) =0,
wobei f: R" — R", t5 € R, zg € R". Sowohl das explizite Euler-Verfahren
Tiy1 = x; + hf(x;)
als auch das implizite Euler-Verfahren
Tip1 = x; + hf(zi1)

legen (fiir hinreichend kleines h > 0) ausgehend von einer Approximation x; an die Losung
x(t;) eine Approximation x;41 an die Losung x(t; + h) fest. Im Fall des impliziten Euler-
Verfahrens ist x;y; implizit als Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems festgelegt,
die man mittels (vereinfachtem) Newton-Verfahren berechnet.

Aus Effizienzgriinden wird die aktuelle Schrittweite an den Losungsverlauf angepafit. Dabei
verwendet man zur Schétzung des Fehlers eine zweite, “bessere” Approximation ;1.
Diese erhdlt man, indem man zusétzlich zu einem Schritt mit h zwei Schritte mit h/2
durchfithrt, um eine Approximation z;4; zu erhalten und dann

Tiv1 = Tit1 + (Tit1 — Tit1)
setzt. Den aktuellen Diskretisierungsfehler schatzt man dann durch
ERR = [|Zi11 — iy -
Gibt man einen maximal zuléssigen Fehler TOL > 0 vor, so gehort dazu eine “optimale”

Schrittweite
TOL

h=RED-h-4/———,
ERR + SAV



etwa mit RED = 0.9 und SAV = eps. Zusitzlich wird h eventuell noch so abgedindert, daf h
der Bedingung

h
RMIN < 7 < RMAX,

etwa mit RMIN = 0.2 und RMAX = 2, geniigt. Gilt nun ERR < TOL, so wird der aktuelle
Schritt akzeptiert und der nichste Schritt mit A versucht. Ansonsten wird der Schritt
verworfen und mit h wiederholt.
Offensichtlich erfordert das implizite Euler-Verfahren pro Schritt einen wesentlich grofleren
numerischen Aufwand als das explizite Euler-Verfahren. Dennoch gibt es Situationen, in
denen es effizienter sein kann, mit dem impliziten Euler-Verfahren zu arbeiten, weil man
damit wesentlich groflere Schrittweiten wahlen kann. Heuristisch ist das der Fall, wenn
h|| fz(z;)|| eine bestimmte Schranke v tbersteigt.
Man implementiere das explizite und implizite Euler-Verfahren mit Schrittweitensteuerung
zusammen mit einer automatischen Auswahl der Verfahren etwa unter Verwendung von
~v = 1.5 und vergleiche die drei Moglichkeiten explizit/implizit/automatisch an Hand des
Problems

i‘l = k?lal‘g — k)g.flxg + kigbili‘l — k4:13‘%,

.'1.?2 = —]{?1&1'2 — k‘g:l?lxg + 8]{353}3,

i‘g = ngbitl — k5$3,

wobei
a=1.0, b=1.0, s=0.5

und
k1 = 1.28e0, ko = 2.4€5, ks = 33.6€0, k4 = 3.0e3, k5 = 1.0€0.

Als Startwert wahle man

AuBerdem integriere man mindestens bis 7' = 120.
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