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Übungen zur Vorlesung

Numerik 2

(9) Man berechne alle numerischen Lösungen x1 des (skalaren) Anfangswertpro-
blems

ẋ = x2, x(0) = 1,

die man mit Hilfe des impliziten Eulerverfahrens bei Verwendung einer Schritt-
weite h ≥ 0 erhält, und skizziere den zugehörigen Graphen

G = {(h, x1) ∈ R
+

0 × R
n | x1 = x0 + hΦ(x0, x1;h)}.

(10) Gegeben sei ein numerisches Verfahren der Form

xi+1 = xi + hΦ(ti, xi;h)

mit h = T−t0
N

, N ∈ N und ti = t0 + ih, i = 0, . . . , N . Weiter gelte

‖Φ(t, u;h)− Φ(t, v;h)‖ ≤ K‖u− v‖

mit K > 0 für alle t ∈ [t0, T ] und alle u, v ∈ R
n. Außerdem besitze das

Verfahren die Ordnung p.
(a) Man zeige, daß

‖x(ti+1)− xi+1‖ ≤ Chp+1 + (1 + hK)‖x(ti)− xi‖, i = 0, . . . , N − 1,

mit einer von i unabhängigen Konstanten C gilt.
(b) Man beweise Satz 2.7 mit Hilfe von (a) ohne Verwendung des Fundamen-

tallemmas.

(11) Gegeben sei ein Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p. Man zeige, daß die
zugehörige Quadraturformel mindestens Ordnung p besitzt, d. h., man zeige,
daß

∫ t1

t0

f(t) dt = h

s
∑

i=1

bif(t0 + cih)

für alle Polynome f mit grad f ≤ p− 1 gilt.

(12) Man schreibe ein Unterprogramm, das zu den Daten f, t0, x0, h,N das An-
fangswertproblem

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, t ∈ [t0, T ], T = t0 +Nh



unter Verwendung des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens mit konstanter
Schrittweite löst und den Wert von x(T ) zurückgibt. Man teste die Imple-
mentierung am Beispiel

ẋ = Ax, A =
1

2

[

λ1 + λ2 λ1 − λ2

λ1 − λ2 λ1 + λ2

]

, x(0) =

(

0
2

)

, T = 1

für λ1 = 1, λ2 = −1 bzw. für λ1 = 1, λ2 = −100, indem man x(1) mit xN für
verschiedene Schrittweiten h vergleicht.
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