Prof. Dr. P. Kunkel WS 2022/23
Fakultéat fiir Mathematik und Informatik
Universitat Leipzig

Ergénzende Ubungen zur Vorlesung

Numerische lineare Algebra

Ubung 8.1
Sei A € R"™" nach Satz 3.7 faktorisiert gemaf

A—Q[? g]HT.

Man zeige, dafl

I-VM VR 0
AT =1 [ ( M‘1VTR_)1 0 ] Q"
wobei V=R 11Sund M =1+ VTV.
Beweis:
Es ist

R S][U-VMVTR 0 3
-l 7 e

0 0 M-WTR!
RI-VMYWHR 1+ SMWVTR™L 0] 1
=Q 0 N

symmetrisch wegen
RI-VMYWHR 4+ SM'WITR'=T1-SM VIR '+ SM~ VIR =T

Es ist

A+A:H[ (I-VM VTR 0] [R S]HT:

M-YVTR! 0 0 0

_nl1- VM-VT (I -vM-ivTv or

MV M-WVTY
symmetrisch wegen
MWTV =VIVM~! — VIVM=MVTV
— VIVI+VIV)=1+VIV)VTV

und
VM =V -VM-WVTV
VM =V -vvVTvM—!
V=VM-VVTV
V=VI+VIV)-vVvlVy.

VM =1 -VM V)V
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AuBerdem gilt

I 0 R S
+ A — T _
AAA—Q[OO][OO]H =A
und o .

oAt (I-VMVHR™ 0 I 0 T a4+

ATAA —H[ M-1yTRp-1 0 0 0 Q =A".

0

Ubung 8.2

Sei T' € R™" und bezeichne o(T") den Spektralradius von 7. Man zeige:

(a) Es gilt
lim TF =0 <= o(T)<1.

k—o00

(b) Sei ¢ € R™. Zu (® € R” sei die Folge {(*}rey, definiert durch die
Rekursion 2+ = T2(*) 4 ¢, Dann gilt

{2} .en, konvergent fiir alle () € R und ¢ € R* = o(T) < 1.

Beweis:
Man kann folgendermaflen schlieflen:

(a) Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Vektornorm, sodafl in der zugehérigen Ma-
trixnorm

1T < o(T) + ¢

gilt. Ist o(T") < 1, so kann man ¢ so klein wéhlen, dal L = o(T) + ¢ < 1
gilt. Fiir die entsprechend konstruierte Matrixnorm gilt dann |7 < L < 1
und damit

ITHE < JT)* < L 0.

Ist o(T") > 1, so existiert ein Eigenwert A von T mit [A\| > 1. Ist x # 0 ein
zugehoriger (normierter) Eigenvektor, so gilt

L<E =R el = Wl = 1T ) < | T%] |2 = 1T

im Widerspruch zur Behauptung.

(b) Sei o(T') < 1. Nach Teil (a) gibt es eine Vektornorm, sodafl L = ||T'|| < 1
in der zugehorigen Matrixnorm gilt. Aus

2B+ (k) T(x(k) _ x(k—l))
folgt mit dieser Vektornorm, daf}

Hx(k+1) _ iU(k)H < LH:L‘(k) _ x(k_l)H
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und damit die Konvergenz der Folge.
Sei umgekehrt {x(k)}keNo konvergent fiir alle z(9) € R” und ¢ € R”. Dann
gilt fiir die spezielle Wahl z(0) = 0, daf

k—1
A = 3T
=0

fiir alle ¢ € R™ konvergent ist. Daraus folgt sofort die Existenz von

k-1
S = li T ¢ R™"
Jm ) T
und damit
lim 7% =0
k—o0

bzw. o(T') < 1 nach Teil (a).

Ubung 8.3
Man zeige, dafl jede tridiagonale Matrix A € R™™ mit nichtverschwindenden
Diagonaleintrdgen konsistent geordnet ist.

Beweis:
Ausgehend von
di
A= b
T'n—1
ln dn
erhélt man man fiir z € C\ {0}
0 27Vt
-1
DL 'piR= | PRl O
: -1 -1
) z 1dnfl’rn—l
zd 1, 0
Mit der nichtsinguldren Matrix S = diag(z, ..., 2") ergibt sich
0 dy'n
—1 ..
$eD L+ D RS = | B Y ' :
.. . 1
' n—1"n—1
d-'l 0

n o 'n

d. h. die Matrix zD~'L 4+ z~'D~!'R ist hnlich zu der nicht von z abhingigen
Matrix DL+ D~'R = D7Y(L + R).
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Ubung 8.4

Sei A € R™"™ symmetrisch und positiv definit. Ist zu A eine Zerlegung der Form
A =M — N gegeben, soda8 M + MT — A symmetrisch und positiv definit ist,
so ist M nichtsinguléar und es gilt

o M™IN) < 1.

Beweis:
Sei M singulédr. Dann existiert ein v € R™ \ {0} mit Mv = 0 und es folgt der
Widerspruch

v (M + MT — Ay = —vTAv < 0.

Also ist M nichtsingulédr. Damit ergibt sich

o(M™'N) = (AP M NATY?) = o(APM (M — A)A™'?) = o(T = M)
mit
M= A"12MmAY2,

Da M + MT — A symmetrisch und positiv definit ist, ist
ATV M+ MT — AV =M+ M7 -1

symmetrisch und positiv definit.

Sei A € C ein Eigenwert von 7' = M~'N. Sei A = 1. Dann existiert ein v €
R™\ {0} mit M1 Nv = v bzw. Mv = Nv und es folgt der Widerspruch Av =
Muv — Nv = 0. Also ist X\ # 1. Damit ist A\ Eigenwert von I — M~ bzw. 1 — X
Eigenwert von M ! bzw. (1—\)~! Eigenwert von M. Also existiert ein z € C”
mit 22 =1 und

- 1 1 oy

Daraus folgt

Schreibt man A = u + iv mit u,v € R, so gilt

1 1 _1—u+iv—|—1—u—iv

0< 1= 1=
1—u—iv+1—u+iv (1 —u)?+ 02
_2—2u—1—1—2u—u2—v2_ 1—u?—?
B (1 —u)?+ 02 (1 —u)? 402

und damit |A\? = u? + 0% < 1.



Ubung 8.5
Unter den Voraussetzungen von Ubung 8.4 zeige man

o(T) < ||AYV?TA 2|y <1, T=M"'N.

Beweis:
Mit der Bezeichnung aus Ubung 8.4 gilt

[ A41/2M TN ATV2S = (AL (M - A) A2 =

— HA1/2M71A1/2A71/2(M _ A)A71/2H% —

= | NN - D)3 = || - M3 =
= o((I — M1~ M) =
— o(I — NI\ — NI-T 4 NI-THI-Y),

Nach Voraussetzung ist
C=M+M"—-A

symmetrisch und positiv definit. Das gleiche gilt dann fiir
C=A"PcA 2P =M+MT -1

und fir

Damit hat man

|AY2MIN AR = o((1 = MY (1 = MY) = o(1 - K).

Sei nun A € R ein Eigenwert von (I — M~Y)T(I — M~'). Dann gilt A > 0.

Auflerdem ist 1 — A Eigenwert von K und es gilt 1 — A > 0 bzw. A < 1.

Ubung 8.6

0

Sei A € R™"™ nichtsingulédr und b € R™. Zur iterativen Losung von Ax = b sei

mit
2EHD — (k) _ wr(k), rB) — Ax(F) _p

bzw. T'(w) = I —wA die sogenannte Richardson-Iteration gegeben. Man zeige:

(a) Besitzt A nur (reelle) positive Eigenwerte p1, ..., fi,, so gilt
oT(w)) <1 <= 0<w<2/tmax

sowie

. Hmax — Hmin
min T(w = o(T(2 x t fmin)) = —/,
O<W<2/Mrn{a€( ()} = o(T'(2/ (max + Hmin)) L+ fomin

wobei

Hmax = max{,ul, s 7,Un} ;  HMmin = min{ﬂla ) Mn} .



(b) Besitzt A die Eigenwerte p1,. .., i, und gibt es ein o € C\ {0} mit
i — ol <lo|, i=1,...,n,

so gilt
o(T(1/o)) < 1.

Beweis:
Man kann folgendermaiflen vorgehen:

(a) Ist A\ ein Eigenwert von T'(w), so gilt A = 1 — wpu mit einem (positiven)
Eigenwert pu von A. Gilt 0 < w < 2/max, so folgt

1 — Wlmax < A < 1 — Wlmin
bzw.
1< A<,
Gilt umgekehrt o(T'(w)) < 1 und ist p ein (positiver) Eigenwert von A,
so ist A =1 — wp ein Eigenwert von T'(w), d. h. es ist [A| < 1. Aus
—-1<l-wpu<l1
folgt w > 0 sowie
0<p<2/w,
insbesondere also fimax < 2/w bzw. w < 2/ lmax.
Fiir die Eigenwerte A\;, i = 1,...,n, von T(w) gilt
Ai =1 —wpy,
In
I —wpmax <1 —wp; <1 —wlimin
nehmen obere und untere Schranke mit wachsendem w ab. Damit ist der
optimale Wert wqp fiir w gegeben durch
1-— Wopt Umin = Wopt hmax — 1,
d. h.
Wopt = 2/(Mmax + Mmin)
und es gilt

Hmax — Hmin

o(w =1—-w in = .
( Opt) Opt,u'mln [imax n [min

(b) Ist A ein Eigenwert von T'(1/0), so gilt A = 1— /o mit einem Eigenwert p
von A. Damit folgt

Al =11—p/o|l=|p—0al/lo] <l|ol|/lo] =1.



