Definition 1.25
m Gegeben vy, -, vk € R" und b € R", dann heiBt das Problem

|
tivi +---tkvik = b

ein (inhomogenes) lineares Gleichungssystem der GroBe n x k.
b € R* heiBt rechte Seite.

m Fallst=(ty,tr, -, tx) € R¥ die obige Gleichung erfiillt, so
heilBt es Losung des Gleichungssystems.
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Bsp. 1.19 (Molkereien, Forts.)

1 1 1
mp = L my = L ms3 = 1
21 31° 1
3 2 4
Nachfrage
38
. 3
5
5

Finde t = (t;, t>, t3) € R3, so dass
tiym + tomo + tsmz = n.

Inhomogenes lineares Gleichungssystem der GroBe 4 x 3.
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Bemerkung

Fiir ein (homogenes oder inhomogenes) Gleichungssystem sind
drei Falle moglich:

Das Gleichungssystem hat keine Losung.
Das Gleichungssystem hat genau eine Losung.

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen.

In den Fallen 2 bzw. 3 heiBt das Gleichungssystem (eindeutig)
losbar, in Fall 1 nicht losbar.
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Lemma 1.5 Esseient € R* und s € R¥ zwei Losungen eines linearen

Bew:

Gleichungssystems (homogen oder inhomogen). Dann ist
s—tecRX

eine Losung des zugehorigen homogenen linearen
Gleichungssystems.

O=b—b= (51v1+---5kvk)—(t1v1+---tkvk)
=(sp — t1)vi + -+ (Sk — Vk)Vk.
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Korollar 1.4  Sei t eine Losung des Gleichungssystems (A|b) € R (k+1).
Dann sind alle weiteren Losungen von der Form

t =t+n,ne Kern(A).

Bemerkung In der obigen Darstellung der Lésungsmenge nennt man t € Rk
gelegentlich eine spezielle Losung.
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Bemerkung

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem wird eindeutig durch
die

Koeffizientenmatrix A= (vi -+ v) € R™¥ und rechte
Seite b ¢ R”"

bzw. durch die erweiterte Koeffizientenmatrix

A:(v1 Vo  cee Vg ‘b)ER”X(kH).

beschrieben.
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Lemma 1.6 Unter zulissigen Zeilenoperationen auf einer erweiterten
Koeffizientenmatrix eines inhomogenen Gleichungssystems bleibt
die Losungsmenge unverandert.
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Satz 1.11  Es sei (A|b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen
Gleichungssystems. Dann ist das Gleichungssystem losbar, genau

dann wenn
Rang(A) = Rang(A|b).

Korollar 1.5  Ein lineares Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizienenmatrix
(A|b) in Zeilenstufenform ist I6sbar genau dann, wenn

Stufenanzahl (A) = Stufenanzahl (A|b).
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Bsp. 1.20 (Molkereien, Forts.)

mp = y M2 — , M3

WN ==
N W R =
N el
o1 N O 00

Zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) := (my my m3 | n)

1 1 1 8
1 1 1 38
AL)=13 3 1 7
3 2 4 5
Zeilenstufenform von (A|b)
o 1 0 2 0
(Alb)=10 1 -1 O
0O 0 0 1

Rang(A|b) = 3 # 2 = Rang(A).

= Gleichungssystem (A|b) = (my m2 m3 n) nicht Iosbar.
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Bsp. 1.21  (Molkereien, Forts.)

mp = y M2 — y M3 =

WNE-= =
N WO = =
I e

Zugehérige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b’) := (my my m3 | n’)

1 1 1 8

1 1 1 8

AP)=12 3 1 16

3 2 4 24

Zeilenstufenform von (A|b")

1 0 2 8

e . O 1 —1 O

(Alp") = o 0 O O

O 0 0 O

= Gleichungssystem (A|b’) = (m1 my m3 n’) Iésbar.

68 /76



Lemma 1.7 Es sei (A|b) € R"*+1) ein I5sbares inhomogenes lineares
Gleichungssystem in Zeilenstufenform. Dann ist eine spezielle
Losung t € R¥ gegeben durch

b b; falls A in der j-ten Spalte die i-te Stufe hat,
771 0 sonst.

Bsp. 1.22 Gegeben das inhomog. Gleichungssystem (A|b) in

Zeilenstufenform
0 1 2 0 5
0O 0 0 1 3

Dann ist eine spezielle Losung gegeben durch

0

5
0
3
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Bsp. 1.23  (Molkereien, Forts.). Gegeben (A|b') = (my my m3 n').

1 0 2 8

re i L O 1 _]. O
(AIb) = O 0 0 O
0O 0 0 O

Gleichungssystem (A|b") = (my my m3 n’) losbar.
Spezielle Losung

~
|
o O 0o
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~» 'Kochrezept’
1

Gegeben Gleichungssystem (A|b) € R™*(k+1),

Uberfiihre (A|b) durch zul3ssige Zeilenoperationen in
Zeilenstufenform (A|b)

Gleichungssystem losbar, falls -
Stufenanzahl (A) = Stufenanzahl (A|b).

Bestimme spezielle Losung t € RX.

Bestimme eine Basis von Kern(A) = Kern(A) durch Uberfiihrung
von A in diagonalisierte Zeilenstufenform (A).

Bestimmung von Kern(A) = Kern(A).

Alle Losungen sind von der Form

s=t+n, neKern(A).
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Bsp. 1.24

(Molkereien, Forts.). Gegeben (A|b*) = (m1 my m3 n*).

(Alp™) =

WNE-= =
N W R =
N e
C1 1T NN

Erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform

1 0 2 1
~~ |10 1 -1 1
(Alb7) = O 0 O O
O 0 O O
Gleichungssystem losbar. Spezielle Losung
1
t= 1|1
0

Diagonalisierte Zeilenstufenform der Koeffizientenmatrix

Alle Losungen sind von der Form

1 2
s=|1]+X|-1], XekR
0 —1
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Bemerkung  Will man eine Menge von Vektoren {vi,--- , v} C R" auf

lineare Unabhangigkeit prifen, kann man wie folgt vorgehen.

Bilde die zugehorige Matrix A = (vq --- v) € R™k mit
Spaltenvektoren vy, - - - , vg.

Transformiere A auf Zeilenstufenform A und bestimme

~

Rang(A) = Rang(A).

Falls Rang(A) = k, ist die Menge {v1,--- , vk} linear unabhanig,
falls Rang(A) < k linear abhangig.
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Bemerkung
m Der Zeilenraum einer Matrix andert sich nicht bei zulassigen
Zeilenoperationen.

m Die Zeilenvektoren einer Matrix in Zeilenstufenform nach
Streichung aller Null-Zeilen bilden eine Basis des Zeilenraums.
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Bemerkung Gegeben der lineare Unterraum
V = Span{vy,---, v} CR".

Man kann eine Basis von V C R” finden wie folgt.
m Bilde die Matrix

Vi
A=| | e R
Vk
mit Zeilenvektoren vy, --- , v, € R".

m  Transformiere A in Zeilenstufenform A € Rkxn

m Die Zeilenvektoren ungleich 0 in A bilden eine Basis von V.
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BSp. 1.25 Gegeben die Fabriken

3 3 4 6
8 4 4 12
ﬁ.: 2 7f2: 4 7%: 1 7ﬁ|-: 6
3 9 7 12
8 0 0 9

Geben Sie ein minimales System von Fabriken an mit gleicher Menge von
kombinierten Produktions-Portfolios.
Matrix von zugehorigen Zeilenvektoren

3 8 2 3 8
3 4 4 9 O
4 4 1 7 O
6 12 6 12 8

Zugehorige Zeilenstufenform

33 0 0O 111 —-136
0O 22 O 24 52
0 0 11 9 8
0 0 0 0 0

Minimales System entspricht den ersten drei Zeilenvektoren (~ Basis).
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