3. Lokale Korper

3.1 Vorbemerkungen

3.1.1. Lokale und globale Fragen in der Mathematik

Wie in anderen Gebieten der Mathematik kann man in der algebraischen Zahlentheorie
viele Problemen unter zweierlei Gesichtspunkten untersuchen: einem lokalen und einem
globalen.

Beispiel

Die Frage, ob die Kurve

ye=x"+x

in der Umgebung eines vorgegebenen Punktes eine Mannigfaltigkeit ist (d.h. wie ein
Stuck einer Geraden aussieht) ist eine lokale Frage. Zur Beantwortung geniigt es, eine
beliebig kleine Umgebung des gegebenen Punktes zu kennen. Genauer, es genugt die

beiden partiellen Ableitungen des Polynoms y2 - x2 - x3 in diesem Punkt zu kennen.
(Antwort: die Kurve ist keine Mannigfaltigkeit im Ursprung, in allen anderen Punkten
ist sie es).

Beispiel

Die Frage, ob es auf der Kugeloberflache ein stetiges Tangentialvektorfeld ohne
Nullstelle gibt, ist eine globale Frage. Selbst wenn man die Kugeloberflache in jedem
Punkt noch so genau kennt, reicht diese Kenntnis nicht aus um diese Frage zu
beantworten. Man muf} Eigenschaften der Kugeloberflache untersuchen, die sich auf
diese Kugeloberflache also Ganzes beziehen. (Nach dem Satz vom Igel gibt es kein
solches Vektorfeld, jedes stetige Vektorfeld auf der Kugeloberflache besitzt Wirbel, und
im Zentrum dieser Wirbel ist der Vektor gleich Null).

Die lokalen Fragen der algebraischen Zahlentheorie sind Fragen, die sich mit einer
einzelnen Bewertung beschiftigen. Globale Fragen beziehen sich auf die Gesamtheit
aller Bewertungen eines Korpers. Entsprechend diesen beiden Gesichtpunkten gibt es in
der algebraischen Zahlentheorie die Begriffe des lokalen und des globalen Korpers.

Beispiele fur globale Korper sind:

. die algebraischen Zahlenkorper, d.h. die endlichen Erweiterungen von Q
o die rationalen Funktionenkorper k(x) in einer Unbestimmten iiber einem endlichen
Korper k.

Man beachte, beides sind Quotientenkorper von Dedekind-Ringen mit unendlich vielen
maximalen Idealen.



In der Regel mull man, um globale Fragen behandeln zu konnen, die lokalen Fragen
hinreichend genau beantwortet haben. Deshalb wenden wir uns jetzt zunachst erst
einman der Untersuchung der lokalen Korper zu.

3.1.2. Begriff des lokalen Korpers

Ein lokaler Korper ist ein diskret bewerteter Korper, welcher bezuiglich dieser diskreten
Bewertung vollstandig ist und einen endlichen Restklassenkorper besitzt.

3.1.3 Beispiel: die p-adischen Zahlen
Seien p eine Primzahl und Q _ die Vervollstandigung des Korpers Q der rationalen

Zahlen bezuglich der multiplikativen p-adischen Bewertung

|2 Ip :Q—R,
oder, was dasselbe ist, bezuiglich der p-adischen additiven Bewertung
Vp: Q*—7Z.
Man beachte, es gilt
- Vp(X)
x| =p P
p p

Vp(X) =n, falls p in der Faktorzerlegung von x in der Potenz n vorkommt.

Der Korper Qp heilit Korper der p-adischen Zahlen Als Vervollstaindigung eines
bewerteten Korpers ist Qp ein bewerteter Korper. Wir bezeichnen die Bewertung von

@p, welche die gegebene Bewertung von Q fortsetzt ebenfalls mit | ? Ip und sprechen
von dieser Fortsetzung auch als von der p-adischen Bewertung,
1?21 :Q —R,
: N QP
Der zugehorige Bewertungsring wird mit
7 ={x¢& Ixl =1}={x€& v (x)=0
p{ Qp p}{ Qpp()}
bezeichnet und heiit Ring der ganzen p-adischen Zahlen. Wie wir wissen ist Zp ein

diskreter Bewertungsring und wegen Vp(p) = 1 ist p ein Parameter. Insbesondere ist

pr= {XEQP : |X|p< 1} = {XEQP : Vp(X) >0}
das Bewertungsideal. Die naturliche Einbettung
VASS Zp
induziert einen Homomorphismus von Ringen mit 1,
ZIpZ — Z Ip Z_ =X 1
P /P 2, =x@Q) (D

Weil links ein Korper steht, ist dieser Homomorphismus injektiv, d.h. (1) beschreibt
eine Korpererweiterung. Es ist nicht schwer, zu zeigen, dies ist sogar ein

Isomorphismus.' Insbesondere ist der Restklassenkorper K(Qp) endlich, d.h. (@p ist

ein lokaler Korper.

" Es reicht zu zeigen, die Abbildung (1) ist surjektiv. Sei
oE Z _-pZ
P p



Aus der Bijektivitit der Abbildung (1) ergibt sich, dafl die Elemente von Zp gerade die

Potenzreihen in p mit Koeffizienten zwischen O und p sind,

00
_ n
Zp_{ngoanp 10 < an<p,anEZ} 2)
(vgl. den ersten Schritt im Beweis von 2.4.1)

Bemerkungen
(1) Zp ist gerade die Vervollstindigung von Z beziiglich der p-adischen Bewertung.’

(i1) Zp ist gerade die Vervolltindigung des Quotientenrings Z . von Z beziiglich des

(p)

von p erzeugten Primideals (in der Metrik zur p-adischen Bewertung).’
(111) Zp ist gerade die topologische AbschlieBung von Z in Qp.4

eine ganze p-adische Zahl, die ein von Null verschiedenes Element von K(Qp)

reprasentiert. Diese Zahl ist Limes einer Folge von rationalen Zahlen o e Q.
Insbesondere gilt
loo-o | — 0,
n
also fur grofle n
la =max {la -al,lal } =lal < 1.
n n

Man beachte, wegen a0 gilt lal > 0, d.h. fur groBe n wird la - ocnl echt kleiner als

lol. Insbesondere sehen wir, fur n grof ist o ein Element von Zp und a - o eines
von pZ ,
P p
a=a mod pr und o € QN Zp.

Wir konnen deshalb annehment,
a€Q und vp(a) = 0.

Insbesondere konnen wir o in der Gestalt

o = a/b mit a, b €Z, b teilerfremd zu p

schreiben. Weil b teilerfremd ist zu p, gibt es ganze Zahlen b’, p’ mit
bb’ +pp’ = 1.
Es folgt
ab’=abb’=a(1-pp’) =a mod pr

Mit anderen Worten, die Restklasse von o in k(Q ) enthilt eine ganze Zahl ab’.
P
2 Wegen (2) liegt Z dicht in Z und nach 2.4.1 ist Z kompakt und damit vollstindig.
P P

* Wegen Bemerkung (i) reicht es zu zeigen,

727 CZ .
) p

Die linke Inklusion besteht trivialerweise. Es reicht also, zu zeigen, jedes Element von Z-(p) ist eine
Einheit in Z . Sei a ein solches Element, d.h. sei a eine zu p teilerfremde ganze Zahl.
p

Dann gibt es ganze Zahlen a’, p’ mit aa’ + pp’ = 1,also aa’ = 1 mod pZ, also erst recht
aa’ = 1 mod pZ . Dann kann aber a nicht in pZ_liegen, d.h. a ist Einheit in Z .
p p p



3.1.4 Beispiel: der Funktionenkorper-Fall
Seien F ein endlicher Korper, t eine Unbestimmte und
O =F[[t]]
der Ring der formalen Potenzreihen in t. Der Ring O ist ein diskreter Bewertungsring
mit dem Bewertungsideal

p:=t0.
Bezeichne
k:=Q(0)
den Quotientenkorper von O und
v k¥ —Z

die p-adische Bewertung. Der Korper k besteht gerade aus den formalen Laurent-
Reihen

© .
S et
i=-n
in t mit Koeffizienten aus F,
k = F((1)).
Eine Cauchy-Folge in k ist eine Folge {fn}n_1 5 von formalen Laurent-Reihen mit

der Eigenschaft, daf es fur jedes m €N ein N(m) € N gibt mit
Vp(fn, - fn,,) = m fur alle n’,n” mitn’ = N(m) und n” = N(mm),

d.h. es gilt
L[]
fn’ - fn” €t k[[t]]

fur die angegebenen n’, n”. Mit anderen Worten, die Koeffizienten von t” der Laurent-
Reihen

1CN(m) ’ fN(m)+1 ’ 1CN(m)+2 T
stimmen iiberein fur alle n = m. Der Koeffizient von t™ in fn bleibt von einen gewissen

n ab unverdndert. Es gibt also eine Laurent-Reihe f mit der Eigenschaft, da3 jeder
Koeffizient von f fur jedes hinreichende grofle n mit dem entsprechenden Koeffizenten
von fn ubereinstimmt. Es gilt deshalb

f — f.

n
Wir haben gezeigt, f ist vollstandig. AuBBerdem ist der Restklassenkorper von k gerade

k(k) = O/p = F[[t])/t-F[[t]] = F,

d.h. dieser Restklassenkorper ist endlich. Insbesondere ist k ein lokaler Korper.
Bemerkung
Es ist moglich, sich eine vollstindige Ubersicht uber alle lokalen Korper zu
verschafffen. Entsprechend den oben angefuhrten Beispielen treten dabei zwei Typen
von lokalen Korpern auf, solche der Charakteristik O und solche von Primzahl-
Charakteristik.
Um die lokalen Korper von Primzahl-Charakteristik zu klassifizieren, braucht man
einen Satz, der an dieser Stelle nicht bewiesen werden kann, den Cohen-Struktur-Satz,
welcher einer der zentralen Satze der kommutativen Algebra ist. Genauer benotigt man
den foldenden Spezialfall des Cohen-Struktur-Satzes.

Cohen-Struktur-Satz

* Nach (i) liegt Z dicht in Z und nach 2.4.1 ist Z kompakt, also abgeschlossen.
P p



Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring, welcher vollstandig ist bezuglich der m-
adischen Topologie und welcher einen Korper enthélt.’” Dann ist A isomorph zu einem
formalen Potenzreihen-Ring uiber einem Korper,

A=L[[t;, ... t]]

mit einem Korper L und Unbestimmten tl Y e tr.

Zur Beschreibugn der lokalen Korper der Charakteristik Null bendtigt man einen Satz,
den wir in dieser Vorlesung beweisen werden. Genauer, dieser Satz ist eines der
Hauptergebnisse dieses Kapitels und beschreibt eine Beziehung zwischen dem
Korpergrad einer Erweiterung, dem Verzweigungsindex und dem sogenannten
‘Relativgrad. Wir geben nachfolgend eine Formulierung an.

3.1.5 Der Korpergrad einer endlichen Erweiterung eines vollstandigen
Korpers
Sei k ein Korper, welcher vollstandig ist bezuiglich der diskreten Bewertung
171: k* —» R

und bezeichne

O={&€c€k:xl=s1}

p={x€k:lxl<1}

k:=0/p

1

den zugehorigen Bewertungsring, das Bewertungsideal, den Restklassenkorper bzw.
einen Parameter.

Weiter sei
K/k
eine endliche separable Korpererweiterung und
I?IK: K—R
die eindeutig bestimmte Fortsetzung von |?| auf K. Wir bezeichnen mit
OK:={XEKZ|X|S 1}
Pk ={xeK: xl<1}
Kg = O/p
K

den zugehorigen Bewertungsring, das Bewertungsideal, den Restklassenkorper bzw.
einen Parameter. Weiter sei

£ i= f(K/K) = [y K]

der Relativgrad (d.h. der Grad der zugehorigen Erweiterung der Restklassenkorper)
und

e :=e(K/k)
der Verzweigungsindex, d.h. «t = uon% mit einer Einheit u von (‘)K. Dann gilt
[K:k] =e-f.

> Im allgemeinen Cohen-Struktur-Satz kommt man ohne die Voraussetzung aus, daB A einen Korper
enthilt. Die Rolle des Korpers L nimmt dann ein sogenannter Cohen-Ring ein, das sind spezielle
vollstandige diskrete Bewertungsringe.



3.1.6 Klassifikation der lokalen Korper
Jeder lokale Korper ist isomorph zu einer endlichen Erweriterung des Korpers Qp der

p-adische Zahlen fur ein p oder zu einem der rationalen Funktionenkorper F((t)) von
3.1.4.

Beweis. Sei k ein lokaler Korper.

1. Fall: char(k) = 0.

Weil die Charakteristik von k gleich Null ist, konnen wir Z mit einem einem Teilring
von k identifizieren,

7 C k.
Weil k ein Korper ist, gilt dann aber auch
QC k

Die Bewertung von k ist diskret, also nicht-archimedisch. Thre Einschrankung auf Q
also eine p-adische Bewertung mit einer Primzahl p,

191 R.
p Q—

Weil k vollstandig ist, liegt sogar die Vervollstindigung von @Q bezuglich der p-
adischen Bewertung in k, d.h.

@p C k (1
wobei die Einschrankung der Bewertung von k gerade die p-adische ist,
171 : — R
P @P
Fur jede endliche Teilerweiterung k’/ Qp von (1) gilt nach 3.1.5
k’: =e(k’/ f(k’/
[ @p] ( @p) ( Qp)
und
e(k’/ @p) < e(k/ (@p), f(k’/ Qp) < f(k/ Qp).
Dabei ist e(k/ @p) eine von k’ unabhdngige naturliche Zahl, und weil der

Restklassenkorper von k nach Voraussetzung endlich ist, gilt dasselbe auch fur den
Relativindex f(k/ (@p). Deshalb bleibt der Korpergrad [k’: Qp] beschrankt, wenn k’

allle Teilerweiterungen von (1) durchldauft. Dann mufl aber (1) selbst schon eine
endliche Erweiterung sein.

2. Fall: char(k) =p >0.
Seien P C k der Primkorper von k, O der Bewertungsring von k, g das

Bewertungsideal und &t ein Parameter.
Weil die Charakteristik von k von Null verschieden ist, besteht P aus den Vielfachen
des Einselements von k. Insbesondere gilt

PC O,

Nach dem Cohen-Struktur-Satz ist der vollstandige lokale Ring O, der einen Korper
(namlich P) enthalt isomorph zu einem Potenzreihenring
0= k’[[tl, s tr]]

uber einem Korper k’. Das Bewertungsideal ist das einzig maximale Ideal g von O,
d.h.

o= (tl, s tr)'
AuBerdem ist g ein Hauptideal, d.h. es gilt
r=1.

Der Restklassenkorper k ist nach Voraussetzung endlich,



k=0/p =Kt ]1/(t) =k,

d.h. k> = F ist ein endlicher Korper.
QED.

Wiederholung

Ganze AbschlieBungen,
Vertraglichkeit mit Lokalisierungen 1.9.2
Ganze AbschlieBung von Dedekind-Ringen in endlichen Korpererweiterungen 1.9.3

Vergleich der Gruppen der gebrochenden Ideale, F(R) & F(S), 1.9.4.

Fortsetzbarkeit von diskreten Bewertungen auf endliche separable Erweiterungen,
2.3.12
Der vollstandige Fall: die Fortsetzung ist eindeutig 2.3.8

Insbesondere ist die AbschlieBung eines vollstindigen Bewertungsrings in einer

endlichen separablen Erweiterung des Quotientenkorpers nicht nur ein Dedekindring,
sondern sogar wieder ein diskreter Bewertungsring, vgl. 2.3.13.

Das Tensorprodukt von Koérpererweiterungen, vgl, 2.3.11

Seien K/k eine endliche separable und L/k eine beliebige Korpererweiterung. Dann ist
das Tensorprodukt

K®kL
ein kommutativer Ring mit 1, welcher in ein direktes Produkt von endlichen
Korpererweiterungen von L zerfallt, sagen wir®

K®kL = le"'er .
Als Korper uiber k und L sind die Li paarweise isomorph und gleich dem Kompositum
von Kund L ,
Li =K-L.
Fur a€K bezeichne

% EKIXI %,  E L]

9

das Charakteristische Polynom’ von o beziiglich K/k bzw. Li/L' Dann gilt

X(x - Xl,a."'. Xr,a'
Insbesondere gilt fur Norm und Spur
r
N @ = il__llNLi/L(a)

und
r

TrK /k(oc) = ElTrLi /L(OL)

Spezialfall, vgl. 2.3.12

¢ Auf der rechten Seite stehe die direkte Summe der L-Moduln L. , welche mit der koordinatenweisen
i

Multiplikation versehen sei. Die Anzahl der direkten Summanden muf} endlich sein, weil auf der linken
Seite ein endlich-dimensionaler L-Vektorraum steht.

" d.h. das charakteristische Polynom der Multiplikation mit O bezuglich der Vektorraume K bzw. L,
i
uber k bzw. L.



Ist in der obigen Situation k ein bewerter Korper und L = k die Vervollstandigung von
k, so sind die Li gerade die Vervollstandigungen von K bezuiglich der Fortsetzungen auf

K der Bewertung von k. Insbesondere gibt des gerade r verschiedene solcher
Fortsetzungen.

3.2 Die Differente einer endlichen separablen Erweiterung eines
diskret bewerteten Korpers

3.2.1 Die Norm eines gebrochenen Ideals

Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,
L/K

eine endliche separable Korpererweiterung,

die ganze AbschlieBung von R in L und
ein gebrochenes Ideal von S.

Dann ist J als S-Modul endlich erzeugt (nach 1.4.2) und S ist als R-Modul endlich
erzeugt (nach 1.9.3), also sind S und J endlich erzeugte R-Teilmoduln des endlich-
dimensionalen K-Vektorraums L, und diese enthalten eine Basis von L tiber K®. Mit
anderen Worten S und J sind Gitter von L iiber R (vgl. 1.6.2). Insbesonder ist der
Index dieser R-Gitter definiert (vgl. 1.6.5). Wir setzen

NL/K(J) = (S:J)R

und nennen dieses gebrochene Ideal von R auch Norm von J uber R.

Bemerkungen

(1)  Zur Erinnerung, ist R ein diskreter Bewerungsring, so sind je zwei R-Gitter M, N
freie R-Moduln desselben Rangs iiber R. Insbesondere gibt es eine R-lineare

Surjektion

:tM— N
(sogar einen Isomorphismus). Der Index ist dann definiert als das gebrochene
Ideal

(M:N) = det(HR,
welches von der Determiante von f erzeugt wird. Im allgemeinen Fall ist (M:N)
das Gebrochene Ideal von R, welches in den Lokalisierungen von R von diesen
Determinanten er zeugt wird.
(i) IstR=ZundJ C S ein Ideal ( # 0), ist

NL/K(J) =(S:))

¥ S+K ist eine nullteilerfreie K-Algebra (weil in L enthalten), welche als K-Vektorraum endlich erzeugt
ist (weil S tiber R endlich erzeugt ist), also ein Korper. Deshalb ist

SeK =Q(S*K) =Q(S) =L.
Weil J ein gebrochenes Ideal von S ist, gibt es Elemente a, b € S - {0} mit

aSQJQi?S

(nach dem Vergleichslemma 1.6.4).Wegen aSK = alL. = L und ﬁ SK = é L = L erhalten wir durch

Multiplikation von K:
LCIKCL.



gerade der gewohnlich Index von J in S, d.h. die Anzahl der Restklassen von S/J
(genauer, NL /K(J ) ist das Ideal von Z, welches von diesem gewohnlichen Index

erzeugt wird).
(i)  Fur jeden Dedekind-Ring R, besteht eine Isomorphismus (vgl. 1.5.5)

FR) — H F(Rp)’ I'e (IRp)p maximal
p maximal

der Gruppen gebrochener Ideale, wobei rechts das direkte Produkt iiber alle
maximalen Ideale p von R zu nehmen ist. Die Norm ist mit diesem

Isomorphismus vertraglich, weil der Index diese Eigenschaft hat, d.h. NL /K(J )

ist das eindeutig bestimmte gebrochene Ideal von R mit
Np g DRy =Np IR

fur jedes maximale Ideal p C R.

(iv) Allgemeiner kommutiert die Norm mit dem Ubergang zu den Lokalisierungen’,
d.h.

(J)R— (JR)

L/ K L/K
fur jede multiplikativ abgeschlossene Menge S C R."

3.2.2 Die Norm eines Hauptideals

Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,
L/K
eine endliche separable Korpererweiterung,

die ganze AbschlieBung von R in L und

J=aS,a€ L*,
ein gebrochenes Hauptideal von S, d.h. ein gebrochenes Ideal, welches von nur einem
Element erzeugt wird. Dann gilt

Npk @) =Np @R,
Dabei steht rechts die gewohnliche Norm NL K L — K der Korpererweiterung L/K.
Beweis. Wir haben zu zeigen fur jedes maximale Ideal p von R gilt
Nk @R, =Np @R,
d.h.
(S:aS)Rp = NL /K(a)Rp,
d.h.
(Sp:aSp) = NL /K(a)Rp

(vgl. 1.6.15(1)). Zur Berechung der linken Seite bendtigen wir eine R-lineare Surjektion
f:Sp — aSp. Als eine solche konnen wir die Multiplikation mit a verwenden,

f(x) = ax.
Dann gilt
S :aS ) =det(f)R.
( P p) ®

Die Determinante der Multiplikation mit a ist aber gerade die Korpernorm von a.

? wegen (iii).
1% Das folgt aus der Charakterisierung (iii) der Norm.



QED.

Bemerkung

Unser nachstes Ziel besteht darin, zu zeigen, dal die Bildung der Norm mit dem
Ubergang zur Vervollstandigung vertraglich ist. Genauer:

3.2.3 Die Vertraglichkeit der Norm mit dem Ubergang zur
Vervollstandigung

Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,
L/K

eine endliche separable Korpererweiterung,

Kp — LP
‘\
T ™~ K——T—> L
S
Rp — T — SP T
R ~—
die ganze AbschlieBung von R in L und
J
ein gebrochenes Ideal von S.
Weiter seien
p&R
ein maximales Ideal von R,
R bzw.K

p p
die Vervollstandigung von R bzw. K beziglich der p-adischen Topologie'
Entsprechend bezeichne

SP bzw. LP

fur jedes uber p liegende maximale Ideal P & die Vervollstindigung von S bzw. L

beziiglich der P-adischen Topologie. Dann gilt

R =[] N
P Plp

Beweis. Wir betrachten die Zerlegung des Tensorprodukts L®K Kp von 2.3.11. Sie

hat nach 2.3.12 die Gestalt

Je §P). (1)

NLk L. /K
P p

L®K Kp = LPIX...XLPr 2)
wenn P1 Y eees Pr gerade die maximale Ideale von S sind, welche uiber p liegen.
1.Schritt: Rp-S = SPl X...X SPr

Dabei seien die beiden Seiten vermittels der Isomorphie (2) mit Teilmoduln desselben
Moduls identifiziert.

" Aquivalent: R istder Bewertungsring der Vervollstandigung von K bezuglich der p-adischen
P

Topologie.



Auf Grund der koordinatenweisen Multiplikation auf der rechten Seite von (2) ist ein

Element dieser rechten Seite genau dann ganz uiber ﬁp (C LP ), wenn jede Koordinate

i
dieses Elements ganz ist uber R. Mit anderen Worten,

Sp x...><§P (3)
1 r

ist gerade die ganze AbschlieBung von ﬁp in der rechten Seite von (2). Insbesondere
liegt ﬁp in (3) und dasselbe gilt fur S (denn die Elemente von S ganz sind uber R, also
erst recht uiber ﬁp' Wir haben gezeigt,

Rp-S QSPIX...XSPr. 4)
Wir miussen noch die umgekehrte Inklusion beweisen. Nach dem schwachen
Approximationssatz 2.3.4 liegt L dicht in LP X...XLP , d.h. fur jedes Element,
1 r
(OL1 y en s ocr) € §P x..xS

1 Pr

gibt es eine Folge {&n} von Elementen aus L, die gegen dieses Element konvergiert,
d.h.

En — in L bezuglich der Pi—adischen Topologie.
i

P

Wegen o S SPi gilt VPi( ai) = 0. Wegen VPi( Q- En) — oo folgt fur groBes n

Vpl( En) = Vpl( al - (al - %n)) = mln(VPl( al)’ VPI(O"I - En)) = VPl( al) = O’

d.h. fur groBe n ist
VPi( En) =0furi=1,..,r
Betrachten wir die ganze AbschlieBung SR von Rp in L und das von En in dieser

AbschlieBung erzeugte gebrochene Ideal

ESR .

Wie wir gerade gesehen haben, sind die Exponenten der Faktor-Zerlegung dieses Ideals
fur groBe n samtlich = 0, d.h. es gilt

€ S.R_C S-R_fur groBe n,
n p p
d.h.
E €S.R_CR -S.
_ n p p
Wir haben gezeigt, RpoS liegt dicht in der rechten Seite von (4). Zum Beweis der

Gleichheit in (4) reicht es zu zeigen, ﬁp-S ist abgeschlossen. Dazu wiederum reicht es

zu zeigen, ﬁp-s ist vollstandig.



Zum Beweis der Vollstandigkeit von ﬁp-S beachten wir, ﬁp-S ist ein endlich erzeugter
Modul uber ﬁp (weil S endlich erzeugt ist uber R). Weil Ep ein diskreter
Bewertungsring ist, ist ﬁp-S sogar ein endlich erzeugter freier Modul uiber ﬁp’ also ein

direkters Produkt von Exemplaren von ﬁp' Mit Ep ist dann aber auch dieses direkte

Produkt vollstandig.

2. Schritt. Beweis der Behauptung.

Fur jedes gebrochene Ideal J von S erhalten wir aus der Zerlegung des ersten Schritts
durch Multiplikation mit J die Zerlegung

JoR =({JS.. )x..x(JS
p=USp - x(Sp)

(wegen der koodinatenweisen Multiplikation auf der rechten Seite). Auf Grund der
allgemeinen Rechenregeln fur den Index von Moduln erhalten wir

(SR P JR) (S Pl) (S P Pr) )
(vgl. 1.6.14). Nach 1.6.15 (i) erglbt sich _
N @+ R =(S:J)*R_=(S- Rp: -Rp)
=(SP HISp )ees(Sp 1 IS, ) (wegen (5))
1 1 _ r r _
= NLpl/Kp( JSPI)-...-NLPr/K (JSPr)

QED.

3.2.4 Folgerung: die Norm von gebrochenen Idealen als
Homomorphismus

Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,
L/K

eine endliche separable Korpererweiterung,

KCL

S U U
RC S
die ganze AbschlieBung von R in L. Dann definiert die Norm gebrochener Ideale einen
Gruppen-Homomorphismus

N, g FS) — FR).

Beweis. Wir haben zu zeigen,

Ny = Ny 0N 07
fur je zwei gebrochene Ideale J°,, J” von S. Nach Bemerkung 3.2.1 (iii) reicht es zu
zeigen,

(e J”)R =N, ()N (J”)Rp

L/K L/K L/K
fur jedes maximale Ideal p C R. Zwel gebrochene Ideale von R sind genau dann

gleich, wenn sie von derselben Potenz des Parameters erzeugt werden, d.h. genau dann
wenn sie in der Vervollstindigung Rp gleich sind. Es reicht also zu zeigen,



NL /K(J J )Rp = NL /K(J )-NL /K(J )Rp

fur jedes maximale Ideal von p C R. Auf Grund der gerade bewiesenen Formel (von
3.2.3) reicht es zu zeigen
NL x G Sp) =Ny e 5= Sp) N g @7 Sp).
Pp Pp Pp
fur jedes maximale Ideal p C R und jedes uiber p liegende maximale Ideal P C S. Nun

ist §P ein diskreter Bewertungsring, d.h. die von J° und J” erzeugten Ideale sind

Hauptideale, sagen wir

JeS_=a’S_undJ’+S_=a"8$S

P P P P’
Es reicht somit zu zeigen,
Np g @&Sp)=Np o @ Spr Ny g @ Sp).
Pp Pop Pop
Nach 3.2.2 bedeutet dies, es reicht zu zeigen
Np g @&)Sp=Np e @) Ny e @)Sp
P p Pp Pp
Fur die gewohliche Korpernorm gilt abe sogar
N (@’a”) =N (@) N (@”).
LP/Kp LP/K LP/Kp

QED.

3.2.5 Folgerung: die Norm eines Ideals iiber dem Grundring
Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,

L/K

eine endliche separable Korpererweiterung,

KCL

S U U
RC S
die ganze AbschlieBung von R in L. Dann gilt fur jedes gebrochene Ideal I von R
— M it o= [T -
NL/K(I) =I" mit n := [L:K]
Beweis. Wie im Beweis von 3.2.4 reduziert man den Beweis auf den Fall, daB} I ein
Hauptideal ist und verwendet die Beschreibung 3.2.2 der Idealnorm mit Hilfe der

Korpernorm.
QED.

3.2.6 Folgerung: Transitivitat der Norm gebrochener Ideale
Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper F,

FCKCL

eine Folge von endlichen separablen Korpererweiterungen und



FCKCL

S u u U
R C OK cSs
die ganze AbschlieBung von R in L. Dann gilt fur jedes gebrochene Ideal J von S
NLED = N g D)

Beweis. Wie im Beweis von 3.2.4 reduziert man den Beweis auf den Fall, daf3 I ein
Hauptideal ist und verwendet die Beschreibung 3.2.2 der Idealnorm mit Hilfe der
Korpernorm.

QED.

3.2.7 Die Differente einer Erweiterung
Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,

L/K

eine endliche separable Korpererweiterung und

KCL

S U u
RC S

die ganze AbschlieBung von R in L. In dieser Situation ist S ein R-Gitter in L, also
dessen Dual

DR (S):={u€&ELl TrL/K(uS) C S}

ein wohldefiniertes R-Gitter in L (vgl. 1.6.11). Insbesondere ist dieses Dual ein endlich
erzeugter R-Teilmodul von L (vgl. 1.6.2). Unmittelbar auf Grund der Definition ist
dieses Dual ein S-Modul, also insbesondere ein endlich erzeugter (von Null
verschiedener)'? S-Modul, also auch ein gebrochenes Ideal von S (vgl. 1.4.5). Dieses
Ideal besitzt ein wohldefiniertes Inverses. Dieses Inverse wird mit

D :=D(SR) =Dy O

bezeichnet und heifit Differente von S uiber R.
Da S ein R-Gitter in L ist, konnen wir entsprechend die Diskriminante

0:= O(S/R) := (DR(S) :S)
von S uiber R bilden (vgl. 1.6.12).

Bemerkungen
(1)  Nach Definition ist die Differente D(S/R) ein gebrochenes Ideal von S. Wegen
SC DR (S)
gilt aber

D=D, o lcsl!zs,

d.h. die Different ist sogar ein gewohliches (von Null verschiedenes Ideal von S.
(i) Fur jedes R-Gitter M haben wir in 1.6.12 die Diskriminante dieses Gitters
definiert als

(M) := S(M/R) = (D (M) : M.

2 Bg gilt S C D (S).



Insbesondere konnen wir die Diskriminante des R-Gitters M = S bilden,
0:= O(S/R) := (DR(S) :S)

Eines unserer nachsten Ziele ist die Berechnung dieser Diskriminante von S itber
R und deren Vergleich mit der Differente.

3.2.8 Vergleich von Differente und Diskriminante
Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,

L/K

eine endliche separable Korpererweiterung und

KC L
S u U
RC S
die ganze AbschlieBung von R in L. Dann gilt
O0(S/R) = NL/K(®(S/R)).
Beweis. Es gilt
O0(S/R) = (DR(S) :S) (nach Definition von )
= (S: D) (nach 1.6.6)"
L /K(D (S)) -1 (nach Definition der Norm in 3.2.1)
-1 S .
L /K(D S ™) (NL K ist ein Homomorphismus nach 3.2.4)
L /K(D(S/R)) (nach Definition der Differente).

QED.

3.2.9 Vertraglichkeit von Differente und Diskriminante mit
Vervollstandigungen

Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,
L/K

eine endliche separable Korpererweiterung und

KCL
S U U
RC S

die ganze AbschlieBung von R in L. Weiter sei p C R ein maximales Ideal. Dann gelten
folgende Aussagen.
1) D(S/R)SP = D(SP/RP)

13 Nach 1.6.6 gilt
(S: D (9) D (S): 9) = (5:5) =,

Die Identitit ganz rechts besteht, weil man zur Berechnung des Index (S:S) die identische Abbildung
verwenden kann (d.h. (R:R) wird in jeder Lokalisierung von 1 = det(Id) erzeugt). Die behauptete Identitat
ergibt sich jetzt aus der Tatsache, dafl der Index ein gebrochenes Ideal ist.



fur jedes uber p liegende maximale Ideal P C S.

ii)  8(S/R)R_= T 8(S,/R ).

@ SRR, = [0SR,
Dabei werde das Produkt auf der rechten Seite iiber die maximalen Ideal P C S
erstreckt, welche uiber p liegen.

Dabei bezeichne R wie bisher die Vervollstindigung von R in der p-adischen und §P

die Vervollstandigung von S in P-adischen Topologie.
Beweis. Zu (i). Es gilt

D(S/R)§P =Dp (S)'1§P (nach Definition der Differente)
14 = -1
_ RS.! R CS )=
= (DR (S) RpSP) (wegen IERpgSP)_
_ S T .1 .
=(Dg (SRp)SP) (nach 1.6.15(ii))

p
_ T o -1 5 _T 5
= (DﬁP (SP)SP) (wegen SRp = SP)
_ < 1 T ) icf ain @
= Dﬁp ( P) (DEP (SP) ist ein SP Modul)
= iD(§P/§p) (nach Definition der Differente).
Zu (i1). Es gilt
6(S/R)Rp =N, /K(D(S/R))Rp (nach 3.2.8)
=1 N (D(S/R)-S,) (nach 3.2.3)
Pp "P'p
=] N (D(S,/R))  (nach (i)
Pip LP/Kp P p

" Fur jeden injektiven Homomorphismus von Dedekind-Ringen f:A —» B und gebrochende Ideale I’, I”
gilt
f(I")B+f(I")B = f(I’sI”")B und f(A)B =B,
d.h. f induziert einen Homomorphismus
F(A) — F(B)

der Gruppen der gebrochenen Ideale. Das gilt insbesondere fur das gebrochene Ideal DR (S)_1 von S ist
und die Inklusion S C SP C §P
5 Es gilt
SCSR CS
p P
und §P ist die Vervollstandigung von S. Es reicht also zu zeigen, SR st vollstandig. Weil S ein
p
endlich erzeugter R-Modul ist, ist SR ein endlich erzeugter R -Modul. Weil R ein diskreter
p p p

Bewertungsring ist, ist SR damit frei iber R , d.h. SR ein direktes Produkt von endlich vielen
p p p

Exemplaren des vollstandigen Rings R und damit vollstandig.
p



=11 6(§P/§p)) (nach (3.2.8))
Plp
QED.

3.2.10 Die Diskriminante einfacher Erweiterungen von Dedekind-Ringen
Seien R ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K,

L/K

eine endliche separable Korpererweiterung und

KC L
S U U
RC S
die ganze AbschlieBung von R in L. Weiter seien
a€EeS
ein Element mit
L =Kl[a]
und
g(X) € K[X]
das Minimalpolynom von a uber K. Dann ist R[at] ein R-Gitter in L, und es gilt:
() DyRla)  =°——Ral.
g'(a)
(i)  dR[aI/R) =Ny g’ () R.

(i)  Folgende Aussagen sind dquivalent.
(a) Rla] =S.
(b) D(S/R) = g’(a)S.

Zum Beweis benodtigen wir das folgende

3.2.11 Lemma von Euler

Seien X X und x Unbestimmte und g das ganzzahlige Polynome

g(x) = (x-xl)...(x-xn). Dann ist der Ausdruck

n Xi

Si= 3 ———=€EZ
218 (xi)

fur k=1,...,n-1 eine von den X, unabhéngige ganze Zahl.

Beweis. Nach der Produktregel gilt

g’(xi) = (xi—xl)...(xi—xi_1)(xi—xi+1)...(xi—xn).

Wir setzen

D:= ] (xa-xb)
a<b

'® Man beachte, g’(a0) # 0, weil die Erweiterung L/K separabel ist.



D
g (xi)

— o ) — (.-
D1 -— H (Xa Xb) - ( 1)
a<b, a,b=i
Man beachte, in g’(xi) haben gerade die ersten i-1 Faktoren ein anderes Vorzeichen als

die entsprechenden Faktoren von D.
Aus der Formel fur S erhalten wir durch Erweitern mit dem Polynom D,

_P

D
mit

n n .
— k. L - k. -1,
Dabei ist P ein ganzzahliges und symmetrisches'’ Polynom in den X X - Wegen k
=n-1 =deg g’ gilt
deg P < deg D.
Zum Beweis der Behauptung geniigt es zu zeigen,
(Xl_xz) | P’ (2)

denn weil P symmetrisch ist, mufl dann P auch durch die uibrigen Differenzen teilbar
sein, d.h. es muB D | P gelten'®. Aus Gradgriinden muf dann aber

S=5
eine Konstante sein (und zwar eine ganze Zahl, da der hochste Koeffizient von D Eins

ist). Zeigen wir also, es gilt (2). Die einzigen eventuell nicht durch x.-x, teilbaren

172
Summanden in (1) sind die Summanden mit i=1 und i=2. Es reicht also zu zeigen,
X, XA | xk-D - xk-D
172717 2

Dazu genugt es zu zeigen, das Polynom rechts wird Null, wenn man Xy =% setzt, d.h.
D1 = D2 fur Xy =X
Die Faktoren von Dl’ in denen Xy vorkommt, sind gerade die folgenden'.

X . Xo-X
n

- X, , ..
2 73 2
Die Faktoren von D2, in denen xl vorkommit, sind die folgendenzo.

X . X, -X
71 "n

1-x3,..

In allen uibrigen Faktoren stimmen D1 und D2 uberein. Wenn wir also Xy =X, setzen,

erhalten wir also tatsachlich D1 = D2.
QED.

'” Genauer: das Quadrat von P ist symmetrisch, weil S symmetrisch und das Quadrat von D
symmetrisch ist. Die symmetrische Gruppe S 14t das Quadrat von P unverandert (und operiert auf P
n

durch Multiplikation mit dem Vorzeichen der Permutation).

2, d.h. P2 ist durch jede der Differenzen x -x, teilbar. Weil diese

BG ‘mitx -x_IPgiltx -x_IP
enauer: mi x1 x2 gl x1 x2 i

Differenzen Primpolynome sind, gilt dann aber auch x -x. | P.
19 Man beachte, ) kommt in D1 iberhaupt nicht vor.

0 Man beachte, X, kommt in D2 tiberhaupt nicht vor.



Beweis 3.2.10. Wegen a€S ist a ein iber R ganzes Element. Dasselbe gilt fur die

zu o uber K konjugierten Elemente (der algebraischen AbschlieBung von L). Die
Koeffizienten von g(X) sind elementarsymmetrische Polynome in diesen konjugierten
Elementen, also ebenfalls ganz uiber R. Da sie auBerdem in K liegen und R ganz
abgeschlossen ist in K, folgt

g(X) € R[X].
Weil g auBlerdem den hochsten Koeffizienten 1 hat, ist damit R[a] ein freier R-Modul
vom Rang

rkR R[a] = deg g = [L:K]

mit dem R-linear unabhingigen Erzeugendensystem

1,0, ..., an'l, n := [L:K]
(welches gleichzeitig eine Vektorraumbasis von L uiber K ist).

Zu (1) und (ii). Nach dem Lemma von Euler 3.2.11 ist

k
o
Tr, .,(—) ER
L/K 2’(a)

fur k=0,...,n-1. Fur a& - R[a] und bER[a] gilt abE’;R[OL], also

g'(a) g’(a)

L /K(ab)ER
Nach Definition des dualen Moduls folgt
1
———R[a] S D (R[al). 3)
g'(a)

Da R[a] ein freier R-Modul ist, konnen wir nach 1.6.13 die Diskriminante von R[o]
besonders leicht ausrechnen:

O(R[a]/R) = det Tr

1+J
LK@ ) 4R

1,j=0,..
Seien

sl,...,sn: L—>K
Die K-Einbettungen von L in eine algebraische Abschlieﬁung von K. Dann gilt

. n ..
Tr, (ot = 3 s (alt)) = Es (al)s, (ad),
LK 2k 2 k
also

i+] _ NV
det TrL /K(OL ) =det (si(oc )

= (] . (oc) S. (a))) (Vandermonde)
i<

= [T (o)
i=1
= £ N, (& @)
Damit ist

! Die Differenz s (ct)-s.(o) kommt in den Faktoren g’(s (o)) und g’(s (cr)) jeweils einfach vor und sie
1 J 1 J

kommt in keinem weiteren Faktor vor. Die behauptete Identitat besteht also, wenn man vom
Vorzeichen absieht.



SRIGIR) =N 4 (' (@)R
= NL /K(g’(a)S) (Norm eines Hauptideals, 3.2.2)

=(S: g’(a)S) (Definition der Norm, 3.2.1)

=22 (——R[a]:R[a])
g'(a)
d.h. es gilt (i1). Damit ergibt sich weiter

(D, (R[a]):R[a]) = 0(R[a]/R) = (,;R[OL]IR[OL])-
R g ()

Wir haben gezeigt, die beiden Moduln g,(l—a)R[a] und DR(R[a]) sind ineinander
enthalten (vgl. (3)) und haben denselben Index beziiglich R[a]. Nach 1.6.6 (iii) miissen
die Moduln gleich sein, d.h. es gilt (1).
Zu (iii). Im Fall S= R[a] gilt nach (i)

D(S/R) = DR(S)'1 - DR(R[oc])'l = ¢’(@)S.
Sei umgekehrt

D(S/R) = g’(a)S.
Nach Definition der Differente bedeutet das,
1
D_(S) =—-1.S. 4)
R g’ (a)
Wegen R[a] C S gilt dann
DR(R[a]) 2 DR(S)

1

=——S (nach (4))
g'(a)
) ’; Rla]
g'(a)
=Dp(R[a]) (nach (1))
Damit gilt tiberall in dieser Abschatzung der Gleichheitszeichen. Insbesondere ist
DRla)  =Dp(S)

Nach 1.6.11 ist das doppelte Dual gleich dem urspringliche Modul. Aus der letzten
Identitat folgt also

R[] = S.
QED.

3.2.11 Diskriminante und Differente von Korpertirmen

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K und
KCFCL

ein Turm von endlichen separablen Korpererweiterungen. Weiter seien
RCTCS

die zugehorigen Ringe der ganzen Zahlen (d.h. T bzw. S sind die ganzen
AbschlieBungen von R in F bzw. L). Dann gelten folgende Aussagen.

*? Die Multiplikation mit g’(ct) definiert R-lineare Surjektionen

1
S —» g'(a)S und g,(—OL)R[oc] —» Rlal].
Beide Indizes lassen sich also mit Hilfe derselben Determinanten berechnen.



@)  D(S/R) = D(S/T)-D(T/R).
(i) S(S/R) = S(T/R)™ N, 8(S/T) mit m:= [L:F]

Beweis. Aussage (ii) folgt aus (i) und der Tatsache, dal die Norm der Differente
gerade die Diskriminante ist:

O(S/R) =N. . (D(S/R)) (nach 3.2.8)

L/K
L /K(D(S/T)) NL /K(D(T/R)) (nach (1))

= NF/KNL/F(®(S/T)) NF/K L/F(D(T/R)) (nach 3.2.6)
F/KE)(S/T) NF/K(D(T/R) ) (nach 3.2.5)
F/KE)(S/T) S(T/R)™

Damit reicht es, Aussage (1) zu beweisen. Statt dieser Aussage genugt es die analoge
Aussage fur die inversen Ideale zu beweisen:

D (S) =D (S)'D (T).
Wegen der Transitivitat der Spur (Vgl 1.7. 7) gilt

23
L /K(SX) TrF /K(TrL /F(SX)T). 5
Damit erhalten wir
- i
X € DR(S) = TrL /K(SX) CR (nach Definitiion des Duals)
C
= TrF /K( L /F(SX)T) R (Wegen %)
- T _
= T1rL /F(Sx) C DR(T) :D (nach Definition des Duals)
= TrL /F(SXD) CT (TrL E ist F-linear und DCTCF)
< SxDC DT(S) (nach Definition des Duals)

-1 _ )
< Sx CD(8)D™ = D(S) D (T)

< X € D(S) D (T)
QED.

3.3. Verzweigung

Die Begriffe des Verzweigungsindex und des Relativgrad sind uns bereits in
verschiedenen Zusammenhangen begegnet. Wir beschreiben sie jetzt in einem moglichst
allgemeinen Kontext.

3.3.1 Verzweigungsindex und Relativgrad
Seien R’ und R” zwei ineinander enthaltene Dedekind-Ringe,

R’ g R”
(d.h. R’ sei ein Teilring von R” mit demselben Einselement wie R”) mit den
Quotientenkorpern
o = Q(R’),K” := QR").
Weiter sei
p” C R”

ein maximales Ideal von R” mit der Eigenschaft, daf} das Primideal

» TrL/F ist F-linear und es gilt TC Fund T C S.



ps = Ra m p”
ebenfalls maximal ist. Die Inklusion der Ringe induziert dann eine Inklusion der
zugehorigen Reste-Korper
K’ := R’/p9 q K” := R,,/p9’.
Der Grad dieser Korpererweiterung (welcher unendlich sein kann) wird mit
f(p9’/p’) := [K”: K,]
bezeichnet und heif3t Relativgrad von p’ in p”. Der Verzweigungsindex von p’ in p” ist
definiert als die natuirliche Zahl
e(p”/p’) = Vp,,(p’R”).

Dabei bezeichne Vp,, die p”-adische (additive) Bewertung von R”.

Bemerkungen

(i)  Nach Definition ist der Verzweigungsindex e(p”/p’) gerade der Exponent von p”
in der Primfaktorzerlegung des Erweiterungsideals p’R”.

(i)  Alternativ kann man den Verzweigungsindex e(p”/p’) als die natirliche Zahl e
beschreiben mit

v, (x) =eev_,(x) fur jedes x € K’*,

d.h. die Einschrankung der p”-adischen Bewertung von K” auf K’ ist gerade das
e-fache der p’-adischen Bewertung von K’.

3.3.2 Multiplikativitat von Verzweigungsindex und Relativgrad
Seien R, S und T ineinander enthaltene Dedekind-Ringe und
pCqCrr
ineinanderliegende maximale Ideale von R bzw. S bzw. T. Dann gilt:
@) f(r/p) = 1(r/q)=f(q/p)
(i)  e(r/p) = e(r/q)+e(q/p)
Beweis. Zu (i). Folgt aus der Multiplikativitat des Korpergrades.
Zu (i1). Aus

Vq(X) = e-vp(x) fur x € Q(R)
und
v.(¥) =€WJwﬁhy€Q6)
folgt fur x € Q(R) C Q(S):
Vr(x) = e’vq(x)
=e e-vp(x).
QED.

3.3.3 Verzweigungsindex und Relativitatsgrad beim Ubergang zu
Quotientenringen

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K, SC R eine multiplikativ

abgeschlossene Teilmenge und p & RS ein von 0 verschiedenes Primideal des

Quotientenrings R, beziiglich S. Dann ist p[ )R ein von 0 verschiedenes Primideal von

S
R mit
f(p/p(R) = e(p/p( 1R) = 1.

Beweis. Offensichtlich ist mit p auch p( )R ein Primideal. Wegen



(P MRRg =" p (M
ist mit p auch p( )R von O verschieden. Nach dem Homomorphiesatz induziert die

naturliche Abbildung R — R, einen injektiven Homomorphismus

S
R/pMR — R/p. )

Da die Primideale p und p( )R von Null verschieden sind und es sich bei den Ringen

um Dedekind-Ringe handelt (nach 1.5.1) sind p und p( )R maximale Ideale (ebenfalls

nach 1.5.1). Insbesondere ist (2) eine Korpererweiterung. Nach Definition besteht der
Korper rechts aus Quotienten des Korpers links, d.h. (2) ist ein Isomorphismus. Damit
ist aber

f(p/p[R) = 1.
Wegen (1) ist der Exponent von p in der Primfaktorzerlegung des Erweiterungsideals
(p M RRg
gleich 1, d.h. es gilt
e(p/p(R) = 1.

QED.

3.3.4 Verzweigungsindex und Relativgrad beim Vervollstandigen I
Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K,

pCR
ein maximales Ideal von R und (wie bisher)

R ,K

P P
die Vervollstandigungen von R bzw. K bezuiglich der p-adischen Topologie. Weiter
bezeichne

PCR
das Bewertungsideal von Kp. Dann gilt
f(p/p) = e(p/p) = 1.

Beweis. Die p-adische Bewertung von K ist gerade die Einchrinkung der p-adischen
Bewertung von Kp( vgl. 2.3.3 und 2.3.8). Insbesondere gilt

vﬁ(n) = vp(n) =1,

wenn 7t einen Parameter der p-adischen Bewertung von K bezeichnet. Damit erzeugt
nicht nur das Bewertungsideal von K sondern auch das von Kp:

", -,
=nR .
Es folgtp b
P =7 Rpﬁp (wegen Rp C ﬁp)
= pRp

* Der Beweis von 1.4.18 (ii) ist fur beliebige multiplikativ abgeschlossene Mengen S giiltig und nicht
nur fur solche der Gestalt S = R - p mit p Primideal.



Der Exponent von p in der Primfaktorzerlegung von pﬁp ist damit gleich 1, d.h.

e(p/p) = 1.
Der Verzweigungsindex ist also tatsachlich gleich 1. Wir haben noch den Relativgrad zu

berechnen. Weil pRp C EﬂRp ineinander liegende Primideale sind und pRp maximal
in Rp ist, gilt sogar

R =p(R_.
) PR =p(MR
Die Inklusin Rp S Rp induziert einen injektiven Homomorphismus
R /)R SR /p 1
B PRy R Jp ey
Jedes Element OLERP ist Limes einer Folge {Otn}n_l 5 von Elementen aus K. Weil

o. im Bewertungsring von Kp liegt gilt
v (o) =0.
p( )
Wegen o —a gilt Vp(OL - an) —> 00, also ist fur grofe n
v (a)=v (a-(a-a ))=min(v (a),v (a-a ) =v (o) =0.
o (@) =V (@ (a0 ) = min(v (o), v (00 ) =V ()
Wir konnen also annehmen,, die o liegen im Bewertugnsring Rp von K. Wegen
v (a-a ) —00
p n
liegt fur groBe n die Differenz o - o im Bewertungsideal von Kp’
o-a Ep.
Wir haben gezeigt, jedes Element von R /p besitzt einen Reprisentanten in Rp. Mit
anderen Worten, die Injektion (1) ist ein Isomorphismus. Es fogt
f(p/pR ) = 1,
(p/p p)
also
f(p/p) = f(p/pRp)-f(pRp/p) (nach 3.3.2)
= f(E/pRp)-l (nach 3.3.3)
= f(E/pRp).
QED.

3.3.5 Verzweigungsindex und Relativgrad beim Vervollstandigen II
Seien R’ und R” ineinanderliegende Dedekind-Ringe*’,

R’ CR”

und p’ € R’ und p” C R” ineinanderliegende maximale Ideale
pCp.

Weiter seien
prCp”

» Genauer: R’ sei als Ring mit 1 ein Teilring von R”.



die Bewertungsideale der Vervollstindigung von Q(R’) und Q(R”) bezuglich der p’-
adischen bzw. p”-adischen Bewertungen. Dann gilt

fp"/p’) = f(p"/p")
' e =e(p ) ,
Beweis. Bezeichnet x den Relativgrad f oder den Verzweigungsindex e, so gilt
x(P7Ip)x(p7/p") = X(p7/p’) = x(p7/p")*x(p /p).

Wegen

x(p”/p”) = x(p’/p)
nach 3.3.4 folgt

X(p”/p’) - X(p ,,/p 9 ).

Es gilt also die Behauptung.
QED.

3.3.6 Vereinbarung: die Beschrankung auf den lokalen vollstindigen
Fall

Die obigen Ergebnisse zeigen zusammen mit den Ergebnissen von 3.2, daf} sich
Differente, Diskriminante, Relativgrad, Verzweigungsindex und Norm einer endlichen
separablen Erweiterung lokal mit Hilfe der Vervollstaindigungen berechnen lassen.

Von jetzt an wollen wir bis zum Ende des Kapitels uiber lokale Korper annehmen, daf3
R=0

K
ein diskreter Bewertungsring ist, dessen Quotientenkorper
K =Q(R)

vollstandig ist beziiglich der durch R definierten Bewertung von K.
Bemerkungen
(i) Die Situation bleibt erhalten beim Ubergang zu endlichen separablen
Erweiterungen (nach 2.3.13 und 2.3.10).
(i)) Die Ubersetzung der im folgenden erzielten Resultate von der lokalen Situation in
die globalen werden wir weitgehend den Leser iiberlassen.
(iii) Den Bewertungsring R von K werden wir im folgenden auch mit
0=0,:=R
K
bezeichnen, dessen maximales Ideal mit
p - p K
dessen Restklassenkorper mit

K=Ky = Olp
und dessen ganze AbschlieBung in einer endlichen separablen Erweiterungen L/K
auch mit

OL = S.

Man beachte, dies ist ein diskreter Bewertungsring (nach 2.3.13). Analog
bezeichnen wir mit

L
das maximale Ideal von OL und mit
K = OL/(pL
den Restkorper von OL.

(iv) Im folgenden werden wri oft eine an die lokale vollstandige Situation angepasste
Bezeichnungweise verweden. So schreiben wir

e(L/K) := e(pL/p)



f(L/K) = (g, /)
D(L/K) := D(O, /0)

O(LL/K) := 6(OL/ 0)

V=V, = (¢-adische Bewertung von K)

v
K o
v = Vsz (pL—adlsche Bewertung von L)
Wir werden in diesem Kontext auch vom Verzweigungsindex, Relativegrad, der
Differente, der Diskriminante von L iiber K sprechen.
(v) Fur die meisten im folgenden bewiesenen Ergebnisse werden wir nicht
voraussetzen, daf} die endliche Erweiterung L/K separabel ist.

3.3.7 Das Produkt aus Verzweigungsindex und Relativgrad

Seien K ein vollstindig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und L/K
eine endliche separable’® Korpererweiterung. Dann gilt

e(L/K)+f(L/K) = [L:K]
(d.h. es gilt 3.1.5).

Beweis. Seien 1 ein Paramter von OL , d.h.
pp =m OL
und
e :=e(L/K),
d.h.
0, = s =x%0
kY L - &)L - L
Betrachen wir die exakten Sequenzen . .
0— 70, mtlo, — o mtlo, — 0, mo, —so.

L L L L L L
von Moduln tiber O = (‘)K. Diese Moduln werden fur i < e annulliert von
€ _
T (‘)L = zp(‘)L,

also von g. Es sind also Vektorraume uiber O/p = «. Wir erhalten damit fur deren
Dimensionen

~ i+l _ g i . i i+1 e _
d1mK OL/J'E (‘)L = d1mK OL/J'E OL + d1mK T OL/n OL furi=0, ..., e-1.
Die Multiplikation mit 7' definiert Isomorphismen
i i+1
OL—chLundn(‘)L—)n OL

von Moduln uiber OL’ also einen Isomorphismus

— _ =i i+1
K= OL/p OL = OL/TIZOL —T OL/n: (‘)L
Damit bekommt die obige Dimensionsformel die Gestalt
. i+l _ g i ) s )
dlmK OL/n OL = d1mK OL/n OL + [KL. K] furi=0, ..., e-1.
Insbesondere gilt
d1mK (‘)L@ O(‘)/(p = d1mK (‘)L/zp(‘)L

T e
= d1mK (‘)L/n OL

% Die Aussage ist auch ohne die Voraussetzung der Separabilitit richtig.



=(e-1)e [KL: K]+ d1mK OL/TEOL
=(e-1)- [KL: K]+ d1mK OL/pL
=ee [KL: K]

= e(L/K)-f(L/K)
Nun ist OL ein endlich erzeugter Modul uber dem diskreten Bewertungsring O (nach

1.9.3), also eine freier O-Modul. Die Dimension

d1mK (f)L@OO/p = rkO OL
ist somit gerade die maximale Anzahl O-linear Unabhéngiger Elemente von OL. Wegen
OL-K =SK=L
(vgl. zum Beispiel die Anmerkungen zu 3.2.1) folgt
dirnK OL® OO/(Q = dimK L =[L:K]

QED.

3.3.8 Vergleich der Einheitengruppen I

Seien K ein vollstandig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und L/K
eine endliche Korpererweiterung. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ und
besitzt exakte Zeilen.

* VK
0— OKQK* —» Z —0
N N Je

* VL

0— Op & L* = Z —0
Dabei seien e = e(L/K) der Verweigungsindex und Yk und v die additiven
Bewertungen von K bzw. L.
Beweis. Die Zeilen des Diagramms sind exakt nach Definition des Begriffs
Bewertungsring einer additiven Bewertung (vgl. 1.4.8). Das linke Quadrat ist
trivialerweise kommutativ, und das rechte auf Grund der Definition des Begriffs
Verzweigungsindex.
QED.

3.3.9 Vergleich der Einheitengruppen II

Seien K ein vollstindig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und L/K
eine endliche separable Korpererweiterung. Dann ist das folgende Diagramm
kommutativ und besitzt exakte Zeilen.

% VL

0— OL S L* —» Z —0
NL/Kl lNL/K lf
* VK
0— OK S K* —» Z —0

d.h. es gilt
fov] () = Vi (N[ ()

fur jedes x € L, d.h.

f



Dabei seien f = f(L/K) der Relativgrad und Yk und Vi die additiven Bewertungen von

K bzw. L und o1 und Ox die zugehorigen Bewertungsideale.

Beweis. Fur die gewohnliche Norm N der Korpererweiterung L/K gilt*’

/

L /K(OL) C o, )

Die Abbildungen des Diagramms sind damit wohldefiniert, und das linke Viereck ist
kommutativ. Weiter gilt, wenn e den Verzweigungsindex e := e((pLI pK) bezeichnet,

eovK(NL /K(x)) VL(NL /K(X)) (Definition von e)
=8 [LZK]'VL(X)
= e-fovL(x) (nach 3.3.7)

Division durch e (# 0) liefert

Vi (N (00) = Fovy (),
d.h. das rechte Viereck ist ebenfalls kommutativ. Setzt man fur x einen Parameter nL
von OL, so erhalt man aus der letzten Identitat

VK(N (JtL)) = f-VL(nL) =f,

L/K

d.h.. NL /K(WL) ist die f-te Potenz eines Parameters von O. Es folgt

f

( T (Norm eines Hauptideals, 3.2.2).

L/ K L)

N k(op)- (Definition von , )
Damit besteht auch die letzte der behaupteten Identitaten.
QED.

3.3.10 Vergleich der Spuren auf K und x

Seien K ein vollstandig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und dem

Restekorper k = O/g und L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann ist das
folgende Diagramm kommutativ.>®

OL — KL
TrL/Kl le-TrK /K
L
Q) — K

*7 Jedes Element von OL ist ganz uber O* und ungleich Null. Dasselbe gilt auch fur die Konjugierten

dieses Elements, und damit auch fur deren Produkt, d.h. fur die Norm des Elements. Die Norm des
Elements liegt aber auch in K, und O ist ganz abgeschlossen in K.
% Alle Konjugierten von x haben denselben Wert beziiglich einer Fortsetzung von VL auf eine Galois-

Erweiterung von K, welche L enthalt (vgl. 2.3.8).
» Man beachte die Spur bildet Elemente aus (‘_)L in O ab (weil die Konjugierten eines iber O ganzen

Elements ganz sind iber O und O ganz abgeschlossen ist in K).



Dabei bezeichne
e=e(p; o)

den Verzweigungsindex von L uber K, und die waagerechten Pfeile seien die
naturlichen Abbildungen auf den Faktorring. Mit anderen Worten, es gilt

(o) =eTr ()
KL/K
wenn man den Ubergang zu den Restklassen modulo o1 bzw.

Tk

fur jedes ae OL’
modulo g mit einem Querstrich bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten zunachst eine etwas allgemeinere Situation.Seien k ein Korper
und A eine kommutative k-Algebra, welche als k-Vektorraum endlich-dimensional ist
und folgende Eigenschaften besitzt.

1. A ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal N und dem Restekorper B = A/N.

2. Es gibt eine natiirliche Zahl mit N® = 0 und N1 = 0.
3. Firi<e gilt NN+l = B,

Wir zeigen in dieser Situation, daf}

Tr A /k(a) =e*Tr

B /k(a mod N)

gilt fur jedes a € A.

Betrachten wir die exakte Sequenz von A-Moduln (welche gleichzeitig eine exakte
Sequenz von endlich-dimensionalen k-Vektorraumen ist).

0 — NN AN AN — 0.
Die Multiplikation mit a definiert auf diesen k-Vektorraumen jeweils eine k-lineare
Abbildung, die wir mit P, lpi+1 und wi bezeichnen wollen. Diese Abbildungen setzen
sich zu einem kommutativen Diagramm
0—s NNy AN ANE 50

lo, b,y
0— NN 5 ANt 5 A/NE 50
mit exakten Zeilen zusammen. Die Kommutivitat dqs lipken Vierecks bedeutet, daf3 die
mittlere vertikale Abbildung wi+1 den Unterraum NYN'*! in sich abbildet. Wahlt man

eine Basis von A/N1+1, welche eine Basis dieses Unterraums fortsetzt, so bedeutet

dies, die Matrix von lpi+1 zerfallt in vier Blocke, wobei die beiden diagonalen Blocke
gerade die Matrizen von ® und ll)i sind und einer der beiden anderen Blocke die
Nullmatrix ist. Es gilt deshalb

Tr wi+1 =Tr ¢, + Tr wi (und det wi+1 = det P, * det lpi) (1)
Wegen Eigenschaft 3 ist P, isomorph zu Multiplikation mit a auf B, d.h. es ist Tr P,
gleich TrB /k(a mod N), also

Tr lpi+1 = TrB /k(a mod N)+ Tr wi

also

Tr we = e-TrB /k(a mod N)+ Tr wo
Weil lpo die lineare Abbildung des 0-Vektorraums ist, folgt



Tr we =e*Tr, , (amod N).

B/k
Wegen N = 0 ist lpe die Multiplikation mit a auf A, d.h. es gilt wie behauptet

Tr Ak (a)= e’TrB /k(a mod N).

Betrachten wir jetzt den Spezialfall
A= OL/(;JOL.
Bedingung 1 ist erfullt mit

N= pL/g) und B = OL/ o =Ky
Bedingung 2 ist erfullt mit
e =e(p, I9)

(mit diesem e gilt pOL = pi nach Definition des Verzweigungsindex). Bedingung 3 ist

1.30

erfullt weil O; ein Integrititsbereich ist und o1 ein Hauptideal.” Die bewiesene

L
Identitat bekommt fur den betrachteten Spezialfall die Gestalt

Tr A /k(a) = eoTrK /K(a mod pL) fura€e O

L
L
Nun ist der endlich erzeugte O-Modul OL dem diskreten Bewertungsring O frei.
Die Matrix der Multiplikation mit a auf A = OL/pOL entsteht aus der der Multiplikation

mit a auf (‘)L durch Ubergang zu den Restklassen modulo g, d.h.

O(a) mod » =Tr, . (a) mod .

Trpp @)= TroL/ L/K
Unsere Identitat bekommt die Gestalt
(a) mod g = e-TrK /K(a mod pL) furae OL.

Tr
L/K L

Das ist aber gerade die Behauptung.
QED.

3.3.11 Vergleich der Normen auf K und «

Seien K ein vollstandig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und dem

Restekorper kK = O/ und L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann ist das
folgende Diagramm kommutativ.’'

% Multiplikation mit der i-ten Potenz des Erzeugers 7T von o1 definiert [Isomorphismen
0 1 J i+1
also einen Isomorphismus
i, i+l ingit+]
K, =0,/ — o7/ =N/N
(fur jedes i < e).
3! Man beachte die Spur bildet Elemente aus (‘_)L in O ab (weil die Konjugierten eines iber O ganzen

Elements ganz sind iber O und O ganz abgeschlossen ist in K).



Q) — K

L L
e
N L/ Kl l N K /K
L
Q) — K
Dabei bezeichne
e =e(p; lp)

den Verzweigungsindex von L uber K, und die waagerechten Pfeile seien die
natuirlichen Abbildungen auf den Faktorring. Mit anderen Worten, es gilt

T —.e
NL/K(OL) B NKL/K(OL)

fur jedes o€ O, , wenn man den Ubergang zu den Restklassen modulo 39 bzw.

L’
modulo g mit einem Querstrich bezeichnet.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem Beweis von 3.3.10 indem man an allen
Stellen die Betrachtung der Spur durch die der Norm bzw. der Determinante ersetzt. So
erhalt man anstelle von Formel (1) im Beweis von 3.3.10 die analoge Formel

det lpi+1 = det P, det wi.

Daraus und aus der Determinanten-Definition der Norm ergibt sich die Behauptung.
QED.

3.3.12 Der Wert der Differente und der Verzweigungsindex
Seien K ein vollstandig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und dem
Restekorper k = O/p und L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann gilt
VL(D(OL/O)) =e(L/K) - 1.
Beweis. Wir betrachten die exakten Sequenzen
0 —s NNy NN+ NNT 5 0,

mit A = OL/(QOL und N := (pL/poL und beachten, daf} wie in 3.3.10 gezeigt,

NUNIH = g/N = 0,/ =x.
gilt. Wir betrachten die OL—Moduln der Sequenz als O-Moduln. Weil sie von g

annulliert werden, sind es Moduln uber O/p = x, d.h. x-Vektorraume. Fur ihre
Dimensionen erhalten wir

dim NN = dim NUNTL 4 dim NN
K K K

=dim k. +dim N/Ni
K L K
= f(L/K) +dim_ N/N?
Wegen N© =0 folgt
dim N =dim N/N®
K K

=fe(e-1) + dim N/N
=fe(e-1)

mit
e =e(L/K)



f = f(L/K).
Wir konnen daher eine Basis des k-Vektorraums A = OL/pOL wihlen, deren fe(e-1)

erste Elemente den Unterraum N = pL/(pOL erzeugen. Wir fixieren Reprasentanten o
dieser Basis in OL , und zwar derart, dal} die ersten fe(e-1) der oci in pL liegen,
oci e (pL furi=1, ..., fe(e-1).

Nach Konstruktion bilden die o modulo pOL ein Erzeugendensystem des O-Moduls
OL, d.h.

= ? Oai + pOL
Indem wir diesen Ausdruck wiederholt in sich einsetzen, erhalten wir

_ o urd =
_§Oai+p Oqur€—1,2,3,...

Fur jedes Elemente a& OLgibt es ein ’EY, (‘)ai mit a-a’ € pZOL mit ¢ beliebig groB,
i
d.h. mit VL(oc—a’) beliebig grof3, d.h. mit Ioz—oz’lL beliebig klein. Der Teilmodul ¥ Oai
i
liegt dicht im O-Modul (f)L. Nun ist dieser Teilmodul endlich erzeugt iber dem diskreten

Bewertungsring O, also frei uiber O, also vollstidndig, also abgeschlossen. Deshalb gilt
= ? (‘)oci .
Wir haben ein O-linear unabhingiges’*> Erzeugendensystem von OL iber O konstruiert,

dessen fe(e-1) erste Elemente in leiegen. Dieses Erzeugendensystem konnen wir zur

Berechnung der Diskriminante verwenden (vgl. 1.6.13 (iii)):

O(L/K) = B(OL/O) = det(TrL /K((x .a..))0

Fur 1 < fe(e-1) gilt nach Konstruktion OL.O(j € o1 - Nach 3.3. 10 folgt
(oc . ) mod g = e-Tr L K(ociocj mod pL) = e-TrKL/K(()) =0,

d.h. TrL /K(a .0..) € p, d.h. die ersten fe(e-1) Zeilen der Matrix (TrL K

also in p. Die Determinante dieser Matrix liegt somit in (pf (e- 1), d.h.
VK(6(L/K)) > fe(e-1).

L/K

(OL a. )) liegen

Es folgt

v (D(L/K)) !

= ?VK(N ( D(L/K))) (nach 3.3.9)

L/K

¥ Die Koeffizienten einer nicht-trivialen linearen Relation der o, konnte man so mit einer Potenz des
i
Parameters multiplizieren, dal man daraus eine nicht-triviale Relatioin der Restklassen der o, iber k
i

erhielte.



1

= ?VK(é(L/K)) (nach 3.2.8)
> %- fe(e-1) (wie gerade bewiesen)
=e- 1.

QED.

3.3.13 Definition: Unverzweigte Erweiterungen
Seien K ein vollstandig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und dem

Restekorper k = O/p und L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann heif3t L

unverzweigt itber K, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.
(1) e(L/K) = 1.

(i1) KL ist separabel tiber K.

Im nicht-lokalen Fall (d.h. fur nicht notwending vollstandige Korper) bekommt diese
Defintion die folgende Gestalt.

Seien K ein diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsideal p, L/K eine endliche
separable Korpererweiterung und P ein tiber p liegenden maximales Ideal (der ganzen
AbschlieBung des Bewertungsrings von p in L). Dann heif3t p unverzweigt in P, wenn
die Vervollstandigung LP unverzweigt ist iber der Vervollstandigung Kp’ d.h. wenn

folgende beiden Bedingungen erfullt sind.
(1) e(P/p)=1
(i1) Kp ist separabel uiber Kp.

3.3.14 Charakterisierung der unverzweigen Erweiterungen
Seien K ein vollstandig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und dem

Restekorper k = O/p und L/K eine endliche separable Korpererweiterung.Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.
6)) L/K ist unverzweigt.

)  SL/K) = 0.

Im allgemeinen ist die Diskriminante ein ganzes Ideal, d.h.
d(L/K) C 0.

Beweis. 1. Schritt. Dikriminante und Differente einer Korpererweiterung sind ganze
Ideale.

Nach Definition 1.6.12 ist
O(L/K) = 6(OL/O) = (D(OL):(‘))

und
D(OL) ={x€LI TrL/K(xOL) (G0
enthalt OL (wegen Tr(OL) C 0),d.h. esist
S(L/K) C OL'

Die Diskriminante ist also ein ganzes Ideal. Man beachte, die Differente ist nach
Bemerkung 3.2.7 (i) ebenfalls ein ganzes Ideal.

DL/K) C 0.

2. Schritt. 8(L/K) = O & D(L/K) = OL



Nach 3.2.8 ist die Diskriminante gerade die Norm der Differente,
O(L/K) = NL /K(®(L/K)),

und als Ideal des diskreten Bewertungsrings OL ist die Diskriminaten ein Hauptideal,

sagen wir
D(L/K) = XOL.
Auf Grund der Formel 3.2.2 fur die Norm eines Hauptideals folgt
d(L/K) = NL /K(x)(‘).

Zum Beweis der Behauptung des zweiten Schritts reicht es zu zeigen, x ist genau dann
eine Einheit in OL’ wenn NL /K(x) eine Einheit in O ist, d.h. es reicht zu zeigen

VL(X) =0& VK(NL /K(x)) =0.
Das folgt aber aus der Formel
Ve (N () = vy (%),
von 3.3.9.
3. Schritt. Im Fall 8(L/K) = O gilt e(L/K) = 1.
Nach dem zweiten Schritt gilt mit 6(L/K) = O auch D(L/K) = OL, also

0= VL(D(L/K)) =e(L/K) -1

(nach 3.3.12), also
e(L/K) = 1.

4. Schritt. Im Fall e(L/K) =1 gilt (L/K) = 0 & Ky

Weil O ein diskreter Bewertungsring ist und L/K eine endliche separable Erweiterung,
SO ist OL ein endlich erzeugter freier O-Modul. Sei

/K separabel.

{al,...,ocn} C OL

ein linear unabhédngiges Erzeugendensystem von O, uber O. Dann gilt

L
n =[L:K]
= e(L/K)+f(L/K) (nach 3.3.7)
= f(L/K) (nach Voraussetzung)
= [KL:K] (nach Definition von f)

Das freie Erzeugendensystem kann man zur Berechnung der Diskriminante verwenden
(nach 1.6.13 (iii)):

O(L/K) = det TrL /K(ai j)O.
Damit gilt
O(L/K)=0 <& det TrL /K(ai j) ist Einheit von O

& 0 # det (TrL /K(Oti j)) mod g
33
&7 0 # det (TrL /K(ai j) mod g)

& 0 # det (TrKL /K(ociocj mod pL)

33 Die Determinante ist ein Polynom und die natiirliche Abbildung O —s O/g ein

Ringhomomorphismus.



& 0 #Z det (TrK /K(oci(xj))
L
mit
o = o mod pLE KL.
Die Bedingung
det (TrKL /K(oci(xj)) #Z 0
bedeutet, dal} die &i linear unabhéngig uber x sein mussen: eine lineare Abhangigkeit

der ai hitte eine lineare Abhéngigkeit der Zeilen der Matrix der TrK /K(&iaj) zur
L

Folge™, d.h. die Determinante wire Null. Damit ist die Determinante der TrK /K(&i&j)
L
aber gerade die Determinanter der durch die Spur definieren Bilinearform. Wir haben
damit gezeigt,
LK) =0 eTr definiert eine nicht-entartete Bilinearform k., XK —»K.

KL/K L 'L

Nach 1.8.10 und 1.8.13 ist die Bedingung rechts aber gerade gleichbedeutend mit der
Separablitat der Korpererweiterungen k., /K.

L
Die Behauptung folgt jetzt aus dem 3. und 4. Schritt.
QED.
Bemerkung

Die nachfolgende Aussage iibersetzt den gerade bewiesenen Satz aus der lokalen in die
globale Situation.

3.3.15 Charakterisierung der Unverzweigtheit (globaler Fall)

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K, L/K eine endliche separable
Korpererweiterung und S die ganze AbschlieBung von R in L.

KCL

U u
RC S
Weiter sei p C R eine von Null verschiedenes Primideal von R. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.
(i) pistunverzweigt in L, d.h. fur jedes uber p liegende Primideal P C S ist p
unverweigt in P.
(i) pist kein Teiler der Diskriminante von 8(S/R), d.h. kommt nicht in der
Primfaktoerzerlegung von 0(S/R) vor, d.h. 8(S/R) _¢_ p-
Beweis. Sei P C S ein uiber p liegendes Primideal von S. Wie bisher bezeichen wir
mit
P’ P
die Vervollstandigungen von R, K, S, L beziiglich der p-adischen bzw. P-adischen
Topologie. Dann gilt
i) o dSRLp

R .K ,S.,L
p’p

¥ Weil die Spur x-linear ist.



& E)(S/R)Ep _¢_ pﬁp (weil pﬁp tiber p liegt)

& IT o( SP/Rp) _¢_ pRp (nach 3.2.9(ii))
Plp
35 < D D
& [T6(S,/R )=R
Pip P p 'p
&% 6(§P/§p) = ﬁp fur jedes PCS uber p
o p ist unverzweigt in P fur jedes PCS iiber p.

Die letzte Aquivalenz ergibt isch aus 3.3.14 und der Definition der Unverzweigtheit im
globalen Fall.
QED.

3.3.16 Folgerung: fast alle Stellen sind unverzweigt (globaler Fall)

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K, L/K eine endliche separable
Korpererweiterung und S die ganze AbschlieBung von R in L.

KCL

U u
RC S

Dann ist fast jedes von Null verschiedene Primideal p C R, d.h. jedes mit eventualler

Ausnahme von endlich vielen, unverzweigt in L.
Beweis. Das folgt aus 3.3.15 und der Tatsache, daB} in der Primfaktorzerlegung der

Diskriminante 8(S/R) nur endlich viele Primideale vorkommen.
QED.

3.3.17 Definition: zahm verzweigte Erweiterungen
Seien K ein vollstindig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und dem

Restekorper k = O/p und L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann heif3t L
zahm verzweigt iiber K, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.

(1) Die Charakteristik von x ist kein Teiler des Verzweigungsindex e(L/K).
(i1) KL ist separabel uber .

Andernfalls heifit K/L wild verzweigt .

Im nicht-lokalen Fall (d.h. fur nicht notwending vollstaindige Korper) bekommt diese
Defintion die folgende Gestalt.

Seien K ein diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsideal p, L/K eine endliche
separable Korpererweiterung und P ein uiber p liegenden maximales Ideal (der ganzen
AbschlieBung des Bewertungsrings von p in L). Dann heif3t p unverzweigt in P, wenn
die Vervollstiandigung LP unverzweigt ist iber der Vervollstindigung Kp’ d.h. wenn

folgende beiden Bedingungen erfullt sind.
) Die Charakteristik von Kp ist kein Teiler von e(P/p)

%R ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal pR
P

3 Fir jedes P gilt 6(§P/§ - R . Wire einer der Faktoren echt, so auch deren Produkt.
p p



(i1) Kp ist separabel uber Kp.

3.3.18 Charakterisierung der zahm verzweigten Erweiterungen
Seien K ein vollstindig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ») und dem

Restekorper k = O/p und L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann sind
folgende Bedingungen aquivalent.
(1) L/K ist zahm verzweigt.

(i) Tr  (O)=0.

(i) VL(D(K/L)) =e-1.
Beweis. 1. Schritt. (i) = (i1).
Nach 3.2.10 gilt

L/K(oc)-e *Tr L/K@ (1)

fur jedes O(EOL mit e := e(L/K). Nach Voraussetzung ist KL/K eine separable

Erweiterung, d.h. die durch Tr
KL/K

teilerfremd zur Charakteristik von x ist, gibt es somit ein o € OL derart, daf3 die rechte
Seite von (1) ungleich Null ist, d.h.

ist nicht entartet (vgl. 1.8.10). Weil e auBBerdem

T g(@ €0
ist eine Einheit von O. Weil die Spur Tr eine K-lineare, also auch O-lineare,

L/K
Abbildung, ist Tr ((‘)L) ein Ideal von O, welches eine Einheit enthilt, d.h. es gilt (i1).

L/K
2. Schritt. (ii) = (i).
Wir betrachten weiterhin die Formel (1). Nach Voraussetzung gibt es ein aEOL derart,

daf die linke Seite von (1) ungleich Null wird. Deshalb gilt dasselbe fur die rechte
Seite. Insbesondere ist

e = e(L/K)
teilerfremd zur Charakteristik von k und es ist

K /K(a) # 0.
Die Spur TrK I ist somit nicht identisch Null. Nach 1.8.13 ist dies nur moglich, wenn

L
KL uber Kk separabel ist. Zusammen erhalten wir, die Erweiterung L/K ist zahm
verwzeigt.
3. Schritt. (ii) < (iii).
Die Spur TrL K ist K-linear, d.h. es gilt
Ty Op e =Trp g (Op e

fur jeds a€K. Die Elemente der linken Seite liegen genau dann in O, wenn o im Dual

von (‘)L liegt. Die Elemente der rechten Seiten liegen genau dann in O, wenn o im

Inversen von TrL /K(OL) liegt. Es ist also



-1_ _ -1
TrL/K( OL) = DO(OL) (N K=DL/K) (K 2)
Wir setzen
r = VK(TI'L /K(OL))
v = VL(D) mit D := D(L/K).

Unser Ziel ist es, geeignete Relationen zwischen r und v zu finden. Dazu wahlen wir
lokale Parameter & und p von R bzw. S,

p =n0
P = pOL
Wir schreiben
%k
T =uep® mite =e(L/K) und u € Or .-
Dann gilt
_ .V
D =p OL
_.r
TrL /K(OL) =m R
und Relation (2) bekommt die Gestalt
(p'VoL)mK =a' 0. 3)

Wir gehen zu den Erweiterungsidealen in OL uber und erhalten

req _ T -v
p OL—J'E OLQp )

L7
also -re = -v, d.h.
r <= (4)
AuBer (4) benotigen wir noch die Abschatzung
\
s < r+l. 5)

..V ..
Angenommen, es wire o= r+1, so ware -v < -e(r+1) also

a1 oyl pe(r+D) g (v O)NK =0 (nach (3)
Durch Multiplikation mit ot ergibt sich daraus 1 € 0, was nicht moglich ist. Damit
ist auch die Abschatzung (5) bewiesen. Zusammen gilt also

r sg < r+l. (6)

Ist Bedingung (i1) erfullt, so giltr =0, also 0 = v < e, also v < e-1. Nach 3.3.12 muf
dann aber sogar

v=e-1
gelten, d.h. Bedingung (iii) ist erfullt. Ist umgekehrt Bedingung (iii) erfullt, so erhalten
wir aus v=e-1 und (6), daB r = 0 sein muf}. Nach Definition von r bedeutet dies,

T xk©Op =0
d.h. es gilt (ii).
QED.
Bemerkung

Falls die Erweiterung L/K normal ist, kann man zum eben bewiesenen Kriterium eine
weitere Bedingung hinzufuigen.



3.3.19 Satz von der Normalbasis
Seien K ein vollstandig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und dem

Restekorper k = O/p und L/K eine endliche Galoissche Korpererweiterung mit der
Galois-Gruppe
G = G(L/K).

Weiter bezeichne
O[G]
den Gruppenring von G mit Koeffizienten aus O. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.
@) L/K ist zahm verzweigt.

(i1) OL ist als O[G]-Modul isomorph zu O[G].

Beweis. (ii) = (i). Sei ¢: O[G] — OL ein O[G]-linearer Isomorphismus und x& OL

das Bild des Einselements eER[G] bei ¢. Dann gilt

0= 2 0g),
geG
wobei die Summe sogar eine direkte Summe ist. Insbesondere gibt es eindeutig
bestimmte Elemente rgEO mit

=3 rg- g(x).
eeG
Da 1 invariant unter der Operation von G ist, sind die Koeffizienten rg ebenfalls

unabhingig von g, rg =r€0. Damit gilt

IL=r Y= 3 gx)=Tr %),
geG geG
Es gibt ein Element in OL mit der Spur 1. Nach 3.3.18(ii) ist die Erweiterung L/K zahm

verzweigt.

(1) = (i1). Das ist eine Konsequenz des folgenden Satzes von Swan [4, Th. 6.1] bzw.
eines Korollar dieses Satzes [Corollar 6.4].
Theorem von Swan

Seien G eine endliche Gruppe, A ein vollstandiger lokaler Integritatsbereich und j:A—K
die Einbettung in dessen Quotientenkorper. Dann ist der Homomorphismus

K(A[GI-Proj) — K(K[G]-Proj), M > K® \ M,

ein Monomorphismus.

Dabei bezeichne R-Proj fur jeden (nicht-notwendig kommutativen) Ring R mit 1 die
Kategorie der endlich erzeugten projektiven R-Moduln und K(C) die
Grothendieckgruppe der Kategorie C.

Folgerung

Seien G eine endliche Gruppe, A ein vollstandiger lokaler Integritatsbereich, K dessen

Quotientenkorper und P,P’ endlich erzeugte projektive A[G]-Moduln. Mit K&®P=K&P’
uber K[G] gilt dann sogar P=P’ uiber A[G].



Zum Beweis von (i) = (ii). Nach dem Satz von der Normalbasis gibt es ein Element

bEL mit der Eigenschaft, dall

K[G] —-L, Y cg-g (=3 cg-g(b),

geG
ein K-linearer Isomorphismus von K-Vektorraumen mit G-Operation ist. Ware
TrL /K(b) =0,

so wurde dasselbe fur die Konjugierten von g(b) von b gelten, und damit auch fur alle
K-Linearkombinationen der g(b). Die Spur wiare dann identisch Null.

Weil L/K zahm verzweigt ist, gilt aber nach 3.3.18 (ii)
TrL/K((f)L) =0.

Insbesondere ist die Spur nicht identisch Null, und es gilt TrL K (b) # 0. Wir konnen

b durch ein Element aus K dividieren und erreichen so, daf3 o. B.d.A.
TrL /K(b) =1

gilt.
QED.

3.4 Total verzweigte Erweiterungen

In diesem Abschnitt behandeln wir eine Art von Erweiterungen, die das andere Extrem
gegenuiber den unverzweigten Erweiterungen darstellen. Wir beginnen mit einigen
Definitionen.

3.4.1 Eisenstein-Polynome

Ein Polynome g(X) € K[X] heil3t separabel, wenn es teilerfremd zu seiner Ableitung

1st,

o ggT(e(X), g'(X)) = 1, _
d.h. wenn es in keiner Korpererweiterung von K mehrfache Nullstellen besitzt.
Ein Eisenstein-Polynom tiber K ist ein separables Polynom

— ym m-1
gX)=X"+ gm-IX Tt g, € K[X]

welchen den folgeden beiden Bedingungen genuigt.
@) VK(gi) =] furi=1,...,m-1

(ii) VK(bO) =1
d.h. die Ideale (gi) werden vom Bewertungsideal geteilt, das Ideal (go) zZum

Absolutglied jedoch nicht von dessen Quadrat.

Bemerkung

In der obigen Definition tritt die Bedingung der Separabilitit nur auf, weil wir uns
generell auf separable Korpererweiterungen L/K beschrankt haben.

3.4.2 Total verzweigte Erweiterungen
Seien K ein vollstandig bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und dem

Restekorper k = O/ und L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann heif3t
die Erweiterung
L/K

total verweigt, wenn
e(L/K) = [L:K]
gilt.



Im nicht-lokalen Fall (d.h. fur nicht notwending vollstandige Korper) bekommt diese
Defintion die folgende Gestalt.

Seien K ein diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsideal p, L/K eine endliche
separable Korpererweiterung und P ein tiber p liegenden maximales Ideal (der ganzen
AbschlieBung des Bewertungsrings von p in L). Dann heif3t p total verzweigt in P,

wenn die Vervollstandigung LP von L in der P-adischen Topologie unverzweigt ist uber

der Vervollstandigung Kp von K in der p-adischen Topologie, d.h. wenn gilt

Bedingungen
f(P/p) =1.

Bemerkungen

(1)  Nach 3.3.7 ist im lokaken Fall, d.h. fur separable Erweiterungen vollstandig
bewerteter Korper L/K, die Bedingung der totalen Verweigung aquivalent zur
Bedingung

f(L/K) = 1.

(1) Man beachte, beim Ubergang zur Vervollstindigung bleiben zwar
Verzweigungsindex und Relativgrad erhalten, im allgmeinen jedoch nicht der
Korpergrad. Wegen der Isomorphie

L®KKp =L  x..XxL

Pl Pr
ist der Korpergrad
r
[L:K] = d1mK L®KKp = El [LPi:Kp]
gerade die Summe der Korpergrade der zugehorigen lokalen
Korpererweiterungen.

3.4.3 Die Struktur der total verzweigten Korpererweiterungen

Die Eisenstein-Polynome sind gerade die Minimalpolynome der Parameter der
unverzweigten Erweiterungen. Genauer gilt:

(i) Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper,

E(X) € K[X]
ein Eisenstein-Polynom und
II
eine Nullstelle von E in einer Korpererweiterung von K. Dann ist
L := K[IT]
eine total verzweigte Korpererweiterung von K und II ein Parameter von L, d.h.
VL(H) = 1.

Eisenstein-Polynome sind irreduzibel.
(1) Seien L/K ein total verweigte Erweiterung des vollstandigen diskret bewerteten

Korper K und IT ein Parameter von L, d.h.
vL(H) =1.
Dann ist das Minimalpolynom von IT ein Eisenstein-Polynom, und es gilt
L = K1) und OL = O[I1].

Bemerkung
Zum Beweis benotigen wir eine Aussage zur Darstellbarkeit der Elemente eines
vollstandignen diskret bewerteten Korpers K durch geeignete konvergente Reihen.



Die Reihe
00
2 aan
n>> -0
fur beliebige an, Hn € K mit

VK( Hn) =n und VK(an) =P

und einer Konstanten p.’” Dabei bedeute die Bedingung n >>-co dal die Koeffizienten
a fur alle n unterhalb eines festen Werts gleich Null sind.

3.4.4 Laurentreihen in vollstandigen diskret bewerteten Korpern
Seien K ein vollstindiger diskrete bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, »)
und dem Restekorper k = O/g. Seien Abbildungen

H:Z—)K*,nHHn,

rrk — 0,r0) =0,
gegeben, fur welche die beiden Diagramme

Id Id
7 — L K — K
N v N\
K* 0

kommutativ sind. Dabei sei die Abbildung O>—k des rechten Diagramm die natiirliche
Abbildung auf den Restklassenring.

Dann 146t sich jedes Element a€K auf genau eine Weise in der Gestalt

o)
a= > aan mit an € Im(r) (1)
n>> -0o
schreiben. Aus dieser Darstellung 14t sich der Wert des Elements a ablesen:
VK(a) =inf {n| a #= 0}. )

Bemerkungen
(i) Die Kommutativitat des linken Dreiecks ist d4quivalent zur Bedingung

VK( Hn) =n fur jedes n € Z.
(i)) Die Kommutativitat des rechte Dreiecks bedeutet gerade, daf die Abbildung
rk— 0O,

jedem Element ¢ €k einen Représentanten von ¢ in O zuordnet.

Beweis. 1. Schritt: Konvergenz der Reihen der Gestalt (1).

Auf Grund der beiden obigen Bemerkungen genuigen die Reihen der Gestalt (1) den
Bedingungen der Bemerkung von 3.4.3. Man beachte, fur die Koeffizienten gilt

anEim(r) (GNOR

also VK( an) = 0 fur jedes n.

Wegenv_(a Il )=v_(a )+v_(II ) — oo und der verschirften Dreiecksungleichung fiir nicht-
K nn K n K" n

archimedische Bewertungen geniigen die Partialsummen den Bedingungen an einer Cauchy-Folge.



2. Schritt: Eindeutigkeit der Koeffizienten der Reihe (1).
Nehmen wir an, mindestens ein Koeffizient der Reihe (1) ist ungleich Null. Sei

an #Z (0
0
derjenige mit dem kleinsten Index. Dann gilt
v (a Hn )=n

K Ny 1y 0°
Alle anderen Summanden von (1) haben dagegen einen echt groBeren Wert. Deshalb
haben alle endlichen ummen von (1) den Wert nys d.h. die Reihe (1) hat den
Wert N Es gilt also (2),

n0 = VK(a).
AuBerdem ist der Limes der Reihe # 0.

Multipliziert man beide Seiten von (1) mit Hno , so erhalt man Einheiten von O mit*®

-1
all -a €p,
0 n
d.h. die Restklasse von a in K ist eindeutig durch a festgelegt. Weil a im Bild von r
0 0
liegen soll, ist dann aber auch a selbst eindeutig festgelegt. Damit ist das
0

Anfangsglied der Reihe (1) durch a eindeutig festgelegt.

Indem wir die eben durchgefuhrte Betrachtung mit a - a Hn anstelle von a
0 0

wiederholen, sehen wir, auch das zweite Glied der Reihe ist durch a festgelegt. Durch

weiteres Wiederholen sehen wir , alle Koeffizienten der Reihe sind durch a festgelegt.

3. Schritt: Existenz der Reihenentwicklung
Seia € K - {0} vorgegeben und sei
ng = VK(a).

Dann ist a HI_IO eine Einheit von O. Nach Bemerkkung (ii) gibt es ein (eindeutig

bestimmtes) a € Im(r) mit derselben Restklasse in Kk wie a H;lo, d.h. mit

0
1
aHno—an € p,
0
d.h.
( 8 )rf1 c
a-a n p.
g % 0
d.h.

n0+1
a-a HnEpHn =.p
0 0 0

* Weil alle Glieder der multiplizierten Reihe auBer dem ersten in § liegen.



Insbesondere ist
n,:=v,(a-a Il )=n
1 K nO nO

Wir wiederholen die Konstruktion mit a - an Hn anstelle von a und erhalten eine echt
0O 0

+1 > VK(a) =n

0 0

aufsteigende Folge ganzer Zahlen

IIO<II1<I12<...

und eine Folge von Elementen
ani € Im(r)

i-1
0= VK(a i E an.Hn.)'
=0 5 ]
-1
Insbesonder konvergiert die Folge der Partialsummen Y a Hn gegen a,
=0 j
o)
a= jgo an.Hn. in K,
d.h. a kann als konvergente Reihe der angegebenen Art geschrieben werden.

QED.
Beweis von 3.4.3. Zu (i). Seien
_ vy m-1
EX)=X"+ Em-1X + ...+ E0 € K[X]
ein Eisenstein-Polynom und

I1
eine Nullstelle von E in einem Erweiterungskorper von K. Wir setzen
L := K{I).

Nach Definition des Begriffs Eisenstein-Polynom liegen die Koeffizienten von E in O,
d.h. IT ist ganz uber O,

HEOL ,
und es gilt
VL(H) =0.
Es folgt
. _ ms _39 m-1 40
m VL(H) = VL(H )= VL(Em—IH + ...+ EO) ="1,
also

vL(H) > 1.
Wir wihlen die ganze Zahl s derart, daf} gilt
>s - 1 mite :=e(L/K).

S =

v D

Dann ist
m=nz=e=smitn :=[L:K]. 3)

¥ IT ist Nullstelle von E(X).

0 Alle Koeffizienten E, mit i < m liegen im Bewertungsideal von K.
i



Die Ungleichung

. m = n besteht, weil das Minimalpolynom w von IT tiber K das Polynom E teilt,
d.h.esist m=deg E = deg u=[L:K] =n.
. n = e besteht wege n = [L:K] = e«f
o e = s besteht nach Wahl von s, d.h. wegen e = =
v, ()
Wir wollen zeigen, m = s. Angenommen es ist m >s. Dann gilt
mev, (IT)
m___ L " o o4 m
vy AT =—— ezl —ee>e. )

AuBlerdem ist
= Ce >42 ir 1 = -
\/L(El) =c \/K( El) =" efuri O, e, M 1,

d.h. jedes EiHi liegt in*’ piﬂ furi=1, ..., m-1. Zusammen mit (4) ergibt sich

_44 m m-1
VL(EO) = VL( I + Em— I1 + ...+ E1H) >e

1
also
1
VK( EO) = gVL(EO) > 1.
Das steht im Widerspruch dazu, daB3 E(X) Eisenstein-Polynom sein soll. Die Annahme

m > s ist falsch. Es gilt somit uiberall in (3) das Gleichheitszeichen. Insbesondere ist
L/K total verzweigt  (wegen € = n).

VL(H) =1 (wegen s = e und Definition von s)
E irreduzibel (wegen m = n).
Damit ist Aussage (i) bewiesen.

Zu (i1). Sei L/K eine total verzweigte Erweiterung und IT ein Parameter von L. Dann gilt
f(L/K) =1,
d.h.

Olp=x= KL (®))
Sei m ein Parameter von K. Die Abbildung
Z —s L* ue+v p II =11V,
ue+v

fugt sich dann in das kommutative Diagramm

1d
7 — 7

N
L*
ein; VL( Hue+v) = u-VL(:rc) + V'VL(H) = use Weiter fixieren wir eine Abbildung r

mti r(0) = 0, welche sich in das folgende Diagramm kommutativ einfugt.

n
vpan
L
S

2 weil die Koeffizienten von E(X) in O liegen.
* wegen VL(H) > 1.

4! nach Wahl von s ist

“TT ist Nullstelle von E(X).



Id

Ko/ K
r NS
OL

d.h. r ordnet jedem Element von K, einen Repréasentanten in OL zu. Wegen (5) konnen

L
wir r sogar so wahlen, daf
Im(r)C O

gilt. Die beiden Abbildungen geniigen den Bedingungen von 3.4.4 an (mit L anstelle
von K). Jedes Element von L IaBt sich somit in der Gestalt

o
D aan mita_ EImr) C O
n>> -0
schreiben Wegen
o0 o0 -
2 aan= 2 2 aqe+r el
n>> -0o n>> -co h=qe+r
e-1 00

_ qQy 1L =45
> 3 aqe+rn )eIT" €7 KAT)
=0 g>>-00
erhalten wir
L = K[IT] = K(IT).

Die gerade betrachtete Potenzreihe liegt genau dann in O, , wenn sie bezuiglich v, einen

L’ L
nicht-negativen Wert hat, d.h. wenn alle auftretenden Exponenten = O sind. Es gilt
deshalb

OL = O[IT].
Sei jetzt

_vIn m-1
EX)=X +Em-1X + ... +EOEK[X].

Wir haben noch zu zeigen, E ist ein Eisenstein-Polynom.

Nach Wahl von E ist E auch das charakteristische Polynom der Multiplikation mit IT auf
L = K(IT). Insbesondere ist

E.=*N

0 L/K(H)’

also

_ _46 ¢, — =47
VK(EO) = VK(NL /K(H) =" f VL(H) f 1.

Ersetzt man die Koeffizienten von E durch deren Restklassen modulo g, so erhdlt man
ein Polynom

E(X) € 0/p[X] = x[X].
welches gerade das charakteristische Polynom fur die Multiplikation mit IT auf dem k-
Vektorraum

* Links steht ein Quotient, wobei im Nenner eine Potenz von I steht und im Zahler ein

Polynom in IT, dessen Koeffizienten Potenzreihen mit Werten in K sind.

* nach 3.3.9.
T L/K ist total verzweigt.



OL/(QOL
ist. Nun ist diese Multiplikation mit IT eine nilpotente lineare Abbildung.*® Es gibt
also eine Basis dieses Vektorraums (zu einer geeignete vollstandigen Fahne), bezuglich
welcher die Matrix dieser Abbildung Dreiecksgestalt hat, wobei auf der
Hauptdiagonalen lauter Nullen stehen. Das charakteristische Polynom ist also gleich
einer Potenz der Unbestimmten,
E(X) = X™.
Damit gilt
Ei cEpfuri=0,..,m-1,
d.h. E(X) ist ein Eisenstein-Polynom.
QED.

3.4.5 Existenz total verzweigter Erweiterungen

Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper. Dann gibt es zu jeder naturlichen
Zahl e eine total verzweigte Erweiterung vom Grad e.

Beweis. Seien & ein Parameter von K und
EX) = X® - X - © € K[X].
Dann ist E(X) ein Eisenstein-Polynom von Grad e, definiert also eine Erweiterung der

gesuchten Art.
QED.

3.4.6 Anmerkungen (uberflussig ?)

(i)  Wir verweisen hier noch auf einige weitere Ergebnisse, die wir hier nicht
beweisen werden (siehe Serre [1], Kapitel II).

(i) Ist
K =F[[t]]
der Korper der formalen Laurent-Reihen
o+
> a t
n>>-00

uiber dem Korper F, so kann man
Hn =t"und Im(r) =F
setzen. In diesem Falls haben K und k dieselbe Charakteristik.

(iii) Ein typisches Beispiel mit einem Restekorper der Charakteristik p > 0, wobei der
Korper K selbst die Charakteristik O hat, ist der Korper der p-adischen Zahlen

K=Q. .
QP
Setzt man noch voraus, daf k perfekt ist (zum Beispiel, wenn k endlich ist wie im
Fall K = Qp), so kann man Im(r) multiplikativ abgeschlossen wahlen, und zwar
auf genau eine Weise.
(iv) Man kann zeigen, ist ¥ perfekt von der Charakteristik p > 0, so existiert bis auf

Isomorphie genau ein diskret bewerteter Korper K der Charakteristik 0, welcher
als Restekorper besitzt und fur welchen v(p) = 1 ist.

“ Wegen I1° € p0 ist die Multiplikation mit TI® die Nullabbildung.



3.5 Unverzweigte Erweiterungen

3.5.1 Vorbemerkung

Nach Definition des Begriffs der unverzweigten Erweiterung (im lokalen Fall, vgl.
3.3.13) ist fur jede unverzweige Erweiterungen

L/K
die zugehorige Ereweiterung

KL/K

separabel. Ein Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, daB} in einem gewissen Sinne auch
die Umkehrung dieser Aussage richtig ist: fur jede endliche separable Erweiterung K’/K
des Restkorpers k gibt es eine bis auf [somorphie eindeutig bestimmte unverzweigte

Erweiterung L/K mit k, =«’. Wir werden sogar zeigen, da} die Zuordnung

L

KL|—>L

einen Funktor definiert.
Wir beginnen mit einer Beschreibung der Struktur unverzweigten Erweiterung im
selben Stil, wie wir das gerade fur die total verzweigten Erweiterungen getan haben.

3.5.2 Die Struktur der unverzweigten Erweiterungen
Sei K ein volltandiger diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und

dem Restekorper k = O/g. Die unverzweigten Erweiterungen von K sind dann gerade
die einfachen algebraischen Erweiterungen, fur welche die Minimalpolynome uiber dem
Restekorper irreduzibel und separabel bleiben. Genauer gilt:

(i)  Sei L/K eine unverzweigte Erweiterung von K. Dann gibt es ein Element x € OL

dessen Restklasse x in k die Erweiterung der Restekorper erzeugt, d.h.

KL = K(;).

Ist g(X) € K[X] das Minimalpolynom eines solchen Elements x uiber K, so liegen
die Koeffizienten von g in O ,

g(X) € 0[X]

und das zugehorige Polynom®
g(X) Ek[X]

ist irreduzibel und separabel. Auferdem gilt

L = K(x) und OL = O[x].
(i) Sei

g(X) € O[X]

ein normiertes Polynom, fur welches das zugehorige Polynom
g(X) Ex[X]

irreduzibel und separabel ist. Fur jede Nullstelle x von g(X) in einer
Korpererweiterung von K ist dann
L =K(x)

eine unverweigte Korper-Erweiterung mit x € OL und die Restklasse x von x in

K erzeugt die zugehorige Erweiterung der Restekorper, d.h.

KL = K(;).

g entstehe aus g, indem man die Koeffizienten von g durch deren Restklassen in K ersetzt.



Beweis. Zu (i). Als endliche separable Erweitung ist KL/K einfach, d.h. sie hat die
Gestalt

mit einem geeignet gewahlten Element x € OL. Seien jetzt

XEOL

ein solches Element,
g(X) EK[X]
dessen Minimalpolynom uiber K und
h(X) € x[X]
das Minmalpolynom von X iber k. Dann gilt
g(X) € 0[X],
denn die Koeffizienten von g(X) sind die elementarsymmeterischen Funktionen in den

Konjugierten von x, d.h. sie sind ganz uiber O und liegen in K, also liegen sie in O.
Weiter ist

[L:K] = [K(x):K] =deg g =" deg h = [KL:K] = f(L/K) ="' e(L/K)+f(L/K) = [L:K].
In der Abschitzung gilt somit uiberall das Gleichheitszeichen. Insbesondere gilt deg g =
deg h, d.h. das zu g(X) gehorige Polynom g(X) € k[X] ist gerade h(X),
_ 2(X) = h(X).

Insbesondere ist g irreduzibel und separabel. Weiter ergibt sich aus den
Gleichheitszeichen in der obigen Abschétzung

L = K(x).
Wir haben noch zu zeigen, es gilt

OL = O[x].

Nach Wahl von x gilt zumindest “_”. Zum Beweis der Gleichheit wenden wir die

Beschreibung der Diskriminante einfacher Erweiterungen von Dedekind-Ringen 3.2.10
an.”® Nach 3.2.10 (iii) ist die zu beweisende Gleichheit Aquivalent zur Bedingung

D(OL/(‘)) = g’(x)(‘)L.
Weil L/K nach Voraussetzung (i) unverzeigt ist, ist die Differente auf der linken Seite
gleich OL (nach 3.3.14 und den zweiten Schritt des Beweises von 3.3.14). Es reicht
somit zu zeigen,
g’(X)OL = OL. (1)
Wie wir gerade gesehen haben, ist g separabel, d.h. g und g’ sind teilerfremd. Ein

Linearkombination von g und g’ mit Koeffizienten aus k[X] ist gleich 1. Wir gehen zu
den Reprisentanten in O und und sehen, eine Linearkombination von g und g’ mit
Koeffizienten aus O ist eine Einheit in O. Wir setzen X = x und erhalten, ein OL—

Vielfaches von g’(x) ist eine Einheit in O, d.h. es gilt (1).

% Das zu g(X) gehorige Polynom g(X) € k[X] ist ein normiertes Polynom mit der Nullstelle X, wird

also vom Minimalpolynom h(X) von X geteilt. Beim Ubergang zu g bleibt der Grad unverandert,
beimUbergang zum Teiler h kann er hochstens kleiner werden.

I L/K ist nach Voraussetzung (i) unverzweigt.

52 Man kann auch die Beschreibung 3.4.4 der Elemente von vollstindigen bewerteten Korpern duch
Laurent-Reihen verwenden.



Zu (ii). Sei umgekehrt g(X) € O[X] ein normiertes Polynom mit g(X) € k[X]
irreduzibel und separabel, x eine Nullstelle von g in einer Korpererweiterung und
L = K(x).

Dann ist auch g irreduzibel’®. Wegen g(X) € O[X] ist x ganz uiber O, d.h.
X € OL
Weiter gilt

[L:K] = deg g(X) = deg g(X) = [k(x)/k] = [KL:K] = f(L/K) = e(L/K)+f(L/K) = [L:K]

Wieder muf in der Abschétzung tiberall das Gleichheitzeichen gelten. Insbesonder ist

e(L/K)=1und x, =k[X]

L
Weil das Minimalpolynom g von x iiber k separabel ist, ist KL/K eine separabel Korper-

Erweiterung und damit L/K unverzweigt.
QED.

3.5.3 Kategorien von Korpererweiterungen

Seien F ein Korper und € eine Familie von Korper-Erweiterungen von F. Wir ordnen
jetzt dieser Familie € eine Kategorie zu, die wir ebenfalls mit € bezeichnen.

Die Objekte der Kategorie € seien die Elemente der Familie von &.
Fur je zwei Elemente E’, E” der Familie € sei

Homg(E’, E”)
die Menge der Homomorphismen
h:E"—E”
von Ringen mit 1, welche den Teilkorper F elementweise festlassen,
h(x) = x fur jedes x € F.
Damit sind die Morphismen der Kategorie € festgelegt. Die Morphismen-Komposition

in € sei die gewohnliche Zusammensetzung von von Abbildungen.
Bemerkungen

(i) Fur jedes EEC liegt die identische Abbildung in Hom S(E’ E) und fur je drei

Korper E,E’,E” € € definiert Morphismen-Kompostionen eine Abbildung
Hom8 (E,E”) x Hom8 (E,E”) — Home (E.E”), (f, 2) » gof,

d.h. € ist tatsachlich eine Kategorie. ]
(i1)  Sei jetzt € eine Familie von algebraischen Korper-.Erweiterungen von F mit der
Eigenschaft, dal} fur jedes

Ee€é
auch die separable AbschlieBung™*

Eeé
von F in E in € liegt. Dann definiert die Einschrankung eine Abbildung
Hom(E’, E”) —s Hom(E’S, E” %), 0 » o%:= ol

pse

3 Da O ein ZPE-Ring ist, kann man den Satz von Gauf} anwenden: eine Zerlegung von g iiber K wiirde
eine Zerlegung von g tiber O zur Folge haben und damit eine Zerlegung von g
> dies ist der groBte Korper E’ zwischen F und E, welcher separabel uiber F ist ist, d.h.

ES= {x € E | x separabel uber F}



die mit der Morphismen-Komposition vertraglich ist. Mit anderen Worten, durch
756 3 & Ep ES op 05
ist ein Funktor definiet.
(iii) Abbildung (1) ist injektiv’® und im Fall E’ = E’S bijektiv.

3.5.4 Verhalten von Bewertungen bei Homomorphismen

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper, L/K und L’/K zwei endliche
separable Korpererweiterungen und

ooL—L’
ein Homomorphismus von Ringen mit 1, welcher K elementweise fest 1a3t. Dann gilt
vy »(0(x)) = e(L’/o(L))+vy (%)
fur jedes x € L.
Beweis. Sei

. %k
VOL. oL* — 7Z

die eindeutig bestimmte Bewertung des Korpers oL. Dann ist durch
Tk
v:L* —5Z,Xx » VOL(O'X),
eine Bewertung von L definiert. Wegen der Vollstandigkeit von K ist aber die
Bewertung von L durch die von K eindeutig bestimmt, d.h. es gilt fur x €L

v 00 = V()

= VO_L(OX) (Definition von v)
VL,(GX)
= ——— (Definition des Verzweigungsindex),
e(L’/o(L))
also
e(L /0(L))'VL(X) = VL,(OX).
QED.

3.5.5 Invarianz der Bewertung gegenuiber der Galois-Gruppe
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit der Galois-Gruppe G = G(L/K). Dann gilt

VL(GX) = VL(X)

fur jededs x € L und jedes o€ G.

Beweis. Folgt aus 3.5.4 mit L = L.
QED.

3.5.6 Auf den Reste-Korpern induzierte Homomorphismen

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper, L/K und L’/K zwei endliche
separable Korpererweiterungen und

ooL—L’

% Die Elemente von E® erhilt man durch wiederholtes ziehen von p-ten Wurzeln, wobei p die
Charakteristik von F bezeichne. Das Ziehen der p-ten Wurzel ist in der Charakteristik p eindeutig, d.h.

alle Elemente von E sind iiber E® nur zu sich selbst konjugiert. Das Bild einer p-ten Wurzel eines
Elements x bei einem Homomorphismus ist deshalb, falls es existiert, bereits durch das Bild von x
eindeutig festgelegt.



ein Homomorphismus von Ringen mit 1, welcher K elementweise fest 1a3t. Dann gilt
o(0) S0, undole) S, . )
d.h. o induziert einen Homomorphismus

Ky KL — X
von Ringen mit 1, welcher den Korper k elementweise festlat. AuBerdem gilt

. _ 56
M k=l

(i1) Krc = KT°KG fur K-Homomorphismen o:LL — L’ und ©:L’ — L.

Auf diese Weise sind Funktoren . .
Kategorie der endlichen (Kategorie der endlichen
{ separabelen Korper- } —5 ] Korpererweiterung | [ 5 x

Ok K
erweiterungen von K

L
von K
und
Kategorie der endlichen Kategorie der endlichen
{ separabelen Korper- }_> ) separablen Korper- | 1, 5 Ki, or KSO .

erweiterungen von K

erweiterun von K

S
definiert. Dabei bezeichne Ki die separable AbschlieBung von K in KL und K die

Einschrankung von K5 auf die separablen AbschlieBungen.

Beweis. Aus der Formel
VL,(O'(X)) = e(L’/o(L))-VL(x) furxeL

von 3.5.4 folgt

VL(X) =0=> VL,(O'(X)) =0
und

VL(X) >0 = VL,(o(x)) >0
Deshalb bestehen die Inklusionen (1). Insbesondere induziert damit © einen
Homomorphismus

K5 K —> K,

der beschriebenen Art. Wir erhalten so fur je zwei endliche separable Erweiterungen
L/K und L’/K eine Abbildung

Homg(L, L) — Homg,(KL, KL,), oP KO,

wenn € die Kategorie der endlichen separabelen Korper-Erweiterungen von K und &’
die der endlichen Korpererweiterungen von k¥ bezeichnet. Fiur o = Id: L — L ist K5

die identische Abbildung, und die Zuordung o K5 ist mit der Komposition von

Homomorphismen o vertraglich. Wir erhalten so den ersten der beiden beschriebenen
F Durch die Zusammensetzung mit dem Ubergang zu den separablen
AbschlieBungen (vgl. Bemerkung 3.5.3 (ii)) erhalt man den zweiten.

QED.

Bemerkung

%dh. fuirL’=Lund o =Idist x die identische Abbildung.
o



Das nachfolgende Ergebnis besagt in der Sprache der Kategorien im wesentlichen, daf3
der oben konstruierte Funktor

S S
Ll—)KL,O'I—)K ,
o

einen adjungierte Funktor besitzt. Insbesondere ergibrt sich so quasi-inverse
Aquivalenzen’

Ky € —> & undL(7: & — €
der Kategorie € der endlichen unverzweigten den Erweiterungen von K mit der
Kategorie €’ der endlichen separablen Erweiterungen von K.

3.5.7 Die unverzweigte Erweiterung L(x’) zu einer der Restekorper

Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und
dem Restkorper k = O/gp. Sei weiter k’/k eine endliche separable Korper-Erweiterung.
Dann existiert eine endliche separable Korper-Erweiterung
L=L(")
von K derart daf} folgende Bedingungen erfullt sind.
6] K = KL (Isomorphie uber «).
(i1) L/K ist eine unverzweigte Erweiterung.
(i)  Die Abbildung

HomK(L, L) — HomK(KL , KL,) , OB KO,
ist bijektiv fur jede endliche separable Korper-Erweiterung L’/K.
Die Erweiterung L/K ist bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt durch die
Eigenschaften (i) und (ii) und auch durch die Eigenschaften (i) und (iii).
Bemerkungen

. S S S
(i)  In (iii) kann man K und K5 durch ¥y , Ky > und K5 ersetzen.

K

L L

(ii) Im Beweis benotigen wir den in 2.4.5 beschriebenen zweiten Spezial des
Henselschen Lemmas:

Seien K ein vollstandiger bewerteter Korper mit dem Bewertungsring O, und dem
Restekorper k, g(X)EO[X] ein normiertes Polynom mit der Eigenschaft, dal das
zugehorige Polynom

g(X) e x[X]

separabel ist, und sei o, Ek eine Nullstelle von g. Dann gibt es in O genau ein

0
Element o mit

g(a) =0 und a= -
Beweis von 3.5.7. 1. Schritt: Existenz von L.
Als endliche separable Erweiterung ist k’/k einfach, d.h.

K =x(a).
Bezeichne
h(X) € x[X]

das Minimalpolynom von a uber k.Wir ersetzen die Koeffizienten von h durch
irgendwelche Représentanten in O und erhalten ein Polynom

°7 d.h. die beiden Zusammensetzungen der beiden nachfolgenden Funktoren sind isomorph zum
identischen Funktor.



g(X) € O[X]
mit der Eigenschaft, daf} das zugehorige Polynom tiber ¥ gerade h ist,

g(X) = h(X).
Wir konnen dabei g so wihlen, da3 der hochste Koeffizient von g gleich 1 ist,
g(X) normiert.
Seien x eine Nullstelle von g in einem Erweiterungskorper von K und
L := K(x).
Dann ist x ganz uber L,

XEOL

und die Restklasse x von x in KList eine Nullstelle des irreduziblen und separablen

Polynoms g = h, d.h. wir konnen KL mit K’ identifizieren,

2

K, =K',

=

und zwar so, daf}
X=a
wird.
Auf Grund des Struktursatzes fur unverzweigte Erweiterungen (vgl. 3.5.2) ist
L/K unverzweigte Erweiterung.

Insbesondere sind die Bedingungen (i) und (ii) erfullt. Zeigen wir, dal auch Bedinung
(iii) erfullt ist, d.h. die Abbildung

HomK(L, L) — HomK(K ),0B K ,

K
L’ o
ist bijektiv. Sei ein k-Homomorphismus

Wik K

vorgegeben. Mit g(x) = 0 gilt dann auch g(w(x)) = 0. Nach dem Henselschen Lemma
(d.h. nach der obigen Bemerkung (ii) mit L.’ anstelle von K) gibt es genau ein

X" €0, mitg(x’)=0und X’ =w(x),
wobei x’ die Restklasse von x’ in KL, bezeichne. Da x und x’ Nullstellen desselben
irreduziblen Polynoms sind und die Erweiterung L von x uiber K erzeugt wird, gibt es
genau einen K-Isomorphismus

o: L — L’ mit o(x) =x’.

Nach Konstruktion gilt KO_(;) =x’ und da x die Erweiterung k, iiber k erzeugt,

L

K_=W.

o
Die Abbildung von Bedingung (iii) ist somit surjektiv. AuBerdem gilt fur jeden K-
Homomorphismus o: L — L’ mit K =W auch
o(x) mod g = KO&) =w(x)=x",
also
g(o(x) mod p) = g(x _(x))=gx") =0.

Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage des Henselschen Lemmas folgt o(x) = x” = w(x).
Weil x die Korperweiterung L tiber K erzeugt, folgt

o =W.

Die Abbildung von Bedingung (iii) ist somit injektiv.
2. Schritt: L ist durch die Bedinungen (i) und (ii) bis auf Isomorphie festgelegt.



Sei L’ neben L eine weitere endliche separable Korpererweiterung von K, welche den
Bedingungen (i) und (ii) genuigt, d.h. L’ ist unverzweigt iber K und hat einen zu x’
isomorphen Restekorper (iiber k). Dann gibt es einen k-Isomorphismus

WK — K,

und dieser kommt von einem K-Homomorphimus

oL—L’
(auf Grund der gerade fur L bewiesenen Aussage (iii)). Das L und L’ unverzweigt sind
uber K, gilt auBBerdem

[L:K] =* f(L/K) = [KL:K] =[x, ,:x] = f(L’/K) = [L":K].

K >
Deshalb ist o ein K-Isomorphismus.

3. Schritt: L ist durch die Bedingungen (i) und (iii) bis auf Isomorphie festgelegt.

Sei L’ neben L eine weitere endliche separable Korpererweiterung von K, welche den

Bedingungen (1) und (iii) genugt. Dann gibt es einen K-Isomorphismus

WK — K,
und die Abbildungen

HomK(L, L) — HornK(KL , KL,) ,O0 B KO_,
und

HomK(L ,L) — HomK(KL, ,KL) T B KT,

sind bijektiv. Insbesondere gibt es K-Homomorphismen
o.L— L undt: L — L mit KO: W undKT = w'l.
Diese insbesondere auch K-lineare Injektionen von Vektorraumen, sodafl L und L’ uiber

K dieselbe Dimension besitzen. Dann sind aber o und t Isomorphismen uiber K.
QED.

3.5.8 Der Korper L(x’) im normalen Fall

Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, g) und

dem Restkorper k = O/p. Sei weiter K’/K eine endliche separable Korper-Erweiterung.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) L(x’) ist normal uber K.
(i) «’ ist nomal Uber K.

Sind die beiden Bedingungen erfullt so sind die Galois-Gruppen der
Korpererweiterungen L(x’)/K und k’/k isomorph,

G(L(VK) — G/, 0 1 K
Beweis. 1. Schritt. Fur jede endliche separable Erweiterung E/F gilt
# (AutF E) =< [E:F].

Das Gleichheitszeichen besteht genau dann, wenn die Erweiterung
normal ist.

Sei F die algebraische AbschlieBung von F und
X = {01 s e s 05}

% nach 3.3.7.



die Menge der F-Einbettungen
o, E—F
von E in F. Weil E separabel iiber F ist, gilt
¢ = [E:F].

Die Zusammensetzung eines Elements von
AutF(E) = HomF (E,E)

mit einer Einbetung o, ist wieder eine solche Einbettung. Wir erhalten so eine
Abbildung

AutF (E) — X, 0 G,°0. (1)

Weil die Einbettung o, injektiv sind, gilt mit 0,°0 = 0,°T stets o=t, d.h. (1) ist
injektiv. Insbesondere gilt

# (Autg (B)) < # X =€ = [E:F]. (2)

| mit seinem Bild in F. Die Abbildung o, wird

dadurch zur identischen Abbildung und Aut_F (E) wird durch (1) zu einer Teilmenge X.

Identifizieren wir jetzt E vermittels o

Ist die Erweiterung L/K normal, so sind alle Konjugierten von L iiber K (in F) gleich L,
d.h. die Bilder der o, sind gleich L und die o, sind K-Automorphismen von L.

Abbildung (1) ist surjektiv und in (2) gilt das Gleichheitszeichen.
Gilt umgekehrt in (2) das Gleichheitszeichen, so ist die injektive Abbildung (1) auch

surjektiv. Jede K-Einbettung von E in F ist ein Automorphismus von L. Insbesondere
sind die Bilder der o, samlich gleich L. Die Konjugierten von L uber K in F sind

samtlich gleich L, d.h. L/K ist eine normale Erweiterung.
2. Schritt: Bedingungen (1) und (ii) sind aquivalent.

Weil L(x’) unverzweigt ist uber x gilt

[L(x*):K] = f(L(x*):K) = [K":k].
AuBerdem gilt nach 3.5.7(iii)
AutKL(K’) = HomK (L(x”), L(x"))

= HomK (K’,x’)
=Aut ¥’
K
Damit ist
# AutKL(K’) =[L(x) K] # AutKK’ = [K’:x].

Nach dem ersten Schritt bedeutet dies gerade (i) < (ii).

Sind die Erweiterungen normal, so stimmen die Galois-Gruppen aber gerade mit den
Automorphismen-Gruppen uberein, d.h. es ist dann

G(L(’)/K) = G(k’/x).

QED.



3.5.9 Maximale unverzweigte Teilerweiterungen und die Tragheitsgruppe
Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ) und

dem Restkorper k = O/gp. Sei weiter L/K eine endliche separable Korper-Erweiterung.

Dann gibt es einen Zwischenkorper L0

KC LO cL
mit der Eigenschaft, da} fur jeden Zwischenkorper L’,
KCL CL,

die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind.
1) L’/K ist unverzweigt.

(i1) L' C LO'
Aullerdem gilt
S
Der Zwischenkorper L | heifit auch maximale unverzweigte Teilerweiterung von L/K.

0
Ist L/K eine Galois-Erweiterung, so ist auch LO/K Galoissch und gleich
Go

LO:L

dem Fixkorper der Gruppe

G0 = GO(L/K) ={ oeGL/K) I VL(O'(X) - x) > 0 fur jedes x EOL}.

Die Gruppe GO(L/K) heilt Tragheitsgruppe der Erweiterung L/K.

Bemerkung

Nach Definition besteht die Tragheitsgruppe aus denjenigen Elementen
o:L—L
der Galoisgruppe, welche auf dem Restkorper die identische Abbildung

K0= 1d: KL — KL

induzieren.

Beweis. Nach 3.5.7 gibt es eine (bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmte)

unverzweigte Erweiterung L0 von K mit

K, =K
= K] .
LO
Ebenfalls nach 3.5.7 kommt die natuirlichen Einbettung
S
KLO =Kp S K

0 < L. Wir konnen L0 durch sein Bild bei o ersetzen, und

ein Korper zwischen K und L wird,

L

von einer K-Einbettung o: L

erreichen so, daf} L0

KCL CL

Alle Korper L’ zwischen K und L, sind dann unverzweigt.>

0

¥ Weil K als Teilerweiterung von KL separabel ist iiber k und weil e(L’/K) ein Teiler von e(LO/K) =

0
1 ist.



Sei jetzt L’ein Korper zwischen K und L, welcher unverzweigt ist iiber K,
K C L’ C K, L’/K unverzweigt.

Dann gilt Ky - KL und K, , ist separabel uber x, d.h.

L’
k., Cx =k
L’="L7"L -
0
Nach 3.5.7 kommt diese k-Einbettung von einer K-Einbettung
ol & LO'
Wir wihlen ein Element
X E OL’ crL,
dessen Restklasse die Erweiterung KL,/K erzeugt,
K, = K[x]. (1)

L

Dann sind x und o(x) Elemente von (‘)L mit derselben Restklasse x in k., ,%

L wobei
letztere separabel uiber k¥ ist. Nach dem Henselschen Lemma (vgl. Bemerkung 3.5.7
(i1))*! ist deshalb

o(x) = X.
Nach dem Struktursatz fur unverzweigte Erweiterungen (3.5.2) gilt mit (1) auch L’ =
K(x), d.h. o ist die identische Abbildung und es gilt

L C LO.
Wir haben gezeigt, fur Korper L’ zwischen K und L sind die beiden Bedingungen (i)

und (ii) aquivalent, d.h. der konstruierte Korper LO ist ein Korper mit der behaupteten

Eigenschaft. Nach Konstruktion von L0 ist

.S
KLO =KJ .
Wir haben noch den Spezialfall, daB L/K eine Galois-Erweiterung ist, zu betrachten.

Dann sind alle zu L0 uber K konjugierten Korper zwischen K und L unverzweigt,
und sind damit (aus Gradgrunden) gleich L

liegen also in L . Der Korper L | ist somit

0 0

normal uber K, d.h.

0

LO/K ist eine Galois-Erweiterung.

Die Tragheitsgruppe G, ist nach Definition gerade der Kern der Abbildung

0
G(L/K) — AutK(KL), Ok K_.
Nun ist nach Bemerkung 3.5.3(ii1) die Einschrankungs-Abbildung
s S
AutK(KL) — AutK(KL) = GK(KL), f fIKS
L

injektiv. Deshalb ist G, auch der Kern der Abbildung

0

o . . S . ..
% weil o die natuirliche Einbettung KO KL induziert.

1 Weil L’/K unverzweigt ist, ist das zum Minimalpolynom von x bzw. ox gehorige Polynom tiber

gerade das Minimalpolynom von X tiber K, also irreduzibel und separabel (nach dem Struktursatz fur
unverzweigte Erweiterungen, vgl. 3.5.2 (1)).



S S
G(L/K) — GK(KL) = GK(KLO), Ok K_.

Weil L0 unverzweigt ist uber K, konnen wir die Galois-Gruppe rechts mit der von LO

/K identifizieren (nach 3.5.8). Wir sehen so, GO ist der Kern der

Einschrankungsabbildung
G(L/K) — G(LO/K), oPr OIL ,

0
d.h.
GO = G(L/LO).
Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist L0 der Fixkorper von GO.
QED.

3.5.10 Das Kompositum unverzweigter Erweiterungen
Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ), dem
Restkorper k = O/g und der separablen AbschlieBung K 5.
Fur je zwei Zwischenkorper
KQLiQKS (i=12)

welche endlich und unverzweigt tiber K sind, ist dann auch das Kompositum

L1L2
unverzweigt uber K.
Beweis. Seien
L:= L1L2
und L die maximale unverzweigte Teilerweiterung von L/K. Nach Definition (vgl.

0
3.5.9) gilt dann L1 C LO und L2 C LO’ also

L,,

LL,CL,CL=LL,

172
d.h. L =L ist unverzweigt uber K.

0
QED.
3.5.11 Maximale unverzweigte Erweiterungen Knr

Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ), dem

Restkorper k = O/g und der separablen AbschlieBung K 5.
Dann wird die Vereinigung aller endlichen Zwischenkorper L,

KCLCKS
mit
o L/K unverzweigt
mit
nr
bezeichnet und heiflit maximale unverzweigte Erweiterung von K.

Bemerkung
Die Menge Knr ist auch die Vereinigung aller Zwischenkorper L,

KCLCKS

%2 nr steht fur “none-ramified”.



mit
L/K unverzweigt und normal,
d.h.

KIlr =JUXmitX:={LIKCLC Knr’ L/K unverzweigt und normal } (1)

Beweis. Die in der Bemerkung definierte Menge ist als Vereinigung von weniger
Mengen in Knr' Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Dazu reicht es zu

zeigen, zu jedem Zwischenkorper L,

KCLCKS
mit L/K unverzweigt gibt es einen Zwischenkorper L’,

KCL CKS
mit L.’/K unverzweigt und normal, wobei gilt

LCL.
Zur Konstruktion von L.’ wihlen wir ein Element a €L, welches L tiber K erzeugt,
L = K(a).
und betrachten den Zerfallungskorper L des Minimalpolynoms von o iiber K. Es gilt®”’
K CLCL”C K5 und L"/K normal.
Sei L’ die maximale unverzweigte Teilerweiterung von L”/K. Weil L/K unverzweigt ist,
gilt L C L’, zusammen also
KCLCL CL C KS.
Nach 3.5.9 ist mit L”’/K auch L’/K eine unverzweigte Galois-Erweiterung,
L’/K unverzweigt und Galoissch.

Mit anderen Worten, L’ ist ein Korper der gesuchten Art.
QED.

3.5.12 Eigenschaften von Knr

Sei K ein vollstindiger diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, ), dem

Restkorper k = O/g und der separablen AbschlieBung K5. Dann gilt:
@) Knr/K ist eine unendliche Galois-Erweiterung, d.h.

1. Knr ist ein Korper
2. Jedes Element von Knr ist algebraisch separabel uber K.

3. Liegt ein Element a€KS in Knr’ so gilt dasselbe fur alle zu a konjugierten

Elemente von K.
(1) Jede endliche Teilerweiterung von Knr/K ist unverzweigt uiber K.

(ii1) Die Galois-Gruppe G(Knr/K) ist als topologische Gruppe isomorph zur Galois-

Gruppe G(ic>/x) der separablen AbschlieBung k> von k.

5 Die Inklusion links besteht trivialerweise. Der Korper L wird von o und den Konjugierten von o
erzeugt. Also gilt

LCL”
Mit a sind auch alle Konjugierten von o separabel uiber K, also gilt

L” C K>



Beweis. Zu (i). Zeigen wir, die Menge Knr genuigt den drei angegebenen
Bedingungen.
Bedingung 1. Seien a, f € Knr' Es reicht zu zeigen, es gibt einen ganz in Knr

enthaltenen Korper, welcher die Elemente o und [ enthalt. Zum Beispiel reicht es zu
zeigen,

K@, B SK_ .
Dazu reicht es zu zeigen,

K(a, B)/K ist unverzweigt.
Nun ist

K(a, p) = K(a)K(P)
gerade das Kompositum von K(a) und K(f). Nach 3.5.10 reicht es zu zeigen,
K(a) und K(p) sind unverzweigt uiber K.
Nach Wahl von a und f gibt es Korperweiterungen La und L, von K mit

B

ocELa und BEL, und mit La und L , unverzweigte uber K.

p
Als Teilkorper von La bzw. L B

K.
Bedingung 2. Jedes Element aEKnr liegt nach Definition von Knr in einer endliche

B

sind dann aber auch K(a) und K(f3) unverzweigt tiber

separablen und unverzweigten Korper-Erweiterung von K, ist also insbesondere
algebraisch und separabel uiber K.

Bedingung 3. Nach der Bemerkung von 3.5.11 gibt es fur jedes aEKnr einen
Zwischenkorper L,
KCLCK
nr
mit o€L und L/K normal (und unverzweigt). Dann liegen aber alle Konjugierten von o
tiber K ebenfalls in L, also erst recht in Knr'
Zu (ii). Sei L/K eine endliche Teilerweiterung von Knr/K’ Als endliche separable

Erweiterung ist dann L/K einfach, sagen wir
L =K(a).
Nach Definition von Knr gibt es eine endliche unverzweigte Teilerweiterung L.’/K von

Knr/(K’ welche das Element o enthélt. Dann gilt aber

KCLCL,
und mit L’/K ist auch L/K unverzweigt.
Zu (iii). 1. Schritt: Beschreibung von G(Knr/K)'

Wie in der Bemerkung von 2.5.11 schreiben wir Knr in der Gestalt

Knr =JXmitX:={LIKCLC Knr’ L/K unverzweigt und normal } (1)

Jeder K-Automorphismus o von Knr/K induziert auf jedem L € X einen K-

Automorphismus und die Einschrankung auf L definiert einen surjektiven Gruppen-
Homomorphismus



ch:G(Knr/K).—» G(L/K), o » 0|L , (L EX).
Da jedes x € Knr in einem L € X liegt, ist ein Automorphismus oc& G(Knr/K) durch

seine Einschrankunken auf die Korper L € X bereits eindeutig festgelegt, d.h. die
Abbildung

cp:G(Knr/K) — [] GIL/K), 0o (CPL(G))
LeX
ist ein injektiver Gruppen-Homomorphismus.
Fiur je zwei Elemente L”, L” € X mit L’ C L” definiert die Einschrankungsabbildung
einen Gruppen-Homomorphismus
ch,,,L,:G(L”/K) — G(’/K), 0 » 0|L, ,

Auf Grund der bekannten Fortsetzungssiatze der Theorie der algebraischen Korper-
Erweiterungen ist dieser Homomorphismus surjektiv. Trivialerweise ist das Diagramm

Lex’ 2)

G(K ) Ly G(L"/K)
3)
(PL’L )/ (p L 99 , L s

G(L’/L)
kommutativ fur beliebige L’, L” € X mit L’CL”. Mit anderen Worten, fur jedes
Element
o= (GL)L ex “)
aus dem Bild von o gilt
O = (PL”,L’(GL”) -0 y — (CPL”,L»OPY 9 prL,)(O) (5)
fur L’ €& L”, wenn pry. die Projektion auf die L-te Koordinate bezeichbnet. Sei

umgekehrt (4) ein Element aus dem direkten Produkt der G(L/K) welches, der
Bedinung (5) genuigt. Dann ist

OL:L—>L

ein K-Automorphismus und fur . C L” ist o, , gerade die Einschrankung von Py auf
L’. Fur jedes x € K__ist
nr
o; ()
fur jedes L mit x € L wohldefiniert und unabhéngig®* von der Wahl des speziellen L.

Indem wir o(x) = GL(X) fur x € L setzen, erhalten wir einen wohldefinierten K-

Automorphismus von Knr/K’ dessen Bild bei ¢ gerade das vorgegebene Element o ist.

Wir haben gezeigt,

% Der Durchschnitt L’ aller L mit XEL ist eine endliche Galois-Erweiterung von K, liegt in X, und es
gilt
GL’(X) = GL(X) fur jedes L mit x € L.



G(Knr/K) = { (OL)E [T GI/K)I ch,,’L,(OL,,) =0, fur L'CL”}, (6)

LeX
d.h. die Galois-Gruppe G(Knr/K) ist eine Untergruppe des direkten Produkts der

endlichen Gruppe G(L/K). Dieser Isomorphismus bedeutet gerade, daf3
G(Knr/K)

inverser Limes der endlichen Gruppen G(L/K) bezuglich der Homomorphismen P ist.

Gruppen dieser Art heiflen proendliche Gruppen.

2. Schritt: Beschreibung einer Topologie von G(Knr/K)'

Wir versehen die endlichen Gruppen G(L/K) mit der diskreten Topologie, das direkte
Produkt

[[ G(L/K)

LeX
mit der Produkt-Topologie®® und die Untergruppe G(Knr/K) mit der Unterraum-

Topologie. Wir erhalten dann gerade die starkste Topologie der Menge G(Knr/K)’ fur
welche alle Abbildungen

P G(Knr/K) — G(L/K)
stetig sind. Diese Topologie heifit auch proendliche Topologie.

Die Mengen der Gestalt
-1
Ker(qp ) = ¢p, (Id)
sind gleichzeitig offen und abgeschlossen. Fur je zwei L’, L” € X liegt auch das
Komposition in X und es gilt
Ker(ep -y ») =Ker(g ) (N Ker(gy ).

Es ist nicht schwer zu sehen, die Mengen der Gestalt Ker(ch) bilden gerade eine
Umgebungsbasis des neutralen Elements von G(Knr/K) fur die proendliche Topologie,

d.h. die offenen Mengen der proendlichen Topologie sind gerade die Vereinigungen
aller Mengen der Gestalt

g Ker(ch) mit g € G(Knr/K) und L € X.
3. Schritt: Isomorphie von G(Knr/K) und G(x3/x) als topologische Gruppen.

Aus der Isomorphie (6) und der Beschreibung der proendlichen Topologie der Gruppe
G(Knr/K) ergibt sich, dal die topologische Gruppe G(Knr/K) durch die endlichen

Gruppen der Gestalt G(L/K) mit LEX und die Homomorphismen

CPL”,L,
bereits eindeutig bestimmt ist.
Wenn wir die obigen Betrachtungen mit K3/ anstelle von Knr/K wiederholen, erhalten

wir

5 d.h. mit der starksten Topologie, bei welcher fur jedes L die Projektion auf die L-te Koordinaten
stetig ist.



G(Sh) = { (0)\)6 [T G@/K)I cp)\,,’)\,((s)\,,) =0y, fur VCAY, (7)
reY
wenn Y aus den endlichen Teilerweiterungen A/k von K>/« besteht. Nun sind nach
Konstruktion die L € X unverzweigte Galois-Erweiterungen von K, d.h. es gilt
G(L/K) = G(Mx),
wenn A den Restekorper von L bezeichnet (vgl. 3.5.8). Bei diesen Isomorphismen

entsprechen die Abbildungen P » > von Formel (6) gerade den Abbildungen Py »

L’ N
von Formel (7), d.h. die rechten Seiten von (6) und (7) sind isomorph zueinander als
topologische Gruppen. Dasselbe gilt damit auch fur die linken Seiten.

QED.

Bemerkung

Die endlichen Gruppen auf der rechten Seite von (6) bzw. (7) sind bezuglich der
diskreten Topologie vollstandig.®® Nach dem Satz von Tichonov ist dann aber auch
deren direktes Produkt vollstindig. Dasselbe gilt dann aber auch fur die
abgeschlossenen Untergruppen (6) und (7), d.h.

G(Knr/ K) = G(x5/k) ist eine vollstandige topologische Gruppe.
(Dieselbe Argumentation zeigt fur jede proendliche Gruppe deren Vollstandigkeit).

3.5.13 Die Galois-Gruppe von Knr im Fall lokaler Korper

Sei K ein lokaler Korper (vgl. 3.1.2) mit dem Restkorper k, welcher aus

q=#kK
Elementen bestehe..Dann gibt es genau einen Automorphismus

o €GK _ /K)
q nr

mit

= a4

oq(a) = o.1mod 39

fur jede endliche Teilerweiterung L/K von Knr/K und jedes Element oo € OL. Die
Abbildung

7 —s GK_/K),nm o,
nr q
induziert einen Isomorphismus topologischer Gruppen

A
7 —s G(K_ /K).
nr

A
Dabei bezeichne 7Z die Vervollstandigung der additiven Gruppe Z bezuiglich der
Topologie, fur welche die Untergruppen der Gestalt

nZ
A
eine Umgebungsbasis des neutralen Elements O € Z bilden. Genauer, Z ist die

proendliche Gruppe
A
7 ={ (xn)neN € || ZnZ] (pdn,n(xdn) =X fur alle n, d EN}
nEN
Dabei bezeichne ¢ dnn die naturliche Abbildung

6 Beziiglich der diskreten Topologie ist jede Cauchy-Folge stationir, also konvergent.



Pinn’ Z/dnZ — Z/nZ, x mod dnZ + X mod nZ.
Beweis. Bezeichne
F=F
p

den Primkorper des endlichen Korpers k und

¢ :=[k: F]
dessen Grad uiber dem Primkorper, d.h. es sei

q=r".

Jede endliche Teilerweiterung L/K von Knr/K ist unverzweigt (nach Definition von Knr
in 3.5.11). Die zugehorige Erweiterung der Restkorper

KL/K
ist eine Erweiterung von endlichen Korpern. Sei

f:=f(L/K)= [KL: K]

der Grad der Erweiterung der Restekorper. Dann besteht der Korper i aus
_ n__nl
#K =q"=p
Elementen, namlich der Null und den (qn—l)—ten Einheitwurzeln, d.h. den Nullstellen
des Polynoms

n
-1
Xq -1 (1)
in einer algebraischen AbschlieBung
F
von F. Insbesondere ist ;. der Zerfallungskorper dieses Polynoms, also normal itber F

L

und ¥, also Galoissch. Die Galois-Gruppe uber F wird erzeugt von der Frobenius-
Abbildung,

Gk /F) =< 0>, o(x) = xP

Man beachte, die Frobenius-Abbildung ist fir jedes Element von F definiert, und 148t
sich als Automorphismus von F auffassen,
0:F—F, xm» xP.

Weil die Einschrankung von o auf x, die Galois-Gruppe erzeugt und diese die

L
Ordnung

#G(x IF) = [ :F] = [i| ]+[x:F] = né
hat, gilt
o hat die Ordnung n¢ auf K| -
Analog hat o auf k die Ordnung ¢. Die Abbildung i - o definiert damit
Isomorphismen

Wy ZIZ — G(</F), i mod €Z v> ol
W fZneZ — G(k/F), i mod néZ 1 ol

und ein kommutatives Diagramm



ZnlZ. % Gl /F)

Loy lfPKL’F

77, % G(x/F)

Dabei ist die linke vertikale Abbildung der natuirlichen Homomorphismus und die rechte
vertikale Abbildung der Einschrankungshomomorphismus. Der Kern der ersteren ist

(ZinéZ= Z/Z,i¢ mod néZ v> i mod nZ,
und der Kern der letzteren ist
G(KL/K).
Da die horizontalen Abbildungen Isomorphismen sind, erhalten wir einen
Isomorphismus der Kerne,
) ZInZ — G(x, /). imod nZ > ol

Insbesondere entspricht der Restklasse von 1 gerade der Erzeuger

4

OV K —> K,

von G(KL/K). Die Isomorphismen tpn fugen sich in kommutative Diagramme der
Gestalt

X B OZ(X) =xP =x4

77 o Gk, ./ il
n — (KL,, K) i b o
cpn,,’n,l lCPK v
L” L it

i b o

o W
7z — G(KL,/K)
ein fur je zwei endliche Teilerweiterungen L’/K und L”’/K von Knr/K mit L’CL” und
n’ :=[L:K]und n” := [L":K]
(man beachte, wegen L” C L” gilt n” = dn’ mit d := [L”:L’]).
Die Abbildungen dieser Diagramme konnen wir auch als stetigen Abbildungen
bezuglich der diskreten Topologien auffassen. Wir gehen zu den direkten Produkten der

beteilligten n Gruppen uiber und dann zu den abgeschlossenen Untergruppen,
welche die projektiven Limites darstellen.

G(Knr/K) = G(F/x)

="{(0,)€ [ GWK) g, .(0,.) =0, fur WCA")

AEY
= { (xn)neN € [] ZmnZI (pdn,n(xdn) =X, fur alle n, d EN}
neEN
A
=7

A
Die Topologie der Gruppe Z ist dabei gerade durch die Topologie-Basis des neutralen
Elements gegeben, die aus den Kernen der natuirlichen Surjektionen

57 vgl. (7) von 3.5.12.



A
7, — ZInZ., (Xn)nEN B X,

A
besteht. Wir haben noch Z mit Z zu vergleichen. Dazu betrachten wir die Abbildung
A

7 —7Z,xp» (X+ nZ)nEN’

welche jede ganze Zahl x auf die “konstante” Familie abbildet. Diese Abbildung ist ein
wohldefinierter®® Gruppen-Homomorphismus. Thr Kern ist gerade der Durchschnitt

N, ep M2 = ).

A
d.h. die Abbildung ist injektiv. Wir konnen also Z als Teilmenge von Z auffassen. Die

auf Z dadurch definierte Unterraum-Topologie ist durch die Umgebungsbasis der Null
gegeben, die aus den Kernen der Abbildungen
A

17— 1, — ZInZ , X » (X+nZ)nEN B X

besteht, d.h. aus den Untergruppen der Gestalt nZ.
A
Wir haben noch zu zeigen, Z liegt dicht in Z. Sei
A
(Xn)nEN €z
Wir haben zu zeigen, dieses Element kann beliebig gut durch eine ganze Zahl

approximiert werden. Zu zeigen ist, fur jedes m gibt es ein x € Z derart, dal die
Differenz

(Xn)nEN ) (X+nZ)nEN’

A
im Kern der natuirlichen Abbildung 7Z — Z/mZ liegt, d.h.mit
X =X mod mZ.

Wegen X € Z/mZ kann man fur x einen Repréasentanten von X in Z wihlen.

QED.
Bemerkung

Fur n € N and betrachten wir die Zerlegung von n in ein Produkt von Primzahl-

Potenzen betrachten, sagen wir

a a
n= pll-...-prr.
Nach dem chinesischen Reste-Satz erhalten wir eine Zerlegung in ein direktes Produkt

a a
ZInZ =7/ pllZ x.x 7/ p V7,
T

Wir konnen nun das direkte Produkt tiber alle n € N bilden und dann zum projektiven
Limes uibergehen. Es ist nicht schwer, zu zeigen (Ubungsaufgabe!), dal man so eine
Zerlegung
A A
Z=T] Z
L1 P

p
erhilt, wobei das Produkt uiber alle Primzahlen p zu erstrecken ist und

% Sie ist zunichst als Abbildung mit Werten im direkten Produkt wohldefiniert. Thre Werte liegen aber
A

sogar in der Teilmenge Z.



A

— n _ .
Zp =) enE IT Zp'Z1g (x4,) =% furallen, d EN}

hEN pdrp"
A

gilt, d.h. Zp ist die Vervollstandigung von Z ch der Topologie, fur welche die
Ideale der Gestalt

p'Z
eine Umgebungsbasis der O bilden. Dies ist aber gerden die p-adische Topologie, d.h.

A

Z

p
ist gerade die Gruppe der p-adischen ganzen Zahlen (d.h. die additive Gruppe des
Bewertungsrings von Qp).

3.5.14 Der Korper Knr fur lokale Korper K

Sei K ein lokaler Korper, dessen Restekorper k die Charakteristik p besitzt. Dann wird

nr
uber K erzeugt von den n-ten Einheitswurzeln, wobei n alle zu p teilerfrenden
naturlichen Zahlen durchlauft.
Beweis. 1. Schritt. Jede (endliche separable) unverzweigte Erweiterung von K entsteht

durch Adjunktion einer n-ten Einheitswurzel mit n teilerfremd zu p.
Sei

L/K

eine endliche, separable unverzweigte Erweiterung. Dann gibt es nach dem Struktursatz

fur unverzweigte Erweiterungen 3.5.2 ein X € OL mit
L =K(x), OL = O[x], KL =K(x),

wobei x die Restklass von x in KL bezeichne.Weil die Restekorper endlich sind, also
aus Einheitswurzeln bestehen, ist insbesondere X eine Einheitswurzel, sagen wir

o _

x =1
0.B.d.A. sei x eine primitive n-te Einheitswurzel®®. Angenommen p # 0 und p | n.
Wir betrachten die Abbildung

K, — K. ,X p xP.

L L’

Weil die Charakteristik von KL gleich p ist, ist dies ein Homomorphismus von Ringen

mit 1. Weil K als Korper keine nilpotenten Elemente besitzt, der Kern trivial, und weil

KL endlich ist, ist dies ein Isomorphismus. Insbesondere gilt mit
(;n/P)P =x2=1=1P.
auch x/P (wegen der Injektivitat). Die Einheitswurzel ist somit nicht primitiv, im

Widerspruch zu den Voraussetzungen. Wir haben gezeigt,

n ist teilerfremd zur Charakteristik p falls p # 0 ist.

Damit ist das Polynom X" - 1 separabel, und x ist Nullstelle dieses Polynoms. Nach
dem Henselschen Lemma gibt es ein eindeutig bestimmtes

% d.h. die n-te Potenz sei die erste, welche gleich 1 ist.



yEOLmitynz lundy =x.

Weil L/K unverzweigt ist, gilt dasselbe auch fur die Teilerweiterung
L’/K mit L := K(y).

Es folgt
X=y EKL, QKsz(x),
also KL, = KL , also
[L:K] =f(L’IK) (L’/K ist unverzweigt)

= [KL,:K]

= [KL:K]

= f(LIK)

= [L:K] (L/K ist unverzweigt),
also

L=L"=L(y), y n-te Einheitswurzelt.

1. Schritt. Durch Adjunktion einer n-ten Einheitswurzel zu K mit n teilerfremd zu p
entsteht eine unverzweigte Erweiterung.

Sei x eine n-te Einheitswurzel in einer algebraischen AbschlieBung

K
von K, d.h.
X E IZ, x™ = 1.
Wir setzen
L :=K(x)

und haben zu zeigen, L/K ist unverzweigt.
0.B.d.A. sei x eine primitive n-te Einheitswurzel.”

Die Erweiterung ist offensichtlich endlich und nach Wahl von n auch separabel.”’ Fur
die Restklasse

XEKL

von x gilt ebenfalls
x"=1.

Insbesondere ist die Teilerweiterung
K’ /K mitK’ = K(;)
von KL/K separabel. Es gibt deshalb eine unverzweigte Erweiterung L’ := L(x’) mit K
=K’ (nach 3.5.7):
L’/K ist unverzweigt iiber K
Ky, = K =k(y)

Wir wahleneiny € OL’ mit y = x. Dann gilt

™ Andernfalls konnen wir n durch einen Teiler von n ersetzen.
! Falls die Charakteristik von K ungleich Null ist, ist diese gleich der Charakteristik p von K.

Insbesondere ist dann n teilerfremd zur Charakteristik und die Ableitung an_1 des Polynoms x"-1

nicht identisch Null und teilerfremd zu X" - 1, d.h. X" - 1 hat keine mehrfachen Nullstellen, ist somit
separabel.



L’ :=L(y)
OL, = 0ly]

(nach dem Struktursatz 3.5.2 fur unverzweigte Erweiterungen).

Weil das Polynom X" - 1 separabel ist (und L’ vollstandig), gibt es nach dem
Henselschen Lemma ein eindeutig bestimmtes

ZEOL, mitzZ" =1 und z = x.

Die naturliche Einbettung K’ := K(;) S K, kommt, weil L’/K unverzweigt ist, von

einer K-Einbettung -
oL’ — L.
Wegen z = x, x" = 1, z" = 1 und der Eindeutigkeitsaussage des Henselschen Lemmas
folgt
o(z) =x
(man beachte, z € L’, x € L, d.h. 0(z) und x liegen beide in L). Wegen z € L.’ folgt
o(z) Eo(L’) C L =K(x),

also o(L’) = L. Die K-Einbettung o ist somit ein K-Isomorphismus. Dann ist aber mit

L’ auch L unverzweigt uber K.

QED.

Bemerkungen

(i)  Am Endes dieses Abschnitts wollen wir das Bild der Einheiten-Gruppen bei der
Norm-Abbildung bestimmen.

(i)  Wir erinnern daran, die Einheitengruppe eines Bewertungsrings R haben wir
bisher mit U := R*. Entsprechend schreiben wir jetzt im Fall eines vollstandigen
diskret bewerteten Korpers K

%
UK =0k = {OLEOK I VK(a) =0}

fur dessen Einheiten-Gruppe. Die Gruppe der n-Einheiten wird in derselben
Weise bezeichnet, d.h.

UK,n = {ocEOK I VK(l -a)y=zn}=1+ Ok

3.5.15 Das Bild der Gruppe der n-Einheiten bei der Norm-Abbildung

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine (endliche separable
und) unverzweigte Erweiterung. Dann gilt

NLKYL . = Ykn
fur jede natirliche Zahl n.
Beweis. Sei

neK , vK(:rc) =1,

ein Parameter von K. Weil L/K unverzweigt ist, ist dann 7 auch ein Parameter von L,
v, (m) = 1.
L@

Bezeichne m den Grad der Erweiterung L/K,
m = [L:K].

Nach Definition haben die Elemente u € UL n die Gestalt

u=1-x"x mit x EOL.



Betrachten wir das charakteristische Polynom Xu(T) € K[T] von 1 - u = wtex iiber K,

%D = TM - Tr(l-u)eT™ I+ 1) ™N(1-u).

Der Koeffizient von X ist gerade die elementarsymmetrische Funktion o, des Grades

n

i in den Konjugierten von ;' +x. Wegen nEK ist jedes dieser Konjugierten ein O, -

L
Vielfaches von 7, d.h. O'i ist ein Oi-Vielfaches von t™, Das charakteristische Polynom

hat deshalb die Gestalt

%D = T () T Ly 0+ ) (1)
mit h(T) € OL[T]. Wegen
%D =" det (T+Id - (1-u))
=73 det((T-1)+Id + u)
= (T-1)

erhalten wir

N @ =(-n™m N (0 (wegen -1 € K)
=M m %@ (Definition der Norm in 1.7.2)
= %D

= 1-a%Trx) + ey mity €0,
Insbesondere ergibt sich
NL/K(UL,n) < UK,n
Wir haben noch die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Dazu betrachten wir die gerade

bewiesene Identitat und versuch dort den storenden Summanden nn+1-y loszuwerden,

indem wir mit 1- a1z multiplizieren. Dabei sei z ein noch naher zu bestimmendes

Element aus OK . Wir erhalten

N e (@=(1- Ay = 12 e Trx) + ey

Ca e (1 oA Tr(x) + 70 ey
=1 - 7 Tr(x)

+ nn+1.(
n+l

y - Z*V)

L] 1 = _1
y von OK' Mitz :=v

mit der Einheit v = 1 - 7% Tr(x) + xt y erhalten wir

N e (@+(1- ez = 1 - aeTrx).
Wir haben gezeigt,

n. L]
L= Tr ) €Ny e Uy DUk o

" vgl. 1.7.2. Wir identifizieren hier das Element 1-u mit der K-linearen Abbildung, welche in der
Multiplikation mit 1-u besteht.

7 Die Matrix der Multiplikation mit 1 ist die Einheitsmatrix.

™ wegen (1) und h(T) € OL[T].



fur jedes x EOL.
OK (nach 3.3.18). Wir erhalten somit

Weil L/K unverzweigt, also auch zahm verzweigt ist, gilt Tr(OL) =

UK < NL/K(U ) UK ,n+1

Mit anderen Worten, fur jedes o € UK n gibt es Elemente

6n < UL,n und OLn+1 < UK,n+1

mit
OLn - NL/K(Bn). OLn+1

Wir setzen diese Identitaten ineinander ein und erhalten
% NP NP %0 =N BBy ) %

=N BB P %3
- NL/K(ﬁn.""BnH). OLn+i+1

furi=1,2,3, .. Furi — oo gilt . — 1und”

n+i+1

B e.op . — P,

n n+i
also’®

a, =Npg®-

Es reicht zu zeigen, BEUL o Fur jedes1=1,2, ... gilt

Bn+i < UL +1 < UL,n

also Bn."'.Bn+i S UL,n’ also

VL(B .o .-1)=n.
Weil die Folge der Bn."'.BnH konvergiert, erhalten wir fur i — 00 auch
VL(B -1)=n,

dh. pEU,
QED.

e.op €U .  ,dh

n+i+1 n+j n+i+1
v (y./y. - 1) = n+i+l.
L j'i

PMity :=p e..ofp . undi>jgilty/y. =P
i~ 'n n+i jli

Weil v, eine Einheit ist, gilt v_ (y./y. - 1) =v_((y.-y.)/y.)=v_(y.-Yv.), d.h. es ist
1 L 51 L ) 171 Ly 1
- = n+i+l
VL(YJ. ¥) = n+i
fur alle j > i. Die vy, bilden somit eine Cauchy-Folge. Weil K vollstandig ist, ist dies Folge
i

konvergent.

’6 Die Konjugerten der f «...op i konvergieren gegen die Konjugierten von f3, also auch deren Produkt
n n+i

gegen das Produkt der Konjugierten von [3.



3.5.16 Das Bild der Gruppe der Einheiten bei der Norm-Abbildung
Seien K ein vollstindiger diskret bewerteter Korper und L/K eine (endliche separable

und) unverzweigte Erweiterung. Fur ein Element u € U_, sind dann die folgenden

K
Aussagen dquivalent.
(1)  uliegtim Bild der Norm—Abbildung

Ny UL — Yk

(ii) Die Restklasse u von u in Kk liegt im Bild der Norm-Abbildung

N K, — K

KL/KL L K
Ist insbesondere KL endlich (d.h. ist K ein lokaler Korper), so ist
L/K(U )= K

Beweis. Nach 3.3.11 gilt fur jedes OLEOL
N —\€
fur jedes OLEOL mit e = e(L/K) = 1 (weil L/K unverzweigt ist). Insbesondere besteht

die Implikation (i) = (ii).
Wir haben die umgekehrte Implikation (ii) = (i) beweisen. Liege also u im Bild der

Norm-Abbildung N . Wegen (1) (mit e = 1) gibt es dann ein OLEOL mit

KL/KL

u=Np g@
also
u - NL/K(oc) e pK.

Insbesondere ist N (o) eine Einheit von O_,. Deshalb muf3 a eine Einheit von OL

L/K K
sein,
oE UL'
Es folgt
[ ] _1 - - - L] _1
usNp g (@) - 1= (- Np @) Ny @) € gy
also
. -1
usNy (@ €U 4
Nach 3.5.15 gibt es ein
peEU L1 C U
mit
. 1
Npg(B) = ueNp (o)
Es folgt
u=Np g Np @ =Np g By ENy o (U ).

Damit ist auch die Implikation (ii) = (i) bewiesen.

Wir haben noch zu zeigen, im Fall endlicher Restekorper ist Bedingung (ii) erfullt. Es
reicht zu zeigen, die Einschrankung



% %
NKL/KL: KL —_ KK. (2)
auf die multiplikativen Gruppen ist surjektiv. Seien p die Charakteristik der

Restekorper,

a
q=p

die Anzahl der Elemente von KK (d.h.a= [KK: Fp]) und
r= qb

die Anzahl der Elemente von KL (dh.b= [KL: KK])).
Der Korper Kk besteht dann aus den Nullstellen des Polynoms X9-X,

K = {o€k | 09-a = 0}.
und analog gilt
Ky = {0€k | af-a = 0}
Die Galoisgruppe G(KL/KK) wird von der a-ten Potenz der Frobeniusabbildung F

erzeugt und hat die Ordnung b. Also gilt

b-1 . b-1 ja b-1 b-1 .

i
Nk /k(u) = [[F2%w=TJuP = TJud =v®mits:= 3 ¢
L i=0 i=0 i=0 i=0
Die Fasern der Abbildung (2) bestehen daher aus
b-1 . qb-l
S.= 2 ql = q-_l
i=0
Elementen’’. Das Bild der Normabbildung (2) besteht also aus
M P
S S S

Elementen. Mit anderen Worten, die Normabbildung (2) ist surjektiv.
QED.

3.5.17 Beispiel
Betrachten wir die globale Situation

KCL

U u
RC S

mit R =7, K=Q und L = K(i). Dann ist die ganze AbschlieBung S von R in K gerade
der Ring

S =7Z[i]
der ganzen GauB3schen Zahlen. Die Spur- und die Norm-Abbildungen haben die Gestalt

Tr: L — K, a + bi » (a+bi)+(a-bi) = 2a,
N: L —s K, a + bi 1 (a+bi)(a-bi) = aZ + b2

Da S ein freier R-Modul mit dem linear unabhédngigen Erzeugendensystem {1,i} ist,
konnen wird die Diskriminante von S/R von der Determinante

" Je zwei Elemente aus derselben Faser haben einen Quotienten, der eine s-te Einheitswurzel ist. Man

beachte, s ist teilerfremd zur Charakteristik p, d.h. das Polynom X5-1 ist separabel.



Tr(1) Tr(i) 50
det ( Tr(l) Tr(lz) ) = det (O _2) =4

erzeugt (vgl. 1.6.13 (ii) und 1.9.1). Die Erweiterung L/K ist also nur an der Stelle 2
verzweigt, d.h. fur jede Primzahl

p#=2
und jedes uber pZ liegende Primideal
PC Z[il, Plp
ist die Erweiterung der Vervollstandigungen
L/K ,K = ,
: . : P p p @P L
unverzweigt. Da die zugehorige Erweiterung der Reste-Korper endlich ist, nach 3.5.16
die Normabbildung

N:L,— K =
. P p Qp
surjektiv.

1. Fall: p=1mod 4

Nach 1.1.3 gibt es zwei uber pZ liegende Primideale von S = Z[i], sagen wir P, und

1
P2. Dann ist
L®KKp = LP1X LP2
Wegen dimK L =2 folgt
2= d1mK L®KKp = dlpr LPl + dlprLP2
also dim dimK LP =1 furj = 1,2. Die Erweiterung der Vervollstindigungen ist vom

p ]
Grad 1 und N ist die identische Abbildung,

N=Id:L_ —K =
P p Qp

und ist damit trivialerweise surjektiv.

ImFallp=1mod4isti= '\/I bereits in Kp’ und es ist

L, =K (*i)=K furj=1.2,
P p(FD =K fur)

2. Fall: p=-1 mod 4.

Nach 1.1.3 gibt es uber pZ nur ein Primideal von S = Z[i], sagen wir P. Deshalb ist
das Tensorprodukt
L®KKp = LP

selbst schon ein Korper und die Norm-Abbildung LP

Abbildung L. — K durch Anwenden des Funktors ®KKp. Sie hat also die Gestalt

— Kp ergibt sich aus der Norm-

. ) 2.2
N:L_= )— K = ,a+bi » a“+b~.
p=Q () —K =0

Auf Grund von 3.5.16 gibt es somit fur jede Einheit u von Qp zwel ganze p-adische

A
Zahlena, b & Zp mit

aZ+bZ =, (1)



Insbesondere ist das der Fall, wenn u eine zu p teilerfremde ganze rationale Zahl ist. Die
A
diophantische Gleichung (1) ist dann zumindest in den p-adischen Zahlen Zp losbar.

Allgemein gilt fur quadratische diophantische Gleichungen das Hasse-Prinzip, d.h. die

Gleichung ist uber den ganzen rationalen Zahlen Z genau dann losbar, wenn sie es uiber
den reellen ist und fur jedes p Uber den p-adischen ganzen Zahlen (sieche zum Beispiel
Shafarevich, Borevich [1]).

Fur die Gleichung (1) mit gegebenen ganzen u sagen unsere bisherigen Ergebnisse also,

A
dall wir die Losbarkeit der Gleichung in Zp fur den Fall p = 2 und den Fall, daf p ein

Teiler von u ist, untersuchen miissen, wenn wir wissen wollen, ob die Gleichung uiber
7. 1osbar ist.

Betrachtet man Korper-Erweiterungen L/K eines Grades > 2, so erhdlt man
entsprechend (notwendige) Kriterien fur die Losbarkeit beliebiger diophantischer

Gleichungen mit Koeffizienten aus Z. Die Losbarkeit von
f(x) =0 fur f € Z[x]

reduziert man auf den Fall f irreduzibel und im letzteren Fall definiert f eine endliche
Korpererweiterung, d.h. wir sind in der hier betrachteten (globalen) Situation.

3.6 Zahm verzweigte Erweiterungen

3.6.1 Die maximale zahm verzweigte Teilerweiterungen
(i) Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper mit dem Bewertungsring (O, g)

und dem Restekorper k = O/g. Sei weiter L/K eine endliche separable Korper-
Erweiterung. Dann gibt es einen Zwischenkorper L

1
KC L1 cL
mit der Eigenschaft, daf} fur jeden Zwischenkorper L’,
KCL CL,
die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind.
1. L’/K ist zahm verzweigt.
2. L C Ll'
AulBerdem ist
L] =pf

eine Potenz der Charakteristik des Restekorpers x, falls letztere # 0 ist.”8
Der Zwischenkorper L1 heift auch maximale zahm verzweigte Teilerweiterung der
Erweiterung L/K.

(1)  Sei L/K auBerdem eine Galois-Erweiterung. Dann gelten zusatzlich die folgenden
Aussagen.

™ und trivialerweise gleich 1, falls die Charakteristik von p von k gleich Null ist.



1. LI/K ist Galoissch und gleich

dem Fixkorper der Gruppe
G1 = Gl(L/K) ={ o€G(L/K) I vL(o(x) -X) = VL(X) +1 fur jedes x EOL}.

2. IstII ein Parameter von L,
vpan=1,
so ist die Abbildung
. * Ty /T
GO.GO(L/K) — KLO, o o(ID/1IT,
ein Gruppen-Homomorphismus, der nicht von der speziellen Wahl des
Parameters IT abhdngt und dessen Kern gleich G1 ist,

G1 = Ker(eo).

3.  Die Gruppe G1 (L/K) ist ein Normalteiler der Tragheitsgruppe, und die Gruppe
GO(L/K)/Gl(L/K) = G(LI/LO)
ist zyklisch und isomorph zur Galois-Gruppe von L 1fLO.

4. Ist p = char(k) # 0, so ist die Gruppe G, eine p-Sylow-Untergruppe der

1
Tragheitsgruppe GO(L/K) (die als Normalteiler eindeutig bestimmt ist).

Bemerkung

Im Fall p = 0 ist die Erweiterung L/K stets zahm verzweigt, d.h. es ist L = L. und (im

1
normalen Fall) G1 = 0. In der obigen Aussage wird dann die Existenz des
Homomorphismus 0

und die Zyklizitat der Tragheitsgruppe G, behauptet.

0
Beweis. Zu (ii). Die Erweiterung L/K sei normal.
1. Schritt. G1 ist ein Normalteiler der Tragheitsgruppe G

0

0"
LaBt man auf der rechten Seite der G1 definierenden Bedingung

VL(O'(X) -X) = VL(X) +1
den ersten Summanden VL(X) weg, so erhilt man gerade die Bedingung, welche die

Gruppe G, definiert. Also gilt

0
G1 C GO'
ist ein Normalteiler. Fur o, t € G

Wir haben noch zu zeigen, G gilt

1
VL(O’E(X) -X) = VL(O"E(X) -1(x) + T(X) - X)

1

= min {vy (0U(X) - T(x)), vy (%) - X))}
= min { VL(‘C(X)) + 1, VL(X) + 1}.
Nun haben t(x) und x denselben Wert bezuglich v (zum Beispiel nach 3.5.5). Also
gilt
VL(O‘E(X) -X) = VL(X) +1



fur jedes x € OL’ d.h.

ote G..

Weiter ist fur o € G1

VL(o'l(x) -x) = vL(o(o‘l(x) -x)) (nach 3.5.5)
= vy (x-0(x)
= VL(O(X) - X) (wegen VL(—l) =0)
> VL(X) + 1.
fur jedes x € OL, d.h.
0'1 e Gl'

Wir haben gezeigt, G, genugt dem Untergruppen-Kriterium.

1
Seien jetzt OEG1 und tEGO, d.h.
VL(O'(X) -X) = VL(X) +1 und VL(’E(X) -x)=1
fur jedes x € OL. Es folgt
-1
vL(ror (x) - x)

- VL(r(m:'l(x) %)

= VL(O'c'l(x) - r'lx) (nach 3.5.5)

> vL(r'lx) +1 (wegen o€ Gl)

= VL(x) +1 (nach 3.5.5)
fur jedes x € OL, d.h.

torl e Gl’
Wir haben gezeigt, G1 ist ein Normalteiler in GO'
2. Schritt. 601 GO—> K;: ist ein Gruppen-Homomorphismus mit dem Kern G1
0
Sei neben IT auch IT” ein Parameter von L. Dann gilt
IT" = uell

mit einer Einheit u € OL' Fur jedes OEGO erhalten wir

o(IP)/IT" = o(ueIl)/(ueIl) = o(II)/II*o(u)/u.

Wegen o€G,, ist VL(O(U) -u) >0, also o(u) = u mod > also o(u)/u = 1 mod ®r

0
also

o(IT)/IT" = o(IT)/IT mod o1

Mit anderen Worten, die Abbildung 0 , hdngt nicht von der speziellen Wahl des

0
Paramters IT ab.



Fur o,t € G, gilt

0
60(01) = ot(I1)/IT mod o1
= ot(IT)/x(I1) » T(IT)/TT mod o1 -

Nun ist mit IT auch ©(IT) ein Parameter (nach 3.5.5), d.h. es ist

60(01) = 60(0)’ 60(1:).
Die Abbildung
*
60: G0—>KL
ist somit ein Gruppen-Homomorphismus. Wir haben noch den Kern von 0, zu

0

bestimmen. Ein Element OEGO liegt genau dann im Kern von 0 o Wenn

o(IT)/IT = 1 mod pL
gilt. Wie wir oben gesehen haben, gilt
o(uw)/u =1 mod o1

vy (a
fur jede Einheit u € OL. Fura e OL konnen wir a = ueIl L@ schreiben, also
vi(a) vy (a
o(@)/a = o)+ o(I0) L@ L@,
also

— v . .
o(a)/a = 60((5) fur jedes a € OL.
Es folgt
GEKer(GO) & o(a)a =1 fur jedes a e OL
o o(a)/a-1€ o1 fur jedes a € OL

vi(a) . .
L fur jedes a € OL

o VL(O(a) -a)= vL(a) + 1 fur jedes a € OL

&o(@)-ac o8

& OEGl.
Es gilt also Ker(GO) = Gl'

3. Schritt: GO/G1 ist zyklisch und hat im Fall p:=char(x)>0 eine zu p teilerfremde

Ordnung.

Als Kern von 60 (oder nach dem ersten Schritt) ist G1 ein Normalteiler von GO. Es

reicht zu zeigen, das Bild von 60,

Im/(GO) (= GO/GI)
ist zyklisch.
Weil die Gruppe GO
Einheitswurzeln als primitive Einheitswurzeln auf, so sieht man, deren Ordnung ist
teilerfremd zur Charakteristik p des Restekorpers (im Fall p#0 ,vgl. den Beweis von
3.5.14). Insbesondere sind diese Einheitswurzeln separabel uber «, d.h.

endlich ist, besteht Im(GO) aus Einheitswurzeln. Fallit man diese



S *
Im(GO) - (kp)* = KL
0
Damit ist Im(@o) eine endliche abelsche Gruppe, deren Elemente eine zu p teilerfremde

Ordnung besitzen. Nach dem Struktursatz fir endliche abelsche Gruppen’ (oder wegen
der Existenz der Sylow-Untergruppen)® ist die Ordnung von Im(OO) zu p teilerfremd,

m:=# Im(GO) ist teilerfremd zu p := char(x) im Fall p # 0.

Weil m teilerfremd ist zu p, gibt es in der algebraischen AbschlieBung von KL eine

primitive m-te Einheitswurzel®', sagen wir C. Die Ordnungen der Elemente von Im(GO)
teilen die Ordnung m der Gruppe Im(eo), d.h. die Gruppe besteht aus lauter m-ten

Einheitswurzeln. Letztere liegen aber samtlich in der von <C> erzeugten zyklischen
Gruppe,

Im(OO) C <.

Als Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist Im(GO) zyklisch.

G
4. Schritt. L, ;=L 1 ist zahm verzweigt uber L

1 und uber K, und es gilt

0
G(LI/LO) = GO/GI'
Weil LO/K unverzweigt ist (also auch zahm verzweigt) und die Zusammensetzung zahm
verzweigter Erweiterungen zahm verzweigt ist (nach Definition 3.3.17), reicht es zu
zeigen,
L /L  ist zahm verzweigt.

0
Mit L/K ist auch L/L0 eine Galois-Erweiterung. Ihre Galois-Gruppe ist gerade®
G 0
Aus der Operation von G0 auf L erhélt man durch Einschranken auf L1 eine Operation
von GO/G1 auf Ll’ und GO/G1 wird auf diese Weise zur Galois-Gruppe der
Erweiterung Ll/L083. Insbesondere ist
[L1: LO] =# GO/G1 (Hauptsatz der Galois-Theorie)
=# Im(0 0)
=m

= teilerfremd zu p := char(x).

" Die Gruppe ist ein direktes Produkt von zyklischen Faktoren, deren Ordnung zu p teilerfremd ist.

% Wire p ein Teiler der Gruppen-Ordnung, so wire die p-Sylow-Untergruppe nicht trivial. Die Ordnung
der Elemente dieser p-Sylow-Untergruppe ist aber eine Potenz von p.

¥ siehe zum Beispiel die Grundvorlesung “Algebra 17, Kapitel 3, Abschnitt 3.6: Endliche Korper.

G

2 Wegen LO L9
% Weil der Kern der Einschrinkungsabbildung GO = G(L/LO) —» G(LIH_‘O) gerade G1 ist (nach dem

Hauptsatz der Galois-Theorie).



Damit ist aber auch der Teiler e(LI: LO) dieses Korpergrades teilerfremd zu p, d.h. fur
die Erweiterung LlfL0 ist Bedingung (i) der Definition zahmer Erweiterungen 3.3.17
erfullt.

Wir haben noch zu zeigen, die Erweiterung der Reste-Korper ist separabel. Dazu reicht
es zu zeigen, der Relativ-Grad f(Ll/LO) ist teilerfremd zu p. Das ist aber ebenfalls der
Fall, weil f(Ll/LO) ein Teiler von [Ll: LO]
S. Schritt Eine Teilerweiterung von L/K ist genau dann zahm verzweigt, wenn sie in

L1 liegt.

Wir verwenden die Tatsache, daf} fur jeden Turm
ACBCC

von endlichen Korper-Erweiterungen die beiden folgenden Aussagen aquivalent sind.**
a) C/A ist zahm verzweigt.
b) C/B und B/A sind zahm verzweigt.

ist.

Zusammen mit dem 4. Schritt ergibt sich daraus insbesondere, dal} jede Teilerweiterung

von Ll/K zahm verzweigt ist.

Sei jetzt L’/K umgekehrt eine zahm verzweigte Teilerweiterung von L/K. Wir haben zu
zeigen,

L C Ll'
Wir setzen
C:= L’LO ,B:= L’r]L0 ,A =K.
Zum Beweis der Inklusion reicht es zu zeigen

Cng.

Wir werden dies zeigen, indem wir fur die zugehorigen Untergruppen der Galois-
Gruppe die umgekehrte Inklusion beweisen.

Teilschritt A. C/K ist zahm verzweigt.

Die Erweiterung L’/B ist zahm verzweigt®. Nach der Charakterisierung 3.3.18 zahm

verzweigter Erweiterungen gibt es ein Element a € OL, mit Tr (a) = 1. Zeigen wir,

L’/B
es gilt dann auch
TrC/LO(a) =1. (D)
Zum Beweis betrachten wir die LO-Einbettungen von C in eine algebraische
AbschlieBung von C, sagen wir
'cl,...,'cu: C—=C
Nun liegt C in L, und L ist nach Voraussetzung normal (uiber K also uber LO). Die

Bilder dieser Einbettungen liegen also samtlich in L, d.h. sie haben die Gestalt

8 Das liegt daran, da3 man Aquivalente Aussagen bekommt, wenn man ‘zahm verzweigt’ durch
‘separabel’ ersetzt, und daf sich der Verzweigungsindex multiplikativ verhalt.
8 Es reicht zu zeigen, L’/LO und LO/F sind zahm verzweigt. Das erste ist der Fall, weil L’/K zahm

verzweigt ist. Das zweite ist der Fall, weil sogar LO/K zahm verzweigt (sogar unverzweigt) ist.



tT.,.,t :C—=L
1 u

Ihre Anzahl ist u = [C:LO]. Die zu bestimmende Spur 143t sich schreiben als

u
Tr (@)= Y t.(a).
C/LO i

Durch Einschranken der T auf L’ erhalten wir B-Einbettungen von L’ in C. Sind zwei
der Einschrankungen riIL’ gleich, so stimmen die zugehorigen T auf L’ und

trivialerweise auf L0 iberein, d.h. sie sind auf C = L’LO gleich. Durch Einschranken

der T auf L’ erhalten wir also paarweise verschiedene Abbildungen. Zum Beweis der

Identitit (1) reicht es zu zeigen, daB jede B-Einbettungen von L’ in C von der Gestalt T

IL’ ist, denn dann berechnet sich die Spur TrC L (a) nach derselben Formel wie die

0
Spur TrL, /B(a)

u
TrC/LO(a) = EltilL’ (a) = TrL,/B(a) =1.
Die Anzahl der B-Einbettungen der Gestalt tiIL’ ist gleich u = [C:LO]. Die der B-

Einbettungen von L’ insgesamt ist [L’:B]. Es reicht also zu zeigen,
[C:LO] =[L:B].

Alle hier betrachteten Korper-Erweiterungen sind separabel tiber K. Es gibt also ein
Element €L mit
L’ =B(a) also C = L’L0 = LO(oc)

Sei f das Minimalpolynom von o itber B und g das von a uiber LO.
£ € C[T], g € L [T, () = g(c) = 0, g I f.

Wir haben zu zeigen, f und g haben denselben Grad. Wir betrachten eine Zerlegung von
f in irreduzible Faktoren tiber LO’
f= g8,

Wir haben zu zeigen, r = 1. Dazu beachten wir, wegen L’ = B(at) € L und L/B normal
operiert die Galoisgruppe G(L/B) transitiv auf den Nullstellen des Minimalpolynoms f.

Diese Operation induziert eine Operation auf der Menge der g
G(L/B)x{gl""’gr} - {gl""’gr}’ (O’gi) H Ogi' (2)
Dabei sei og, = gj, wenn O eine (und damit alle) Nullstellen von g in solche von gj

abbildet. Man beachte, diese Definition der Operation ist korrekt. Sind namlich 3 und y
zwei Nullstellen von g, 80 gilt, da g irreduzibel uber LO ist,

y = 1f fur ein rEG(L/LO)-
Damit ist aber
oy = G‘CB = O‘CO_IOB.



Mit L/K ist auch die Korpererweiterung L
in G(L/B), also

O/B normal®®. Also ist G(L/LO) Normalteiler

otol € G(LL,,).

Die Elemente oy und off sind somit G(L/LO)-konjugiert und deshalb Nullstellen
desselben gj. Die Operation (2) ist also korrekt definiert. O.B.d.A. sei g7 Betrachten
wir den Stabilisator G(L/B)g von g bei der Operation (2). Es gilt

oS G(L/B), & olg)=¢

< o(a) ist Nullstelle von g
< o(a) ist G(L/LO)-konjugiert ZUu o

< o(a) = () fur ein TE G(L/LO)

< (1:'10)(00 = o fur ein T€ G(L/LO)

< v 1o 1Bt B(a) = L’ fest fur ein T€ G(LIL,)
< v loEGILIL) fir ein T€ G(LIL)

< o G(L/LO)-G(L/L’):87 G(L/L’ﬂLO) = G(L/B).

Der Stabilisator von g féllt also mit der gesamten Gruppe G(L/B) zusammen. Da die
Gruppe aber nach Konstruktion transitiv operiert, kann die Menge der g; aus nur einem

Element bestehen, d.h. es gilt r = 1. Damit ist (1) bewiesen. Nach der Charakterisierung
3.3.18 der zahm verzweigten Erweiterungen ist dann aber

C/LO zahm verzeigt.

Weil LO/K unverzweigt, also auch zahm verzweigt ist, ist

C/K zahm verzweigt.
Teilschritt B. (L” C ) C C Ll'

Wegen C/K zahm verweigt ist die zu C/K gehorige Erweiterung der Restekorper
separabel,
S
Cky = 58
kC Cky kLO, d.h. kC kLO.
Damit ist C/L, total verzweigt, d.h.

0
f(C/LO) =1und e(C/LO) = [C:LO]

Nach dem Struktursatz 3.4.3 fur total verzweigte Erweiterungen gilt

OC = OLO[C] und C = LO(C)

86 LO ist sogar normal uiber K.
87 Man beachte, G(L/LO) ist Normalteiler in G(L/B), d.h. auf der linken Seite steht das Erzeugtnis der
Untergruppen G(L/LO) und G(L/L’).

8 Nach Definition von C gilt L0 C C, also kL C kC.
0



wenn cEL ein beliebig gewihltes Element mit VC(C) = 1 ist. Auf Grund der

Beschreibung der Diskriminante fur einfache Ring-Erweiterungen 3.2.10 erhalten wir
D(C/LO) = h’(c)(‘)C ,

wobei he OL [x] das Minimalpolynom von ¢ uiber LO bezeichne. Die Charakterisierung
0

3.3.18 der zahm verzweigten Erweiterungen liefert
e(C/LO) -1= e (D(C/LO)) =Vo (h’(c)).

Wir multiplizieren diese Identitit mit dem Verzweigungsindex v (c) von L/C und

erhalten
VL(h’(C)) = (e(E/LO) - l)VL (©). 3)

Zum Beweis der Behauptung C C L1 dieses Teilschritts reicht es zu zeigen, dal3 die

umgekehrte Inklusion zwischen den zugehorigen Galois-Gruppen besteht.
G(L/C) 2 G(L/Ll).
Wir sind jetzt soweit, dal wir die beiden Galois-Gruppen vergleichen konnen. Sei
A = G(L/C).
Dann gilt A C G0 = G(L/LO) und

c=1A

Durch Einschranken der Elemente von G0=G(L/L0) auf C erhalten wir gerade die LO—

Einbettungen von C.

A— G(L/LO) —» { C S K uber LO}

o ol
= C

Die Fasern dieser Einschrankungsabbildung sind gerade die Nebenklassen modulo A.

Die Faktormenge GO/A 1aBt sich also identifizieren mit der Menge der LO—Einbettungen

von C. In jeder Restklasse G0=G(L/LO) mod A wahlen wir ein Element y . Das Element

v(c) durchlduft dann gerade die Konjugierten von c iiber L .. Deshalb gilt

0
h’(c) =T (c-v(c)),

wobei rechts das Produkt uiber alle Restklassen von GO/A, die von der trivialen

Restklasse A verschieden sind, zu erstrecken ist. Fur jeden der Faktoren in diesem

Produkt erhalten wir, da ¢ und y(c) denselben Wert bezuiglich v, haben,

L
89
vy (1) =¥ v, (© “
Die Anzahl der Faktoren ist
#G /A -1 =[G.:A]-1
0 0
= [L:LO]/[L:C] -1

=[C/L.]-1 (nach Definition von A)

0]

% Nach der verschirften Dreiecksungleichung.



= e(C/LO) - 1. (siehe oben)

Wegen (3) gilt also in den Ungleichungen (4) das Gleichheitszeichen,
VL(C-Y(C)) = VL (C)’

dh.esisty & Gl' Wir haben gezeigt, kein y € G(L/LO) - Aliegt in G, d.h. es gilt

1’
G1 C A
Wir gehen zu den Fixkorpern iiber und erhalten
=L
Ll_C L LO’
also L12L’.
6. Schritt. Die p-Sylow-Gruppen-Eigenschaft von G1 , p = char(x).

Die Aussage ist nur sinnvoll, wenn die Charakteristik p := char(x) > 0 ist (0-Sylow-

Gruppen sind nicht definiert). Nach dem 3. Schritt ist die Ordnung von GO/G1

teilerfremd zu p, d.h. G 1 enthélt eine p-Sylow-Untergruppe von GO.90 Es reicht

deshalb zu zeigen, jede echte Untergruppe von G1 hat einen durch p teilbaren Index’’.
Sei G” G1 eine echte Untergruppe und sei
=19 (D L)

deren Fixkorper. Es reicht zu zeigen,
pl [L”:Ll] (= [L:Ll]/[L:L”] = (GI:G”) ).

Nach dem 5. Schritt ist die Erweiterung L/, nicht zahm, d.h. es gilt

1
pleL ILI) oder kL,,/kLl ist nicht separabel.
Im zweiten Fall gilt p | [k ,,:kL 1= f(L”ILl). In jedem der beiden Fille ist daher
1

pl e(L”ILl)- f(L”ILl) =[L”:L
7. Schritt. Der Fall nicht-normaler Erweiterungen L/K.

1]'

Wird behandelt, indem man L/K in eine (endliche) normale Erweiterung T/K einbettet.

Seien tl/K die dann nach (ii) existierende maximale zahm verzweigte Teilerweiterung

von /K und

L, := i’l L.
Fur jeden Zwischenkorper L’,

KCL CL,
gilt dann:

% Jede p-Sylow-Untergruppe von Gl ist eine solche von GO.
° Das gilt dann insbesondere fiir die p-Sylow-Untergruppen von Gl’ deren Index aber gleichzeitig zu p

teilerfremd also gleich 1 sein muB, d.h. die Gruppe G1 ist gleich ihrer p-Sylow-Gruppe.



L’/K ist zahm verzweigt oL’ C tl
oL C Ll (wegen L’ C L)

d.h. L1 ist die gesuchte maximale zahm verzweigte Erweiterung.
Wir haben noch den Korper-Grad

[L:Ll]
im Fall, daB} p := char(x) positiv ist, zu beschreiben.

Betrachten wir das kommutative Diagramm

L Ct
U U
L1 CL
Bezeichne
&={L gfuberLl}
die Menge der L. -Einbettungen von L in eine algebraische AbschlieBung L von L. Die

1
Einschrankung auf L definiert dann eine Surjektion

GIL) —» € 0 ol
der Galois-Gruppe
G:= G('E/Ll) = G('E/Lﬂ’fl) =9 G(’t/L).G('E/’El)
auf die Menge €. Da die Elemente von G(t/L) dabei in die identische Abbildung
ubergehen, ist sogar die Abbildung
G(L/Ll)—» E, 0P (5|L,

surjektiv. Zwei Elemente o, t€ G(f/’fl) werden dabei genau dann auf dieselbe

1OI = Id ist, d.h. wenn o und Tt in derselben

L
Nebenklasse modulo G(T/LL 1) liegen. Die Menge € laft sich so mit der Menge der

Einbettung abgebildet, wenn T

Nebenklassen modulo G(f/Lfl) identifizieren. Es folgt
[L:Ll] =# & (die Erweiterung ist separabel)

= # G(’E/’El)/G('E/Li‘I)

—# G(’E/’El)/#G(i’/L’E1 ).

o2 G(f/t 1) ist ein Normalteiler in G(E/Ll), weil tl normal ist iber L1 (denn fl ist sogar normal

uber K).



Insbesondere ist [L:L . ] ein Teiler der Ordnung von G1 = G(t/t l). Es reicht also zu

!
zeigen, letztere Ordnung ist eine Potenz der Charakteristik p von k. Nun ist aber

Gl(’ﬁ/K)

nach dem 6. Schritt eine p-Sylow-Untergruppe von G(L/K), also von p-Potenz-
Ordnung.
QED.

3.6.2 Die Auflosbarkeit der Tragheitsgruppe und der Galois-Gruppe
lokaler Korper

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper mit dem Restekorper k und L/K
eine endliche Galois-Erweiterung. Dann ist die Tragheitsgruppe

GO = GO (L/K)
auflosbar.
Genauer:
(i) Im Fall char(x) =0, ist G, zyklisch.

0
(i) Im Fall p :=char(x) # 0 ist G0

zyklischen Gruppe, d.h. man hat eine exakte Sequenz von Gruppen-
Homomorphismen

die Erweiterung einer p-Gruppe mit einer

0—>G1—>G — G /G1—>0

0 0

1 und einer zyklischen Gruppe GO/GI'

(iii) Ist K ein lokaler Korper (d.h. ist k¥ endlich), so ist die Galois-Gruppe jeder
endlichen normalen Korpererweiterung von K auflosbar.
Beweis. Zu (i). Nach Aussage 3 von 3.6.1 (ii) ist (mit den dortigen Bezeichnungen)

GO/G1

zyklisch und nach der Bemerkung von 3.6.1 ist im Fall der Charakteristik O die
Untergruppe G1 trivial (weil jede Erweiterung L = L1 zahm ist).

mit einer p-Gruppe G

Zu (ii). Nach Aussage 4 von 3.6.1 (ii) ist (mit den dortigen Bezeichnungen) G1 ein p-
Sylow-Untergruppe von G

GO/G1 zyklisch.
Zu (iii). Da jede p-Gruppe und jede zyklische Gruppe auflosbar ist, reicht es nach (ii) zu

zeigen, dal

0 also von p-Potenzordnung. Nach Aussage 3 ist der Faktor

G(L/K)/G(L/LO) = G(LO/K)

auflosbar ist. Nun ist LO/K unverzweigt. Nach dem Satz 3.5.9 von der maximalen

unverzweigten Teilerweiterung gilt
G(LO/K) = G(KLO/K).

L /x endlicher Korper ist aber sogar zyklisch

0
(und wird von einer Potenz der Frobenius-Abbildung erzeugt).

Die Galois-Gruppe der Erweiterung K

QED.



3.6.3 Daa Kompositum zahm verzweigter Erweiterungen

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und
L’/Kund L”/K

zwei (endliche) zahm verzweigte Teilerweiterungen einer separablen AbschlieBung K5
von K. Dann ist das Kompositum L’L” zahm verzweigt uber K.

Beweis. Sei L/K eine endliche Teilerweiterung von K5/K, welche die beiden Korper

L’ aund L” enthilt (zum Beispiel L := L’L”). Weiter sei LI/K die maximale zahm

verzweigte Teilerweiterung von L/K. Dann gilt
L C L1 und L” C L1
also
LLC Ll'
Dann ist aber L’L” zahm verzweigt uber K.

QED.

3.6.4 Die maximale zahm verweigte Erweiterung

Seien K ein vollstindiger diskret bewerteter Korper und K® eine separable
AbschlieBung von K. Die Vereinigung aller Zwischenkorper L,

KCLCKS
mit
L/K (endlich und) zahm verzweigt
wird mit”’
K
tr
bezeichnet und hei3t maximale zahm verzweigte Erweiterung von K.
Bemerkung
Die Menge K i ist auch die Vereinigung aller Zwischenkorper L,
KCLCKS
mit
L/K zahm verzweigt und normal,
d.h.
Ktr =JXmitX={LIKCLC Ktr’ L/K zahm verzweigt und normal } (1)

Beweis. Die in der Bemerkung definierte Menge liegt als Vereinigung von weniger
Mengen in Ktr' Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Dazu reicht es zu

zeigen, zu jedem Zwischenkorper L,
KCLCKS
mit L/K zahm verzweigt gibt es einen Zwischenkorper L’,
KCL CK®
mit L’/K zahm verzweigt und normal, wobei gilt
LCL.

Zur Konstruktion von L wéhlen wir ein Element a €L, welches L uiber K erzeugt,

% ‘tr’ steht fur ‘tamely ramified’.



L =K(a),
und betrachten den Zerfallungskorper L des Minimalpolynoms von o. tiber K. Es gilt**
K CLCL”C K5 und L”/K normal.
Sei die maximale zahm verzweigte Teilerweiterung von L”/K. Weil L/K zahm
verzweigt ist, gilt L C L’, zusammen also
KCLCL CL C KS.
Nach 3.6.1 ist mit L”/K auch L’/K eine zahm verzweigte Galois-Erweiterung,
L’/K zahm verzweigt und Galoissch.

Mit anderen Worten, L’ ist ein Korper der gesuchten Art.
QED.

3.6.5 Eigenschaften von Ktr

Sei  ein vollstandiger diskret bewerteter Korper mit dem Restkorper x und der

separablen AbschlieBung K®. Dann gilt:
@) K tr/K ist eine unendliche Galois-Erweiterung, d.h.

I.K r ist ein Korper
2. Jedes Element von K r ist algebraisch separabel uiber K.
3. Liegt ein Element a€KS in K o 5O gilt dasselbe fur alle zu o konjugierten
Elemente von K.
(1) Jede endliche Teilerweiterung von K tr/K ist zahm verzweigt uiber K.

(ii1) Die maximale unverzweigte Erweiterung Knr ist ein Teilkorper von K "

(iv) Ist char(x) = 0, so ist die Galois-Gruppe von Ktr/ Knr isomorph zur

Vervollstandigung
A A
G(Ktr/ Knr)= Z=1] Zp

p
von Z wie in 3.5.13, wobei das Prokt iiber alle Pimzahlen p zu erstrecken ist.

(v) Ist p := char(x) # 0, so ist die Galois-Gruppe von Ktr/ KIlr isomorph zum
direkten Produkt
A
G(Ktr/ Knr) = ] Zq
q7=p

wobei das direkte Produkt uber alle von p verschiedenen Primzahlen q zu
erstrecken ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt im selben Stil wie der von 3.5.12 und 3.5.13.

Beim Beweis von (vi) verwendet man die Tatsache, dal die endlichen normalen
Teilerweiterungen von Ktr/ Knr nach 3.6.2 eine zyklische Galois-Gruppe besitzen. Man

% Die Inklusion links besteht trivialerweise. Der Korper L” wird von o und den Konjugierten von o
erzeugt. Also gilt

LCL”
Mit a sind auch alle Konjugierten von o separabel uiber K, also gilt

L” C K>



mul} zeigen, dal dabei jede endliche zyklische Gruppe als Galois-Gruppe vorkommt,
und zwar genau einmal.

Beim Beweis von (v) verwendet man die Tatsache, daB3 die endlichen normalen
Teilerweiterungen von K tr/ Knr nach 3.6.2 eine zyklische Galois-Gruppe mit einer zu p

teilerfremden Ordnung besitzen. Man mul3 zeigen, daf} dabei jede endliche zyklische
Gruppe dieser Art als Galois-Gruppe vorkommt, und zwar genau einmal.

Die Existenz dieser Erweiterungen ergibt sich im wesentlichen aus der Existenz total
verzweigter Erweiterungen vorgegebener Ordnung (vgl. 3.4.5), die Eindeutigkeit aus
der Tatsache, daB3 zyklische Gruppen hochstens eine Untergruppe vorgegebener
Ordnung besitzen.

Man beachte, im Fall p := char(k) > 0 ist eine total verzweigte Erweiterung, deren Grad
ein p-Vielfaches ist, nicht zahm.

Wir ersparen uns die Einzelheiten.
QED.

3.6.6 Bemerkungen
(1) Eine Charakterisierung der Gruppe Gl' Die Untergruppe G 1 C G = G(L/K)

im Satz 3.6.1 von der maximalen zahm verzweigten Teilerweiterung besitzt eine
interessante Beschreibung in den Begriffen der Theorie der Moduln. Weil G auf dem
Ring OL operiert, besitzt dieser die Struktur eines Moduls iber dem Gruppen-Ring

OK[G].

Man kann zeigen, fur eine Untergruppe A C G sind die beiden folgenden Aussagen
aquivalent.

1. GIQA.

2. OL ist schwach projektiv’” iber dem Gruppen-Ring OK[A] (genauer beziiglich

der naturlichen Einbettung O

gk & OklAD.

(i)  Aus der Beschreibung der maximalen zahm verzweigten Teilerweiterung in 3.6.2
ergibt sich, da man eine zahm verzweigten Erweitung stets in zwei Schritten
gewinnen kann:

1. Man konstruiere zunachst eine unverzweigte Erweiterung (wie wir sie in 3.5
behandelt haben).

2. Anschliefend konstruiere man eine Erweiterung, welche gleichzeitig zahm und
total verzweigt ist.

Den zweiten Schritt kann man ebenfalls in expliziter Weise beschreiben. Dazu
braucht man aber eine Theorie, die sogenannte Kummer-Theorie, die wir spater
behandeln werden. Wir beschranken uns deshalb auf die Beschreibung der
Ergebnisse und verschieben die Beweise auf spater.

% Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und B ein (nicht-notwendig kommutativer) Ring mit 1,
f: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und M ein rechter B-Modul. Dann heifit M

schwach projektiv bezuiglich f, wenn der Kern der natiirlichen Abbildung
M®AB — M, m®b » mb,

ein direkter Summand von M®AB ist (als rechter B-Modul bezuglich der B- Modulstruktur des Tensor-

Produkts welches von der rechten B-Modulstruktur von B kommt (nicht von der B-Modulstruktur von
M !). Siehe auch Cartan & Eilenberg [1], Kapitel X, Abschnitt 8).



3.6.7 Total und zahm verwzeigte Erweiterungen

Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper. Dann gelten die folgenden beiden
Aussagen.
(1)  Ist L/K eine normale, totol und zahm verzweigte Erweiterung, so enthilt K eine
primitive Einheitswurzel der Ordnung
e = e(L/K) = [L:K],

und es gibt ein Element cEK* mit
v (© =1 und L =K(¥o).

— k
AuBlerdem fallt der Homomorphismus we: GL/K) — K mit dem

Homomorphismus 6, von 3.6.1 zusammen.

0
Fur jedes Element b € K* sind weiterhin die beiden folgenden Aussagen
aquivalent.
1. L =Kb) und v, (b) = 1.
—_— % e
2. ble € (k)™
(i) Ist e teilerfremd zur Charakteristik p := char(x) und enthélt K eine primitive e-te
Einheitswurzel, so ist fur jedes Element ¢ € K mit VK(C) = 1 die
Korpererweiterung
L :=KA/o)

normal Uiber K, total und zahm verzweigt iiber und besitzt den Grad e.

3.6.8 Die Erweiterung Ktr/Knr fur lokale Korper K

Seien K ein lokaler Korper und ¢ € K ein Parameter. Dann ist

K
tr
gerade die Vereinigung der Teilerweiterungen der Gestalt

e
K (Vo)

wobei e die Menge aller naturlichen Zahlen durchlauft, welche zur Charakteristik des

Restekorpers von K teilerfremd sind.

3.6.9 Das Bild der Norm-Abbildung auf den 1-Einheiten

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K ein zahm verzweigte
Korper-Erweiterung. Dann gilt

U

NL,K L,l) - UK,l'

3.7 Die Verzweigungsgruppen

Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, die Folge der Gruppen
G,,.G
0’1
fortzusetzen.



Wie iberall in diesem Kapitel bezeichnet K einen vollstandigen diskret bewerteten
Korper. Die Korper-Erweiterung

L/K
sei in diesem Abschnitt eine endliche Galois-Erweiterung. Auflerdem nehmen wir hier
stets an, daf} die zugehorige Erweiterung

separabel ist, d.h. es gelte
K, =K, .
L L0

Den allgemeinen Fall werden wir hier nicht betrachten.

3.7.1 Die einfache Erzeugbarkeit von (‘)L

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel.

Dann gibt es ein Element OLEOL mit

OL = OK[a].
Beweis. Nach dem Struktursatz fur unverzweigt Erweiterungen 3.5.2 gibt es ein

Element a € OL , dessen Restklasse a die zu L /K gehorige Erweiterung der

0
Restekorper erzeugt,

0

K, =K =K(§).
L L0

Fur jedes solche Element a hat das Minimalpolynom
g €0, [X]

von a uber K die Eigenschaft, dafl das zugehorige Polynom

gEK[X]
irreduzibel und separabel ist, und es gilt

0, =0
LO K[

Insbesondere ist a keine mehrfache Nullstelle von g, d.h. es gilt

g'(a) # 0. (1)

aJund L, = K(a).

0

Sei jetzt I1 ein Parameter von L und

o:=a+IL
Aus der Taylor-Entwicklung des Polynoms g an der Stelle a erhalten wir

g(@) =g@+g @I+ FT" mit §€ O

0
o ~ 2
=g'(a) Il + g-IT
Wegen (1) folgt
vy (g(o) = 1.
Die Restklasse von a im Restekorper ist dieselbe wie die von a, d.h. es ist
KL = KL =K(a).

0



Es gibt deshalb ein Reprasentantensystem von K. in OL, welches aus Polynomen in o

L
mit Koeffizienten aus OK besteht. Die Elemente von OL sind dann (nach 3.4.4)

Potenzreihen der Gestalt
o)
> aan (2)
n=0
wobei die Koeffizienten anE OK[oc] aus diesem Reprasentantensystem sind und

HnE OL
fur jedes n ein fest vorgegebenes Element mit VL( Hn) = n bezeichne. Ist i ein Paramter

von K und
n=me+rmite=e(L/K)und0=<r<e
so konnen wir zum Beispiel

_ r,_m
Hn =g(a)

setzen. Durch Umordnen der Reihe (2) erhilt diese die Gestalt

e-1 oo m .
3 (3, ™ 8@

Da die inneren “Summen” in (‘)K[oc] liegen, erhalten wir (‘)Lg OK[OL], und da die

umgekehrte Inklusion trivial ist, folgt

QED.

3.7.2 Definition der Verzweigungsgruppen
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel.

Weiter sei o ein Element aEOL wie in 3.7.1, d.h.

OL = OK[a].
Wir betrachten die Funktion

L G(L/K) — Z\ J{0}, 0 » VL(OOL - ),

~ 'K
und setzen fur jedes i = -1

Fi = Fi(L/K) = {oEGL/K) | VL(OX -x) =i+ 1 furjedes x € OL}

Die Fi heiBlen Verzweigungsgruppen der Erweiterung L/K.

Bemerkungen
(i)  Nach Definition ist

I =G(L/K)

gerade die Galois-Gruppe von L/K.
(i1))  Ebenfalls direkt nach Definition ist

I‘O = GO(L/K)
gerade die Tragheitsgruppe von L/K.

(ii)) Wir werden gleich sehen, daf3
Fl = Gl(L/K)



die in 3.6.1 eingefuhrte Gruppe ist.
(iv) Die nachfolgende Aussage stellt eine Verbindung zwischen den

Verzweigungsgruppen und der Funktion u her.

3.7.3 Eigenschaften der Funktion
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-

Erweiterung mit K, /K separabel.

L

Weiter sei o ein Element aEOL wie in 3.7.1, d.h.

OL = OK[OL].
und v die in 3.7.2 definierte zu o gehorige Funktion.
6)) Fur cEG(L/K) gilt O'EFi o uo)=1i+ 1.

(i1) v(ot) = inf { L (0), u(T) } fur beliebige o, T € G(L/K).
i)  urot ) = Wo) fur beliebige o, T € G(L/K).
(v)  uo ) = (o) fur beliebige o € G(L/K).

Die Funktion v hdngt nicht von der speziellen Wahl von o ab.
Beweis. Zu (i). Sei

f(a, o) := VL(oa -a)fura e OL und cE€G(L/K).
Dann gilt
f(ab, 0) = vL(oab - ab)
= vy (0(a)(o(b) - b) + (o(a) - a)b)
> inf { v; (6(@)(a(b) - b) , v; ((o@) - a)b))}
= inf { VL(O(a)) + VL(O(b) -b), VL( o(a) -a)+ VL(b))}
= inf { VL(O(b) -b), VL(O(a) -a)}
also
f(ab, o) = inf { f(a, 0) , f(b, 0)}
Analog folgt

f(a+b, 0) = inf { f(a, 0) , f(b, 0)}
Durch wiederholtes Anwenden der beiden Abschatzungen zusammen mit der Tatsache,

daB f(a, o) = oo gilt fura € OK erhalten wir
f(p(a), o) = f(a, 0)
fur jedes a € OL und jedes Polynom p € OK[a]. Wegen OL = OK[O(] ergibt sich
o) =f(a,o0)=inf{f(x,0)Ix€E OL}
also ist
o)zi+l e f(x,0)=i+1 flirjedeSXEOL
& GEFi
Zu (ii). Es gilt



(oT) =VL(0TOL-O()
=VL(O‘COL—0'OL+GOL—O()
zinf{VL(ora—ooc ),VL(ooc— a)}
=inf{VL(0(‘EOL—OL)),VL(OOL— a)}

Weil VL invariant bei der Operation der Galois-Gruppe ist, kann man o bei der

Berechnung des ersten Werts von v, weglassen:

L
u(ot) zinf{vL(‘ca—a),VL(oa— a)}

=inf { W(0), U(T) }

Zu (iii). Nach (i) gilt mit den dort eingefuhrten Bezeichnungen
f(a, 0) =z n+l & GEFn

fur jede ganze Zahl n = -1. Weil die Funktion f nur Werte = 0 annimmt, hangt der Wert
von f(a, o) damit nicht von der speziellen Wahl des Erzeugers o ab. Weil auch

0, =0 v al
fur jedes T€G(L/K) gilt, folgt
o) =f(a,o0)
= f(r'loc, o)
= VL(01:'10L - r'loc).
Nun ist VL invariant bei den Automorphismen der Galois-Gruppen (vgl. 3.5.5), d.h.es
ist
(o) =v o a-vlay)
= VL(tor'loL -Q)
= L(ror'l).
Zu (iv). Es gilt
o' =v (@la-a (Definition von v)
= VL(a - o) (Invarianz von Vi 3.5.5)
= u0o) (Definition von v)

QED.

3.7.4 Die Normalteiler-Eigenschaft der Gruppen Fi

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel.

(1) Fi ist fur jedes i ein Normalteiler der Galois-Gruppe G(L/K).
(i) ri+1 C Fi fur jedes i.



(iii) I‘i = {Id} fur hinreichend grof3es i.
Beweis. Die ersten beiden Aussage folgen unmittelbar aus 3.7.3. Sei

m :=sup { (o)l o € G(L/K) - {1}}.
Dann ist m endlich, d.h. ein naturliche Zahl. Auf Grund der ersten Aussage von 3.7.3
ist dann

T ={Id}.
QED.

3.7.5 Eine weitere Eigenschaft der Funktion
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-

Erweiterung mit K, /K separabel.

L
Fur je zwei Automorphismen o, T € G(L/K) mit (o) # (t) gilt dann
(o) = inf {L(0), U(T)}.

Beweis. Es gilt = nach Aussage (ii) von 3.7.3:

L(ot1) = inf {L(0), L(T)}. (D)

Zum Beweis der Umgekehrten Ungleichung konnen wir annehmen,

(o) < |T). (2)
Nach 3.7.3 folgt

inf {1(c), UT)} = (0) = u(t"Lo) = inf {uT}), W oT)}
= inf {u(T), (OT)}
Das Infimum auf der rechten Seite kann nicht u(t) sein, denn das stunde im
Widerspruch zu (2). Also steht rechts 1(oT),
inf {u(0), u(t)} = LoT).

QED.

3.7.7 Verhalten bei VergroBerung des Grundkorpers
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel.

Weiter sei A C G(L/K) eine Untergruppe. Dann ist (offensichtlich)
A =G(L/K), K’ =LA,

die Galois-Gruppe von L iiber dem Fixkorper K’ von A. Fur die
Verzweigungsgruppen gilt

I‘i(L/K’) = I‘i(L/K) M A.
Beweis. Sei OLEOL derart, daB} gilt
OL = OK[OL]
(vgl. 3.7.1). Dann gilt auch
OL = OK,[(x].



Die zur Erweiterung L/K’ gehorige Funktion u ist also gerade die Einschrankung der
Funktion v zur Erweiterung L/K. Die Behauptung folgt jetzt aus der Beschreibung 3.7.3
(1) der Verzweigungsgruppen mit Hilfe der Funktion t.

QED.

3.7.8 Die Homomorphismen Gi

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper, L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel und i = 1 eine natur liche Zahl. Dann gilt:

() T(L/K) = {0EGL/K) | o(x)/x € U, _ fur jedes x € L*}.

L

Dabei bezeichne UL o= 1+ plL die Gruppe der i-Einheiten von L.

(i) Bezeichne IT einen Parameter von L, VL(H) = 1.Dann ist die Abbildung

Bi: Fi — U, ./U o o(IT)/IT mod U

Li Li+l’ Li+1°
ein Homomorphismus, der nicht von der speziellen Wahl des Parameters II
abhéngt und den Kern
Ker(Gi) = Fi+1
besitzt.
Bemerkung

Nach dem Satz von der maximalen zahm verzweigten Erweiterung (3.6.1) ist damit die
Verzweigungsgruppe

F=6
gerade die dort eingefuhrten Gruppe Gl'

Beweis. 1. Schritt. Es gilt “_” in Aussage (i).

Sei o aus der Menge auf der rechten Seite der behaupteten Identitéat von (i), d.h. sei

ox)/x € Ui = UL,i fur jedes x € (‘)L. (D

Dann operiert o trivial’® auf den Restklassen modulo o1 d.h. o liegt in der

Tragheitsgruppe,
oE G0 = GO(L/K).
Wegenk, =k, besitzt die Restklasse von x € O, einen Reprasentantenin O, ,d.h.
L LO L L0
x:y+zm1ty€pLundzEOLO.
Damit gilt fur cEG(L/K)

VL(GX -X)= VL(Gy +0z-y-17)

= VL(Oy -y) (oz=zwegen 0€EG, und z € OL C LO)

0 0

= vy (Oyly-D+ vy (y)

% ox und x unterscheiden sich um einen Faktor, dessen Restklasse gleich 1 ist.



=i+1 (wegen (1) und y € 1)

Dax € OL beliebig gewahlt war, folgt OEFi.

%
2. Schritt. Ist OEFi , so gilt ox/x € Ui+1 fur jedes x € U := UL:= Op.

Mit anderen Worten, die Bedingung fur die Elemente der rechten Seite von (1)
ist sogar mit i+1 anstelle von i erfullt fur die Einheiten x von L.

Seien OEFi und x € U. Dann gilt
VL(OX/X -1)=v(ox -Xx) - VL(X)
=i+ 1+ VL(X) (wegen OEFi)
=i+1 (wegen x € U).
. i+1
Alsoistox/x -1 E p; -, also ox/x € Ui+1'
3. Schritt. Die Abbildung Gi von (i1) ist korrekt definiert und unabhéngig von der
speziellen Wahl des Parameters IT von L.
Fur OEFi gilt
VL(OH/H - = VL(OII -1D) - VL(H)
=i+1- VL(H) (wegen OEFi)
=i (weil IT ein Parameter ist)

Es folgt oII/IT - 1 € pi,also oll/IT € Ui' Wir haben gezeigt, das Bild von Oi liegt

tatsachlich in Ui/Ui+1 , d.h. Gi ist korrekt definiert.

Sei IT” ein zweiter Parameter von L. Dann gilt IT” = ueIT mit einer Einheit u von L. Es
folgt
olI’/IT” = oll/IT*cu/u

Nach dem zweiten Schritt liegt der zweite Faktor rechts in Ui+ . Das Bild von o bei Gi

1
héngt also nicht von der speziellen Wahl von IT ab.

. v (X)
4. Schritt. ox/x € Ui und Gi(O) = ox/X mod Ui+

Wir schreiben x in der Gestalt

1 fur o€ 1“i und x € L*,

x = ueIT" mit einer Einheit u von L und nEN.
Dann ist

ox/x = ou/u « (oI/IDY , n = vL(x)

Der erste Faktor rechts liegt nach dem zweiten Schritt in Ui . Da Bi nach dem dritten

+1
Schritt wohldefiniert ist, liegt der zweite Faktor rechts in Ui' Also liegt auch das

Element auf der linken Seite in Ui' Durch Ubergang zu den Restklassen modulo Ui+1

ergibt sich die behauptete Identiit.

5. Schritt. Beweis von (ii).
Wir haben noch zu zeigen:



1. E)i ist ein Homomorphismus.

Der Kern von 0. ist gleich I'. ..
1 1+1

2.
Zul.Esgiltfuro,t € Fi:

ot(ID)/T1 = or(IT)/x(T) » T(ID/IL.
Nun ist mit IT auch tT(IT) ein Parameter von L. Durch Ubergang zu den Restklassen
erhalten wir die Homomorphismus-Eigenschaft von Gi (nach dem dritten Schritt).
Zu 2. Fur OEFi gilt
GEKer(Gi) & Bi(o) =1
fur jeden Paramter IT” von L (nach dem 3.Schritt)

< olIl'/IT" € Ui+1

& ou/u-oll/IT e Ui+ und oll/IT € Ui+ fur jede Einheit u von L

1 1

&7 ou/u - (oIV/ID € U, firu € Uund nEN

&7 7 ox/x € U, , fir jedes x € L*

1

=N 06Fi+ (= nach dem 1. Schritt, « nach dem 4. Schritt)

1
6. Schritt. Beweis von (i).

Die Inklusion “_0” besteht nach dem ersten Schritt. Die umgekehrte Inklusion “C.”
besteht nach dem 4. Schritt.

QED.
Bemerkungen
(1)  Wir wissen bereits, haben die Restekorper die Charakteristik Null,
char(x) =0,
so gilt bereits
G1 = {1}.

(1) Ist dagegen die Charakteristik der Restekorpers positiv,
char(x) =: p >0,
so gilt nach 1.4.17

3.7.9 Die Faktorgruppen Fi/FH_ 1

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper, L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel und i = 1 eine natur liche Zahl. Dann gilt:

6)) Fi(K/L) = {1} im Fall char(x) = 0.
(i1) ri(K/L)/riH(L/L) ist eine elementare abelsche p-Gruppe® im Fall char(i) > 0.

" weil U, eine Gruppe ist.
i+1

% Jedes x € L hat die Gestalt x = usIT" mit u € U.



Beweis. Zu (i). Im Fall der Charakteristik O ist jede Erweiterung zahm verzweigt.
Deshalb gilt
GO = G(L/LO) =G(L/L) ={1}.

Die Verzweigungsgruppen Fi sind als Untergruppen von GO damit ebenfalls trivial.
Zu (ii).
Nach 3.7.8 gibt es einen injektiven Homomorphismus

I = ULV

Insbesondere ist Fi/I‘i+ eine endliche abelsche Gruppe. Nach 1.4.17 hat jedes Element

1
von I“i/l“i+1 - {1} die Ordnung p. Nach dem Struktursatz fur endliche abelsche

Gruppen ist Fi/Fi+ eine direkte Summe zyklischer Gruppen. Jeder der zyklischen

1
direkten Summanden hat die Ordnung p.
QED.

3.7.10 Bemerkungen zum inseparablen Fall
Wenn die Erweiterung KL/K nicht separabel ist, mufl man zwei Arten von
Verzweigungsgruppen definieren. Bezeichnen wir die durch die Bedingung

VL(O'X—X)Zi+l
definierten Verzweigungsgruppen (vgl. 3.7.2) vorubergehend mit

Fi* .
Daneben hat die durch die Bedinung
ox)/x € Ui
definierten Gruppen zu betrachten (vgl. 3.7.8(1)), die wir mit
r

bezeichnen wollen.
Wir erhalten so zwei absteigende Folgen von ineinander liegenden Gruppen. Das in

3.7.7 beschriecbene Verhalten dieser Gruppen bei einer VergroBerung des
Grundkorpers,

(LK) =T(L/K) M A K = LA,

besteht auch in der allgemeinen Situation. Dasselbe gilt auch fur die gerade bewiesene

Aussage, d.h. die Faktoren
S S
I‘i*/I“H_ , und I‘i /Fi+1

sind elementare abelsche p-Gruppen.

1

Zwischen beiden Arten von Gruppen besteht ein enger Zusammenhang. Es gilt

%
T 2T 2T

Wie wir wissen, steht rechts das Gleichheitszeichen im Fall KL/K separabel. Das
Gleichheitszeichen links hat man im Fall e(L/Ll) =1.

% d.h.direkte Summe von zyklischen Gruppen der Ordnung p.



Wenden wir uns jetzt wieder dem Fall KL/K separabel zu. Die Verzweigungsgruppen
gestatten eine explizite Beschreibung der Differente, welche die im zahm verzweigten
Fall bekannte Formel v(D) =e - 1 verallgemeinert (3.3.18).

3.7.10 Bezeichnung: die Ordnung der Verzweigungsgruppen

Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper, L/K eine endliche Galois-

Erweiterung mit KL/K separabel und i = -1 eine ganze Zahl. Dann bezeiche
g= gi(L/K) = Fi(L/K)

die Ordnung der i-ten Verzweigungsgruppe.

Beispiel
2 =# G0 (nach Definition von go)
=# G(L/LO) (nach Definition von LO)
= [L:LO] (Hauptsatz der Galois-Theorie)

= e(LILO) (L/L0
=e(L/K) (LO/K ist unverzweigt)

ist total verzweigt, d.h. f = 1)

3.7.11 Eine Formel fur die Differente
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel und der Differente

D = D(L/K).
Dann gilt
o0
v (D)= 5 (o) = 3 (gL/K)-1)
GEG(L/K) - {1} =0
Beweis. Wir schreiben den Ring der ganzen Zahlen von L wie in 3.7.1 in der Gestalt
OL = OK[a].

Bezeichne g € OK[X] das Minimalpolynom von o tiber OK.

Nach 3.2.10 gilt dann
D=g(o) Oy,
also
v (D) = v, (g(@)

= vy ( I1 (o - o(a))
oeG((L/K) - {1}

= D (o)
o€G(L/K) - {1}



00
—1 ‘. -
=7 2 g -g)

i=0
w . .
= lzo 1.(gi-1_ 1) - 1.(gi - 1)
o0
=S (g - )
i=0

QED.

3.7.12 Der Wert der Differente eines Zwischenkorpers
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel. Weiter sei

A C G(L/K)
eine Untergruppe der Galois-Gruppe mit dem Fixkorper
F=L2
Dann gilt
e(L/F)-VF(D(F/K)) = D 5y /K(O).
oEG(L/K)-A

Beweis. Weil sich die Differente bei iterierten Korper-Erweiterungen multiplikativ
verhilt (3.2.11), gilt
VL('D(L/K)) = VL(D(L/F)) + VL(F/K).
Die linke Seite der zu beweisenden Identat hat also den Wert
VL(F/K) = VL(D(L/K)) - VL(D(L/F))

Wir wenden die Formel von 3.7.11 fur die beiden Werte auf der rechten Seite an und
erhalten

v (F/K) = » (- » e
0EG(L/K) - {1} GEG(L/F) - {1}

Nach Definition der Funktion v gilt aber t (o) fur alle o, in denen beide

LFE = 'k
Seiten definiert sind, d.h. die Summanden der zweiten Summe heben sich gegen solche

der ersten weg. Als Ergebnis erhalten wir die Behauptung.
QED.

3.7.13 Vergleich der verschiedenen Funktionen
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel. Weiter sei

A C G :=G(L/K)
ein Normalteiler mit dem Fixkorper

F.=12

19 Ayf jedem Element von T, . I'". hat die Funktion « den Wert i.
i- i

1%1im (i+1)-ten Summanden steht das (i+1)-fache von g_ - 1 und im i-ten das (-i)-fache.
i



(d.h. F/K ist normal mit der Galois-Gruppe G/A). Dann besteht fur jedes

o € G/A = G(F/K)
die Identitat
e(L/F)-LF/K(w) = LL/K(O).
o
Die Summe auf der rechten Seite wird dabei ube alle &G mit der Restklasse w

erstreckt.

Beweis. Im Fall w = 1 steht auf beiden Seiten der zu beweisenden Identitat 0o .'°* Sei
also im folgenden

w & 1.
Wie in 3.7.1 schreiben wir
OL = OK[OL].
Bezeichne
g € OLIX]

das Minimalpolynom von a uber F. Wir lassen die Elemente o der Galois-Gruppe G

koeffizientenweise auf g operieren und bezeichnen das Ergebnis mit og. Fur x € OF

)V FIK(©)

und o € G(F/K) liegt ox -x in (pF (nach Definition von ), also liegen die

Koeffizienten des Polynoms
wg-g

)L F/K(UJ) %) )C(L/F)'L F/K((L))

ein ein und erhalten

. Wir setzen o & OL fur die Unbestimmte

e(L/F)et gk (o)

(wg)(a) = (wg)(a) - g(a) € () ey

Das Polynom links konnen wir wie folgt in Linearfaktoren zerlegen.

(wg)(a)=(wg)(X)|X:a=(w' [T X-o(a)l X=a
O0EG(L/F)

=(J] X-wo(w))l X=q
OoEA

= ( [1 0@l _
(0) 2 g 0V)

=( [] (a-o(ar))
OpP>m

Wir wenden VL auf diesen Ausdruck an und erhalten wegen (1)

192 Eines der o tiber welche die Summe rechts erstreckt wird, ist 1.



> YK (0) = e(L/F)otF /K((o). 2)
O W

Zum Beweis der Gleichheit bilden wir auf beiden Seiten die Summe Uber alle ® # 1
und zeigen, da} die beiden entstehenden Summen gleich sind.

Dazu berechnen wir den Ausdruck e(L/F)si_, ., (D(F/K)) zunachst mit Hilfe von 3.7.11

F/K
(mit F anstelle von L),

e(L/F)sv,.., (D(F/K)) = S e(L/F)s u

wEG(F/K) - {1}
und dann mit Hilfe der Folgerung 3.7.12:

F/K FK (@

e(L/F)*v(D(F/K)) = >
OEG(L/K)-A

2 2 k)
weEG/A - {l1}opw

'Lk ©)

Vergleich liefert

S e(L/B) uy e (@) = D S ()
WEG/A - {1} WEGI/A - {1}obw

d.h. durch Summieren der Abschédtzungen (2) iiber alle w€G/A - {1} erhalten wir zwei

Summen, die gleich sind. Deshalb muf} in (2) das Gleichheitszeichen gelten, d.h. es gilt
die Behauptung.

QED.

Bemerkungen

(1)  Wenden wir uns jetzt den in G/A = G(F/K) liegenden Verzweigungsgruppen zu.

Furi = 0 oder 1 ergibt sich aus den Abschnitten 3.5 und 3.6 uiber unverzweigte
bzw. zahm verzweigte Erweiterungen

(G/A)i = FiA/A
Fur i = 0 ist namlich:
(G/ A)O = G(F/K)0 = G(F/FﬂLO) (Definition der Tragheitsgruppe)
= G(L/FﬂLO)/G(L/F)
= G(L/LO)° G(L/F)/G(L/F)
=G A/A.

0
Fur i =1 ist die Rechnung analog.

(i)  Fur beliebiges i ist diese Aussage nicht richtig. Sie wird jedoch richtig, wenn man
die Idizierung dieser Gruppen andert. Unser néachstes Ziel besteht deshalb darin,

die Indizierung so zu a da} die obigen Isomorphien fur alle Indizes
bestehen. Dazu fuhren fur zunachst die Gruppen
r

X



fur reelle x = -1 ein. Danach fuhren wir die Funktion ein, welche die alte in die
neue Indizierung uibersetzt.

3.7.14 Die Gruppen FX fur reelle x

Fur jede reelle Zahl x = -1 sei

d.h. es sei FX = Fi , wobei i die kleinste ganze Zahl = x bezeichne. Wie uiblich

bezeichne hier

[x]

die grofite ganze Zahl i mit x = i.

Ay

g/
270

/
9190

/g =1
gOgO

\ B

3.7.15 Die Herbrand-Funktion und die Gruppen I'Y
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper und L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel. Fur jede reelle Zahl x = -1 setzen wir

X falls -1=x<0

o(x) := ¢L/K(X) = %(gl+...+gm+(x—m)gm+l) falls x = 0 und m=[x]

Dabei bezeichne g = # Fi wie bisher die Ordnung von Fi'

Bemerkungen



(i)  Nach Konstruktion ist ¢ stickweise linear, stetig und streng monoton steigend.
Insbesondere gibt es eine (stiickweise lineare, stetige und streng monoton
steigende) Umkehrfunktion

-1
Vi=¢ -,
welche auf demselben halboffenen Intervall definiert ist wie ¢.
(i)  Fur jede rationale Zahl y = -1 setzen wir

| A FX mit X :=Y(y), d.h. y = ¢(x).

(iiiy Bevor wir uns der Untersuchung der Gruppen I'Y zuwenden konnen, benotigen
wir einige formale Eigenschaften der Funktion ¢.

3.7.16 Eine Charakterisierung der Herbrand-Funktion

Die im vorangehenden Abschnitt definierte Funktion ¢ genuigt den folgenden
Bedingungen und ist durch diese eindeutig bestimmit.

®  90)=0.

(i1) ¢ :[-1, 0) — [-1, 00) ist stetig.

(iii))  Ist m eine ganze Zahl = -1, so ist die Funktion ¢ linear auf dem Intervall

[m, m+1 ]
und besitzt im offenen Intervall (m, m+1 ) die Ableitung

¢’(x) = (# T )/e(L/K).

Beweis. einfach.
QED.

3.7.17 Die ganzzahligen Werte der Herbrand-Funktion
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper, L/K eine endliche Galois-

Erweiterung mit K. /K separabel und

L
O=0p -

Ist ¢(x) eine ganze Zahl, so auch x.

Beweis. Fur x € [-1, 0] ist die Aussage trivial. Sei also

XE[m m+l] mitm=0
(und m ganzzahlig) und

y = ¢(x).
Dann gilt
1

y = %(g1+...+gm + (X - m)gm+1)
also

8oy ~ 818 =kx-myg

X —m+;(g y-g-g )

gm+1 0 1 m

Wegen Fm+1 C Fm cC..C FO ist die Ordnung g1 Vo0 Fm+1 ein Teiler von o

o g Mit y ist deshalb auch x ganzzahlig.
QED.



3.7.18 Berechnung der Herbrand-Funktion mit Hilfe der Funktion
Seien K ein vollstandiger diskret bewerteter Korper, L/K eine endliche Galois-

Erweiterung mit K /k separabel und der Galois-Gruppe G := G(L/K). Wir schreiben

L
P=0p k=LK

Dann gilt
ox) +1 =gL > inf {1(0), x + 1}, (1)
OOEG
Beweis. 1. Fall: -1 = x <0.
Es gilt dann
ox)+1 =x+1 (2)
und

O=sx+1<1.

Furo€&rl. -T'. | ist (o) =i+1, also
1 i+

1
inf {v(0), x + 1} =inf {i+1,x + 1}
(0 fari=-1
- {X+1 fur i=0

Fur o€G - GO ist der Beitrag des zu o gehorigen Summanden auf der rechten Seite von

(1) gleich Null und fur c€G, ist er gleich L (x + 1). Die Anzahl der Summanden ist

0 g
0
gleich g = # GO. Die rechte Seite von (1) ist damit gleich x + 1. Zusammen mit (2)
ergibt sich die Behauptung.
2. Fall: 0 < x.

Sei m die ganze Zahl mit
m< X < m+1.
Dann ist

x+1=inf{u(0),x+1} & x+1=10)

& m+2 < 1(0) (m+2 ist die kleinste ganze Zahl = x+1)
& OEFm+1.
Es folgt
1 . 1
% Y inf {1(0), x + 1} —%( > uo) + (x+1)-gm+1)
oEG OGEFmH
m+1
=0 (Y (g -g)i +Octleg )
gO P 1-1 1 m+1
2o LS g g e )
go 20 1 m+1 m+1

103 Auf T, . I'. hat die Funktion v konstant den Wert i.
i- i
1% Im i-ten Summanden kommt g_mit dem Faktor -i vor, in (i+1)-ten Summanden mit dem Faktor
i

(i+1). In allen anderen Summanden kommt g tiberhautpt nicht vor.
i



1 m

= %(go +i§1 g +(x-myg )
=¢(x) + 1.

QED.

3.7.19 Satz von Herbrand
Seien K ein vollstindiger diskret bewerteter Korper, L/K eine endliche Galois-
Erweiterung mit KL/K separabel und der Galois-Gruppe I' := G(L/K). Weiter seien

ACT,F:=1A
ein Normalteiler bzw. dessen Fixkorper. Dann gilt:

6] q)L /K(x) = ¢F /K(q)L /F(x)) fur jede reelle Zahl x = -1.

(i) (@T/A)Y =TYA/A. fur jede reelle Zahl y = -1.
Beweis. Fur
w€l'/A = G(F/K)
bezeichne
j(w) :=sup {LL/K(G) o o} =sup { LL/K(O) o€ w}

das Supremum, welches LL K auf der Restklasse w annimmit.

1. Schritt. LF/K((JL)) -1= ¢L/F ((w) - 1).

Sei 00 € I' ein Element aus der Restklasse w, in welchem die Funktion b K das

Supremum annimmt, d.h.

LL/K(O'O) =j(w), 00 € w.
Die Elemente von w haben die Gestalt oor mit T€A. Die Formel von 3.7.13 bekommt
dammit die Gestalt
e(L/F)-LF /K(oo) = 3 LL /K(o) = 3 LL /K(Oor) (D)
o TEA

Die Beweisidee fur die Formel des ersten Schritts besteht darin, die Summanden auf der
rechten Seite so umzuformen, daf} sie die Gestalt der Summanden auf der rechten Seite

der Formel 3.7.18 fur ¢ bekommen.

Ist 'Y /K(r) < j(w), so gilt

- /K(oor) =105 inf(LL /K(OO)’ - /K(’C)) =y /K(r) = inf{ - /K(r), j(w)}.
Ist 'Y /K(r) = j(w), so gilt

106

j(w) = - /K(oo'c) ="' inf { - /K(O'O), ~ /K('c) Y =19 inf{ Y /K('c), j(@)} = j(w).

105

nach 3.7.5 und weil LL/K(OO) = j(w) nach Wahl von 00 gilt.

1% Nach Definition von j.
197 auf Grund der allgemeinen Eigenschaften von t, vgl. 3.7.3.

1% Nach Definiton von j und Wahl von O 0



In der letzten Abschiatzung gilt somit iberall das Gleichheitszeichen. Zusammen ergibt
sich,

4 g (G0 = inf{ 1y (D), j(@)} 2

. . . 109 .
fur jedes TEA. Man beachte, in €A haben b F und 0 K denselben Wert."”” Wir

setzen (2) in (1) ein und erhalten

e(L/F)-LF /K((n) = Y inf{ oy /F(r), j(w)}.
TEA
Nach 3.7.18 ist die Summe auf der rechten Seite gerade gleich

2oL () + 1) mit x = j(0) - 1.
Wegen gO(L/F) ="1% ¢(L/F) folgt

U (@) = 0y p00 + 1 x = (o) - 1.

Dies ist aber gerade die behauptete Formel.
2. Schritt. FXA/A = (F/A)y mity = ¢L/F (x).

Eine Element w€I/A liegt genau dann in I’ XA/A, wenn es ein OEFX, welches die

Restklasse w reprasentiert, d.h. ein c€w mit v, .(0) = x + 1. Wir konnen dann ¢ noch

L/K
so wahlen, daB3 v den maximal moglichen Wert j(w) annimmt. Damit gilt

OET AA & j@)=zx+]1
&jlw)-1=2x
& ¢L /F(]((D) -1) = ¢L /F(x) (¢ ist streng monoton)

el /K(oo) -1= ¢L F (%) (nach dem 1. Schritt)

S nEe (F/A)y mity := ¢L/F (x).
3. Schritt. Beweis von Aussage (i).
Wir setzen
000 1= Op e (b £00).

Zeigen wir, die Funktion O hat gerade die Eigenschaften, welche nach 3.7.16 die
Funktion ¢ := ¢L K charakterisieren, d.h.

$(0) = 0.
2. ¢ :[-1, 0) — [-1, o0) ist stetig.
Ist m eine ganze Zahl = -1, so ist die Funktion ¢ linear auf dem Intervall

[m, m+1 ]
und besitzt im offenen Intervall (m, m+1 ) die Ableitung

¢’(x)=# FX)/e(L/K).
Fur die ersten beiden Eigenschaften ist dies offenischtlich der Fall. Beschaftigen wir

uns mit der dritten. Sei m eine ganze Zahl = -1. Wenn x im offenen Intervall (m, m + 1)
variiert,

199 Weil mit (‘_)L = OK[OL] auch OL = OF[OL] gilt.
% Vgl. das Beispiel von 3.7.10.



X € (m, m+ 1),
so liegt im Intervall

@ M), ¢ p(m+1)
keine ganze Zahl (nach 3.7.17). Die Funktion (I)F K ist deshalb auf dem zugehorigen

abgeschlossenen Intervall linear'''. Dann ist aber 6 als Zusammensetzung linearer
Funktionen auf dem Intervall [m, m+1] linear. Wir haben noch die Ableitungen von 0
und q)L K in den Punkten mit nicht-ganzzahligen Koordinaten zu bestimmen. Es gilt fur
nicht ganzzahlige x :
’ _112 s . s . —
Nach 3.7.16 mit F/K anstelle von L/K ist
q)F/K (y)=# (F/A)y / e(F/(K).

Nach derselben Formel 3.7.16 und 3.7.7 berechnet sich die Ableitung des zweiten
Faktors zu

q)L /F(X)’ =# (FXﬂA)/e(L/F).
Damit erhalten wir
0°'(x) =# (F/A)y o # (FXﬂA)/(e(F/(K)- e(L/F))
=# (F/A)y o # (FXﬂA)/e(L/(K) (e verhalt sich multiplikativ)
=# (FXA/A)- # (FXﬂA)/e(L/(K) (nach dem 2. Schritt).
=# (FX/ FXﬂA) Yo # (FXﬂA)/e(L/(K) (Isomorphie-Satz)
=# FX / e(L/K)

=0 k™ (nach 3.7.16).

Damit ist Aussage (i) bewiesen.
4. Schritt: Beweis von Aussage (ii).
Nach dem zweiten Schritt gilt

[ AA =) mity =@ p ().

Nach Definition der Verzweigungsgruppen bezuglich der Herbrand-Indizierung (vgl.
3.7.15) ist weiter

z _ P
r = FX mit z := q>L K (x)
@/ awY = (F/A)y
; — _ _113 _ .
mit w = ¢F K (y) = q)F K (q)L F %)) = q)L K (X) = z. Zusammen erhalten wir
7N = (F/A)y
= FXA/A (nach dem 2. Schritt)

=TZA/A (s.0.)

"' Nur in Punkten mit ganzzahligen Koordinaten kann nach Definiton von ¢ eine Anderung des
Anstiegs stattfinden.

"2 Beim Zusammensetzen linearer Funktionen multiplizieren sich deren Anstiege.

113 Nach (i).



=TYA/A (wegen w = 7).
QED.

Bemerkungen
(i)  Weitere Aussagen zu den Verzweigungsgruppen findet man im Buch iiber lokale
Korper von Serre (Serre [1], Kapitel IV).

(i)) Weitere Aussagen zur Herbrand-Funktion ¢ findet man im selben Buch in den
Kapiteln IV und V.

3.8 Der globale Fall
In diesem Abschnitt seien R ein beliebiger Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K,
L/K
eine endliche separable Korper-Erweiterung und
SCL
die ganze AbschlieBung von R in L. Wir schreiben dann auch
OK =R, (‘)L =S.
3.8.1 Korpergrad und Verzweigungsindex

Seien R ein beliebiger Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K,
L/K
eine endliche separable Korper-Erweiterung und

SCL

die ganze AbschlieBung von R in L. Fiir jedes von Null verschieden Primideal p C R
gilt dann

[L:K]= Y e(Plp)-f(Plp).
Plp
Dabei werde die Summe tiber alle Primideale P C S erstreckt, welche uiber p liegen.
Beweis. Bezeichne Kp die Vervollstaindigung von K bezuglich der p-adischen
Topologie.

Weiter seien
P.,..,P
1 r
die uber p liegenden Primideale von S, und fur
Pe { Pl’ ’Pr}

bezeichne LP die Vervollstandigung von L bezuglich der P-adischen Topologie. Nach
2.3.12 gilt dann
L®KKp = LP @...@LP ,
1 r
also
r .
K LP @...@LP = E dlmK LP.

K Kp p 1 r i=1 p 1

T
=3 [L,:K ]
i, PP

[L:K] =dim,, L = dim L®KKp = dim



r
=3 e(Pin)-f(Pin).
i=1
Das letzte Gleichheitszeichen gilt nach 3.3.7.
QED.

3.8.2 Der normale Fall: die Konjugiertheit der Primideale uber
demselben Primideal.

Seien R ein beliebiger Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K,
L/K
eine endliche Galois-Erweiterung und

SCL
die ganze AbschlieBung von R in L. Weiter seien » C R ein von Null verschiedenes
Primideal und P C S ein iiber g liegendes Primideal von S. Dann sind die uiber g
liegenden Primideale von S gerade die Ideale der Gestalt

o(P) mit cEG(L/K).
Beweis. Sei
G= {01, s or}, r = [L:K]
und sei P’ ein weiteres uber p liegendes Primideal von S. Angenommen,
P’ # o(P)

fur jedes 0€G. Dann ist P in keinem der 0"1(P’) ganz enthalten, d.h. es gibt ein

aeP,
das in keinem der O'I(P’) enthalten ist, d.h.

o(a) & P’ fur o€G.
Wir setzen

r
b:=[] Oi(a) & P (1)
i=1
Dann gilt

b .

= NL/K(a) €K,

und b ist ganz uiber R, d.h. es ist
b ER.
Nun ist eines der o, die identische Abbildung, d.h. es gilt

be P,
also
bEP(R=pC P
im Widerspruch zu (1).
QED.

3.8.3 Vergleich von e und f fur verschiedene Primideal iiber demselben
Primideal

Seien R ein beliebiger Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K,
L/K
eine endliche Galois-Erweiterung und

SCL



die ganze AbschlieBung von R in L. Weiter seien p C R ein von Null verschiedenes

Primideal und P C S ein iiber g liegendes Primideal von S. Dann hangen

e :=e(Plp) und f := f(Plp)
nicht von der speziellen Wahl von P ab. Ist g die Anzahl der uiber p liegenden Primideal
von S, so gilt

[L:K] = eefeg.
Beweis. Sei P’ ein weiteres iber p liegendes Primideal von S. Nach 3.8.2 gibt es ein
o€G = G(L/K)
mit
P’ = o(P).
Nach Definition von e := e(Plp) gilt
_ p€
pSP =P SP .
Wir wenden o an und erhalten
_pe€
pSP =P SP.

Insbesondere ist
e(P’lp) =e =e(Plp).

Die Einschrankung von o auf S ist ein I[somorphismus

o:S—S

von Ringen mit 1, welcher den Teilring R elementweise fest [alt und P in P’ uberfuhrt.
Deshalb induziert diese Abbildung einen Isomorphismen

S/P — S/P’
der Restkorper, welcher den Restekorper von R elementweise fest 1a6t. Damit gilt

f(P’lp) = dlmR/p S/P’ = dlmR/p S/P = {(Plp).

Zusammen mit 3.8.1 ergibt sich schlieBlich
[L:K] = eefeg.
QED.

3.8.4 Die Zerlegungsgruppe

Seien R ein beliebiger Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K,
L/K
eine endliche Galois-Erweiterung und

SCL
die ganze AbschlieBung von R in L. Weiter seien p C R ein von Null verschiedenes
Primideal und P C S ein iber g liegendes Primideal von S. Dann heif3t
FP ={oeGL/K)IloP)=P}

Zerlegungsgruppe von P uber p.
Bemerkungen

(i)  Sei v: L* — Z die durch P definierte Bewertung von L. Dann gilt

FP = {o€G(L/K) | v(ox) = v(x) fur jedes x € L}

= {o€G(L/K) | v(ox) = v(x) fur jedes x € S}
(i) Fur jedes c€G(L/K) gilt

_ -1
Fo P) = OFPO .



Beweis. Zu (i). Sei o€l . Dann gilt oP = P und fur jedes x € L ist

p
v(ox) = sup{n | ox € P“SP}

—sup {nlx€E o'l(PnSP) )
—sup {nlx€E o‘l(P)nsP) )

=sup {nlx E P“SP) )
= v(x).
Sei umgekehrt
v(oX) = v(X)

fur jedes x € S. Dann gilt

XEP{:}V(X)>0<¢V(G_1X)>O¢>O_1

Mit anderen Worten, es gilt o(P) = P, d.h. o€’

xEP e xe o).
P
Zu (i1). Es gilt
TE FO P) & to(P) = o(P)
s o'lto(P) =P
11:0 er

P
1

&0

(:)‘IZEO'FPG

QED.

3.8.5 Beschreibung der Zerlegungsgruppe mit Hilfe lokaler Daten

Seien R ein beliebiger Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K,
L/K
eine endliche Galois-Erweiterung und

SCL
die ganze AbschlieBung von R in L. Weiter seien p C R ein von Null verschiedenes

Primideal und P C S ein uiber g liegendes Primideal von S. Dann gilt:
(1)  Die Korper-Erweiterung LP/Kp der Vervollstandigungen von L und K bezuglich

der P-adischen bzw. p-adischen Topologien ist eine Galois-Erweiterung.
(1)) Die Einschrankungsabbildung

G(LP/Kp) — G(L/K),0 » 0|L ,
ist ein injektiver Gruppen-Homomorphismus, dessen Bild gerade die
Zerlegungsgruppe I, ist.

P
Beweis. Zu (i). Sei L ein algebraische AbschlieBung von LP und
h:LP — L
eine K _-Einbettung. Wir identifizieren LP mit seinem Bild in L und h mit der

natiirlichen Einbettung. Dann ist die Einschrankung dieser Abbildung auf L eine K-
Einbettung in einen algbraisch abgeschlossenen Korper. Weil L normal ist iiber K ist,
folgt



h(L):LgLPgE.
Die Abbildung h ist (als identische Abbildung) stetig in der P-adischen Topologie.
Insbesondere gilt h(LP) C LP. Weil h eine Kp-Einbettung ist, folgt (aus Grad-

Griinden)
h(LP) = LP'

Wir haben gezeigt, die Erweiterung LP/ Kp ist normal.

Als endliche separable Erweiterung ist L/K einfach, sagen wir
L = K(a).

Sei f das Minimalpolynom von o itber K. Dann ist auch L_/K einfach, wobei man als

P
zugehorigen Minimalpolynom einen uber K _ irreduziblen Teiler g von f verwenden

%
kann (sieche 2.3.11 und 2.3.12). Insbesondere hat mit f auch g keine mehrfachen
Nullstellen. Die Erweiterung LP/Kp ist somit separabel.

Zu (ii). Die Abbildung 0 0|L ist nach Konstruktion ein Gruppen-Homomorphismus.

Weil jedes o€ G(LP/KP) das Bewertungsideal von L in sich abbildet, gilt

P
o(P) =P. (1)
Insbesondere ist die Einschrankung von o auf L stetig. Weil L dicht liegt in seiner

Vervollstandigung L gibt es genau eine stetige Fortsetzung von ol auf L_. Mit

P L P
anderen Worten, die Abbildung ist injektiv.

Wir haben noch das Bild des Homomorphismus zu bestimmen. Wie wir bereits gesehen
haben, gilt (1) fur jedes o, d.h. das Bild des Homomorphismus liegt ganz in der
Zerlegungsgruppe.
Sei jetzt umgekehrt

TE FP

ein Element aus der Zerlegungsgruppe von P. Dann ist die Abbildung
.L—L

stetig in der P-adischen Topologie, besitzt also eine eindeutig bestimmte stetige
Fortsetzung

A
T: LP — LP
auf die P-adische Vervollstaindigung von L. Weil T ein Homomorphismus von Ringen
A
mit 1 ist, gilt dasselbe (aus Stetigkeitsgrunden) fur t. Weil T den Korper K

A
elementeweise in sich abbildet und K dicht liegt in Kp’ wird Kp bei der Fortsetzung t

elementweise in sich abgebildet. Es ist also
A
TE G(LP/Kp).

A
Nach Konstruktion ist die Einschrinkung von t auf L gerade t. Das Bild des
Homomorphismus (ii) ist somit die Zerlegungsgruppe.

QED.

3.8.6 Definition der Verzweigungsgruppen im globalen Kontext
Seien R ein beliebiger Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K,



L/K
eine endliche Galois-Erweiterung und

SCL
die ganze AbschlieBung von R in L. Weiter seien 9 C R ein von Null verschiedenes

Primideal und P C S ein uiber g liegendes Primideal von S.
Weiter bezeichne

VP: L* —7Z

die durch P auf L definierte Bewertung. Dann heif3t

Ip;={0€T,

i-te Verzweigungsgruppe von P iiber p.

IVP(Ox-x)zi+1fuerS}

Bemerkungen
(1) Man kann in der Definiton von FP ; die Zerlegungsgruppe FP durch die Galois-

Gruppe ersetzen,
FPi = {o€ G(L/K) | VP(O'X -x)=zi+1furx €S}

b

(i1) Identifiziert man die Zerlegungsgruppe FP mit der Galois-Gruppe G(LP/Kp) der
zugehorigen Erweiterung der Vervollstindigungen, so entsprechen den gerade

definierten Verzweigungsgruppen I'J . den friuher in der lokalen Situation

P.1
definierten Verzweigungsgruppen (weil der Ring S dicht liegt im Bewertungsring
von L_).
o)
Index
maximale zahm verzweigte Teilerweiterung, 76
—A— wild verzweigte, 36
) zahm verzweigte, 36
Abschliefung Erweiterungskorper
separable, 50 Verzweigungsindex, Relativgrad, Differente,
. Diskriminante eines (im vollstandigen
—A— Fall), 26
Aquivalenzen, 53 G
—C— Galois-Erweiterung
lich ;
Cohen-Struktur-Satz, 4 unendliche, 60; 89
Gruppe
proendliche, 63
—D— Tragheitsgruppe, 57
Differente
einer Erweiterung von Dedekind-Ringen, 14 _H_
eines Erweiterungskorpers (vollstandiger Hasse-Prinzip, 76
Fall), 26 .
e Hauptideal
Diskriminante
. . . o gebrochenes, 9
eines Erweiterungskorpers (vollstindiger
Fall), 26 I
—E— inverser Limes, 63
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