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4. Globale Korper

4.0 Wiederholung

Die Ausgangssituation

Der Gegenstand unserer Untersuchungen sind die ganzen rationalen Zahlen Z C Q und
allgemeiner deren ganze AbschlieBungen O, in einer endlichen separablen Erweiterung

K/Q.

K
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Wir sagen in dieser Situation, OK ist der Ring der ganzen Zahlen von K.

Allgemeiner interessieren wir uns fur das Verhalten von Primelementen beim Ubergang
zu endlichen separablen Erweiterungen der zugehorigen Korper, d.h. in der Situation

OLQL

U U (2)
OK C K
wobeli

L/K eine endliche separable Korpererweiterung ist,
OK ein Dedekindring mit dem Quotientenkorper K und

OL die ganze AbschlieBung von OK in L.

Primfaktoerzerlegung und Lokalisierung
Wir wissen in dieser Situation, dall O, ein Dedekindring und ein endlich erzeugter O, -

L L
Modul ist (vgl. 1.9.3).

Wir wissen auBerdem, dal die Lokalisierungen von OK bzw. OL in den von Null

verschiedenen Primidealen diskrete Bewertungsringe sind und dal man zum
Verstandniss der Situation in den Dedekindringen die in den diskreten
Bewertungsringen verstehen muf3. Insbesondere gilt fur die zugehorigen Gruppen der
gebrochenen Ideale (vgl. 1.5.5)

F(OK) — @”p F(OK,p)’ I » (IOK p)p ,
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wobei p die Menge der von Null verschiedenen Primideale von OK durchlauf3t und

OK D die Lokalisierung von (‘)K in p bezeichnet. Die gebrochenen Ideale in OK,p sind

gere;de von der Gestalt
n
POk p
mit einer eindeutig bestimmten ganzen Zahl n, d.h. die direkten Summanden auf der
rechten Seite sind samtlich isomorph zu Z. (vgl. den Beweis von 1.4.10).

Lokalisierung und Vervollstandigung
In unseren bisherigen Untersuchungen haben wir OK und OL durch uibereinander

liegende Bewertungsringe dieser Ringe betrachtet, d.h. wir haben von Null
verschiedene Primideale

pQOKundngLmltpgq
fixiert und anstelle der Inklusion OK C OL die zugehorige Inklusion der
Lokalisierungen
“kpSOLq

betrachtet. Mit anderen Worten, unsere bisherigen Untersuchungen haben sich auf den
lokalen Fall beschrankt. Wir haben dabei festgestellt, da3 man in dieser Situation die
beiden diskreten Bewertungsringe durch deren Vervollstindigung ersetzen kann. In der
Situation von (1), d.h. falls die Restekorper der Ringe endlich sind, sind die
Quotientenkorper der Ringe sogenannte lokale Korper.

Verzweigung

Die Untersuchung der endlichen separablen Erweiterungen der lokalen Korper hat im
wesentlichen die gesamte Vorlesung im vergangenen Semester in Anspruch genommen.
Wesentlicher Bestandteil war das Verhalten von Norm, Spur, Diskriminante und
Differente bei unverzweigten, zahm verzweigten und total verzweigten Erweiterungen
lokaler Korper und die Konsegenzen dieses Verhaltens fur unsere Ausgangsringe OK

und OL. Insbesondere haben wir gesehen, daf} die Erweiterung

OKpgoLq

nur fur endlich viele p und q verzweigt ist (vgl. 3’.3.16).

Adele

Unser nachstes Ziel ist es, einen Kalkiill zu entwickeln, mit dem wir weitere unserer
Erkenntnisse in der lokalen Situation auf die globale Situation ubertragen konnen.

Insbesondere wollen wir im folgenden nicht einzelne Bewertungsringe OK P von OK

betrachten, sondern alle Bewertungsring gleichzeitig.

Etwas vergrobert konnte man sagen, wir interessieren uns fur das direkte Produkt

0 ,
[M9% ,

wobei wir wie bei allen bisherigen Untersuchungen auch hier eine geeignete Topologie
einfuhren mussen. Bei dieser Topologie handelt es sich nicht um die gewohnliche



Produkt-Topologie, sondern um eine speziell an die Eigenschaften von Bewertungen
angepalite sogenannte adelesche Topologie.

AulBlerdem wird es nicht reichen, nur die dieskreten Bewertungsringe von (‘)K ins Spiel
zu bringen. Wir mussen auch die nicht-archimedischen Bewertungen von OK beachten.

Deshalb werden wir im folgenden das Gewicht wieder mehr auf die multiplikativen und
weniger auf die additischen Bewertungen legen.

Multiplikative Bewertungen

Ich erinnere deshalb zunichst an die wichtigsten Ergebnisse, die wir im Zusammenhang
mit den multiplikativen Bewertungen bewiesen haben.

Definition
Eine (multiplikative) Bewertung eines Korpers K ist eine Abbildung

7: K — R
mit folgenden Eigenschaften.
@) IxI = O fur jedes x €E K und IxI =0 & x =0.
(i1) Ixeyl = Ixlelyl fur beliebige x, y € K.
(iii)  Es gibt eine reelle Konstante C mit

Ix + 1l < C fur beliebige x € K mit Ixl =< 1.
Eine Bewertung, fur welche Axiom (iii) mit C = 1 gilt, heiB3t nicht-archimedisch.

Eigenschaften
. Ein Beispiel fur eine (archimedische) Bewertung ist der gewohnliche Absolut-

Betrag fur komplexe Zahlen. Jeder diskrete Bewertungsring definiert eine (nicht-
archimedische) Bewertung.
. Jede Bewertung definiert auf K eine Topologie in derselben Weise wie der

Absolut-Betrag dies auf den komplexen Zahlen tut. Genauer, die e-Umgebungen
Ue(x) ={yeKlI lyxl<e}

mit € >0 und x € K bilden eine Umgebungsbasis dieser Topologie.

. Zwei Bewertungen heiflen dquivalent, wenn sie dieselbe Topologie auf K
definieren (vgl. 2.1.3 und 2.3.2).

. Jede Bewertung ist @dquivalent zu einer Bewertung, fur welche die
Dreiecksunglechung besteht (2.1.4).

. Jeder archimedisch bewertete Korper ist ein Teilkoper von C, wobei die
Bewertung gerade der Absolut-Betrag ist (vgl. 2.2.4 Satz von Gelfand-
Tornheim).

. Jede Bewertung von () kommt von einem der Bewertungsringe 7 ) mit einer

Primzahl p oder ist gerade die Einschrankung des gewohnlichen Absolutbetrags
(vgl. 2.1.15 Satz von Ostrovskij).

. Jeder bewertete Korper liegt dicht in einem vollstandigen' bewerteten Korper,
dessen Bewertung die des Ausgangskorpers fortsetzt und welcher
Vervollstindgung dieses Korpers heifit. Die Vervollstindigung ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt (vgl. 2.3.3). Die Eigenschaft der Bewertung,
archimedisch oder nicht-archimedisch zu sein, bleibt beim Ubergang zur
Vervollstandigung erhalten (vgl. 2.1.8).

. Fur jede endliche Korpererweiterung K/k eines vollstandig bewerteten Korpers k
gibt es genau eine Fortsetzung der Bewertung von k auf K (vgl. 2.3.8).

" d.h. jede Cauchy-Folge ist konvergent.



. Fur jede endliche Korpererweiterung K/k eines bewerteten Korpers k gibt es
mindestens eine Fortsetzung und hochstens endlich viele Fortsetzungen der
Bewertung von k auf K (vgl. 2.3.12).

J Schwacher Approximationssatz (vgl. 2.3.4)

Seien k ein Korper und
21, .., 12
1 N
paarweise nicht-dquivalente Bewertungen von k. Bezeichne

k.
1

die Vervollstandigung von k bezuglich der i-ten Bewertung I‘?Ii . Dann liegt das

Bild von k im direkten Produkt der Ei bei der Diagonal-Einbettung dicht, d.h. fur

jedes N-Tupel aus diesen direkten Produkt gibt es eine Folge in k, welche fur i =
1, ... , N bezuglich der i-ten Topologie gegen die i-te Koordinate des Tupels
konvergiert.

. Sei K ein lokaler Korper, d.h. K ist diskret bewertet, vollstandig bezuglich dieser
Bewertung und hat einen endlichen Restekorper (3.1.2). Dann ist K lokal
kompakt in der zugehorigen Topologie (vgl. 2.4.1). Insbesondere ist K mit einem
Haarschen Mal3 versehen.

. Sei K ein lokaler Korper mit der Bewertung 1?l. Dann gibt es unter den zu ||

aquivalenten Bewertungen genau eine mit

Il = .
q

wobei it einen Parameter von K und q die Anzahl der Elemente des Restekorpers

bezeichnet (vgl. 2.4.3). Diese Bewertung heifit normalisierte Bewertung von K
und stimmt im wesentlichen gerade mit dem Haarschen Maf} von K tuiberein (vgl.

2.4.4).

. Die Topologie eines lokalen Korpers ist total unzusammenhangend, d.h. jede
Zusammenhangskomponente besteht aus nur einem Punkt (vgl. 3.4.7).

o Das Tensorprodukt von Korpererweiterungen (vgl, 2.3.11)

Seien K/k eine endliche separable und L/k eine beliebige Korpererweiterung.
Dann ist das Tensorprodukt

K®kL
ein kommutativer Ring mit 1, welcher in ein direktes Produkt von endlichen
Korpererweiterungen von L zerfallt, sagen wir®

K®kL = L1X...XLr .
Als Korper tiber k und L sind die Li paarweise isomorph und gleich dem
Kompositum von K und L,
Li =K-L.
Fur €K bezeichne

%, EKIXI L%,  E L]

b

das Charakteristische Polynom® von a beziiglich K/k bzw. Li/L' Dann gilt

2 Auf der rechten Seite stehe die direkte Summe der L-Moduln L. , welche mit der koordinatenweisen
i

Multiplikation versehen sei. Die Anzahl der direkten Summanden muf} endlich sein, weil auf der linken
Seite ein endlich-dimensionaler L-Vektorraum steht.

? d.h. das charakteristische Polynom der Multiplikation mit O bezuglich der Vektorraume K bzw. L,
i
uber k bzw. L.



Xoc - Xl,a."'. X

Insbesondere gilt fr Norm und Spur
r

Ng (@ = il=_[1 NLi/L(a)

T,0

und
r
TrK /k(oc) = ingrLi /L(oc)

. Spezialfall (vgl. 2.3.12)

Ist in der obigen Situation k ein bewerter Korper und L =k die Vervollstindigung
von k, so sind die Li gerade die Vervollstandigungen von K bezuglich der

Fortsetzungen auf K der Bewertung von k. Insbesondere gibt des gerade r
verschiedene solcher Fortsetzungen.

Literatur
Wie bisher wird sich unser Darstelljung des Gegenstands eng am Buch von

Cassels, J.W.S., Frohlich, A.: Algebraic number theory, Academic Press,
London and New York 1967,

orientieren. Eine alternative Darstellung desselben Stoffs findet man in den folgenden
Buchern.

Neukirch, J.: Algebraic number theory, Springer, Berlin-Heidelberg 1999.
Weil, A.: Basic number theory, Springer, Berlin-New York-Heidelberg 1967.

Zum weiteren Verlauf der Vorlesung

Wir beginnen mit einer leichten Verallgemeinerung unserer Aussagen zur
Fortsetzbarkeit von Bewertungen im Kontext der normalisierten Bewergungen. Wir
benotigen diese Verallgemeinerung, weil wir wie oben erwahnt im folgenden auch die
archimedischen Bewertungen im Auge behalten mussen.

4.1 Fortsetzung normalisierter Bewertungen

4.1.1. Zum Begriff der normalisierten Bewertung (Erginzung)

Sei k ein bewerteter Korper mit der Bewerung 1?1, welcher eine der beiden folgenden
Bedingungen erfullt.

1. 171 ist diskret und nicht-archimedisch, und der Restekorper ist endlich.

2. 171 ist archimedisch.

Zu 1. In diesem Fall ist der Begriff der normalisierten Bewertung bereits definiert (vgl.

2.4.3). Bezeichne m einen Parameter der Bewertung. Dann hat jedes von Null
verschiedene Element x die Gestalt

X = uent”
mit einer eindeutig bestimmten (von it unabhéngigen) ganzen Zahl n und einer Einheit
u. Der normalisierte Wert von X ist dann
lIxIl = (1/q)",
wobei q die Anzahl der Elemente des Restekorpers bezeichne.

Zu 2. In diesem Fall ist k als bewerteter Korper ein Teilkorper von C (vgl. 2.2.4
Gelfand-Tornheim). Insbesondere hat k die Charakteristik 0, d.h. es ist



QCkC C
Fur die Vervollstandigung von k bezuglich der gegebene Bewertung gilt deshalb
RCk CC,
d.h. k hat den Korpergrad 1 oder 2 uber den reellen Zahlen. Damit gibt es nur die
beiden folgenden Moglichkeiten.

2a.  k=R.
Wir definieren die normalisierten Bewertung als

11l := IxI

den gewoOhnlichen Absolut-Betrag komplexer Zahlen.

2b. k=C.
Wir definieren die normalisierte Bewertung als

lxl := IxI?

das Quadrat des gewohnlichen Absolut-Betrags komplexer Zahlen.
Bemerkung
(i) Inallen drei Féllen 1, 2a und 2b multipliziert die Abbildung

multa: kKt — E"', X b OX,
fur jedes a€k das Haarsche MaB der additiven Gruppe der Vervollstandigung

von k gerade mit dem Faktor lloll, d.h. fir jede meBbare Menge U C k ist
u(multa(U)) = llallepn(U),

wobei u ein Haarsches Mal} von k* bezeichne.
(i)) Die in (i) beschriebene Bedingung charakterisiert die normalisierte Bewertung
innerhalb der Klasse der zu [I?ll 4quivalenten Bewertungen.

4.1.2 Fortsetzungsformel fur normalisierte Bewertungen (vollstandiger
Fall)

Seien k ein vollstandig bewerteter Korper beziiglich einer normalisierten Bewertung |21
wie in 4.1.1. und
K/k
eine Korpererweiterung des Grades
N := [K:K].
Weiter sei lI7ll die normalisierte Bewertung zur eindeutig bestimmte Fortsetzung von ||
auf K (vgl. 2.3.8). Dann gilt

IxIl = INK/k(x)I fur jedes x € K.

*Im Fall 1 ist das gerade die Aussage von Bemerkung 2.4.4. (ii). Im Fall 2a folgt dies aus der Tatsache,
daB das Haarsche MaB auf R gerade mit Lebesque-Malf} tibereinstimmt (dieses ist invariant

bei Verschiebungen) und die Multiplikation mit o die Intervall-Léangen mit lo
multipliziert.

Im Fall 2b ist das Haarsche Mal gerade das 2-dimensionale Flachenmal auf C = R2

(diese ist verschiebungsinvarinat). Die Multiplikation mit einer komplexen Zahl o ist
gerade die Zusammensetzung aus einer Drehung der komplexen Ebene (die das Mal3

unverandert 1a3t) und einer Strreckung um den Faktor lal, die das Mall mit dem Faktor

lot? = llodl multipliziert.



Beweis.Nach 2.3.8 sind lI?Il und N., ,NK /k(?) aquivalente Bewertungen. Es gibt also

eine (eindeutig bestimmte) positive reelle Konstante ¢ mit

Ixll = IN,, - (x)I° fur jedes x € K.
Wir haben zu zeigen, es gilt ¢ = 1. Dazu fixieren wir eine Vektorraum-Basis von K uiber
k, sagen wir

K= k-cul + ...+ k-mN.

Die Abbildung
N
n
k' — K, (Xl’ e XN) — Elximi ,
ist dann ein Isomorphismus der additiven Gruppen von k™ und K und gleichzeitig ein
Homoomorphismus, wenn man k™ mit der Topologie des direkten Produktes versieht

(vgl. 2.3.6). Insbesondere haben k™ und K dieselben Haarschen MafBe.’

Sei jetzt b € k. Die Multiplikation mit b auf K entspricht dann der Abbildung
n n
k' — k ,(xl,...,xN)—> (bxl,...,be),

Letztere Abbildung multipliziert das Haarsche Maf} mit dem Faktor N Also gilt
T\ TN\
IIbll = bl = bl = INK/k(b)I
(weil b im Grundkorper k liegt). Damit ist ¢ = 1.

(Statt des obigen Beweises kann man die Konstante ¢ auch durch direktes Nachrechnen
in den Fallen 2a, 2b und 1 bestimmen).
QED.

4.1.3 Fortsetzungsformel fur normalisierte Bewertungen (allgemeiner
Fall)

Seien k ein bewerteter Korper bezuglich einer normalisierten Bewertung |71 wie in
4.1.1. und

K/k
eine endliche Korpererweiterung. Dann gilt

r
I1 IIXIIj = INK/k(x)I fur jedes x € K.
i=1

Dabei seien II?IIl, s II?IIr die normalisierten Bewertungen zu den Fortsetzungen von |7
auf K.
Beweis. Seien k die Vervollstandigung von k und

K®kE =L %Xl

die Zerlegung von 2.3.11 bzw. 2.3.12. Dann gilt nach 2.3.11

T
Ngx® = 1131 N Li/L(X)

5 Und das Haarsche MaB auf k™ ist gerade des Produktmall zum Haarschen Maf auf k.
% Weil die Multiplikation mit b auf k das Haarsche Ma8 mit b multipliziert.



und nach 2.3.12 sind die Li gerade die Vervollstindigungen von K bezuglich der

Fortsetzungen von |7 auf K. Fur die rechte Seite der zu beweisenden Formel erhalten
wir

r
INK /k(x)l = i]__[l IN Li /L(X)|
Nach 4.1.2 steht rechts das Produkt der IIXIIJ..
QED.

4.2 Globale Korper

4.2.1 Definition

Ein globaler Korper k ist entweder eine endliche Erweiterung des Korpers der rationalen
Zahlen QQ oder eine endliche separable Erweiterung des Korpers F(t) der rationalen
Funktionen uber einem endlichen Korper F.

Bemerkungen

(1) Das Hauptaugenmerk unserer Betrachtung liegt auf dem Fall, daB k eine enliche

Erweiterung von Q ist, d.h. auf dem Fall eines Korpers algebraischer Zahlen.
oder auch kurz von einem Zahlenkorper Ist k eine endliche separable Erweiterung
von F(t) mit F endlich, so spricht man auch von einem Funktionenkorper.

(i) Die Forderung der Separabilitit im Funktionenkorper-Fall kann man
weglassen.Nach dem Satz von der separierenden Transzendenzbasis, kann man
die Unbestimmte t stets so wahlen, das die Erweiterung k uiber F(t) separabel
wird’. Siehe zum Beispiel van der Waerden [1], Teil II, §155, Satz von der
separablen Erzeugung.

4.2.2 Die Anzahl der Bewertungen mit einem Wert > 1
Seien k ein globaler Korper und o€k - {0}. Dann gibt es nur endlich viele paarweise
nicht-adquivalente Bewertungen |7 von k mit

lol > 1.

Beweis. 1. Fall: k = Q.
Seien

n

a=%*p le opT n €7, (1)
1 r 1

die Zerlegung von a in paarweise teilerfremde Primzahlpotenzen und p eine Primzahl.

Dann ist der p-adische Wert von a genau dann von 1 verschieden,

vp(®)

1
lal_= (= #= 1,
aly =6

wenn p in der Zerlegung von a echt vorkommt,
PE Py 5P

Es gibt also fur p nur endliche viele Moglichkeiten. Nach dem Satz von Ostrovskij
(2.1.15) gibt es aber bis auf Aquivalenz nur die Bewertungen I?Ip und den

Absolutbetrag.
2. Fall: k = F(t), F endlicher Korper.

7 weil endliche Korper F vollkommen sind, d.h. jede endliche Erweiterung von F ist separabel (oder
aquivalent, jedes Element von F besitzt eine p-te Wurzel in F, wenn p die Charakteristik von k
bezeichnet, siehe van der Waerden [1], Teil I, §45, Aussage II).



Weil k eine positive Charakteristik besitzt, ist jede Bewertung von k nicht-archimedisch
(vgl. 2.1.10).

Weil F endlich ist, gibt es fur jedes Element aus x€F* eine endliche Potenz, welche
gleich 1 ist, sagen wir

xM=1.
Fiir jede Bewertung 17| gilt deshalb Ix/" = 1, also

IxI =1 fur x € F*.
Mit anderen Worten, jede Bewertung |7l von k ist trivial auf F. Betrachten wir den Wert
der Unbestimmten bezuiglich einer gegebenen Bewertung. Indem wir bei Bedarf t durch
1/t ersetzen, erreichen wir
Itl < 1.

Fur jedes Polynom f(t) = antn +a .t '+ .. + a, gilt auf Grund der nicht-

n-1 0
archimedischen Dreiecksungleichung (2.1.7(1)).

If0) < max {la_t", la_ al lagl} = 1

-1
Mit anderen Worten, 17l ist eine Bewertung tiber dem Dedekind-Ring F[t] im Sinne von
2.1.14 und damit nach 2.1.14 von der Gestalt
v (?)
2=p P
mit einer reellen Zahl p&(0, 1) und einem maximalen Ideal p von F[t]. Wir haben
gezeigt:

v (?
Die Bewertungen von k sind gerade die p-adischen Bewertungen 1?1 = p p( ) mit einem
maximalen Ideal p von F[t] oder F[1/t].

Es reicht also zu zeigen,
v_(a) =0 fur falls alle maximalen Ideale p von F[t] und F[1/t].

Wir konnen uns dabei auf den Fall beschrianken, da3 p ein maximales Ideal von F[t] ist.
Dazu betrachten wir die Zerlegung (1) von a in paarweise teilerfremde Potenzen von
irreduziblen Polynomen p; von F[t]. Die Bedingung v_(a) = 0 ist nur dann verletzt,

wenn das maximale Ideal p von einem der p; erzeugt wird, also nur fur endlich viele p.

3. Fall: k beliebig.

Nach Voraussetzung ist k ein globaler Korper, also eine endliche separable Erweiterung
eine Korpers ¢ der Gestalt Q oder F(t). Im Fall ¢ = Q besitzt ¢ genau eine
archimedische Bewertung (nach dem Satz von Ostrovskij 2.1.15) und im Fall £ = F(t)
gibt es tiberhaupt keine archimedische Bewertung von ¢ (nach dem Satz von Gelfand-
Tornheim 2.2.4). Da jede Bewertung nur endlich viele Fortsetzungen auf eine endliche
separable Erweiterung besitzt (vgl. 2.3.12) ist die Anzahl der archimedischen
Bewertungen von k endlich. Wir konnen uns deshalb beim Beweis auf die Betrachtung
der nicht-archimedischen Bewertungen beschranken.

Weil k endlich ist tiber ¢, besteht eine Relation der Gestalt

o + a an'l +..+a =0mita_,...,a €F.
1 n 1 n
Fur jede nicht-archimedische Bewertung 17l gilt damit
la®  =l-ao™loa |
1 n
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n-1
< max { Ialoc [, ..., Ianl }
< max {1, Ialn'l}-max { Iall Y e s Ianl }
also®
lal = max {1, la,| ,...,Ianl }

Auf Grund der ersten beiden Fille steht auf der rechten Seite nur fur endlich viele

Bewertungen |17 ein Wert > 1. Also gilt dasselbe auch fur die linke Seite.

QED.

Bemerkungen

(i)  Wie wir gesehen haben, sind alle Bewertungen eines globalen Korpers der Gestalt
k = F(t) mit F endlich, von der Form

1?71 =
mit einem maximalen Ideal p von F[t] oder F[1/t] und einer reellen Zahl
peE@,1).
(ii) Aus dem Beweis ergibt sich weiter, da mit Ausnahme von endlich vielen
archimedischen Bewertungen, alle Bewertungen eines globalen Korpers diskret
und nicht-archimedisch sind. Sie geniigen also den Bedingungen von 4.1.1., d.h.
jede Bewertung eines globalen Korpers #quivalent zu einer normierten
Bewertung.
(iii) Sei der globlae Korper k endlich und separabel uber ¢ mit ¢ = Q oder £ = F(t) , F
endlich. Weiter sei V eine normalisierte Bewertung von ¢. Fur eine Bewertung v
von k schreiben wir

@)
o P

vIV,
wenn die Einschrinkung von v auf ¢ Aquivalent ist zu V.
4.2.3 Das Produkt aller normalisierten Werte
Seien k ein globaler Korper und o € k - {0}. Dann gilt
IoclV =1
fur fast alle normalisierten Bewertungen I?IV von k. Man kann also deren Produkt

bilden. Dieses ist gleich 1,
I1 IocIV = 1.
\%

Bemerkung
Spater werden wir einen etwas weiniger technischen Beweis als den nachfolgenden
angeben.

Beweis. Nach 4.2.2 gilt IoclV > 1 nur fur endlich viele v und dasselbe ist richtig fur

1/0.. Zusammen ist also IocIV = 1 fur fast alle v.

¥ Ist lal = 1, so ist der erste Faktor rechts gleich Ionln_1 und Division durch diesen Faktor liefert die neue
Abschatzung. Ist lal < 1, so ist der erste Faktor rechts gleich 1. Wir gehen zu den n-ten Wurzeln uiber -
eine monotone Operation - und erhalten

n
lal < \/max {la_l,...,la I}
1 n

Ist die Wurzel auf der rechten Seite grofer als 1, so Vergrofiert man den Wert nur wenn man zur n-ten
Potenz uibergeht. Ist sie es nicht, so steht auf der linken Seite ein Wert < 1, d.h. die neue Abschétzung
besteht ebenfalls.
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Sei jetzt k endlich und separabel tiber ¢ mit £ = Q oder ¢ = F(t) , F endlich. Weiter

bezeichne V eine normalisierte Bewertung von ¢. Fir das Produkt ibert alle
normalisierten Bewertungen v von k gilt dann

IT IaIV: IT I1 IoclV
\% V vV

=J]IN_ (o)l nach 4.1.3.
v K/l

Es reicht also zu zeigen, jeder Faktor auf der rechten Seite ist gleich 1, d.h. wir haben
die Behauptung fiir £ anstellen von k zu beweisen. Wir konnen also annehmen, k = Q
oder k = F(t).

1. Fall: k = Q.

Wir betrachten die Zerlegung

=in1- .nr=i p eZ
a p le...ep [Ip ¥, n,n ,
1 r p r p

von o in paarweise teilerfremde Primzahlpotenzen. Fur die normalisierte Bewertung zur
Primzahl p gilt dann

-n
Ioclp =p P,
fur das Produkt wber alle nicht-archimedischen Bewertunten von £ = Q also
-n
I Iozlp =[Ip P= L
P p lodl
Durch Multiplikation beider Seiten mit dem archimedischen Wert lal erhalten wir die

Behauptung.
2. Fall: k = F(t).
Wir betrachten die Zerlegung
n n n
a=p le.op I=2Tp P n.,n €12,
1 r p L p

von o in paarweite teilerfremde Potenzen irreduzibler Polynome p€F[t]. Fur die
normalisierte Bewertung zum Primpolynom p gilt

al = Ipnplp - IpIEP — (#FO/p)P = (#F)3eg PP = (4 "pTIED

Fur das Produkt uber alle diese Werte erhalten wir

-n,ede -2, n,ede n
[l =[] (#F) P EP_(yp) P "p 8 P_(ypy-deg Ty p P_ (ypy-deg oy
p P
Der Korper k = F(t) besitzt noch eine weitere Bewertung, namlich die zum
Primpolynom
Py = 1/t € F[1/1]

(vgl. 2.1.16). Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dafl fur den
zugehorigen Wert

lal = @#F)dee @ )
gilt, denn dann ergibt sich die zu beweisenden Identitit aus (1) durch Multiplikation mit
(2).

Zum Beweis von (2) konnen wir annehmen, dafl o ein Polynom von F[t] ist, sagen wir
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a:adt + ... +a0,d=dega, aiEF, ad#O.
d.h.
_ (ol 1 Lin
a=(1/t) (ad+ad-1t+"'+a0(t) ).
Der zweite Faktor rechts ist in F[1/t] teilerfremd zu 1/t. Es gilt also
_ -d, _ d_ deg a
IoclOo =1(1/t) Ioo = (#F)I* = I(#F)| )

Also gilt (2), und damit die Behauptung.
QED.

4.2.4 Ein Vergleich von Bewertungsringen

Seien k ein globaler Korper und K/k eine endliche separable Erweiterung. Fur jede
normalisierte Bewertung v von k Betrachten wir die Zerlegung (vgl. 2.3.12)

kv®kK = Kl@...@KJ.

Dabei bezeichne kV die Vervollstandigung von k beziiglich v und K 1 o K T seien die
Vervollstandigungen von K beziiglich der Fortsetzungen V 1 yeees V jvonv auf K. Man
beachte, die Zahl J = J(v) kann von v abhangen.
Weiter sei
W5 s Oy
eine Vektorraumbasis von K uiber k. Dann besteht fur fast jedes v die Identitat
wlok + ... +ooN(f)k :OK @...@OK . (1)
v v 1 J
Dabei bezeichne
Ok
v
den Bewertungsring von kV bezuglich der Bewertung v und
OK.

J
den Bewertungsring von Kj bezuiglich der Bewertung Vj.

Bemerkung

Nach Bemerkung 4.2.2 (i) besitzt ein globaler Korper nur endlich viele archimedische
Bewertungen. Bei der obigen Aussage konnen wir also annehmen, daB3 v eine nicht-
archimedische Bewertung ist. Nur in diesem Fall ist Ok definiert und die Behauptung

der Gleichheit in (1) eine sinnvolle Aussage.
Beweis. Wie gerade angemerkt konnen wir auf den Fall beschranken, da3 v eine nicht-
archimedische Bewertung ist.

1. Schritt. Beweis von “C_” fur fast alle v.
Weil die Korper-Erweiterung K/k endlich und separabel ist, ist mit k auch K ein
globaler Korper. Fur fast alle Bewertungen V von K gilt deshalb

IcojlV <lfurj=1,..,N.
Schlieft man die endlich vielen Bewertungen von K aus, fur die das nicht gilt, und
deren Einschrankungen auf k, so sieht man, daf} fur fast alle Bewertungen v von k und
deren Fortsetzungen Vl""’VJ von v auf K gilt
IoojlVi <slfurj=1,..,N,i=1,..,]J.
Bezeichnen wir die Fortsetzung von Vi auf die Vervollstindigung Ki ebenfalls mit Vi’

gilt fur jedes Element
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X=X F e+ O X (xl,...,XNEOkgknggKi)

der linken Seite von (1) auf Grund der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung
2.1.7(1):
IXIVi <slfuri=1,..,N.
Mit anderen Worten, die linke Seite von (1) ist in der rechten Seite enthalten.
2. Schritt: Beweis von “_D” fur fast alle v.

Betrachten wir die Diskriminante

D(Y17 AR YN) = det (TrK/k(Ylyj))i,le,...,N
fur
Vi IN € kV®kK = K1®...®KJ.
Liegen die v in K und in der rechten Seite von (1), d.h. gilt IyilV < 1 fur alle i und alle
¢

¢. Nach der Spur-Formel von 2.3.1 gilt
J
Tr, ,(r.v)= Y Tr (v.v.)
K/k*'1;j /- Ké/kv 1]

Wegen I\(ilV = 1 liegt v, in (‘)K fur alle i. Die Produkte Yiyj liegen also auch in den OKg

sind also ganz’ iiber Ok . Damit sind die Spuren rechts als Summen ganzer Element
A%
ganz uber (f)k und Elemente von kV. Die Summe rechts liegt damit in Ok , d.h.

\% v
TrK /k(yiyj) S (f)kv fur vy P Iy in der rechten Seite von (1) und in K.  (2)

Sei jetzt o in der rechten Seite von (1). Dann gilt erst recht

oE K1®“'®KJ = kv®kK = kvm1+...+kaN
Wir kénnen o € K in der Gestalt
N
o= Y aw. mita.€k
2 11 1 Vv
schreiben. Furi =1, ..., N gilt
2
=10 .
D(ml, wi—l’ o, mi+1, . u)N) =g D(wl’ e ooN).
! OK ist die ganze Abschliefung von (‘)k im vollstandigen Korper K ’
[4 v
10 Sei
D(yl, s yN;él, - 6N) = det (TrK/k(Yiéj))i,j=1 ’’’’’ N

Diese Funktion ist k-linear in jedem ihrer Argumennt und schiefsymmetrisch in den y und in den 9.

Insbesondere ist diese Funktion gleich Null, wenn zwei der y oder zwei der &
ubereinstimmen. Weiter sei

D(x =D O B 200 .
( 2 y) ((Dlv ,X, 9 ('UN7(D17 ’y7 2 w )
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Fur fast alle v liegen die ooj € K in der rechten Seite von (1). Wegen (2) liegt dann die

linke Seite der letzten Identitét in (‘)k , d.h. fur fast alle v gilt
v
2d e, (=1 N
a K a=1,..,N)
v
mit
d= D(ool, s wN) € k.

Weil die Erweiterung K/k separabel ist, ist die Bilinarform Tr

K /k(xy) nicht entartet,

d.h. die Determinante d dieser Form ist ungleich Null,

Fur fast alle v ist damit aber d eine Einhgit,?il.g: es gilt
ai2 S Ok fur jedes i.
Dann ist aber auch'' k
a, S Okv fur jedes i,

d.h. a liegt in der linken Seite von (1). Wir haben damit gezeigt, fur fast alle v gilt

mlOkV+ ot wNOkv D) OKI@...@OKJ M K.

Nach dem schwachen Approximationssatz 2.3.4 liegt K dicht in K1 @...0K T Weil die

hier auftretenden Bewertungen diskret sind, liegt auch der Durchschnitt auf der rechten

. . . 12
Seite dicht in OKl @...@OKJ.

Eine dichte Teilmenge der rechten Seite also in der linken Seite von (1). Die linke Seite
ist aber ein direktes Produkt von kompakten Mengen (vgl. 2.4.1), also kompakt, also

abgeschlossen. Also liegt die gesamte linke Seite in der rechten.
QED.

4.2.5 Unverzweigtheit an fast allen Stellen

Seien k ein globaler Korper und K/k eine endliche separable Erweiterung. Dann ist fur
fast jede Bewertung v von k unverzweigt in K.
Beweis. Seien

Diese Funktion ist Null fur x = w odery = W mitu # 1.

Die linke Seite der zu beweisenden Identitét ist gerade
N N 2
D(a,a) = > > aa D(oou, oov) =a, D(ooi, wi).
u=1v=1
Dies ist gerade die linke Seite der zu beweisenden Identitat.
"' Weil der Wert des Quadrats gleich dem Quadrat des Werts ist.
2 Jedes Element von K1 @...(—DKJ 148t sich durch eine Folge aus K approximieren. Das gilt erst recht

fur jedes Element aus OK @...@OK . Der Limes der zugehorigen Werte (bezuglichj der J Bewertungen)

1 J
geht dann gegen eine reelle Zahl < 1. Das die Bewertungen diskret sind, sind die Werte selbst schon von
einer gewissen Stelle an < 1, d.h. die Folge liegt von einer gewissen Stelle an in OK und damit in

jedem O
K
¢
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k
v

die Vervolltandigung von k beziiglich der Bewertung v, die wir OBdA als normalisiert
annehmen konnen,
V.,..,V
1 r
die normalisierten Bewertungen von K, welche dquivalent zu einer Fortsetzeung von v
sind, und

KV.
1

die Vervollstandigung von K bezuiglich der Bewertung Vi' Weiter bezeichne

Ok
v

den Bewertungsring des bewerteten Korpers kV und

Oy

i
den Bewertungsring des bewerteten Korpers K , . Dann gilt

1

\Y%

v ist unverzweigt in K
o KVi/kV ist unverzweigt furi=1, ...t
& Fur die Diskriminanten gilt 6(KV /kv) = Ok (vgl. 3.3.14)
i v

& Es gibt fur jedes = 1, ..., r ein freies Erzeuggendensystem

Yf, v s Yfl von OV uber Ok mit
i %

S

D(Yf, s Yfl) = det(Tr(yiéij) €0,

v
(vgl. 1.6.13 (iii)).
¢ ¢

Man beachte, die Determinante D(y 1 Vg

) ist gerade die Determinante der
Bilinearform

Tri: KViX KVi — kV, (X,y) & Xy,
welche jedem Paar x, y von Elementen aus K, die Spur der Multiplikation mit xy

1

\%

zuordnet. In analoger Weise konne wir die Spur
Tr: (KVlX"'XKVr)X(KVIX"'XKV ) — kV,

betrachten, welche je zwei Elementen aus K, X..xK_, die Spur der Multiplikation mit

V1 Vr

deren Produkt zuordnet. Indem wir geeignete kV-Vektorraum-Basen

¢ ¢
Yio e YnEKV,

1
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der K., fixieren und jede bilineare Abbildung mit deren Matrix identifizieren, erhalten

v
i
wir"?
Tr1 ... 0
TI‘ =] cee cee e
0 ...Tr
r
Fur die Determinante der Matrix der Bilinearform Tr erhalt man
f N4 '/ 14
det(Tr(vivj)i,j:L._”N =1 det(Tré(vivj))i’jzl,___,n = [1DOys s v
Z:l €=1
Dabei seien VYN gerade die in geeigneter Weise aufgelisteten yig.
Zusammen mit 4.2.4 erhalten wir:
v ist unverzweigt in K
& Es Elemente Yl""’YN € mlokv+ e U)N(f)kv derart, dafy

Dy psnv) = det(Tr(vivj))

eine Einheit in Ok ist.
v

Dabei ist D(yl, ) die Determinante der kV—Bilinearform

) YN
(k ® Kyx(k ® K)—k . (x,y) b Tr(xy),

welche je zwei Elemente x, y € kV®kK abbildet auf die Spur der Multiplikation mit xy.

Diese Bilinearform entsteht durch kV-lineare Fortsetzung der k-Bilinearform

Tr: KxK —k, (x,y) » Tr(xy).

Erstere hat also dieselbe Matrix wie letztere (bezuiglich einer k-Vektorraum-Basis von
K). Von letzterer wissen wir aber, daf} sie nicht entartet ist (weil K/k separabel ist). Die
Determinante ist somit ungleich Null. Fur fast alle Bewertungen v konnen wir

Yi = u)i a=1,...,N)
setzen. Fur fast alle v ist, wie wir in 4.2.4 gesehen haben,
ID(col, s coN)I =1,

d.h. v ist fur fast alle v unverzweigt in K.

QED.

4.3 Eingeschrankte topologische Produkte
Wir beschreiben jetzt einen topologischen Kalkiul, den wir spater brauchen.

'3 Weil Addition und Multiplikation in KV X...XKV koordinatenweise definiert sind, sind die Matrizen
1 r
fur die Mutliplikation mit Elementen aus KV X...XKV Blockmatrizen, wobei die Eintrage aullerhalb
1 r
der Hauptdiagonalen Null-Matrizen sind. Durch Ubergang zur Spur erhilt man wieder Block-Matrizen
dieserr Art.
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4.3.1 Die Situation
Seien

€ hen

eine Familie von topologischen Rdumen und
O en

eine Familie von offenen Teilmengen ®, C Q. , wobei die Index-Menge A’ eine

A N
Teilmenge von A mit endlichem Komplement A - A’ sei. Weiter sei € die Menge

Q:={ (GX)XEA I a}LEQ}\ fur jedes A und OL)\‘E@}\ fur fast jedes A\}.

Wir fuhren in Q eine Topologie ein, indem wir als Topologie-Basis alle Produkte der
Gestalt

[r,
AEA

verwenden, wobei F)\ offen in 97¥ fur jedes A und gleich G))\

Menge €2 zusammen mit dieser Topologie heifit eingeschranktes topologisches Produkt

der Q7¥ bezuglich der ®

Beispiel

fur fast jedes A sei. Die

2\

A die Menge der normalisierten Bewertungen eines globalen Korpers k

Qx: k7¥ die Vervollstindigung von k bezuglich der Bewertung AEA

A’ C A die Teilmenge der nicht-archimedischen Bewertungen von k

6?\ = Ok der Bewertungsring von k

) A

4.3.2 Eine Familie von offenen Teilmengen von Q

Sei in der Situation von 4.3.1 eine endliche Teilmenge S C A gegeben mit A-A’CS
und bezeichne

QSE HQ}\ I1 @k
AES  AEA-S

die Menge aller Elemente (o € Q mit

WrEA

0y S GK fur AMES.

Dann ist QS offen in Q, und die Unterraum-Topologie von €2

Produkt-Topologie.
Bemerkung

Jede Menge der definierenden Topologie-Basis von Q ist offen in einer der Mengen 2

S in Q ist gerade die

S

Beweis. Die Mengen Q gehoren zur Topologie-Basis, welche die Topologie von €2

S

definiert. Sie sind also insbesondere offen in Q.
Weiter bilden die Mengen der Gestalt
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Imr,
AEA

mit I“)L offen im A-ten Faktor von Q2 S fur alle A und I“)L gleich diesem Faktor fur fast

alle A eine Topologie-Basis fur die Produkt-Topologie von €2 und es sind gerade die

S

Mengen, die man aus der Topologie-Basis von Q durch Schneiden mit QS erhilt. Also

stimmt die Unterraum-Topologie mit der Produkt-Topologie uberein.
QED.

4.3.3 Abhangigkeit der Topologie von den @7¥

Sei in der Situation von 4.3.1 fur fast jedes AEA eine offene Teilmenge

0, S

von 97\ gegeben, wobei fur fast jedes A

@x:(ak

gelte. Dann stimmt das eingeschriankte topologische Produkt der €2, bezuglich der ©

A A

mit dem der Q}\ bezuglich der 6’)» uberein.

Beweis. In beiden Fillen sind die zugehorigen Mengen Q dieselben und die

definierenden Topologie-Basis stimmen iberein.
QED.

4.3.4 Kriterium fur lokale Kompaktheit

In der Situation von 4.3.1 seien die Raume Q)\‘ lokal kompakt und die Unterraume ©

kompakt. Dann ist das eingeschrankte topologische Produkt €2 der Q2

A

2 bezuglich der

@))\ lokal kompakt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen von 4.3.2 gilt
Q= S QS

wenn S die endlichen Teilmengen von A mit A-A” C S durchléauft. Es reicht also, die
lokale Kompaktheit der Mengen

ng HQX I1 ®>»
AES  AEA-S

zu beweisen. Da S endlich ist, kommen in der Faktor-Zerlegung nur endlich viele
Faktoren vor, die eventuell nicht kompakt sind, vor. Alle Faktoren sind aber lokal

kompakt. Die Q
QED.

S sind also lokal kompakt.

4.3.5 Ein MaB auf dem eingeschrankten topologischen Produkt
In der Situation von 4.3.1 sei fur jedes AEA ein Mal3 U auf dem Raum Qk gegeben,

wobeli
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gelte fur jedes AEA’. Das Produkt-Maf3 auf Q sei nach Definition das Maf, fur welches
eine Basis meBbarer Mengen'* die Mengen der folgeneden Gestalt seien.

1M,
AEA

mit M)» mefBbar in Q}\ von endlichem MaB fur alle A&A und M}\ = Qk fur fast alle A.

Dabei gelte fur diese Mengen
wC [TM,) = [Tu, (M,).
AEA AEA

4.3.6 Das MaB auf den Teilmengen QS

Die Einschrankung des in 4.3.5 definierten Maf3es auf eine der Mengen €2 g von 4.3.2

ist gerade das Produkt-Mal der Uy -

Beweis. Das ergibt sich aus der Definition des Produkt-Mafes.
QED.

4.4 Der Adele-Ring

4.4.1 Definition

Sei k ein globaler Korper. Fur jede normalisierte Bewertung v von k bezeichnen wir mit
kV die Vervollstaindigung von k bezuglich dieser Bewertung und, falls v nicht-

archimedisch ist, mit OV den zugehorigen Bewertungsring von kV. Der Adele-Ring

Yk

von k ist dann definiert als das eingeschrinkte topologische Produkt der kv bezuglich
der OV. Addition und Multiplikation im Adele-Ring seien dabei koordinatenweise
definiert.

@)+ @) =@ +B)

@)+ B) =, *B)

Bemerkungen
(1)  Die angegebenen Operationen sind korrekt, d.h. fur je zwei Elemente

a=(a)undp=()

aus V| sind o+p und o Elemente von Vk.15
(1)  Die durch Addition und Multiplikation definierten Abbildungen

VkXVk — Vk’ (a? B) ng a+|37

VkXVk — Vk’ (o, B) & aep,

'* d.h. die meBbaren Mengen seien die von diesen Mengen erzeugte O-Algebra.
" Fast alle Komponenten von o+f und af} liegen in (‘)V fur fast alle v.
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sind stetig, d.h. V| ist mit diesen Operationen ein topologischer Ring.'®
(1) Der Ring Vk

Ringe OV sind kompakt (vgl. 4.3.4).
(iv) Die Diagonal-Einbettung

k
ist lokal kompakt, denn die Korper kV sind lokal kompakt und die

k_)Vk,Cl_)(C)V,

welche jedem Element ¢ von k das Adel zuordnet dessen samtliche Komponenten
gleich ¢ sind, ist wohl definiert'” und ein injektiver Homomorphismus von
Ringen mit 1. Die Elemente dieses Bildes heilen Haupt-Adele. Wir werden im

folgenden meist k mit seinem Bild in Vk identifizieren und k als Teilkorper von

Vk auffassen.
4.4.2 Verhalten bei endlichen separablen Korper-Erweiterungen

Sei K/k eine endliche separable Erweiterung des globalen Korpers k. Dann besteht ein
(topologischer und algebraischer) natiirlicher Isomorphismus

Vk®kK — VK. (D

Die Diagonaleinbettung k & Vk induziert dabei eine Inklusion
K= k®kK S Vk®kK — VK ,

welche gerade mit der Diagonaleinbettung von K in VK zusammenfallt.

Beweis. Wir fixieren eine k-Vektorraumbasis von K, sagen wir

K= k-u)1+...+k-ooN mit N:= [K:k]

und verwenden diese zur Beschreibung der Abbildung (1). Wir identifizieren die wj mit

ihren naturlichen Bildern
1®u)j e Vk®kK

in Vk®kK, welche ein tiber dem Ring Vk linear unabhangiges Erzeugendensystem des

Definitionsbereichs von (1) bilden. Dessen Elemente lassen sich also in der Gestalt

1 N
= (ocv)-(o1+...+(ocv )-(oN
J

schreiben mit eindeutig bestimmten Adelen (oc]V) €V, . Fur fast alle v sind die o, ganz,

k
d.h. sie liegen im Ring OV der ganzen Zahlen von kV. Fur jede uber v liegende

normalisierte Bewertung V von K ist das Element

1 N
ozv°ool+...+0LV -(oN € KV )
wohldefipiert,
J
aVEkngv,ijKgKV,

'S Es reicht zu zeigen, durch Einschranken dieser Abbildungen auf die Mengen der Gestatl Q S erhalt
man stetige Abbildungen. Weil die Topologie der QS gerade die Produkt-Topologie ist, reicht es, die

Stetigkeit koordinatenweise zu beweisen. Die koordinatenweise Topologie besteht aber, weil die k
v

topologische Ringe sind fur jedes v.
"7 Weil der Wert von c fur fast alle normalisierten Bewertungen gleich 1 ist.
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und fur qut alle V (und v) gilt
J
OLVEOVQOV,(DJ.EOKQOV,
d.h. fur fast alle V ist das Element (2) ganz. Die Elemente (2) bilden somit die

Koordinaten eines Adels aus VK’ welches wir als das Bild von a bei der Abbildung (1)

defininieren. Nach Konstruktion ist diese Abbildung Vk—linear.

Betrachten wir fur festes v den Isomorphismus

kV®kK — Kle e X KVr 3)

von 2.3.12, wobeli Vl’ s Vr die uber v liegenden normalisierten Bewertungen seien.
Das Element (2) ist dann gerade die V-te Koordinate des Bildes von

N
1+...+ocV 1® N € kv®kK
beim Isomorphismus (3). Insbesondere ist die eben definierte Abbildung (1)
unabhédngig von der Wahl der w. . AuBlerdem ist sie injektiv und koordinatenweise ein

1
e 1® w

Homomorphismus von Ringen mit 1, also selbst ein injektiver Homomorphismus von
Ringen mit 1."® Wie wir oben gesehen haben, induziert (3) fur fast alle v eine Bijektion

—~

1 N Ole e X OVr 4)
(vgl. 4.2.4). Die Koordinaten eines vorgegebenen Adeles aus VK zu Koordinaten uiber
v definieren also fur fast alle v ein Element der rechten Seite von (4) und damit auch ein

Element der linken Seite. Das bedeutet aber, jedes Element von VK liegt im Bild der

Abbildung (1).
Wir haben gezeigt, Abbildung (1) ist ein Isomorphismus von Ringen mit 1. Zu zeigen
ist noch, daf es sich um einen Homoomorphismus handelt.

O 0, +...+0 0
v v

Dazu vergleichen wir die Topologien der beiden Raume auf der linken und rechten Seite
von (1). Der Raum auf der linken Seite ist als topologischer Raum ein direktes Produkt
von N Exemplaren von Vk' Als Topologie-Basis konnen wir die N-fachen direkten

Produkte von offenen Mengen aus V. verwenden,

k

le"'XUN mit Ui offen in Vk

Statt die Offeneheit der Ui in Vk konnen wir auch fordern. daB sie der definierenen

Topologie-Basis von Vk angehoren.'” Indem wir Koordinaten zum selben v in diesen

Produkten zusammenfassen, sehen wir, daf} Vk®kK gerade das eingeschrankte

topologische Produkt der

kv®kK = kvwl + ...+ kVUJN

ist bezuiglich der Teilmengen

val + ...+ Ovu)N

"8 Auf Grund der koordinatenweisen Definition der Multiplikation des Adele-Rings.
1 d.h. fur jedes U, gibt es eine endliche Menge S, von Indizes, sodall U, aus allen Elementen von Vk
i i i

besteht, fur welche die A-te Koordinate fur jedes AES. in einer vorgegebenen offenen Menge
1

liegt und die ubrigen Koordinaten beliebig (und fast alle ganz) sind.
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Weil fur fast alle v die Isomorphie (4) besteht, ist dies aber gerade das eingeschrankte
topologische Produkt der KV bezuglich der OV ,alsoV_,.

K
QED.

4.4.3 Vergleich der additiven Gruppen des Adele-Rings

Sei K/k eine endliche separable Erweiterung des globalen Korpers k. AuBSerdem
bezeichne

vV, und Vi
die additive Gruppe des Adele-Rings von k bzw. K. Dann ist
+ __ ot +
VK EV @ ... @V

isomorph zur direkten Summen von N := [K:k] Exemplaren von Vl-: . Bei diesem
Isomorphismus entspricht die additive Gruppe

K+ C Vi
der Hauptadele gerade der direkten Summe k™ ® ... ® k™ auf der rechten Seite.
Beweis. Ergibt sich aus dem Beweis von 4.4.2. Alternativ: fur €K - {0} ist die
Untergruppe
o Vy C Vg
isomorph zu Vl-: (im topologischen und algebraischen Sinne)*”. Damit ist aber

+ + + + 7t +
VE =V ®K=0 Vi +..+o Vi =Vi® . ® V.

1 N

QED.

4.4.4 Die Topologie der Adele-Klassen
Sei k ein globaler Korper. Dann liegt der Ring der Hauptadele
kC Vk

diskret im Ring V, der Adele. Aulerdem ist ein die Faktor-Gruppe

k
Tt
Vi /k
kompakt.
Beweis. Nach Voraussetzung ist k endliche separable Korper-Erweiterung eines
Teilkorpers
¢ Ck
mit ¢ = Q oder ¢ = F(t) mit F endlich. Nach 4.4.3 gilt
+ __ ot +
Vk=Vg @ ... @VZ

wobei den Hauptiadelen die direkte Summe ¢* @ ... ® ¢*. Insbesondere ist

Vit = Vit @ @ Vit
Es reicht deshalb, die Behauptung fur den Speziealfall

k={¢
zu beweisen. Wir beschrianken uns hier auf den Zahlenkorperfall

. + . . + .
2 Man erhilt die Elemente von m-Vk, indem man alle Koordinaten der Elemente von Vk mit ®

multipliziert.
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k=¢=Q.
Der Funktionenkorperfall wird so dhnlich behandelt.

+ +
Wir haben zu zeigen, Q7 liegt diskret in VQ' Weil Q% eine Untergruppe von VQ ist,
+
reicht es zu zeigen, es gibt in VQ eine offene Umgebung U der Null,

0EUC Vg,
welche mit Q nur die Null gemeinsam hat. Sei
+ e .
U:={ (aV) € V@ I laooloo <1 und Iocplp < 1 fur jede Primzahl p}.
Dabei bezeichne I?Ioo den gewodhnlichen Absolutbetrag und I?Ip die (normalisierte) p-

adische Bewertung. Sei

beQMU.

Wir haben zu zeigen, b = 0. Angenommen b ist von Null verschieden. Sei
b= T pe(P)
die Zerlegung von b in (endlich viele urr)ld paarweise teilfremde) Primzahlpotenzen.
Wegen b € U gilt
1= 1pl = ipeP)_ = (1/p)e(P)

also e(p) = O fur jedes p (und = O fur fast jedes p). Insbesondere ist b eine ganze Zahl,
b E Z.

AuBerdem ist aber wegen b € U der Absolutbetrag von b kleiner als 1. Also gilt
b=0.

+
Wir haben noch zu zeigen, VQ/Q"' ist kompakt. Dazu betrachten wir die Menge

+ o .
Wi=:={ (aV) S V@ I laooloo < 1/2 und Iocplp = 1 fur jede Primzahl p}.
Diese Menge ist gerade das topologische Produkt des kompakten Intervalls
{a_€RIl la_|_ =1/2}
o) 00
mit den kompakten Mengen O Q" d.h. W ist kompakt. Es reicht also zu zeigen, die

p
Einschrankung der natuirlichen Abbildung
Vi vt
Q—'Q
+
auf W ist surjektiv, denn dann ist VQ/Q+ als stetiges Bild einer kompakten Menge

kompakt. Es reicht also, die folgende Aussage zu beweisen.

Jedes BEV?@ hat die Gestalt p =b + o mit b € Q und aEW. (1).
Fur jede Primzahl p ist die p-te Komponente Bp S @p von [ eine Laurent-Reihe in p,
sagen wir
o0
Bp = Y an(p)-pn mit an(p) €{0, 1, ...,p-1} und n(p) = 0.

n="n(p)
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Den gebrochenen Anteil der Laurent-Reihe konnen wir in der Gestalt

-1
ro= an(p)-pn =z /pn(p) mitz €7
P n="n(p) P P
schreiben. Fur den ganzen Anteil erhalten wir
I -r | =<1.
BP p P

Da P ein Adel ist, d.h. 3 _ist fur fast alle p selbst schon ganz, konnen wir auerdem die
rp noch so wihlen, daf3
rp =0 fur fast alle p

gllt Damit ist die Summe
r= E r € (@
p

eine wohldefinierte rationale Zahl.
Weiter ist [300 , und damit auch Boo—r , eine reelle Zahl. Es gibt somit eine ganze Zahl

SEZ
mit
IBOO -r-sl . 1/2.
Wir setzen
b:=r+s€qQ.
Dann gilt
P -bl  <1/2.
00 00

Fur jede Primzahl p gilt auflerdem auf Grund der nicht-archimedischen
Dreiecksungleichung

IB_ - bl =l _-r)-(r)-sll
ﬁp b (Bp p) ( p) P
smax{Ip -r | ,Isl Ir ,| |p” primund #
Uy - rply - st LT p p}
<“'max{IB -rl ,1
{Bp p }
<1
Wir haben gezeigt, 3 148t sich in der Gestalt
B=b+a
schreiben mitb € Qund o := -bE W.

QED.

4.4.5 Eine Summen-Zerlegung fur Adele
Sei k ein globaler Korper. Dann gibt es eine Teilmenge

W:={ (EV)V € Vk I IEVIV < 6V }
des Adele-Rings von k, welche Ungleichungen der Gestalt

IEVIV < 6V

*'Es giltIsl <1 weil s eine ganze Zahl ist und Ir || <1, weil in der Primfaktor-Zerlegung vonr | =
PP p

z ’/p,n(p ) der Exponent von p’ nicht-negativ ist.
p



25

mit 6V = 1 fur fast alle v definiert ist, so daf sich jedes Adel (pEVk in der Gestalt

¢ =0 + y mit 0EW und yEkK
schreiben laBt.
Beweis. Wie im Beweis von 4.4.4 reduziert man den Beweis mit Hilfe von 4.4.3 auf

die Falle k = Q und k = F(t).

Man beachte, wegen der Identitat von 4.2.4

wl(f)k + ..+ mNOk = OK @...@OK
\% v 1 J

fur endliche separable Erweiterungen K/k und fast alle v ist die Bedingung
Igjlv <1
fur die Koordinaten aus dem Grundkorper und fast alle Bewertungen v dquivalent zu

der entsprechenden Bedingung
N

Y Ewl, =1
[

fur die Elemente des Erweiterungskorpers und fast alle Bewertungen V.

Im Fall k = Q ist die im Beweis von 4.4.4 konstruierte Menge W von der gesuchten
Art. Im Fall k = F(t) ist die Argumentation so ahnlich.
QED.

4.4.6 Endlichkeit des MaBles von Vi:/k"'
Sei k ein globaler Korper. Dann ist das Mal3 der Gruppe
++
Vi /k
bezuiglich des Faktor-Malles des Haar-Maf3es von Vl-: endlich.

Bemerkung
Diese Aussage hangt naturlich nicht von der Wahl der multiplikativen Konstanten ab,

bis auf die das Haar-Malf} der Gruppe V; festgelegt ist. Wir beschéftigen uns hier nicht

mit der Frage nach der konkreten Berechung des Maf3es.
Beweis. Wie bisher kann man den Beweis der Aussage mit Hilfe von 4.4.3 auf die

Falle k = Q und k = F(t) mit F endlich zuriickfiihren. In diesen Fallen ergibt sich die
Aussage fast unmittelbar. Man beachte, die in 4.4.4 konstruierte Menge W, welche sich

surjektiv auf den Faktor V;(_/k"' abbildet, hat das MaB 1.
Ein alternativer Beweis ergibt sich aus der Kompaktheit von Vl-:/k"'. Sei

FC VAT
eine offene Teilmenge endlichen Malles. Dann bilden die Verschiebungen von F eine
offene Uberdeckung von Vl_:/k"' . Weil Vlt/k"' kompakt ist, wird die Gruppe von
endlich vielen Verschiebungen von F uiberdeckt, d.h. von endlich vielen Mengen
endlichen MaB3es. Also ist das Mal} von Vlt/k"' ebenfalls endlich.
QED.
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4.4.7 Ein alternativer Beweis fur den Produktsatz 4.2.3

Als Konsequenz der obigen Endlickeitsaussage ergibt sich ein alternativer Beweis fur
die Identitat

e, =1
.

fur jedes von Null verschiedene Eleemnt EEk* eines globalben Korpers (vgl. 4.2.3).
Wie wir gesehen haben wird bei der Multiplikation mit

BV € kV
das Haarsche Mal} der lokal kompakten Gruppe lg-',- mit dem Faktor I|3VIV multipliziert

(vgl. Bemerkung 2.4.4(i1)). Fur jedes Adel
B=(B,), EV, - {0}

wird deshalb bei der Multiplikation mit 3 das Haarsche Mal} von Vl-: mit dem Faktor

1;[ I|3Vlv

multipliziert. Insbesondere verandert die Multiplikation mit dem Hauptadel
E=(),

das Haar-Mal} von Vk um den Faktor ]\_/[ IEIV.

Andererseit uberffuhrt die Multiplikation mit § die Hauptadele in sich, induziert also
eine korrekt definierte Abbildung

eVIKT — ViKY, B b (&) (1)

vV

welche das Mal3 von Vl-: /k* mit dem Faktor [] I§IV multipliziert:
v

we®E) =T] |§|V’M(F) fur meBbares F C Vlt/k"'.
A%

Nun ist aber (1) eine bijektive Abbildung und F = Vi:/k"' hat nach 4.4.6 endliches Mal.

Deshalb muB ] IEIV =1 sein.
v

Bemerkung
Im nachfolgenden Abschnitt wollen wir eine neue Variante des Approximationssatzes
2.3.4 beweisen. Dazu benotigen wir die nachfolgende Aussage.

4.4.8 Eine nur von k abhangige Konstante

Sei k ein globaler Korper. Dann gibt es eine nur von k abhéngige positive reelle
Konstante

0<CeR
mit folgender Eigenschaft.

Fur jedes Element OLEVk mit
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C<JI |OLV|V
v

gibt es ein von Null verschiedenes Hauptadel f€k C V. mit

k
Bl = lot I

fur alle normalisierten Bewertungen v von k.
Beweis. 1. Schritt. Fur fast alle v gilt IocVIV =1.

Nach Definition von Vk gilt

loo | <1 far fast alle v.
VA%

Angenommen, die Ungleichung ist echt fur unendlich viele v. Es reicht zu zeigen, dies
steht im Widerspruch zur Wahl von a

Sei I die Menge der nicht-archimedischen normalisierten Bewertungen von k, mit
loo | < 1.
\A%

Dann ist I unendlich und es gilt

I1 |OLV|V = A-B

v
mit

A= 1] |OLV|V und B := ] IocVIV.

veEl vEElL

Nach Wahl von I ist das Produkt B endlich*?, d.h. B ist eine wohldefinierte nicht-
negative reelle Zahl. Es reicht deshalb zu zeigen, aus der Unendlichkeit von I folgt
A=0,

denn das steht im Widerspruch zur Wahl von a, d.h. zu
0<C<J] |OLV|V .
%
Bezeichne k(v) den Restekorper von v. Dann gilt

- e(v)
IocVIV =(1/#xv))
mit einer ganzen Zahl e(v). Wegen |OLV|V < 1 ist e(v) sogar eine natirliche Zahl. Wir

betrachten eine Folge {Vn} von paarweise verschiedenen Elementen aus I und

n=1,2,..

setzen
%:@M“fwmu@M%ﬁMQ

Dies ist ein Produkt von naturlichen Zahlen > 1. Die Folge der X ist damit eine streng

monoton wachsende Folge von natuirlichen Zahlen, geht also gegen co. Damit geht aber
das Teilprodukt von A,

1
]_[ IocV IV‘ = 0.

_.
Il
—_
-
-
=]

2 Dies v, welche nicht in I sind, sind archimedisch, d.h. es gibt nur endlich viele von Ihnen, oder es gilt
fursieloo | =1, d.h. sie leisten keinen Beitrag zum Produkt B.
vV
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gegen Null. Da alle Faktoren im Produkt A echt kleiner als 1 sind (nach Definition von
I), folgt
A=0.
Dies ist der gewiinschte Widerspruch.
2. Schritt. Eine Abschéatzung fur das Mal} der Menge

ly | =1/10  fur v archimedisch
Vv

S:={y=(y ) E Vy |
v IyVIV < 1 fur v nicht-archimedisch

Genauer, wir zeigen
O<uS)<oco.

Fur jede der endlich vielen archimedischen Bewertungen ist
1
SV ={y€E kV I lelv =70

ein Intervall der Lange 2/10 auf der reellen Achse oder eine Kreisscheibe in der
komplexen Ebene vom Radius 1/10. In beiden Féllen gilt fur das Maf}

0< MV(SV) < 0.
Fur jede archimedische Bewertung ist
SV = {yEkv I IyVIV =1}= OV

eine Menge vom Maf3 pLV(SV) = 1. Zusammen erhalten wir, daf}

WS =11 1,(5,)
eine positive reelle Zahl ist.

3. Schritt. Berechnung des Mafles der Menge
und

N ly 1 < % IaVVI fur v archimedisch
T:={y=(y ) EV |
v ly | <lo | fur v nicht-archimedisch

\AY% 'A%

Genauer, wir zeigen

(™) = w(S)»[ o | .
\%

Fur jede der endlich vielen archimedischen Bewertungen ist
1
TV ={y€e kv I lYV|V < mlavlv}
ein Intervall der Lange %‘IOLVIV auf der reellen Achse oder eine Kreisscheibe in der
komplexen Ebene vom Radius %v\ IIOLVIV23 , welches man aus dem Intervall bzw. dem
Einheitskreis SV durch Multiplikation mit o erhalt. Insbesondere ist
w, (SO =w S )l .
Fur jede archimedische Bewertung ist
TV ={yE kV I IyVIV < IocVIV} = aVOV

¥ Nach Definition des Begriffs der normalisierten Bewertung im archimedischen Fall.
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eine Menge vom Maf}
MV(TV) = IOLVIV = uV(SV)°|OLVIV.
Zusammen erhalten wir
w(T) = M(S)-]\"}[ I(xVIV.

4. Schritt. Beweis der Behauptung.
Wir setzen

C := w(Vi KT )/u(S).

Dann gilt fur C <] IocVIV
v

W(T) = (ST ot | > w(S)-C = u(Vi/kH)
v

Das Bild der Menge T bei der natiirlichen Abbildung

+ + .+

Vi — Vi /k

hat also ein MaB3 < w(T). Deshalb ist die Einschrankung dieser Abbildung auf T nicht
injektiv. Es gilt zwei Adele, sagen wir

v, TET
mit demselben Bild in Vl:/k+’ sagen wir

-t =pEkT.
Fur jede normalisierte Bewertung v gilt also
IBIV:Ir VT VI

Ist v nicht-archimedisch, so kann man die rechte Seite wie folgt abschiatzen.

9

- < , <
It T l=smax{It’ | ,k” | }=lo |
\Y vV \AY VvV

Das zweite Kleiner-Gleich-Zeichen gilt dabei wegent’, v° € T.
Ist v archimedisch, so kann man die rechte Seite wie folgt abschitzen.

b _ ” < b 29 <
IrV I It I + It I _mIocI +mIocI IOLVIV

Das mittlere Kleiner-Gleich-Zeichen gilt dabei wegen tv’, v € T.
Zusammen erhalten wir fur jedes v:
IfilV < IOLVIV
wie behauptet.
QED.

4.4.9 Polyzylinder, in denen Hauptadele liegen
Seien k ein globaler Korper, v, eine normalisierte Bewertung von k und

0
d >0
v
fur jede normalisierte Bewertung v #= Yo eine positive reelle Zahl, wobei fur fast alle v
0 =1
A%

gelte. Dann enthilt der durch die 6V definierte Polyzylinder
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P(0) :={a€V, | IocVIV < 6V fur alle v # VO}

k

mindestens ein von Null verschiedenes Hauptadel: es gibt ein fEk-{0} mit

Beweis. Wir wihlen fur jedes v # v

Iﬁlvsévfurallev#vo.

eino €k mit

0 \Y \%

O<lool =8 undla | =1imFalld =1.
Vv v Ay v

Dann kann man ocV € kV so wiahlen, dal} gilt

0 0

C<JI |OLV|V
v

wobei C die Konstante von 4.4.8 bezeichne. Nach 4.4.8 existiert dann ein Hauptadel o

mit den geforderten Eigenschaften.
QED.
Bemerkungen

@

(i)

Man kann zeigen, die Charaktergruppe der lokal kompakten Gruppe V; ist

isomorph zu Vl-: . Die Gruppe Kkt spielt dabei eine besonder Rolle. Siehe:

S. Lang: Algebraic number, Addison Wesley, 1964.
A. Weil: Adeles and algebraic groups, Inst. Advanced Studies, Princeton 1 961.
Godement, R.: Seminarie Bourbaki, Exposes 171, 176

Diese besondere Rolle steht in engem Zusammenhang mit den

Funktionalgleichungen der C- und L-Funktionen.
Iwasawa hat gezeigt, dal man den Adele-Ring durch topologisch-algebraische
Eigenschaften charakterisieren kann. Siehe:

Iwasawa, K.: On the ring of valuation vectors, Ann. Math. 57 (1953), 331-356.

4.4.10 Starker Approximationssatz

Seien k ein globler Korper und v

eine normalisierte Bewertung von k. Bezeichne

V::Vk

0

’VO

das eingeschriankte topologische Produkt der Vervollstandigungen kV bezuiglich der

Bewertungsring (‘)V, wobei v die von v

0 verschiedenen normalisierten Bewertungen

von k durchlaufe. Dann liegt k dicht in V.

Bemerkung

Der schwache Approximationssatz 2.3.4 macht die analoge Aussage fur jedes endliche
Produkt von Vervollstandiguungen kV.

Beweis. Seien die folgenden Daten gegeben.

I.

3.

Eine endliche Menge S von normalisierten Bewertungen von k, die von Yo

verschieden sind.
Eine reelle Zahl € > 0.

FiurjedesveSemoa €k .
vV v

Zum Beweis der Behauptung reicht es dann zu zeigen, es gibt ein fEk mit
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Ip - CLV|V < o fur jedes v € S und

(D
I[3IV < 1 fur jedes v & SU{VO}.

Man beachte, die Mengen der Gestalt

[mr,

b Yo
mit
U (a) fur v&S
e v
rv = kV fur V6ESU{VO} archimedisch
OV fur VESU{VO} nicht-archimedisch
und

US(OLV) ={xE kv : |X-OLV|V <e}

bilden eine Topologie-Basis von V.**
Beweisen wir also (1).
1. Schritt. Vorbemerkung.

2 Weil k nur endlich viele archimedische Bewertungen besitzt, kann man S zum Beispiel so wihlen,

daB alle archimedischen Bewertungen in S liegen. Der mittlere Fall in der Definition von ' kommt
v

dann nicht vor.

Jede offene Umgebung U eines Elements O = (OLV)V von V enthélt dann eine Umgebung

k,VO

der angegebenen Gestalt:
In U liegt zunachst eine Umgebung von o aus der definierenden Topologie-Basis,

sagen wir 1_[ I’ . Fur S wihle man dann die Menge der v, die archimedisch sind oder fur die I’
v v

V&V
0

# O gilt. Dann kann man €>0 so klein wiahlen, daf} gilt
v
r =U (a0 )Cr
v € VvV v
fur die endlich vielen v aus S (jedes I'” ist offen). Fur v & SU{VO} ist
\'

=0 =I"
v v v

eine offene Umgebung von (xVEF’ =0 ,dh.es gilt
\%

A%

€ [[ T C ] " CU
V&V V&V
0 0

Nach Konstruktion ist H I' eine offene Umgebung von o, deren Faktoren I' durch
v v

vV#EV

0

Bedingungen der Gestalt (1) definiert sind.
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Nach 4.4.5 gibt es eine Teilmenge W C Vk der Gestalt
W :=/{ (EV)V € Vk I IEVIV < 6V }
mit positiven reellen Zahlen 6V , die fast alle gleich 1 sind,
6v =1 fur fast alle v,

mit der Eigenschaft, daf} sich jedes cpEVk in der Gestalt

¢ =0 + vy mit 6EW und yEk
schreiben 1a6t.
2. Schritt. Vorbemerkung.
Wir betrachten den Polyzylinder von 4.4.9, der duch die Familie der reellen Zahlen

-1 -1
d, &, VvES, und d, ,VESU {VO}

definiert ist. Da fast alle diese reellen Zahlen gleich 1 sind, enthalt dieser Polyzylinder
nach 4.4.9 mindestens ein von Null verschiedenes Hauptadel, d.h. es gibt ein

rLE k- {0}
mitZS
-1 -1 ...
I)\IV <9, ¢ furveSund INV <o, furveEs U {VO}.
3. Schritt.
Sei jetzt aEVk das Adel, dessen v-te Koordinate fur v&S gleich o und fur VS gleich

0 ist. Nach dem ersten Schritt mit ¢ = A" Lot hat dann o die Gestalt**
o =1 + 3 mit }ltquW und BEk.

Damit gilt fur veS:
1 -1
Ip - ocVIV = IlpvlV = I?»IV-IX‘qJVIV <9, £°6V =€
und fur v & SU{VO}:
1 -1
IﬁlV =Ip - aVIV = IlpvlV = I?»IV-IX‘qJVIV <9, - 6V =1.

Mit anderen Worten, das Element f€k gentigt den Bedingungen von (1).

QED.

Bemerkungen

(i) Der Beweis gestatttet die Formulierung einer quantitaven Variante des starken
Approximationssatzes, in welcher man eine Schranke fur

1
Bl =hp | = ey 1 o= .8
Yo YoYo Vo A Vo Yo Yo Yo
angeben kann.”’

» Genaugenommen steht in 4.4.9 links keine echte Ungleichung. Indem wir die endlich vielen reellen

Zahlen der Gestalt 6;15 noch etwas verkleinern, konnen wir eine echte Ungleichung erreichen.
% ghn o= ¢ =0 +y mit €W und yEk*, also

a=A+Ay=9+f
mity =A0 und B = Ay.
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(i) FEinen alternativen Beweis des starken Approximatikonssatzes findet man in der
Arbeit

Mahler, K.: Inequalities for ideal bases, J. Austr. Math. Soc. 4 (1964), 425-448
4.5 Die Idele-Gruppe

4.5.1 Die Einheiten-Gruppe eines topologischen Rings
Sei R ein topologischer Ring mit 1 (d.h. ein Ring mit der Struktur eines topologischen
Raums, sodal} die Operationen +, - und ¢ stetig sind). Dann ist die Einheiten-Gruppe

R* C R

beziiglich der Unterraum-Topologie im allgemeinen keine topologische Gruppe: der
Ubergang zum Inversen,

R* — R¥* x b x'l,

mul} dann im allgemeinen nicht stetig sein. Deshalb betrachtet man die Abbildung

R* — RXR. X b (x,x7]), )
welche offensichtlich injektiv ist. Man kann also R* mit Hilfe dieser Abbildung als eine
Teilmenge von RxR ansehen. Wir versehen R* mit der Unterraum-Topologie von RxXR
bezuiglich dieser Abbildung.
Bemerkung
Bezuglich der so definierten Topologie von R* ist R* eine topologische Gruppe. Diese
Topologie heiflt auch Einheiten-Gruppen-Topologie.
Beweis der Stetigkeit der Abbildungen

R* — R* X » x'l, (2)
und

R#*XR* — R*, (X, y) b Xy, 3)
bezuiglich der Einheiten-Gruppen-Topologie.
Die Stetigkeit von (2). Eine Teilmenge von R* ist genau dann offen, wenn sie Urbild
einer offenen Menge bei (1) ist. Es reicht also, die Stetigkeit der Komposition
R* —3 R* —3 RXR, x » x'l B (x x'l, X),
zu beweisen. Diese ist aber als Komposition stetiger Abbildungen stetig, namlich als
Komposition

R* — RXR — R-R, x b (x, x 1) > (x 1 %),
aus der stetigen Abbildung (1) mit der stetigen Abbildung, welche die Koordinaten
vertauscht.
Die Stetigkeit von (3). Es reicht zu zeigen, die Zusammensetzung von (3) mit (1),

R*xR* — R* — RXR, (X, y) & Xy b (Xy, y'lx'l,
ist stetig. Sie ist es tatsachlich als Zusammensetzung stetiger Abbildungen:

(1)x(1) 1 - 1.-1
R*xR* " —5 "RXRXRXR — RXR, (X, y) b (XX ,y,y ) b (Xy,y X ).
Die erste dieser Abbildungen ist stetig, weil (1) stetig ist. Die zweite ist stetig, weil die
Multiplikation von R stetig ist.
QED.

7 vgl. den Beweis von 4.4.9: den Wert von I\l kann man abschitzen durch eine reelle Zahl, deren
v
0

Produkt mit den Polyzylinder-Radien 6;}18 bzw. 6_Vl groBer ist als die reelle Konstante C von 4.4.8.
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4.5.2 Definition der Idele Gruppe
Sei k ein globaler Korper. Die Idele-Gruppe von k ist definiert als die Einheiten-Gruppe
*

Jk = Vk

des Adele-Rings Vk von k, versehen mit der Einheiten-Gruppen-Topologie. Die

Elemente von J, heiflen Idele von k.

k
Bemerkungen
(i) Wir werden J, gewohnlich als Teilmenge von V. ansehen und von der J, -

k k k
Topologie von Jk und der Vk—Topologie von Jk sprechen. Mit der ersten meinen

wir die Einheiten-Gruppen-Topologie mit der zweiten die Unterraum-Topologie.

Beispiel
Sei

a(CI) e JQ

fur jede Primzahl das Idel tiber den rationalen Zahlen k = Q mit den Koordinaten
a(q) 3 {q falls v die gq-adische Bewertung ist

v 1 sonst
Dann gilt
a(q)—> 1 fuirq — o
bezuglich der VQ—Topologie von J Q’ nicht jedoch bezuglich der J Q

Topologie.*®

% Es gilt

a(q) 1= {q—l falls v die g-adische Bewertung ist

v 0 sonst

Fur jede offene Umgebung 1_[ I' der 1 der definierenden Topologie-Basis von Vk gitI' =0 furalle
v LAY

v
hinreichend grofien Primzahlen v, d.h. fut alle hinreichend grofien q liegt

Q(Q) -1
in dieser Umgebung. Damit gilt
D5
in der Vk-Topologie.
Ist v die g-adische Bewertung, so gilt dagegen
T T ST ="
@ v og v gV
v
= Il| (weil 1-q teilerfremd zu q ist)
qv
=q
Die v-te Koordinate von Lliegt damit nicht im Bewertungsring. Fur hinreichend grofes q liegt damit
a
. . 1 . . 1
keines der Glieder von {——} . in der vorgegebenen Umgegun, I' der 1, d.h. die Folge der —
(@ prim 5 s l;[ v =@

@

geht nicht gegen 1. In der Jk-Topologie geht damit die Folge der o™ nicht gegen 1.
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(i1)) Weil sich k in naturlicher Weise in V, einbettet, 146t sich k* in naturlicher Weise

k
als Teilmenge von Jk auffassen,
k* C Jk.
Die Elemente von k*, betrachtet als Elemente von J, heiflen Hauptidele von k.

k

4.5.3 Die Topologie der Hauptidele
Sei k ein globaler Korper. Dann bilden die Hauptidele

k* C Jk
eine diskrete Untergruppe von J =
Beweis.Nach 4.4.4 liegt
kC Vk
diskret im Adele-Ring. Also liegt
kxk C VkXVk

diskret im direkten Produkt des Adele-Rings mit sich selbst. Dann liegt aber auch die
Teilmenge k*xk* diskret in diesem direkten Produkt, d.h. k* liegt diskret in J K

QED.

4.5.4 Die Jk-Topologie als eingeschrankte Produkt-Topologie

Sei k ein globaler Korper. Dann ist J; als topologischer Raum (mit der J, -Topologie)

k k
*

gerade das eingeschréankte topologische Produkt der multiplikativen Gruppen k,, der

Vervollstandigungen von k bezuglich der Einheiten-Gruppen UV .

Beweis. Eine Einheit von Vk ist eine Familie

4= (av)v
mit
o €k furjedesv,a € O fur fast jedes v
VoV v %

a, # 0 fur jede v

a;lek fur jedes v, o 'E0 fir fast jedes v.
v v v
d.h. es gilt

% 3k
o €k fur jedes v, o € O_ fur fast jedes v.
v Vv v A

%
Als Menge ist damit J, gerade das eingeschrankte topologische Produkt der k;,

k

%
beziiglich der O, = UV. Die Teilmengen von J, der folgenden Gestalt bilden eine

k
Umgebungsbasis von J

K
[nr,
v
mit
-1 LR
{xx ) Ixe FV} offen in kVXkV fur jedes v
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und
_ -1 1 e .
FV ={xlxx")eE OV} fur fast jedes v.

Die zweite Bedingung bedeutet gerade FV = UV fur fast jedes v. Damit ist J, gerade das

k
beschriebene eingeschrankte topologische Produkt.
QED.

4.5.5 Der Inhalt eine Idels
Seien k ein globaler Korper und o := {ocV}vEJ K ein Idel. Dann heif3t

c(a) =[] lavlv
v
Inhalt*® von .

4.5.6 Stetigkeit des Inhalts
Sei k ein globaler Korper. Dann ist die Inhaltsabbildung

Jk—> R>O’ ap c(o),

ein stetiger Homomorphismus der topologischen Gruppe Jk mit Werten in der

topologischen Gruppe R 50 der positiven reellen Zahlen (mit der Multiplikation als
Gruppen-Operation).

Beweis. Trivialerweise ist ¢ ein Gruppen-Homomorphismus. Wir haben dessen
Stetigkeit zu beweisen.

Seien r eine positive reelle Zahl und
U (@© - R o

eine ganz in R_ liegende e-Umgebung von r. Wir haben zu zeigen, die Menge

>0
c‘l(Us(r)) = (€, Ile(a)l <}

ist offen. Weil Jk und R >0 topologische Gruppen sind und c¢ ein Gruppen-

Homomorphismus ist, reicht es die Stetigkeit im neutralen Element nachzuweisen, d.h.
wir konnen r = 1 annehmen, und es reicht zu zeigen,

c'l(Us(l)) = {0, llc(@)l < e}

enthilt eine offene Umgebung des neutralen Elements 1 € k* C Jk' Eine solche offene

Umgebung ist
mnr, (1)

v
mit

r v UV fur jedes nicht-archimedische v # Yo

%k
FV ={a €k, | |OL|V< 1 } fur jedes archimedische v # Yo

r = {a €k, ol <& )
0 o Yo

¥ ¢ von Englisch ‘contents’.
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Dabei sei Yo eine beliebig aber fest gewiahlte normalisierte Bewertung von k. Man

%
beachte, fur x € UV = 0, gilt leV = 1. Deshalb liegt [] FV tatsachlich ganz im Urbild
v

von Ue(l) bei c.
QED.

4.5.7 Verhalten des Haar-MaBes bei der Multiplikation mit Idelen

Seien k ein globaler Korper und a€J, ein Idel. Dann wird bei der Abbildung

k
V;—>Vlt, X b OX,

das Haar-MaB} von Vl-: mit dem Inhalt c(a) multipliziert.

Beweis. vgl. 4.4.7.
QED.

4.5.8 Jk-Topologie als Operator-Topologie

Sei k ein globabler Korper. Wir betrachten die Operation der Idele-Gruppe auf dem
Adele-Ring durch Multiplikation,

JkXVk — Vk’ (o, X) » OX.

Fir je zwei Teilmengen C, U C Vk sei

S(C, U) = {aEJk | (1-a)C € U und (1-(1'1)C C Ul

Dann bilden die Mengen der Gestalt
S(C, U) mit C kompakt in Vk und U offen in Vk

eine Topologie-Basis der J. -Topologie von Jk'

k
Korrektur

In der angegebenen Formulierung kann die Aussage nicht richtig sein, denn nach
Defintion gilt

aES(C.U) & a”lesc,u).

Jede offene Menge, die a enthilt, enthielte somit auch o~ 1 , im Widerspruch dazu, daf}

die Jk-Topologie nach Definition separiert ist.

Richtig ist, daB die Mengen S(C, U), welche das Einselement enthalten, eine
Umgebungsbasis der Eins bilden.
Beweis.

1. Schritt: Die Mengen S(C,U) sind offen in der J. -Topologie.

k
Sei aES(C, U). Wir haben zu zeigen, eine ganze offene Umgebung von a liegt auch in
S(C,U). Im Fall C = @ gilt S(C,U) = Jk und die Aussage ist trivial. Sei also

C #3d.
Da o in S(C,U) liegt, kann dann U nicht leer sein. Wir konnen annehmen®®, U ist eine

offene Menge der definierenden Topologie-Basis von Vk’ sagen wir
U=T] UV
v

% Die allgemeinen S(C,U) sind Vereinigungen der S(C,U) mit den speziell gewahlten U.
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Fur die nicht-archimedischen v konnen wir weiter annehmen,
U =u +u” O ,u €k ,u” €k - {0}, fur v nicht-archimedisch.
v v vv v VvV v v

Mengen dieser Gestalt, sagen wir a + bOV wollen wir hier Standard-Umgebungen (von

a) nennen.
Sei jetzt x € C und X, # 0. Es gilt dann

(lI-o )x €U =u +u” O
vV A% v VoV
X -ax €U =u +u” O
vV V'V v v VoV
X - x +u” O €U =u +u” O
vV V'V Vv v v Vv
x +u” O )a x +u” /o O )YeU =u’ +u” O
Vv vV V'V VvV VvV v v VoV
Siey_ O die kleinere der beiden Mengen u” O und u” /o O . Dann gilt
Vv AT vV Vv
(XV+yVOV)—0LV(XV+yVOV) € UV =w, +u V(‘)V
(1—aV)(XV+yVOV) € UV =w +u VOV
(1—aV)(XV+yVOV) € UV =w +u VOV

Das Produkt des zweiten Faktors links mit einer hinreichend hohen Potenz eines
Parameters von OV ist eine Teilmenge von des zweiten Summanden rechts. Die

Enthaltenseinsrelation bleibt erhalten, wenn wir zu OLV links Vielfache dieser Potenz
addieren. Auflerdem konnn wir annehmen, Yy ist eine solche Potenz dieses Parameters.
Zusammen ergibt sich
(l—aV+yVOV)(XV+yVOV) S5 UV =u’_ +u V(‘)V
Indem wir besagt Parameterpotenz bei Bedarf noch erhohen, erhalten wir
(l—av(1+yVOV))(xV+yVOV) S5 UV =u’_+u VOV

Im Fall XV = 0 konnen wir annehmen, daf} auch u’V = 0 ist. Dann besteht die letzte
Enhaltenseinsrelation aber auch (mit Yy geeignet).
Wir haben damit ein Produkt V von Standard-Umgebungen der Null gefunden mit

(1-a(1+V))(x+V) C U.
Wir konnen annehmen u’V =0, u”V = 1 fur fast alle v. AuBerdem ist fur fast alle v auch

*
aVEOV und XVEOV. Deshalb kann man annehmen, fast alle Faktoren von V sind gleich

dem Bewertungsring. Mit anderen Worten, V ist eine offene Menge der definierenden
Topologie-Basis von Vk (und eine Umgebung der Null). Durchlauft x die kompakte

Menge V, so durchlaufen die x+V eine Uberdeckung von C. Bereits endlich viele der
x+V uberdecken C. Sei V’ der Durchschnitt der zugehorigen endlich vielen V. Dann gilt

(1-a(1+V*))C CU.
Ersetzt man die Faktoren von V’, welche gleich O sind, durch O*, so erhélt man
(1-aW)C CU.
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k
mit einem Produkt W von offenen Untergruppen der Einheiten-Gruppen O,,, wobei fast
alle Faktoren gleich der entsprechenden Einheiten-Gruppe sind. Insbesondere ist W eine
Umgebung der 1 bezuigich Jk—Topologie (nach 4.5.4).

Ersetzt man in der obigen Argumentation o durch o
Umgebung W’ der 1 bezuglich der J, mit

1, so erhalt man eine offene

k
(1-a"lwc Cu
d.h.
(1-ewhyhecu
Es gilt also

a-(W W hH C s, u).

Nun ist aber mit W’ auch W>! eine offene Umgebung von 1 in der J, -Topologie.

k

Dasselbe gilt somit auch fur W’ﬂW"l. Mit a liegt also eine ganze Umgebung von a

in S(C, U). Mit anderen Worten S(C,U) ist offen.

2. Schritt. Die Operator-offenen Mengen S(C,U), welche das Einselement enthalten,
bilden eine Umgebungsbasis von 1.

Nach 4.5.4 reicht es zu zeigen, dal die Mengen der folgenden Gestalt offen in der
Operator-Topologie sind.

[nr,
\%
e(v) * ) . .
I' =1+xn_ "0 oder =0, fur v nicht-archimedisch
v v A v
(und fur fast alle v trift der zweite Fall zu)
FV = Us(l) fur v archimedisch
¢ > 0 beliebig.
Dazu reicht es zu zeigen, die Mengen FV sind offen fur jedes v.

1. Fall: v ist nicht-archimedisch.

Es reicht zu zeigen,
_ e(v)
FV =1+m, OV
ist gerade die Menge
eWq - * e(v) -1 e(v)
SV({I}, Ty, OV) ={a €kl (a-1)1Em, OV und (o "-1)*1 Emx,, OV},

: =y e(v) : e(v)
Beweis von “_”. Fur ocESV({l}, T, OV) gilta-1 € T, OV also

aEl+nf,(V)(‘) =I .

v %
e(v)
v O

Beweis von “”. Fur OLEFV gilta=1-p mit fEn v’ also

a'1=1—= 1 +[5+[32+...E 1 +n%(v)0
1-p v

! Weil der Ubergang zum Inversen ein Homoomorphismus von Jk ist.
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Man beachte, kV ist vollstandig. Es folgt

e(v) -1 e(v)
(a-1)1 € T, (‘)V und (o~ - 1)1 € T, OV,
also
e(v)
aE SV({I}, T, OV).
2. Fall: v archimedisch.
Wir haben zu zeigen, fur €>0 ist Ug(l) offen in der Operator-Topologie. Dazu reicht es

zu zeigen, fur jedes x € Us(l) gilt

x € S{1, -x}, U_(0) S U_(1).
denn dann ist Us(l) Vereinigung von Operator-offenen Mengen.

Beweis der Inklusion rechts.
Fur aES({1, -x}, Ue(O)) gilt (a-1)°1 € Ua(O)’ alsoaE 1 + Ue(O) = Us(l)'
Beweis der Relation links.
Es gilt
xEUE(l)gx: I-ymitlyl<e
also
x-Del=yeE US(O).
Weiter ist
xl D) =-1+x=ye U, (0.

Zusammen erhalten wir

x € S({1, x}, U_(0))
QED.

4.5.9 Die Topologie des Kerns der Inhaltsabbildung
Sei k ein globaler Korper. Dann ist der Kern der Inhaltsabbildung

1
Jk = Ker(c: Jk — R>O)

abgeschlossen in Vk (beziiglich der V, -Topologie) und in Jk (bezuglich der V, - und

k k

der Jk—Topologie). Die Jk—Topologie induziert auf Jll( dieselbe Topologie wie die Vk—

Topologie.

Beweis.1. Schritt: Fur jedes o€V, - Jll( gibt es eine V, -Umgebung W von o mit

k k

W, = 2.
1. Fall: T] |OLV|V < 1.
v

Wir lassen dabei den Fall zu, dal das Produkt auf der linken Seite gleich Null ist.

Wegen o€V, ist fur fast alle v der Wert |OLV|V kleiner oder gleich 1. Es gibt deshalb

k
eine endliche Menge S von normalisierten Bewertungen v von k mit

a) S enthilt alle Bewertungen v mit IocVIV > 1 und alle archimedischen Bewertungen.
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32
b) I1 |OLV|V < 1.
vVES
Wir setzen

W ={E€& Vk I IEV - aVIV < ¢ fur v&€S und I§VIV < 1 fur veS}.
Dies ist eine offene Umgebung von a..*® Fir ¢ hinreichend klein, kommt das Produkt

I1 IEVIV dem Produkt ] |OLV|V beliebig nahe, d.h. fur kleines ¢ ist
vES vES

I1 IEVIV < 1.
vES

Die uibrigen Faktoren IEVIV sind aber nach Definition von W samtlich <1. Deshalb gilt

fur EEW stets ] IEVIV < 1, d.h. W enthilt keine Elemente von Jlli.
v

2. Fall: ]\_/[ IocVIV > 1.
Wir setzen

C:=T] |OLV|V . (D
v

Dann gibt es eine endliche Menge S von normalisierten Bewertungen von k mit
a) S enthilt alle Bewertungen v mit IocVIV > 1 und alle archimedischen Bewertungen.

b) 1< ] IocVIV < 2C.
vES
. . . . 1
c)  Furjedes v & S und jedes EEVk mit IEVIV <1 gilt IEVIV <5C-

In Bezug auf die zweite Bedingung beachte, dal die endlichen Teilprodukte von (1)
dem Wert C beliebig nahe kommen, wennn man nur genugend viele Faktoren
aufnimmen. Wegen

1<C<2C
kann man also durch die Aufnahme genuigt vieler Bewertungen v in die Menge S
erreichen, daf3 die Bedingung von b) erfullt ist.

In Bezug auf die dritte Bedingung beachte man, daB im Zahlenkorper-Fall k 2 Q jede

nicht-archimedische Bewertung v tiber einer p-adischen Bewertung von Q liegt, wobei
p eine Primzahl ist. Die Werte von v sind dann ganzzahlige Potenzen von p. Nimmt
man in die Menge S alle v mit

p=2C

32 Da das Produkt aller lo | ist ein Wert p < 1 ist, und das Produkt von hinreichend aber endlich vielen
Vv

von ihnen kommt dem Wert p < 1 beliebig nahe.
3 Nach Wahl von S ist o ganz fur jedes V&S , d.h. o liegt in W.
v
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auf (von denen es nur endlich viele gibt), gilt fur die Werte eines v & S und das
zugehorige p,

_Le
|§VIV = (p) und p > 2C.
Weil der Wert von EV kleiner als 1 sein soll, muf} e ein naturliche Zahl sein. Es folgt
also
e e L
Iggvlv - (p) < (2C) =2C
(wegen C > 1 nach Voraussetzung). Im Funktionenkorper-Fall k O F(t) ist die

Situation analog: die Werte I%VIV sind Potenzen # x, wobei k die endlichen

Erweiterungen von F durchlauft, und es gibt nur endlich viele Korper k mit # k < %

Es gibt also tatsachlich eine endliche Menge S, die den drei obigen Bedingungen a), b)
und c¢) genuigt.

Wir wihlen eine reelle Zahl €0, die so klein ist, daf3 fur jedes EEVk mit

E -a | <efuralle veS$S
vV VvV
gilt
0<T] I§VIV<2C

vES
Das ist moglich auf Grund von Bedingung b). Wir setzen wieder

W ={E€& Vk I IEV - aVIV < ¢ fur v&€S und I§VIV < 1 fur véS}.
Fur EEW gilt dann

0<TI IEVIV <2C
veS
Falls es ein v & S gibt mit I§VIV < 1, so ist wegen Bedingung c) sogar
1
IE‘VIV < T .
Wegen IEVIV < 1 fur alle v€&S ist dann

c®= 1] & + [T | <2Cw==1.

A
VvVES VES

d.h. € liegt nicht im Kern von c.

Falls es kein v € S gibt mit I*c:,vlV <1,s0

c®= ] &+ €I =2C1=2C>1,

vV
vES VES

d.h. auch in diesem Fall liegt € nicht im Kern von c.
Damit ist die Aussage des ersten Schritts bewiesen.
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2. Schritt: Jll( ist abgeschloss3n in J. bezuiglich der J, -Topologie.

k
Nach dem ersten Schritt ist J11( abgeschlossen in J

k

bezuiglich der V. -Topologie von J

k k k’

Nun ist aber die naturliche Einbettung

JkC>Vk

K (S VkXVk’ X (x,x'l) mit der Projektion auf den

k-offene Menge von Jk ist auch Jk-offen. Dann ist aber auch

-abgeschlossene Menge von Jk auch Jk—abgeschossen. Insbesondere ist J 11( auch

stetig (als Zusammensetzung von J

ersten Faktor), d.h. jede V

jede Vk

Jk—abgeschossen.

Zum Beweis der Behauptung fehlt noch die folgende Aussage.

2. Schritt. Die J. -Topologie von J11( stimmt mit der V. -Topologie uiberein.

k k
Wie wir eben gesehen haben, ist jede Vk-offene Menge auch Jk-offen. Es reicht also zu
zeigen:
Fur o€l 11( ist jede Jk—offene Umgebung HQJ& von o auch Vk—offen. 3)
Die J k-offene Umgebung H von o enthilt eine Jk-Umgebung der Gestalt:
W,
mit

-1 -1 . e
W = {EEVk I IEV—OLVIV <eund g -a,, IV < d fur v&S und IEVIV = 1 fur ve£S}.
Dabei enthalte die endliche Menge S alle archimedischen Bewertungen von k und alle v
mit la | = 1.>* Firr ¢ klein genung und v € S gilt mit g, o | <eauch

-1 -1
I?;V -a, IV = IEV—aVIV- 1/Iocv?§vlV und |OLV|V < 2IEVIV
also
IE;/l-(x;,IIV < IEV-OLVIV- 2/I0cVI3 <9,

d.h. fur hinreichend kleine € (und fest gewahlte §) kann man die Bedingungen an die
Inversen der Koordinaten weglassen:

W = {EEVk I IEV-OLVIV < ¢ fur v&S und IEVIV =1 fur vé£S}.
Wegen |OLV|V =1 und v nicht-archimedisch fur v € S ist die Bedingung
I‘gv—ocvlV <e
fur diese v und hinreichend kleines € dquivalent zur Bedingung IEVIV = 1. Wir konnen

also bei Bedarf die Mengen S vergroBlern ohne die Menge W zu verandern (falls € < 1
ist). Deshalb konnen wir S so groB wihlen, daB fur v & S die Implikation
leV <l=> IxIV < 1/2 (fur vé&S) 3)

3 Fur fast alle v gilt v nicht-archimedisch, lot | =1 und die einzige Bedingung, die man an die v-te
\A%

Koordinate stellt, ist die Ganzheit der Koordinate und des Inversen der Koordinate.
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besteht (siehe oben).

Wegen
I1 |OLV|V =1
v
kann man ¢ so klein wahlen, daf3 fur EEJ& und IEV—OLVIV < ¢ auch gilt’’

[l <2
veES
Ist IEVIV <1 furein v €& S und IEVIV < 1 furalle vé& S, soist wegen (3) das Produkt

1
H lEVlV < 2’5— 1,
v
was im Widerspruch zu EEJlli steht. Es muf} also I%VIV =1 fur alle v & S sein. Wir
haben gezeigt,

1 & 1

W= {EEVk I IEV-OLVIV < ¢ fur v&€S und IEVIV < 1 fur véS}.

Nun ist aber W eine Vk—offene Menge, also W ) Jli eine V

Fur jedes ocH gibt es somit eine V
ist H auch Vk—offen.
QED.

k—offene Umgebung von a.

k—offene Umgebung vn a, die ganz in H liegt. Also

4.5.10 Die Kompaktheit des Faktors Jli/k*
Sei k ein globaler Korper. Auf Grund der Produkt-Formel 4.2.3 gilt dann
kr C Iy
Die Faktor-Gruppe J li/k* ist kompakt bezuglich der Faktor-Topologie.
Beweis. Auf Grund der gerade bewiesenen Aussage 4.5.9 stimmt die Topologie von
JII( mit der von V., kommenden Unterraum-Topologie uiberein. Es reicht deshalb eine

k
kompakte Teilmenge

wCv,

von Vk zu finden mit der Eigenschaft, daB sich WﬂJll( surjektiv auf Jlli/k* abbildet,

WﬂJli —» J11</k*.
Man beachte, weil J11< abgeschlossen in Vk ist (nach 4.5.9), ist der Durchschnitt W()J 11<

eine abgeschlossene Teilmenge von W. Mit W ist somit auch dieser Durchschnitt

% Fast alle Faktoren sind gleich 1, fiir das Produkt der endlich vielen tibrigen kann man durch
Verkleinern von € erreichen, daf es sich dem Wert 1 beliebig néhert.
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kompakt. Dazu wihlen wir ein Idel a€J
von 4.4.8,

10 dessen Inhalt groBer ist als die reelle Zahl C

C < c(a).
Wir setzen

W= {EEVk I IEVIV < IocVIV fur alle v}.
Als direktes Produkt kompakter Mengen ist W kompakt.

Sei jetzt n€J11< beliebig vorgegeben. Dann gilt c(n) = 1, also auch

C< c(n'la).
Nach 4.4.8 enthalt der durch n'loc definierte Polyzylinder
-1 )
{EEVk I I%VIV <n OLV|V fur alle v}

ein von Null verschiedenes Hauptidel, sagen wir pEk*. Fur jedes v gilt somit
-1
I[SIV <n

d.h. es ist BPnEW. Die Restklasse modulo k* des vorgegebenen Elements nEJII{ besitzt

b

o |
Ay

also das Urbild fn in W (und wegen der Produktformel 4.2.3 fur Hauptidele sogar in

mell().
QED.

4.6 ldeale und Divisoren

4.6.1 Die Gruppe der Ideale im Zahlenkorper-Fall

Sei k eine endliche Korper-Erweiterung des Korpers QQ der rationalen Zahlen. Dann
heif3t die freie abelsche Gruppe

L= 3 v,
v nicht-archimedisch
die von den nicht-archimedischen normalisierten Bewertungen von k erzeugt wird,
Gruppe der Ideale von k. Die Gruppe Ik besteht also aus den formalen ganzzahligen

Linearkombinationen

n v
v nicht-archimedisch
der normalisierten nicht-archimedischen Bewertungen von k, wobei die Anzahl der von
Null verschiedenen Koeffizienten nV endlich ist. Eine solche Linearkombination heif3t

auch (gebrochenes) Ideal von k. Sind alle Koeffizienten nicht-negativ,
n =0,
v

so hei3t das Ideal auch ganz.
Bemerkungen

(i) Die obige Terminologie ist dadurch gerechtfertigt, daf sich Ik mit der Gruppe der

gebrochenen Ideale im gewohnlichem Sinne des Dedekind-Rings

e=N

) . ) Q)
v nicht-archimedisch ~v

identifizieren l1aB3t.
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(i) Fur jedes Idel a = (OLV)V € J. und jede nicht-archimedischen normalisierte

k
Bewertung v von k bezeichne

ordv(a) = OrdV(OLV)

den Wert der v-ten Koordinate von o bezuglich der zu v gehorigen additiven
Bewertung (d.h. den Exponenten der hochsten Potenz des Bewertungsideals von

OV, die das Element ocV enthalt). Dann ist die Abbildung

J,. —-1 ,a=() » D ord (a)ev,
k k vy v nicht-archimedisch

ein Gruppen-Homomorphismus der multiplikativen Gruppe Jk in die additive

Gruppe L, . Versieht man die Gruppe I, mit der diskreten Topologie, so ist dieser

k k
Homomorphismus stetig.’® Das Bild von k*ng bei dieser Abbildung heifit

Gruppe der Hauptideale. Die Faktorgruppe von I, modulo der Untergruppe der

k
Hauptideale heil3t Ideal-Klassen-Gruppe.

4.6.2 Die Endlichkeit der Ideal-Klassen-Gruppe

Sei k ein Zahlenkorper. Dann ist die Ideal-Klassen-Gruppe endlich.
Beweis. Die Abbildung
1

ist surjektiv (weil I, von den nicht-archimedischen normalisierten Bewertungen erzeugt

k
wird und jede dieser Bewertungen im Bild liegt).”” Damit ist die Ideal-Klassen-Gruppe

stetiges Bild der kompakten Gruppe Jlli/k*, also kompakt. Als diskrete kompakte

Gruppe muB sie aber endlich sein.
QED.

% Das vollstandige Urbild von

> n v
v
v nicht-archimedisch
ist gerade

s N
p V J b

v k

v
wobei p fur jedes nicht-archimedische v das Bewertungsideal von O und fur archimedische
v v
Bewertungen v den Korper k bezeichne (wobei im letzterem Fall n =1 sei). Dies ist offensichtlich eine
v v

Vk- offene also auch Jk-offene Menge.

37 Zu vorgegebenen v wihle man ein Idel 0., dessen einzige von 1 verschiedene nicht-archimedische
Koordinate die v-te sei und dessen v-te Koordinate ein Parameter von O sei. Die endlich vielen
v

archimedischen Koordinaten richte man so ein, dal der Inhalt von o gleich 1 wird. Dann ist o ein

Urbild von v in der Gruppe Jlli'
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4.6.3 Die Gruppe der Divisoren im Funktionenkorper-Fall

Seien F ein endlicher Korper, t eine Unbestimmte und k eine endliche separable
Erweiterung von F(t). Dann heif3t die freie abelsche Gruppe

Dk ={3 n v }
A%

die von allen normalisierten Bewertungen von k erzeugt wird, Gruppe der Divisoren
von k. Die Gruppe Dk besteht also aus den formalen ganzzahligen Linearkombinationen

>n_ev
v
A%
der normalisierten Bewertungen von k, wobei die Anzahl der von Null verschiedenen
Koeffizienten n, endlich ist. Eine solche Linearkombination heif3t auch Divisor von k.

Sind alle Koeffizienten nicht-negativ,
n, = 0,

so heil3t das Divisor auch effektiv. Bezeichne
dV = [k(v):F]

die Anzahl der Elemente des Restkorpers der Bewertung v. Diese Zahl heifit auch Grad
des Divisors v. Allgemeiner ist der Grad eines beliebigen Divisors von k definiert als

deg(% nV-V) = % nv-dV.
Der Grad definiert einen Gruppen-Homomorphismus
deg: Dk — 7,
und der Kern dieses Homomorphismus wird mit

Dl(g :=Ker(deg:D, — 7Z)

k
bezeichnet.

Zu jedem Element ¢ € k* gehort ein Divisor

divic) =Y ordV(c)-V € Dk
A%

Man beachte, die Bewertungen des Funktionenkorpers k sind samtlich nicht-
archimedisch, sodaB} fur jedes v die zugehorige additive Bewertung ordV wohldefiniert

ist. Die Divisoren dieser Gestalt heilen Hauptdivisoren.
Bemerkungen
(1) Die Hauptdivisoren bilden offensichtlich eine Untergruppe von D

K
(i1) Nach Definition besteht zwishen der zu v gehorigen multiplikativen Bewertung
und der additiven Bewertung fur jedes ¢ € k die Relation

—dV-orch

—orch
IcIV = ({#Kk(v)) = (#F) (D)

Fur den zu ¢ € k gehorigen Divisor
div(c) =3 ordV(c)~V

v
gilt damit
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_ -3 dV-ordvc
-deg div(c) =y —ordv(c)odV = (#F) v

A%

= log#F [1 #F)
\'

log e

-dv-ordvc

= log 4 IT IcIV
v
= log s 1
=0.
Wir haben gezeigt, die Hauptdivisoren bilden sogar eine Untergruppe von Dl(z.

(ii)  Jedes Idel o = (OLV)V € Jk definiert einen Divisor

e

Wir haben damit einen Gruppen-Homomorphismus

div(a) =y, OrdV(OLV)°V eD
\

div: Jk — Dk’

Wie im Fall des Homomorphismus J

o div(a).

—» I von 4.6.1 sieht man, dall dieser

k k
Homomorphismus stetig ist, wenn man die Gruppe der Divisoren mit der diskreten
Topologie versieht. Auflerdem ist der Homomorphismus surjektiv, da samtliche

Divisoren der Gestalt 1+v im Bild liegen.*®
(iv)  Dieselbe Rechnung wie in (ii) zeigt

deg div(a) =0 &[] IocVIV =1& cla)=1.
v

Das vollstandige Urbild von Dl(z bei der Abbildung div ist somit gerade J 11< Wir erhalten
damit eine stetige Surjektion

| 0 .
div: Jk —» Dk , o div(a).

4.6.4 Die Endlichkeit der Picard-Gruppe im Funktionenkorperfall

Sei k eine endliche separable Korpererweiterung eines Korpers der Gestalt F(t) mit F
endlich. Dann isit die Faktorgruppe

Picﬁ
der Gruppe der Divisoren Dl(z des Grades 0 modulo der Hauptdivisoren endlich.
Beweis. Auf Grund von Bemerkung 4.6.3 (iv) hat man eine stetige Surjektion
div: Jli —» Dl(z , o B div(o).

Da die Hauptidele dabei gerade in die Hauptdivisoren uibergehen, induziert diese eine
stetige Surjektion

div: J/K* —s Picy .

¥ Als Urbild wihle man ein Idel, dessen siamtliche Koordinaten auBer der v-ten gleich 1 sind und dessen
v-te Koordinate ein Parameter von O ist.
v
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Mit Jli/k* ist somit auch Picl(z kompakt und damit (als diskrete kompakte Gruppe) sogar

endlich.
QED.

4.7 Einheiten

In diesem Abschnitt wollen wir unsere Ergebnisse iiber Idel-Klassen verwenden, um
den klassischen Dirichletschen Einheitensatz abzuleiten.

4.7.1 Einheitengruppen

Seien k ein globaler Korper und S eine nicht-leere endliche Mengen von normalisierten
Bewertungen von k, welche samtliche archimedischen Bewertungen enthilt. Wir setzen

HS = HS,k ={c€Ekl IclV =1 fur jedes v & S}.

Dies ist eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe von k und heiit Gruppe der S-
Einheiten von k.

Beispiel
Ist k ein Zahlenkorper und S die Menge der archimedischen Bewertungen von k, so ist

HS gerade die Einheitengruppe U des Rings Ok der ganzen Zahlen von k.

4.7.2 Die S-Einheiten mit Werten in einem kompakten Kreisring

Seien
k
ein globaler Korper,
S
eine endliche Menge von normalisierten Bewertungen von k, die alle archimedischen
Bewertungen enthalt, und c, C reelle Konstanten mit

O0<c=C(<o0).
Dann ist die Menge der S-Einheiten 1) von k mit
cs< InIVsCﬁlralleVES

endlich.
Beweis. Betrachten wir die Menge von Idelen:

W:={OL=(OLV)€Jk| IOLVIV=lfurv$S,cslnIVsCfl’1rVES}

Diese Menge ist als direktes Produkt kompakter Mengen kompakt. Die in der
Behauptung betrachtete Menge ist gerade der Durchschnitt

W () k*
von W mit der Menge k* C Jk der Hauptidele. Nun liegt k* diskret in Jk (nach 4.5.3).

Als diskrete liegend Teilmengen der kompakten Menge W ist W[ \k* endlich: fur jedes

x € k* gibt es eine offene Umgebung von x, welche auler x keinen weiteren Punkt von

k* enthalt. Zu diesen offenen Mengen lassen sich weitere offene Mengen hinzufiigen,
welche disjunkt zu k* sind, soda3 man eine offene Uberdeckung von W erhalt. Weil W

kompakt ist, gibt es eine endliche Teiluberdeckung. Insbesondere ist W[ k* endlich.
QED.

4.7.3 Elemente vom Betrag 1

Seien k ein globaler Korper. Dann ist die Menge der Elemente e€k mit
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lel =1
fur alle normalisierten Bewertungen v von ;](, endlich. Alle diese Elemente sind
Einheitswurzeln.
Beweis. Fur jede Einheitswurzel eEk gilt trivialerweise IslV =1 fur alle v. Wir wenden
4.7.2 mit beliebigem S und ¢ = C = 1 an. Wir sehen so, die Menge
{e€k | IslV =1 fur alle v}
ist endlich. Nun ist diese Menge eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe von k.

Da ihre Ordnung endlich ist, besitzt jedes Element endliche Ordnung, ist also eine
Einheitswurzel.

QED.
4.7.4 Einheitensatz von Dirichlet
Seien

k
ein globaler Korper unf

S

eine endliche Menge von normalisierten Bewertungen von k, die alle archimedischen
Bewertungen enthalt. Dann ist die Gruppe
Hs

der S-Einheiten von k das direkte Produkt aus einer endlichen zyklischen Gruppe und
einer freien abelschen Gruppe vom Rang s -1 mits :=# S.
Beweis. Wir setzen

JS ={a =(ocv)V S Jk | |OLV|V =1 fur jedes v & S}
und

1 1

Die Gruppe J é ist offen in J11<.39 Weil die natiirliche Abbildung auf die Faktorgruppe

offen ist, ist damit auch
Jé/HS = Jé/]éﬂk* offen in Jé/k*.

Letztere Untergruppe ist als Komplement einer Vereinigung von Nebenklassen nicht nur

offen, sondern auch abgeschlossen. Als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten

Menge ist sie damit kompakt,

J é/HS ist kompakt.
Seien
Vl, e VS eS
die Elemente von S. Betrachten wir die stetige Abbildung
. S
A JS — R, o (log IOLVIIVI, ... , log IOLVSIVS).

Es gilt
Ker(Ml,, ) ={eck*| lel =1furjedesv }
HS v

Diese Menge ist endlich nach 4.7.3, und damit - als Untergruppe der multiplikativen
Gruppe eines Korpers* - eine endliche zyklische Gruppe,

% Auf Grund der Beschreibung von Jli als eingeschrénktes topologisches Produkt.
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Ker(MH ) ist eine endliche zyklische Gruppe.

Zum Beweis der Behauptungsreicht es somit zu zeigen*', daB3

MHS) freie abelsche Gruppe vom Rang s-1 (1)
ist.
Nach 4.7.2 gibt es nur endlich viele n€EH_ mit

S
%s InIV <2furalleveS
Deshalb ist die additive Untergruppe
A= MHS)

eine diskrete Untergruppe*? der additiven Gruppe R® und damit frei** vom Rang < s

0 Siehe den Beweis fur die Tatsache, daB die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers zyklisch
ist.
! denn die exakte Sequenz
0— Ker(MH ) — HS — Zs_l —0
S
zerfallt dann (weil der Z-Modul rechts projektiv ist).
2 Man ersetze die Kleiner-Gleichzeichen durch Kleiner-Zeichen und gehe zum Logarithmus iiber, um

eine eine offene Menge Umgebung der Null zu erhalten, die nur endlich viele Punkte von A enthalt.

 Seien G C RR® diskrete Untergruppe der additiven Gruppe von R® und V der von G erzeugte R-lineare

Unterraum. Dann ist G eine direkte Summe von d = dim V Exeamplaren von Z.
Der Beweis erfolgt durch Induktion nach d := dim V.

Im Fall d = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also d > 0. Wir wihlen ein reelles £¢>0 derart, daf3
U@oCyv
3

nur den Null-Vektor mit G gemeinsam hat. In der abgeschlossenen Menge V - U (0) wihle man ein V1
€

€G, welches minimalen Abstand vom Ursprung hat. Dann besteht
GN va = Zv1

gerade aus den ganzzahligen Vielfachen von v1 (denn andernfalls konnte man einen Vektor mit noch

kleinerer Lange in G finden). Wir betrachten das Bild G von G bei der natiirlichen Abbildung auf den
Faktorraum von V modulo RV],

V—)V/]va = VIG.

Es reicht zu zeigen, G ist eine diskrete Untergruppe von V, denn dann gilt G= Zd'l und man hat eine
exakte Sequenz

d-1

0—)GﬂRV1—>G—>Z — 0,

die wegen der Freiheit der Gruppe rechts zerfallt, d.h. es gilt

c=7%"ecN Rv = 7290 7724

Angenommen,
G= G/Gﬂ]RV =GN,
1

ist keine diskrete Untergruppe von V. Dann gibt es in G eine Folge von Vektoren, die ungleich Null
sind und gegen Null konvergieren. Wir gehen zu den Reprasentante in G uiber und erhalten Folge {u
n

d it
Tz, At b o ™
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A=Z'mittss.
Weil der Inhalt der Elemente von HS (C k*) gleich 1 ist (nach dem Produktsatz 4.2.3),

liegt das Bild A von HS in der Hyperebene
—— N —
H.—{(xl,...,xS)ER le +...+XS—0}
mit der Gleichung X o+ X = 0 (vgl. die Bemerkungen 4.6.3 (ii) und (iv)),
A C H.
Deshalb gilt
t<s-1.

Zum Beweis der Behauptung des Satzes reicht es zu zeigen, dal sogar das
Gleichheitszeichen gilt. Dazu reicht es zu zeigen,

H/A ist kompakt.**

Spezialfall: Q Ck und S = die Menge der archimedischen Bewertungen von k.
Die Abbildung

A JS — RS, am (log IOLVIIVI, ..., log IocV |V ).
ist dann surjektiv (weil jede positive reelle Zahl als AbsolutbetragS ausftriit).
Die Bewertungen, die in der Definition der Abbildung A vorkommen, sind samtlich
archimedisch. Alle uibrigen Bewertungen haben auf J é konstant den Wert 1. Gibt man
die Werte aller archimedischen Bewertunge mit einer Ausnahme beliebig vor, so gibt es
zu diesen Vorgaben ein Element aus J é Der Wert der verbleibenden archimedischen

Bewertung ist durch die Bedingung, da3 der Inhalt gleich 1 sein soll, festgelegt. Das
bedeutet, es gilt

rJ é) = H.
Damit induziert A eine stetige Surjektion
1
JS/HS —» H/X(HS) = H/A.

Da der Raum links kompakt ist, gilt dasselbe auch fur den Raum rechts.

u EGCV,u €Rv.,c €Z,undu -c v. — 0.
n n I' n n nl
(d.h. die Folge der Projektionen auf die zu va komplementéare Hyperebenen geht gegen Null). Fur alle

n gilt dann
0#u-cv €G
n nl

und fur hinreichend grof3es n ist
u-c v €U (0.
n nl €
Das steht aber im Widerspruch zu >0.

* Bezeichne V den von A erzeugten reellen Vektorraum. Dann gilt
H=V xRS
also

H/A = V/IA x RS 1L

Im Fall t < s-1 ist diese Menge nicht kompakt.
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Allgemeiner Fall.
Im allgemeinen Fall konnen einige der in der Definition von A auftretenden

Bewertungen nicht-archimedisch sein. Das Bild von J S bei A hat dann die Gestalt*®

MJS) = RYZY mit u+v = s-1.
Die Abbildung ¢ induziert eine stetige Surjektion

Jé/HS —» RU2VIM(H) = RUEVIA,

d.h der Raum RYXZY/A ist kompakt. Wir betrachten die Projektion auf den zweiten
Faktor,

p:RYZY —5 7V,
Diese induziert eine stetig Surjektion
RY%ZV/A —» ZVIp(A).

Da links ein Kompaktum steht, gilt dasselbe auch fur die Gruppe rechts. Da letztere
diskret ist, muB sie endlich sein. Nach dem Elementarteilersatz gilt*®

p(A) =7V,
Wir erhalten damit eine exakte Sequenz*’
0— ANRY™0—A—2Z¥—0,
d.h. es ist
A=7"® ANRY
Es reicht also zu zeigen,
ANRY = 7.

Weil A diskret ist in RYxZY ist A JR" eine diskrete Untergruppe von R". Es reicht zu
zeigen,

RYAMNRY ist kompakt. (2)
Zum Beweis betrachten wir das folgende kommutative Diagramm von stetigen

Gruppen-Homomorphismen.
0 0 0

I I I

0— RYAMNRY — R™ZY/A — ZV/A —0

I I I

0— R L pugy Pyogv o

U U U
0— ANRY — A — A/ANRY —0

1 1 |

0 0 0

* Die archimedischen Bewertungen nehmen jeden reellen Wert an, die Werte jeder der nicht-
archimedischen Bewertungen sind gannnahlige Potenzen einer festen reellen Zahl aus (0,1). Die Gruppe
der Werte ist somit isomorph zu Z.

“p(A) ist das Bild einer Z-linearen Abbildung Z¥ —s Z" und die Elementarteiler der Matrix
dieser Abbildung sind samtlich von Null verschieden.

" Der Kern von p ist gleich RYx 0.
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Dabei bezeiche die Abbildung q in der mittleren Zeile die naturliche Einbettung des

ersten Faktors. Die untere Zeile entstehe aus der mittleren durch Einschranken auf A.
Die vertikalen Zeilen seien durch die Forderung, daB sie exakt sein sollen, definiert.

Nach dem 3x3-Lemma ist dann auch die obere Zeile exakt. Insbesondere ist damit (2)
als Kern eines stetigen Homomorphismus ein abgeschlossener Unterraum des

Kompaktums RYxZV/A, also kompakt.s

QED.

Bemerkungen

(i)  Der Einheitensatz von Dirichlet und die Endlichkeit der Zahl der Idealklassen
(Minkovskij) waren lange vor der Einfuhrung des Begriffs des Idels bekannt.
Bekannter als die hier angefuihrten Beweise ist die Ableitung der Kompaktheit der
Idel-Klassen-Gruppe aus diesen beiden Sitze.

(i) Wir beschlielen dieses Kapitel mit der Verallgemeinerung des Normbegriffs auf
den Fall von Adelen, Idelen und Idealen.

4.7.5 Die Konorm
Seien k ein globaler Korper und
K/k
eine endliche separable Korper-Erweiterung. Nach 4.4.2 besteht dann ein naturlicher
Isomorphismus

Vk®kK — VK
im topologischen und im algebrarischen Sinne. Insbesondere kann man Vk als Teilring
von V_, ansehen, welcher abgeschlossenen ist in der Topologie von V_,.** Wir fuhren

K
fur die naturliche Einbettung die Bezeichnung

K

con = conK /k: Vk — VK

ein und nenne sie auch Konorm-Abbildung. Nach Definition gilt fur jede normalisierte
Bewertung V von K, welche iiber der normalisierten Bewertung v von k liegt,

con(oc)V =a, € kV CK

V-

Dabei bezeichne kV wie bisher die Vervollstandigung von k bezuglich v und KV die von

K bezuglich V.

Bemerkung

(1) Fur globale Korper k und endliche separable Korper-Erweiterungen
kCKCL

gilt

COHL/k = COHL/KOCOHK/k

4.7.6 Norm und Spur von Adelen
Seien k ein globaler Korper und
K/k
eine endliche separable Korper-Erweiterung. Wir fixieren eine k-Vektorraum-Basis von
K uber k, sagen wir

K=kew, +... +kew ,n:=[K:K].
1 n

8 Mit n := [K:k] kann man VK als die Menge der n-Tupel mit Koordinaten aus Vk ansehen. Vk erhalt

man damit aus VK, indem man n-1 Koordinaten gleich Null setzt.



55

Wegen des Isomorphismus Vk®kK — V_, [46t sich dann jedes Adel AEV_, auf

genau eine Weise in der folgenden Gestalt sclgeiben. :
n
A= jzlajmj mit ocj € Vk.
Entsprechend haben auch die Produkte Aooi eine Darstellung
n
Awi = jzlocijmj
mit eindeutig bestimmten Adelen
aij = aij(A) € Vk'
Wir setzen
n
S(A) = SK/k(A) = iglaii € Vk
und B

N(A) = NK /k(A) = det(aij) € Vk

und nennen S(A) Norm des Adels A und S(A) die Spur des Adels A iiber V

Bemerkungen

6] Die nxn-Matrix (ocij(A)) hangt in stetiger Weise von A € Vk ab und die Adele

K

S(A), N(A) € Vk

sind unabhéngig von der speziellen Wahl der Basis w w von K uber k

P
und hangen in stetiger Weise von A ab.

(i) Sy A+A") =S, (A)+Sy, (A”) fur A" A" E V.

(i) SK /k(conK K a) = [Kik]ea fur aEVk.
(A’)*N" A”)fur A’ A€V

[K:k]

v)  Np  AA) =N o KK K’

v) NK /k(conK K a)=ao
(vi)  Transitivitat. Fur globale Korper k und endliche separable Erweiterungen

kCKCL
gilt
SL/k(A) - SK/k(SL/K(A))
und
Np (A = N (Np e (A))-
(vil) Komponentenweise Beschreibung von Spur und Norm I. Seien
Vl’ e s Vr

die normalisierten Bewertungen von K uber der normalisierten Bewertung v von
k. Wir schreiben dann
K =K., o.+..+K., o =K, x..xK_, =k ® K,
v vk

Vl 1 Vr r V1 Vr
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wobei KV die Vervollstandigung von K bezuglich Vi und kV die von k bezuglich
i

v bezeichne. Die Elemente

AEVK

kann man dann als Familien von Elementen aus den KV ansehen,
A={A } mitA €K
A \% \%
Fur Norm und Spur erhélt man dann
S = {SKV/kV(AV)}v
Ngah = {NKV/kV(AV)} v’

Dabei seien SKV /kV und NKV /kv gerade Norm und Spur der endlich erzeugten

freien kV—Algebra KV.(Vgl. 1.7.2).
(viii) Komponentenweise Beschreibung von Spur und Norm II. Fur jedes Adel A =

(AV)V € Vk gilt

Sep@ =138 (Ay))
K/k iy Ky, VY

N =tINg e (A -
Viv. " Vv

Die Summen und Produkte rechtes werden dabei uber alle normalisierten

Bewertungen V von K erstreckt, die uiber der normalisierten Bewertung v von k

liegen.

Beweis. Zu (i). Die Unabhéngigkeitsaussage wird in derselben Weise bewiesen, wie
die Unabhingigkeitsaussage im Fall der Korpernorm fur K/k.*” Zum Beweis der
Stetigkeitsaussage reicht es zu zeigen, die Abbildungen

aij : VK — Vk LA ocij(A),

sind stetig. Das ist aber der Fall, weil die Multiplikation mit A eine stetige Abbildung

A

VK—>VK

ist und die Projektion auf die erste Koordinate V_, — V. ebenfalls stetig ist.

K k
Zu (ii). Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Spur.

Zu (iii). Die Matrix der Multiplikation mit einem Element o€V, ist eine nxn-Diagonal-

k
Matrix mit n = [K:k], deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen samtlich gleich a sind.
Zu (iv).Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Norm: der
Zusammensetzung der beiden Multiplikationen mit A’ und A” entspricht das Produkt
der beiden Matrizen zur Multiplikation mit A’ und A”. Die Determinante dieses Produkts
ist aber gleich dem Produkt der beiden Determinanten.

Zu (v). Man verwendet dieselbe Argumentation wie beim Beweis von (iii).

Zu (vi). Die Behauptung ist ein Spezialfall der allgemeinen Transitivititsaussage 1.7.7.

# d.h. man wihle zwei verschiedene Basen von K iiber k und zeige, daB die zu diesen Basen gehorigen
charakteristischen Polynome uibereinstimmen: das ist so, weil die beiden zu diesen Basen gehorigen
Matrizen fur die Multiplikation mit einem Element konjugiert sind und die Determinante sich beim
Komjugieren nicht dndert.
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Zu (vii). Man betrachte in der Definitioin von SK K und NK K die Komponenten zu den

Bewertungen uiber einem festen v und fasse diese zusammen.
Zu (viii). Nach (vii) reicht es zu zeigen,

S (A)=S (A, +...+S (A,,)
KV/kv v KVI/V V1 KVr/V Vr
und
N (A)=N (A, )*... XN (A,))
Kv/kv v KV1/V Vl KV AY Vr
wenn V1 ) eee s Vr die uber v liegenden normalisierten Bewertungen von K sind.
Da die Multiplikation mit
AV:(AV ""’AV)
1 r
in KV = KV X...XKV koordinatenweise erfolgt, ist zerfallt die Matrix dieser
1 r

Multiplikation in eine Diagonal-Matrix von Blocken, wobei der i-te Block auf der

Hauptdiagonalen gerade die Matrix der Multiplikation mit AV ist. Fur Spur und
i

Determinante dieser Matrix erhalt man damit gerade die angegebene Summe bzw. das

angegebene Produkt.

QED.

4.7.7 Die Norm von Idelen

Seien k ein globaler Korper und
K/k
eine endliche separable Korper-Erweiterung. Aus der Definition der Konorm in 4.7.5
ergibt sich, daf} die Konorm eines Idels stets ein Idel ist, d.h. die Konorm fur Adele
definiert eine Abbildung
con = cony . : Jk — JK .
welche ebenfalls Konorm heif3t. Diese ist ein Gruppen-Homomorphismus, welcher ein

Homobomorphismus von J K mit einer abgeschlossenen Untergruppe von J K ist.

Auf Grund der Multiplikativitit der Adele Norm ( Bemerkung 4.7.6 (iv)) ist die Norm
eines Idels stets ein Idel. Die Adele-Norm definiert also eine stetige Abbildung

N = NK/k: JK —_— Jk'

welche Norm heifit. Diese ist eine stetige Abbildung mit
(1) NK/k(A A”) = NK/k(A )N K/k(A ) fur A A€

K
. _ [K:K] ¢

(i1) NK /k(conK K a)=a fur ae Vk.

(iii) NL /k(A) = NK /k(NL /K(A)) fur Korpertirme k C K C L endlicher separabler

Erweiterungen und A € J K

(iv) NK /k(A) = {NKV /kV(AV)}V fur A € JK.

V) NK/k(A) ={TI NK K (AV)}V fur A € JK.
Viv "V v
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4.7.8 Die Norm von Idealen
Seien k ein Zahlenkorper (d.h. eine endliche Korpererweiterung von Q) und
K/k
eine endliche Korpererweiterung. Der Kern des Homomorphismus
L—1 (1)
der Idele-Gruppe in die Gruppe der Ideale (vgl. 4.6.1) ist gerade die Untergruppe

Uk ={a= (OLV)V el | |O(V|V = 1 fur v nicht-archimedisch}

k

der Idele mit dem Wert 1 fur alle nicht-archimedischen Bewertungen v von k. Fur jede
uber v liegende normalisierte Bewertung V von K gilt

— n 1 * — .
Ay =] /NKV /kV(AV) |, mitn =Kk ] )
(nach 2.3.8). Insbesondere gilt™
con, /k(Uk) C UK.
Zusammen mit 4.7.7 (iv) ergibt sich weiter’'
NK/k(UK) < Uk )
Konorm und Norm definieren somit Homomorphismen

conK/k : Jk/Uk — JK/UK und NK/k: JK/UK —_— Jk/Uk.

Weil (1) surjektiv ist und den Kern Uk hat, konnen wir diese Abbildungen auch als

Homomorphismen

cony Ik — IK und NK PE IK — Ik
auffassen. Wir haben damit Konorm und Norm fiir die Ideal-Gruppen konstruiert.
Diese sind vertraglich mit der Konorm und der Norm fur Elemente aus K und k, wenn
man diese als Hauptideale ansieht (vgl. 4.7.7.(v) und 3.2.3).
Bemerkungen

(1) Fur jede normalisierte Bewertung v E 1. von k gilt

k

cong /k(v) = \% eV-V

Dabei werde die Summe rechts iiber alle normalisierten Bewertungen V von K uber k
erstreckt und

ey = e(VIv)
bezeichne den Verzweigungsindex von V tiber v.
(i1) Fur jede normalisierte Bewertung V € IK von K, welche uiber v € Ik liegt, gilt

NK /k(V) = va

% Man nehme in (2) an, AV liegt in k und hat dort den Wert 1. Die Konjugierten von AV sind alle
v
gleich AV. Formel (2) bekommt so die Gestalt
Al _=I1A_I =1.
\AY% Vv
SIMitlA_ | =1giltnach (2)auchIN_ (A )l =1.DieN_ (A_) sind aber nach 4.7.7 (iv) gerade
\'AY% K/k™ Vv Kk V

die Ki t N A).
ie Komponenten von K/k( )
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Beweis. Zu (i). Betrachten wir das folgende Urbild a€J, vonvinl ,

k k

) n_fur v'=v

a=( ,) ,mita ,=4 V .
vy v 1 sonst

Dabei sei ™, ein Parameter der Bewertung v. Fur jede uiber v liegende normalisierte

Bewertung V von K gilt dann

ordV(ocV) = ordV(nV) =e -ordv(nzv) =e.,*l=¢e

\Y% \Y% \'A
Ist V' eine Bewertung von K, welche tiber der Bewertung v’ # v von k liegt, so gilt
ordV,(ocV,) = ordV,(l) =0.

Zusammen erhalten wir die behauptete Identitat.

Zu (i1). Wir reprasentieren V € IK durch das Ideal o = (OLV,)V, el K mit
o = HV fur V’=V .
v 1 sonst
Dabei bezeichne HV einen Parameter der Bewertung V. Betrachten wir
N, (@={T]]N (0y,5) 3 s
K/k Vv’ KV,/kV, Vv
Liegt V’ nicht uiber v, so gilt OLV, =1, also NKV’ /kV,(aV’) =1, d.h. die entsprechende
Komponente von NK /k(oc) ist 1. Damit erhalten wir
NK/k(V) = ordV ]_[ NK Jk ((xV,)-V.
Viv V''v
Fur V' # Vist Oy = 1, also NK K ((xV,) = 1. Wir erhalten
Vv
NK /k(V) = ordV NKV /kV(HV)-v. (1)

. . . eV . . . .
Sei ch ein Parameter von v. Dann ist J'IZV = u-HV mit einer Einheit u von K

e Es folgt

[Ky:ky] e
T =N (r )=N (u)*N I1, )*V
\% KV/kV % KV/kV KV/kV A%
also
[Ky:ky] e
ordv(nV )—ordV(NK K (u)-NK K (HV) V).
Vv Vv
Weil die Norm einer Einheit, eine Einheit ist, folgt
[KV:kV] -ordV(nV) = eV-ordV(NKV /kV(HV)),

also

ordV(NKV /kV(HV)) = [KV:kV]/eV = fV

(vgl. 3.3.7). Einsetzen in (1) liefert die Behauptung.
QED.
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4.7.9 Bemerkung zum Funktionenkorperfall

Im Funktionenkorperfall werden Konorm und Norm eines Divisors in analoger Weise
definiert und die entsprechenden Eigenschaften bewiesen.

5. Kreisteilungskorper und Kummer-Erweiterungen

5.1. Kreisteilungskorper

5.1.1 Primitive Einheitswurzeln und der Korper K(n\I/T)
Seien K ein Korper der Charakteristik Null,

char(K) =0
und
m>1
eine naturliche Zahl.
Dann existiert eine minimale Korpererweiterung
L/K,
uiber welcher das Polynom

xM - (1)

in Linearfaktoren zerféllen (der Zerfallungskorper dieses Polynom).

Die Nullstellen des Polynoms (1) bilden eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe
L* des Korper L. Als endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers
ist diese Gruppe zyklisch. Die Erzeugenden dieser Gruppe heiflen primitive m-te
Einheitswurzeln.

Ist T eine primitive m-te Einheitswurzel, so ist jede Nullstelle von (1) eine Potenz von C,
d.h.

L =K(©)
ist eine normale Korpererweiterung. Wir werden auch die folgende Bezeichung fur den
Korper L verwenden.

L =K(VD).

Eine Nullstelle C? von (1) ist genau dann primitive Einheitswurzel, wenn der Exponent
teilerfremd zu m ist,

€ primitiv < (a, m) = 1.
Der Exponent a ist durch % modulo m eindeutig bestimmt. Es besteht deshalb eine
Bijektion
G(m) —» {primitive m-te Einheitswurzeln }, a mod m » C2.

Dabei bezeichne
G(m) := (Z/mZ)*

die Gruppe der primen Restklassen modulo m (d.h. die multiplikative Gruppe des
Rings der Restklassen modulo m).

5.1.2. Die Galois-Gruppe von K(n‘:ﬁ)/K

Seien K ein Korper der Charakteristik Null, m > 1 eine naturliche Zahl, T eine primitive
m-te Einheitswurzel und
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L =K@ =K(VD)

Fur jedes Element
o € G(L/K)
der Galois-Gruppe von L/K ist dann o(Z) = T wieder eine primitive m-te
Einheitswurzel, d.h. a ist teilerfremd zu m. Wir erhalten so eine injektive Abbildung
G(L/K) — G(m), 0 » a mit T8 = o(), (1)
Ist T € G(L/K) ein weiteres Element der Galois-Gruppe und ©(C) = Cb, so gilt

(0(Q) = u(C) = ()" = .
Der Zusammensetzung von Abbildungen in der Galois-Gruppe entspricht also das
Produkt der Bilder bei (1), Mit anderen Worten, (1) ist ein Gruppen-
Homomorphismus. Wir konnen die Galois-Gruppe als Untergruppe der Gruppe der
primen Restklassen modulo m auffassen,

G(L/K) € G(m).

5.1.3 Reduktion auf den Fall, daB m eine Primzahlpotenz ist
Seien K ein Korper der Charakteristik Null, m > 1 eine naturliche Zahl, T eine primitive
m-te Einheitswurzel und

L =K@ =K(VD)

m =rs mit r und s teilerfrem.
Dann gibt es ganze Zahlen a und b mit
ar+bs=1.

Weiter sei

Insbesondere ist
=",
also
K(©) =K\ L),
d.h. die Erweiterung K(C) ist gerade die Komposition der Erweiterungen K(Z') und

K(C%). Dabei ist T' eine s-te und C° eine r-te primitive Einheitswurzel.
Man kann deshalb in vielen Situationen die Untersuchung der Erweiterung

K(VI)/K

auf den Fall reduzieren, dal m eine Primzahlpotenz ist.
m =p", p Primzahl.

5.1.4 Die Gruppe G(p™)
Seien p eine Primzahl, n eine naturliche Zahl und

G(p") := (Z/mZ)*
die Gruppe der primen Restklassen modulo p™. Dann gilt:
(i)  G(p") ist zyklisch im Fall p = 2.
() G@2Y= Z2XZzn_2 = < -1, 5> ist direktes Produkt einer zyklischen Gruppe der

Ordnung 2, die von der Restklasse von -1 erzeugt wird und einer zyklischen
Gruppe der Ordnung 2n—2’ die von der Restklasse von 5 erzeugt wird.
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Beweis. (vgl. H. Hasse: Zahlentheorie, Verlag der Wissenschaften, 1963, Kapitel I,
§4, Abschnitt 5). 1. Schritt. Eine Produktzerlegung von G(pn) = Um)xV(n).

Eine Restklasse von Z/mZ ist genau dann eine Einheit, wenn sie durch eine zu m = p"
teilerfremde Zahl reprasentier wird. Die nicht zu p" teilerfremden ganzen Zahlen im

Intervall [O, pn] sind

P> 2p, 3p, ... pn'lp

Ihre Anzahl ist pn'1

, also gilt
#G(P™ = @(p™ = p™ - p™ 1 = p™ L p-1).

Weil p™1 und p-1 teilerfremd sind, zerfallt G(p") in ein direktes Produkt™

~ GEM=UmxV(n) ¢5)
mit
#U(n) = pn'1 und
#V(n)=p- 1.
Es gilt™
n-1
Umn):={xecp™IxP =1} (2)

V) = {xeGeM IxP =13

Wir betrachten die Homomorphismen
a:G(p") — G, x 1 xP,
BGOM — GOM, x 15 P
Nach (2) gilt
Im(a) & U(n), Im(B) = V(n).
Aullderdem hat die Einschrinkung von o auf U(n) einen trivialen Kern (weil p-1

teilerfremd zur Ordnung von U(n) ist) und analog hat die Einschrankung von {3 auf V(n)
einen trivialen Kern. Weil die beteiligten Gruppen endlich sind, sind diese
Einschrankungen Isomorphismen,

32 Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppe ist G(pn) direktes Produkt zykischer
Gruppe von Primzahlpotenzordnung. Das direkte Produkt der direkten Summanden von p-Potenzordnung
sei U(n). Die uibrigen Primzahlpotenzen sind teilerfremd zu p, also ein Teiler von p-1. Des direkte
Produkt der zugehorigen direkten Faktoren sei V(n). Wir erhalten eine Zerlegung

G(p") = U(n) x V(n)
mit
u := #U(n) = eine p-Potenz
v := #V(n) = eine zu p teilerfremde naturlich Zahl

v =p" 1 p-1).
Dann gilt aber u = pn-l und v = p-1.
53 Auf Grund der Ordnungen dieser Gruppen gilt trivialerweise ‘C’. Sei umgekehrt
x=yz,y €Un),z€E V(n)

ein Element dessen Ordnung die Zahl pn_1 teilt. Dann gilt
n-1 n-1 n-1 n-1
1=xP = y \% =v

Weil pn_1 teilerfremd zur Ordnung von v ist, folgt v = 1, d.h. x liegt in U(n). Damit gilt der erste der

beiden behaupteten Gleichheitszeichen. Das zweite wird analog bewiesen.
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oy - UD) = Un), Blyy: V) = V(n).
Insbesondere ist

Im(a) = U(n) und Im(B) = V(n)
und wir erhalten zerfallende exakte Sequenzen abelscher Gruppen

0 —> V() — G —> U(n) —s 0 (3)

0 — Ut — GO 2 V() — 0.
2. Schritt.Die Gruppe V(n) ist zyklisch (von der Ordnung p-1).
Der natiirliche Ring-Homomorphismus

Z/p"7 —s Z/pZ, x mod p” + x mod p,
uberfuhrt Einheiten in Einheiten, induziert also einen Gruppen-Homomorphismus
v:Um)xV(n) = G(pn) —» G(p), x mod pn B x mod p, 4)
Dieser Homomorphismus ist surjektiv, denn jede zu p teilerfremde ganze Zahl ist auch
zu p" teilderfremd. Der Kern dieses Homomorphismus hat somit den Index

#G(p) = ¢(p) = p-1,
also die Ordnung

# Ker(y) = # G(p"/(p-1) = p"L.
Wegen (2) gilt damit
Ker(y) = U(n).
Auf Grund der zweiten exakten Sequenz (3) erhalten wir einen Isomorphismus
G(p) = Im(y) — G(p")/Ker(y) = G(p™)/U(m) — V(n) 5)

n-1
xmod p » (x mod p™) + Ker(y) » p(x) mod p" =xP  mod p"

Die Gruppe G(p) ist aber gerade die multiplikative Gruppe des Korpers Z/pZ und als
solche zyklisch. Also ist auch V(n) zyklisch.

3. Schritt. (weglassen?) Fur jede zu p teilerfremde ganze Zahl a, gibt es modulo p"
genau eine ganze Zahl a mit
a= a, mod p und aPl =1 mod p" (6)
namlich die ganze Zahl a mit
n-1 n
a=aP mod p 7

0
Beweis der Eindeutigkeit der Restklasse von a.

Die zweite Identitit (6) besagt, daB a mod p™ im Kern von a liegt, also in V(n). Da die
Surjektion (4) den Kern U(n) bestitzt, induziert sie einen Isomorphismus

v:V(n) i) G(p), x mod p" = x mod p,
Die erste Identitét (6) besagt gerade, das Bild der Restklasse von a ist bei y gerade die

Restklasse a. Die Restklasse von a ist dadurch eindeutig festgelegt (weil y ein
Isomorphismus ist).
Exitenz der Restklasse von a.

Nach dem kleinen Fermatschen Satz gilt

ag_l = 1 mod p.
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Wir wenden den Isomorphismus (5) an und erhalten

1 ~n-1
(a LP™ = 1 mod p™.

n-1
Mit anderen Worten, fur a := ag ist die zweite Bedingung von (6) erfullt. Die erste

Bedingung ist es ebenfalls (nach dem kleinen Fermatschen Satz):
n-1 n-2

=aP =P =..=
a aO aO aomodp.

4. Schritt. U(n) ist im Fall p # 2 zyklisch (von der Ordnung pn'l).

Als Folgerung aus diesem Schritt ergibt Aussage (i), denn G(pn) ist direktes Produkt
der Gruppen U(n) und V(n) (nach dem 1. Schritt), und beide sind zyklisch (nach dem
2. und diesem 4. Schritt) und haben aulerdem eine teilerfremde Ordnung (nach dem
ersten Schritt, siche zwischen (1) und (2)). Als direktes Produkt zyklischer Gruppe mit

teilerfremder Ordnung ist G(p™) zyklisch.*
Zum Beweis der Aussage des 4.Schritts reicht es zu zeigen, die Restklasse von 1+ p ist
ein Erzeuger der Gruppe U(n). Wegen

#Um) =p™
ist die Ordnung der Restklasse von 1 + p ein Teiler von pn'l, d.h.

1

ord (1 +pm0dpn)=ptmittsn— 1.
Wir haben zu zeigen, t = n-1. Dazu reicht es zu zeigen™,

n-2
(1+p)P 1 modp™

2

Dazu wiederum reicht es zu zeigen, die p™™ - te Potenz von 1 + p hat die Gestalt

n-2 -1
(1+p)P  =1+gp™" mit g teilerfremd zu p. ®)
Fur n = 2 ist diese Aussage richtig (mit g = 1). Nehmen wir an, sie ist richtig fur n-1
anstelle von n und beweisen sie fur das gegebene n. Nach Voraussetzung ist dann
n-3 )
(L+p)P  =1+gp"
Wir gehen zur p-ten Potenz tiber und erhalten

mit g teilerfremd zu p.

‘(Il)) + ein Vielfaches von®® p(ph™2)2 = p20-3 = pn+(n-3)

d.h.

1

n-2
(1+p)P  =1+gep™" modp"

n-2
Damit hat aber ( 1 + p P die behautptete Gestalt (8), d.h. die Aussage des 4.
Schritts ergibt sich durch Induktion nach n.

Es ist noch die Aussage (ii) des Satzes zu beweisen. Wir nehmen also an,
p=2.
Die Gruppe V(n) (der Ordnung p-1) ist dann trivial, d.h.

-1
G2M =Um) = {x € GRM} | 2o ).

> Man nehme aus jedem der beiden Faktoren einen Erzeuger. Deren Produkt erzeugt dann die Gruppe.

5 Im Fall t < n-1 ist die (n-2)-te Potenz von 1 + p kongruent 1 modulo p".

%6 (g ) = p(p-1)/2 ist ein p-Vielfaches, jeder Faktor der hoheren Potenzen von pn'2 ist ein p-Vielfaches.
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5. Schritt. U(n) ist das direkte Produkt der von -1 erzeugten zyklischen Untergruppe
U(n):=<-1>
der Ordnung 2 und der Untergruppe
U”(n) :={xmod p" I X EZ und x = 1 mod 4 }.
Die Untergruppe U”(n) hat die Ordnung s
Restklasse von 5 erzeugt.
Der Fall n =1 ist trivial. Es gilt

, 1st zyklisch und wird von der

G(2) = {1}
und die beiden Untergruppen U’(1) Und U”’(1) sind ebenfalls trivial.

Nehmen wir an, es gilt n = 2. Der Ring-Homomorphismus
727, — 7./47, x mod 2™ — x mod 4,

induziert einen surjektiven’’ Gruppen-Homomorphismus der Einheiten-Gruppen

8:G(2") —» G@) = {1, -1 }.
Der Kern dieses Homomorphismus ist gerade

U”(n) := Ker(0).
Da das Bild von 0 aus zwei Elementen besteht, hat U”(n) den Index 2 in U(n), also die
Ordnung
#U"(n) = # UMm)2 = (202 = 201 2-1y2 = 2072,

Wir haben eine exakte Sequenz

) —
1 —U’(n) — Umn) — {1} — 1.
Diese Sequenz zerfillt, weil & die Untergruppe U’(n) isormorph auf {*1} abbildet,
d.h. es ist
U(n) = U’(n) x U”(n).
Wir haben noch zu zeigen, U”(n) wird von der Restklasse von 5 erzeugt. Das ist trivial
im Fall n =2, denn dann ist U”(n) von der Ordnung 1, also trivial. Sei also

n=3.

Es reicht zu zeigen, die Ordnung dieser Restklasse von 5 ist 212 Weil die

2n-2

Gruppenordnung ist, gilt

ord (5 mod 21) = 2 mit t < n-2.
Wir haben zu zeigen, t = n-2. Dazu reicht es zu zeigen,
on-3 n
5 # 1 mod 2".
Dazu wiederum reicht es zu zeigen,

Pt g ungerade. )

Fur n = 3 ist dies der Fall (mit g = 1). Sei jetzt n > 3. Wir nehmen an, eine Identitat
dieser Gestalt besteht, wenn man n durch n-1 ersetzt, d.h. es ist

n-4
520 =1+ g-2n'2 mit g ungerade.
Wir quadrieren und erhalten
n-3
52 — (1+g.2n-2)2
— 1 + 2.g.2n-2 + g2.22n-4
=1+ (g +g22™ 31,

7 Weil die zu 4 teilerfremden ganzen Zahlen auch teilfremd zur n-ten Potenz von 2 sind.
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Wegen n > 3 hat der letzte Ausdruck die Gestalt der rechten Seite von (9).
QED.

5.1.5 Die Galois-Gruppe von K(II‘:/T)/K im Fall m = pn ,p # 2.

Seien K ein Korper der Charakteristik Null, m = p" mit einer ungeraden Primzahl p, T
eine primitive m-te Einheitswurzel und

m
L =K(©) =K(VD).

Dann ist die Galois-Gruppe G(L/K) zyklisch.

Beweis. Nach 5.1.2 ist G(L/K) eine Untergruppe der Gruppe G(m) der primen

Restklassen modulo m. Wegen p ungerade ist G(m) nach 5.1.4 zyklisch. Als

Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist dann aber auch G(L/K) zyklisch.

QED.

5.1.6 Zum Fall p = 2

Seien K ein Korper der Charakteristik Null, m = 2", T eine primitive m-te
Einheitswurzel und

m
L =K(©) =K(VD).
Dann gilt
i L=KGmmin=tt".
(i1) GL/K’ =G(K’(Mm)/K’) mit K’ := K(i) ist zyklisch.
(i)  G(K(M)/K) ist zyklisch (vom Grad 2n-2)_
n-1
Beweis. Zu (i). Weil C eine primitive 2"-te Einheitswurzel ist, ist ?;2 eine primitive
2-te Einheitswurzel, d.h.

n-1
2 — =+

Insbesondere gilt
i€L,
also
K@, m) C K@© =L.

Aus der Definition von 1 ergibt sich (durch Multiplikation der definierenden Identitét
mit C)

¢2-mL+1=0,
also

[K@©):K(m)] = 2.
Speziell fur K = Q ist

[Q©):Qm] =2,

und Q(T) enthalt die imaginare Einheit. Wegen

denn 1 ist eine reelle Zahl>®

Q) C QG € Q©)
muB rechts das Gleichheitszeichen gelten,
Q© =Qan).

S Es gilt 1 = ICI2 =TT, also C'l =T, also ist n= §+§'1 = T+C reell.
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Also 148t sich T als Polynom in i und 1 mit Koeffizienten aus QQ schreiben. Weil K ein
Korper der Charakteristik Null ist, liegt Q in K, und damit auch T in K(i,n). Wir haben
gezeigt

L =K(©) =K(i,n).

Zu (ii). Mit L/K ist auch L/K’ Galoissch. Betrachten wir die Galois-Gruppe. Die
Korper-Erweiterung K’/K ist trivial oder vom Grad 2, also in jedem Fall eine Galois-
Erweiterung. Die Einschrankung auf K’ definiert eine Surjektion

G(L/K) —» G(K’/K), 0 » G|K, .

Ihr Kern ist gerade die uns interessierende Galois-Gruppe G(L/K’). Betrachten wir den
Gruppen-Homomorphismus

G(L/K) & GL/K) & GRM =<-1>x<5> s <5>= Zzn_z,
wobei die Surjektion rechts die naturliche Projektion auf den zweiten Faktor bezeichne.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dieser Homomorphismus ist injektiv,
denn dann kann man G(L/K’) als Untergruppe der zyklischen Gruppen < 5 >
betrachten, d.h. G(L/K”) ist ebenfalls zyklisch.

Zum Beweis der Injektivitat reicht es zu zeigen,
GL/K) () <-1>={1d}

Angenommen, diese Identitat ist falsch. Dann definiert die Restklasse von -1 einen
Automorphismus von L uiber K’, d.h. durch

-1
o(©)=C
ist ein Automorphismus von L tiber K’ = K(i) gegeben. Das ist aber nicht der Fall, denn
i bleibt bei diesem Automorphismus nicht fest: es ist

n-1 n-1 n-1 n-1
o® H=o@* =@ =12
n-1
Wegen 2;2 = i erhalten wir
o(i)=1/i=-i
Zu (iii). 1. Fall: K = Q.
Wir betrachten das kommutative Diagramm
P2 |
Q) < Q© = QGn
U 2P U N2 (1)
oP-2 i

Q o Qm < QOMR

Die naturlichen Zahlen neben oder uiber den Pfeilen und Inklusionszeichen bezeichnen
dabei die Grade der zugehorigen Korpererweiterungen.

Fur den linken schragen Pfeil dies die Aussage der des nachfolgenden Abschnitts 5.1.8.
Fur ubrigen veritkalen Inklusionen ergibt sich das, weil i Nullstelle des Polynoms
2

X +1
ist und alle Inklusionen echt sind (die Korper der unteren Zeile liegen alle in R,
wiahrend i nicht in R liegt). Fur die ohere horizontale Inklusion ergibt sich der Wert aus
der Multiplikativitat des Grades. Dasselbe gilt auch fur die horizontale Inklusion unten
links.
Fur die horizontale Inklusion unten rechts erhalten wir

i=1,

d.h.
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QM =QO NR.

Die Konjugierten von =T + C'l tiber Q haben die Gestalt
n=t+t=+T €QO NR=Qm).
Diese Konjugierten liegen in Q(v)), d.h.

QM)/Q ist eine normale Erweiterung (also Galoissch).

Zur Beschreibung der Galois-Gruppe betrachten wir den
Einschrankungshomomorphismus

h: GQ'()/Q") = GQIEM)/Q(>() — GQM/Q), T » Tl@(n)-

Ein Automorphismus Tt aus den Definitionsbereich von h ist durch das Bild von n bei T

bereits eindeutig bestimmt (weil 1 die Korpererweiterung erzeugt). Deshalb ist h
injektiv. Weil auf Grund des kommutativen Diagramms (1) die beiden linken
horizontalen Korpererweiterungen denselben Grad haben, haben Definitions- und
Wertebereich von h dieselben Ordnung, d.h.

h ist ein Isomorphismus.

Nach (ii) (mit K = Q) ist der Definitionsbereich von h zyklisch. Dasselbe gilt somit
auch fur der Wertevorrat.
2. Fall: K beleibig.

Weil Q()/Q nach dem ersten Fall normal ist, also Zerfallungskorper eines Polynoms f,

ist auch K(n)/K als Zerfallungskorper desselben Polynoms normal, also eine Galois-
Erweiterung,

K(n)/K ist eine Galois-Erweiterung.
Zur Beschreibung der Galois-Gruppe betrachten wir den Einschrankungshomo-
morphismus

¢.G(KM)/K) — GQM)/Q), T » Tl@(n)'

Ein Automorphismus T aus den Definitionsbereich von h ist durch das Bild von n bei t©
bereits eindeutig bestimmt (weil 1 die Korpererweiterung erzeugt). Deshalb ist h
injektiv. Wir konnen also G(K(1)/K) als Untergruppe von G(Q(m)/Q) ansehen.
Letztere ist nach (i1) zyklisch. Also ist auch G(K(n)/K) zyklisch.

QED.

5.1.7 Zum Gegenstand dieses Abschnitts
Von besonderem Interesse sind fur uns die Erweiterungen

Q('VD/Q und @p(”x‘ﬁ)/@p.

Wie wir aus der Theorie der lokalen Korper wissen, mufl man, um die Zerlegung einer
Primzahl p in der Erweiterung

Q(VD)

des Korpers QQ der rationalen Zahlen zu finden, die Erweiterung
m
Q,(VD
des Korpers Qp der p-adischen Zahlen betrachten.
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Um die abstrakten Sétze etwas durchsichtiger zu machen, werden wir manchmal
mehrere Beweise fur ein und dieselbe Behauptung angeben.

Eine gute Ubersicht zur Theorie der Kreisteilungskorper findet man in den folgenden
Buchern:

Weyl, H.: Algebraic theory of numbers, Annals of Mathematics Studies, Princeton
1940.

Weiss, E.: Algebraic number theory, GcGraw Hill, New York 1963

5.1.8 Die Galois-Gruppe von Q(II‘:/T)/Q

Die Korper-Erweiterung Q(H‘\lﬁ)/@ ist normal vom Grad ¢@(m). Thre Galois-Gruppe ist
isomorph zur Gruppe der primen Restklassen

G(m) := (Z/mZ)*
modulo m.

Beweis (van der Waerden). Sei C eine primitive m-te Einheitswurzel. Dann gilt

m

QYD =Q().
und die Nullstellen von X™ - 1 sind gerade die Potenzen von T. Insbesondere ist die
Erweiterung

m

QVD/Q
gerade der Zerfallungskorper von X™ - 1 und als solcher normal. Nach 5.1.2 konnen
wir die Galois-Gruppe dieser Erweiterung mit einer Untergruppe von G(m)

identifizieren. Es reicht also zu zeigen, die Galois-Gruppe hat die Ordnung ¢(m), d.h.
es reicht zu zeigen, der Grad der Korper-Erweiterung ist ¢p(m),

[Q(VT):Q] = p(m).

Wir wissen bereits, der Grad dieser Erweitungung ist < ¢(m). Deshalt reicht es, die
folgende Aussage zu beweisen.

Fir f(x)EZ[x] mit f(T) = 0 gilt auch f(Z?) = 0 fur jedes a mit ggT(a, m)=1. (1)
(weil es (m) verschiedene primitive m-te Einheitswurzeln gibt hat dann jedes solche f

einen Grad = @(m) oder ist 0). Es reicht, (1) fur den Fall

a = p ist eine Primzahl
(die teilerfremd zu m ist) zu beweisen, denn dann erhdlt man durch wiederholtes

Anwenden dieses Spezialfalls® den allgemeinen Fall (1).

Seien

k =F =ZipZ
PT P

% Man wende die Aussage an mit 2;a anstelle von T , usw.
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der Korper mit p Elementen und

* X — kp[X],

der Homomorphismus von Ringen mit 1, der die Koeffizienten aller ganzzahligen

Polynome in x durch deren Restklassen in kp ersetzt. Weiter seien

L der Zerfallungskorper uiber kp von x™M - 1
und
XM -1 =f (x)of,(x)s...of (X) (1)
1 2 r

m

die Zerlegung von x - 1 in irreduzible Faktoren uber Z. Die Bezeichnungen seien

dabei so gewihlt, daBl gilt
f,(©)=0und fJ.(@P) =0.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
j=1

Weil { 1 irreduzibel ist, gilt

£, fj(xp) in Z[x],
also
£,(x) 1 £: (xP) in k
1) 1 (xF) in p[X].
%
Fur jede Nullstelle T* € L von f 1 gilt damit auch
%
f, @) =o0.
AuBerdem ist
%k *
£,@P) =P =0P =0.
k) k)
Wir haben gezeigt, f; und fj haben eine gemeinsame Nullstelle. Mit (1) gilt aber auch
m k %k *k
X -1= fl(x)ofz(x)-...-fr (%) 2)
Nun sind das Polynom x™ - 1 und dessen Ableitung mx™ 1 gber kp teilerfremd®, d.h.

%k %
das Polynom x™ - 1 hat uiber kp keine mehrfachen Nullstellen. Weil f; und fj eine

gemeinsame Nullstelle haben, mufl damit j = 1 gelten.
QED.

% Weil nach Voraussetzung p und m teilerfremd sind.
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5.1.9 Die Frobenius-Automorphismen von Q(n‘:ﬁ)/@
Seien m > 1 eine natiirliche Zahl und p eine zu m teilerfremde Primzahl,

. . [(m,p)=1.
Dann gibt es genau einen Automorphismus
m
o € G(Q(V1)/Q)

op(oc) = o mod p(‘)@(rr\lﬁ) fur jedes a € OQ(H\I/T)'
Dabei bezeichne

m
O S « VD)

den Ring der ganzen Zahlen des Zahlenkorpers Q(HVT), d.h. die ganze AbschlieBung
von Z in Q(n\lﬁ).
Ist T eine primitive m-te Einheitswurzel, so ist Gp durch die folgende Formel gegeben.
em)-1 . @(m)-1 .
o( Sath= 3 atPfura €Q. (1)
p 4 A i
1=0 1=0

Der Automorphismus o_ heif3t Frobenius-Automorphismus zur Primzahl p.

Beweis. Nach Definition gilt

L:= Q('V1) = Q)

mit einer primitiven m-ten Einheitswurzeln und nach 5.1.8 ist
[L:Q] = @(m) := # (Z/mZ)*.

Insbesondere bilden die ersten g(m)-ten Potenzen von C eine Q-Vektorraum-Basis von
L,

L = @.Ccp(m)_l + Q.Ccp(m)_z + e + @.CO
e — 1+] i o
1. Schritt: drn = det (TrL/Q(C ))i,j=0,...,cp(m)—1 € Z - {0} ist teilerfremd zu p.
Sei ¢(X) das Minimalpolynom von T uiber Q. Weil T ganz ist Uber Z, sind auch die
Koeffizientien von ¢(X) ganz uber Z, liegen also in (‘)Lﬂ@ =7, d.h.

o(X) € Z[X].
Da der hochste Koeffizient von ¢ gleich 1 ist, ist
Z[T) = ZIX]1/(¢)

ein freier Z-Modul vom Rang ¢(m). Nach 1.6.13 erzeugt dm die Diskriminante von

ZIT]
2= dZIEVZ) =N o (@' ©)Z
(das rechte Gleichheitszeichen besteht nach 3.2.10 (ii)). Es folgt

Qo Z= 0 Crt’ € T @)
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} die Menge der primitiven m-ten Einheitswurzeln ist, d.h.

@(m)
o= T GG
L,j=1,17]
Insbesonder ist der Erzeuger des linken Ideals ein Teiler des Erzeugers des rechten:
@(m)
d teilt .-C.)in Z also auchin O  m—. .
melt I G o'V
1,j=1,17]

wenn {Cl, s C(p(m)

Wir fugen jetzt zu den Faktoren auf der rechten Seite weitere Faktoren aus O Q( H\I/T)

hinzu. Die Teilbarkeitsrelation in O Q (H\lﬁ) bleibt dabei erhalten. Statt das Produkt uiber

alle Differenzen von primitiven m-ten Einheitswurzeln zu bilden, bilden wir es uber alle
Differenzen von Nullstellen von

F(X) :=XM-1,
Wir erhalten, da d in O  m~_ das folgende Produkt teilt:
m'" CQ(NT) T8

m-1 . . m-1 .
[1 @-th=1]I F@E)z
1,j=0,17] i=0
m-1 .
— 1—[ m(cl)m-l
-1 |
= 1 mep™teghmd
1=0
(m(l)ml 1—[ (C1m1
1=0
1=0
=-mm

Es gilt also eine ganze Zahl a€0 M~ mit
& s QD
d eoo=m™.
m
Als Quotient ganze Zahlen ist o rational, liegt also in QO Q (II\I/T) =7, d.h.
d_teilt m™ in Z.
m
Nun ist m™ teilerfremd zu p, also dIn teilerfremd zu p.

2. Schritt. Z[] C O, C dLZ[Z;]
m

Fur das Dual des Z-Moduls (‘)L gilt
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DO ={uELITr (@O, } Cz}y20,,

Damit ist
OL C D(OL)

C D)) (wegen ZIL] C O )
1 .

=——1UZIC] (nach 3.2.10(1))

'@ o 1

C Lz (nach (2))

m

3. Schritt: Existenz von o _.
Nach 5.1.8 ist die Galois-Gruppe

m
G = GQ(VD/Q)
isomorph zu G(m), wobei der Isomorphismus gerade die in 5.1.2 beschriebene
Einbettung ist. Insbesondere gibt es einen Automorphismus
o€ QG,
welcher der Restklasse von p in G(m) entspricht, d.h. einen Q-Automorphismus mit
o(Q) =P,

wobei C eine (vorgegebene) primitive m-te Einheitwurzel bezeichne.Damit ist o durch
die Formel (1) gegeben.

Zum Beweis der Existenz von Op, reicht es zu zeigen
o(a) = o mod pOL fur jedes o € OL’
denn dann gentigt o allen Bedingungen, die wir an Op stellen.

Jedes OLEOL konnen wir nach dem 2.Schritt in der Gestalt

1 @(m)-1 Ci
o= « Y al mita. €EZ
4 i=0 ! !

schreiben. Modulo p erhalten wir

¢(m)-1 .
dmo(oc)Eo( > ai‘g )

1=

= 3 aPCip (kleiner Fermatscher Satz)

=( 3 aili)p (modulo pistx xP ein Ring-Homomorphismus)
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1 @(m)-1

=dy @ 3 ath’
m =0
=4P.
= dm aP
= dm-ap (kleiner Fermatscher Satz).

Nach dem ersten Schriit ist die ganze Zahl dIn teilerfremd zu p, also eine Einheit modulo

p- Wir multiplizieren mit dem Inversen und erhalten
o(0) = aP mod p(‘)L.

Damit ist die Existenz von OP bewiesen.

4. Schritt. Eindeutigkeit von op.

Ein Element c0€G(L/Q) ist durch das Bild
o=t (ma)=1,

der primitiven m-ten Einheitswurzel bereits eindeutig festgelegt. Es reicht somit zu
zeigen, dal} die folgende Implikation besteht.

A= Cb mod pOL ,a,bteilerfremd zum = ¢4 = Cb. 3)
Zum Beweis dieser Implikation wiederum reicht es die folgende zu beweisen®’.
8 = 1 mod mod pOL ,ateilerfremd zum = (3 = 1.

Angenommen, es gilt ¢ # 1. Wegen

m .
xM-1= 1T x-Th

i=1
gilt
| .
mx™ = 3 J] (x-TH

=li#j
Wir setzen x = 1 und erhalten

m-1 .

m= ] (1-T)

i=1
Wegen ¢ # 1 kommt 1 - T? unter den Faktoren auf der rechten Seite vor, d.h.

1-2®

1 Aus

a_.b
= d pO
C CmopL

folgt durch Multiplikation mit der Einheit t_,-b
Ca—b —

= 1 mod pO
L
also auf Grund der nachfolgenden Implikation

also Ca = ?;b.
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istim Ring O, ein Teiler von m. Deshalb kann p in diesem Ring kein Teiler von 1 - 2

L

sein (denn dann wire p ein Teiler von m) im Widerspruch zur Voraussetzung £ = 1.
5. Schritt. Alternativer Beweis fur die Eindeutigkeit.
Es reicht, die Implikation (3) zu beweisen. Dazu setzen wir

L :=Q() und OL := ganze AbschlieBung von Z in L

betrachten wir das folgende kommutative Diagramm
Q2D Z —» Fp

i

LQOL—»KL

Dabei sollen die vertikalen Pfeile die naturlichen Einbettungen bezeichnen und die
horizontalen Surjektionen die natirlichen Abbildungen auf die Restklassenringe
bezuglich der p-adischen Bewertung bzw. beziiglich einer Forsetzung der p-adischen

Bewertung auf L. Wegen CEOL ist

m n 1
x"-1=1] x-T)
i=1
eine Zerlegung mit Koeffizienten aus OL. Bezeichne T das Bild von € bei der rechten

unteren Surjektion. Dann ist

m .
xXMo1=1] x-Th
i=1

eine Zerlegung mit Koeffizienten aus k. . Weil die Charakteristik von N9 gleich p und p

L

teilerfremd zu m ist, sind die Polynome x™ - 1 und mx -1

uber KL teilerfremd. Das

keine mehrfachen Nullstellen, d.h. die Potenzen

61’22’ ,Em

sind paarweise verschieden. Also besteht die Implikatioin (3).

Polynom x™ - 1 hat iiber N}

QED.

5.1.10 Total verzweigte Primzahlen: der Fall m = p"

Seien p eine Primzahl, n = 1 eine natiirliche Zahl und

m
L:=Q(VD =Q()

mit einer primitiven m-ten Einheitswurzel C.

Dann ist die Primzahl p in L total verzweigt. Genauer, im Ring (‘)L der ganzen Zahlen

von L gilt
= (1-5)P(m)
pOL (1-9) OL.

Dabei ist 1-C ein Parameter von L uiber p.

Beweis 1. Die nicht-primitiven m-ten Einheitswurzeln sind gerade die Nullstellen von
m/p
X - 1.

Das Minimalpolynom von T ist damit gleich
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g = 2L 0D
xm/p—l xm/p—l

Das Element A = 1- T ist damit Nullstelle des irreduziblen Polynoms

g(y) :=1f(1-y)
Das Polynom g(-y) = f(y+1) hat den hochsten Koeffizienten 1 und das Absolutglied

e =) =P+ P+ w120
Modulop gilt x =y+1 und z = x/p

_ PP P
B = R =100 = * == S

(Xm/p)p_1 m/ p)P-2 +..+1

+ (x

— (Xm/p _ l)p-l
= (x-l)m(p'l)/ P mod p (weil m eine p-Potenz ist)
_ ym(p-1lp

Dies zeigt, alle Koeffizienten von g(-y) auler dem hochsten sind durch p teilbar.
Zusammen erhalten wir, daf g(-y) ein Eisenstein-Polynom ist. Nach 3.4.3 ist

@p(?»)/@p total verzweigte Erweiterung

und A ein Parameter von
L = }\, =

Insbesondere ist g(-y) irreduzibel (vgl. den Beweis in 3.4.4). Insbesondere hat die
Korpererweiterung den Grad

[@p@):@p] = deg g = m(p-1)/p = p" L (p-1) = (p") = (m),
d.h. es gilt in Lp

= )(m)
pOL A OL (1)
p p
Sei jetzt L := Q(T) und
@p®QL = le"'XLr
Dabei seine die Li die Vervollstandigungen von L bezuglich der Fortsetzungen der p-

adischen Bewertung von QQ auf L. Einer der direkten Faktoren rechts ist Lp' Deshalb
gilt
m) = [L:Q] =dim -, L =dim ® L=dim, L =¢@(m
@(m) = [L:Q] Q QQp@ QPCP()
Also gilt uiberall das Gleichheitszeichen (und es folgt erneut die Gradaussage von 5.1.8
in diesem Spezialfall). AuBerdem gibt es nur eine Fortsetzung der p-adischen

Bewertung auf L,
r=1.

Weil A bereits in der ganzen AbschlieBung OL von Z in L liegt, gilt mit (1) sogar

— 5 @(m)
pO, =r¥"Mo

und A ist ein Parameter von OL bezuglich der Bewertung, die tiber der p-adischen liegt.
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QED.
Beweis 2. Fur ganze Zahle a, b mit
(a,m)=(b,m)=1
besitzt die Kongruenz
a=psmodm
eine Losung. Damit gilt

1- a 1- bs
e 1€ 1+ 42204 Db eg )
12> 1P L
Dasselbe gilt auch mit a und b vertauscht. Insbesondere ist
a

Z;b Einheit von Oqur beliebige zu m teilerfremde a und b. 3)
1-

Auflerdem ist

m
_ lim x_-1
po= M (vel. 2))

lim a
= I (x-T%
=1 cacm.(a.m)=1
= (1_§)CP(m). I g

O<a<m,(a,m)=1 1-C
Die Faktoren unter dem Produkt-Zeichen auf der rechten Seite sind nach (3) Einheiten in
OL, d.h. es gilt

_  (m)
pOL =\ OL
QED.

5.1.11 Unverzweigte Primzahlen

Seien m > 1 eine naturliche Zahl und p eine zu m teilerfremde Primzahl
(m, p) = 1, p Primzahl.
Dann gilt:

@) p ist unverzweigt in L := @(n‘\lﬁ)
(11) Der Relativgrad von L/QQ in p ist gleich der kleinsten ganzen Zahl f = 1 mit

pf = 1 mod m.
Beweis (nach Serre [1]). Betrachten wir die Korpererweiterung
m
L = 1
5 =Q (VD
von (@p. Der Restekorper
K =F
p p
von Qp besteht aus p Elementen. Das Polynom
XM-1
zerfallt genau dann uber der Korper-Erweiterung
K
f

p
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von Kp in Linearfaktoren, wenn gilt62

mlpf-l.

Sei f jetzt die kleinste natuirliche Zahl mit
pf = 1 mod m.

und bezeichne Lp die unverzweigte Erweiterung von Kp mit

Diese existiert nach 3.5.7. Weil X™ - 1 nach Konstruktion iiber KL in Linearfaktoren

p
zerfallt, gibt es ein Element der Ordnung m in der multiplikativen Gruppe dieses
Korpers, sagen wir
%

E eExL , E von der Ordnung m.
P

Weil p teilerfremd zu m ist, ist das Polynom X™ - 1 separabel. Weil Lp vollstandig ist,

gibt es nach dem Henselschen Lemma (2.4.5, zweiter Spezialfall) ein Element im Ring
der ganzen Zahlen von L.

ce OL mit der Restklasse C,
p
welches ebenfalls Nullstelle von X™ - 1 ist. Weil die Restklasse von T die Ordnung m

hat, gilt dasselbe fur T, d.h. T ist eine primitive m-te Einheitswurzel, und XM _ 1 zerfallt
uber Lp in Linearfaktoren,

m
1= CL. 1

Q(VD=Q ®CL, (1

Als Teilerweiterung einer unverzweigten Erweiterung ist Qp@)/@p ebenfalls

unverzweigt. Ware die Inklusion auf der rechten Seite von (1) echt, so wire die

zugehorige Erweiterung der Restekorper ebenfalls echt, d.h. N} /Kp ware nicht die

p

kleinste Erweiterung, tiber welcher das Polynom X™ - 1 in Linearfaktoren zerfallt. Es
gilt also

*k
52 Die Multiplikative Gruppe & ¢ wird von einer primitiven (pf-l)-ten Einheitswurzel erzeugt. Im Fall
p

f
mlp-1
ist eine geeignete Potenz dieser Einheitswurzel eine m-te primitive Einheitswurzel. Die Potenzen

letzterer sind gerade die Nullstellen von X™-1. Dieses Polynom zerfallt also uiber £
P

Nehmen wir umgekehrt an, das Polynom X™1 zerfullt iber k £ Die Nullstellen dieses Polynom
p

e
bilden eine Untergruppe der zyklischen Gruppe k ¢ Diese Untergruppe ist ist also auch zyklisch und
p

k
hat, weil p teilerfremd zu m also XM separabel ist, die Ordnung m. Die Gruppe K ¢ enthalt somit ein

Element der Ordnung m, d.h. es gilt
f
mlp-1.
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Lp = @p(C)
und

: =[L : =ef=1f=[Kk nx |=1
[Q,©:Q =L :Q] e g %)
Betrachten wir jetzt den Korperturm
QC Q@O C Qp(?;). (2)
Weil Qp@) tiber Qp unverzweigt ist, ist p in QP(C) ein Parameter. Dann ist aber p auch

in Q(C) ein Parameter, d.h. p hat in Q() den Verzweigungsindex 1. Bestimmen wir
den Relativgrad. Die Inklusionen (2) induzieren die entsprechende Inklusionen der
Restekorper uiber p,

KpgKLgKL .

Weil X™ - 1 uber Q(Q) in Linearfaktoren zerfallt und Koeffizienten im Ring der ganzen
Zahlen hat, zerfillt dieses Polynom auch uiber k., . Nun ist aber k. der kleinste Korper

L L
uber welchem dieses Polynom in Linearfaktoren zerfallt. Deshalb gIzlt
K= KLp
und fur den Relativgrad erhalten wir
[KL: K ]:[KLP: Kp]:f

QED.

5.1.12 Vollstandig zerfallende Primzahlen

Seien m > 1 eine natuirliche Zahl und p eine zu m teilerfremde Primzahl. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.

) p zerfallt vollstandig in L = Q(H\lﬁ), d.h. pOL ist das Produkt von
e(m) = [L:Q]

paarweise verschiedenen Primidealen von OL.

(1) p= 1 mod m.
Beweis. Bezeichne e den Verzweigungsindex von p in L und f den Relativgrad. Dann
ist
[L:Q]/ef
die Anzahl der Primideale von OL’ welche uber pZ liegen (nach 3.8.3). Bedingung (i)
ist somit genau dann erfullt, wenn
e=f=1
gilt. Nach 5.1.11 ist dies aquivalent zu (ii).
QED.

5.1.13 Die Diskriminante von Q(n‘:ﬁ)/@ im Fall m = p"
Seien p eine Primzahl, n = 1 eine naturliche Zahl,

m= pn,
und

L:=Q(ND).
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Dann gilt fur die Diskriminante
S(LIQ) = 8(0, /) = (m®(M)p/Py7.
AuBerdem bilden die Potenzen
1’ C’ C2 2 C(p(m)_l
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von OL uber Z.

Beweis. Nach 5.1.11 sind alle von p verschiedenen Primzahlen in L unverzweigt. Als
einziger Teiler der Diskriminante kommt damit nur p in Frage,

30, /1Z) = p*Z mit x = 0.
(vgl. 3.3.4). Wie im 2. Schritt des Beweises von 5.1.9 sehen wir

1
21 C 0, < ZIt]

P
d.h.

p*0, CZCO,. ()
Weil die Erweiterung L/QQ nach 5.1.10 in p total verzweigt ist, ist die zugehorige
Erweiterung der Restekorper tivial, d.h.

OL/M‘)L =Z/pZ mitA=C- 1.
Es folgt
OL =7+ M‘)L.
Erst recht gilt damit auch
OL =7Z[C] + }»OL.

Wir konnen fur den Ring O. auf der rechten Seite die gesamte Seite einsetzen und

L
erhalten
_ 2
OL =Z[C] + A OL.
_ 3
OL =Z[C] + A OL.
_ s G -
OL =Z[C] + A OL fur jedes s = 1.
Speziell fur s = xg(m) ergibt sich
= Xp(m)
OL Z[C] + N (‘)L
= X Q(m)g _
ZICl+p (‘)L (wegen A (f)L pOL nach 5.1.10)
= Z[T] (nach (1)).

Damit ist der zweite der Teil der Behauptung bewiesen. Wir haben noch die
Diskriminante zu berechnen.

Wegen OL = 7Z|[C] ist die Diskriminanten nach 3.2.10 gleich

6((9L/Z) =(N; ~f())Z.

L/Q
Dabei bezeichne f(x)EZ[x] das Minimalpolynom von C tiber QQ, d.h.

m
f(x) = = /1311 = xMP-D/p  m(P-2)/p Py
X -
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Mit F(x) := x™ - 1 und G(x) := xWP _ | erhalten wir:
F(x) =f(x)G(x)
F'(x) =fx)GX)+ f(x)G’(x)

F@©) =1(©G(®)
mg™ = Q)P - 1)
mgh =& )
mit der p-ten primitiven Einheitswurzel § = z;m/p . Anwenden der Norm N = NL /Q der

Korpererweiterung vom Grad ¢(m) liefert:

mPMN@ = NP ©)NE - 1),

Das Minimalpolynom f von C hat das Absolutglied 1, also gilt N(C) = 1. Es folgt
N(F@QNE-1) = Em P,

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
NG - 1) = £p™P.

Aus den Korpererweiterungen

ecofhHCL
der Grade @(p) = p - 1 und @(m)/p(p) = p™

1) = _1)/p
N(E-1) (N@(Qﬁ)/@(’% 1))

1 m/p lesen wir ab, es gilt®’

Es reicht somit, zu zeigen,

NoRaygt&h =*p

Das Minimalpolynom von & iber () ist

g(x) = Xi_ll = xp'l + xp-2 + ... +x+ 1.
Damit ist
No®mio& ™ =*NoRmyg!! -9
=X g(1)
==+ p

QED.

5.1.14 Die Diskriminante von Q (nxlﬁ)/ Q , allgemeiner Fall
Seien m > 1 ein naturliche Zahl, T eine primitive m-te Einheitswurzel und

L:=Q(VT) = Q).
Dann gilt:

i [L:Q]=¢(m).

(i) 6(OL/Z)=ch(m)/ 17 p®m®-
plm
(iii) Die Potenzen

% Weil E-1 bereits im mittleren Korper liegt.



82

1,¢,¢2, .., ge(m)-l

bilden ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem des Z-Moduls OL.

Beweis. Aussage (i) gilt nach 5.1.8. Die beiden anderen Aussagen gelten nach 5.1.13
zumindest fur den Fall, dal m eine Primzahlpotenz ist.
Es reicht also zu zeigen, aus der Giltigkeit von (ii) und (iii) fur zwei teilerfremde Zahlen
m’ und m”,

(m’, m”) =1,
folgt deren Gultigkeit fur deren Produkt

m=m’sm”.
Wir bezeichnen mit
.o
primite m’-te bzw. primitive m”-te Einheitswurzeln und setzen
L’ :=Q(@),
L” = Q(C”)'
Nach 5.1.3 gilt
L — L’L”,
und nach 5.1.8 ist
[L:QI = ¢(m)
[L:Q] = ¢(m’)
[L7:Q] = p(m”)

Weil m’ und m” teilerfremd sind, induzieren die naturlichen Abbildungen auf den
Faktorring (nach dem chinesischen Restesatz) einen Isomorphismus

Z/mZ. i) Zimi#Z, x Z/m”Z, x mod m » (x mod m’, X mod m”).

Dabei entspricht die Multiplikation links gerade der koordinatenweisen Multiplikation
rechts. Der zugehorige Isomorphismus der Einheitengruppen hat deshalb die Gestalt

G(m) i) G(m’) x G(m”), x mod m » (x mod m’, x mod m”).

Nach 5.1.8 sind die primen Restklassengruppen isomorph zu den Galois-Gruppen der
hier betrachteten Korper-Erweiterungen. Der letzte Isomorphismus bekommt dadurch
die Gestalt

GLIQ) — GL'/Q) X GLQ), 0 b (Ol , .l ..). (1)
Diese Faktor-Zerlegung impliziert, dafl die exakten Sequenzen

1 — G(L/L") — G(L/Q) i) GL'/Q) — 1,(0) = 0|L,

1 — G(L/L”) — G(L/Q) i GL”/Q) — 1, p(0) = 0|L,,
zerfallen, wobei die Kerne von o bzw. 3 mit den beiden Faktoren der Zerlegung (1)
identifiziert werden:

G(L"L’/L") %) G(L"/Q), G(L’L"/L") —» G(L"/Q),
o

Die Faktorzerlegung (1) wird dadurch eine Zerlegung der Galois-Gruppe links in ein
direktes Produkt der beiden Untergruppen:

G(L’L"/Q) = G(L’L”/L”) x G(L"L’/L’).
Aus dem Hauptsatz der Galois-Theorie erhalten wir
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0 =16LQ) _ GLL) A GLL) _ AL,

Zum Beweis der Behauptung reicht es deshalb, die nachfolgende Aussage zu beweisen.
QED.

5.1.15 Verhalten der Diskriminante bei linear disjunkten Erweiterungen

Seien K ein Zahlenkorper,
L’/Kund L”/K
zwel Galois-Erweiterungen der Grade
[L’:K]=n’und [L”:K] =n"
mit
L’ m L” — K
und

0 ,,..,0 €L bzw. 0” , o’ eL”
1 n n

P

K-Vektorraumbasen, welche die Ganzheitsringe OL’ bzw. O ,, ber OK erzeugen. Wir

L”
nehmen auflerdem an, die Diskriminanten

d = det(TrL, /K(w’iw’j)) und d” := det(TrL,, /K(w”iw”j))
dieser Basen® sind teilerfremd in dem Sinne, daB es Elemente x’, x” EOK gibt mit
x’d”+x7d” = 1.
Dann bilden die Produkte
oo’io)”j miti=1,...,nundj=1,..,n"

ein Erzeugendensystem des Ganzheitsrings OL von L = I’L” tuber OK mit der
Diskriminante
d - d,n d”n .

Beweis (vgl. Neukirch, J.: Algebraic number theory, Prop. 2.11). Man beachte, mit

L’ und L” ist auch L ein Galois-Erweiterung von K.”> Wegen L’ () L” = K ergibt sich
aus dem kommutativen Diagramm

X
L” L) L
U Uy
n
K & L

in welchen die eingetraﬁ%enene Zahlen die Grade der zugehorigen Korper-Erweiterungen
bezeichnen sollen, daf3

% Dies sind gerade Erzeuger der Diskriminanten der freien OK-Moduln OL’ bzw. OL” .
5 Ist L’ Zerfallungskorper von f’EK[x] und L Zerfallungskorper von £°EK][x], so ist L = L’L”

Zerfallungskorper von £’ uber K.

% Es reicht zu zeigen, x = n’. Die zweite Identitét folgt analog. Betrachten wir den
Einschrankungshomomorphismus

h:G(L/L”) — G(L’/K), 0 » oIL, )
Weil jedes Erzeugendensystem von L’ uiber K auch ein Erzeugendensystem von
L - L’L”
uber L” is, ist dieser Homomorphismus injektiv. Es reicht zu zeigen, er ist surjektiv. Es
gilt
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x=n"undy=n”"

also
[L: K] =n’n”
gilt. Die Produkte w’iu)”j bilden also eine K-Vektorraumbasis von L. Sei jetzt o € OL.
Dann hat o die Gestalt
a:?jaijmiwjmltaijEK. (D)
Wir haben zu zeigen, ’
aij € OK fur alle i und j )
Aus (1) folgt
a= . mitp.=Ya.w.eL’ 3).
3 By mit b= 3 o’ 3)

Wir fuhren Bezeichnungen fur die Elemente der Galois-Gruppen von L/L’ und L/L” ein:
G@L"L’/L) ={0”1,...,0”n,,}

Gr’r/y ={o 1,---,0 n’}

Dann gilt
G(L/K) =57 {0’k0”g lk=1,..,n,¢=1,..,n"}. 4)
Wir setzen
o 10c [31
A = (0”i(m”j)), a:= ... |, b:=
O'”H,,OL BI’I”
Dann gilt

det (A)? = det(A-AT) = d”
und wegen (3) auch
a=Ab.
Sei A* die Matrix der Eintrag in der Position (i,j) die Adjunkte von A zur Position (j,i)
ist. Durch Multiplikation von links mit A* erhélt man dann auf Grund der Formel fur
die inverse Matrix
det(A)b = A*a
also
db = det(A)%b = det(A)A*a.

Nun sind mit a auch die Eintrage von a, A und von A* ganz uber OK. Also sind auch

die Eintrage von d”’b ganz uiber OK, d.h. die Elemente

K=L(L"= LG(L/L’)mLG(L/L”) _ L,mLG(L/L”) _ 1.-Im(h) - L’ GL/K) _ ¢
Also gilt tiberall das Gleichheitszeichen
- Im(h) _ ; -G(L/K)
d.h. es ist Im(h) = G(L’/K).

87 Jedenfalls sind die G’ko” , Elemente von G(L/K). Wegen # G(L/K) = [L:K] =n’n” reicht es zu zeigen,

sie sind paarweise verschieden. Dazu reicht es zu zeigen,

G(L/L) (N GIL/L”) = {e}.
Ein Element aus dem Durchschnitt 146t alle Elemente von L’ fest und alle Elemente von L”, also auch
alle Elemente von L’L” = L.
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d ﬁj=§d aij(uiEL
sind ganz uber OK (vgl. (3)), d.h. sie liegen on OL" Nach Voraussetzung liegen dann

die Koeffizienten dieser Linearkombination in OK:

d”aij S OK fur alle i und alle j.
Indem wir die Rollen von L’ und L vertauschen, sehen wir analog
d’a..€0
1]
Also liegen auch die Elemente
a. = l-aij =(x'd +x"d )-aij =x’(d aij)+x (d aij) e
im Ring der ganzen Zahlen von K.
Wir haben noch die Diskriminante A der Basis der w’iw”j zu berechnen. Wegen (4) ist

K fur alle i und alle j.

K

A das Quadrat der Determinante
A = (det M)
der Matrix M mit den Eintragen

0, 0,” w"u_),’- - (),’ (D,..O"’ (D”‘
kK ¢ i j "k i €]

wobei hier (k, £) als Zeilen-Index und (i, j) als Spalten-Index diene. Betrachten wir M
als n”xn”-Matrix, deren Eintrdge n’xn’-Matrizen sind. Genauer, der Eintrag von M in
der Position (j,¢) ist die Matrix
Q.G ZU‘) J )
wobei Q die n’xn’-Matrix
Q’ - (G’jm’i)
bezeichne. Mit anderen Worten,

29

0" w’ Id ...0” ,w” Id

Q...0 11 n 1
0..Q o’ .’ ,edd... 0,0 .,
1" n n n

wobei hier Id die Einheitsmatrix vom Type (n’,n’) bezeichne. Durch Permutieren von
Zeilen und Spalten kann man erreichen, daf} die zweite Matrix die Gestalt der ersten
bekommt mit n” Exemplaren einer Matrix Q” auf der Hauptdiagonalen. Damit gilt

A = (det M)? = (det Q*)*" « (det Q”)*™
mit Q” = (0”.00”i). Die Quadrate der Determinanten von Q’ und Q” sind aber gerade die
Diskriminanten d’ bzw. d”. Wie behauptet ergibt sich
A=dmWgn,

QED.

5.2 Kummer-Erweiterungen

5.2.1 Vereinbarungen und Definition

In diesem Abschnitt bezeichnet n eine natuirliche Zahl und K einen Korper, der eine n-te
primitive Einheitswurzel enthilt, sagen wir

e =1, % 1furi=1,..,n-l.
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Insbesondere ist die Charakteristik von K teilerfremd zu n,
ggT( n, char(K)) = 1.

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dal} die zyklischen Erweiterungen von K, deren
Grad die Zahl n teilt, sogenannte Kummer-Erweiterungen sind, d.h. Erweiterungen der
Getstalt

K(Va).

5.2.2. Eine Einbettung der Galois-Gruppe in die multiplikative Gruppe
des Korpers
Seien n eine naturliche Zahl und K ein Korper, der eine n-te primitive Einheitswurzel

ek
enthalt.
(i) Fur jedes Element a € K - {0} gibt es dann eine endliche Galois-Erweiterung
n
K(Va),
welche von einer (und von jeder) Nullstelle des Polynoms
XM-a (1)

uber K erzeugt wird, und mit dem Zerfallungskorper dieses Polynoms
zusammenfallt.

(i) Ist a eine Nullstelle dieses Polynoms, so ist die Abbildung

waZG(K(r\lﬁl)/K) — K*, 0 » o(a)/a,
ein injektiver Gruppen-Homomorphismus, der nicht von der speziellen Wahl von
a abhéngt.

(iii) Reprasentiert a ein Element der Ordnung n in der multiplikativen Gruppe
K#/(K*)™,
so ist das Polynom (1) irreduzibel tiber K. Die Galois-Gruppe ist zyklisch von der
Ordnung n und wird von dem Automorphismus o mit

o(a) = ot

erzeugt.

Beweis. Zu (i). Seien a eine Nullstelle von (1) in einer algebraischen Erweiterung von
K und

L :=K(o).
Dann liegen samtliche Nullstellen
o, at, o2, ..., agh! (2)

dieses Polynoms in L, d.h. L ist der Zerfallungskorper von L uiber K, und wir
verwenden die Bezeichnung

L = K(Va).

Weil n teilerfremd zur Charakteristik von K ist, ist das Polynom (1) separabel, d.h. L/K
ist separabel, also eine endliche Galois-Erweiterung.
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Zu (ii). Jeder Automorphismus ¢ von L/K permutiert die Nullstellen (2) von (1).
Insbesondere ist

o(a) = och.

Der Automorphismus ist durch seinen Wert an der Stelle a bereits vollstandig
festgelegt, d.h. die Abbildung

Y0 b = (/o

ist injektiv. Sie hangt nicht von der speziellen Wahl von a ab: ist namlich 3 eine weitere
Nullstelle des Polynoms (1), so gilt

= ac®.
also
1PB(O) =o(P)/p
= o(aL)/( L)
= o(a)/a (weil CEK invariant ist bei 0)
=y 0.

SchlieBlich ist lpa ein Gruppen-Homomorphismus:
wa(crc) = ot(a)/a
= ot(a)/ T(a)e T(a)/o
=) ()" W, (0
= woc (0)e q)a(r) (Unabhangigkeit von woc von o)

Zu (iii). Reprasentiere a ein Element der Ordnung n in K*/(K*)™, Dann ist a' genau
p g g
dann eine n-te Potenz in K*, wenn n ein Teiler von r ist:

al ist n-te Potenz in K* < nlr 3)
Zeigen wir die Irreduzibilitat des Polynoms (1) iiber K. Angenommen,
X" - a = f(X)+g(X) mit f, g € K[X] normiet.

Seir >0 der Grad von f. Dann ist f Produkt von r Faktoren der Gestalt X - E;i(x. Das
Absolutglied b € K von f 4t sich dann schreiben als
b=1£(0)=(-D'Taf
mit einer n-ten Einheitswurzel T’. Es folgt
b = (1) = (o1) DTyT

Insbesondere ist a' eine n-te Potenz, d.h. nach (3) gilt n | r. Dann ist aber r = n und

X" - a = f(X).
Wir haben gezeigt, das Polynom (1) ist irreduzibel. Damit gilt
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# G(K(Va)/K) = [K(Va) : K] = n.

Wir verwenden den Injektiven Homomorphismus wa, um die Galois-Gruppe mit einer

Untergruppe von K* zu identifizieren. Diese Untergruppe besteht dann aus Elementen

deren Ordnung n teilt, d.h. aus n-ten Einheitswurzeln,

P (GK(Na/K) C <C>.

Auf beiden Seiten stehen Gruppen der Ordnung n, d.h. es gilt das Gleichheitszeichen.
Rechts steht aber eine zyklische Gruppe. Also ist auch die Galois-Gruppe zyklisch (und
von der Ordnung n).

Sei o der K-Automorphismus von K( %) mit
o(a) = aC.
Einen solchen K-Automorphismus gibt es, weil die Galois-Gruppe transitiv auf den

Nullstellen des irreduziblen Polynoms (1) operiert. Er ist durch die angegebene Identitét

eindeutig bestimmt, weil a die Erweiterung K( r\lle_l) uber K erzeugt. Wegen
o) =agl # afuri=1,.. nl

hat o die Ordnung n, erzeugt also die Galois-Gruppe.

QED.

5.2.3 Zyklische Erweiterungen sind Kummersch
Seien n eine naturliche Zahl und K ein Korper, der eine n-te primitive Einheitswurzel

cexk
enthalt. Fur jede zyklische Erweiterung L/K des Grades n (d.h. jede Galois-

Erweiterung mit zyklischer Galois-Gruppe der Ordnung n) gibt es dann ein Element b €
K* mit
L =K.

Jedes solche Element b repriasentiert ein Element der Ordnung n in K*/(K*)™,

Beweis. Sei o ein Erzeuger der Galois-Gruppe G(L/K). Nach dem Satz von der

Normal-Basis gibt es ein YEL derart, daf} die Elemente
2 n-1

Y, 0¥, 0%y, ..., 0 ¥ (D)
eine K-Vektorraum-Basis von L bilden. Sei
n-1
B:=3 Too®(y).
s=0

Dann gilt § # 0 (weil die Element (1) K-linear unabhéangig sind) und
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o(p) =T 1p.
Es folgt ' o
o oph =C'p'
also o(pY) # p' furi=1, ..., n-1 und o(p") = p", d.h.
BlEKund pl& K furi=1,...,n-1. )

Damit reprasentiert B =: b ein Element der Ordnung n in K*/(K*)".*® Nach 5.2.2 ist
dann aber

n
K(p) = K(Vb)
eine Korpererweiterung des Grades n von K, die ganz in L liegt. Weil L denselben
Grad n uber K besitzt, folg

n
L=K(\b). 3)
Sei umgekehrt b € K ein Element, so da3 (3) gilt. Bezeichne B einen Erzeuger der

Erweiterung (3) mit ™ = b. Angenommen, die Ordnung des durch b in K*/(K*)!
reprasentierten Elements ist kleiner als n, sagen wir

b' = a fur ein a€K und einr € {1, ..., n-1}.
Dann gilt ™ = b' = a”, d.h. p¥/a ist eine n-te Einheitswurzel (und damit in K). Indem

wir a durch das Produkt mit dieser n-ten Einheitwurzel ersetzten, erreichen wir Br/a =1,
d.h. B ist Nullstelle des Polynoms

X!'-a € K[X].
Dann ist aber
n
[LK] =[K(¥b):K]

= [K(B) : K] (nach Wahl von )

<deg X'-a (P ist Nullstelle von X' - a)

=r

<n
im Widerspruch dazu, daB3 L/K zyklisch vom Grad n sein soll.

QED.

e T e pe . . .. r_ . n__. .. nr_ . n
% Wiare b bereits fiir ein r < n eine n-te Potenz in K*, sagenwirb =a mita€K,soware§ =a,

also wire

|3r/a
eine n-te Einheitswurzel und damit ein Element von K. Dann wiirde aber auch [’)r in K liegen im
Widerspruch zu (2).
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Anhang: der Satz von Kummer

6. Gruppen-Kohomologie

7. Proendliche Gruppen

8. Lokale Klassenkorpertheorie

9. Globale Klassenkorpertheorie

10. ¢-Funktionen und L-Funktionen

11. Zum Klassenkorper-Turm

12. Halbeinfache algebraische Gruppen

13. Anwendung von Berechnungen in der
Klassenkorpertheorie

14. Komplexe Multiplikation
15. {-Erweiterungen
Aufgaben
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