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Bezeichnungen
V(f 1 fm) Menge der gemeinsamen Nullstellen der Polynome fi im affinen oder

projektiven Raum, vgl. die Einfuhrung.
Sing(X) Menge singularen Punkte der algebraischen Menge X.
Einfuhrung
Singularititen treten in der Mathematik in vielen Situationen auf und sind ein Synonym
fur zu erwartetende Schwierigkeiten.

Beispiele fiir Singularitdten

Zum Beispiel besitzen die Losungsmengen nicht-linearer polynomialer
Gleichungssyteme Singularititen:

Die ebene Kurve mit der Gleichung

Zex sl

hat einen singuldren Punkt im Ursprung, d.h. sie sieht dort lokal nicht so aus wie eine
Gerade (ist dort keine Mannigfaltigkeit).

Die ebene Kurve mit der Gleichung

Zex s



sieht zwar als topologischer Raum auch im Ursprung aus wie eine Gerade, aus der
Sicht der differenzierbaren Kategorie jedoch nicht (keine Umgebung des Ursprungs ist
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit).

Der Kegel im Raum mit der Gleichung

24yl =2

im Ursprung einen singuldren Punkt, d.h. er hat in seiner Spitze nicht die Struktur eine

Mannigfaltigkeit.
Ein Paar sich schneidender Ebenen



e

hat in keinen Punkt der gemeinsamen Schnittgeraden die Struktur einer
Mannigfaltigkeit, d.h. jeder Punkt dieser Geraden ist ein singuldarer Punkt. Man sagt in
diesem Fall, der singulére Ort ist eine Gerade.

Wir werden uns hier auf algebraische Singularititen beschranken, d.h. wir betrachten
Losungsmengen

V(fl""

von polynomialen Gleichungssystemen

) AR
m

fl(xl’ e s Xn) =0

fm(xl,..., Xn) =0

wobei die fi Polynome in x Xn sind, die wir affine algebraische Mengen nennen

1
werden. AuBlerdem werden wir projektive algebraische Mengen betrachten, d.h.

Teilmengen X C P im projektiven Raum, die lokal wie affine algebraische Mengen
aussehen, d.h. Mengen der Gestalt

_I n e .
V(Fl""’Fm) = {[XO,...,xn] eP | Fi(XO""’Xn) =0 fur alle 1}

' P" bezeichne den n-dimensionalen projektiven Raum,
P =" X, X ]I Xy, x ) 1=(0, ..., 0)}.
0 n 0 n

Dabei schreiben wir [xO, ..., X ] fur den Punkt mit den projektiven Koordinaten xO, ..., X , d.h. fur
n n

die Gerade durch den Ursprung und (xO, ... , X ) im affinen (n+1)-dimensionalen Raum AHH. Zwei
n
Punkte [xo, ..., X Jund [yO, ...,y ] des projektiven Raums sind also genau dann gleich, wenn die
n n

zugehorigen Punkte (xo, .., X )und (yO, ..., ¥ ) des affinen Raums proportional sind.

n n
Sehr haufig werden wir den A" mit einer der Mengen

U :={x,...x 1€P"Ix # 0}
1 0 n 1

identifizieren, und zwar vermittels der Abbildung

An—) U,X,.. , X )b X 50, X, L, 1,Xx ,.,Xx ).
i 1 n 1 i-1 i n



Ist eine algebraische Menge X die Vereinigung zweier echter algebraischer Teilmengen,
sagen wir

X — X’ U X”,
d.h. ist X eine reduzible algebraische Menge, so kann man die Untersuchung der
Singularititen von X meist auf die Untersuchung der Singularititen von X’ und X”
zuruckfuhren. Deshalb ist der Fall, dal X irreduzibel ist, d.h. nicht Vereinigung endlich

vieler echter algebraischer Teilmengen, von besonderen Interesse. Man spricht in
diesem Fall auch von algebraischen Varietéten statt von algebraischen Mengen.

Die Schwierigkeiten, die im Zusammenhang mit den Singularititen auftreten, beruhen
darauf, da} wir iber Mannigfaltigkeiten sehr viel wissen, uber Mannigfaltigkeiten mit
Singularititen jedoch ziemlich wenig.

Situationen in denen Bedarf fiir die Auflosung der Singularititen besteht

Auf der anderen Seite hat sich herausgestellt, daf sich tiefliegende Probleme im Kontext
von Mannigfaltigkeiten (ohne Singularidten) ldsen lassen, wenn man ganz bescheidene
Kenntnisse besitzt iber Mannigfaltigkeiten, die ein paar wenige ganz spezielle und nicht
sehr schlimme Singularititen besitzen.

Zum Beispiel hat sich herausgestellt, dafl sich die Klassifikationtheorie fir algebraische
Flichen (d.h. fur 2-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten, die sich in
einen projektiven Raum einbetten lassen), welche in der ersten Halfte des 20.
Jahrhunderts entwickelt wurde, auf den Fall beliebiger Dimensionen verallgemeinern
laBt, wenn man die sogenannten kanonischen Singularidten versteht. Das sind
Singularitaten, die in einzelnen Punkten konzentriert sind und den nicht-singuldren
Punkten sehr nahe stehen.

Sehr haufig ist man bei der Untersuchung nicht-singulérer affiner algebraischer Mengen
X C A" in der Situation, daB die Kompaktheit von X wilnschenswert ware. Man kann

dann X kompaktifizieren, indem man zur AbschlieBung X im projektiven Raum
ubergeht. Diese AbschlieBung besitzt ziemlich meistens singulare Punkte, und es ware

wiunschenswert, X durch eine nicht-singulare Menge zu ersetzen, und zwar so, daf3
dabei die urspriingliche Menge X unveréandert bleibt.

Gegenstand der Theorie

Es ist deshalb sehr naheliegend zu fragen, ob es eine Moglichkeit gibt, unsere
Kenntnisse uiber nicht-singulare Objekte zum Studium der singuliren zu verwenden.
Eine dieser Moglichkeiten bietet die Auflosung der Singularititen. Diese Theorie
versucht, die singularen Objekte so umzubauen, daf3 sie nicht-singular werden.

Beispiele fiir die Auflosung der Singularititen

Man beachte, der P" bekommt so eine Uberdeckung durch endlich viele affine Raume.



So kann man im ersten Beispiel der sich mit sich selbst schneidenden Kurve den einen
Zweig der Kurve leicht anheben, so dal man eine nicht-singulare Kurve im Raum
entsteht, deren Projektion auf die Ebene gerade die gegebene Kurve ist.

Das zweite Beispiel der Semikubischen Parabel kann man sich ebenfalls entstanden
denken durch Projektion einer einer nicht-singularen Raumkurve in einer Richtung, die
im singularen Punkt tangential zur Kurve ist.

—

Wir werden sehen, dafl dhnliche Konstruktionen auch fur die hoherdimensionalen
Beispiele existieren.

Alle Konstruktionen sind dabei algebraischer Natur, d.h. die neu konstruierten Objekte
werden wieder lokal durch polynomiale Gleichungen definiert sein, und die
Abbildungen, welche die neuen mit den alten Objekten verbinden werden rationale
Abbildungen sein. Das bedeutet, ihre Koodinatenfunktionen sind rationale Funktionen,
d.h. lokal Quotienten von Polynomen.

Reduktion auf den projektive Fall

Bei allen nicht-trivialen Konstruktionen kommt dabei stets der projektive Raum
n._ I=
P+ {[XO, s Xn] I (XO, s xn) =, ..,0)}

ins Spiel, d.h. auch wenn man mit affinen algebraischen Mengen startet, liegen die
neuen Objekte im projektiven Raum. Andererseits entstehen aus projektiven
algebraischen Mengen beim Auflosen der Singularititen wieder projektive algebraische
Mengen. Es ist deshalb naheliegend, die gegebenen affinen Mengen in einen projektiven
Raum einzubetten, zur AbschlieBung uberzugehen und dann nur noch projektive
Mengen zu betrachten.

Die grundlegende klassische Frage zur Auflosung der Singulariaten lautet, ob
Auflosung der Singularititen immer moglich ist. Genauer:



Problem
Gibt es fur jede projektive algebraische Menge X eine singularititenfreie projektive

algebraische Menge X derart, daB X und X eine gemeinsame offene Teilmenge U

besitzen, die sowohl in X aus auch in X dicht liegt.

Bemerkungen

(@)

Bei den topologischen Begriffen hat man die Zariski-Topologie im Auge. Im Fall
von Kurven bedeutet ‘dicht liegen’ insbesondere, daf}3 die Komplemente X-U und

X-U endlich sind.

(i)) Die Konstruktionen sollen tiber einem beliebigen Grundkorper stattfinden.

(ii)) Von groBem Interessen ist eine moglichst explizite Beschreibung des ProzeBes der
Auflosung der Singularitaten, d.h. die Konstruktion der nicht-singularen Menge
X aus der Menge X.

(iv) Im irreduziblen Fall kann man die Bedingung, daf} die beiden Mengen X und X

eine sehr grofle offene Menge gemeinsam haben sollen, mit Hilfe der auf diesen
Mengen definierten rationalen Funktionen ausdriicken. Das kommt daher, dafl im
irreduziblen Fall zwei rationale Funktionen, die auf einer offenen Menge
ubereinstimmen, sogar uiberall iibereinstimmen, wo sie beide definiert sind. Das

hat zur Folge, die Korper der rationalen Funktionen von X und X gleich sind,

k(X) = k(X)
(dabei bezeichne k den Grundkorper von X). Das ist gleichbedeutend mit der
Existenz zueinander inverser rationaler Abbildungen

f:X———>)A(Jundg:)A(J———>X.
Die gestrichelten Pfeile sollen darauf hinweisen, da3 f und g nur auf einer offenen

dichten Teilmenge von X bzw. X definiert sind, und ‘invers’ bedeutet, daf} die
Zusammensetzungen feg und gef uberall dort, wo sie definiert sind, mit der
identischen Abbildung ubereinstimmen. Die algebraischen Varietiten bilden mit
zusammen den rationalen Abbildungen eine Kategorie, die birationale Kategorie.

Die aktuelle Situation

Das Problem der Auflosund der Singularititen ist nicht vollstindig geldst. Die beiden
grundlegenden Ergebnisse sind die folgenden.

1. Die Auflosung der Singularitdten von algebraischen Varietdten iiber einem Korper der
Charakteristik Null durch Aufblasungen.

Fur jede algebraische Varietit X uber einem Korper der Charakteristik 0 gibt es eine

nicht-singulédre Varietit X und eine regulire Abbildung®

Jt:)?-)X,

mit folgenden Eigenschaften.

@

7t ist ein birationaler Isomorphismus, d.h. es gibt eine rationale Abbildung

wiX--->X

2 d.h. m ist tiberall definiert, die (lokal) definierten Koordinaten-Funktionen von st sind regular, d.h.
lokal durch Quotienten von Polynomen definiet, wobei die Nenner in allen Punkten des (lokalen)
Definitionsbereichs ungleich Null sind.



welche in der birationalen Kategorie invers ist zu .
(i) Bezeichnet
S := Sing(X)
die Menge der singularen Punkte von X, so induziert it einen Isomorphismus

X -7 lx) — X - Sing(X).
(iii) Die Abbildung  ist Zusammensetzung von endlich vielen Aufblasungen, deren

Zentren nicht-singulér sind, ganz in Sing(X) liegen, und entlang derer X normal-
flach sind.

Diese Satz von Hironaka ist wohl der am haufigsten angewandte Satz der algebraischen
Geometrie.

Der Beweis findet sich in der Hironake-Arbeit [Hi1964]. Der Beweis ist zwar
konstruktiv, aber eine so komplexe induktive Konstruktion, daf} sie niemand wirklich
durchschaut. Aulerdem ist der beschriebene Auflosungsprozell so uneffektiv, daf im
konkreten Fall niemand in der beschriebenen Weise auflosen wirde.

Die Frage nach einem nachvollziehbaren Auflosungsverfahren ist zwar in vielen
konkreten Fiéllen beantwortet, im allgemeinen Fall aber noch vollig offen. Mit der
Beantwortung der Frage nach einem akzeptablen Auflosungsverfahren verbindet sich
die Hoffnung, die Auflosbarkeit der Singuldrititen auch in positiver Charakteristik
beweisen zu konnen.

In positiver Charakteristik ist die Aufosbarkeit der Singularititen bis zur Dimension 3
(durch Abhyankar) bewiesen, wenn man einige kleine Charakteristiken ausschlief3t.

Im Laufe der vergangenen Jahrzehnte ist der Beweis von Hironaka wesentlich
vereinfacht worden und etwa auf eine Drittel der urspringlichen Lange verkiirzt
worden.

Zum Teil gibt es vereinfachte Varianten des Beweises, die wesentlich voneinander
verschieden sind, vgl. zum Beispiel [Ko2007] und [Hau2003].

SchlieBlich sei noch auf eine kombinatorische Beschreibung des Problems hingewiesen:
es gib die Beschreibung eines polyedralen Spiels mit der Eigeschaft, da} eine
Gewinnstrategie die Auflosbarkeit der Singularititen in beliebiger Charakteristik zur
Folge hatte (vgl. die Einleitung in [Hau2003]).

2. Die Auflosung der Singularitditen nach de Jong

Wenn man die Bedingungen an den Morphismus it im Satz von Hironaka abschwacht
und zusitzlich zu den Aufblasungen noch endliche regulare Abbildungen zulafit, so
kann man den Satz fur beliebige Charakteristiken beweisen.

Die Varietit X ist dann aber nicht mehr birational aquivalent zu X: eine dichte offene
Menge von X besitzt dann nur noch eine endliche Uberlagerung, die dicht und offen in

X liegt. Der Satz von de Jong ist in vielen Fallen ein brauchbarer Ersatz fur die fehlende
Auflosbarkeitsassage in positiver Charakteristik.

Der Beweis ist ein vollig anderer als der von Hironaka, vgl. [Ber1997], verwendet aber
die wichtigsten von Hironake eingefuhrten Begriffe.



Zum Verlauf der Vorlesung

Wir werden damit beginnen, die zentralen Begriffe, die in der Arbeit von Hironaka eine
Rollen spielen einzufuhren und an Beispielen zu erlautern.

Das gilt insbesondere fur den Begriff der Aufblasung.

Dabei wird es vor allem darum gehen, geometrisch naheliegende Konstruktionen in eine
hinreichend allgemeine Sprache zu ubersetzen: in die Sprache der kommutativen
Algebra und algebraischen Geometrie: genauer die der Schemata und kohdrenten
Garben.

Die dabei auftretenden Begriffe und Konstruktionen mogen auf den ersten Blick
kompliziert , ja monstos wirken, wenn man jedoch den anschaulichen Hintergrund im
Auge behilt von dem sie kommen, stellen sie das ideale Mittel dar, mit dem an bei
Bedarf jederzeit zwischen der globalen Anschauung, lokalen geometrischen
Betrachtungen und technischen Berechnungen hin- und herzuwechsen.

Ich werde dabei nicht alles beweisen, sondern bei Aussage, die sich nicht ausschlieBlich
auf die Auflosung der Singularititen beziehen auf die entsprechenden Standard-
Lehrbuicher (d.h. im allgemeinen auf [Mat1970] und [Har1977]) verweiesen.

Die eingefuhren Begriffe sollen dann verwendet werden, die Auflosbarkeit der
Singularititen zunachst fur Kurven zu beweisen. Dabei werden ich mich im
wesentlichen an der Arbeit von Bennett [Ben1970] orientieren, die meiner Meinung
nach einfachste Beschreibung der Situation im Kurven-Fall.

Danach werden wir uns der Auflosung von Flachen-Singularititen zu wenden. Bereits
im Flachenfalls gibt es wesentlich unterschiedliche Auflosungsverfahren. Zwei davon
sollen beschrieben werden. Wir orientieren uns dabei an der Monographie von Cossart,
Giraud und Orbanz [CGO1984]

Anschlieend sollen anhand von Beispielen die Schwierigkeiten beschrieben werden,
die in hoheren Dimensionen auftreten.

Kollar ? Hauser ?

1. Aufblasungen

1.1 Aufblasung eines Punktes der affinen Ebene

Wir versehen den affinen Raum A™ und den projektiven Raum PN-L mit den affinen
bzw. projektiven Koordinaten X, bzw. yj ,

— N
X = (Xl’""XN) €A

y= ly--yNl € pN-1
und betrachten die abgeschlossene Teilvarietat

I1:= {(X,y)EANxIPN'l I XYoo yX = 0 furi,j = 1,...,.N}.
Die Einschrankung ! :

] — AN, (X,y) B X,

der Projektion auf den ersten Faktor heifit Aufblasung des ANim Ursprung
g = (0,...,0)



oder auch (in alterer Terminologie o-ProzeBl oder monoidale Transformation) und man
schreibt auch’

N, ._
BI.(A™) =11,

Der Punkt € heifit Zentrum der Aufblasung.
Bemerkungen

6)) Fur jeden Punkt XEAN, welcher vom Zentrum der Aufblasung verschieden ist,

X#¢g,

besteht n'l(x) aus genau einem Punkt.
(ii) Die Aufblasung it induziert einen Isomorphismus

I-»'®—=PN- (g
mit der Umkehrung

pPN_ (&) - [1-nl®), (X X ) B (X e X [X s Xy D

i) (@) = {gpxP L.
(iv) SeigC PN eine Gerade durch E. Dann laft sich die Einschrankung von p auf die

punktierte Gerade
g-{&
eindeutig zu einer regularen Abbildung
| :g—
plyg =11

auf ganz g fortsetzen. Das Bild
(Pl )© €l (®)
hangt von der Wahl der Geraden g ab und die Abbildung
{Gerade durch €} — L), g > (pl )(®),
ist bijektiv. s
(v)  [] ist nicht-singular.

(vi) []istirreduzibel.
Beweis. Zu (i). Auf Grund der definierenden Gleichungen von [] ist

z=(x,y)€E 71 (%),
aquivalent zu

b

Yi
9 b O b
xX’=xundy’.=—=—"- Xx". .
S i
0
Dabei sei X, irgendeine von Null verschiedene Koordinate von x (welche wegen x = &

0

existiert). Der Punkt y’ im projektiven Raum PN-1 st somit durch x eindeutig
festgelegt.

Anders ausgedrickt: wegen der Relationen Xiyj - yixj =0 legen die vorgegebenen X, die
Verhiltnisse der y. eindeutig fest, d.h. der zugehorige Punkt y im projektiven Raum ist
eindeutig festgelegt.

Zu (ii). Offensichtlich gilt
mep = 1d.

? Bl = blowing up oder blowup.
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Damit gilt aber auch
per =1Id auf [ ] - n'l(E),
denn wegen (i) ist die Einschrankung von t auf [ - n'l(g) bijektiv.

Zu (iii). Im Fall x = § sind die definierenden Gleichungen von [] mit beliebigem y
erfullt.

Zu (iv) r wahlen einen von § verschiedenen Punkt o = (ocl, e OLN) auf der

Geraden g. Die Gerade g besteht dann aus den Punkten, deren Koordinaten zu denen
von a proportional sind. Sie ist also durch die Gleichungen

ocixj - ocjxi =0@G,)=1,...,N)
gegeben. Wegen o #E ist eine der Koordinaten von o ungleich Null, sagen wir die i-te.

Wir konnen annehmen, daf} diese Koordinate gleich 1 ist. Die Gerade g ist dann durch
die Gleichungen

x.=o.Xx.(j=1,..,N).
g X, =0y (J )

gegeben.
Beweis der Fortsetzbarkeit von pl

g-{&}
Fur x = (xl,...,xN) € g, d.h. Xj = ocj-xi fur j=1,...,N gilt
PO = (%, [X Xy D)
= (X, o) mit a. := [O(l,...,(li=l,...,OLN].

Die zweite Koordinate des Bildes ist somit nur abhangig von g und nicht vom Punkt
xEg. Durch die Vorschrift

px)  =(x,a)
ist somit die gesuchte Fortsetzung auf ganz g definiert. Aus Stetigkeitsgriinden ist dies
die einzig mogliche regulare Fortsetzung.

Beweis der uibrigen Aussagen von (iv).
Es gilt

Im(P|g) = gx{[a]} und p|g(E) = (0, [a])

wobei [OL]EPN'1 die Gerade g ist, aufgefaBBt als Punkt des projektiven Raums. Die
Abbildung von (iv) hat also die Gestalt

{Geraden durch £} —s 7 1(®) = {E}xPN1 ¢ 15 (0, o).

Diese Abbildung ist offensichtlich injektiv und nach Definition des projektiven Raums

PN-1 auch surjektiv.

Zu (v). Weil [] - n'l(E) isomorph ist zu PN - {€} ist [ | nicht-singular in allen Punkten,
die nicht iber dem Zentrum der Aufblasung liegen. Sei jetzt
7 =(xy)En®),
d.h. x” = E. Wir schreiben y’ = [y’ 0,...,y’N]. Mindestens eine projektive Koordinate
von y’ ist von Null verschieden, sagen wir die i-te.
Dann liegt z’ in der affinen Umgebung
ANx{yi =0} C ANxpN-1
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und [ ] hat dort die affinen Gleichungen
Xiyj - inj =0 furi,j=1,....N mit Y #= 0,

d.h. ‘
xj = Xiyj/yi furj=1,..,N.

Die Abbildung
Y1 Yic1Yisn IN

v =03 NIT— AN GIyD B K o oo s )
! LY i Y Y
ist reguldr mit der regularen Umkehrung
(Xi Y i Yier yN)
H
((Xiyl""’ Wi Y M ier Xin)’ [yl e yi-l’l’yi+l’ T yN])

Es gibt in der Umgebung des betrachteten Punktes eine Karte, d.h. [] ist in diesem
Punkt eine Mannigfaltigkeit. Der betrachtete Punkt ist nicht-singulir.

Zu (vi). Zumindest ist
IEERE
irreduzibel (da isomorph ist zu PN - {XO}). Damit ist aber auch die AbschlieBung

M-~
irreduzibel. Es reicht zu zeigen, n'l(E) liegt ganz in dieser AbschlieBung. Wegen (iv)
recht es zu zeigen, fur jede Gerade g durch § gilt

Pl )@CT] -7
Nun ist aber (plg)(g) gerade die AbschlieBung von (plg)(g - {€}) und es gilt nach

Definition von p (vgl. (ii))
(Pl - (€1 = p(g - (€N C 11 - 7).

QED.
Bemerkung

Im Fall N = 2 kann man sich die Aufblasung [[ = B1§(P2) — P2 durch deren Wirkung

auf die Geraden g durch x veranschaulichen. Die Kurve p(g) schneidet die Gerade

{E}xP1 in einem Punkt, der sich in dem Mafle verschiebt, wie sich die Gerade g um
das Zentrum dreht. Die Flache | | ahnelt daher der Windung einer Schraube.
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\

1.2 Strikte Transformierte
Seien [ — AN die Aufblasung des Punktes EEAN und
X=V({,, .., f)eAN
1 m

eine algebraische Menge. Die strikte Transformierte X’ von X entlang 7t ist dann
definiert als die AbschlieBung von

v (X - (g in 1.
Beispiel 1
Falls € nicht auf X liegt, ist die strikte Transformierte von X gerade das vollstandige
Urbild

X' = 701 (X) falls EEX.

von X (und isomorph zu X),

7ul X — X.

X
Beispiel 2

stX=gC AN eine Gerade durch € so ist die strikte Transformierte eine Gerade von
[, die sich bei it isomorph auf g abbilded,

nlg,: g’ i) g fur geraden g durch &.

Je zwei verschiedene Geraden durch den Ursprung gehen dabei in disjunkte Geraden
uber.
Beispiel 3
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Sei
X = V(x% - X% - x?) C A2,

In der Nahe des Ursprungs & nahert sich die Kurve X immer mehr einer der beiden
Geraden
X, = XX

2 I
Die strikten Transformierten dieser beiden Geraden sind disjunkt. Es ist deshalb zu
erwarten, da} die beiden sich im Ursprung treffenden Zweige der Kurve beim
Ubergang zur strikten Transformierten getrennt werden.

Sehen wir uns die Situation explizit an, indem wir zunachst die Gleichungen des
vollstandigen Urbilds von X bestimmen. Das vollstandige Urbild ist gegeben durch
2 3

2
Xy-X[-X] = 0
XYy %y =0
oder auch
2 2 3.2
(x2 -X] - xl)ylz 0
2 2 3.2
(x2 -X] - xl)y2= 0
XYy Xy =0
d.h.

2 2 2, 2
(Y2'Y1 'lel) X1 =0

AuBerhalb der Faser tiber § ist X1 oder X2 von Null verschieden, d.h. die Gleichungen
haben dort die Gestalt

2 2 2
Y2 Y- X¥ =0
I R =0

Die Faser uiber § ist durch die Gleichungen

2 2
Yo-¥1 =0, X =x2=0,
gegeben, besteht also aus zwei verschiedenen Punkten (im projektiven Raum). Eine
etwas aufwendigere Rechnung zeigt, dall die strikte Transformierte eine Kurve ohne
Singularitaten ist.
Wir werden uns spater mit Hilfe von anderen Methoden davon uiberzeugen, daf} dies
tatséchlich so ist.

Beispiel 4

Die strikte Transformierte der semikubischen Parabel ist eine nicht-singulare Kurve,
welche die Faser uiber € beriihrt.

Wir werden uns spater mit Hilfe von anderen Methoden davon uberzeugen, daf} dies
tatsachlich so ist.

Bemerkung

Wihlt man anstelle der semikubischen Parabel eine Spitze “hoherer Ordnung”, so erhalt
man strikte Transformierte, die nach wie vor singulédr sein konnen. In einem gewissem
Sinne ist die Spitze der neuen Kurve aber “weniger hoch”.
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1.3 Eine Ubersetzung in die kommutative Algebra

Wir wollen jetzt die Beschreibung der obigen geometrischen Situation in die Sprache
der kommutativen Algebra vornehmen, d.h. wir wollen die Beschreibung wiederholen,
dabei aber die beteiligten kommutativen Ringe verwenden. Der Einfachheit nehemen wir
dabei annehmen, daf} alle Koordinaten der oben untersuchten Punkte in einem
algebraisch abgeschlossenen Korper

k=k
liegen. Dem affinen Raum AN entspricht dabei der Polynomring
n_,n
AV =k «—— k[Xl""’XN]
(al,...,aN) — > (xl— al,...,XN - aN)

Die Elemente dieses Polynomrings sind gerade die rationalen Funktionen, die auf dem
gesamten Raum regulér sind.

Dem Punkt a = (a1 ,...,aN) des A entspricht dabei das maximale Ideal

m_ = (Xl— al""’XN - aN) = Kern der Abbildung k[xl’""XN] — k, f{(xX) » f(a).
des Polynomrings. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz ist auf diese Weise eine

Bijektion zwischen der Menge der Punkte des A™ und der Menge der maximalen Ideale
von k[xl""’XN] definiert.

Dem projektiven Raum pN-1 entspricht dabei der graduierte Ring
pN-1 — k[yl"""yN]

[al,...,aN] — (aiyj - ajyi lij=1,..,N)
Die homogenen Elemente des Grades n dieses Polynomrings sind gerade die Schnitte in

die (-n)-te Potenz des tautologischen Geradenbiindels* O(n) = O(—1)®('n), die in allen
Punkten des Raums regular sind.

Dem Punkt a = [a 1,...,aN] € P" mit den projektiven Koordinaten a, entspricht dabei

das homogenen Ideal’ (aiyj - ajyi 1, = 1, ... , N) welches maximal ist unter allen

* Seien V ein (N+1)-dimensionaler k-Vektorraum und P = P(V) der zugehorige N-dimensionale
projektive Raum der Geraden von V durch den Ursprung. Das tautologische Buindel

von P ist dann gerade das Teilbuindel des trivialen Vektorraumbiindels
VxP— P, (v.p) & p,

dessen Faser tiber dem Punkt p € IP aus den Paaren der Gestalt (v, p) besteht, wobei v

die Punkte der Geraden p & V durchlauft, d.h. die Faser im Punkt p ist die Gerade p.

> Ein Ideal I des Polynomrings k[yl,....,yN] heiflit homogen, wenn es von homogenen Polynome

erzeugt wird. Das ist aquivalent zur Bedingung, dal mit jedem f € I jede homogene Komponente von f
ebenfalls in I liegt, d.h. wir schreiben f in der Gestalt f = fO +f ) + ... mit f, homogen vom Grad i und
i

fordern f, €1 fur jedes i.

i
Man beachte, fur homogene Polynome f und Punkte p = [pl,...., pN] des projektiven Raumes héangt die
Bedingung

f(p ... =0
(pl, ,pN)
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homogenen Idealen von k[yl,.. ], welche vom irrelevanten Ideal® (yl,....,yN)

.. ,yN
verschieden sind.

Dem direkten Produkt ANxpPN-1 entspricht gerade der Polynom-Ring
k[X1 ,...,XN, y1 ,....,yN] ,

der als graduiert bezuiglich der y; zu betrachten ist. Die homogenen Elemente dieses

Rings konnen weiterhin als reguldare Funktionen auf dem Produkt ANxpN-1 aufgefalit
werden, deren Werte in einem Geradenbiindel liegen. Die Funktionen, welche auf der
Teilmenge [ | identisch Null sind, bilden das Ideal

(Xiyj - iji li,j=1,..,N).

Zwei Funktionen auf ANXPN'I , welche sich nur um ein Element aus diesem Ideal
unterscheiden, haben dieselben Einschriankungen auf []. Umgekehrt kann man zeigen,

die Funktionen auf [] lassen sich auf das Produkt ANXIP’N'I fortsetzen, und zwel
Fortsetzungen derselben Funktion unterscheiden sich um ein Element aus diesem Ideal.
Auf diese Weise 1a3t sich der Faktorring

k[Xl""’XN’ yl"""yN]/(Xiyj - xjyi li,j=1,..,N)
als projektiver Koordinatenring der projektiven Varietit | | interpretieren.
Wir schreiben jetzt
R = k[Xl""’XN]’ S = R[yl,....,yN], I:= /(Xiyj - xjyi li,j=1,..,N).
Da das Ideal die Aufblasung des affinen Raums im Urprung beschreibt, spielt auerdem
noch das zum Urprung gehorige Ideal von R eine Rolle:

m := (Xl""’XN) (C R).

Wir suchen nach einer Beschreibung des Koordinatenrings S/I mit Hilfe der
Ausgangsdaten R und m, die sich verallgemeinern 1a8t, d.h. wir wollen mit Hilfe von R
und m einen graduierten Ring konstruieren, welcher isomorph ist zu R/I.
Dazu betrachten wir die direkte Summe
R N |
Blm(R) = ®i:0 m
der Potenzen des Ideals m. Dies ist offensichtlich ein R-Modul. Jedes Element hat die
Gestalt
o) .
a= Y. mit o. € m',
=
wobei nur endlich viele Summanden ungleich Null sind. Ist

X i
= .mit f. Em
B E I31 t [31 ’
1=0
ein weiteres solches Element, so kann man ein Produkt von o und  definieren, indem
man

nicht von der speziellen Wahl der projektiven Koordinaten p, des Punktes p ab.
i

% Man beachte, die Menge der gemeinsamen Nullstellen der Polynome des irrelevanten Ideals ist leer
(weil jeder Punkt im projektiven Raum mindestens eine von Null verschiedene Koordinate hat). Man
kann umgekehrt zeigen, homogene Ideale mit leerer Nullstellen-Menge enthalten eine Potenz des
irrelevanten Ideals.

Die maximalen von (yl,....,yN) verschiedenen homogenen Ideale haben gerade minimale (nicht-leere)

Nullstellen-Mengen (und diese sind Punkte).
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o9
=3 3 op,
1=0 u+v=i
. u._V_ __ut+v _ n . . . . . .
mit auﬁu Emem’' =m = m . Die direkte Summe wird auf diese Weise zu einer

graduierten R-Alge

bra, deren homogener Bestandteil des Gerades 1 gerade m! wird. Wegen

memY = mUt+Y

addieren sich die Grade homogener Elemente beim Multiplizieren. Zeigen wir, diese
graduierte Algebra ist als graduierte Algebra isomorph zu S/I. Dazu betrachten wir den
Homomorphismus von graduierten R-Algebren

n n Il1+...+IlN

n n
S =R[y ¥y — BL_(R), ryll.,,,.yNN N rxll.m.yNN cm ’

der jedes homogene Polynom f(y) des Grades i abbildet in f(x) € ml. Das jedes Element
von m! eine R-Linearkombination von Potenzprodukten des Grades 1 in den X. ist, ist
dieser R-Algebra-Homomorphismus surjektiv. Die Erzeuger Xiyj - iji des Ideals I
liegen im Kern dieses Homomorphismus. Wir erhalten so eine Surjektion

ST —» Blm(R).

Durch Vergleich der k-Vektorraum-Dimensionen der homogenen Bestandteile der
einzelnen Grade bezuiglich der Graduierung in den X, Zusammen mit den yj sieht man,

diese Abbildung ist bijektiv, also ein Isomorphismus.

1.4. Affine Spektren

K-rationale Punkte des affinen Raums AN und Homomorphismen k[T1 ,...,Tn]—>K

K-rationale Punkte algebraischer Mengen und Homomorphismen k[Tl ,...,Tn]/I—>K

Nullstellensatz, Primideale - Punkte - Auswertungsabbildungen, allgemeine Punkte

Morphismen und Homomorphismen

Fasern und Erweiterungsideale

Ideale und Teilspektren,

Der graduierte Ring zu einem Ideal, welches von einer reguldren Sequenz erzeugt wird.

1.5. Schemata und projektive Spektren

Garben, Keime, Halme

Inverse und direkte Bilder, Adjungiertheit der Funktoren
Morphismen von Schemata

Schema-theoretisches inverses Bild, Adjungiertheit der Funktoren

separierte Morphismen

eigentliche Morphismen

koharente Garben

umkehrbare Garben, reguldre Elemente, Cartier-Divisoren, Effektivitit von Divisoren.
kohérente Ideal-Garben und lokal abgeschlossene Teilschemata
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Proj A[T] =’ Spec A fur kommutative Ringe A mit 1.
Proj OX[T] =X fur Schemata X.

1.6 Aufblasungen

1.6.1 Definition

Sei X ein Schema und Y C X ein lokal abgeschlossenes Teilschema mit der Idealgarbe

IY' Dann heif3t

. . 00 41
X’ :=Proj ®i:0 Iy
bzw. der zugehorige Morphismus von Schemata
o X — X
Aufblasung von X entlang Y oder auch Aufblasung von X mit dem Zentrum
Y = Spec OX/IY.
Wir schreiben auch

. _ . 00 .1
BIY(X) = BII(X) = Proj ®i=0 IY .

(vgl. Hartshorn, R.: Algebraic geometry, Definition hinter Proposition 11.7.12).

Eine monoidale Transformation ist eine Aufblasung, deren Zentrum ein reduziertes
nicht-singulares Teilschema ist.

Eine quadratische Transformation ist eine monoidale Transformation, deren Zentrum
aus nur einem (abgeschlossenen) Punkt besteht.

1.6.2 Das ideal-inverse Bild einer Ideal-Garbe
Seien f: X — Y ein Morphismus von Schemata und I & OY eine Garbe von Idealen

von OY.

Betrachten wir zunichst f als stetige Abbildung von topologischen Rdumen. Dann ist

11 von I eine Garbe von Idealen der Garbe von Ringen 1 (‘)Y. Der

das inverse Bild f
Garben-Homomorphismus

OY — 1, OX
von Ring-Garben auf Y definiert einen Garben-Homomorphismus

1

f (‘)Y — OX

von Ring-Garben auf X, und durch Einschrinken einen Garben-Homomorphismus
flierloy, — oy

Das Bild des letzteren ist eine Garbe von Idealen von OX und wird mit

" Die homogenen Elemente von A[T] sind von der Gestalt a-T". Liegt ein solches Element in einem
homogenen Primideal P von A[T] so gilt a € P oder T € P. Die einzigen homogenen Primideale von
A[T], welche T nicht enthalten sind somit von der Gestalt pA[T] mit einem Primideal von p von A.



18

L] = 1.
1Oy =10,

Sie heifit ideal-inverses Bild von I entlang f (inverse image ideal sheaf of I along f).

(vgl. Hartshorne, R.: Algebraic geometry, Definition hinter Example 11.7.12.1)
Bemerkungen

1 I-OX ist im allgemeinen verschieden vom inversen Bild

1
=11 ® O .
rloY X

Das liegt in erster Linie daran, dal f*I im allgemeinen keine Garbe von Idealen

von OX ist, denn die naturliche Abbildung

v — 1 1 _
¥l =1 I®f_loYOX—)f_ OY ®f'IOYOX_OX

ist im allgemeinen nicht injektiv. Das Bild von f*I bei dieser Abbildung ist

allerding gleich I-OX.

(1) Sei h: B— A ein Homomorphismus von Ring mit 1 und
f: X:=Spec A— SpecB=Y,p » f'l(p),

der zugehorige Morphismus der affinen Schemata. Weiter sei J C OY

koharente Garbe von Idealen zum Ideal
JC B.

Dann ist f*J die koharente Garbe auf X zum A-Modul A®BJ und J-OX die

koharente Garbe vom Idealen zum Ideal

JeA =h(J)+A = Bild von A®BJ — A, a®X B ach(x).

Insbesondere gilt Z = Spec B/J & Spec B=Y:

fl(Y) = Xx_,Z = Spec A®BB/J= Spec A/JeA = Spec O,/J+0O

Y X" X

i) Ist1C Oy

die Ideal-Garbe eines lokal abgeschlossenen Teilschemas von Y, so

ist I-OX auf Grund der lokalen Beschreibung von (i) gerade die Ideal-Garbe des

Teilschemas f 1(Y) = Xx_,Z von X,

Y
1 -
f " (Spec OY/I) = Spec OX/IOX

1.6.3 Die lokalen Ringe einer Aufblasung

Seien m: X — X eine Aufblasung des Schemas X mit dem Zentrum

Y := Spec OX/IY,

xeX
ein Punkt, x’En'l(x) ein uiber x liegender Punkt und

(R, M) bzw. (R’, M’)
die lokalen Ringe von X bzw. X’ in X bzw. x’. Weiter sei

ICR



19

der Halm von IY im Punkt x. Dann gibt es ein Element t€I - {0} mit
R |
R™=Rlgdy
Dabei bezeichne N ein Primideal des Teilrings R[%] des Quotientenrings Rt von R

bezuiglich der Potenzen von t.

Beweis. Die zu beweisenden Aussagen sind lokaler Natur. Wir konnen X durch eine
affine Umgebung des Punktes x ersetzen und annehmen,

X = Spec R.
Weiter konnen wir annehmen, das Teilschema Y ist durch ein Ideal
ICR
gegeben, d.h.
X :=Proj Smit S := @iO:O I

Der uber x liegende Punkt x” ist dann durch ein homogenes Primideal
PCS

gegeben, welches das irrelevante Primideal dieses graduierten Rings nicht enthélt. Da S
uber R von Elementen des Grades 1 erzeugt wird, gibt es ein

tel-P
welches (aufgefaBBt als Element des Grades 1 von S) nicht in P liegt. Mit anderen

Worten, P liegt in der offenen Hauptmenge D(t) C Proj S,
p € D(t) = Spec S

Dabei bezeichne S, | den Teilring

®
S0

des Z-graduierten Rings St , der aus den homogenen Elementen des Grades O besteht.

0N

:{in In€ N, s € S homogen vom Grad n }
t

Zwei Elemente % und %VOH S ( sind genau dann gleich, wenn at” - bet" von einer t-
t t
Potenz annulliert wird. Deshalb 146t sich S . auch als Teilring von Rt auffassen,

®

S(t) - Rt

gerade die Vereinigung der Potenz von % CR ¢ d.h.
I

S =Rl

Der lokale Ring von X’ im Punkt P € Spec S

Als Teilring von R ¢ ist S ®

=R][
© = D) C X’ ist damit die
Lokalisierung von S | = R[%] bezuglich des zu P gehorigen Primideals von R[%].

QED.

)

1.6.4 Der Ausnahme-Divisor

Sei m: X” — X eine Aufblasung des Schemas X mit dem Zentrum
Y := Spec (‘.)X/J.
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Dann wird das Ideal J-OX, lokal in allen Punkten von einem Nicht-Nullteiler erzeugt,
d.h.
. _ 1
Spec OX,/J OX, =1 (Y)

ist ein Divisor von X’ und heifit Ausnahme-Divisor der Aufblasung st.
Es gilt

1Y) = Proj @ 7hgi+! (1)

Beweis. Die Aussage ist lokaler Natur. Wir konnen annehmen, X ist affin,
X =Spec A
und Y ist durch ein Ideal J C A gegeben,
Y = Spec A/J.

Wir haben zu zeigen, fur jeden Punkt x” € X’ = BlI(Spec A) wird das Ideal
J' Ox9 )

b

von einem reguldren Element von O , erzeugt.

X’ x
Falls mt(x’) nicht im Zentrum der Aufblasung liegt, gilt
J‘OX, X, = OX’,X’ = I.OX’, s

und die Aussage ist trivial. Sei alsc;
x=mn(x") €Y = Spec A/l.

Wir setzen

R = OX,X

R = OX’,X’

1 :=JR
Nach 1.6.3 gibt es ein Element t €I - {0} und ein Primideal N C R[%] mit

» Rk

R - R[t]N

Fiur jedes x € J gilt in Rt
X 1 1

X = t.TE '[T C t'R[f] R

also
I |

J-R[ C R[]

also

IR’ =JR’ =t-R” C I:R’,

wobei die letzte Inklusion wegen t € I besteht. Zusammen erhalten wir
IR’ =t<R’.

Wegen R’ C R ¢ ist der Erzeuger t von IR’ ein R’-regulares Element.

Es ist noch die Identitit (1) zu beweisen. Nach Definition ist f 1(Y) ein lokal
abgeschlossenes Schema von

» _ _ . 00 Al
X = BlY(X) = Proj ®i:0 I,

und dasselbe gilt fur das Schema auf der rechten Seite von (1) auf Grund der
naturlichen Surjektion graduierter Ringe
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%) I —» &F g+l

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, beide Teilschemata sind auf den
Mengen einer affinen Uberdeckung durch dieselben Ideale definiert.

Diese Aussage ist lokaler Natur bezuiglich X, d.h. wir konnen wieder annehmen, X ist
affin,

X =Spec A
und Y ist durch ein Ideal J C A gegeben,
Y = Spec A/J.

Die Aufblasung
X' = Proj @ I
von X entlang Y wird dann von den offenen Hauptmengen der Gestalt
D(t):={PEX’ It&P }mittEI
uiberdeckt. Dieselbe Rechnung wie die eben durchgefuhrte zeigt, das Teilschema f 1(Y)
ist auf D(t) = Spec A[%] durch das Ideal

1Al = Al

gegeben. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dies ist auf D(t) auch das
Ideal der rechten Seite von (1). Sei
—® [
S = @i:O I
Betrachten wir die exakte Sequenz

0—IS—S—S/IS—0

Das Teilschema auf der rechten Seie von (1) ist gerade gerade Proj S/IS. Wir
tensorieren die exakte Sequenz mit S ¢ uber S und gehen zu den Bestandteilen des

Grades Null uiber. Wir erhalten so die exakte Sequenz

0— (I-S)ﬂs(t) — S(t) — (S/IS)(t) —0

Die rechte Seite von (1) ist damit auf D(t) = Spec S .. = Spec A[%] durch das Ideal
[S)( S
A-$)MS

gegeben, d.h. durch dasselbe Ideal wie die linke Seite von (1).
QED.

®
e 1y _ g2 i+1y _ afl
=(flac ™ = (egrlac Il =eapy

1.6.5 Aufblasungen auBlerhalb des Zentrums

Sei m: X° — X eine Aufblasung des Schemas X mit dem Zentrum
Y := Spec OX/J
und U := X - Y. Dann ist die Einschrankung
7 lU) — U
ein Isomorphismus.

Beweis. Fur die Einschrankung von J auf U gilt

JIU = OU.

Damit ist

7 1(U) = Proj @7, 7! Iy = Proj @7 O = Proj O[T] = U.



22

QED.

1.6.6 Die Universalitatseigenschaft der Aufblasungen
Seien X ein noethersches Schema, Y := Spec OX/I ein lokal abgeschlossenes

Teilschema und
e X = BlI(X) — X

die Aufblasung von X mit dem Zentrum Y. Dann gelten die folgenden beiden
Aussagen.

1) I-(‘)X, ist eine umkehrbare Garbe.

(i) Sei f: Z — X ein Morphismus von Schemata mit der Eigenschaft, daf3 I-OZ

eine umkehrbare Garbe ist. Dann gibt es genau einen Morphismus von Schemata
g7 — BII(X),

fur welchen das Diagramm

7N BI,(X)

N\ ln
X

kommutativ ist.

Beweis. siche Hartshorne, R.: Algebraic geometry, Proposition 11.7.14.
QED.

1.6.7 Basiswechsel
Seien f: X” — X ein Morphismus von noetherschen Schemata,
Z := Spec (‘)X/H
ein lokal abgeschlossenes Teilschema von X und
T BIJ(X) — X
die Aufblasung von Z in X. Weiter seien
7 = fl(Z) = Spec OX,/J’ mit J’ := J’OX,

das schema-theoretische vollstandige Urbild von Z in X’ und

A Blj,(X’) — X
die Aufblasung von Z’ in X’. Dann gibt es genau einen Morphismus von Schemata
g: Blj,(X’) — BIJ(X)
derart, da3 das Diagramm
Blj,(X’) i) Blj(X)

J'C’l ln
X’ —f> X

kommutativ ist.

Ist f auBerdem eine abgeschlossene Einbettung, so gilt dasselbe fur g.
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Ist X” vermittels f ein abgeschlossenes Teilschema von X, so heiit das vermittels g
definierte abgeschlossene Teilschema Blj,(X’) von BIJ(X) auch strikte Transformierte

von X’ entlang .
Beweis. Wir setzen
B := BIJ(X)

B = Blj,(X’).
Nach 1.6.5 (i) wird
J -OB, =( J-OX,)-OB, = J-OB,

local von einem regularen Element erzeugt. Nach 1.6.5 (ii) faktorisiert sich fesw’
eindeutig uber m, d.h. es existiert wie behauptet genau ein Morphismus g, fur welchen
das obige Viereck kommutativ wird.
Sei jetzt f zusatztlich eine abgeschlossene Einbettung. Wir haben zu zeigen, dal3 dies
dann auch fur g gilt. Diese Aussage ist bezuglich X von lokaler Natur. Wir konnen
deshalb X durch eine affine Umgebung eines vorgegebenen Punktes ersetzen und
annehmen,
X = Spec A.

AuBerdem konnen wir annehmen,

Z = Spec A/l

X’ =Spec A’ mit A’ = A/l

und der Morphismus f kommt vom natuirlichen Homomorphismus A—>A/J = A’. Nach
Definition ist

_ . . 0 n
B =Proj S mltS—@n=0J

B’ =Proj $"mit S’ = @2 I und " =JNA = 7 + 1T

Damit ist S° isomorph zu einem Faktorring von S modulo einem homogenen Ideal, d.h.
B’ ist ein abgeschlossenes Teilschema von B.
QED.

1.6.8 Aufblasungen von Varietaten

Seien X eine algebraische Varietat (d.h. ein integrales separiertes Schema endlichen
Typs uiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k)®,

Y = Spec OX/I

ein lokal abgeschlossenes Teilschema und
X — X
die Aufblasumg mit dem Zentrum Y. Dann gilt
(1) X’ ist eine algebraische Varietit.
(1) s ist birational, eigentlich und surjektiv.
(i) Ist X quasi-projektiv (bzw. projektiv) uber k, so gilt dasselbe fur X’ und v ist ein
projektiver Morphismus.

Beweis. siche Hartshorne, R.: Algebraic geometry, Proposition I11.7.16.
QED.

1.6.9 Birationale Morphismen von quasi-projektiven Varietaten und

Aufblasungen

Sei f: X — X ein birationaler Morphismus von algebraischen Varietiten. Wir nehmen
an, X ist quasi-projektiv. Dann gibt es ein lokal abgeschlossenenes Teilschema

14X

¥ vgl. Hartshorne, R.: Algebraic geometry, Proposition II. 4.10 und die nachfolgende Definition.
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von X derart, daf3 it bis auf Isomorphie gerade die Aufblasung ;t von X mit dem
Zentrum Z ist,

X’ i BIZ(X)
fl ln
X = X

Beweis. siche Hartshorne, R.: Algebraic geometry, Theorem I1.7.17.
QED.

1.7 Lokale Aufblasungen

1.7.1 Lokale Aufblasungen und deren affine Umgebungen

Seien m: X* — X eine Aufblasung des Schemas X mit dem Zentrum

Y := Spec OX/IY,

xe X

ein Punkt, X’EJ‘E_I(X) ein uber x liegender Punkt und

(R, M) bzw. (R’, M)
die lokalen Ringe von X bzw. X’ in x bzw. x’. Dann induziert ; einen lokalen
Homomorphismus lokaler Ringe

#
T OX, XX
Ein lokaler Homomorphismus dieser Gestalt heiflit lokale Aufblasung. Mit anderen
Worten (vgl. 1.6.3), eine lokale Aufblasung ist ein lokaler Homomorphismus lokaler
Ringe der Gestalt

— 0
X

f:R — R[%]P

mit einem lokalen Ring (R, M), einem Ideal I C& R, einem Element t € T - {0} und
einem Primideal

PCRE  (CR),
dessen vollstandiges Urbild in R gerade das maximale Ideal M von R ist. Das Ideal I

heifit Zentrum der lokalen Aufblasung. Die lokale Aufblasung heifit equidimensional,
wenn

dim R =dim R’
gilt.
Eine lokale monoidale Transformation ist eine equidimensionale lokale Aufblasung,
deren Zentrum I ein regulares Primideal ist, d.h. R/I ist ein regularer lokaler Ring.
Eine lokale quadratische Transformation ist eine equidimensionale lokale Aufblasung,
deren Zentrum das maximale Ideal ist.

Bemerkungen
(i)  Der Morphismus m hat lokal in einer Umgebung des gegebenen Punktes x’ die
Gestalt

Spec A[%] — Spec A, ()
wobei A den Koordinatenring einer affinen Umgebung des Bild-Punktes x von x’
bezeichne, I C A das Ideal des Zentrums der Aufblasung &, t € I - {0} ein

Element mit der Eigenschaft, daB x’ in der offenen Hauptmenge D(t) & Proj
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@iO:O | liegt. Der Morphismus (1) wird dabei gerade vom naturlichen
Homomorphismus

A—A = A[%] (2)
induziert. Bezeichne

PgA[%] und QC A
die zu den Punkten x’ bzw. x gehorigen Primideale. Dann ist

Q=ANP
gerade das vollstandige Urbild von P und der auf den Lokalisierungen induzierte
Homomorphismus
Ag—> Alflp ©

ist gerade die oben beschriebene lokale Aufblasung (vgl. den Beweis von 1.6.3).
Ein Homomorphismus von Ringen mit Eins der Gestalt (2) mit der Eigenschatft,
dafl (3) gerade die gegebene lokale Aufblasung ist, heilt deshalb auch affine
Umgebung dieser lokalen Aufblasung.

(i) Ist {toc} ein Erzeugendensystem des Ideals I, welches in Spec A das Zentrum der

Aufblasung definiert, so kann man stets eine affine Umgebung (2) der gegebenen
lokalen Aufblasung finden mit
t=t
o

fur ein a.
(iii)) Das Ideal des Ausnahme-Divisors in der gegebenen affinen Umgebung

Spec A’ = Spec A[%]
ist gleich
A’ =teA’.
Fur jede nicht-negative ganze Zahl i gilt
A N A=UZ 1 “

(iv) Liegt der Punkt x’ nicht auf dem Ausnahme-Divisor, so ist die lokale Aufblasung
R— R’
ein Isomorphismus.
Beweis Zu (ii). Die Einschrankung der Aufblasung m: X° — X auf die affine
Umgebung U := Spec A des Punktes x hat die Gestalt
Proj &% I' = (U) — U = Spec A,

Fur jeden Punkt P € ﬂ:'l(U) gilt 1 _¢_ P. Da jedes Element von I eine R-
Linearkombination der ta ist, konnen die toc nicht samtlich in P liegen, d.h. es gilt

%$P
fur ein o, d.h.

|
Pe D(toc) = Spec A[g].
Ist P gerade der gegebene Punkt x’, so erhalten wir die Behauptung.
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Zu (iii). Wir haben (4) zu beweisen.

Beweis von ‘2’. Fur x € [t gilt x-t0€0t] also in A’
xetl € 1HIA" = dHiA’,

Es gibt ein yEA’ mit xetl = y-ti+j. Da tin A’ ein reguldres Element ist, folgt
X = y-ti A’ =TA".

Das Element x von A liegt somit in der linken Seite von (4).

Beweis von ‘C’. Sei x ein Element von A, welches in das Ideal oA’ = A’ abgebildet
wird. Dann gilt in A’:

X = tlog.
t

mit einer natiirlichen Zahl j und u € F. Die Differenz xt) - t'eu wird also von einer t-

. . u . o .
Potenz annulliert. Indem wir den Bruch 35 geeignet mit einer t-Potenz erweitern,
t

erreichen wir o o
xet) = theu € 11,
Es folgt, x € ', d.h. x liegt in der rechten Seite von (4).

Zu (iv). Seien A — A[%] eine affine Umgebung der gegebenen lokalen Aufblasung,

PgA[%] und QC A
die den Punkten x” bzw. x entsprechenden Primideale und
oAl
f.R—AQ—>R _A[t]P
die lokale Aufblasung. Das Ideal des Ausnahme-Divisors in der affinen Umgebung

Spec A[%] von x’ ist gerade
| |
I. A[f] =te A[f]-
Weil P nicht auf dem Ausnahme-Divisor liegt, gilt t & P, also auch t € P(A = Q. Also

isttin R = A__ eine Einheit. Es folgt R[%] = R[I] = R und R[%] = R, d.h. die lokale

Q P
Aufblasung f: R — R[%]P ist ein Isomorphismus (wies dies nach 1.6.5 auch sein
sollte).
QED.
1.7.2 Die strikte Transformierte eines Ideals
Seien
|
A— A[{] (1)

die affine Umgebung einer lokalen Aufblasung und J C A ein Ideal. Wir setzen

A=A/l

T:=I-A

t:=tmodJ

Dann ist der induzierte Homomorphismus
A — All/t]
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affine Umgebung der lokalen Aufblasung des Teilschemas Spec A von Spec A, welches
durch das Ideal J definiert ist. Nach 1.6.8 ist das Schema Spec A[I/t] ein Teilschema
von Spec A[%], namlich die strikte Transformierte von Spec A entlang der Aufblasung
von Spec A mit dem Zentrum Spec A/I. Das Ideal
) :=Ker(A [%] — A[T/t))

dieses Teilschemas heif3t strikte Transformierte von J entlang (1). Ist

R—R’:= R[% p
eine lokale Aufblasung mit der affinen Umgebung (1), so heiBit J'eR’ strikte

Transformierte von JeR und J’ hei3t affine Umgebung der strikten Transformeirten von
JeR.

1.7.3 Berechnung der strikten Transformierten

(i) SeienR — R’ := R[%]P eine lokale Aufblasung, J C R ein Ideal und J” die
strikte Transfomrierte von J. Dann gilt
r= IR @ =UP R
Ist R’ ein noetherscher Ring, so bedeutet dies
7’ =JR’ : t! fr ein hinreichend grof} gewahltes i.

(i) Seien A — A’ = A[%] die affine Umgebung einer lokalen Aufblasung, J C A
ein Ideal und J’ die strikte Transfomrierte von J. Dann gilt

V= JeA t® = Ulojl JoA
Ist A’ ein noetherscher Ring, so bedeutet dies

7’ =J+A’ : t! fir ein hinreichend grof} gewahltes 1.
(ii1) Spezialfall:

R sei ein regulirer lokaler Ring und I C R ein Ideal, fur welches R/I ebenfalls

regular ist. Weiter sei
J:=1fR
ein Hauptideal.
Dann ist auch die strikte Transformierte von J ein Hauptideal,

7’ := 'R’ mit £:= /t" und n:= ordI(f), d.h. fem - [+l

Auflerdem ist dann auch R’ ein regularer lokaler Ring und t ein regularer
Parameter (d.h. Teil eines regularen Parametersystems von R”’).

Beweis. Zu (ii).
Es gilt

All/t)1 C KT =A t/JA .

A[l/t] = A[%] +IAJIA = A[%] /A[%] MNJA .
also

s ArL 1 1% oafd .
V= AR N JA = UZ,J Al :t
= J-A[%] (P

Man beachte, im noetherschen Fall bedeutet die letzte Identitat
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r=J -A[%] : ! fiar ein hinreichend grof} gewahltes i.

Zu (1) Ergibt sich aus der gerade durchgefuhrten Rechung durch Ubergang zu den
Lokalisierungen.
Zu (iii). Nach Voraussetzung ist der Ring R insbesondere noethersch.

Wir konnen annehmen, daf} I ein echtes Ideal von R ist, denn andernfalls gilt R> = R
und man kann t = 1 annehmen, d.h. es ist J’ = J, und die zu beweisenden Aussagen
sind trivial.

Da t ein regulédres Element des Teilrings R” von R ¢ gilt
dim R’/tR>=dim R’ - 1.
Der Faktorring R’/tR’ ist ein lokaler Ring des Ausnahme-Divisors
Proj @5, 111+ )
der gegebenen Aufblasung. Weil R/I nach Voraussetzung ein regularer lokaler Ring ist,
wir I von einer regularen Sequenz erzeugt. Der Ring

0 i+l ~
@i=0 rmr— = (R/I)[Tl,..., Ts]

ist isomorph zu einem Polynomring uiber R/I, wobei die Anzahl s der Unbestimmten Ti

gerade die Lange der erzeugenden reguldren Sequenz ist.
Nun ist R’ der lokale Ring eines Punktes, der uber M liegt, wenn M das maximale Ideal
von R bezeichnet. Also ist R’/tR’ lokaler Ring eines Punktes von (2) der uber M/I liegt.

Proj @ X, I/1*! & Proj @ X 1l

l l

Spec R'M & Spec R/1 < Spec R
Deshalb ist R’/tR’ ein lokaler Ring von f 1(M) = Proj (R/M)[Tl,..., TS], d.h. ein nicht-

singularen Schemas, d.h. R’/tR’ ist ein regularer lokaler Ring, d.h. das maximale Ideal
von R’/tR wird von

uw(m(R’/tR*)) = dim R’/tR’

Elementen erzeugt. Wir wahlen Repriasentanten in m(R”) der Erzeuger von
m(R’/tR”) = m(R’)/tR’.
Zusammen mit t erzeugen diese das maximale Ideal von R’, d.h.
uw(m(R’)) = w(m(R’/tR)) + 1 =dim R’/tR’ + 1 =dim R’.

Also ist auch R’ ein regular lokaler Ring, und t ist ein regularer Parameter von R’.

Wir haben noch zu zeigen, die strikte Transformierte J” von J := fR ist gleich
J=fR".
1. Fall: t ist ein regularer Parameter des lokalen reguldren Rings R.
Wegen fE 1M - ] giltinR’:
fe"R =t"R’,
also
=" ER’
also
fR°C RN CJ.
Zum Beweis der umgekehrten Inklusion betrachten wir ein Element
xeJ.
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Nach Aussage 1.7.3 (ii) gibt es eine natuirliche Zahl i mit
X-t1=f-y,yER’,y=Bj,u€IJ,
t

d.h.
xot') = fou = Pout® in R’.
Durch Erweiterung des Bruches y mit t-Pqtenzen erreichen wir, daf} auBerdem
j=n

gilt.
Nun ist R’ ein regulérer lokaler Ring, also insbesondere ein ZPE-Ring. AuBlerdem ist t
als regularer Parameter in R’ ein Primelement. Es reicht deshalt, zu zeigen,

fe (R’ - 1R, 3)
denn dann ist f* teilerfremd zu t und ut® ein Vielfaches von t'). Wir konnen ¢
kiirzen, und erhalten

x € f'R’.
Wir haben noch zu zeigen, f liegt nicht in IRy - g
doch der Fall,

Angenommen, dies ware

fe Mg,
Aus Formel (4) von Bemerkung 1.7.1 (ii) erhdlt man durch Ubergang zu den
Lokalisierungen die Existenz einer t-Potenz t mit .
fod € +14]. 4)
Nach Voraussetzung ist t ein lokaler Parameter des regularen lokalen Rings R. Wir
wiahlen ein Erzeugendensystem von I, welches ein Teilsystem eines lokalen
Parametersystems ist und in welchem t vorkommt und betrachten den zugehorigen

graduierten Ring beziiglich der Potenzen des Ideals I von R. Dieser Ring ist isomorph
zu einem Polynomring,

ng(R) = (R/I)[Xl, ,Xd],
wobei die Anfangsform von t gerade einer der Unbestimmten enspricht, sagen wir
in(t) =X
1

Wegen f€ 1" - o+l entspricht in(f) = f + "+ cinem Polynom n-ten Grades. Wegen
(4) besteht in ng(R) die Identitat

in(HX) = f-dl + 1714 = 0,
Als Polynomring uber dem Integritatsbereich R/I ist ng(R) nullteilerfrei, d.h. es gilt

in(f) = 0, also f € m+ im Widerspruch zur Wahl von n. Dieser Widerpruch zeigt, f
liegt nicht g
ist, bewiesen.
2. Fall: t& - {0} beliebig.
Weil R und R/I regulidre Ring sind, gibt es ein Erzeugendensystem von I,
I=(t,.,t),
1 S

welches Teilsystem eines reguldren Parametersystem von R ist. Nach Bemerkung 1.7.1
(i1) gibt es ein 1, so daB sich R’ in der Gestalt

, I
R’ = R[t_.]P
1

. Die Behauptung ist damit im Fall, daB t ein regularer Paramter von R

schreiben a3t mit einem Primideal P von R[tl]. Auf Grund des ersten Fall hat die strikte
i
Transformierte J’ von J die Gestalt



AuBlerdem ist
tiR’ =[R’ =tR’,

d.h. ti = tee mit einer Einheit e von R’. Durch Einsetzen erhalten wir

J’ - i .e_n.R7 - f,.R7
i
wie behauptet.
QED.

1.7.4 Beispiel: monoidale Transformation eines reguliren Rings der
Dimension 3

SeiR— R’ = R[%]P eine lokale Aufblasung mit R reguldr und dim R = dim R’ = 3.

Weiter sei das Zentrum I := P C R ein Primideal mit R/P regular.

1. Fall: dim R/P = 1.
Wir fixieren ein reguldres Parametersystem

X, XA, X ERmitI=P=(x1,X2)undt=X

273 I

Dann ist
R’/IR’ = R’/le’
isomorph zu einem lokalen Ring von
Proj ®2 it = RDIX,, X
wobei Xi fur die Anfangsform von xi steht (i=1, 2), und
R’’M(R)R’ = R’/(Xl, X3)R’

ist isomorph zu einem lokalen Ring von
Proj RIMR)IX |, X,],

genauer zu einer Lokalisierung von
(R/M(R))[Xz/Xl]

bezuiglich eines Primideals, welches wie jedes Ideal dieses Rings ein Hauptideal ist.
Bezeichne

2]’

pE RMR)IX, /X ]

einen Erzeuger dieses Primideals und
p(T) ERIT]

einen Reprisentanten von p. Dann ist

R /(XI’XS’ p(xz/xl))R
ein Korper, d.h. es gilt

MR’) = (Xl,X3, p(XZ/Xl))R
ist das maximale Ideal von R’ und
X X3 p(XZ/XI)

ist ein regulares Parametersystem von R’.

2. Fall: dim R/P = 0.
Wir fixieren ein regulares Parametersystem
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Xl’ X2, x3 ERmitI=P= (Xl’ x2, X3) =MQR)und t = Xl.
Dann ist
R’/IR’ =R’/X1R’

isomorph zu einem lokalen Ring von
Proj ® it = Ry X, X,, X
wobei Xi fur die Anfangsform von X, steht i=1, 2, 3), und

R/MR)R’ = R'/(x )R’

ist isomorph zu einem lokalen Ring von
Proj (R/M(R))[Xl, X2, X3],

genauer zu einer Lokalisierung von
(R/M(R))[Xz/Xl, X3/X1]

bezuglich eines Primideals, welches sogar maximal in diesem 2-dimensionalen
Polynomring ist. Der Faktorring nach diesem Primideal ist eine algebraische
Korpererweiterung von R/M(R) und entsteht durch Zusammensetzung von zwei
einfachen algebraischen Korpererweiterungen, namlich durch Adjunktion der

Restklasse von X2/X1 gefolgt von der Adjunktion der Restklasse von X3/X I Das

Primideal wird von zwei Polynomen erzeugt, namlich dem Minimalpolynom 51 der

3l

Restklasse von X2/X1 uber R/M(R) und dem Minimalpolynom 52 der Restklasse von

X3/X1 uber dem von der Restklasse von )(2/X1 erzeugten TeilkOrper. Damit konnen

wir schreiben
MQR’) = (Xl, pl(Xz/Xl)’ P2(X2/X1, X3/X1))R .

Dabei bezeichne
p1 e (R/M(R))[Xz/Xl]

einen Reprisentanten von 51 und

pze(R/M(R))[X /Xl’ X3/X1]
einen Reprisentanten von p > Insbesondere ist
X ) pl(XZ/Xl)’ P2(X2/X

ein regulires Parametersystem von R’.

1 X3/X1)

1.7.5 Beispiel: die strikte Transformierte eines Divisors im Fall eines
Zentrums der Kodimension 2 (FEHLER !!!)

SeiR— R’ := R[%]P eine lokale Aufblasung mit R regular und dim R = dim R’. Das

Zentrum I := P C R sei ein Primideal der Hohe 2 mit R/P regular.

Weiter seien
J :={R ein von Null verschiedenes Hauptideal.
J’ :=1'R’ die strikte Transformierte von J.
Behauptung:

Im Fall ordR(f) = ordR,(f ’) >0 ist die lokale Aufblasung R — R’ eindeutig bestimmt

und residual rational, d.h. die induzierte Abbildung R/M(R) — R’/M(R’) der
Restklassenkorper ist ein [somorphismus.
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(siche [CGO1984] im Beitrag von Orbanz, 1.§4 Some special results, letzter Abschnitt,
S.9)

Zum Beweis.

Wir setzen
n:= ordR(f)
P:=(x,y)R
Dann gilt

grp(R) = (R/P)[X, Y]
grp(RI®LRM(R) = (RIM(P)) [X,Y]
R/MRR = RMP) [X.Y]

mit einem relevanten homogenen Primideal Q von (R/M(P)) [X,Y].

Seien inP(f) die Anfangsform von f in grP(R) und g deren Restklasse in
grP(R)®RR/M(R).

Behauptung:
Dann ist g homogen vom Grad < n und ordR,(f’) = n implisiert, da3 g in der n-ten

Potenz des maximalen Ideals von R’/ M(R)R’ liegen muB.

Das Argument funktioniert nicht, weil g identisch Null sein kann (und es
im allgemeinen auch ist).

Moglichkeit ??7?: man setze die normale Flachheit entlang P voraus und betrachte
anstelle der Surjektion

grp(R) —» gr,(RI®LR/M(R)

den Hironaka-Grothendieck-Isomorphismus. Man erhélt dann, dal die Anfangsform
von f’ in g\ (R,)(R’) in einer affinen Umgebung ein Polynom n-ten Grades in den

Parametern von R’ ist.

2. Auflésung der Singularitaten von ebenen Kurven
Bezeichne (R, M, k) einen 2-dimesionalen regularen lokalen Ring.

2.1 Die gewichtete Anfangsform bezuglich eines regularen
Parametersystems

2.1.1 Proposition
Seien (R, M, k) ein regularer lokaler Ring,
X,y ER

ein regulares Parametersystem und v, w, e € R positive reelle Zahlen. Weiter seien
Elemente

aijER(Osi,jsn)

gegeben mit

Dann gilt
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aij € M fur beliebige (i, j) mitiv + jw =e.

Beweis. siche Poposition 1, Orbanz, U.: Embedded resolution of algebraic surfaces
after Abhyankar, Lecture Notes in Math.1101 (1984), 1-50.

Wir fuhren Bezeichnungen fur die beiden Seiten der gegebenen Identitit ein, wobei wir
die beiden Parameter x, y durch Unbestimmte X, Y ersetzen. Seien

FXY):= 3  axV (1)
IvHjw = e J

GX.Y):= 3 ai.Xin )
Iv+jw > e

Liegt eines der aij in M, sagen wir aij =ax + by, so gilt aijxiyj = axi"'ly~i + bxiyj"'l,
d.h. wir konnen das Glied ai.xiy durch eine Summe von Gliedern hoheren Grades

ersetzen und so aus dern Summe entfernen. Zum Beweis der Behauptung konnen wir
deshalb zusatzlich annehmen,

Fur jedes Paar (i,j) mit av + jw =e gilt aij:O oder aij Einheit in R. 3)

Wir setzen
) e . W
s(G)  =Teje
Dann konnen wir (1) auch in der folgenden Gestalt schreiben.

d
FX, Y)= 3 c()-x5Oyt )
t=1
wobei entsprechend gilt

Jedes von O verschiedene c(t) ist eine Einheit von R (&)

Wir haben zu zeigen F(X, Y) ist das Null-Polynom. Zum Beweis nehmen wir an, dies
ware nicht der Fall und wahlen die Zahl d in (4) derart, daf3
cd) #0
gilt. Wir setzen
d-1

F (X, Y) :=F(X,2) - (xS Dyd = 5 ¢)exSOy! (6)
t=1
und schreiben
G(X, ) =G, (X, V) + G,(X, ) (7)
mit
ivi )
G100 = iV+wa>e jjiin '
o o r (®)
= lyJ
G,XY)= 3 XN
iv+jw>e,d<j J

Wir konnen dann aus G2(X, Y) die (d+1)-te Potenz von Y ausklammern, sagen wir

G, (X, Y) = v+l g, v)
und schreiben
c@x*Dyd - yd+lm, y) = 6 (xy) - Fyx, y). 9
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Es gilt’
s(t) > s(d) furt < d und
j=d und iv+jw >e impliziert i >s(d)
Aus der ersten Aussage von (10) folgt nach Definition von FO(X’ Y), daB3 gilt

(10)

F(x,y) € SR
Aus der zweiten Aussage von (10) folgt nach Definition von G 1(X, Y), daB gilt

GI(X’ y) € Xs(d)+1R.
Aus den letzten beiden Aussagen ergibt sich zusammen mit (9)
yd-(c(d)oxs(d) -yH(x,y)) € xSD+R
Weil x und y ein reguldres Parametersystem bilden, folgt
c(d)-XS(d) -y*H(x,y) € xs(d)+1R,
d.h. es gibt ein r€R mit
(c(d)-rx)ox3D - H(x,y)ey = 0.
Weil x und y ein regulires Parametersystem bilden, folgt
c(d)-rex € yR.
Insbesondere ist ¢c(d) € (x, y)R eine Nicht-Einheit, im Widerspruch zu (5) und der

Annahme, daf3 ¢(d) von Null verschieden ist.
QED.

Bemerkung

Der Beweis zeigt, dall die obige Aussage giultig bleibt, wenn man x, y durch eine
beliebige regulare Sequenz der Liange 2 ersetzt und M durch das Ideal, welches von
dieser Sequenz erzeugt wird.

2.1.2 Die Menge V(x,y; f) der gewichteten Grade eines Elements
Seien (R, M, k) ein regularer lokaler Ring,
X,y ER

ein regulares Parametersystem, und f € R - {0} ein von Null verschiedenes Element der
Ordnung

n:= ordM(f).
Wir setzen
V(x,y; 1) ={veERI|l=<vundf= > ai.xiyj mit a. €R}
iv+j = nv )
v(x, ) :=sup V(x,y; f).
v(f) =sup {v(x, ) I x € M—M2}

? Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB s(t) streng monoton fallend bezuiglich t ist.
Hinsichtlich der zweiten Aussage beachte man, mit
v+jw>e
gilt wegen s(j)v + jw = e stets
1>5s(j) = s(d),
wobei die Abschétzung rechts aus der Monotonie von s(t) und j < d folgt.
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] A~
N Der Wert v>0 ist so zu wahlen,
° daB alle (i,j) mit aij # 0 sich rechts
" i oberhalb der Geraden befinden.

Beim VergroBern von v wird der
1 (negative) Anstieg der Geraden
groBer. Der Schnittpunkt der
Geraden mit der Abzisse ist fur alle
iv+j=ny Werte von v gleich (n,0).

N

2.1.3 Eigenschaften von V(x, y; f), v(x, f) und v(f)
Seien (R, M, k) ein regularer lokaler Ring,
X,y ER
ein regulares Parametersystem, und f € R - {0} ein von Null verschiedenes Element der
Ordnung
n:= ordM(f).
Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) vx. € ZU{o).

(i) v(HErZU{w).

(ii1) V(x,y; ) hangt nicht von der speziellen Wahl von y ab.

1v) v(x, XZ) = oo fur jedes € = n.

(v) v(x, f) = 0 « fex"R.

(vi) V(x,y;f) andert sich nicht, wenn man den Ring R durch dessen Vervollstandigung

A A A
R ersetzt (d.h. x, y als Parametersysten von R und f als Element von R
betrachtet).

Insbesondere andern sich auch v(x; f) und v(f) nicht, wenn man zur
Vervollstandigung von R uibergeht.

Beweis. Zu (i). Sei v € V(x,y; f). Wir schreiben f in der Gestalt
- 1 mi
f ‘ ‘2 a Xy mit aij eR.
iv+j = nv

Mit w := min {ﬁl aij # 0} gilt fur alle (i,j) mit aij # 0:

WL
n-1
d.h.
(n-)w = j
d.h.

iw +j = nw.
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Deshalb liegt w ebenfalls in V(x,y;f). Wir haben gezeigt, fur jedes v € V(x, y; f) gibt es

einw € VX, y; {) mit w € % Z. Das Supremum von V(X, y; f) hat damit die

behautptete Eigenschaft.

Zu (i1). Folgt unmittelbar aus (1) und der Definition von v(f).

Zu (iii). Sei y’ ein weiteres Element von R derart, dal auch x, y’ ein reguldres
Parametersystem von R ist. Dann gilt

y=ax+ by mita, b ER.
AuBerdem ist b eine Einheit, denn andernfalls wire M = Rx + Ry C Rx + M, d.h. M =

xR, was nicht moglich ist, denn R soll ein 2-dimensionaler regularer lokaler Ring sein.
Sei jetzt

vE V(X,y; f).
Dann laBt sich f in der Gestalt
- iy mi
f ' 2 a.xy mit aij €ER
iv+j = nv

schreiben. Wir setzen fur y den Wert ax + by’ ein und erhalten eine Darstellung fur f
von der Gestalt

_ I »S .
f=73 brsX y’> mit aij eR.
r,8 o
Dabei entsteht jedes brs # ( aus gewissen aijxlyJ mit aij # 0 durch die Substitution y
=ax + by’, d.h. es gilt
(rs)ye{i+jk k)liv+j=znvund j=k }.
Mit geeignet gewahlten (i, j) folgt
v +s=(+-k)v+k=iv+j+ (v-1)(j-k) = nv.
Die letzte Ungleichheit rechts besteht, weil v = 1 und j = k gilt. Es gilt also
vE V(x,y’; D).

Wir haben gezeigt, V(x,y; f) & V(x, y’; f). Aus Symmetriegrinden besteht auch die
umgekehrte Inklusion.

Zu (iv). Im Fall f :xé haben wir fur jedes v = 1 eine Darstellung der Gestalt

i
f= 3 ax y
iv+j = nv
wobei die Summe rechts aus nur einem von Null verschiedenen Summanden besteht,
namlich aus dem Summanden zum Index-Paar (£, 0). Die Menge V(x, y; f) enthalt also
alle reellen Zahlen = 1. Ihr Supremum ist somit co.

Zu (v). Sei f € x"R. Wie wir gerade gesehen haben, hat x fiir jedes reelle v=1 eine
Darstellung der Gestalt

XM= D ai.xiyj
iv+j = nv J
Durch Multiplikation mit mit einem r € R erhalten wir eine analoge Darstellung

n_ 1]
Xt = 2 ra, X'y

iv+] = nv
Dabei konnen wir r so wahlen, dal auf der linken Seite f steht. Damit enthalt V(x, y; f)
alle reellen Zahlen = 1. Das Supremum ist somit co.
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Sei jetzt umgekehrt v(x, f) = co. Fur jedes ganzzahlige v = 1 ist dann f eine R-
Linearkombination von Gliedern der Gestalt

xiyj mit iv+] = nv.
Im Fall i = n liegt dieses Glied in x"R. Im Fall i < n gilt j = (n-i)v = v, d.h. das Glied
liegt in M. Zusammen erhalten wir fiir die Linearkombination
fex"R +M".
Da dies fiir jede natitliche Zahl v gilt, folgt f € x"R.

A A
Zu (vi). Bezeichne V(x, y; f) die zu R gehorige Menge V(x, y; f). Jede Darstellung von
f der Gestalt

- iy]
f ‘ 2 ain y: (D
iv+j = nv
A
in R 1aBt sich als Darstellung in R auffassen. Deshalb gilt

A
V(x,y; H) © V(x, y; .
A A
Sei jetzt v € V(X, y; f) und (1) eine Darstellung von f in R. Dann kann man fur jede
A
vorgegebene natiirliche Zahl N jedes der Elemente aijE R in der Gestalt

A
a.=b..+c..mita.. ERundc.. emR
yj oy y 1) 1
schreiben. Es gilt dann
.. A
f- 3 bxyem"ROAR=m"
iv+j = nv
Man kann also diese Differenz als Linearkombination von Potenzprodukten x'y) mit
Koeffizienten aus R schreiben miti + j = N. Fur N = nv gilt dann aber auch iv + j = nv
(wegen v = 1), d.h. es gilt

vE V(x,y; f).
QED.

2.1.4 Die gewichtete Anfangsform eines Elements
Seien (R, M, k) ein regularer lokaler Ring,
X,y ER

ein regulares Parametersystem, und f € R - {0} ein von Null verschiedenes Element der
Ordnung

n:= ordM(f).
Sei weiter v € V(X, y;f), d.h. f habe die Gestalt
= i)
f ‘ 2 aijx y.
iv+j = nv
Dann setzen wir
LeyvB= 3  aXYekxyl.

iv+] = nv
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Dabei seien X und Y Unbestimmte, und zij bezeichne das Bild von aij beim naturlichen

Homomorphismus R — R/M =k.

2.1.5 Eigenschaften der Anfangsform L

(i)  Die Definition von L(x,y, v)(f) ist korrekt, d.h. hangt nicht von der Wahl der
Darstellung von f als Polynom in x und y mit Koeffizienten aus R ab.

(i) Fur jedes w € V(x,y; f) gilt

w < v(x, ) & L(x,y; w)(f) = ‘a«X" fiir ein a ER.
Dabei bezeichne n die Ordnung von f.

Beweis. Zu (i). Sei

- iy]
f= 3 byxy
iv+j = nv
eine zweite Darstellung von f als Polynom in x und y mit Koeffizienten aus R. Wir
bilden die Differenz der beiden Darstellungen und erhalten

b.)xlyd = “a.)xly)

2 @boxyi= 3 (braxyl
1v+] = nv 1v+) > nv

Nach Proposition 2.1.1 folgt

aij—bij € M fur alle (i, j) mitiv + j =nv,

also

d.h.

— 1]
f= . D . aijx V:
] = (n-1)v
Im Fall w < v gilt mit j = (n-i)v auch
j= (n-i)w
Das ist klar fur alle Glieder mit n-i=0 und gilt fur die uibrigen Glieder weil links stets ein
nicht-negativer Wert steht. Fur diese letzteren Glieder ist die Ungleichung insbesondere
sogar echt, und dasselbe gilt fur alle Glieder mit n-i > 0. Die einzigen Glieder mit
j=@-iw
sind also diejenigen mit
i=nundj=0.

Die gegebene Darstellung von f liefert also auch eine entsprechende Darstellung mit w
anstelle von v,

_ iy
f= 3 4y
J = (n-)w
wobei hochstens ein Glied mit j = (n-i)w auftritt, namlich das Glied anOXn (falls es

uberhaupt auftritt). Nach Definition von L(x,y; w)(f) hat die Anfangsform dann die
behauptete Gestalt.
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Sei jetzt umgekehrt w € V(x,y; f) und
L(x,y, w)(f) = a+X" fir ein a ER.
Dann I46t sich f bei geeigneter Wahl von a€R in der folgenden Gestalt schreiben

_ .,y 1]
f=aX + E aijxy.
] > (n-1)w
Wir setzen .
u:=inf {-1a.. # 0und n-i >0}
n-1 1)

Dann gilt fur alle Paare (i, j) mit j > (n-i)w auch

j=(n-iu (1)
(im Fall n-i > O gilt dies nach Wahl von u und im anderen Fall, weil links stets eine
nicht-negative ganze Zahl steht). Aulerdem ist u nach Definition der grofite Wert, so

daB (1) gilt fur die endlich vielen (i,j) mit aij # 0 und i < n. Fur ein solches (i, j) gilt

sogar das Gleichheitszeichen. Mit w anstelle von u ist das Gleichheitszeichen dagegen
stets echt. Es gilt also

w<uund f=aX" + > ai.xiyj
i>(-iu 7
Fir den ersten Summanden aX™, d.h. fur (i,j) = (n, 0) ist die Bedingung j = (n-i)u
erfullt, d.h. es gilt

w<u€ VX, y; ),
d.h. w <u = sup V(x, y; f) = v(x, f).
QED.

2.1.6 Ein Kriterium fur v(x, f) = v(f)
Seien x, y ein reguldres Parametersystem des lokalen Rings (R, M,k) und
feR - {0}
ein von Null verschiedenes Element. Wir setzen
n =ord fund v = v(x; f).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
»  vxs b <v()
(1) Es gibt ein Element a € R und ein Polynom G(X,Y) € k[X,Y] mit

L(x,y:v) (f) = a+G(X,Y)"

Beweis: siehe Poposition 2, p. 15, Orbanz, U.: Embedded resolution of algebraic
surfaces after Abhyankar, Lecture Notes in Math.1101 (1984), 1-50.

Sei x°, y’ ein zweites System von reguldren Parametern von R, und sei
ve Vi, y’, ).
Nach Definition von V(x’,y’, f) 1at sich f in der folgenden Gestalt schreiben.
f=ax't +_ . > . ai.x’iy’j mit a, aij ER. (D)
iv+j = nv,i<n
Seien w eine naturliche Zahl, b€ R und

X” — X’ _ by’w.
Dann erzeugen x”” und y’ das maximale Ideal von R, und es gilt
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TR . .
f= a(X” + by’W)n + 2 a..e 2 ( 1 )ka”l_ky"]-'-Wk. (2)
N .1 k
1v+] = nv,i<n” k=0
Im Fall w < v hat diese neue Darstellung dieselbe Gestalt wie die alte mit w anstelle von
v, denn fur w < vund i < n gilt

Iv+j=nv e jz=(n-1)ev
= j = (n-1)*w
& iwW+j=nw

< (-k)w + (J+wk) = nw.

Die letzte Aquivalenz besteht wegen (i-k)ew + (j+wk) = i*w + j. Im Fall w < v gilt in
der obigen Abschiatzung ab der zweiten Zeile sogar die echte Ungleichung. Deshalb
konnen wir in diesem Fall bei der Berechnung der Anfangsform bezuglich des
Parametersystems x”, y’ die gesamte Summe rechts weglassen:

L(x”, y", w)() = L(x7, v, a(x™ + by ™).
Weil x” + by’ ™ beziiglich des neuen Gewichts w homogen vom Grad w ist, folgt
Lx”, y’, w)(f) = a(X + bY™), (3)
Sind die Restklassen a und b beide von Null verschieden, so hat L(x”,y’, w)(f) nicht
die Gestalt von 2.1.5 (ii), d.h. es ist

v(x”, f) = w ( < V) falls a und b ungleich Null sind.
Wir haben damit die folgende Aussage bewiesen:

Ist f wie in (1) mit a¢M und x” = x’-bx " mit b&M,

4)
so besteht die Implikation v(x”,f) =z v = w=v

Um den maximal modglichen Wert v(f) fur v(x”, f) zu finden, reicht es also zu
gegebenen v die Werte w = v zu betrachten.

Schreiben wir (2) in der Gestalt

1 i ik i
f= E ai.. E (k)bkx”l ky J+Wk
1v+j = nv J k=0
mit aq=a Verwenden wir diese Darstellung von f zur Bestimmung der Anfangsform
von f bezuglich v (d.h. von L(x”, y’; v)(f)). Wir haben dafur die Glieder auf der rechten
Seite mit
(-k)v + g+wk) =nv
zu finden. Im Fall w = v ist letztere Bedingung aquivalent zu iv + j = nv, und im Fall w
>v muB k =0 gelten'’, also auch iv + j = nv. Es gilt also
. ) B iv+j=nv und k=0 falls w > v
(kv + (+wk) = nv & {iv+j = nv falls w = v
Fur die Anfangsform erhalten wir damit
D T2, X1YJ falls w > v
. ij
iv+j=nv

L(x7, y7, v)(f) = < (6)

_ |
S a3 (ObEXIRYIFRY a5 w = v
.4 ij k
[ iv+j=nv ~ k=0

Wir setzen

' Im Fall k > 0 ware nv = (i-k)v + (j+wk) > (i-k)v+j+vk = iv + j. Glieder, die dieser Bedingung
geniigen, kommen in f aber nicht vor (vgl. (1)).
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H(X,Y) := L(x’, y’, v)()
X falls w > v

X+bYY falls w = v
Dann bedeutet (6) gerade, es gilt

G(X)Y) := {

L(x”, y’, v)(f) = H(G(X,Y), Y). (7)
Speziell fur v := v(x’; f) und w > v erhalten wir

o L(x", y'; v)(B) = HX, Y) = L(x, y'; v)(6). ,
Die eine Anfangsform hat also genau dann die Gestalt wie auf der rechten Seite von
2.1.5(ii), wenn dies auch fur die andere Anfangsform gilt. Nach 2.1.5(ii) besteht damit
die Implikation
w > v(x’; ) = v(x”, ) = v(x’, f) (&)
QED.

2.1.7 Ein Kriterium fur v(f) = oo
Seien x, y ein reguldres Parametersystem des lokalen Rings (R, M,k) und

feR-{0}
ein von Null verschiedenes Element. Wir setzen
n=ord f.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
®» v =co.
A
(i1) Es gibt einen reguldren Parameter z der Vervollstandigung R von R mit
A A
fR = z"R.

Ist R ein exzellenter lokaler Ring, so sind diese Aussagen auBlerdem noch dquivalent zur
folgenden.

(i)  Es gibt einen regularen Parameter z von R mit

fR = z"'R.
Beweis.sieche Poposition 3 und 3°, p. 19, Orbanz, U.: Embedded resolution of
algebraic surfaces after Abhyankar, Lecture Notes in Math.1101 (1984), 1-50.
QED.

2.1.8 Das Verhalten von v(f) bei Aufblasungen, die die Ordnung von f
nicht andern

Seien (R, M,k) ein reguldrer lokaler Ring der Dimension 2 und
feER- {0}
ein von Null verschiedenes Element mit

0< ordR f und v(f) < co.

Weiter sei R’ ein uiber R liegender lokaler Ring derselben Dimension einer Aufblasung
von Spec R im maximalen Ideal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

6)) Die strikte Transformierte f* von f in R’ hat dieselbe Ordnung wie f,
ord_, " =ord_ f.
R R
(i1) 0< ordR, f” und v(f) = 2.

In dieser Situation gilt
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v(f’) = v(f) - 1.

Ist x, y ein regulares Parametersystem von R mit v(f) = v(x, f) so gilt auerdem in
dieser Situation

v(f) =v(x’, ) mit X’ :=x/y E M.
Dabei bezeichne M’ das maximale Ideal von R’.
Beweis. siche Poposition 4, p. 19, Orbanz, U.: Embedded resolution of algebraic

surfaces after Abhyankar, Lecture Notes in Math.1101 (1984), 1-50.
QED.
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