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Hinweise

Aufgaben

Am Anfang jeder Woche werden jeweils 3 Aufgaben ins Netz gestellt (www.math.uni-
leipzig.de).

Die Losungen dieser Aufgaben sind am Anfang der Montagsvorlesung der
nachfolgenden Woche abzugeben.

Fur die Losung einer Aufgabe werden bis zu 4 Punkte vergeben.

Am Ende jedes Semesters findet eine Klausur statt. Um zur Klausur zugelassen zu
werden, mussen sie mindestens 2/3 der Gesamtpunktzahl fir die Lésung der Aufgaben
erhalten haben.

Sie sollten versuchen alle Aufgaben zu lésen, auch wenn ihre aktuelle Punktzahl
oberhalb von 2/3 des Maximums liegt, denn die Aufgaben werden nicht leichter werden.

Vorlesungsmanuskript

Diese Vorlesung wird einer Vorlesung, die ich im Wintersemester 2003/2004 gehalten
habe, sehr &hnlich sein. Ein Manuskript dieser letzteren Vorlesung kénne sie sich
herunterladen unter

www.math.uni-leipzig.de/ ~herzog/Manuskripte/Manuskripte.html

(zur Webseite ‘www.math.uni-leipzig.de’ gehen, ‘Herzog’ klicken,

‘Vorlesungsmanuskripte’ klicken)
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In dieser Vorlesung werden wir uns weitgehend an dem Buch von Fischer orientieren.
Das Buch von Keller fiihren wir hier an, weil es den geometrischen Aspekt der linearen
Algebra besonders betont und sehr viele Satze der klassischen Geometrie behandelt, die
in den meisten modernen Biichern zu diesem Gegenstand fehlen.

1. Lineare Gleichungssysteme

1.1 Eine Loésungsformel
Wie l6st man

X+2y=3
4K + 5y = 6
oder allgemeiner
ax+by=u
cx+dy=v

Eine einfache Rechnung liefert:

Ta By
P

mit

(2) %SE: ad - bc.

Bemerkungen

() Die Formeln (1) heiRen Cramersche Regel.

(i) Der Rechenausdruck (2) heil3t Determinante.

(i) Wir werden einen erhebliche Teil unserer Zeit damit zubringen, die Determinanten
fur allgemeinere Systeme zu definief@md die allgemeineCramerschdregel zu
beweisen).

Fakten

1. Die Determinanteist das wichtigse Objekt, welches Sie idieser Vorlesung
kennenlernen werden. Einen erheblichen TeildedernerMathematik wirde es
ohne die Determinante nicht geben.

2. Zum Losen von linearen Gleichungssystemeibraucht man die Determinante
nicht. In vielenFallen (nichtin allen - Hauptachsentransformation) ist sie ein
theoretisches Qékt, welchesuns hift, mathematischd®hanome zwerstehen.
Ausrechnen sollte mabeterminantemur in Notfallen, dadiesviel zu aufwendig
ist.

1.2 Ein Algorithmus zum Lésen von Gleichungssystemen

Der Algorithmus heif3t Gaul3-Algorithmus (obwohl Gauthl kaum der erste war, der
ihn verwendet hat).
Das Problem:

A Xt g X, =hy

(1) . . .
A T T Om

Grundidee:

Man ersetze schrittweiselas gegebeneSystem durchein System mit denselben
LésungenDabeiversuche manlas System ifedemSchritt zuvereinfachenpis man
ein System bekommt, dessem Losungsmenge man sofort ablesen kann.

Was ist eine Lésung von (1)



Eine LOsung von(1) ist eine Folge von Zalen GreenrC mit der Eigenschaftdall man
nach nach Ersetzen deir, XX durch die GG in (1) lauter Identitaten bekommt. Man

(cl,...,ch

ist eine LOsung von (1) Eine Lésungeines Géichungssystems in Mariablenist also
ein n-Tupel.

Wann ist die Losung eines Systems offensichtlich?

Zum Beispiel ist das der Fall fur ein System der folgenden Gestalt:

bty =b;

sagt dann in dieser Situation,

B, = b,
ax =b
h'n n
Bemerkungen
() Diese System besitzt die einzige Losung
b b
(= ia)
4%

falls samtliche avon Null verschieden sind.
(i) Istein a gleichNull und ist daszugehdrige Ibungleich Null;so besitzt dieses

System keine Lésung.
(i) Sind ein oder mehrereI gleich Null und sind alle zugehorigen IbebenfaIIsNuII,

sind kann dieentsprechende Koordinatfla beliebigsein. Insbesondemgibt es in

diesem Fall mehr als eine Lésung.
Wie vereinfacht man ein Gleichungssystefh
Beispiel
Die beiden folgenden Systeme haben dieselben Losungen:
A=1lx+2y-3=0
B=4x+5y-6=0
und
A =1x+2y-3 =0
A+17B = (4x + 5y - 3)+17(1x + 2y - 6) =0
Statt das 17-fache kdonntenan nattrlich auch ein beliebigesderesVielfaches der
ersten zur zweiten Gleichung addieren,
Ix+2y =3
(4x + 5y )AQ1x + 2y)= 6 +A3
wobei mam\ moglichst geschickt wéhlen sollte. Vorschlag:
A=-4
liefert:
1x + 2y
_3y

1
(o))

Allgemeiner Fall

Um die Idee im allgemeinen Fall deutlich zu machen, andern wir die Bezeichnungen
a %4 +...+ 3 %0 b1 =0
W ST Y bm: 0

Bezeichnung fur die i-te Gleichung des Systems:

GO0 =%y + .+ 3%, - b

(1)



Wir benutzen hier die Bezeichnung fiir das Tupel x = ()EL’ v xn). Das
Gleichungssystem bekommt dann die Gestalt

fl(x) =0
) f,(x)=0
f'r'n(x) =0
Grundlegener Fakt: Die Losungen des Systems bleiben unveréndert, wenn man
1. ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addiert.
2. eine Gleichung mit einem von Null verschiedenen Faktor multipliziert.
3. die Reihenfolge der Gleichungen andert.
Beispiel
Folgende Systeme haben dieselben Losungen:
f.(X) =0
1
f2(x) =0
und
fl(x) =0
f2(x) + 3f1(x) =0
und
fl(x) =0
25&]2(x) =0

1.3 Beispiele

Beispiel 1
Wir Ubersetzen das System in eine Tabelle, in der die Unbekannten nicht mehr
vorkommen.
Statt
Ix+2y+3z=4
2Xx+3y +4z =5
3X+4y +6z2=7

234
345
467

Die so angeordneten DatdesgegeberGleichungsystemeenntman aucherweiterte
Koeffizientenmatrixdes GleichungssystenmiBie analogeMatrix ohnedie letzte Spalte

der Absolutglieder, d.h. die Matrix
23
46

heil3t Koeffizientenmatrixles Gleichungssystems.

schreibt man

Subtraktion der zweiten Zeile von der dritten liefert:

234
345
122

Subtration der ersten Zeile von der zweiten liefert:



234
111
122

Subtraktion der zweiten Zeile von der dritten liefert:

234
111
011

(An dieser Stelle wissen wir bereits z = 1)
Subtraktion der ersten Zeile von der zweiten, Multiplikation der zweiten Zeile mit -1:

234

123

011
d

chen der letzten Zeile von zweiten bzw. ersten:
201
101

011

Subtraktion der zweiten Zeile von der ersten:
00-1
101
011

Subtraktion des Doppelten bzw. drei

A g S

Neues Gleichungssystem:

X -1

<
i

1
1
Losung: (-1,1,1).
Beispiel 2
Das Gleichungssystem
Ix+2y+3z=4

2Xx+3y +4z =5
3Xx+4y+52=6

234
345
456

Subtraktiondes2-fachenbzw. 3-fachen der erstereile vonder zweitenbzw. dritten

Zeile:
234
-1-2-3
-2-4-8

Multiplikation der zweiten Zeile mit -1 und Addition des Doppelten zur dritten:
234
% 12 SE
000
Addition des (-2)-fachen der zweiten Zeile zur ersten:

0-1-2
123
000

X -z
y +22

entspricht der Matrix

Neues Gleichungssystem:
=-2
Aquivalent dazu ist das System:

X = z-2



=-22+3
An dieser Gestalt des Systems lesen wir ab, daf3 man z =t bel@enkann und far
jedeWahl von zeindeutig bestimmte ynd ydeart bekommt, da(X,y,z) eine Lésung
ist.
Menge der Lésungen: (X,y,z) = (t-2,-2t+3)t t beliebig. Insbesonderbekommt man
unendlich viele Lésungen.

Beispiel 3

Das Gleichungssystem
Ix+2y+3z=4
2x+3y+4z =5
3Xx+4y +5z2=7

234

345

457
Subtraktion der zweiten Zeile von der dritten:
234
345

112
Subtration der ersten Zeile von der zweiten:

:
:

entspricht der Matrix

Subtraktion der zweiten Zeile von der dritten:

234
111
001

Die dritte Gleichung des zugehongen Glelchungssystems ist gerade

Da es kein zjibt, fur welchesdleseBedlngung erfulltist, hat das Gleichungssystem
keine LOsung. Keine L6sung.

1.4 Allgemeine Beschreibung des Algorithmus

1.4.1 Eine weitere zulassige Operation

Um den Algorithmusetwasbequemebeschreiben zu kénnewpllen wir eineweitere
Operation zulassen, die man in der Praxis nicht benutzen sollte, sizhdieicht Fehler
verursacherkann. Fur theoretischeZwecke,d.h. fur dasVerstandnisdes Algorithmus
fuhrt die Operation aber zu einer Vereinfachung.

Beispiel
Fir die Lésung des Gleichungssystems
Ix+2y =3
4K + 5y = 6
ist es ohne Belang, ob man es wie eben oder in der Gestalt
2y +1x =3
5y +4x =6

aufschreibt, d.h. ob man adén rechterSeitenerstdie Vielfachen von »xund dann die
von y aufschreibt oder umgekehRur die zugehdrigen Matrizerbedeutetdies, wir

kdnnen Spalten der Matrix (mit Ausnahder letzten) veauschenphne daf3 sicletwas

Wesentliches andert.

Wenn man dies in der Praxis tatsachlich tut, sollte man Uberjede Spalte die
Bezeichnung deUnbekannterschreiben, zuwelcher dieSpalte gehdy damit keine
Unbekannten, tma letztendlichenAufschreibender Losungverwechseliwerden.Oder

man sollte die Vertauschung ganz vermeiden.



Als zulassigeOperationen, die dieésungsmenge des Gleichungssystemgerandert

lassen erhalten wir damit die folgenden:

1.  Addition zu einer Zeile der Matrix ein Vielfaches einer anderen.

2. Multiplikation einer Zeile der Matrix mit einer von Null verschiedenen Zahl.

3. Vertauschen von zwei Zeilen der Matrix.

4.  Vertauschen vorzwei Spalten der Matrix,die beide w@n der letzten Spalte
verschiedensind (wobei man gleichzigdie Reihenfolge der verwendeten
Unbestimmten in derselben Weise dndern muR)

Diese Operationen nennt man aetdmentart®perationen. Dieierte Operationspielt

dabei eineSonderrolle: sialient nur theoretischer@weckenund wird beimpratischen

Losen von Gleichungssystemerrmieden.Die obigen Operationen ohraie letzte

nennt mamauch elementar@eilenoperationen.

1.4.2 Der Algorithmus

Wir beschreibenetzt einen Algorithmus,der die erweiterte Koeffizientenmatrix in
endlich vielen Schritte in eine Gestalt bringt, bei der marLdseingen degugehérigen
Gleichungssystemdirekt ablesenkann. Die eneiterte Koeffizientenmatrix des
Gleichungssystems habe die Gestalt

1 3, b1
1 B b2
ml amn bm
d.h. wir haben ein Gleichungssystem aus m Gleichungen in n Unbekannten zu l6sen.

1. Fallsin allen Spalten der Matrix (aul3er eventuel in der letzten) Nullen stehen,
brauchen keine Umformungen ausgefihrt werden.

1. Fall: Stehen auch in der letzten Spalte Nullen, so ist jedes n-Tupel eine Losung.

2. Fall: Steht in der letzten Spalte an einer Stelle ein von Null verschiedener
Eintrag, so hat das System keine Losung.

2. Wir kbnnen jetzt annehmen, es gibt, aul3er eventuell in der letzten Spalte, weitere
von Null verschiedenen Eintrage.

Wir vertauschen in geeigneter Weise Spalten und erreichen so, dal3 es in der
ersten Spalte einen von Null verschiedenen Eintrag gibt.

Weiter vertauschen wir in geeigneter Weise Zeilen und erreichen so, daf3 der
Eintrag 31 ungleich Null ist,

a11¢ 0.

AnschlieRend addieren wir Vielfache der ersten Zeile zu den anderen Zeilen in
einer Weise, dal3 alle Eintréage der ersten Spalte mit Ausnahme des ersten Null
werden. Die erweiterte Koeffizientenmatrix bekommt dadurch die Gestalt

! Man kann dies zum Beispiel dadurch automatisch erreichen, indem man zur erweiterten
Koeffizientenmatrix eine weitere Zeile hinzufigt, in der die Bezeichnungen der Unbestimmten stehen.

Die Spalten der so erganzten Matrix kann man vertauschen, ohne dal3 die Gefahr einer Verwechslung bei
der Wahl der Unbestimmten eintreten kann.



*)

132 300
0 322 n b2

0Oa...a_b
m2 mn m

Bemerkung: die Lésung des Gleichunggstems istjetzt auf die Losung des
Systems zur Matrix ohne die erste Zeile und erste Spalte zurtickgefuhrt:

2 80 by
o 32n b2

NP amnbm

Der Wert der ersten Unbekannten ergibt sich aus denen der Ubrigjadentiger
Weise durch

1
X117 'a(bl' X" Ay

Wir wiederholen jetzt die eben ausgefihrten Opertionen in analoger Weise, indem
wir erst dafuirsorgen, daf der Eintra%flungleichNull wird und danachdafur,

dal3 alle anderenEintrageder zweiten Spalte Null werden.Danach gehen wir
analog mitder dritten Spalteor. Wir erreichen nach endlich \eé& Schritten,daf3
die Matrix die folgende Gestalt bekommt:

In den Spalten 1 bis k ist genau der Eintrﬁ\gﬂal,...,k) von Null verschieden.
Alle anderen Eintrage sind Null.

Sollte in derverbleibenderSpalten (ausgenommeilie letzte) noch irgendwo ein
von Null verschiedener Eintragehien, so kanman dafur sorgerdald ineiner
weiterenSpaltenur der Eintrag a unglech Null ist, d.h. man kann in(*) den

Wert von k um 1 erhdhen. Ohie Zahlder Unbestimmten endlicist, kann das
nur endlich oftgeschehen. Naoéndlich viden Schritterhat dieMatrix also die

Gestalt: B
11O...O... bl [

0 322 0 .. bZ [
0 0 g by [

(o 000 b, []

ol

—0 ... —
mit 311¢ o,..., Ei‘(ki 0. AuRBerdem sind alle Eintrage der Zeilen k+1 bis m (falls k <

m ist und diese Zeilen tatsachlich existieranif) eventueller Ausnahmeer letzten
gleich Null. Genauer:

10



0 -
W [® T [Py
0 [0 [
kann fehlen (m=Kk)
b

kann fehlen (n=k)

1.4.3 Das Ldsungsverhalten
Fall 1: Falls einer der Eintrag%pl,...,bm ungleich Null ist, so hat das System keine

LOsung.

Fall 2: Falls q(ﬂ:...:bmzo gilt (oder n=k, d.h. die II:)mit k < i garnicht vorkommen)

so gibt es die beiden folgenden Mdglichkeiten.
Fall 2.1: k ist gleich n (d.h. gleich der Anzahl der Unbestimmten). Dann gibt es genau
eine L6sung des Gleichungssystems. Der Wert der Unbekannten zur i-ten
Spalte ist gleich
b.
[

a.
Il

Fall 2.2: k istkleiner alsn. Danngibt es unendliclviele Losungen. DidJnbestimmten
zu den Spaltek+1 bis nkénnenbeliebiggewahltwerden. Zu jedesolchen
Wabhl gibt esindeutig bestimmt&Verte fir die Ubrigen Unbestimmtederart,
das insgesamt eine Losung entsteht:

bh. a a a
L ik+1 |k+2& . _|_n&

Xi = a—"
wenn X die Unbekannte zur i-ten Spalte ist.

n

1.4.4 Zusammenfassung

Fur die Losungsmenge L eines linearen Gleichungssystems in n Unbestimmten gibt es
nur folgende drei Mdglichkeiten.

1. L ist leer.

2. L besteht aus genau einem n-Tupel.

3. L besteht aus unendlich vielen n-Tupeln
Bemerkung

Im dritten Fall ist die Beschreibung ungem: nichtjede unendlichedvienge von n-
Tupeln kommt ald.dsungsmenge in Frag&pater weden wir inder Lage sein, die
Beschreibung zu prazisieren.

1.5 Matrizenmultiplikation

Ein etwas komplizierteres Beispiel

Unser letztes Beispiel in diesem Abschnitsoll etwas komplizierter sein als die
bisherigen. Wir wollen ndmlich annehem, daf3 die rechten Skeisystemsbenfalls
Variable sind, die erst noch zu bestimmen sind.

Ix+2y+3z=u

11



2x+3y +4z=v
3X+4y +6Z2=w
Die Variablen u, v, w sollen ihreeits durchein linearesGleichungssystem s$tgelegt
sein.
u+v+w=16
u-v+w==6
u -w =-3
Es gibt eine naheliegendért, dieses Problem zilddsen, indem man einfach die
Gleichungen des ersten Systems in die des zweiten einsetzt.
(Ix + 2y + 3z) + (2x +3y + 42) + (3x + 4y + 62) = 16
(Ax+2y+3z) -(2x+3y +4z) + (3x +4y + 62) =6
(Ix + 2y + 32) -(3x+4y +6z) =-3
Wir erhalten das System
6x + 9y + 13z = 16
2x+3y+ 5z2=06
-2X -2y- 3z2=-3
das man wieder nach dem Gaul3schen Algorithmus l6sen kann.
Formulierenwir die eben beschriebene Situationt Hilfe von Matrizen. Essind zwei

gegeben mit den Matrizen
23u
34 v
46w

1116
-116
01-3
und wir haben aus diesen beiden Systemen ein neues gewonnen mit der Matrix

6 9131
2356
2-2-3 -3

Wir werdenziemlich oft mit einer Situatiorwie dieser konfrontiertverdenund wollen
deshalb gleich ivoller Allgemeinheit Uberlegerwie man hier vorzugehehat, d.h. wir
wollen uns eine Formel Gberlegen, mit den aus den erstéeiden Matrizerdie dritte
berechnen kann.

und

Verallgemeinerung
Seien die beiden folgenden Systeme gegeben.

a11X1 T Einxn - u1

und
bllul + ...+ timum = v1

bu+.+"l.:)u =v

pl’1 = pm™m p
Die zugehdrigen Matrizen sind die folgenden
1 %0t 117 P1mVa
...... SRR I [ (o | PO
L1 80nUm pl"'bpmvp

Problem: welches ist die Matrix des zugehdrigen gewohnlichen Systems.
Um bequemer rechnen zu kdénnen schreiben wir die beiden System mit Hilfe des
Summenzeichens auf. Fur das erste System erhalten wir
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und fur das zweite
z aEku =V, €=1,...,p

Durch einsetzen erhalten WII’

gag E ai =V =1 p

K1 oKE K e
d.h.

Z Z aEkakx =V, e=1,...,p
Anders ausgedrickt,

zcx—ve,ﬂ 1,...p

mit Ci’,j = f aﬂkakj' Damit haberwir unsereAufgabegel6st. Die neue Matrikat die

=1
Gestalt
11 %nV1
. C
pl pn p

. _n
mit Cej = kElaekakj.
Wir werden spater auf diese Formauriickkommen. Umdie Eigenschaften von

Gleichungssystemebesserverstehen zu kénnemissenwir uns zunachstetwas
genauer mit Matrizen beschatftigen.

2. Matrizen und Vektoren

2.1 Summe und Vielfache von Matrizen
Sei eine Matrix

..a
ml mn

gegebenWir haben dabei die Bezeichnungengswahlt,dal} dieZahlenganz rechts
keine besonder Rolle mehr spielen. Behl n heildt indieser SituatiorSpaltenzahl der
Matrix M und die Zahl m ihr&eilenzahl. Vonder Matrix selbstverdenwir sagen, das
es eine mn- Matrix ist. Das Zahlenpaar (m,n) he#fdich Typ der Matrix M.

Die Zahlen ﬁl hei3enEintrageder Matrix. DieZahl ah der i-tenZeile und j-ten Spalte

heil3t auch Eimag in derPosition (i,j). Eine Matrix mit nur einer Zeile heif3t auch
Zeilenvektor der einfach Zelle. Eine Matrix mit nur einer Spalte heil3t auch

Sgaltenvektooder elnfachgaI e

Sei jetzt eine zweite Matrix vom selben Typ gegeben.

13



11 b1n

N =

m brnn
Dann definieren wir die Summe vdhund N durch die folgende Formel.

17011 = oy,

+b . ..a_+b
ml "ml1”™ 'mn "mn
Es ist wichtig zu beachten, die Summe ist nur fir Matrizen desselben Typs definiert.

Kurzschreibweise:

M=@)iz1, . mj=1..n

N=0O)1 . mj=1,..n

M+N = (aiJ +bij)i:11""m’j:l"“’n

Zwei Matrizen werden Addiert, indem man alle Eintrage in denselben Positionen addiert.
Eine Nullmatrixist eine Matrix, deren sdmtliche Eintrage Null sind.

M+N :=

Ist a eine Zahl, so heil3t die Matrix

all"' aain

aM=L]... .. ..
a . ..aa
ml mn

das a-fache der Matrix M odauchProdukt von amit M. Anstelle von(-1)M schreibt
im allgemeine auch -M und nennt diese Mahiggatives von MFir M+(-N) scheibt
man auch

M-N
und nennt diese Matrix Differenmon M und N.

2.2 Eigenschaften der Matrizenaddition

() M+N =N + M

(i) (M+N) + P = M + (N+P)

(i) M+0=0+ M= M falls O die Nullmatrix ist.
(v, M+ (-M)=0.

(Eine oder zwei Eigenschaften beweisen).

(V) (a+B)M = aM+BM, a(M+N) = aM+aN.
vy aM=Ma, 1M = M.

2.3 Das Produkt von Matrizen
Seien zwei Matrizen gegeben des Typs (m,n) bzw. (p,q) gegeben.

1 aln
M= L1... ...
ml™ "mn
11 b1q
N=_1. .. ..
..b
pl Pqg
Voraussetzung
n=np,
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d.h. die Spaltenzahl von M sgleich der Zeilenzahl. In dieser Situation sagin, M ist
verkettetmit N. Man beachte, dal} hier die Reihenfolge wiclsigvenn M verkettet ist
mit N, so muf3 N in keiner Weise verkettet sein mit M.

Sei also M verkettet mit N. In dieser Situation definieren wir eine dritte Matrix

n
g ..... Eﬂlt C. 1a|kakj
mq k=

des Typs (m@), d.h. Phat dieselb Zeilenzahie M und dieselbe&Spaltenzahivie N.
Diese Matrix heif3t Produkt von M und N und wird mit

P=MN
bezeichnet.
Bemerkungen
() Inder betrachteten Situation muf3 d&®dukt MN imallgemeinen nichtefiniert
sein.

(i) FOr quadratische MatrizefZeilenzahl = Spéknzahl)ist mit MN automatisch
auch NM definiert.
(i) Eine quadratische Matrix der Gestalt

@ ....... @@

heil3t Einheitsmatrix.
B) sonst —_—

2.4 Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

() a) Im allgemeinen sind die Produkte MN und NM nicht beide definiert. Selbst
wenn sie beide definiert sind, kann MNMN gelten.
b) Das Produkt von Null verschiedener Matrizen kann Null sein.

(i) (MN)P = M(NP).

(i) M(N+P) = MN + MP.

(iv) (M+N)P = MP + NP

(vy EM=Mund ME’ = M fiur Einheitsmatrizen E, E’ geeigneten Typs.

2u (). SelenM% EundN g EDann gilt
N =55 ot o o
W= otbor= b ar
M= = 0 o o

Einige der Eigenschaften beweisen.

2.5 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

2.5.1 Lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise
Sei ein lineares Gleichungssystem gegeben.

Xt t g X Ty
1)
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-
N1~ nn
Koeffizientenmatrixdes Gleichungssystems. Die friiher betrachtete Matrix

1'"alnb

1 annbn

heil3t erweiterte Koeffizientenmatrix. D8paltenvektor
1

m
heil3t Spaltenvektater rechterseitendes Gleichungssystems und

1

n

Spaltenvektor der Unbestimmten. B@keichungssystem selbst kaman mitHilfe der
Matrizenmultiplikation schreiben als

Ax =b.
Mit Hilfe der Matrizenmultiplikation bekommt ein lineares Gleichungssystem die
Gestalt einer einzelnen Gleichung.

2.5.2 Vereinbarung

Von jetzt ab wollerwir die Loésungeneines Géichungssystems alSpaltenvektor und
nicht wie bisher als Zeilenvektor schreiben.

2.5.3 Homogene und inhomogen Gleichungssysteme
Ein lineare Gleichungssystem

allx1 + ...+ a;Lan = b1

a X, +..+a x =b
ml 1 mnn m

heiBthomogen, wenn samtliche rechten Seiten Null sind, und ansonsten inhofnogen
Matrizenschreibweise bedeutet das, auf der rechten Seite steht der Nullvektor

(1)

Ax =0.
Satz
Seien
2 Ax=Dhb
ein lineares Gleichungssystem in Matrizenschreibweise und
3) Ax=0

das zugehdrige homogene Gleichungssystem. Dann gilt:
() Sind u und vzwei Losungen def©iomogenerSystems (2) undr und 3 zwei
beliebige Zahlen, so ist auch die Linearkombination
ou +Bv
eine L6sung des homogenen Systems.
(i) Istu eine Losung des homogerystems und gine desnhomogenerSystems,
So ist
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u+v
eineLdsung desnhomogenerSystemsFixiert man wund laf3t udie Losungen
des homogenerSystemsdurchlaufen, so bekomnmhan aufdiese Weise alle
Lésungen des inhomogenen Systems.
(i) Je zweiLoésungen desnhomogenerSystemsunterscheiden sich ureine des
homogenen.
Beweis Zu (i). Es gilt
A(au +Bv) =aAu +BAv =00 +p0 =0.
Zu (iii). Seien v und v’ zwei Losungen des inhomogenen Systems. Dann gilt
A(v-v)=Av-Av' =b-b=0,
d.h. v-v’ ist eine L6ésung des homogenen Systems.
Zu (ii). Es gilt
A(u+v)=Au+Av=0+b=h.
Sei v’ eine beliebige Lésung des inhomogenen Systems, so gilt
V' =V + (V-V),
wobeider erste Summand rechiie gegebenédsung desnhomogenerSystems ist
und der zweite Summand v’-v nach (iii) eine Losung des homogenen Systems.
QED.
Beispiel
Betrachten wir das lineare Gleichungssystem
2Xx+3y =6

Es hat offensichtlich die Ldsurﬁ% Das zugehdrige homogene System
2x+3y =0

3 _—
t[%2 % t beliebig.

Also hat nach dem obigen Satz das inhomogene System die allgemeine Losung

3 .
%E+ t%zé t beliebig.
Bemerkung

() Um das Losungsverhalten delinearen Gleichungssystem noclbesser zu
verstehen, brauchen wir den Begriff des Vektorraums.

(i) Bevor wir diesen Begriff einfihren kénnen, habemr jedoch noch einiges
anderes zWklaren. Zum Beispiel haberwir bisher ganz undifferenziert von
“Zahlen” gesprochen. Um unsere Theorie wirklich exakirachenmussen wir
klarstellen, was wir darunter verstehen wollen.

(i) Wir werden ausdiesemAnlal3 gleichalle wichtigenalgebraischertrukturen
einflhren, die wir spater benétigen.

hat die allgemeine Lésung

2.6 Gruppen, Ringe, Kérper

Bisher haben wir Uber Zahlen gesprochen, ohne genauer zu prazisieren, was wir darunter
verstehen wollen. Diese Lucke wollen wir in diesem Abschnitt schlief3en.
Bezeichnung
Sind M und N zwei Mengen, so bezeichne

M xN
die Menge aller Paare (m,n), deren erste Koordinate m in M und deren zweite
Koordinate n in N liegt,

MxN := {(m,n) | MM und riIN}.

Die Menge MkN heif3t auctProduktmenge.

2.6.1 Begriff der Gruppe
Eine Gruppe Gst eine eine Menge zusammen mit einer Abbildung
GxG - G, (a,b)}—= ab,
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(genannt GruppwperatioroderGruppenmultiplikatiop wobei die folgenden

Bedinungen erfillt sind.

() Es gilt das Assziativgesetzd.h. a(bc) = (ab)c fur a,khi6s.

(i) Esgibt einneutrales Elementie G, d.h. ein Element ae = ea = a fir jedé&a

(i) Es gibtzu jedem Element#G ein inverses Elemert,h. ein Element &G mit
aa’'=aa=e.

Bezeichnung:'& =a.

Gilt auRerdem ab = ba fir &), so heil3t die Gruppe aukbmmutativoderabelsch

Ein Grypen-Homomorphismus ist eine Abbildung h-GG’ einer Gruppe G in eine

Gruppe G’ mit h(g@”) = h(g’)th(g”) fur alle g’,gUG.

Beispiel 1

Die MengelR* der von Null verschiedenen reellen Zahlen ist mit der gewohnlichen

Multiplikation

E*xE* - R* (a,b) ab,
eine Gruppe. Wir sagten in dieser Situatibrf,()list eine Gruppe. Das neutrale
Element ist die Eins, das zUR* inverse Element ist 1/r. Die Gruppe ist abelsch.
Beispiel 2
Die MengelR der reellen Zahlen ist mit der Addition
ExE - I, (a,b) atb,
eineGruppe. Wirsagen indieser Situation aucHE(, +) isteine Gruppe. Dasieutrale

Element ist die Null, das zUli ‘inverse’ Element ist dess@fegatives -rDie Gruppe
ist abelsch.

Beispiel 3

Sei n eine fest vorgegeben nattrliche Zahl. Dann ist die Menge

GL (R)=GL(n,R)

der rxn-Matrizen Amit reellen Eintrageriir welche esine nxn-Matrix B mit reellen
Eintragen gibt mit AB = BA = Id, eine Gruppe bezugtlich der Matrizenmultiplikation

GL (R)x GL_(R) ~ GL_(R), (A'\A") > A'A".

Das neutrale Element ist gerade die EinheitsmédtibDas zu Ainverse Elemenist die
nach VoraussetzungxistierendeMatrix B. DieseGruppeist nicht abelschaul3er im
Fall n = 1). Sie heifdligemeine linear&ruppe (&neral linear Group)

Beispiel 4 (Restklassen ganzer Zahlen)

Sei nJ Z eine ganze Zahl. Fur jede weitere ganze Zal ibezeichne
T:={km+i|KIZ}
die Restklass@on i modulo n, d.h. die Menge der ganzen Zahlen, die bei Diuisibn
den Rest n lassen. Da sich jede ganze Zahl g in der Gestalt
g=kn+imitid{o,1, ..., n-1}
schreiben lafdt, gibt es gerade n verschiedene Restklassen Modulo n. Sei
Z/(n):={0,1,2,....,n-1}
die Menge aller Restklassen modulo n. Fir je zwei Mengen von ganzen Zahlen
MOZ und NO Z

definieren wir
M + N := {a+b | &M, b[IN}
Dann gilt
@ T+7=T
Die Rechengesetze fiir ganze Zahlen gelten deshalb auch fur die Restklassen modulo n,
d.h. die Menge
ZI(n)
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ist mit der Operation (1) eine kommutative Gruppe und die Abbildung

p:Z - ZIn), i1
ein Gruppen-Homomorphismus.

Beweis Beweis von (1). Sei

Dann hatr die Gestalt
o = (kid + i) + (KD + j) = (k+k)n + (i+))
d.h. es giloJRHS. Wir haben gezeigt
LHS O RHS.

alJ LHS.

Sie umgekehrt
aJRHS.
Dann hatr die Gestalt
o =K + (i+]) = (KO + 1) + (a5 + ),
d.h. es gilaJLHS. Wir haben gezeigt die beiden Seiten von (1) sind gleich.
Die Gruppengesetzeverden mit Hilfe von Formel (1) bewiesen.
Assoziativgesetz: fur beliebige i, 1€ gilt
(+7])+k=T+ +k="T++k =1+ j+k =1 + (j+k).
Existenz des neutralen Elements: fir jed&8 pilt

T+0=i+0 =1 =0+ =0 +1.
Existenz des negativen Elements: fur jed&s pilt
T+ - =i+(-) = 0.

Kommutativgesetz: fur beliebige i JZ gilt
T+ =+ =+ =]+ 1.
Die Eigenschaft der angegebenen Abbildung, ein HomomorphismseirgLergibtsich
aus Formel (1).
QED.

2.6.2 Begriff des Rings
Ein Ring ist eine MengR zusammen mit zwei Abbildungen

RxR - R, (a,b}= a+b, und RR - R, (a,b}— ab,
(genannt Ringaddition bzw. Ringmultiplikation), wobei die folgenden Bedingungen
erfullt sind.
() (R, +)isteine abelsche Gruppe.
(i) Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. es gilt a(bc) = (ab)c fur &Rc
(i) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. es gilt
a(b+c) = ab + ac fur a,l, R

und
(at+b)c = ac + bc fur a,0, 1.
Falls die Multiplikation auf3erderkommutativ ist,d.h. ab = ba fur aliR, so heil3t R
auchkommutativerRing. Das neutraleElementder Addition von R heil3t Nilelement
von R und wird im allgemeinen mit O bezeichnet. Ein ElerniR enit der Eigenschatt
ea—ae=a
fur jedes alR heif3t Einselement von &d wird oft auchmit 1 bezeichnetFalls ein
Einselement existiert, so heil3t R auch Ring mit 1. Ein Element a aus einem Rihd R
mit der Eigenschaft, dal3 es ein EleménRlmibt mit ab = ba = 1d.h. esgibt ein zu a
“‘inversers” Element) heifinheitvon R.

Ein Ringhomomorphismusst eine Abbildung f: R- R’, wobei R und R’ Ringe sind und

auRerdem gilt
f(x+y) = f(x) + f(y)
f(xy) = f()f(y)
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fur beliebige x , ¥R.
Dieser Ringhomomorphismus heil3t Homomorphismus von RindLnvieenn R und R’
Ringe mit 1 sind und auf3erdem

f(1) = 1
gilt. Falls eine Umkehrung von f existiert, so sagt man auch f ist emdgphismus von
Ringen (mit 1).

Sei R ein Ring mit 1. Eine R-Algebra (mit ik} ein Ring mit 1 zusammen mit einem
Homomorphismus

R-S

von Ringen mit 1.

Beispiel 1.Z, @, R

Die Menge derganzen ZahlenZ ist mit der gewdhnlichen Additionund der
gewohnlichen Multiplikation ein kommutativer Ring mit Rasselbagilt flr die Menge
(0 der rationalen und die Mend@e der reellen Zahlen. Auf3erdem sind

Z,0 R

(auf genau eine Weis&-Algebren
QR
(auf genau eine Weis@):-Algebren und
R

ist einelR-Algebra beziglich der identischen Abbildufig- K.
Beispiel 2 (Ring ohne 1)
Die Menge Z geraden Zalen istmit den gewohnlichenOperationen +und [Jein
kommutativer Ring (ohne 1).
Beispiel 3 (Matrizenring)
Die Menge
M (R)=R™"

der rmxn-Matrizen mit reellen Eintrdgenist mit den obendefinierten Operationen
Matrizenadditionund Matrizenmultiplikation einRing mit 1. Dieser Ring ist nicht
kommutativ. Das Einelement ist gerade die EinheitsmédriX>asNullelement Oist die
Nullmatrix, d.h. die n-Matrix, deren samtliche Eintrédgen 0 sind.

Beispiel 4 (fur eine Gruppe, die Einheitengruppe)
Sei R ein Ring mit 1. Dann ist die Menge
R*:= {rOR | rist Einheit von R }
der Einheiten von Reine Gruppe bezugth der Multiplikation von R, welche
Einheitengruppe von R heilf3t.

Die Einheitengruppe des RinganR) ist gerade die Gruppe GL(IR).

Beispiel 5: GL(n, R)
Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die Menge
RrN*N

der rkn-Matrizenmit Eintragenaus Rist mit den gewdhnlichen Matrizenoperationen
ein Ring und heif3toller Matrizenringtiber R. Der Ring ishicht kommutativ(aul3er im
Fall n = 1). Die zugehdrigen Einheitengruppe wird mit

(R = GL(n, R)
bezeichnet unteil3tallgemeine linear&ruppe tber R.
Beispiel 6: P
Sei R ein Ring. Degntgegengesetzte Riné’?{bestehaus denselbeBlementerwie R
und ist mit derselben Additon versehen. Die Multplikatiast wie folgt definiert:
acb := ka3,
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wobei der Punktauf derrechten Seite di®lultiplikation von R bezeichnesoll. Der
Ring
ROP
ist ein Ring mit 1, falls R ein Ring mit 1 .ist
Beispiel 7: direkte Produkt
Seien R und S zwei Ringe (mit 1). Dann ist die Menge
RxS :={(r,s) | R und $1S}
mit den Operationen
(r,s) + (r, s") := (r+r, s+s)
(r,s)r, s) :=(rr, ss’)
ﬁinBRing (mit dem Einselementl,1)), welcher direles Produktder Ringe Rund S
eif3t.
Beispiel 8 (Ringe von Restklassen ganzer Zahlen)

Seien nJ Z eine ganze Zahl. Fur je zwei Mengen von ganzen Zahlen
MO Z und NO Z

definieren wir
M [N := {ald + dn | &M, bON, cZ}.
Dann gilt
@ 0=
Insbesondere ist die Gruppe der Restklassen modulo n,
Z/I(n)
ein kommutativer Ring mit 1 bezuglich der Multiplikation (2) und die Abbildung
p:Z - ZIn), i1
ein Homomorphismus von Ringen mit 1.

Beweis Beweis von (2). Sei

Dann hatr die Gestalt
o =(km+ i)k’ +j) #n = kk'n? + knj + ik'n + ij + €n = (kKk'n+kj+ik'+&)n + ij,
d.h. es giloORHS. Wir haben gezeigt,

LHS O RHS.

ol LHS.

Sie umgekehrt
aORHS.

Dann hatr die Gestalt

o =kn +ij = (km +i)(0@ + j) + kn - knj = (ki + i)(0m + j) + (K-kj)n,
d.h. es gilaOLHS. Wir haben gezeigt, die beiden Seiten von (2) sind gleich.
Die Ringaxiomefur Z/(n) ergeben siclausdenen vonZ mit Hilfe von Formel(2).
Zum Beispiel gilt fir beliebige i, j,[KZ:

(O)k="TPk=1k=T0k =1 Oj &),

d.h. es gilt dag\ssoziativgesetzDie Kommutativitdt vonZ/(n) ergibtsich ausder von
2

Der RingZ/(n) hat ein Einselement, denn es gilt
| . 10 = 1= . .
Die Homomorphie-Eigenschaft debigen Abbildung ergibt sichus Fomel (1) von

2.6.1 und Fomel (2). Esist ein Homomorphismus vorRingen mit 1, weil 1 das
Einselement des Restklassenrings ist.
QED.
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2.6.3 Begriff des Kérpers

Ein Schiefkdrper Kist ein Ring mit 1, in dem jedes von 0 verschiedene Element eine
Einheit ist. EInK&rperist ein Schiefkorper, der als Ring kommutativ ist.
Beispiel 1
Der RingIR der reellen Zahlen (mit den gewohnlichen Operationen) ist ein Korper.
Beipiel 2
Der RingZ der ganzen Zahlen ist kein Korper. Zum Beispiel is£Xeine Einheit in
Z.
Beispiel 3
Die Menge

lF.2 :={0,1}
(der Restklassen modulo 2) mit den durch die folgenden Tabellen gegebenen
Operationen ist ein Korper.

+ 0 1
0 0 1
1 1 0
g 0 1
0 0 0
1 0 1
Beispiel 4

Die Menge

ZI/(6) :={0,1,3,4,5}
(der Restklassen modulo 6) mit den durch die folgenden Tabellen gegeben Operationen

+]0 1 2 3 4 5
0j]0 1 2 3 4 5
111 2 3 4 5 O
212 3 4 5 0 1
313 4 5 0 1 2
414 5 0 1 2 3
515 0 1 2 3 4
Ojo 1 2 3 4 5
0jo 0 0 0 O O
110 1 2 3 4 5
210 2 4 0 2 4
310 3 0 3 0 3
410 4 2 0 4 2
510 5 4 3 2 1

ist ein kommutativer Ring mit 1, jedoch kein Korper. Es gilt namlich

23 =0.
Gabe es ein zu 2 inverses Element, so konnte man diese Identat damit multiplizieren und
erhielte

3=0,

was offensichtlich falsch ist.
Beispiel 5: die Restklassen modulo einer Primzahl
Der Ring der Restklassen modulo n,

ZI(n)
ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

22



Beweis Ist n keine Primzahl, sagen wir
n = db,
so giltinZ/(n),
ab =n =0,
d.h. das Produkt zweieon Null verschiedeneElementeist Null. Dann kanmaber der
Ring kein Kdrper sein.

Sei jetzt n eine Primzahl. Wir haben zu zeigen,
IFn = 2ZI(n)
ist ein Korper. Zum Beweisist es sinvoll, den Begriff des gré3ten gemeinsamen

Teilers und derieuklidischen Algorithmusur Berechnungles gréf3tengemeinsamen
Tellers einzufuhren.

Der gro3tegemeinsamdeiler zweierganzer Zahlen and bist eine ganze Zahl d mit
den folgenden beiden Eigenschaften:
() d teilt die Zahlen a und b:

d|aundd|b.
(i)  Jede ganze Zahl g, welche a und b teilt, teilt auch d:
glaundg| Bl g]|d.
Der gro3tegemeinsamdeiler von aund bist, falls er existiert, bis aufsVorzeichen
eindeutig bestimmt. Den nicht negativen der beiden mdglichen Werte bezeichnen wir mit
ggT(a,b).
Der Euklidische Algorthmusweier vonNull verschiedener ganzetahlen aund b
besteht in der Berechung einer endlichen echt absteigenden Folge von ganzen Zahlen

(aoz)a1>a2>... >a,
die sich wie folgt ergeben. O.B.d.A. sei
azb=0
(ansonsten vertauschen wir a und b bzw. andern die Vorzeichen).

8y=2a
al::b

Berechnung vom, , , ausa u_rlcial_l: wir teilen a , mit Rest durch iaund schreiben

1 -1
(2) a,=da+r mit 0< r.<a (qi X OZ)

Falls L 0 ist, bricht der Algorithmus ab (d.h. es gibt kefi&;a Andernfalls setzen wir

a. .= r.
i+1 I

Da die Gliededer Folgepositiv sind undecht absteigen, muf3 di®lge endlich sein,

d.h. der Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritdbn d.h. man findetstetsein r

mit
1~ 9%
Eigenschaften deri:a
(iii) aq und allhaben denselben ggiie a und a4 (insbesonderexistiert der ggT

der ersterbeiden Zalen genaudann, wennder ggT derzweiten beidenZahlen

existiert).
(iv) derggT von a4 und z%existiert und ist gleichra
Folgerung 1

Fur jezwel ganzevon Null verschieden&ahlenexistiert derggT. Er istgleich dem
letzten Glied des Euklidischen Algorithmus angewandt auf diese ganzen Zahlen.

Folgerung 2
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Fur jedrei von Null \erschiedene ganze Zahlen a, bnid d > 0 sind die folgerden

beiden Bedingungen aquivalent.

(v) d=ggT(ab).

(vi) Es gigtbganze Zahlen u, v mitd = ua + vb, d.h. d ist &rAanearkombination von
aund b.

Folgerung 3

Fur jede Primzahl n igE/(n) ein Koérper.
Die Beweise Eigenschafii). Nach Definition von ﬁl gilt

8143+,
Damit gilt aber fUr jede ganze Zahl g:
g|a|1_1undg|?c> g|a|1undg|ﬁ1,
d.h. ein ggT der ersten beiden Zgm ist auchein ggT der zweiten beiden und

umgekehrt.
Eigenschaftiv). Wegen

a_,=9a
r-1 r
ist a ein gemeinsamer Teiler von A und a, undjeder gemeinsameéeiler der letzten
beiden Zahlen ist trivialerweise ein Teiler vc%nMit anderen Worten:

8=997(3 . 3).
Zu Folgerung 1Die Existenz des ggT folgt unmittelbar aus (iii) und (iv). Au3erdem gilt
ggT(a, b) = QQT(& 31) == ggT(.Isgl, 61') == ggT(?_l ; ar) =a.
Zu Folgerung 2. Fallgvi) gilt, so ist jedergemeinsaméeiler von aund b auch ein
Teiller von d, d.h. es gilt (v). Es reicht also die Implikation

(v) O (vi).
d =ggT(a, b).

zu beweisen. Sei also

Wir haben zu zeigen,

d ist eineZ-Linearkombination von a und b.
Wir wenden den Euklidischen Algorithmus auf a und b an und erhalten eine Folge

=8>3 >4,

mita = 3 b= 3 und d = a Es reicht deshalb wenn wir zeigen:

1. d ist eingZ-Linearkombination vonraund a}_

1
2. Ist deine Z-Linearkombination Iaund :;|1+1 , SO ist d aucleine von ?_.l und 5?1
(falls i 1 ist).

Zu 1: es gilt

d=a=0@a , +1a

r r-1

Zu 2: Sei

d =ua +via .
Wegen a,=aa + a, d.h. a,=a,-44 folgt

d =ug +viig ; -qa)

VA U9

Zu Folgerung 3. Sei O Z/(n) von Null verschiedend.h. die ganze Zahist kein
Vielfaches von n. Weil n eine Primzahl ist, gilt
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ggT(n,i) =1,
d.h. es gibt ganze Zahlen u, v mit

uld + vill= 1.
Wir wenden den nattrlichen Homomorphisnais. Z/(n) an und erhalten:
un +vid=1

Weil un bei Division durch n den Rest Null ergibt, gilt = 0, also
v =1,
Wir habengezeigt,jedesvon Null verschiedeneElement i von Z/(n) besitzt ein

Inverses, ist also eine Einheit. Mit anderen Woe#{m) ist ein Korper.
QED.

2.7 Eine weitere Matrizenoperation

2.7.1 Transponierte Matrizen
Seien K ein Kdrper und A :ifaDKmxn eine Matrix mit Eintrdgen aus K. Dann heif3t
die Matrix
AT = (@) O Knxm
mit den Eintragen
die zu Atransponierte Matrix.

Beispiel
Sei

12345
A=p06 7 8 91
11213141

Dann ist die zu A transponierte Matrix gleich
6 11

7 12
AT =13 8 13
9 14
10 15

2.7.2 Eigenschaften transponierter Matrizen

i) (AT)T = Afir beliebige Matrizen A.

(i) (A+B)T = AT + BT fur Matrizen A, B desselben Typs.

Gi)  (M)T =AAT fur beliebige Matrizen tiber K und beliebiyeK.
) (aB) T=BTAT,

Insbesondere ist der Ubergang zur transponierten Matrix,

KM KM A s AT
eine K-lineare Abbildung.
Beweis Seien A = (ﬁl) und B = (tﬁ)' Dann gilt

AT=(@.),B =@ )mita,, =a und b, =h..
j ij ij i ij i
Zu (i). Trivial.

Zu (). Wir setzen ﬁ = aij + b”. und ¢’ := ai’j + b’ij und erhalten
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(A+B) T = ()" = () = (@} +by) = (@) + (b)) = AT+8T.
Zu (iii). (AA) T = (') =h@) = AT,

Zu (iv). Esqilt
(AB) T = (d})
mit d’ij = Cﬁi , wobei die Eintrage der Produktmatrix AB bezeichnen sollen, d.h.
di= 2 APy = 2 ik T 2 0%y @y
Mit anderen Worten, es ist
d’ij :E b’ik a’kj.

Nach Definition der Matrizenmultiplikation folgt
(AB) T = (b)(@}) = BTAT.
QED.

2.8 Weitere Anwendungen

2.8.1 Der Korper der komplexen Zahlen
Die folgende Teilmenge vdﬂ2><2 heil3tKorperder komplexerZahlen.

¢ Harm

Produkt und Summe zweier Matrizen dusind wieder Matrizen auk. wie man durch
direktes Nachrechneiberprift. Zum Beispiel istdas Produktzweier komplexer
Zahlen wieder eine komplexe Zahl.

1 a b a” b”% % a'a”-b’b” a’b”+b’a” E_ Eu VE

(1) b”a” a'b’-b’a” a’a”-b’'b” H

mit u ;= a’a”-b’b” und v :=a’'b"+b’a”. Die MengeT ist mit der Addition von
Matrizen und der Multiplikation von Matrizen ein Ring mit 1.

Bemerkungen
() Es gilt das Kommutativgesetz.

(i) Die Menge der reellen Zahlen kann mait einer Teilmenge vol identifizieren
vermittels der Abbildung

E - T, ars %OE
a

2 T ist mit der Addition eine Gruppe: das Assoziativgesetz gilt weil es fir die Addition von beliebigen

a -b
Matrizen (gleichen Typs) gilt. Die Nullmatrix spielt die Rolle des Nullelements und die %rix%
-a

b
die Rolle des Negaiven der Mat%z %
a

Das Assoziativgesetz der Multiplikation und die Distributivgesetze gelten, da sie fur beliiige n
Matrizen gelten. Also ist ein Ring. . Es ist sogar ein Ring mit 1, die Einheitsmatrix spielt die Rolle

des Einselements.

% Die rechte Seite von (1) andert sich nicht, wenn man die einfach gestrichenen GroRen durch die doppelt
gestrichenen und die doppelt gestrichenen durch die einfach gestrichenen ersetzt.
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Man beachte, dieAbbildung ist injektiv. Es ist sogar einHomomorphismus von
Ringen mit 1.
(i) Die komplexen Ahlenunterscheidesich von derreelleninsbesonderedadurch,

dal sienegativeQuadrate habekdnnen.Zum Beispiel hat i :Eol Cl)ED T das

Quadrat
i2 = (i cl)Ez = E& 01 E: -1 (als Element voit).

Die komplexe ahl i heil3imaginére Einheit.
(iv) Eine etwas ublichere Schreibweise erhalt man, wenn man schreibt

z :Ea bE: %OE+ EO bE: a + bifir a,pR.
ba a ba

Die Zahl a heif3t Realtedler komplexen Zahl z und wird mit
a=Re(z)

bezeichnet. Die Zahl heifl3timaginérteil vore und wird mit
b =1m(z)

bezeichnet.
Die beiden Operationen + uhbekommen dann die Gestalt
(al+bl|) + (a11+b”i) - (al+a") + (bl+bn)|
(al+b’i) D(a”+b”i) - (ala" - b!b”) + (alb" + bla")i
(v) Die Abbildung
T - @, atib— a+ib = a-ib,
uberfihrt Summen in Summen und Produkte in Produkte
747" =7+ z2’und 2’2" = 2’2" fur z,2’0C

Sie heiRt komplexeKonjugation. Die komplexeZahl a+ib heilt konjugiert
komplex zua+ib. Mit Hilfe der komplexen Konjugation kanmtman Real- und
Imaginarteil einer komplexen Zahl ausdrticken:

Re(@) =5 (z +2), Im(2) = (2 - 2).
(vi) Der Betrag einer komplexedahl z = a + ibist definiert als dienicht-negative

reelle Zahl
12| =\[zZ =\a+b2 (20).

Nach Definition gilt

1. |z]| =0= z =0.
2. |z+2’'|< |z| + |Z’| (Dreiecksungleichung)
3 22| = |z[I’ o
(vii) Jede von Null verschieden komplexe Zahl z = a + bi ist eine Einheit. Mit
1 =_1-
z'= (2 = z
al+b? |z|2
e 1 =
gilt ndmlich 272’ = 5—={Z(z = 1.
a2+b?

“ Denn es ist gerade die Matrizen-Transposition.
® AuRer der Dreiecksungleichung sind diese Ausagen trivial. Zum Beweis der Dreieckungleichung
beachte man zunéachst, es gilt
2 Re(2)< |z| und Im(zk |z|.
Weiter gilt
|z+z’|2 = (z+z’)(; +;’) =77 +722'+7z2 +772'= |ZF + 2Re(£’) + |z’|2
Wegen (2) erhalt man damit
2+2F = (2+2)@ + 2) < [2f + 22| + [2F = |2 + 202z + 12 = (lz+[2'f
also gilt die Behauptung.
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2.8.2 Der Schiefkdrper der Quaternionen
Die folgende Teilmenge vai2*2 heiRt Ring der Quaternionen.

ab
H = {g__% a,lhIC}
ba

Durch direkes Nachrechnestellt man festdald Produkte und Sumen von jezwei
solchenMatrizenwieder MatrizendieserArt sind. Zum Beispiel istdas Produkt von
zwei Quaternionen wieder ein Quaternion

E @@ E Eaatb ab+ba§
a'’b-ab’ aa’-b’b
Mit der Addition und deMultiplikation von Matrizen istH ein Ring mit 1. Man zeigt
das auf dieselbe Art und Weise wie fiei
Bemerkungen

(i) Der Ringder Quaternionen igticht kommutativ. JedesQuaternionkommutiert
allerding mit jeder reellen Zahl,

=g fir gJH und K.

(i) Die Menge der komplexen BEen laRt sich mit einer Teilmenge vonH
identifizieren vermittels der Abbildung

0
[]:—»IH,aI‘—) —
a

Man beachte, die Abbildung ist injektiv und ein Homomorphismus von Ringen
mit 1.
(i) Eine besondere Rolle spielen die folgenden Quaternionen.

=8 O i=E e k= o

Das Rechnen im Ring der Quaterniongnrd durch die folgendenldentitaten
bestimmt.

f—|‘—.

Weiter ist daml
ik =iij =]
Ki = iji = -jii =]
jk=jij=-jji =i
Kj=ijj = -i

(iv) Eine etwas Ublichere Schreibweise erhéalt man, wenn man schreibt
Era+bi c+idH ib + ic + kd fir a.b.c.dR
ctid a-ip O- atib +jc+ ura,b,c,
Das Rechnemmit Quaternioen in dieser Schreieise efolgt dannmit Hilfe der

Distributivgesetze und der in (iii) angegebenen Identitaten.
(v) Die Abbildung
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H - H, atib+jc+kd— a+ib+jc+kd := a-ib-jc-kd,
ist zu sich selbsinvers und Uberfiihrt Summennd Produkte in Summen und
Produkte, wobei sich bei den Produkten die Reihenfolge der Faktoren umkehrt.

Diese Abbildung ist eifR -Algebra-Isomorphismds
H - HOP qag.

Sie heif3t _KonjugationDas Quaterniona+ib+jc+kd heil3tdas zua+ib+jc+kd
konjugierte Quaternion.

(viy Der Betagt einesQuaternions q:=a+ib + jc ist in Analogie zumFall der
komplexen Zahlen definiert als

lal =\ =\a2+b2+c?+d2

Dies ist eine nicht-negative reelle Zaklchenur fur g=0Null ist. Man beachte,
es gilt

q@ = &+b%+c2+d2.
Nach Definition ist
ol =\/omdE = \omT @ =/arPd =\o@ = o,
Direkt aus der obigen Identitat fiiiggliest man ab,

laf = oG =q@ = [P

® Fir die zugehorigen Matrizen entspricht die Konjugation von Quaternionen der Komposition der zwei
folgenden Operationen.

1. Konjugation aller (komplexewertigen) Eintrdge der Matrix.

2. Transposition der Matrix.
Die erste Operation ist ein Homomorphismus und die zweite kehrt die Reihenfolge der Faktoren um.
Alternativ kann man die Quaternionen auch ai&-Matrizen reeller Zahlen schreiben, d.h. fir

Q:Ez_ivgz ZEa b@wzézdgmit ab,c,d IR
W Z ba C

schreibt man

d-cb a
Die Konjugationsabbildung bekommt dann die Gestalt

bcd -b -c-d bcd
ba-dc ad-c ba-dc

H-H, cda-b dab cd a-b
d-cb a c -b -a d-cb a

d.h. es ist gerade der Ubergang zur transponierten Matrix. Von der Transposition wisser wir aber, daR es
sich um einen Algebrahomorphismus handelt, der zu sich selbst invers ist

zZ W — W
" Es gilt g 3H_ _ Hmit z = a+bi und w = c+di und = also
W Z 7
— Z W r Y
- @%WE%W _°_§:|zﬁ+|weza2+b2+c2+d2
W z z 0 zz+ww
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(vii) Wie im Fall der komplexen Zahlen siehian,daf} jedes von NulNerschiedene

Element
qUH - {0}
ein Inverses besitzt).h. man kann durch von Null erschiedengQuaternionen
teilen:
1 —_ 1 = 1
At ) =— [gd) =—5lgF = 1.
; af " Iaf laf
un

N P Ry
()4 =—50g[d) = —=Hgl*=1
laf laf P

3. Vektorraume

In Abschnitt wollen wir die Art und Weise, wie wir bisher mit linearen
Gleichungen und Matrizen gerechnet halaergmatisieren. Wiwerden dadurch in der

oft Lage sein, irderselbenNeise mit Objekten umzugeherwie wir esvon Matrizen
gewohnt sind, obwohl diese Objekte von ihrer Natur her zunachst wenig mit Matrizen zu
tun zu haben scheinen.

3.1 Vektorrdume, Unterrdume und lineare Abbildungen

Sei K ein Korper. Ein KYektoraumist eine Menge, deren Elemente man addieren und
mit den Elementen von K multiplizieren. Genauer: ein K-Vektorraum ist eine Menge V
zusammen mit zwei Abbildungen

+VxV SV, (V, V) = V+HV,

KxV -V, (a,v)— ay,
wobei die folgenden Bedingungen erflillt sind.
(i) Vst bezuglich Operation + eine abelsche Gruppe.
(i) Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. es gilt
a(a'v) = (ab)v fur a,alK und V.
(i) Die Multiplikation und Addition verhalten sich distributiv, d.h.
a(v+v’) = av’' + av”
(ata’)v=av + a'v
fur a,alK, v',v’,v V.
(i) Die Multiplikation mit dem Einselement von K induziert die identische Abbildung

auf Vv, d.h.
1N = v fir vOOV.
Seien V,V’ Vektorrdume tber dem Korper Kine Kdineare Abbitung
.V -V

ist eine Abbildung mit
f(AVHA'V) = A(v) + N [H (V)
fur A, N’ OK und v,v'IV. Die Menge aller K-linearen Abbildungen M'V” wird mit
LK(V’, V”) oder HomK(V’,V”)

bezeichnet. Eine lineare Abbildung, die e@kehrabbildungoesitzt, welchebenfalls
linear ist, heil3t auch linearlsomorphismusEin linearerlsomorphismus V- V heif3t
auch linearerAutomorphismus.Eine lineare Abbildung V-V heil3t auch _linearer
Endomorphismus. Die Menge dereare Automorphismen eines Vektorraumswitd
auch mit

AutK(V) oder GLK(V)
bezeichnet. Die der Endomorphismen mit
Enok(V).

Ein K-linearerUnterraumdesK-Vektorraums V isteine Teilmenge voW, welche mit
den Operationen von V wieder ein K-Vektorraum ist.
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Bemerkungen

0] m flr Isomorphie Jede bijektive lineare Abbildung ist ein Isomorphismus.

(i) Die Komposition von K-linearen Abbildungen ist K-linear.

(i) Die linearen Automorphimereines K-Vektorraums Vbilden beziglich der
Hintereinanderagfiihrung  von Abbildungen eine  Gryppe, welche
Automorphismengruppe oder augllgemeine linear&ruppevon V heifit.

(iv) EIn K-linearer Unterraum von Vst ein K-Vektorraum W mit folgenden
Eigenschaften.

1. WOV als Menge.

2. Die Abbildung W- V, wi= w, ist K-linear.
(v)  Unterraumkriterium. Eie Teilmenge WV eines K-Vektorraums ist genau dann

ein K-linearer Unterraum, wenn die folgendne drei Bedingungen erfillt sind.

a) Der Nullvektor von V liegt in W,

oow.
b) Mit je zwei Vektoren von V liegt auch deren Summe in W,
v,v'OW O v+v' OW.
c) Das K-Vielfache eines Vektors von W liegt in W,
AOK, vOW O ANOW.
Beweis Zu (i). Sei f:V-V eine bijektive K-lineare Abbildung. Dann gilt
f(AVHA'V) = A(V) + N (V)

und die Umkehrabbildung WV ist wohldefiiert. Insbesondere kénnesir in
diese Identitat

v =fLw) und v = Flw)
mit w,w’'0OW einsetzen. Wir erhalten
fOn L w ) £-Lw)) = A+ N .
Wir wenden auf beide Seiteitfan und erhalten
AL w v 74wy = Lo + v ).

Mit anderen Worten'iL ist ebenfalls linear.
Zu (ii). Sind f:U-V und g:V- W K-lineare Abbildungen, so gilt

(9=NDAVHFA'V') = g(f(AV+A'V'))
= g\ (V)N f(V)) (da f linear ist)
= Ag(F(V))+N g(f(V')) (da g linear ist)

= A(g=f) (V+A'(g=H)(V)
Also ist auch gf linear.
Zu (ii). Nach (ii) ist de Komposition von linean Automorphismerine wohldefinierte
Abbildung
AutK(V)X AutK(V) - AutK(V).

Diese Komposition ist als Kompositioron Abbildungen bekanntermaf3essoziativ.
Die identische Abbildung hat @ffisichtlich die Eignschaftereines neutraleilements.
Schlie3lich ist die Umkehrabbildung jedes Automorphismusvieder ein
Automorphismus, der die Eigenschaften eines inversen Elements besitzt.

Zu (iv). Bedingung Dedeutegeradedal’ dieauf W definierterOperationen +und [J
dieselbensind wie die von V (genauer :die Einsclndnkungen der entsprechenden
Operationen von V).

Zu (v). Wir haben zuzeigen,die Vektorraumaxiomesind fur die Menge W erfullt.
WegenBedingung a) ist Weine nicht-leereMenge. Wegen b) dieiert die Addition
von V eine Abbildung

+WxW o W, (W,W) = w+w”,
Wegen c) definiertlie Multiplikation der Vektorenvon V mit Elementenaus K eine
Abbildung

KXW - W, A, W) = Aw.
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Wir haben zwzeigen,(W,+) ist eineabelscheGruppe. DasAssoziativgesetzst erfillt,

da es sogar fir alle Vektoren aus gif3eren Menge V gilDie Existenzdesneutralen

Elements ist gesichert wegen a). Die Existenz des negativen Vektors ergibt sich aus c):
WOW = -w = (-1)w W.

Die ubrigenVektorraumaxiomeyelten ebenfid, da siesogar furdie Elementeaus der

groBeren Menge V gelten.

QED.

3.2 Beispiele

3.2.1 Der Vektorraum K"
Sei K ein Korper. Wir versehen die Menge

KN:={ @1 a....a 0K}
n

der n-zeiligen Spalten mit Eintrdgen aus K mit den folgenden Operationen.
+b
1

+b
n n

@1
@1 Gl
A

fur a, bI AOK. Mit diesen Operationen ist'kein K-Vektorraum.

Bemerkungen
() Im Fall n=1 betrachtet man die Elemente vdhafich als Punkte eines Raumes,
die durch eine Koordinate gegeben sind. Mit dieser Mer:nlgeemindet man oft

die Vorstellung einer Geraden, obwohl das nicht immer korrekt ist. Im FalLK =
ware die Vorstellung einer Ebene angemessener.

(i) Im Fall n=2betrachtet man die Elemente voll &uch als Punkte eines Raumes,
die durch zwei Koordinaten gegeben sind. Mit der Men%ee{bst verbindet
man oft die Vorstellung einer Ebene.

! i (%,4,2)

b n
(i) Im Fall n=3 betrachtet man diElemente von R auch alsPunkteeinesRaumes,

die durch drei Koordinaten gegeben sind. Mit der Menﬁee{bst verbindet man
die Vorstellung eines dreidimensionalen Raumes.
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(v)  Statt alsPunktestellt mansich die Vektorendes K' auch als Pfeilesor, wobei
man Pfdie derselben Richtungnd Lange alggleich ansieht.Zum Beispiel kann

man sich vorstellen, dal? der Pfeil eine Bewegung beschreibt in der durch den Pfeil

gegebenen Richtungind in einer durch die Lé&nge des Pfeils gegebenen
Ausdehnung. DefRfeil mit demAngriffspunkt im Ursprung (0,...,O)T und der
Spitze in (i,...,an)T bezeichnet man dabei einfach m'E, (a,an)T.

(v) Die Summevon zweiVektoren inden beschriebenen Modellen entspricht der
Diagonale eines Parallelogramms, dessen Seiten die beiden Vektoren bilden.

(iv) Die Multiplikation eines Vektorsmit einem Korperelement entspricht dem
Ersetzen eines Pfeils dureinen dadwh parallelen Pfeildesseriangesich um
den gegebenen Faktor verandert hat..

(iiv) Die obigen mehheuristischerBetrachtungerkannman im Fall K =R korrekt
machen.Fur beliebigesk kdnnensie, wennman mitder nétigen Vorsicht mit
ihnen umgeht, immer noch hilfreich sein.

3.2.2 Der Vektorraum KM*N
Seien K ein Korper und m,n nattrliche Zahlen. Dann ist die Menge
M (K)= gmn

der Matrizenvom Typ (m,n) mit Eintrageraus K zusammenmit der gewohnlichen
Matrizen-Multipliktion und degewohnlicherMultiplikaition mit Elememteraus K ein
K-Vektorraum.

3.2.3 Abbildungen mit Werten in einem Vektorraum
Seien M eine Menge, K ein Kdrper und V ein K-Vektorraum. Dann ist die Menge
Abb(M, V) = Hor‘r]E S(M, V)
n
mit den folgenden Operationen ein K-Vektoraum.
(f+g)(m) = f(m) + g(m)
(af(m) = af(m).

3.2.3 Lineare Abbildungen

Seien K ein Kérper und V', V” zwei K-Vektorraume. Dann ist die Menge
HomK(V ,V") = Hom K-Mod(v' V")

der K-linearen Abbildungen \4 V” ein mit denselben Operationie in 3.2.3ein K-

Vektorraum. Mit anderen Worten, H?{W’,V”) ist ein K-linearer Unterraum von

Abb(V’, V).

3.2.4 Direktes Produkt

Seien K ein Kérper und V',V” zwei K-Vektorraume. Dann ist die Menge
V' xV” =V OV = {(v',v) | v OV, v'OV" }
zusammen mit den folgenden Operationen ein K-Vektorraum.
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(V,V) + (W,w7) = (VHW, VW)

am’,v) = (alvr, aiv”)
Dieser K-Vektorraum heifgtirektes Produkt oder auchrekte Summe/on V' und V”.
Sei jetzt {Vi}iDI eine beliebige Familie von K-Vektorraumen. Dann ist die Menge

MV= v} g Twov, )
ial
aller Familien {\f}iDI , deren i-tes Glied im VektorraumI Vegt mit den folgenden
Operationen ein K-Vektorraum.

{Vi} +{Vv i} ={v i+v’i}
aly ) ={a)
Bemerkungen

(i) Istdie Index-Menge | = {1,...,n} die Menge der ersten n natirlichen Zahlen und
Vi = K fiUr jedes i, so gilt

[v,=K"
idl

(i)  Fur jeden direkten Faktorj\élnes direkten Produktp] V ist die Abbildung
il

|‘|V - V. {V}I—)V
il J J

welche jede Famik von |‘|V auf ihr j-tes Gliedabbilded, eineK-lineare
il
Abbildung. Sie heil3t Projekticauf denj-ten Faktor.

3.2.5 Direkte Summe von Familien
Sei {Vi}iDI eine beliebige Familie von K-Vektorrdumen. Dann ist die Menge

Ui Vi = vt w0V, v=0 fur fast alle i}

mit den folgenden Operatlonen ein K- Vektorraum.
i} =i+
ol } ={al}
Dabei bedeute “fast alle” dasselbe wie “alle bis auf endlich viele Ausnahmen”.

Bemerkungen
() FUrjede Familie {\II}iDI von K-Vektorraumen ist deren direkte Summe ein K-

linearer Unterraum des direkten Produkts,

(. V 0 |‘|V
il idl

(i) Ist die Menge | unendlich und sind die Vektorraumlaﬁmtlich von Null

verschieden, so ist diese Inklusion echt.
(i) Jeder der diekten Summandenj\élner direkten Summe. V kannmit einen

1l
K-linearen Unterraum VO'DIV' identifiziert werden vermlttels der Abbildung
Q) VJ - 0. DIV V}—){5 m}IDI,
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welche jedemvektor VDVj die Familie {5". m}iDI zuordnet,deren einziges von

Null verschiedenes Glieddas j-te Glied ist, welches seinerseits mit v
Ubereinstimmt. Das Symbol

5. = ol falls i=

ij "~ 0 falls ]

heil3tKronecker-Symbol. Di&-lineare Abbildung (1) heif3tattirliche Einbettung
des j-ten direkten Summanden in die direkte Sunﬁﬁvi.

3.2.6 Der von einer Teilmenge erzeugte Unterraum

Seien K ein Koérper, V ein K-Vektorraum und M eine beliebige Teilmenge. Dann ist
die Menge

<M> = {(:lv1 +...+ A | c ,...,q(DK, vl,...,kaM, k=1,2,3,...}

aller (endlichen) Linearkombinationen von Vektoren aus M mit den Operationen von V
selbst wieder ein K-Vektorraum. Dieser heil3t der von M erzeugte Unterraum von V
oder auch kurz das Erzeugnis WinDie Menge Mheil3t Erzeugendensysteson V,

wenn

<M>=V

gilt, d.h. wenn jeder Vektor von V als K-Linearkombination von jeweisl endlich vielen

Vektoren aus M geschrieben werden kann.

Bemerkungen

() Jeder K-lineare Unterraum MW, welcher die Menge M als Teilmenge enthalt,
enthalt auch das Erzeugnis von M,

M O W, W linearer Unterraurl <M> O W.

(i) Insbesondere liegt M im Durchschnitt aller linearen Unterraume von V, welche die
Menge M enthalten, ist also “kleiner” als alle diese Unterrdume.

(i) Der Raum<M> ist selbtein linearer Unterraumyelcher dieMenge M enthélt.
Der Durchschnitt aller linearen Unterrdummé dieserEigenschatftjst alsogleich
<M>,

N

M>= yvow W

waoV linear
(v) Die Eigenschaft voaxM>, gleich demDurchschnittaller linearenUnterraume zu
sein, die die Menge M enthalten, werden wir im folgenden oft durch die Etxeas
Formulierungausdriicken, dakM> der kleinste Unterraum ist, welcher die
Menge Menthalt.
<M> :=kleinster linearer Unterraum, welcher die Menge M enthalt.

3.2.7 Erzeugendensysteme und lineare Abbildungen
Seien V ein K-Vektorraum mit dem Erzeugendensystem
ik
und
f,g:V-W
zwei K-lineare Abbildungen mit
f(vi) = g(vi) fur jedes Ll

Dann gilt
f=g.
Beweis Sei V1V ein vorgegebener Vektor. Wir haben zu zeigen,
f(v) = 9(v).

Weil {Vi}iDI ein Erzeugendensysterst, gibt es eine Faile {Ci} von Elementen

il
aus K, die fast alle Null sind, mit
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V=S CV..
il
Weil f und g lineare Abibldungen sind, folgt

fv)= 3 gftv)= 3 &ftv)=g(v).
1l 1l
QED.

3.2.8 Der von einer Menge frei erzeugte Vektorraum
Seien M eine beliebige Menge und K ein Korper. Fur jedéslrhezeichne
ém: M- K
die Abbildung, welche gleich 1 an der Stelle m und sonst gleich Null ist,
5 (x):= dl falls x=m
mv’ B) sonst

Dann ist die folgende Abbildung injektiv,

oM - Abb(M, K), m— 6m’

denn far nlimz sind 6m und 6m verschieden@\bbildungen (dieeineist an der

1 2
Stelle m gleich 1 und die andere gleiBh Mit anderen Worterwir kénnendie Menge

M mit der Teilmeng®(M) des K-Vektorraum#bb(M) identifizieren,indemwir m mit
6m identifizieren,

M O Abb(M,K).
Es hat also Sinn, von Erzeugnis
<M>
der Menge M zwsprechenDiesesist ein K-Vektorraumund heif3t der en M frei
erzeugteK-Vektorraum. Ewvird mit
Fi (M)

bezeichnet.

3.2.9 Faktorraume

Seien V ein K-Vektorraum und W V ein K-linearer Unterraum. Dann heif3t fir jedes
vV die Menge
v+W = {v+w | wJW}
affiner Unterraum von V oder auch Verschiebung von W (mit v) in V. Die Menge aller
Verschiebungen von W in V wird mit
VIW = {v+W | vIV} (gesprochen “V modulo W)

bezeichnet und heilt Faktorraum von V modulo W.
Bemerkungen
()  Kriterium fir die Gleichheit zweieversschiebungewei Vektoren v,\v[ 1V

kénnen durchaus dieselbe Verschiebung definieren, auch wenn sie verschieden

sind. Genauer gilt

VW=V +W e v-v'[JW.
(i)  Vektorraumeingenschaft von V/W/W ist mit den folgenden Operationen ein K-
Vektorraum.

(V+W) + (V'+W) = (V'+V') + W
cliv+W) ;= (cv) + W
far v,v',v’ 0V und dIK.
(i) Linearitat dernaturlichen AbbildungDie Abbildung
p:V - VIW, Vi= v+W,
ist K-linear (und heifdatirliche Abbildung von \auf den Faktorraum V/W).
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Beweis Zu (i). Beweis vori] . Mitv + W = Vv’ + W gilt
v=v+0Ov+W=Vv +W,
d.h. v kann in der Gestalt v = v’ + w mitW geschrieben werden. Also gilt
v-v=wilW.

Beweis vor] . Sei w:=v - v'Il W. Wir haben zu zeigen

1L.v+WOV+W

2.vV+WDHOv+W.
Da mit v - v W auch v’ - v(1 W gilt, ist unsere/oraussetzung symmetrisch in v und
V', d.h. es genugt einder beidernnklusionenzu beweisenBeweisenwir zum Beispiel
die erste. Mit Xlv + W gilt

X=v+w
fur ein wOW. Damit ist aber

X=V + (v-V') + W
die letzten beiden Summanden liegen in W, also liegt auch ihre Summe in W, gith. es
xav' + W,
Zu (ii). Im wesentlichen ist zaeigen,dal3 die in(i) beschriebenen Operationen korrekt
definiert sind.Alle weiterenAussagensind dannleicht einzusehenZum Beweis der
Korrektheit derOperationerbeweisenwir zundchstein Kriterium fir die Gleichheit
zweier Verschiebungen von W.
1. Schritt: Korrektheit der Definiton der Operationen.
Wir haben zu zeigen, sind x, xX’, X Vektoren mit

X+W=v+W, xX+W = v'+W, x"+W=v"+W

So ist
™) (X'+x”) + W = (V'+v")+W und (cx) + W = (cv) + W.
Nach (i) gilt auf Grund der Voraussetzungen
x-v U W, x-v' W, x"-v" JW.
Weil W ein K-Vektorraum ist, folgt
CX - ¢V = c(X-v)O W und (X’'+X7) - (V'+V") = (X’-V')+(x"-v") OW.
Auf Grund des Kriteriums (i) gilt dann aber (*).

2. Schritt die Vektorraumeigenschaft von V/W.
Die Vektorraumaxiome fur V/W ergeben sich aus den entsprechenden Axiomen fir V
und der Definiton Operationen von V/W. Zum Beispiel erhalt man fur das
Assoziativgesetz der Addition:

((@atW) + (b+W)) + (c+W)= ((a+b)+W) + (c+W) = ((atb)+c) + W

(at+W) + ((b+W) + (c+tW))= (a+W) + ((b+c)+W) = (a+(b+c)) + W
Das Assoziativgesetz der Addition auf V/W folgt somit aus dem Assoziativgesetz der
Addition auf V. Fur die anderen Vektorraumaxiome ist die Situation analog.

Zu (ii). Folgt unmittelbar aus der Definition der Vektorraumoperationen auf V/W.
QED.

3.2.10 Bild und Kern einer linearen Abbildung

Seien K ein Kdrper und f: \.. V' eine K-lineare Abbildung. Dann gilt:
() Das Bild von f,
im(f) :={f(v) | vOI V}
ist ein K-linearer Unterraum von V'.

(i) Die Menge
ker(f) := {vOV | f(v) = 0}
aller Elemente von V, die bei f in die Null abgebildet werden, ist ein K-linearer
Unterraum von V (und heilBtern derAbbildung f).
Beweis Zu (i). 1. Schritt Addition und Multiplikation von V' induzieren Abbildungen

im(f)x im(f) - im(f), (v,w’) = v'+w’,
Kxim(f) - im(f), (c,v) = ciV'.
Seien v',wlim(f) und dJK. Wir haben zu zeigen,
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(2) v+widim(f)
(2) cvim(f)
Nach Voraussetzung gibt es Vektoren j\Wvmit
V' = f(v), w = f(w).

Also gilt

v'+w’ = f(v) + f(w) = f(v+w) O im(f),

cl’ = cff(v) = f(c) O im(f),
d.h. es gelten (1) und (2).
2. Schritt. im(f) ist eine abelsche Gruppe bezlglich der Addition.
Das Assoziativgesetz der Adddition gilt fir die Elemente von im(f), da es sogar fuir die
Elemente der gréRerene Menge V' gilt.
im(f) hat eine neutrales Element beztglich der Addition, da das neutrale Element der
Addition 0V’ in im(f) liegt: 0 = f(O)Jim(f).
Jedes Element Mim(f) O V' hat die Gestalt v’ = f(v) fur einMV. Da V ein
Vektorraum ist, existiert das zu v negative Element -v. Es gilt

O=v+(v)=(-v)+vVv

0 = f(0) = f(v+(-v)) = f((-v)+Vv) = f(v) + f(-v) = f(-v) + f(v).
Also ist f(-v)dim(f) das zu v’ = f(v) negative Element.
Schliellich gilt fur die Element von im(f) das Kommutativgesetz der Addition, weil es
sogar fur die Elemente der groReren Menge V' gilt.
3. Schritt. Es gelten auch die tbrigen Vektorraum-Axiome.
Fur die Elemente von im(f){ V’) gelten das Assoziativitatsgesetzt der Multiplikation,
die Distributivgesetze und die Regel fur die Multiplikation mit 1, weil diese Gesetze
sogar fur die Elemente aus der grof3eren Menge V' gelten.
Zu (i). 1. Schritt Addition und Multiplikation von V induzieren Abbildungen

ker(f)xker(f) - ker(f), (v,w)—= v+w,

Kxker(f) - ker(f), (c,v) clv.
Seien viker(f) und ¢IK. Wir haben zu zeigen, v+iker(f) und &ker(f). Nach
Voraussetzung gilt

also

f(v) = 0 und f(w) = 0.

Also gilt auch

f(vtw) =f(v) +f(w)=0+0=0

f(ctd) =df{v) =cl0=0
also v+wiker(f) und &uCker(f).
2. Schritt. ker(f) ist beztglich der Addition eine abelsche Gruppe.
Es reicht zu zeigen, ker(f) ist eine Unft%r)grugpe von V (bezuglich der Addition). Wegen
gilt 0Oker(f), d.h. ker(f) ist nicht leer. Weiter gilt mit vivker(f) auch

f(v-w) = f(1 + (-1)W) = 1f(v) + (-1)f(w) =10 +(-1)0 =0

also v-wilker(f). Also ist ker(f) eine Untergruppe.
3. Schritt. Die Gbrigen Vektorraum-Axiome sind ebenfalls erfillt.
Fur die Elemente von ker(f){ V) gelten das Assoziativitatsgesetzt der Multiplikation,
die Distributivgesetze und die Regel fur die Multiplikation mit 1, weil diese Gesetze
sogar fur die Elemente aus der gréf3eren Menge V gelten.
QED.

3.3 Die Dimension eines Vektorraums

3.3.1 Lineare Abhéangigkeit

Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und

vl,...,kaV

38



endlich vieleVektorenaus V. DieseVektoren heil3er{K-) linear abhangigwenn es
solcheKorperelemente 1c...,q(DK gibt, dal3 diefolgenden beideBedingungenrerfillt

sind
1. clvl+...+q<vk—0
2. Mindestens eini ast ungleich Null.

Andernfalls heil3en die Vektorerl,v..,vk (K-) linear unabhangigEine beliebigegMenge

von Vektoren MJV heil3t Inearunabh&ngigwenn je endlichviele Vektoren aus M
linear unabhangigind. Die Menge Mheil3t linear abh&ngig, wersie nichtlinear
unabhangig ist.
Bemerkungen
()  Ein Ausdruck der Gestalt
AR AT
mit vi OV und CIDK fur alle iheif3t Linearkombinatioder Vektoren YooY mit

Koeffizienten aus K. Die Linearkombination heifitial, wenn alle Koeffizienten
C gleich Null sind.

(i) Die Vektoren VY von V sind nach Definition genau dann linear abhangig,

wenn es eine nicht-triviale Linearkombination gibt, welche gleich Null ist.
Beispiel 1

Die Vektorerg Eundggsind linear abhéngig, denn es gilt

Der Vektor@ Eist linear abhéngig, denn es gilt

Beispiel 3

Die Vektorer% Eund%@desmg’ sind linear unabhangig, denn aus

88

folgt, x und y sind Losungen ddgiearen homogenenGleichungssystemsit der

Koeffizientenmatrix
3
1

Durch elementareZeilenoperationen erhaltemir &quivalentehomogene Systeme mit

den Koeffizientenmatrizen
3 3 0
BB
-8 0 0

Mit anderen Worten, aus (*) folgt x =y = 0, d.h. die Vektoren sind linear unabhangig.

Beispiel 2
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Beispiel 4
Seien K ein Kdrper, M eine beliebige Menge und
V:=<M>
der von M frei erzeugte K-Vektorraum. Dann ist M eine linear unabhéngige Teilmenge
von V.
Beweis Seien r’&nkDM endlich viele paarweise verschiedene Elemente von M. Wir

haben zu zeigen, die zugehdrigen Elemente
o ,...0  [OAbb(M,K)
M My
des Vektorraums der Funktionen sind linear unabhangig. Sfierq(d]K beliebige

Korperelemente mit
c,0 +..+ 9(6 =0.
1'm m

Wir haben zuzeigen,die Linearkombination auf der rechten Seite ftstial, d.h.
samtliche ICsind gleich Null. Nach Voraussetzung ist die Funktion

f:2016m1+...+(f(6m M 5 K

die Nullfunktion, d.h. fur jedes M ist
0=1fm)= clém (m)+ ...+ ?(6mk(m).
1

Speziellfir m = m ist héchsten®in Summand auf derechten Seite ungleicNull,

namlich der i-te. Es gilt also
0=fm)=cd_(m)=cll=
| "m |

Da dies fur beliebiges i gilt, sind samlicr}e:d).
QED.

3.3.2 Charakterisierung der linearen Unabhangigkeit endlicher Mengen

Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und

vl,...,kaV

endlich viele Vektoren aus V. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
() VeV sind K-linear unabhangig.

(i) Keines der Ivist K-Linearkombination der Ubrigen.
(i) Die lineare Abbildung
q):Kk -V, (c q()}—)c v, +. +‘f<V
ist injektiv.
Beweis (i) O (iii). Angenommen, die Abbildung von (jii) ist nicht injektiv. Dann gibt es
zwei verschiedene k-Tupel

(c’l,...,c’k), (c”l,...,c”k) 0 kK

(c’l,...,c’k) Z (c”l, c”k),
mit ¢(c’1,...,c’k):q)(c”l,...,c”k), .d.h. mit
0 = ¢(C’ 1 ’k)-q) (Cnli ”k)
=(c’,Vv 1 1 .+ cC Vk) (c L+ c”kvk)
= (c -c” )v + ...+ (c k)v
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Da die Vektoren Yo nach Voraussetzunginear urabhangigsind, muf die

Linearkombination rechts trivial sind, d.h. es gilt

0 =cl-c1

0 =ck-ck

Das bedeutet aber, die beiden k-Tupel sind gleich,
(c’l,...,c’k) = (c”l,...,c”k),

im Widerspruch zu unserer Annahme.
(i) O (i)). Angenommen, eines der gt Linearkombination der anderen,
VitV C—1"| 17 GeVie T T
Dann gilt
0 =CV eV +( 1)v C

_¢(°1’“"C|-1' Gep 9

Mit anderen Worten, das k- Tupeh(c G q -1, LT .,q() hat beip dasselbe Bild wie

das k-Tupel (0,...,0). Das steht aber im Widerspruch zur Injektivit&h von
(i) O (i). Angenommen, YoM sind nicht linear unabhangig. Dann gibt es eine nicht-

+1 |+1 +(f<vk

triviale Linearkombination der. vwelche Null ist,

clv1 + ...+ (f<vk = 0.

O.B.d.A. sei (iio (andernfalls &ndern wir die Bezeichnungen geeignet). Dann gilt aber,

2 “k
V]_ = qmz + . +—mk,
d.h. vi ist Linearkombination der Gbrigen Vektoren. Das steht aber im Widersprucht zur
Annahme (ii).
QED.

3.3.3 Charakterisierung der linearen Unabhangigkeit beliebiger Mengen
Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und

Vitio
eine Familie von paarweise verschiedenen Vektoren aus V. Dann sind folgende

Aussagen aquivalent.
0O Av i}iDI ist K-linear unabhé&ngig.

(i) Keines der }/ist K-Linearkombination der tbrigen.
(i) Die lineare Abbildung

q):Di K>V, {c} o %Icv

injektiv.
Beweis Ubungsaufgabe.
QED.

3.3.4 Basen eines Vektorraumes

Seien K ein Korper und ire K-Vektorraum EineBasisvon V (Uber K) ist eine
Menge
Vikiny

von Elementen aus V mit folgenden Eigenschaften.
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1. Die\/i sind K-linear unabhangig.
2. Die v erzeugen den Vektorraum V.

Bemerkungen
() Bedingung 1 besagt, nur die triviale Linearkombination cllldst\NuII, d.h. aus

c v. +..+cv. =0mitc ,....c K
'1'1 'k 'k 1k
folgt stets
c =..=c¢c =0
'1 'k
(i) Bedingung 2 besagtier von den i\/erzeugte Unterraum ist gleich dem gesamten

Raum V. Mit anderen Worten, diese Bedingung ist &quivalent zu der folgenden
Aussage.
2’ Jeder Vektor von V ist K-Linearkombination gewisser endlich viefler v

(i) Die beiden Bedingungen der obigen Definition lassen sich auch zu der folgenden
Bedingung zusammenfassen.
Jeder Vektor von V laf3t sich auf genau eine Weise als
(1+2)’. K-Linearkombination endlich vieler Vektore?schreiben

Beweisvon (iii). 1. Schritt. Bedingung (1+2)’ ist notwendig.
Seien die Bedingungen 1 und 2 erfullt. Wir haben zu zeigen, es gilt dann auch (1+2)'.
Wegen 2 a3t sich jeder Vektor von V als K-Linearkombination Iolea:iwreiben. Wir

haben nur noch zu zeigen, dal3 verschiedene Linearkombinationen unmdglich dasselbe
Element darstellen. AngenommenV liel3e sich auf zwei Weisen als Linearkobination
schreiben,
VEG UV Tt SO Y Tt Y
11 k 'k 11 kK K
K. Indem wir bei beiden Linearkombination weitere

mit(;I oG €T Gl
1 'k 1 K’
Summanden mit dem Koeffizienten hinzufiigen, konnen wir annehmen, k = k'. Es gilt

O:v-v:((I: -c’i )vi +...+((I: -c’i )vi .
1 11 k 'k 'k
Wegen 1 mul} dies die triviale Linearkombination sein, d.h.
ci -c’i ="'=(f -c’i =0.

1 1 k 'k
Je zwei Linearkombinationen, die v darstellen, sind also identisch.
2. Schritt.Bedinngung (1+2)’ ist hinreichend.
Sel Bedingung (1+2)’ erfillt. Wir haben zu zeigen, dal3 dann auch 1 und 2 erfillt sind.

Nach Voraussetztung ist jeder Vektorraum von V LinearkombinationI deeshalb
erzeugen diei\den gesamten Raum V, d.h. es gilt 2. Der Vekidy @3t sich nach

Vorraussetzung auf genau eine Weise als Linearkombination schreiben, d.h. nur die
triviale Linearkombination ist Null. Deshalb sind d'%dimear unabhangig, d.h. es gitl 1.

QED.

3.3.5 Charakterisierung der endlichen Basen eines Vektorraumes
Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
vl,...,vnDV

paarweise verschiedene Vektoren aus V. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

() VeV ist eine Basis von V Uber K.
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(i) Die Vektoren A bilden einemaximale inear unabhangige Faifie, d.h. fur
beliebiges 1V sind die Vektoren Yore VoV nicht mehr linear unabhéngig.
(i) Die Vektoren A bilden ein minimales Erzeugelensystem,d.h. durch

Weglasseneines beliebigen Vektors gehtdie Eigenschaftden Raum V zu
erzeugen, verloren.
(iv) Die lineare Abbildung

oK'V, (., .. AL

ist ein Isomorphismus.
Sind diese Bedingungen erflillt, senntman die Abbilungp von Bedingundiv) auch
Koordinatenabbildungur Basis YoreViy
Beweis (i) O (iv). Sei VeV eine Basis. Dannist jedes Element von V
Linearkombination derl\/...,vn, d.h. die Abbildungist surjektiv. Auf Grund unserer
Charakterisierung ddmearen Unabhangigkeit(vgl. 4.3.3) ist die Abbildung auch
injektiv.
(iv) O (iii). Auf Grundder Surjektivitatder Abbildung¢ bilden die Vektoren A
ein Erzeugendensystem von V. Angemmen, der Raum V wird auch von déektoren

V1T T Hy

VMg Vg eV erzeugtDannlstv eineLinearkombinatiordieserVektoren,sagen
wir

VoSV G Ve G gV etV
Dann st aber ((‘l C 1 -1, ¢ I+1,...,cn)DKn ein von Null verschiedeneiektor mit

demselben Bild wir der Nullvektor;
O(CpG gL GupnG) T OV A G Vi FEDVFC Vi TGV,
V. - V.

=0

=9(0....,0).
Dies steht abr im Widerspruchzur InJekt|V|tat von ¢, d.h.die Vektoren YoM Vigq
-\ €rzeugen nicht den ganzen Raum V.

gu) (ii). Sei ViV ein minimalesErzeugendensystem. igen wir zunachstdiese

Vektoren sind Ilnear unabhangig.Waren sie esnicht, so kdnnte man einendieser
Vektoren, sagen wirlv als Linearkombination der tbrigen schreiben:

(2) Vi =GV, +..+C AT
Sei jetzt V1V ein beliebiger Vektor. Da die eV v den Raum V erzeugen, gilt
V=cC 1v1+ +c n

mit gewissen (i,...,c’nDK. Durch Einsetzen von (1) erhalten wir

v =c’1(c +. +cv)+c22 +cv

=(c 1% +c 2)v + (¢ 1%3 +C’ 3)v + .. + (c’lcn+c’n)vn.
Wir habengezeigt,Jeder Vektor {1V IaBtS|ch alsLinearkombination de¥ektoren %
'V schreibenDas stehe aber inwWiderspruch zu unserer \assetzung, dafl3 die

Vektoren oV ein minimales Erzeugendensystembilden sollen. Also ist die
Annahme, dal} sie linear abhéngig sind, falsch. Wir haben damit gezeigt,

(2) VeV sind linear unabhéangig.
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Wir haben noch zaeigen,durch HinzufligereinesbeliebigenVektors 1V geht die
Eigenschaft, linear unabhangigu sein, verlorenDa die Vektoren A ein

Erzeugendensystetnilden, laitsich derVektor v als Linearkombinatiorder VeV

schreiben. Dann sind die Vektoren

V..V ,V
1" 'n

aber linear abhéngig.
(i) O (i). Sei jetzt oV eine maximaldinear unabhangigg~amilie. Wir haben zu

zeigen,die Vektoren VoV, erzeugen den ganzen Raum V. SéV\beliebig. Dann

sind die Vektoren
V..V, V
1I'""n

nicht mehr linear unabhangig, ddmne nicht-trivialeLinearkombinatiordieserVektoren
ist Null,

3) €Vt GV + eV = 0.

Dabei kann deKoeffizienten ¢ nichtgleich Null sein, denn andernfallsvaren die
Vektoren VoV linearabhangigWir kdnnendie Identitat(3) mit % multiplizien und

somit ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, daf}
c=1
gilt. Dann gilt aber
v =(- cl)v1+...+(-cn)vn.
Wir habengezeigt,jeder Vektor WV laltsich alsLinearkombination de¥ektoren v
A schreiben. Diese Vektoreli,\z.,vn erzeugen also den Raum V.

QED.
3.3.6 Charakterisierung beliebiger Basen
Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
Vikiny
eine Familie von paarweise verschiedenen Vektoren aus V. Dann sind folgende

Aussagen aquivalent.
O {v i}iDI ist eine Basis von V Uber K.

@iy {v i}iDI ist eine maximale Familie von K-linear unabhangigen Vektoren von V.
@) {v i}iDI ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
(i) Die lineare Abbildung

q):DiDlK -V, {Ci} = zclv.,

0l Tl i

ist ein Isomorphismus.

Den Beweis Uiberlassen wir dem Leser.

3.3.7 Die Existenz von Basen

3.3.7.1 Vorbemerkung: Auswahlaxiom, Zornsches Lemma, Wohlordnungssatz

Das Ziel diese Abschnitts ist ddseweisder Aussagedal? jedeVektorraumeine (im
allgemeinen unendliche) Basis besitzt. Dieser Satz ist eine Konsequenz des sogenannten
Auswahlaxioms der Mengenlehre.
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Auswahlaxiom
Seidl. := {Mi | i1} eine Familie von nicht-leeren Mengen. Dann kann man aus jeder

der Mengen vodll ein Element auswéhlen, d.h. es gibt eine Abbildung

¢: . - 0Om = DiDIMi

mit der Eigenschaft, daRd fir jedes Ml das Bildd(M) ein Element der Menge M ist,
¢(M)IM fir jedes MIJW..

Bemerkungen

(i)  Man lasse sich nicht durahe Plausibilitdt deFormulierungdes Auswahlaxioms
tauschen. E&ann nicht aus dentbrigen Axiomen der Mengenlehabgeleitet
(also nicht “bewiesen”) werden.

(i) Das Auswahlaxiomist aquivalent zueiner Aussagewelche ZornschesLemma
heil3t. Wir werden imfolgendendie Aussagedald jederVektorraumeine Basis
besitzt aus dem Zornschen Lemma ableiten.

(i) Der Beweise der Aussage, dal3 das ZornschelLemma &quivalent zum
Auswahlaxiomist, ist nichtsehrschwer,sprengtaber etwasden Rahmen dieser
VorleseungWir werdendeshalb demBeweis nichtangebenMan kann ihn zum
Beispiel in dem Buch von Kurosch finden.

Kuros: Vorlesungen tber allgemeine Algebra, S. 13-15
Es werden dorgleichzeitigmehrere zumAuswahlaxiomaquivalenteAussagen
(darunter dewWohlordnungssat#d)ehandelt.
(iv) Um das Zornsché.emmaformulieren zu kénnenmissenwir den Begriff der
Halbordnung und einige damit zusammenhangende Begriffe einfihren.

3.3.7.2 Halbgeordnete Mengen
Sei M eine Menge. Eine Rélan auf M ist einéeliebige Teilmenge
R O MxM
der Produktmenge von M mit sich selbst. Falls (Xf¥)gilt, so sagt man, das Element x
steht zum Element y in der Relation R und schreibt

XRy.
Die Relation R heifl¥eflexiv, wenn gilt
XRXx
fur jedes XIM. Sie heil3symmetrisch, wenn dielgende Implikation besteht.
XRy [0 yRX.

Sie heil3t antisymmetrisch, wenn die folgende Implikation besteht.
XRy und yRx[ x=y.
Sie heil3transitiv,wenn die folgende Implikation besteht.
XRy und yRZ] xRz.
Zwei Elemente x,¥M heil3envergleichbabezlglich R, wenn
XRy oder yRx

gilt.

Eine Aquivalenzrelatiomuf M ist eine reflexive, symmetrischeund transitive Relation
auf M. Eine Halbordnung aufM ist eine reflexive, antisymmetrischeund transitive

Relation auf M. Eine Halbordnung R aufihif3t linear, wenn jewei Elemente von M

vergleichbar beziglich Rind. Die Menge Mheil3t in diesentall (beziglichR) linear

geordnet oder audkette. Eine_halbgeordnete Mengst eineMenge M zusammen mit
einer Halbordnung auf M.
Beispiele

1. Die Relation

R1 = {(x,x) | xOM}
heil3t Gleichheiauf M und wird mit = bezeichnet, d.h.
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X=y

bedeutet, die Elemente xind y sind gich. Diese Relation ist eine
Aquivalentzrelation, einélalbordnung undst nicht linear(es seidenn M enthéalt
hdchstens ein Element).

BezeichnéR+ die Menge der positiven reellen Zahlen. Die Relation
R2 ={(x,y) UEXE | x-yDIR+}

heil3tGroRerrelation aulk und wird mit > bezeichnet, d.h.

x>y
bedeutet, die reelléahl xist groRer aldie reelle Zahl yDiese Relton ist nicht
reflexiv, nicht symmetrisch, nicht anti-symmetrisch, aber sie ist transitiv.

Die Relation
R3 ={(x,y)UEXE | y-xD]R+D{O}}

heil3t Kleinergleichrelatioauf IR und wird mit< bezeichnet, d.h.

X<y
bedeutet, die reelle Zahl x ist kleiragter gleich dereellen Zahl yDiese Relation
ist reflexiv, anttsymmetrischnicht symmetrisch, abesie isttransitiv. Es handelt
sich also um keine Aquivalenzrelatiaber unmeine Halbordnungund zwar sogar
um eine lineare Halbordnung.
Die Relation

R, ={Y)URXE | |y-x| =1}

ist nicht reflexiv, nicht anti-symmetrisch, nicht transitiv, aber symmetrisch.
Sei M die Menge der Ecken des folgenden “gerichteten Graphen”.

g

1

FUr zwei Elemente x[yM gelte genau dannsy, wennx=y gilt oder man von x
nach y gelangerkann, indem man ein&olge von Kanten in Pfeilrichtung
durchlauft. Die sodefinierte Relationauf M ist eine Halbordnung, keine
Aquivalenzrelation und sie ist nicht linear.

3.3.7.3 Obere Schranken und maximale Elemente

Seien M eine Menges eine Halbordnung auf M und B/ eine Teilmenge von M. Ein
Element niJM heil3t obere Schrank®n S in M, wenn

Xsm

gilt fur jedes XJS. Ein Element mM heil3t maximal, wenn fur jede§ 1 mit m<x
automatisch sogar m = x gilt.
Beispiel
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Im Beispiel 5 von 4.3.7.2 sind die Elemente 7 und 8 die maximalen Elemente der Menge
M. Die Teilmenge S={1,2,3,6} der Ecken des Teilgraphen

3
6

1

hat die Elemente 6 und 7 als obere Schranken. Die Teilmenge S={1,2,3,5,6} der Ecken
von

1
besitzt keine obere Schranke.

3.3.7.4 Zornsches Lemma

Sei M eine halbgeordnete Menge mit der Eigenschatt, dal jede linear geordnete
Teilmenge von M eine obere Schranke in M besitzt. Dann gibt es in M ein maximales
Element.

Zum Beweis siehe A. G. Kuso Allgemeine Algebra, 86, Satz von Kuratowski-Zorn.

3.3.7.5 Die Exisitenz Vektorraumbasen
Seien K ein Korper und V eine K-Vektorraum. Dann gibt es eine Fam;'}iﬁ]{lwon

Elementen von V, welche eine Basis von V bilden.
Beweis Wir werden diesen Satz aus dem Zornschen Lemma ableiten. Es gentigt zu
zeigen, in V gibt es eine maximale linear unabhangige Menge von Vektoren. Bezeichne
M. :={S| Sist K-linear unabh&angige Teilmenge von V}
die Menge aller linear unabhangigen Teilmengen des Vektorraumes V. Fir je zwei
Elemente
S, S'On
schreiben wir
S <¢
wenn S[S” gilt. Auf diese Weise ist auf der Mendlé eine Halbordnung definiert.
Ein maximales Element bezuglich dieser Halbordnung ist nach unserer
Charakterisierung der Basen (vgl.4.3.6 ) gerade eine Basis von V. Es reicht also, wenn
wir zeigen, die Mengdl. besitzt ein maximales Element. Auf Grund des Zornschen
Lemmas genlgt es zu zeigen, jede linear geordnete Teilmenge besitzt in M eine obere
Schranke. Sei also eine linear geordnete Teilmenge

¥ :={s, |0}
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von M. Die Eigenschaft, lineageordnet zusein, bedeutejerade,dald jezwei (linear

unabhangige) Menger} SSI 0¥ ineinander enthalten sind, d.h. es gilt
1 2
SI O S| oderSI O S| :
1 2 1 2
Wir setzen

S =g S

Nach Konstruktionenthalt Sjedes Element von ISvon ¥. Wenn wir also zeigen

kdnnen,dal} S eirElement vonlll. ist, soist S eine obere Schranke vof# und der
Beweis der Behauptung ist abgeschlossen.

Es genigt also zu zeigeri, 18, d.h. S besteht aus linear unabhangigen Vektoren. Seien
V.,..,V S
1" "n

endlich viele vorgegebene paarweise verschiedene Veldaes.Es genligt zazeigen,
dieseVektorensind linearunabhangig. NacKonstruktion von Sgibt esflr jedes }/

eine Menge ISDS’ mit
j

Fur je zwei Vektorenjv und \f gilt
Si asS. oderSI ads. .

Indemwir die Reihenfolge deiektoren (und ihre Bezeichnungpeeignet abhandern,
kénnenwir erreichendal’ flrj'<j)” stetsdie erstelnklusion bestehtWir kbnnenalso
ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, es gilt

Si DSi O DS| :

1 2 n
Dann gilt aber
,...,vnDSI (OFOM).
n

Als Element vonll besteht dieMenge ¥ aus inear unabhangigenVektoren.
Insbesondere sind die Vektore{w.,vn also linear unabhangig.

QED.

V1

3.3.8 Die Dimension eines Vektorraums
Sei V ein K-Vektorraum. Falls V eine Basis aus endlich vielen Vektoren besitzt, so heil3t

V endlich-dimensionalind die Anzahlder Basisvekiren heil3t Dimensionvon V und
wird mit

dmV= dimKV

bezeichnet.

Bemerkungen

(i) Die Dimensioneines Vektorraumes [ sich auchm nicht-endlich-dimesionalen
Fall definieren alsAnzahl der Basiselemente. In diesem Fall ist Dienension
eine unedliche Kardinalzahl. Dawir hier die Bekanntschafimit den letzteren
nicht voraussetzenwollen, weden wir im folgenden diesen Falletwas
vernachlassigemind alle wesentlichenBetrachtungen an endlich-dimensionalen
Vektorraumen vornehmen. Im unendlich-dimensionalen Fall schreiben wir

dmV= dimKV = o0,
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Letztereldentitat soll also nurbedeutendal? V keineBasis aus endliclvielen
Elementen besitzt.

(i) Die obige Definition derDimension istnur snnvoll, wenn jedeBasis eines
Vektorraums aus derselbenAnzahl von Elementenbesteht. Dies ist eine
Folgerung des nachfolgenden Satzes.

3.3.9 Satz von Steinitz
Seien V einK-Vektorraum, LA ein Erzeugendensystem von Mhd W W

beliebige linear unabhéangige Vektoren von V. Dann gibt es n-m Vektoren
V. ..,V
'1 Them
des gegebenen Erzeugendensystems derart, dal3
Vo M W W
I | 1 m
1 n-m
ein Erzeugendensystem von V ist. Insbesondere githn
Bemerkungen
() Der Stz sagtaus, in einemErzeugendensystem kamman gewissé/ektoren
durch die Vektoren einerinear unabhangigenMenge so ersetzen,dal3 die
Eigenschaft, Erzeugendensystem zu sein erhialiégot. Man sprichtleshalb auch
oft vom Austauschsatzon Steinitz.

(i) Eine analoge Variantdes Ausauchsatzefiir unendiche Mengen {\{} und {Wj}

ist ebenfalls gultig und kann mit Hilfe des Zornschen Lemmas bewiesen werden.

Beweisdes Satzes von Steinitz durch Induktion nach m.
1. Schritt.Der Fallm = 1.

Well A ein Erzeugendensystenist, lait sich der Vektor w = W als

Linearkombination deri\schreiben,
= +..+
W=cvy et eV
Nach Voraussetzung ist w 0, also muflauch einer der KoeffizientenI won Null

verschieden sein,

ci Z0.
Dann gilt
C C. C. C
.1 -1 1 i+1 n
Vi = (-EI)V]_ + ...+ (-C_i)vi-l +EIMI+ (- TI)VH_l + ...+ (_EI)Vn'
Mit anderen Worten,i\Jiegt in dem von w und deriv, ,\{_1 ’Vi+1 Y e \ﬁ erzeugten
Unterraum. Es gilt damit
Vl’ v2, ,vnD<W, vV, , ... ,\{_1 ’Vi+1’ ,vn>,
also
(V—)<v1, V,, . ,Vn>[]<W, Vps e Mg Ve g Y (OV),
also
V=<w,V,, .. ,\{_1 ’Vi+1’ ,vn>
Mit anderen Wortendie Vektoren w, X y e MLV , ... , \ bilden ein
-1 i+l n

Erzeugendensystem von V.

Bemerkung

Die obige Argumentation gibtuns einen Hinweis darauf, welchen Vektor des
Erzeugendensystems wir gegen den n&ektor w austauschen konnenan schreibe
w als Linearkombination des Erzeugendensystems

W=c¢CV, +..+CV .
11 nNn
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Dann kannman jedes vgegen weintauschen, welches gter Linearkombination mit

einem von Null verschiedenen Koeffizienten auftritt.
2. Schritt.Der Induktionsschritt.
Nach Induktionsvorausetzung gibt es Vektoren

(1) Vi eV
1 n-m+1
derart, dafd
(2) V. .\ Wy W
|1 'n-m+1 1 m-1

ein Erzeugendensystewon V bilden. Wir haben zuzeigen,einer dererstenn-m+1
Vektoren des Systems (2)aRt sich gegen derVektor W austauschen. Um den

Austauchvorzunehme schreibenwir Wm als Linearkombinatiorder Vektoren des

Erzeugengensystems:
Wm = Clvi +"'+Cn-m+1vi +cC 1W1+...+C m_1Wm_1.
1 n-m+1
Dabei kdnnen die Koeffizienten E Cn-m+1 nicht samtlich Null sein, denn

andernfallswéaren die Vektoren Yoo W linearabhangig.Nach der Bemerkung am

Endedesersten Schrittdal3t sich also w. gegen einerder Vektoren Vol

1 n-m+1
austauschen.
QED.

3.3.10 Unabhangigkeit der Dimension von der Wahl der Basis

Sei V ein K-Vektorraum. Dann bestehen je zwei Basen aus derselben Anzahl von
Vektoren.
Beweis Seien {\{ | i01} und {Wj | jJJ} zwei Basen von V.

1. Schritt. Die Mengen ﬁvl i} und {Wj | j1J} sind entweder beide endlich oder beide

unendlich.
Angenommen die eine Menge, sagen wir
(2) {v. |0} =4{v. ,..v },
[ PRI
waére endlich und die andere unendlich. Dann kénnen wir aus der unendlichen Menge
n+1 Vektoren auswahlen.
(2) W, oW
I1 e
Da die Vektoren von (1) ein Erzeugendensystem bilden und die Vektoren (2) linear
unabhangig sind, folgt nach dem Satz von Steinitz, daf}
n+l<n

gilt, was offensichtlich nicht moglich ist. Also kann nicht eine der Basis endlich und die
andere unendlich sein.
2. Schritt. Gleichheit der Elementzahl im endliche Fall.
Seien also beide Basen endlich,

{v.|id}={v. ,.v }

[ [ [
_ 1 n
{w.|j0J}={w. ,...w }
J Iy

Da beideBasen insbesondekazeugendensystensgnd und audinear unabhangigen
Vektoren bestehen, gilt nach dem Satz von Steinitz sowohlaiso auch sn.
QED.
Bemerkung
Bijektive lineare Abbildungen f:\4 V' Uberfliihren Basen in Basen. Isomorphe

Vektorraume haben deshalb dieselbe Dimension.
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3.3.11 Existenz von linearen Abbildungen mit vorgegebenen Werten auf einer
Basis

Seien V und W zwei K-Vektorraume,
Vikiny
eine Basis von V und
Wik
eine beliebige Familie von Vektoren aus W. Dann gibt es genau eine K-lineare

Abbildung
f:V - W mit f(vi) =W

Beweis Die Eindeutigkeitsaussage folgus 3.2.7, denn Basensind insbesondere
Erzeugendensysteme. Sei
vV

ein vorgegebener VektokVeil {Vi}iDI eine Basis ist, gibt es eindeutig bestimmte
Elemente Id]K, die fast alle gleich Null sind, mit

v='y C|V|
il
Wir setzten
f(v) = P CW. .
il

Auf diese Weise ist eine Abbildung
VoW
definiert mit f(vi) =W fur jedes Ul. Wir haben noch zuzeigen,diese Abbildung ist

linear.
Nach Konstruktion gilt fir jedes 1K
f(Av) = 3 c.l)\wi = Af(v).

Ist

ein zweiter Vektor aus V, so gilt
viviE S (G
1l
also
flv+v) =3 (C|+di)wi =f(v) + f(v).
idl
Die Abbildung f: V - W ist somit linear.

QED.

3.3.12 Die Dimension von Kern und Bild einer linearen Abbildung
Sei f: V - V' eine K-lineare Abbildung. Weiter seien Familien

Vit und ek
von Elementen aus V bzw. ker(f) gegeben. Es gelte
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1. Die w bilden eine Basis von ker(f).

2. Die f(vi) bilden eine Basis von im(f).

Dann bilden die VektorenI wnd w zusammen eine Basis von V. Insbesondere gilt
dim ker(f) + dim im(f) = dim V.

Dabei sei die Summe awsund einer beliebigen nicht-negativen ganzen Zahl gteich
Beweis Wir haben zuzeigen,die Vektoren v und V\J/ sind linear unabhangig und

erzeugen den Raum V.
1. Schritt. Die \I/und V\JI erzeugen den Raum V.

Sei VIV ein belebiges Element. Wir haben zuzeigen, v laitsich als (endliche)
Linearkombination deri\und w schreiben. Da die fp/ein Basis vonim(f) bilden, laf3t

sich f(v) als Linearkombination von endlich vielen delr)fechreiben,

f(v) =c, (v, ) + ... + clilv. )
1 Iy rn
mit geeignetenf...,chK. Es gilt
f(v - Clmi +..+ Crmi ) =f(v) - cl[f_(vi )-...- cr[’f(vi )=0,
1 r 1 r
d.h. der Vektor
(2) w.—v-c‘lﬂtil-...-(:rmir
liegt im Kern von f. Da die w ein Basis von ker(f) bilden, kann man w als
Linearkombination von endlich vielen dejr schreiben,

(2) w = dlw +...+ dW
Is
mit geeignetenfi...,dSDK. Wir setzen (2) in (1) ein und erhalten
v=clN +..+cM +dw +..+dw. .
17 r 1y S g
Wir habengezeigt,jeder Vektor 1V ist Linearkombinatiorder Vektoren v V\i d.h.

diese Vektoren bilden ein Erzeugendensystem von V.
2. Schritt. Die \I/und V\JI sind linear unabhangig.

Wir haben zu zeigen, ist eine Linearkombination der Vektolrewjvgleich Null, so

handelt es sich um die triviale Linearkombination. Sei also
3) c,u. +..+clN +dw. +..+dw. =0
1 |1 i 1 J1 Slg
mit Cpt e, dl’ s dSDK. Wir haben zweigen,samtlicheKoeffizientensind Null.
Wir wenden f aus die Identitat (3) an und erhalten
0 = 1[f(v. )+ ...+ cr[f(vir)+dlf(wj )+ .+ de(Wj )

1 S
= o v, )+ gy )

Man beachtedie Ietzten :Summanden der erst&ile sind Null, dadie Vektoren w
nach Voraussetzung iiern von f liegen.Ebenfalls nach Vorausetzusignd die f(vi)

linear unabhangig (da seneBasisvonim(f) bilden). Der letzte Ausdruck kann also
nur dann Null sein, wenn samliche Koeffizienten Null sind,

(4) clz...:crzo.

Wir setzen (4) in die Ausgangsidentitat (3) ein und erhalten
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(5) dw. +...+dw. =0.
1 jl S jS

Nach Voraussetzurglden die V\f eineBasis (vonker(f)) sind alsdinear unabhéngig.

Mit (5) gilt also

(6) d = dS 0.

Wir habengezelgt mlt( ) gilt (4) und(6), d.h. nurdie triviale Linearkombination der
Vektoren v, wJ ist Null. Die Vektoren sind also linear unabhangig.

QED.

3.3.13 Die Dimension eines Faktorraums

Seien V ein K-Vektorraum und W ein K-linearer Unterraum. Dann gilt
dim W + dim V/W = dim V.

Beweis Wir betrachten die naturliche Abbildung

p:V - VIW, vi= v+W.
Nach dem Satz tber die Dimension von Kern und Bild (3.3.11) gilt

ker(p) + im(p) = dim W.
Es reicht also zu zeigen,
Q) ker) = W
(2) im(p) =V/W.
Beweis von (1). Es gilt

viker(P) < p(v) =0 = v+W = 0+W = v = v-00JW.
Beweis von (2). Es gilt
im(p) = {p(v) | vOV} = {v+W | vV} =V/W.

QED.

Folgerung: Basis-Ergangzungssatz
Seien Vein K-Vektorraumund WV ein K-linearer Unterraum.Dann a3t sichjede

Basis von W zu einer Basis von V erganzen
Beweis ergibt sich aus den Beweisen der letzten beiden Satze.

3.3.14 Exakte Sequenzen

Eine Folge von K-linearen Abbildungen
f; f;
oV v mitl v
[ i+1 i+2
heiBtKomplex, wan die Zusammensetzung von je zwei benachtbarten Abbildungen
Null ist,

f|+1°f = 0 fir jedesiZ.

Diese Bedingungen sind &quivalent zu den Inklusionen
im(f.) O ker(f. 1) fur jedes UZ.

Der Komplex heif3t_exakt arder Stelle V., ., wenn anstelleer Inklusionsogar das

i+1’
Gleichheitszeichen gilt,
|m(f )= ker(f+1)

Eine exakteSequenz odeauch exakteKompIex ist einKomplex, der anallen Stellen
exaktist. Ein komplexheil3tbeschréankt odeauch von endlichetdnge wenn es nur
endlich viele \Il gibt, die von Vektorraum {0} verschieden sind.

Beispiel
Seien V ein K-Vektorraum und M¥ ein K-linearer Unterraum. Wir bezeichnen mit

EW - W, wi=w,
die natirliche Einbettung von W in V und mit
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p:V - VIW, Vi= v +W,
die nattrliche Projektion auf den Faktorraum. Dann ist

|
0- WIIL Vl]];l-»p VIW - 0

eine exakte Sequenz (von den Null-Vektorrdumen die links vam@echts von V/W
stehen lassen wir jeweils alle bis auf einen weg).

3.3.15 Beschrankte exakte Sequenzen endlich-dimensionaler Vektorrdume

Seli
fi fit1
P Vi - Vi+1 [ Vi+2 -
eine exakte Sequenz endlich-dimensionaler K-Vektorraume, die beschrankt ist (als
Komplex). Dann gilt

5 (-1) dim V. =0.
inz
Beispiel
Auf Grund der exakten Sequenz des Beispiels von 3.3.13 ist
dimW -dimV + dim V/W = 0.
Diese Formel kennen wir bereits von 3.3.12.
Beweis Sei n die Anzahl der von Null verschiedeneI:nWir fuhrenden Beweisdurch

Induktion nach n. Im Fall n = 0Osind alle VektorrAumen gleich{0}, also alle
Dimensionen NI und die Behauptung giltrivialerweise. Sei jetzt n > 0Ohne
Beschrankung dekllgemeinheitkbnnenwir annehmengder am meiste links stehende
von Null verschiedene Vektorraum ist der Vektorraurln Die exakte Seqgenz hat also

die Gestalt

f f f

(1) 0- Vlﬂll v, 0.2 v, 1.3

Wir betrachten anstelle des Komplexes (1) den folgenden Komplex.
a i f

) 0-0Mm imf)Mm V, 1. 3

Dabei sei i(v) = v fur jedesﬂjm(fz). Dieser Komplex ist an allen Stellen mit eventueller

Ausnahmender Stellenim(fz) und V3 exakt, denn links von diesei®tellen ist er

trivialerweise exakt (weil Null) und rechtsdavon stimmt emit dem Komplex (1)
Uberein,der nach Voraussetzunigperall exaktist. Zeigenwir, (2) ist auch an den
verbleibenden beiden Stellen exakt.

Exaktheit arderSteIIeim(fZ): Nach Definition von i ist

ker(i) = 0 = im@).
Exaktheit arder Stelle V3: Es qilt

im(i) ={i(v) | vO im(f2) }={v|vO im(f2) }=im(f
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil (1) Gberall exakt ist.

2) = ker(f3 .

Wir haben damit gezeigt, (2) isine exakte SequeniXach Konstruktionst die Anzahl
der von Null verschiedenen Vektorraume von (2) kleiner als n. Nach
Induktionsvoraussetzung ist deshalb

3) dim im(f,) + S (-1) dim V.=0.
i=3
Weiter ist
dim im(f2) =dim V2 -dim ker(tz) (nach 3.3.11)
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=dim V2 -dim im(fl) (weil (1) exakt ist)
=dim V2 - (dim V1 -dim ker(tl)) (nach 3.3.11)
=dim V2 -dim Vl’
denn ker({) =im (0 - Vl) = 0. Wir setzen das Ergebnis dieser Berechnung in (3) und

erhalten die Behauptung:

fcﬂmmwza
2z
QED. |

3.3.16 Die Dimension einer direkten Summe
Seien V' und V” zwei K-Vektorraume. Dann gilt
dim V'OV” =dim V' + dim V".
Beweis Wir betrachten die Abbildung
VOV -V, (VV) = V.
DieseAbbildung ist Inear(wie wir friiher imZusammenhangit der Einfuhrung des
di_rlgl;teinProdukts gsehen haben). Nadem Satz tber diBimension vonKern und
Bild folgt
? ker(f) + im(f) = dim V'OV”".
Es reicht also zu zeigen,
Q) ker(f) =V~
(2) im@f) =V
Beweis von(1). Manbeachte inZusammenhanqit (1), da3 man V”als Unterraum
der direkten Summe auffassen kann, in dem man den Raum mit der Menge
Vv’ ={0,v") | v OV"}
aller Paare mit verschwindender ersteordinateidentifiziert. Mit dieserldentifikation
it
J (v,v") Oker(f) = f(v,v)=0 = v'=0 < (v, ") OV".
Beweis von (2). Es gilt
im(f) = {f(v’,v") | v OV’ und v'OV"} ={v' | v OV} = V"
QED.

3.3.17 Dimension von Durchschnitt und Summe zweier Unterraume
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und W', W” zwei K-lineare
Unterraume von V. Dann gilt
dim W' + dim W” = dim W'nW” + dim W +W".

Dabei sollen WAW” und W'+W” die folgenden linearen Unterrdume von V.

W nW” ={w | wOW’ und wiOW”}

W+W” = {w'+w” | w OW’ und w’OW"}
Beweis Es reicht eine exakte Sequenz der Gestalt

f
(2) 0- WnwW" [IL W Ow” D]]-»g W+W” - 0

zu finden, denn dann ist nach 3.3.14
dim WIOW” = dim W' nW” + dim W+W".
Wegen 3.3.15 ist das aber gerade die Behauptung. Wir setzen
f(w) = (w, -w) furw W nW”
und
g(w’, w”) = w+w” far w OW’ und w"OW”.
Dann sind f ung g lineare Abbildung und es gilt
ker(f) = {wOW' nW” | f(w) =0 } = {w OW’ nW" | (w, -w) = (0,0)} = 0,
d.h. (1) ist an der Stelle WW” exakt. Weiter gilt
ker(g) ={(w’, w”) | wOW’, w"OW”, g(w’, w’) =0 }
={w, w") | wOW’, wOW”", w+w”" =0}
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={(w, - w) | wOW’, wOW” }
{(w, -w) | wOW’ nW”}
{ f(w) | wOW’' nW"}
=im(f),

d.h. (1) ist an der Stelle WW” exakt. Weiter gilt

im(g) = {g(w’,w") | wIOW’, w"OW"}
={w+w" | w OW’, W OW”}
W'+W”
ker(W+W” - 0).
Damit ist die Exaktheit von (1) bewiesen.
QED.

3.3.18 Dimension des dualen Vektorraums Hom(V,K)
Sei V ein K-Vektorraum. Dann hat der Raum der Linearformen von V, d.h. der Raum
der K-linearen Abbildungen \&. K dieselbe Dimension
dim Hom(V, K) =dim V
wie V.
Beweis Wir wéahlen eine Basis
Vitio

des Vekorraumes V.JedesElement V1V laf3t sich dann auf genasine Weise als
Linearkombination deri\schreiben,

Q) v—zfv-zf(v)lﬂ
il il
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten
1‘i = fi(v)DK.

Betrachten wir die Abbildungen

(2) fi: V5 K v fi(v).
1. Schritt.Die Abbildungen (2) sind K-linear.

Far v,vIV und c,cUK gilt

5 f (cv+cv)m = cv+CV
|DI

chf(v)m +chf(v)m
il il

5 (cf(v) + ch(vV),
il
Da die v eine Basis bilden, sind zwei Linearkombinationen genau dann gleichallenn

einander entsprechenden Koeffizienten gleich sind. Also gilt
fi(cv+c’v’) = cfi(v) + c’fi(v’)

fur beliebigev,v'[1V, beliebige c¢,d1K und beliebige ill. Mit anderen Worten,die
Abbildungen I1‘sind K-linear,

fiD HomK(V,K).
2.Schritt:  Die }‘D HomK(V,K) sind linear unabh&ngig. Insbesondere gilt im Fall

dim V = auch dim HorR(V,K) = oo,
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Wir haben zweigen,nur die triviale Linearkombination deAbbildungen { ist gleich
der Nullabbildung. Sei also

®3) 0= 3 gfi(v).
1l
Wegen (1) ist nun
_ L fur i
() fl(vj) %) sonst

Auf der rechten Seite vd) stehtalso hochsterin vonNull verschiedeneSummand,
d.h. es gilt
O=cll=c

Da j beliebig gewahlivar, ergibt sichdaRsamtlicheKoeffizienten JC Null seinmussen,
d.h. fI sind linear unabhéangig.

3. Schritt: AbschlulR des Beweises.

Wir haben noch zu zeigen, dal3 im Fall dim % gilt
dimV =dim Honk(V,K).

Dazu reicht es zuwzeigen, da3 die im zweiten Schritt konstruierte Familie von
Linearformen
fiDHomK(V,K)

eineBasis von HorR(V,K) bilden. Im 2. Schritt habewir bereits gezeigt,die fI sind

linear unabhangig. Es icht also zuzeigen,sie bilden einErzeugendensystem von
HomK(V,K).

Sei also EDHomK(V,K) ein beliebiges Element. Wir setzen

c = f(vi)
und
(5) g:=f-3cf,
il

Es reicht zu zeigenlal3 gdie Nullabbildungist, denn dann isjede Linearform fauf V
eine Linearkombination delr,fd.h. die Iferzeugen den Raum der Linearformen.

Wegen (4) gilt zunachst fur jedesl]
g(v.)=f(v.) ch(v) [t}(vj) 0.

Sei jetzt V1V beliebig. Dann ist v Llnearkomblnatlon de erv

= 2 GY
101
Also ist
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g(v) =9(3 gv)= 3 ga(v) = 3 g0 =0,
idl idl idl
d.h. g ist tatséchlich die Nullabbildung
QED.
Bemerkungen

() Die Aussage, dal3 die Linearformt?rdén Raum Hom(V,Kgrzeugenist falsch

im unendlich-dimensionalen Falunser Beweis versagt irdiesenFall, weil dann die
Summe auf derechten Seitevon (5) aus unendlich glen vonNull vershiedenen
Summanden bestehen kann, also Uberhaupt nicht definiert ist.

(i) Im Fall dimK V < o0 haben wir gezeigt, dal3 es zu jeder Basis
Vikiny

von V einen Basis {} von V* gibt mit

idl
_ s _oifari=]
GV =8 = Do firri=]

Diese Basis heil3t die zur Basis dleduaIeBasis.Ihre Vektoren werden wir oft mit

bezeichnen.

3.3.19 Dimension von Hom(V,V’)
Seien V und V’ zwei K-Vektorraume. Dann hat der Raum der K-linearen Abbildungen
V -V’ die Dimension
dim Horrk(V,V’) =dimV dim V.
Dabei seidas Produkauf derrechten Seite Null, wenn einder Vektorraume Voder
V'’ die Dimension Nullhat (selbstwenn dieDimension desnderenrRaums unendlich
ist).
Beweis Ist einer der beiden Raume V, V' von deimension Null, alsogleich dem
Nullvektorraum
{0},
So ist dieeinzige linearéAbbildung V-V’ die Nullabbildung,d.h. Han(V,V’) ist O-
dimensional. Seien jetzt die Dimensionen von V und V' beide ungleich Null.
Wir wahlen eine Basis
Vitio
von V' und betrachten die Abbildung
(2) ¢: DiDlHom(V,K) - HomK(V,V), {f i}iDI = (V= i%|fi(V)V i),
d.h. nach Definition ist
O} i) = 3 GOV
1. Schritt.Die Abbildung¢ ist K-linear.
Fur beliebige Familien
i oy und ik,

aus der direkten Summe auf der linken Seite von (1), beliebige[d’ Kcind beliebige
vV gilt
OCH }ig +CH Y5V =S+ T Y (V)
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%I(c’[ﬂi + c"[’ﬂ’i)(v)v’i
i

5 (CH(v) + T (V)V',
i ! !

=c (v, +cOy . (v)v'.
o' ' o b
=B 3o+ CBA )
2. Schritt.ker() = 0.
Sei
o(ff }. ) =0
die Nullabbildung, d.h. fir jedes W gelte

0=0Uf i) = 3 [V,

Da {v’i}iDI eine Basis des K-Vektorraumes V' ist, folgt damit

fi(v) =0

fur alle Vi1V, d.h.dieAbbildungen f sind Null. Dannist aber {fi}iDI Nullvektor der

direkten Summe auf der linken Seite von (1).
3. Schritt. Eine lineare Abbildungdt genau dann injektiv, wenn iKern der Nukaum
0 ist.

Wenndie Abbildung injektiv ist, kann nurder Nullvektor in denNullvektor abgebildet
werden, d.h. es gilt ker(f) = 0. Sei jetzt umgekehrt,

ker(f)=0
und seien v',v” zwei Vektoren aus dem Definitionsbereich f mit f(v’) = f(v”). Wir
haben zu zeigen, dann gilt v’ = v".
Es qilt

0 =f(v') - f(v") = f(v'-v")
also
v'-v” Cker(f) = 0,

alsO v-v’ =0, also v’ = Vv".
4. Schritt.Der Fall dim V' =
Auf Grund des 2. und 3. Schritts ist die Abbildung (1) injektiv, d.h. die direkte Summe

(2) 0y Hom(V.K)

kannmit einemUnterraum von HoriQ(V,V’) identifiziert werdenDasselbegilt, wenn

man in (2) die unendliche Indexmenggdurch eine n-elementige Teilmengersetzt (n
eine beliebige nattrliche Zahl). Also gilt

dim Hor’rk(V,V’) > dim DiDI’ Hom(V,K)

=dim Hom(V,K) + ... + dim Hom(V,K) (n-mal)
= nldim Hom(V,K)
=ndim V (nach 4.3.14).
Da n beliebig war und dim V ungleich Null, muf3
dim Hom(V,V") = = dim VIdim V’
gelten.
5. Schritt. DefFall dim V’ < oo,

Nach Voraussetung istie Menge | entich. Es récht zu zeigen, dal3 dann die
Abbildung (1) ein Isomorphismus ist, denn dann gilt
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dim Hom(V,V’) =dim. DIHom(V,K)

(#)dim Hom(V,K)
dim V'Cdim Hom(V,K)
=dim V'dim V (nach 4.3.14).
Da bereits gezeigt wurde, définjektiv ist, reicht es zu zeigeg,ist surjektiv. Sei
fOHom(V,V’)
beliebig. Unte?Verwendungder oben eingefuhrteBasis vonV’ konnenwir fir jedes
Element V1V das Element f(v) als Linearkombination deIrSChreiben,

fv) =3y f m’
|DI
mit eindeutig bestimmten (von v abhangigen)
fi = fi (v) OK.
Wir erhalten damit Abbildungen
fi:V - K
die durch die Bedingung
3) fv) = 3 LM,
|DI

eindeutig festgelegsind. Esreicht zu zeigendiese Abbildungersind K-linear, denn
dann gilt
{f. }IDI Hom(V K)

und
Of i)W = 3 fWE, =)

|DI
fur alle v, d.h.

O}y =

Es ist noch die Linearitat dqrzfu beweisen. Fir ¢’,€K und v’, v’V gilt

zf(cv+cv)m
il

f(c'vi+c'v”)

c'i(v’) + c"r(v”)

chf(v)E! +chf(v)m
il il

=5 (c [ﬂ(v) +c [ﬂ(v ))m
|DI
Da die v’i eine Basis von V' bilden, folgt fur jedes |,

fi(c’v’+c”v”) =c [ﬂi(v’) +C” [ﬂi(v”),
d.h. die }‘ sind lineare Abbildungen.
QED.

3.4 Lineare Abbildungen
3.4.1 Die Matrix einer linearen Abbildung

Sei f. VoW eine K-lineare Abbildung vo endlich-dimensionalervektorraumen.
Weiter seien
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V.,...,V_ Basis von V
1'""'m
LA Basis von W
Dann |aRt sich jeder der Vektorenij(auf genau eine Weise als Linearkombination der
Basisvektoren W W schreiben,
f(vi) =C Wt te W (i-1,....m)
mit eindeutig bestimmteiKoeffizienten %DK, i=1,...,m,j=1,...,n.Diese Koeffizienten

bilden eine Matrix

11 “m
...... gNxm
n1 Cnm

Diese Matrixheif3t Matrixder Abbildung f:V-W bezuglich der Basen i{}/und {Wj}
und wird mit

ViV, 117 1m
MO =My =
1"""'n ..C
nl nm
Beispiel 1
Seiena,b,ceine Basisvon V und r,s,t,ueineBasisvon W und seif:V - W die lineare
Abbildung mit
fa)= r+2s+3t+4u
f(b) =5r + 6s + 7t + 8u
f(c) =9r + 8s + 7t + 6u
Dann gilt
59
abc,. 68
M() =M r,s,t,l.m - 77
86
Bemerkungen

(i) Die Abbildung f:V- W ist durch ihre Matrix M(f) beztglich der gegebenen
Basen {\I/} und {Wj} eindeutig festgelegt. Gilt ndmlich

117" 1Im
(1) M) = ... ...
n1 %m
so ist fur jedes i
f(v) = EcjifJ
=1
also
f( rznx.e)= ?x.f(e.)z rzn Exc f
SRS SIS
m
) (3 x
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Mit anderen Worten, das Bild jedes beliebigen Vektors von V ist bereits eindeutig
festgelegt.
(i)  Umgekehrt isffiir beliebig vorgegebene”.EK durch (2)eine lineareAbbildung

f:.V - W definiert, deren Matrikeziiglich devorgegebeneBasen von V und W
gerade die Matrix (1) ist.

Beispiel 2
Seien K ein Korper,

A= (a”.) O Kmxn
eine Matrix und

f=f,: KN KM x = Ax,

1
die Abbildung, welche jedem Vektor NE Ejas Matrizenprodukt Ax zuordnet. Diese
n

Abbildung ist K-linear.Wir wahlenals Basen deNektorraume K und K" die
Standard-Einheits-Vektoren

....e 0K bzw. &8 [ KM
n m

e
1
des K'bzw. K™, d.h. e bezeichnaden Vektor des K bzw. KM | dessereinzige von

Null verschiedeneKoordinatendie i-te Koordinateist, welchegleich 1sein soll. Dann
giltfari=1,...,n:

f (e)=Ae =i-te Spalte von A :rzn a.e.
AM | i=1 I
Also ist
M(f) = A
die Matrix von f bezuglich der gegegeben Standard-Einheits-Basen.

3.4.2 Ein kommutatives Diagramm

Seien K ein Korper,
VoW
eine K-lineare Abbildung endlich-dimensionaler K-Vektorraume,

V,,...v_OVbzw. w,,...,.w_ OW
1 m 1 n

Basen von V bzw. W und
e
A= (a) = M() = M
die Matrix der Abbildung f beztiglich der gegebenen Basen.

Dann ist das folgende Diagramm kommutativ,

Kmmﬁ’v Vv
fAl L f
< mﬂ)W W

d.h. es gilt

8 Insbesondere kanrl einen Vektor des Rbzw. einen des K bezeichnen. Aus dem Kontext wird

stets hervorgehen, welcher Vektor gemeint ist.
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f‘:'(I)v - ¢w°fA

Dabei seienbv undq)W die zu derBasen der ivbzw. V\Jl gehorigen Isomghismen von
3.3.5,d.h.

1 1
m n
¢V( L )= z XV, und¢W( L= z Xjo :
=1 =1
m n
und tA die zur Matrix A gehdrige lineare Abbildung aus dem Beispiel 2 von 3.4.1, d.h.
fA(x) = AX.
Beweis Furi=1, ..., mqilt

fo¢ (&) =f(v,)

= ¢W( i- te Spalte vn A)
=¢,,(Ae)
=0, (FA))
Die beiden K-linearen Abbildungeﬂqfv undq>Wc-fA haben also and der Stellle‘[er =

1,...,m denselben Wert. Da dileedn EzS von K" bilden, sind die beiden Abbildungen
an allen Stellen gleich, d.h. es gilt

fo¢v = ¢WofA.
QED.
Bemerkungen
() Jede K-lineare Abbildung
KN kM

ist von der Gestalw‘ wie im Beispiel von 3.4.1 mit einer Matrix B K™N Das
ergibt aus 3.4.2 fur den Spezialfall
V::Kn,W::Km,vi =e DKm,vvj =e ok".

Die horizontalen Abbildungderdes kommutativen Vierecks sind dann die
identischen Abildungen.

(i) Im allgemeinerfall sehenwir, dal3wir bei fixierten Basen zueder Matrix eine
lineare Abbildung und zujeder linearembbildung eine Basis erhalten.Genauer
wir erhalten eine bijektive Abildung

mxn -1
K - HomK(V, W), A= ¢Woon¢V
mit der Umkehrung
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(i)

(iv)

e -1
Hom (V, W) - KMXN £15 M Oy =fed,).

DieseAbbildungen gestatten es umlie beidenMengen zudentifizieren (wobei
dei Art der Identifzikation von der Wahl der Basen abhangt.

Die Aussage kanman auchwie folgt interpretieren: benutzt man die zu den
gegebenen Basen gehdrigen Koordinaten-AbbiIduq)gamdcbw um V mit dem

KM und W mit dem K zu identifizieren,
km By,
cnw
so identifizierensich die linearenAbbildungen V . W mit den Matrize(-
Multiplikationen der Matrizen) von &<,
Die Abbildunger, ¢, . 6., dur sind K-lineare AbildungenDeshalbsind die

bijektiven Abbildungen von (ii) ebenfalls K-lineare Abbildungen, also
Isomorphismen von K-Vektorraumen.

3.4.3 Komposition von Abbildungen

f
Seien Ul- V und VD];L.g W zwei K-lineare Abbildungen endlich-dimensionaler
Vektorraumen und u,v,w K-Vektorraumbasen von U, V bzw. W. Dann gilt

Mu(@21) = My (@)=My ().

Beweis.Seien

ul,...,ueDU
vl,...,vaV

w,,...,.w W
1 n

die Vektoren der mit u, v bzw. w bezeichneten Basen.

. Nach 3.4.2 haben wir kommutive Diagramme

und

und

k¢ mfu |
N o mit A = My()
KMTm'vV v
KM mfv V
fg! L9 mit B := My, (g)
< mﬂ)"" W
ke oy
fo! L gef mitC:= l\/\lfv(gof)
KN mﬂ)w W

Durch Zusanmensetzen der ersten beid@agramme erhaltewir ein kommuatativen
Diagramm
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< mu oy

fBofAl I gef
< omw W
Durch Vergleich der letzten beiden Diagramme sehen wir
_a1 _
onfB = q)Wc-(gc-f)a(I)V = fC,
fur jedes K gilt
(BA)x = B(Ax) =f A(fB(x)) = fC(x) = Cx.

Speziell fir x = Fsehen wir, dal3 diete Spalteder Matrix BAmit der i-ten Spalte der

Matrix C Ubereinstimmt. Da dies fur jedes i gilt, folgt
BA =C.

Das ist aber gerade die Behauptung.

QED.

Beispiel

Sei f:U-V die lineare Abbildung von Beispiel 3.4.1, d.h. es gelte
f@) = r+2s+3t+4u

f(b) =5r+6s+7t+8u

fc) =9r+8s+7t+6u
wobei a,b,cund r,s,t,u Basen von bzw. V bezeichnesollen. Weiter sei g:\v W die
lineare Abbildung mit

g() =x+2y
g(s) =x-2y
g(t) =2x+3y
g(u) =2x-3y

wobei x,y eine Basis von W bezeichne.Wir wenden gauf die definierenden
Gleichungen von f an und erhalten

gf(a) = g(r) + 29(s) + 3g(t) + 4g(u) =17x - 6y
gf(b) = 5g(r) + 69(s) + 79(t) + 8g(u) =41x - 5y
gf(c) =9g(r) + 8g(s) + 79(t) + 6g(u) = 43x + by
Fur die Matrizen der Abbildungen f, g und gf ergibt sich
59
68 122
M =137 M(g)‘%-zs-s
86
und
59
7414 122 68
M) =Hs 5 5@‘%-23-3 77
86
Bemerkungen

() Die Matrix der identische Abbildung Id: V- V st offensichtlich die
Einheitsmatrix Id, wenn man fur Definitions- und Bildraum dieselbeBasis
verwendet,

My(Id) = Id
fur beliebige Basen v von V.
(i)  Sind f: VoW und g:W- V zueinandeinverse lineare Abbildungen,h. gilt f=g

=Id und @f = Id, sofolgt aus dereben bewiesenerofmel und Bemerkung(i),
daf? M()M(g) = Id und M(g)M(f) = Id gilt, genauer,
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My OMy (1) = 1d = My Hmy 0
fur beliebige Basen v von V und belleblge Basen w von W.

3.4.4 Verhalten bei Basiswechsel

Sei f: V- W eine lineare Abbildung von endlich-dimensionalen Vektorraumen. Weiter
seien fur jeden der beiden Vektorraume zwei Basen
v, V' vonV
w,w’ von W
gegeben. Dann gilt

MY () = MY (1M (M ¥ (1d).

Die Matrix M\\/,, (Id) heiRtBasiswechselmatrifiir den Ubergang von der Basis v zur
Basis v'.

Bemerkungen
(i) Die behauptete érmel ergibt sich unmittelbar aus der Formel fur die
Komposition von Abbildungen.

(i) Die beiden Matrizen Nj(id) und M), (Id) heien_Basiswechselmatrizen. Sie

beschreiben die Beziehung zwischen den bedesen v, vivon V bzw.w,w’ von
W. Genauer sie geben amie die Vektorender einerBasismit Hilfe anderen als
Linearkombination geschrieben werden.

(i) Ist zum Beispiel

My (1d) = ()
so gilt fur den i-ten Vektor der Basis v,

—_ n )
N2
(mitn =dim V).
(iv) Stimmen die beiderBasen Uberein, so gilt i? = 6ij’ d.h. I\/t/,(ld) ist die
Einheitsmatrix,
My(Id) = Id

fur jede Basis v von V.
(v) Speziell fur W=V, f=Id, w=v, w'=v’ erhalten wir die Identitat
YA \;
Id = M,, (Id)M,,(Id),
d.h. die Basiswechselmatrizereines endlich-dimensionalerRaumes sind
umkehrbarund die Ubergange v— v’ und V' = v gehoren zu zueinander
inversen Matrizen,
My (Id) = My, (1d) L.
(vi) Seien fV-V ein lineare Endomorphismus des(endlich-dimensionalen
Vektorraums) und v,v’' zwei Basen von V. Dann gilt

MY () = MY (1d) ImMY MY (1d)

3.4.5 Eine Anwendung auf Matrizen: Kriterium fur die Umkehrbarkeit

Sei A und B quadratische Matrizen mit Eintrdgen aus dem Korper K,
A.BOK™N,

Es gelte

(2) AB = Id.

Dann sind A und B umkehrbare Matrizen, d.h. es gilt auch BA = Id.
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Beweis Wir betrachten die zu den Matrizen gehdrigen K-linearen Abbildungen
f KD KN x= Ax

A
fg: KN K" x Bx
(bezuglich der Standardbasen dé§.KVegen AB = Id gilt
onfB :fAB :fld =1d.

Insbesondere ist die Abbildung gurjektiv, denn fur jedes3K" gilt
FAlfg()) =x,
d.h. x liegt im Bild von L Damit ist
n = dim K"
=dim ker(fA) +dim im(fA)
= dim ker(f, ) + dim KN
=dim ker(lk) +n,
alsodim ker(fA) = 0, also kerg&) = 0. Wir habengezeigt, L ist nicht nur surjektiv,
sondernauch injektiv, also bijektiv. Mit anderen Worten, Af ist eine umkehrbare
Abbildung (und die Umkehrung ist linear). Insbesondere gilt
faef, = d.
Wir jehen von den Abbildungen zden zugehdrigenMatrizen (bezuglich der
Standardbasis des¥Kiber und erhalten nach 4.4.2,
Id = M(Id) = M(f'AlafA) . M(f'Al)M(fA) = M)A,
Mit anderen Wortendie Matrix A besitzt aufler der Resimversen B aucleine
linksinverse Matrix (namlich M}b). Also ist A umkehrbar.
Wir multiplizieren die Identitat (1) mit dem Inversen von A und erhalten
Al=alaB=B,

d.h. Bist gerade die zlA inverse Matrix (und alsosolche ebenfallsumkehrbar).
Insbesondere gilt

BA=A1A=1d.
QED.

3.4.6 Fortsetzbarkeit von linearen Abbbildungen auf Unterraumen
Seien V ein K-Vektoraum, \2IV ein K-linearer Unterraum und

v oW
eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine lineare Abbildung

VW,

welche auf dem Unterraum V' mit ' Gbereinstimmt,

f(v') = f(v)) far v’ OV'.
Beweis Seien {V’i}iDI’ eineBasisvon V' und {vj}jDJ eineBasis ded-aktorraumes
V/V'. Da die naturliche Abbildung

p:V VIV, V = v+,
surjektiv ist, gibt es fir jede§lj ein \J/DV mit p(vj):Vj. Nach 3.3.1Dilden die beiden
Familien

67



Vidigp und ki
zusammen eineBasisvon V. Wir kbnnendeshalbdie geschte lineare Abbildung f
dadurch definieren, dal3 wir die Bilder der Basiselemeriuand \J/ angeben, wobei wir

diese Bilder beliebig wahlen kénnen. Wir setzen

f(v’ i) =P\ i) fur alle I
f(vj) =0 fur alle [1J

Auf diese Weise ist eine lineareAbbildung f: V- W definiert. Sie stimmt nach
Definition auf denElementen VI derBasis {V’i}iDI’ von V' mit f* Uberein.Deshalb

muf3

f(v) = f'(v) far alle v(OV’
gelten, d.h. f stimmt mit f auf V'’ Gberein.
QED.

3.4.7 Die duale Abbildung

3.4.7.1 Definition

Seien f:V- W eine K-lineare Abbildung und
V* := Hom(V,K)
W*:= Hom(W,K)
die zu V bzwW dualen Vektorrdume.
() Dann ist die folgende Abbildung wohldefiniert und K-linear und heif3tduafe

Abbildung.

i VUi VA Y e
Nach Definition ist also ) := &f.
(i)  Far je zwei K-lineare Abbildungen f:UV und g:V- W gilt
nf * = f* a0*
(i) Die zur identischen Abbildung 1d: MV duale Abbildung ist die identische
Abbildung von V*,
*
IdV = IdV* .

Die zur Nullabbildung duale Abbildung ist die Nullabbildung.

(iv) Zueinanderinverse Abbildungen gehen beiDualisieren inzueinanderinverse
Abbildungen tber.

(v) Das Dual einer surjektiven Abbildung ist injektiv.

(vi) Das Dual einer injektiven Abildung ist surjektiv.

Beweis Zu (i). Die Zusammensetzurfgf ist als Kompositionlinearer Abbildungen
wieder linear, d.h. es gilt

of0OV*
fur jedes€ OW*. Mit anderen Wortenglie Abbildung f* ist wohldefiniertWir haben

noch zuzeigen,dal3 sielinear ist. Fur je zwei Linearformené’, £”0W*, Dbeliebige
¢’,c"UK und beliebige 4V gilt

fx(c’&'+c”€”)(v) = ((c’€’'+c"€7) 1) (V)
(c'e’+cem)(f(v))
= ¢’ (f(v))+c” £7(f(v))
c'(€"=f)(v))+c" (€7 =f)(v))
c't(£)(v) + c"t(£€7)(v)
= (CP(&7) + " (€7))(v)
Da dies fur beliebigelWV so ist, gilt
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fx(c’&'+c”8”) = c'f* (&) + c'f*(£").
Mit anderen Worten , f* ist linear.
Zu (ii). Fur jede Linearforrd:W - K qilt

£0(gef) = (£=Q)-f,

(9=0)*(€) = F(£=9) = F(g*(£)) = (F*=g%)(£).

Da dies fur alle Linearformehauf V richtig ist, folgt

of)* = f* og*,
Zu (iii). Die Verpflanzungmit der identischenAbbildung bildet trivialerweise jede
Linearform aufsich selbst abDie Verpflanzungmit der Nullabbildungbildet jede
Linearform auf die Null ab.
Zu (iv). Gilt g=f = Id, so gilt nach (ii) und (iii) auch #g* = |d* = Id.
Zu (v). Sei f:V- W surjektiv. Wir haben zu zeigen,

ker(f*) = 0.
Sei alsoéUker(*). Da f:V W surjektivist, gibt es zujedem wWIW ein VIV mit
w=f(v). Damit ist

also

£(w) =£(f(v)) = (@=f)(v) = F(£)(v) = 0.

Wir haben gezeigt, fur jedesWV gilt £(w) = 0, d.h. es gil€ = 0. Der Kern von f* ist
somit trivial, d.h. f* ist injektiv.

Zu (vi). Sei f:V - W injektiv und se£[1V* beliebig. Wir haben zu zeigen, es gibt ein

£ OW* mit f*(£") = £.
Da f injektiv ist, ist die zugehérige Abbildung
g:V - f(V) mit g(v) = f(v) fur alle Vi 1V

bijektiv, also ein Isomorphismus.

e/ TZ” AN

VD]L% ) O W

Es gibt also eine lineare Abbildung
2" =291 f(Vv) = K,
welche auf dem Unterraum f(V) von W definiert ist mit
(1) 2o =2oglog =2
Wenn wir eine Fortsetzurj)W - K der Linearformé™:f(V) - K zu einer Linearform
auf dem gesamten Raum W finden kdnnen, so gilt fiir diese Fortsetzung die Identitat,
£f=8"g=¢,d.h. @) = £.
Jede solché&ortsetzung iseineLinearformder gesuchten Art. DiBehauptung folgt

daher aus dem Fortsetzungssatz 3.4.6..
QED.

3.4.7.3 Die duale Basis

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektoraum und sei
(1) Vp OV

eine Basis von V. Wir erinnern daran (vgl. die Bemerkung von 3.3.18), die zu dieser
Basis duale Basis besteht dann aus Vektoren
*

*
V15V av*
des dualen Raums V* mit
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v; (Vj) = 6ij
fur alle i,j= 1,...,n. Diese bilden eine Basis von V*.

* *

vl,...,\ﬁDV*

Bemerkung
Unser nachstes Ziel besteht darin, zu zeigen, dal3 zwischen der Matrix einer Abbildung
und der Matrix der dualen Abbildung ein Zusammenhang besteht.

3.4.7.4 Die Matrix der dualen Abbildung bezlglich der dualen Basis

Seien V und W ein endlich-dimensionale K-Vektorraume,
VoW
eine K-lineare Abbildung,
V,,...,v_[Vundw,,..,w OW
I'"""'m 1 n
Basen von V bzw. W und
* * * *
VBV und wy v, OW
die zugehorigen dualen Basen. Dann gilt
W* v —aaVoaT
My (%) = M0 ',
d.h. die Matrix der dualen Abbildung isttransponiert zur Matrix der

Ausgangsabbildung (beztglich der dualen Basen).
Beweis Sei

Via — A —
Mw(f) =A= (aij)’

d.h. es gelte

n L

f(vi) = oElamwo( furi=1,..m.
Nach Definition der dualen Abbildung f*:\W V* ist
* *
Fwi V) = (v ef)(v)
=w (f(v))

—w*( Ea W)
Jazlo“ a

* *
Mit anderen Worten, die beiden linearen Abbildungenjf’)(wnd E a ., Va haben im
a=1
Basiselementi\,denselberWert. Da ibeliebigist, stimmen die Abbildungen auf den

Elementen einer Basis Uberein, und sind als lineare Abbildungen damit Giberhaupt gleich,
* n *
* . ) =
f*(w J ) g a.Va-
a=1
Mit anderen Worten, die Matrix von f* ist geradgA
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QED.

3.4.8 Anwendung: Das doppelte Dual eines endlich-dimensionalen
Vektorraums

() SeiV ein K-Vektorraum. Dann ist die Abbilduhg
P=py: V o V* v @2 (v),

(von V ins doppelte Dual von V rT;it\/(v)(E) =£ (v)) wohldefiniert und injektiv.

Insbesondere igtim Fall dim V <o ein Isomorphismus. Dieser heif3t nattrlicher
Isomorphismus von V ins doppelte Dual.

(i) Seif: V-V eine K-lineare Abbildung. Dann ist das folgende Diagramm
kommutativ.

f
AT w
lpV f** pW‘L 1

V** [[D_' W**
d.h. fur jedes MV gilt pW(f(v)) = fx( pV(v)).

Beweis Zu (i). Die Abbildungist wohldefiniert Wir haben zuzeigen,fur jedes VIV
liegt die Abbildung

fV =p(v): €= 2 (V)
in V** d.h. wir haben zwzeigen, \f/ ist eine lineareAbbildung V*- K. Seien alsc,

£'0V* und c,c’TK. Dann gilt
fv(c€+c’€) = (c2+c’g)(v)

= c(V)+c'é(v)
= cfv(e) +c fv(eI ).
Mit anderen Wortenvfist linear.

Die Abbildungp istlinear. Seien v,\1V und c,clJK. Dann gilt fir jede€[1V*:
p(cv+c'v)(8) =&(cv+c'V’) = cé(v)+c'€(V) = cp(V)(€) + c’p(V')(£).
Da dies fir beliebigéVv* gilt, folgt
p(cv+c'v’) = cp(v) + c'p(V’).
Mit anderen Worten, die Abbildunmist linear.

Die Abbildungp istinjektiv. Esreicht zu zeigen, der Kewon p ist trivial. Sei VIV ein
Element mitp(v) = 0. Wir haben zuzeigen,dal3 dann v selbsichon Nullist. Nach

Voraussetzung gilt fur jedds1v*:
_ 0 =p(v)(€) =£(v),
d.h. es ist

(1) 2(v) = 0 fir jede[IV*.
Angenommen Vst ungleichNull. Dannist v eineBasis desTeilvektorraums KV V.
Insbesondere ist die lineare Abbildung

g: K - Kv, ck—=cv,
ein Isomorphismus. Die Abbildung

g'l: Kv - K, cvi= c,

9 p(v) ist die Auswertungsabbilduriga (v) an der Stelle v.
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ist somit wohldefiniert (und linear). Insbesondere g'ﬂ'(@ = 1. Nach4.4.6.2 lal3sich

g'1 fortsetzen zu einer linearen Abbildung
2:V 5 K

Es gilté (v) = g'l(v) = 1. Wir habendamit ein Elemené [0V* gefunden,fir welches
die Aussagg(1) falsch ist.Damit ist aberunsereAnnahme %0 falschund es mul3 v
gleich Null sein. Wir haben gezeigthat den Kern {0}, ist also injektiv.

Im Fall dim V < ist p einlsomorphismusAngenommerp warenicht surjektiv.Dann
ware imp) ein echter Unterraum von V**, also

dim im(p) < dim V** =dim V.
Da aberp, wie wir gesben haben, injektivist, muf3das Bild von p isomorph zum
Definitionsbereich sein,

. . PV~ im(p)
ist ein Isomorphismus, d.h. es gilt dim phE& dim V.

Zu (ii). Wir haben zu zeigen, fur jedésIW* gilt
Py (FV)(E) = P(py , (V) (#).
Far die linke Seite erhalten wir
Py (V&) = £(f(v)) = (€=T)(V)
Zur Berechnung der rechten Seite beaciien** ist die Verpflanzungmit f*, d.h. es

ist
= py, (V) = oy, (V))ef*
Fur die rechte Seite erhalten wir damit
P (py (D)E) = oy, M)(F(£)) = (, (V)(E€-h) =*° (2=)(v)
Die Abbildungean(f(v)) und f**(pv(v)) habenflr beliebigesé0W* denselben

Wert. Sie sind also gleich.
QED.

3.4.9 Zeilenrang und Spaltenrang von Matrizen

Sei ADK™ " eine Matrix mit Eintrdgen aus K. Die Zeilen von A sind somit Vektoren

von KN und erzeugen damit einen Unterraum vdi'& Die Dimension dieses

Unterraums heif3t Zenrang von A und wird mit
rk” A
bezeichnet. Mit anderen Worten, rk’ A ist die Anzahl linear unabhangiger Zeilen von A.

Analog sind die Spalten von A Vektoren vol&L und erzeugen einen Unterraum von

K™ Die Dimension diesddnterraumsheiRtSpaltenrangon A und wird mit
rk A
bezeichnet. Mit anderen Worten, rk A ist die Anzahl linear unabhangiger Spalten von A.

Der Rangeiner linearen Abbildung f: M W ist definiert als Dimension des Bildes und
wird mit

rk f:= dim im(f).
bezeichnet.
Beispiel

10 pv(v) ist die Auswertung an der Stelle v.
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23
A=#459
713

Die ersten beideispalten dieser Matrisind nicht proportional,d.h. sie sind linear
unabhangig. Die dritte Spalte ist gerade die Summe der beiden ersten. Daher gilt
rk A=2.

Die ersten beide#eilen von Asind ebenfalls nichproportional.Der Zeilenrangsind

somit mindestens 2. Weiter gilt

2[(1,2,3) - 5(4,5,9) + 36,7,13) = 0.
Der Zeilenrang ist also ebenfalls 2,
) rk’ A= 2.
Diese Ubereinstimmung ist, wie wir spéater sehen werden, kein Zufall.

Problem
Gilt stets rk A = rk’ A?

Die Losung des Problems bestan seiner Ubersetzung idie Sprabe der dualen
Raume und dualen Abbildungen.Wir beginnen diese Ubersetzung mit einigen
Bemerkungen.

Bemerkungen
@) Sind B8y die Spalten von A,

A= (al...an),

so ist nach Definition rk A die Dimension des Raums

m
<al,...,an> = {izlczlaI |c ,...,anK}

Mitc := L {.. L gilt Ac = ?clal d.h. wir konnen diesen Raum auch in der folgenden

i=1
n

Gestalt schreiben.
<a,...8>={Ac| KM = im(f ),
d.h. dies ist das Bild der durch A definierten linearen Abbbildung
fo KN - kM

Wir haben gezeigt,

rk(A) = dim |m(fA) =rk fA'

(i) Die Spalten von Asind gerade diZeilender transponierten Matrix A Es gilt
deshalb

Kk A=rk AT = dimim(f -).
AT

(i) Wie wir in 4.4.6.6 g@sehenhaben,kann man die Abbildung ]jAT (beztglich

geeigneterBasen derbeteiligten Raume) mit der zu 'fa\ dualen Abbildung

identifizieren,
fAT = (fA) .

Wir haben damit die folgenden Formeln zur Verfligung.
rk A =dim im(fA)
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rk’A = dim im(fA)*
Um dasangekindigteergebnis Ubedie Gleichheit von Zeilenand Spaltenrang
einer Matrix zu beweisen,gentigt esalso, wennwir zeigen, fir jede lineare
Abbildung f endlich-dimensionaler Vektorraume gilt
dim im(f) = dim im(f*).
Dies ist die Aussage des nachsten Abschnittes.

3.4.10 Das Verhalten des Rangs einer Abbildung beim Dualisieren
Seien f: V- W eine K-lineare Abbildung endlich-dimensionaler Vektorrdume und
*:W* - V* die zugehdorige duale Abbildung. Dann gilt

dim im(f) = dim im(f*).
Insbesondere ist fur jede Matrix A der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang von A,

rk A =rk’" A.
Beweis Seien U := ker(f) und
u:U- V,ur=u,

die naturliche Einbettungon U in V, d.h. die lineareAbbildung auf U, die jedes
Element in sich abbilddet. Dann gilt
(1) dim im(f) = dim V - dim U.
(2) feu = 0 (Nullabbildung).
Wegen (2) gilt

u*ef* = (fou)* = 0* = 0 (= Nullabbildung).

Die Zusammensetzung vétiw* — V* und u*: V* - U* ist also Null. DasBild von
f* liegt somit ganz im Kern von u*,

dim im(f*) < dim ker(u*) = dim V* - dim im(u?*).
Man beachte, nach Definition istinjektiv, also u* surjektiv. Anstellevon im(u*) kann
man also auch U* schreiben. Also gilt

dim im(f*) <dim V - dim U = dim V - dim ker(f) = dim im(f).
Wir haben gezeigt,
() rk(f*) < rk(f).
Dies qilt fur alle linearen Abbildungen f, also auch fur f*: W& V*, d.h. esgilt damit
auch
rk(f**) < rk(f*) < rk(f).
Zum Beweis der Behauptung gentigt es somit, wenn wir zeigen,
rk(f**) = rk(f).

Auf Grund deskommutativenDiagramms vor4.4.7 ehalt manf** aus f durch
Zusammensetzung von f mit zwei Isomorphismen,

Kk — f -1
- pw° OpV'
Also gilt
rk(f**) = dim f**(V**)
. -1
=dimp,, (f(py (V*)))
=dim f(p{,l(v**) (weil Py ein Isomorphismus ist)
=dim (V) (weil pvl ein Isomorphismus ist)
= rk(f).
QED.

3.4.11 Rangkriterium fur die Umkehrbarkeit einer Matrix

Sei ADK™ M eine n-reihige Matrix mit Eintragen aus K. Dann sind folgende
Bedingungen aquivalent.

() Aist umkehrbar.

@i rk(A) =n.
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Beweis (i) O (ii). Nach Voraussetzung existierf%.\Wegen Ala =1d gilt fur die
zugehorige AbbildungAf:KM K" die Relation

fA-ffA = fIol =|d.
Damit ist

n =dim K'=dim 1d(K") =dim f of (K™ <*dim f, (K™ <2 dim K" = n.
A-17A A

In dieser Abschatzung gilt also Gberall das Gleichheitszeichen, d.h. es ist
rk A = dim fA(Kn) =n.

(i) O (i). Nach Voraussetzung gilt dirR(Kn) =n, d.h. die Abbildung

wN N
fA.K -K
ist surjektiv. Weiter ist

dim ker(f) = dim K - dim fA(Kn) =n-n=0,

d.h. der Kern von fist trivial, d.h. fist injektiWir habengezeigt, fist bijektiv, also ein
Isomorphismus.
QED.

4. Determinanten

4.1 Permutationen
Dieser und der nachfolgende Abschnitt haben vorbereitenden Charakter.

4.1.1 Gruppen von Abbildungen
Sei M eine beliebige Menge. Wir fihren folgende Bezeichnungen ein
Abb(M) := Abb(M,M) = Menge der Abbildungen M: M
S(M) := {fOAbb(M) | f bijektiv }
(Menge der bijektiven Abbildungen M M)

Satz
Die Menge S(M) ist beziglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

Die Gruppe S(M) heifduch symmetrische Grupger Menge M.

Beweis Wir filhren den Beweis wieder in mehreren Schritten. Abkirzend schreiben wir
wieder

G = S(M)

1. Die Abbildung GG - G, (f,g)~ fag, ist wohldefiniert

Wir haben zu zeigen, die Komposition von zwei bijektiven Abbildungen ist wieder
bijektiv. Seien also f:M-N und g:M- M bijektive Abbildungen. Wir haben zu zeigen,

feg ist dann ebenfalls bijektiv, d.h. di@asern
(fag) H(m)

von feg bestehen fur jedesfiVl aus genau einem Element. Séilkh ein fest
vorgegebenes Element. Fur ein beliebiges Elemélt gilt dann

1 wir benutzen die Ungleichung
dim f(V) = dim V - dim Ker(f)< dim V
fur beliebige lineare Abbildungen f.

2\Wegen 'fA(Kn) ok
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xO(fg) H(m) = m = (fbg)(x) = f(g(x)) = g L(m).
Nach Voraussetzung istHijektiv, d.h. die Menge fl(m) besteht augenaueinem
Element, sagen wir miM. Die Bedingung
| | g0t H(m) = {m}
ist daher gleichbedeutend mit
o g(x) =m
Damit gilt
| ~ xO(fegyim) = g(x) = m’ = xOg(m)
Wir haben gezeigt,
 (fegyi(m) =gtm). | |
Da g nach Voraussetzumgektiv ist, ist die Menge recht®inelementigd.h. auch die
Menge

(fag) H(m)
besteht aus genau einem Element. Da dies fir belielhidy giit, ist f=g bijektiv.

2. Die Komposition von Abbildungen ist assozialtiv
Selen 1, g, h:M> M drel bijektive Abbildungen. Wir haben zu zeigen,

(1) o (feg)eh = f=(g=h),

d.h. zu zeigen ist,

(2) ((feg)=h)(m) = (f=(g=h))(m) fur beliebiges MM
Es qilt

LHS von (2) = (kg)(h(m)) = f(g(h(m)))

RHS von (2) = f((gh)(m)) 0 f(g(h(m)))
Beide Seiten von (2) sind also gleich.
3. Es qgibt inG ein Elemeninit den ElgenschaftedlesEinselements
Bezeichne Id: M~ M die identische Abbildung, d.h. es sel

Id(m) = m fur jedes mM.
Diese Abbildung ist bijektiv, denn das einzigeM mit Id(x) = m ist x=m, d.h.
(1d)X(m) = {m} fur jedes nMm.
Zeigen wir, Id hat die Eigenschaften des Einselements, d.h. es gilt
feld = Idef = f fUr jedes £IG.

Zu zeigen ist,
3) (feld)(m) = (Id=f)(m) = f(m) fur jedes MM und jedesfIG.
Es gilt
> LHS von (3) = f(Ild(m)) = f(m)
MHS von (3) = Id(f(m)) = f(m)

RHS von (3) =1f(m)
Es qilt also tatsachlich (3).
4. Zu jedem fIG gibt es eirElementin G mit den Eigenschaftetiesinversen
Das ist so nach Definition der Bijektivitat (vgl. 3.2.3).
QED.

4.1.2 Symmetrische Gruppen endlicher Mengen

4.1.2.1 Bezeichnung von Permutationen

Sei M die folgende n-elementige Menge.
M:={1,2,...,n}
Fur die symmetrischen Gruppe von M verwendet man dann die Bezeichnung
S_:=S(M).
n

Die Elemente vonnS d.h. die bijektiven Abbildungen
M- M
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heilRen auch Permutationen der Zahlen 1,...,n. BEEsvente wollen widurcheine Art
zweireihige Matrizen beschreiben, in deren erster Zeile die Elemente von M und darunter
in der zweiten Zeile deren Bilder stehen

1
f= "
§ 1) f(2) f(3) -f(n)
Aul3erlich sieht das Symbol auf der rechten Seite der Gleichung aus wie eine zweireihige
Matrix. Wenn wir Permutéionen im Auge haben, soll dies jedoch keine Matrix
bezeichnen sondern die Abbildung, welche 1 in f(1), 2 in f(2),..., n in f(n) abbildet.

Beispiel 1
Mit
E 234
312
werde die Abbildung
£{1,2,3,4} - {1,2,3,4}

bezeichnet mit
f(1)=4,1f2)=3,f(3)=1,f(4) =2

3213510 A 243

4.1.2.2 Zyklenschreibweise

Ein Zyklus ist eine Permutation f: M - M mit der Eigenschaftdal? espaarweise
verschiedene Element(i e.,e M gibt mit

) =8 fe)=¢ - M6, =5, )=

Beispiel 2

und
f(e) = e fur &M - {el, . er}.

Fur einen solchen Zyklus verwendet man die Bezeichnung

f=(e, ..., er):(ez, v €, 8) =

Zyklen, deren zugehdrigdlengen {el, . er} disjunkt and, heif3enelementfremd.
Zyklen, deren zugehdrigdenge {91, e er} aus zwei Elementen besteheiheil3en
Transpositionen.

Bemerkungen

(i)  Nicht jede Permutation ist ein Zyklus.

(i) Es istleicht einzusehendall jede Permutationdas Produkt vorelementfremden
Zyklen ist.

(i) Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen,

(€ - 8) = (6 8)e(ey8))e-2(e 8 _1)=(€ ;)
(iv) Aus (i) und(iii) ergibt sich,daljede PermutatlonProdukt wn Transpositionen

ISt.
Beispiele
234
312 =(1,4,2,3)
234567
371682 =(1,4)(2,3,7)(5,6,8)
wasesn  B200E
Multlpllkatlon mit elner Transp05|t|on
1 .. _ .
E(l) 1) .. £G) . f(n) E‘("‘) E(l) f() .. f(|) 1) E
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Konjugation eines Zyklus mit einer Permutationf

fa(ey, ... , e)of' = (f(ep). -, f(e))

1
234567 234567
E 371682 §(1’3’5)(2'4’69§ 371682 % = (4,7,6)(3,1.,8)

4.1.2.3 Inversionen und Vorzeichen einer Permutation

Seien M die Menge der ersten n naturlichen Zahlen
M={1,..,n}
und f: M -~ M eine Permutation von M

1
f= =
(1) f(2) f(3) -(n)
Eine Inversion von f ist dann ein Paar (I xM mit folgenden Eigenschaften.
1. i>]
2. i <.

Bezeichne
Inv(f)
die Menge der Inversionen der Permutation f und
# Inv(f)

die Anzahl der Elemente der Menge Inv(f). Dann heif3t

sign(f) := (-1nv()
Vorzeichender Permutation f. Permutationemt positiven Vorzeicherheif3en_gerade
solche mit negaten Vorzeicherungerade.
Beispiel
Die Inversionen der Permutation
234567

371682

sind gerade die Paaneatlrlicher Zahleraus derunterenZeile, fir welche die rechts
stehende Zahl kleiner ist als die links stehende. Wir erhalten die folgenden Inversionen.
(3,1), (3,2
4,2, (4,2), (4,3)
(6, 2), (6,5)
(7,2),(7,2), (7,5), (7,6

Das Vorzeichen von fist also
sign(f) = (13 =-1.
4.1.2.4 Das Vorzeichen bei Multiplikation mit einer Transposition

sign(f=(i.j)) = - sign(f)
Beweis Es gllt

E(l) 1) .. f(n)E‘("’)_E(l) Y f(n)E

1. Fall.j=i+1.
Mit anderen Worten(i,j) = (i,i+1) ist ein NachbartauschVir haben dieAnzahl der
Inversionen von

i i+l ... n
() Ea) () f(i+1) . f(n)E
und

i+l
(2) E(l) A(i+1) () .. f(n)E

zu vergleichen.
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Ein Paar(a,b) mit &f(i) oder bf(i+1) ist genau daneine Inversion von(1l) wenn es
eine von (2) ist.

Das Paar (f(i), f(i+1)) ist genau dann elngersion von (1), wendas Paaff(i+1), f(i))
keine Inversion von (2) ist.

Zusammerergibt sich, dielnversionsmengen vofl) und (2)unterscheiden sich um
genau ein Element. Das Vorzeichen von (1) und (2) ist also entgegengesetzt.

2. Fall. i undj beliebig.

O.B.d.Aseii<j. Esqilt

(3) (i) =2 (i,i+ D)o (1+1,i+2)o0....0(-2,j-1)0 j,j-1) 2 (-1,j-2)e..o (i+2,i+1)s (i+1,])

Statt fmit der Permutatiori,j) zu multiplizieren,kdnnenwir f auch nacheinander mit
den Nachbartauschen auf deechten Seite von(3) multiplizieren. Bei jeder
Multiplikation mit einemNachbartausctindert die Permutatiormr Vorzeichen. Die
Zahl der Nachbartausche auf dexchten Seite vo3) ist ist ungerade(bis auf den
Faktor in der Mitte kommt jeder Faktor zweimal vor). Nach einer unger&adeshl von
Nachbartauschen ist abedas endgiige Vorzeichen dem urspringlichen
entgegengesetzt.
QED.
Bemerkungen
()  Wendet man die obige Formel auf die identische Permutation an, so sieht man, das
Vorzeichen einer Transposition ist negativ.
sign (a,b) = -1.
(i) Ist die Permutation von das ProdukeinegeradermAnzahl von Transpositionen,
so gilt auf Grund der obigen Formel
sign(f) = +1,
ist Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen, so gilt entsprechend
sign(f) = -1.
(i) Allgemein, ist f das Produkt von r Transpositionen, so gilt

sign(f) = (-1J
sign (1,23(2,5)(3,4) = - sign (1,2)(2,5) = + sign (1,2) = -1.

Beispiel

4.1.2.5 Das Vorzeichen eines Produktes von Permutationen

sign feg = sign f(kign g
Mit anderen Worten, die Abbildung
sign: Sh - {+1, -1}, f = sign(f),

ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis Wir schreiben f und g als Produkte von Transpositionen,

f= (81,82)0(83,84)0...o(ar,ar+1)
g= (bl'b2)°(b3’b4)°"'°(bs’bs+1)
Dann gilt

13 Wendet man die rechte Seite auf i an, so wird i nacheinander durch i+1,i+2,...,j-1, j abgebildet und
bleibt bei den letzten j-i-1 Operationen unveréndert.

Wendet man die rechte Seite auf j an, so bleibt j bei den ersten j-i-1 Operationen unverandert und wird
dann nacheinander auf j-1, j-2, ... , i+1, i abgebildet.

Wendet man die rechte Seite auf ein a auf3erhalb des Intervalls [i, j] an, so bleibt a unverandert, da dieser
Wert auf der rechten Seite nicht vorkommt.

Wendet man die rechte Seite auf ein a im Innern des Intervalls [i, j] an, so wird a zuerst auf auf a+1
abgebildet (bei den ersten j-i-1 Operationen) und anschlieRend auf wieder auf a (bei den tibrigen
Operationen).
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fc-g = ({ﬁ,az)o(agazl)o...o(ar,ar+1)o(b1,b2)o(b3,b4)n...c-(bs,bs_'_l).
Nach Bemerkung (iii) von 3.3.8.4 gilt damit
sign(f) = (-1J
sign(g) = (-1¥
sign(fg) = (-1 "5 = (-1)'1-1)® = sign(fisign(g).

QED.

4.1.3 Untergruppen

4.1.3 .1 Definition

Sei G eineGruppe. Eine Untergruppe von G istine Teilmenge HG, welche
zusammen mit der Operation von G eine Gruppe ist.

Genauer: Eine Teilmenge s heildt Untergruppe von G, wenn dieschrankung der
Gruppenoperation

GxG - G, (a,b)y— ab,
von G auf FkH eine Abbildung mit Werten in H,

HxH - H, (a,b)— ab,

und die Menge H ist zusammen mit dieser Abbildung eine Gruppe ist.

Bemerkungen

(i) Sind G und H Gruppen, so wird die Relationl® im allgemeinenen sogar
bedeuten, dal3 H eine Untergruppe von G ist. Im Zweifelsfall werden wir
zusatzlich darauf hinweisen, ob es sich um ein Enthaltensein als Mengen oder als
Gruppen handelt.

(i)  Alternativ kann man den Begriff der Untergruppe wie folgt definieren: Eine
Untergruppe der Gruppe G ist eine Gruppe H mit folgenden Eigenschaften.
1. Als Menge ist H in G enthalten[ 5.

2. Die naturliche Einbettung B G, hi— h, die jedes Element auf sich selbst
abbildet, ist ein Homomorphismus.
4.1.3.2 Beispiel: Abbildungen und lineare Abbildungen

Fur jede mn-Matrix ADR ™" und jeden n-zeiligen SpaltenvektarR " := RN*1
setzen wir
fA(x) := Ax (Matrizenprodukt)

Dann ist
fol R R" x> fA(0) = AX,
eine wohldefinierte lineare Abbildung. Wir setzen

M = R"=R"™1 die Menge der n-zeiligen Spaltenvektoren
G = Abb(M) die Gruppe derijektiven Abbildungen M- M
H = {fA:M_,M | ADGL(n, R) }

Dann ist H eine Untergruppe von G.
Beweis 1. Schritt. Die Abbildung GL(HR) - H, A= fA’ ist bijektiv.

Auf Grund der Definition der Menge H ist die Abbildung surjektiv. Wir haben noch zu

zeigen, dal} sie injektiv ist. Seien A, B'GL(n, IR) zwei Matrizen mit

(1) fa=fp -

Wir haben zu zeigen, dal’ beiden Matrizen gleich sind. Zum Beweis fuhren wir folgende
Bezeichnung ein.
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e = i-ter Einheits-Spalten-Vektor,

d.h. eID]Rn><1 sei der Spaltenvektor mit n-Koordinaten, dessen einzige von Null
verschiedene Koordinate - die i-te Koordinate - gleich Eins ist.

Auf Grund von Voraussetzung (1) gilt jedes i:
i-te Spalte von A = Ale: fA(e|) = fA,( el) =A & = i-te Spalte von A’,

d.h. Aund A’ haben dieselbe i-te Spalte. Da dies fur jedes i gilt, folgt3A Hamit ist
die Aussage des ersten Schrittes bewiesen.
Folgerung aus dem ersten Schritt

Wir kdnnen die Menge GL(ri) mit der Bildmenge Hdentifizieren,indemwir keinen
Unterschiedmehr mahen zwischen einévlatrix AOGL(n,[R) und derzugehdrigen

Abbildung fA Insbesonderevird auf dieseWeise H zueiner Gruppe (indemwir die

Gruppenoperation von GL(i§) auf H Gbertragen.
2. Schritt. Die Abbilung i:GL(n[R) - G=Abb(M), A= fA’ ist ein Homomorphismus.

Seien A, BIGL(n, R). Wir haben zu zeigen,

3 i(AB) = i(A) «i(B).
Auf beiden Seiten der zwbeweisenden Identitastehen Abbildungenmit dem

Definitionsbereich M ZR". Wir haben also zu zeigen,

(4) i(AB)(x) = (i(A) =i(B))(x) fur jedes XIM.
Es gilt

I(AB)(X) =1 g (X) = (AB)x = A(BX) =T, (F5(X)) = (f5 =T5)(X) = (i(A)=I(B))(X).
Zusammenfassung

Wir wissen aus dem ersten Schritt, die Teilmengi&Hist eine Gruppe, welche man mit

der Gruppe GL(nR) identifizieren kann. Identifiziert man H mit der Gruppe GLEH),
so wird die naturliche Einbettung

5) H- G, fisf,
zur Abbildung

H_,G,A|—>fA.

Von dieser Abbildung habemir im zweiten Schritt gezeigt,dald es sich uneinen
Homomorphismus handelt. Damit ist aber auch die Einbettun®) ein
Homomorphismus. Mit anderen Worten, H ist eine Untergruppe von G.

QED.

4.1.3 .3 Untergruppenkriterium
Seien G eine Gruppe und1& eine Teilmenge von G. Dann sind die folgenden
Aussagen aquivalent.
() H ist eine Untergruppe von G.
(in) (a) Das Einselement voll& liegt in H: é]H.
(b) Das Produkt von je zwei Elementen von H liegt in HIgllhl aldH.

(c) Das Inverse jedes Elements von H liegt in HHal aloH

(i)  Hist nicht leer und mit aJiH gilt stets ablOH.

Beweis (i) O (iii) . trivial.

(i) O (ii). Da H nicht leer ist, gibt es eiiJ&l, welches in H liegt,
aH.

Dann liegt aber auch der “Quotient” von a und a in H,

e:aélﬂH,
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d.h. die ersteBedingungvon (i) ist erfullt. Wegen &IH liegt fir jedes &lH auch der
Quotient
al=ealoH
in H. Mit anderenWorten, diedritte Bedingung von (i) isterfillt. Seienschlief3lich
a,lldH beliebige Elementddanngilt auf Grund der bereitdewiesenemussage(ii)(c)
auch
b-loH.
Mit a, b10H ist aber aufsrund der Voraussetzungjii) auch derfolgende Quotient
eine Element von H,
Hs a1 = ab.
Wir haben gezeigt, die dritte Bedingung von (ii) ist erflllt.
(i) O (i). Wir haben zuzeigen,eine Tellmenge H von G, diéen Bedingungefii)
genugt ist mit der Multiplikation von G eine Gruppe. Es gilt:
. Dafur die Elemente von G das Assoziativgesetz gilt, gilt es auch fur die von H.

2. Nach Bedingung (ii)(b) definiertlie Multiplikation von G eine Abbildung

HxH - H mit Werten in H.
3.  Nach Bedingung(ii)(a) besitzt H ein Element mitden Eigenschaften des

Einselements (namlich e).
4. Nach Bedingung(ii)(c) besitzt jedesElement von H ein(in H liegendes)

)Inverses.
Mit anderen Worten, H ist mit der Multiplikation von G eine Gruppe, d.h. H ist eine
Untergruppe von G.

ED.

4.1.3.4 Eine Anwendung des Untergruppenkriteriums: die alternierden Gruppe

Sei n eine natlrliche Zahl. Dann ist die Menge
An = {fDSn | sign(f) = +1}

der geraden Permutationen vorr]m&we Untergruppe vonnSDiese Gruppe heil3t

alternierende Gruppe der n-elementigen Menge {1,...,n}.
Beweis Wir zeigen, Ar‘l genugt den Bedingungen (ii) von 5.1.3.4.Das Vorzeichen der

identischen Permutation ist positiv (weil die Anzahl der Inversionen gleich Null ist),
IdOA .
n

Seien f,g]An zwei gerade Permutationen. Dann gilt

sign(f-g) = sign(fsign(g) = (+1)#1) = +1,
d.h. fogDAn. Schlielich gilt

sign(fsign(FL) = sign(kf1) = sign(d) = 1
also
sign(fl) = sign(f).
Mit f liegt also auch in An'

QED.

4.2 Elementarmatrizen

4.2.1 Bezeichnungen
Wir fihren folgende Bezeichnungen fir quadratische Matrizen 353 &dn.
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..0...0
Bezeichne Fdie Matrk, deren kntrag in der Position(i,j) gleich 1ist, und deren

samtliche anderen Eintrage Null sind. _
|

.0..0
M@ =ld+ D=1y ¢ o
0..1

Die Multiplikationsmatrix I\/Il(c) seidie Diagonalmé{frik“,"deren Eintrg in der Position
(i,i) gleich c ist, und deren Ubrige Hauptdiagonal-Eintrage gleich Eins sind.

0.0
LCL

Q@ =+ =g 1 o (%)
0. 1

sei die Matrix,deren Hauptdiagonaleintra@mtl'i'c'h 1 sind,deren Eintrag in der
Position (i,j) gleich c ist, und deren Ubrige Eintrage Null sind.

Pij =1ld - EIi-Ejj+Eij+Eji
Die Permutationsmatrix iJPsei diejenige Matrix, dieaus der Einheitsm@t durch

Vertrauschen von i-ter und j-ter Spalte entsteht.

4.2.2 Definition
Die Matrizen der Gestalt

Mi(c),QIj (c),Pij O K™ mit cOK*, i %,
heilRenElementarmatrizen.

4.2.3 Elementarmatrizen und elementare Umformungen

Die Elementarmatrizen zeichnen sich dadurch aus, da? man mit ihrer Hilfe die Ublichen
Zeilen- und Spaltenoperationen als Multiplikation mit geeigneten Matrizen beschreiben
kann.

Multiplikation der i-ten Spalte mit c:

KN KM A A, (©).
Addition des c-fachen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte:

KN KN A A[(Dij (©).
Vertauschen von i-ter und j-ter Spalte:

KN KM A A[E’ij.

14 d.h. die einzigen von Null verschiedenen Eintrage befinden sich auf auf der Hauptdiagonalen.
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Durch Multiplikation von links erhalt man die entsprechenden Zeilenoperationen.

Multiplikation der i-ten Zeile mit c:
KM = KN A M)
Addition des c-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile:
KN KM A Qij (C)A.
Vertauschen von i-ter und j-ter Zeile:
KN, K™N A P.A.
1)

4.2.4* Eigenschaften von Elementarmatrizen
(i) Die ElementarmatrizeniJQc) und FI] sind Produkte von Elementarmatrizen der

Gestalt |\/IJ(C) und (?j(l)' Genauer gilt:

1
(i) Die Elementarmatrizensind umkehrbar und ihre Inversen sind wieder
Elementarmatrizen. Genauer gilt:

-1 _ 1
-1 —
QIJl(C) - QI] ('C)
i =

(i) Jede umkehrbare Matrix ist das Produkt von endlich vielen Elementarmatrizen.

Beweis Zu (i). Dieldentitaten Uberprift manum Beispieldurch direltes Ausrechnen.
Alternativ. kann man auch diezu den Produkten gehdrigen Zeilen- oder
Spaltenoperationen ermitteln. Zum Beispiel hat man flr die Matrix

A= (allz?)
mit den Spaltenvektoren T die folgende Situation:
AjS(l) :(...,'c|1+a],...,ejl,...)
AjS(l)Qij (-1) = (...,a|1+a},...,- Gll,...)

AjS(l)Qij (-1)jS(1) = (zj\, all,...)
Beachtet man nochwie die Multiplikation vonrechtsmit )Mj(-l) wirkt, so ergibtsich

die zweiter der zu beweisenden |dentitaten.
Weiter erhélt man

1 _ 1
AM,@Q;(D) = (- Bg B +2)

1 -
AM@QMM(©) = (-a-na+Cc..)

Damit gilt auch die erste Identitat.
Zu (ii). Die Identitéten ergeben sich ebenfalls direkt des zu derMatrizen gehorigen
Operationen. DieMultiplikation der i-ten Spaltenit ¢ kann man wiederriickgéangig

machen, indem man anschIieBend-clﬁmuItipIiziert. Die Additiondes c-facheder j-ten
Spalte zur i-tenmacht manrickgangig, indem mardas c-fach dieser Spalte
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anschlie3end wieder abzieht. Schlie3lich ernalh durchzweimaligesVertauschen von
i-ter und j-ter Spalte die Ausgangsmatrix.

Zu (iii). Sei  eineumkehrbareMatrix. Durch elementareSpaltenoperationerBtsich
A In eine obere Dreieckmatrix Gberfuhren, d.h. es gibt eine obere Dreiecksmatrix
1%12 %n
0
A= %2 &
0O 0 ..a
nn
und ElementarmatrizenlB..,BS mit
A=AB,LB .
1 S

Da dasProduktumkehrbaremMatrizen umkehrbatrist, ist mit A auch A’ umkehrbar.
Also hat A’ den Rang n. Insbesondere ist

(1) a,%0,

denn anderenfallwaren dieSpalten von A’linear abhangig.Wegen (1) kénnen wir
aber durch weiterelementareSpaltenoperationearreichendaf3 rhder einzige Eintrag

# 0 in der ersten Zeile ist. Dann gilt aber

a22¢ 0.

Indemwir mit dieserArgumentation fortfahren, erreichemr, daf3 A’ Diagonalgestalt
bekommt, wobeisdmtliche Eintrageder Hauptdiagonale# O sind. Durchweitere
Multiplikation mit Multiplikationsmatrizen erreichen wir schlie3lich A’ = Id. Es gilt also
Elementarmatrizen PZI.[BS mit

Id = A[Blmms.
Wir mutiplizieren vonrechtsnacheinandemit den Inversen vonsl?; Bs-l’ B1 und
erhalten

-1 -1 -1_

s Bg L.B =A

Da die Inversen von Elementarmatrizeieder Elenentarmatrizersind, haberwir damit
A als Produkt von Elementarmatrizen dargestellt.
QED.

4.3 Die Determinanten-Definition von Leibniz

4.3.1 Definition

Sei
1312 %n
A= 1822"' aZn Pl
nlan2'" ann

einequadratische n-reihig®atrix mit Eintrdgenaus dem Korper K. Dannheil3t die
Zahl

Omzsiign(“)mzw(l)@zo(z)mEno(n)

Determinante von A und wird mit
det(A) oder auch |A|
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bezeichnetDie Summewird dabeilber séamtliche Permutationen der Zahén 1,..,n
erstreckt. Der Faktor sign) bezeichne das Vorzeichen der Permutation
Bemerkung
Das Produkt

215(1)20(2)" Bra(n)
unter dem Summeeichen enthalhus jeder Zeile und jeder Spalte deMatrix genau

einen Faktor. Die Determinanteist gerade dievorzeichenbehaftete Sunen aller
Produkte, die man auf diese Weise bilden kann.

4.3.2 Die Determinante der transponierten Matrix

Sei
132
1a22 KNxn
Nl n2

eine quadratische n-reihige Matrix mit Elntragen aus dem Koérper K. Dann gilt
detA=§% S|gn(c5)ﬁ
GDSn

Mit anderen Worten, die Determinante von A stimmt mit der der Transponierten Uberein,
det A =det A

o(1)1 0(2)2 o(n)n'

Beweisvon (ii).
Die Reihenfolge derFaktoren unter derSumme der Determinantenformel ist
unwesentlichfiir denWert der Determinate. Sind alsoli,...,in die Zahén 1,...n in
irgendeiner Reihenfolge, so gilt

=a

216(1) 202 Bno(n) = 0 (1) 20(|2) a o(.)

Mit anderen Worten, fur jede fest vorgegebene Permute[ﬂSH gllt

6(1)%20(2)" ho(n) ~ Aw)ot) 2@)o@) " Aoty
Setzt man spezietl= ol , SO erhalt man
1 .2
alO'(l)@ZO(Z) no(n) -1(1)1 0—-1(2)2 0--1(n)n

Die Determinantenformel bekommt damit die Gestalt

detA= signo)@ [a [l.[a )

ol o)1 ol@22  onn
n

Nun durchlauftmit o aucho™ die Gruppe % Wir konnen inder letzten Identitat o

1

durcho™— ersetzen und erhalten

detA= Y sign@ )

ollS o(1)1 0(2)2 o(n)n'
n

Schlief3tlich gilt sigrt(r'l) = signE), d.h. es gilt die behauptete Identitat.
QED.
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4.3.3 Die Determinante einer 2-Matrix

det@?@z ad - bc.

Beweis Da S2 aus zwei Elementerebteht kommen inder Determinantenformezwel

Summand vor. Diese Summanden sind bis aufs Vorzéithen
ad und bc.
In 82 gibt eseine geradeund eine ungerade Permutation (da &sn jeder Sorte

Permutationegleichviele gibt),d.h. genau eirSummandhat ein negatives Vorzeichen.
Da ad zur identischen Permutation gehortdes Vorzeichen zuad positiv. Daraus
ergibt sich die behauptete Formel.

QED.
4.3.4 Die Determinante einer 83-Matrix (Sarrussche Regel)
bc
detrd e fo= aei + bfg + cdh - gec - hfa - idb.
hi

Um sich diese Formel zuerken, schreibman einzweitesExemplarder Matrix neben
die Ausgangsmatrix.

bcHabc

efgdef

hi hi

In der entstehenderx8-Matrix gibt es drei zur Hauptdiagonagfarallele Diagonalen

und entsprechend drei zur Nebendiagonale paralletier diesebiagonalen entspricht
ein Produkt von drei Eintragn der AusgangsmatrixMan versehe die zur
Hauptdiagonalen gehdrigerodukte mit dem positiven und die tbrigen mit dem

negativenVorzeichenund bilde die SummeDas Ergebnisist die Determinante der
Ausgangsmatrix.

Beweis Well 53 sechsElementehat, missenauf derrechten Seiteder gesuchten

Formel sechsSummanden stehen. Dingegebenen Summanden gehdren zu den
folgenden Permutationen von {1,2,3}.

%23@%23@%23@%23@%23@%23

23 31 12 21 32 13

Durch Bestimmung devorzeichendieser Permutainen sieht mamlasdie behauptete
Vorzeichenverteilung tatsachlich auftritt. Es gilt

2 3H . 23H_
316 1,2,3), d.h. agn% 318° +1
2 3H . 23H_
128 1,3,2), d.h. agn% 1208 +1
2 3H . 234
218 (1,3), d.h. agn% 218 -1
2 3H . 234
320" (2,3), d.h. agn% 320" -1
2 3H . 23H
138" 1,2), d.h. agn% 130" -1

QED.

Bemerkungen

>Wenn a in einem Produkt vorkommt, so muR der andere Faktor aus der zweiten Zeile und zweiten
Spalte kommen, also gleich d sein. Analog sieht man, daf3 auch bc (bis aufs Vorzeichen) ein mdglicher
Summand ist. Da nur zwei Summanden vorkommen, sind damit alle Méglichkeit erfal3t.
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() Die Formel fur die Determinante einer melts dreireihigen Matrix I&R3t sich nicht
in ahnlicher Weise vereinfachen wie in den Fallen n=2 und n=3.

(i) Unser néachstes Ziel begeht im Beweis von Umformungsregeln flr
Determinanten, die es uns ermoglichen, diese zu berechnen.

4.4 Eigenschaften der Determinante

4.4.1 Linearitat in jeder Zeile und Spalte

(i) Seien 8 X8,

| 1,...,anDKnx1 Spaltenvektoren,

A= (al,...,all_l,x,a}+1,...,an)
die Matrix, deren Spalten gerade diese Vektoren sind und

f(x) := det (zi""’e}-l’x’ai+1""’ar)
die Determinante dieser Matrix. Dann gilt
f(Cin + C”X”) - Ci II(X’) + C” m(xﬂ)

fur beliebige c¢’,cTIK und x’,x”DKnxl. Mit anderen Worten, die Determinate

det A einer Matrix ist eine lineare Funktion der i-ten Spalte von A (fur i = 1,...,n).
.. . 1xn .
(i) Seien blbllybI .,anK Zeilenvektoren,

—b.

=1=

1

[

D 1

B=y [

(1]

[ b, [

die Matrix, deren Zeilen gerade diese Vektoren sind und
N

— 1 =

. 1
gy) :=det1y 7]

__ti+1 B

[ b, [

n —

die Determinante dieser Matrix. Dann gilt
glcy’ +cy”) = cg(y) + c’g(y”)

fur beliebige ¢’,cUK und y’,y"OK™L, Mit anderen Worten, die Determinate

det A einer Matrix ist eine lineare Funktion der i-ten Zeile von A (fur i = 1,...,n).
Beweis Zu (i). Bezeichneoe(s'[3 den Eintrag von A in der Positioa,3) mit a#i und )j

die j-te Koordinate des Vektors x. Auf Grund der Determinanten-Definitoin gilt dann
f(x) =detA

22900111 %(2)2 P2y o) P+ 1)1 Porin
n
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- 2 Co.ia)
n

mit festen von x unabhéngigecr} I(ﬂK. Der letzte Ausdruck ist offensichtlich linear in
den Koordinaten des Vektors x (die ihrerseits lineare Funktionen von x sind).
Zu (i)). Wenn A samtliche Matrizen vonR" durchlauft, so gilt dasselbe auch fuk.A

Wir kénne also annehmen B = ADann giltb = gﬁjr jedes i und y:]A_, also
g(y) = det B = det A = f(x) = f(}).
Mit anderen Worten, g ist die Zusammensetzung der linearen Abbildungen

Yy yT und x> f(x)
und als solche linear.
QED.

4.4.2 Verhalten beim Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten
(i) Sei A eine Matrix mit den Spalterl,a.,anDKnxl. Dann besteht fiir jede
PermutatiorUDS die Relation
det (a 5y o(n)) = S|gnb)et(al,...,an).

Insbesonderavechselt dieDeterminante beim Vertauschemveier Spalten das
Vorzeichen.

(i) Sei A eine Matrix mit den Zeilenla,..,anDlen. Dann besteht fur jede
PermutatiorUDSrl die Relation

a(1)
signE) L.
o(n)

Insbesonderavechselt dieDeterminante belm Vertauscheaweier Zeilen das
Vorzeichen.
Beweis Zu (i). 1. Schritt Reduktion auf den Fall, dafdein Nachbartausch ist.

Jede Permutatiomst ein Produkt vonTranspositionenWir kdonnen die veranderte
Reihenfolge der Spalteaiso dadurclerreichendalR3wir nacheinander Vertauschungen
von Spaltenausfiihren.Bei solchenwiederholten Vaauschungen multiplizieren sich
deren Vorzeichen, d.h. man ehalt insgesamt das Vorzeichen der gegebenen
Permutation Wir kdnnenalso annehmen,g ist eine Transpositiono =(u,v). Weiter
wissen wir , jedél'ransposition isein Produkt wn NachbartauschelVir kdnnenalso
sogar annehmen, dafd/on der Gestalt

o = (u,u+l)
ist.
2. Schritt: der Fall daB ein Nachbartausch ist.
Wir haben zuzeigen, beim Vertauschenzweier benachbarter Spalten andert die
Determinante nur das Vorzeichen. Bezeichne

A= (5)

die Matrix, die aus A durch Vertauschen von u-ter und (u+1)-ter Spalte entsteht, d.h.
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%’u_'_lfa”Sj =u

a’ij = [ﬁ,u falls j=u+1
%j sonst

det (A’) = det(A).
Um die Abhangigkeitler Eintragevom Spaltenindexbesser zierkennenpenutzen wir
die Formel fur die transponierte Matrix. Es gilt

Wir haben zu zeigen,

det(A)= ZSign(O)@’0(1)15'B’o(u)uﬁ,o(u+1)u+1[m'B’G(n)n

oS
n

GDZSS'gn(o) Bcy(l)lm'mo(u)u+lmc5(u+1)uml'@cx(n)n
n

Den Ausdruck unter der Summe kann man auch in der folgenden Gestalt schreiben.
S'gn(o)ﬁr(l)lm'Br(u)uﬁr(u+1)u+lmEr(n)n

(u+1)far i=u
1(i) = g(u) fur i=u+1

(i) sonst
Mit anderen Wortert ist die Zusammensetzung vormit der Transposition (u,u+1),
T =0¢(u,u+l).
Wenno die gesamte GruppenSJIurchlauft, so gildasselbauchfir 1. Wir kénne die

mit

letzte Summe also auch schreiben als

" — . 1
det(A’) = TDZSS'gn(“(U’UH)- )@T(l)lm'BT(U)UBT(U+1)U+1D]1'BT(n)n
n

= sign((u,u+1)1)EDstign(r)BT(1)1DET(U)UBT(uﬂ)uﬂ[Eﬂ.Br(n)n
n

= sign((u,u+1)})det (A).

Schliel3lich istdasinverse defranspositionu,u+1)gleich der Transposition(u,u+1)
selbst und hat insbesondere das Vorzeichen -1.

Zu (i). Da beimTransponiererZeilen in Spaltenund Spalten inZeilen tbergehen, die
Determinante sich jedoch nicndert,folgt die Behauptung von (igwus (i). Man kann
sie aber auch durch explizite Rechnung beweisen. Nach (i) gilt

o) T T
det = det (%(1),,%0.]))

a(n)

= sign()[det (e;lr%)

= sign@)L]- E
n
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QED.
Bemerkung: Korper der Charakteristik 2
Stimmen in einer Matrix zwei Zeilen oder zwei Spalten Uberein, so ergikdaiioit aus
dem eben Bewiesenen, dal’ deren Determinante Null sein muf3t,

det (A)=0
falls A zwei gleiche Zeilen oder zwei gleicBpalten hatVertauscht man namlich diese
Zeilen bzw. Spaltenso bleibt det(A) unverandemind wechselt andererseits das
Vorzeichen.

Das eben gegebene Argument versagt fir Korper, in denen

2=1+1
gleich Null ist (zum Beispielfir den Koérper aus 2Elementen)Das Argument zeigt
namlich nur,

det(A) = - det(A),

2[det(A) = 0.
Nur im Fall, daf3 der Koeffizient 2 in K ungleich Nist, existiertdasInverse von 2 in
K und wir kénnendie obigeGleichungmit dieseminversen mulplizierenund so die
Behauptung

det(A)=0
erhalten.

Man sagt vonKorpern K, indenen 2 = 1 + 1 Nulist, es seien Kérper der
Charakteristik 2 und man schreibt in dieser Situation

char(K) = 2.

UnsereAussage istauch in diesem Fall richtigind folgt aus derBetrachtung der
Determinante als ganzzahliges Polynom

4.4.3 Verhalten bei elementaren Operationen

Die Determinanten der quadratischen Matrix A andert sich nicht, wenn man ein
Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte addiert.

(2) det(...,?...,ejt,...) = det(...,#c@j,...,ejt,...)
Die anaolge Aussage gilt auch fur die Zeilen,
(2) det(...,?,...,ajl,...)T = det(...,c;:H-C@j,...,Z-Jl,...)T

Beweis Da die Determinante eine lineare Funktion der i-ten Spalte ist, gilt
det(...,fft+cﬁj,...,ejl,...) = det(...,fa...,ajl,...) + dﬂet(...,?,...,ajl,...).

Die zweite Determinanterechtshat zwei gleicheZeilen,ist also N, d.h. esgilt (1).
Formel (2) gilt damit nattrlich auch, da sich @ieterminante beinfransponieren nicht
andert.

QED.

4.4.4 Die Determinante einer Diagonalmatrix

(i) Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der
Elemente auf der Hauptdiagonalen,

11" Cln
detl ... ... ... Cllm'nn
0 C
nn

(i)  Allgemeiner, zerfallt die Matrix A wir folgt in Blocke,

A=ow
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mit quadratischen Matrizen U und V, so gilt
det A = det Wet V.
Beweis Zu (i). In der Leibnizschen Determinantenformel ist nur ein Summand ungleich
Null, namiich der zur identischen Permutatfoidieser Summand liefert den Beitrag
(+1)E1El.n.

Zu (ii). Durch elementar&eilenumformungerder Matrix Avom Typ Q|j(c) und FI]

Uberfuhrenwir U in obere Dreieckgestalt. Digahl der Vertauschungen, dieir dabei
ausfiihren sei u. AnschlieRed Uberfiuhren wir durch dieselbe Art von
Zeilenimformungen dieMatrix W in obere Dreiecksgestalt. Dieahl der
Vertauschungen sei dabei v. Wir erhalten eine Matrix

] — ’V,
A= OW’E

det U’ = (-1Mdet(U)
det V' = (-1)Vdet(V)

det A’ = (-4 V@et(A).
Dabei sind U’, V' (unddamit auch A’)obereDreiecksmatrizenAuf Grund von(i) gilt
also

mit

det(A’) = det(U’)det(V’).
Durch Einsetzen erhalten wir die Behauptung.
QED.

4.4.5 Charakterisierung der Umkehrbarkeit einer Matrix

Fur quadratische Matrizen ™" sind folgende Aussagen aquivalent.

() A ist umkehrbar.

(i) rk A=n.

(i)  detA=#0.

Beweis Die Aquivalenz von (i) und (ii) wurde bereits bewiesen. Es reicht also, die von
(if) und (iii) nachzuweisen.

Sei A eine beliebige quadratische Matrix mit den Spalten

al,...,an.

Der von denSpaltenerzeugte Vektorraum bleibinverandert, wenn madie Vektoren
permutiert, einzeln&ektorenmit einem vonNull verschiedenerfFaktor multipliziert
oder zu einem VektadasVielfache eines andereAddiert. Insbesonderdleibt dabei
auch dieDimension ded/ektorraumsunverandertMit anderen Wort, der Ranginer
Matrix andernsich nicht bei elementareispaltenoperationerbie Determinantekann
sich dabei wohl andern. Abdie Eigenschafteine vonNull verschiedene Determinante
zu haben, bleibt dabei unberihrt.

Nun kannman durch elementareSpaltenoperationen, Auf obere Dreiecksgestalt
bringen. Mit anderen Worten, es gibt eine Matrix B mit folgenden Eigenschatften.

1. rkB=rkA

2. detB=0-= detA=0

3. B hat obere Dreieckgestaitnd in jeder Zeile hochstenseinen von Null

verschiedenen Eintrag.
7 ]

Es genlgglso, die Behauptunijir obere Dreieckmatrizen zu beweise®.B.d.A. sei
also A eine obere Dreiecksmatrix wie in 3. beschrieben. Dann gilt

'8 In jedem anderen Summanden gibt es einen Fallgag anit izo(i) und damit auch einen solchen

mit i>o(i). Letzterer ist aber Null, d.h. der gesamte Summand ist Null.
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rk A=n = die Hauptdiagonalelemente von A sind samtfich
= det Az 0.
Die einzige nicht-triviale Implikation ist dabei die obere Implikatioh’: Angenommen
ein Hauptdiagonaleintrag?i ast gleich Null. Wir fixieren das kleinste i mit
g; =0

Die einzigen Eintrage 0O der i-ten Spalte befindeith dann Gber der Hauptdiagonalen.
Dannist die die i-teSpalte aber Linearkombinatidniiherer Spalten imWiderspruch
zur Voraussetzung, dal3 die Spalten &dimeare unabhangigein sollenMan beachte,
die Matrix A muf3 damit eine Diagonalmatrix sein.

QED.

4.4.6 Produktsatz fur quadratische Matrizen

Fur je zwei Matrizen A,BK™" gilt
det(AB) = det(A)det(B).
Beweis 1. SchrittDer Fall det B = 0.
Es reicht zu zeigen, det(AB) = 0, oder, was dasselbe ist, rk(AB) < n.
Wegendet(B) = 0gilt rk(B) < n, also, wenn '& bzw. fB die zugehdorigenlinearen

Abbildungen bezeichnen,

— A M — A; n : N —
rk(AB) = dim f, o (K™ = dim f, (f5(K™) < dim f5(K™) =k B <n.

2. Schritt.Der Fall, det B£ 0.
Wir beginnen mit dem Fall, dal3 B eine Elementarmatrix ist.
FurB = M(c) gilt

det I\/ll(c) =c
da I\/ll(c) eine Diagonalmatrix ist. Weiter gilt
det A[N/Ii(c) = det ALt = det Aldet I\/ll(c)
da det A linear in der i-ten Spalte von A ist.
FurB = q (c) qilt
J
det qj (c)=1
da qj (c) eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix ist. Weiter gilt
det AECDiJ. (c) = det A = det Adet qj ()

da sich die Determinante vénnicht andert, wenn madasc-fache deii-ten Spalte zur
j-ten addiert.
FurB = F|>J gilt schlief3lich

det A[EPiJ. =-detA

da sich dag/orzeichen eineDeterminantéindert, wenn mamwei Spalten der Matrix
vertauscht. Ist speziell A = 1d die Einheitsmatrix, so erhalten wir
det Fi)j =-1

Zusammen ergibt sich also auch in diesem Fall
det A[E>ij = det Aldet FI’J

Wir haben gezeigt
det AB = det ALlet B,

falls B eine Elementarmatrix ist.

Sei jetzt Bbeliebig. AufGrund unsere¥oraussetzung ist Bine umkehrbare Matrix
und als solche ein Produkt von Elementarmatrizen,
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B= BlEl.[BS

Damit erhalten wir durch wiederholtes Anwenden des eben Bewiesenen
det AB =det (A[BlEl.[BS)

= det(AYdet (B)(1.det(8)
= det(AYdet(B, (1B

= det(A)det(B).
QED.

4.4.7 Axiomatische Charakterisierung der Determinante
Sei eine Funktion

kN n
f: K'x..xK'" - K, (vl,...,vn)|—>f(v1,...,vn),

in n Variablen gegeben, die folgende Eigenschaften hat.
(i) fistlinearin der deri-ten Variableril furi=1,..,n.

(i) Sindin f(v vn) zwei der Spaltenvektoreril gleich, so gilt f(\i,...,vn) =0
(i) f(e 1,...,en) =1 (ef := i-ter Einheitsvektor).
Dann ist f(\{L""’Vn) gerade die Determinante der Matrix mit den Spaliemwn ,

f(vl,...,vn) = det (\ivn)
Bemerkungen

()  Wir werden im folgenden f bei Bedarf als Funktion der Matrixn& den Spalten
VeV betracthen,

1
f(A) :f(vl,...,vn) fur A= (v vn)

Als solche erfullt f Bedingungen, die fur die Determinante erfllt sind.
(i)  Aus der Bedingungii) desSatzes eiigt sich,daf} auch di¢olgendeBedingung
erfullt ist.

(i)’ Vertaucht man in f(y,...,vn) zwei beliebige Variablen, soandert sich das

Vorzeichen.

(i) FOr Korper einer Charakteristik O ist (ii)’ sogar aquivalent zu (ii).

(iv) Aus (i) und (ii) ergibtsich,dal3 sichf(A) nicht &ndert, wenn maein Vielfaches
einer Spalte von A zu einer anderen Spalte addiert.

Beweis Auf Grund der obigen Bemerkung@ndert sich bei elementare@perationen
in derselben Weise wie die Determinaér konnenalso eine obereMatrix B finden
mit folgenden Eigenschaften.

1. f(A) = (-1)f(B)

2. det(A) = (-1}det(B).

3. B ist obereDreiecksmatrix, die in jedeZeile hochstenseinen von Null
verschiedenen Eintrag besitzt.

Wir kénnenalso ohne Beschrankurdgr Allgemeinheit annehmen, At eine obere

Dreickmatrix der in Bedingung 3 beschriebenen Gestalt.

Der Fall det A = O.Ist det A = 0, so istdas Produktder Eintrdge auf der

Hauptdiagonalen gleich Null, d.einer dieseEintrageist Null. Dannist aber die erste

Spalte,flr die das zutrifft gleich dem NullvektorWeil f eine lineareFuntion dieser

Spalte ist, folgt

f(A) =0 = det A.
Der Fall det Az 0. Istdet A% 0, so sindalle Eintragevon A auf der Hauptdiagonalen
ungleich Null. Alle anderekintrage mussedann abegleich Null sein,d.h. Aist eine
Diagonalmatrix:
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A= (3111""’annn)'
Auf Grund der Linearitat von f beziglich jeder Spalte folgt

f(A)=a L@ fle.. e)=a 1@ [1=detA).
QED.

4.4.8 Minoren
Fir ADK™ pezeichne

[EEN

o
e
HE— |
L[]

LT ]

R 0... erlm

die Matrx, welche aus A entsteht, indem man die i-téeile durch Nullen und
anschlieBendlie j-te Spaltedurch deni-ten Standard-Einheitsvektog ersetzt. Diese

Matrix heif3tdie zu A komplementar®latrix bezuglich dePosition(i,j) oderauch die
zu A(i,))-komplementardatrix. lhre Determinante

det

heil3t (n-1)-reihigeMinor von A beziglichder Position(i,j) oder auch (i,j)- Minor.
Weiter bezeichne

I
die Matrix, die man aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhalt.
Bemerkungen
() Die Bedeutung der (n-1)-reihigen Minoren besteht darin, daf? man die Berechnung
von det A auf die Berechnung der Minoren zurtickfihren kann.

(i) Die Determinantevon Aij andert sicmicht, wenn manVielfacheder j-ten Spalte
zu anderen Spalten addiert Insbesondere gilt damit

det A" det(al J 1, J+1,...,an)
wenn & die v-te Spalte von A bezelchnet

A= (al an).

4.4.9 Die Berechnung eines Minors

Seien AIK™M eine guadratische IVIatrix,ijﬁdie (i,))-komplementéare Matrix und

I
die Matrix, welche aus A durch Streichen von iZeile und j-ter Spalte entstehDann
gilt
(1) det A = 1" det A
Bemerkung zur Bestimmung des Vorzeichens (Schachmuster-Regel)

Das Vorzeichen (1')J des Minors zur POSItIO(I,j) kann man dadurch bestimmen,
indem man die beah mdgliche Vorzeichen ‘+und ‘-’ auf diePositionen deMatrix
alternierendverteilt, wie etwaauf einemSchachbrett diesschwarzenund wei3enFelder
verteilt sind. Man hat dabei mit dem Pluszeichen in der linken oberen Ecke zu beginnen.

Zur Position (i,j) gehort dann das Vorzeicheni("jl)

95



Beweisvon (1). Nach Bemerkung 4.4.8(ii) gilt

det A"- = det (i,...,a}_l,el,a]ﬂ,...,a}).

Durch Vertauschen von Nachbarspalte erreichen wir, dal3 der i-te
Standardeinheitsvektog m die erste Spalte verschoben wird. Z&hl der bendtigten

Vertauschungen ist j-1, d.h. es gilt

det Atj = (-1j-1det(<=f,a1,...,ejl_l,a}ﬂ,...,ajl),

Wir vertauschen jetzt solange benachbarte Zeilen auf der reséiterbis die i-te Zeile
in die erste gelangt. Die Anzahl der bendtigten Vertauschungsoperatiopgénddt. es

gilt
‘_ — (- .‘1 _ .'1 1 ’ ’ 3
det A = ( 1) (-1) det(g a 1""'aj-1’aj+1""’aj)’
Dabei entsteht 9’ aus dew-ten Spalte von avon A, indem man die i-t&oordinate
streicht und als erste Koordinate in den Vektor einfligt.

Als nachstes benutzen wir dienlder Positior(1,1) umdie tbrigenEintrédgeder ersten
Zeile durch Null zu ersetzen. Dabei &ndert sich die Determinante nicht, d.h. es gilt

- 0
det A; = (-1f*2 det% A %

wobei wie oben angegebenijAaus A durchStreichen der-ten Zeile und j-ten Spalte

entsteht. Die Matrix
@ O E
A.
[

hat Blockgestalt wie in 4.4.4 (i), d.h. ihre Determinante ist gleich
0
det@ A. E: ldet Alj = det Aij
1
Damit gilt
det A = (-1)H2 det A
d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

4.4.10 Entwicklungssatz von Laplace
Fur AOK™ "N gilt

@) detA=§ () @ det A, furj=1....n.
i=1

i) deta=§ () @ det A, furi=1,...n
=1
Dabei bezeichne ﬁAdie Matrix, welche durch Streichen der i-ten Zeilen und j-Spalte aus

A entsteht.
Beweis Bezeichne\c}ldiev-te Spaltevon A und 6\1)“ den Eintragn der Position \{,|).

Dann gilt

detA =det (i,...,:gjl_l,a},a]ﬂ,...,a})

96



= det (g, ,a}_l,izlaljel, 41 .,a})
n
= 280 @- 415 40
= Ea.et :
i=1 !

Zusammen mi#t.3.9folgt Aussage (i). Aussage (ii) ergiats (i) durch Ubergang zur
transponierten Matrix (oder durch eine analoge Rechnung mit den Zeilen von A).

QED.

4.4.11 Rechnen mit Determinanten

Die bisher bewiesenen Eigenschaften der Determinante, versetzen uns in die Lage,
Determinanten auch von Matrizen mit mehr als drei Reihen auszurechnen. Wir
illustrieren dies an einem Beispiel.

425
314
445
434

d = det

Wir ziehen von der 1., 3. und 4. Zeile das 2-fache, 4-fach bzw. 3-fache der zweite ab:
1-20 -3
314
4-80-11
3-50 -8
1-2 -3
=- det§4 -8 -11@ (Entwicklung nach der dritten Spalte)
3 35 -8

d = det

2
= det% 8 11@ (Linearitat in den Spalten)

Von der 2. und 3. Spalte der letzten Matrix ziehen wir das 2- bzw. 3-fache der ersten ab.

T

= det 1 1@ (Entwicklung nach der ersten Zeile)
= 0+ )

(-1)(-1) (Determinantenformel fur2-Matrizen)

4.4.12 Die Cramersche Regel

Seien AIK™ "M eine quadratische Matrix mit von Null verschiedener Determinante,
det AZ0.

und K™ ein Spaltenvektor. Dann hat das lineare Gleichungssystem
Ax=Db
genau eine Losung. Die i-te Koordinate des Losungsvektors ist dabei gleich

97



det AI

X. = =%
i detA’
wobei AI Matrix ist, welche man aus A erhalt indem man die i-te Spalte durch b ersetzt,
- (al | -1 |+1""’an)

Dabei bezeichneJ die j-te Spalte von A.

Beweis Wegen det &0 ist die Matrix A umkehrbar. Es gibt also genau eine L6sung
des Systems, namlich

— a1l
X =A"b.
Sei jetzt A = (ﬁ) und kIJ bezeichnealie i-te Koordinate vorb und X die i-teKoordinate

des Vektors x. Nach Voraussetzung gilt

n L
g Ay s bu furu=1,...,n. [det AUJ :
v=1 u= 1

Wir multiplizieren die u-te Gleichung dieses Systemisdet ﬁj. von A undbilden die

Summe der entstehenden Gleichungend erhalten nach dem Laplaceschen
Entwicklungssatz

Eldet AUJDZ &y Elbuet '%j = detAj.

Also ist

n_ n :
(1) detAj = Vzl(uzlaw[det AUJ.)D<V.
Versuchen wir die innere Summe des letzten Ausdrucks zu verstehen. Im Fall v=j ist

n : . .
uélau\/[blet AUJ. = det A im Fall v=.

denn den Ausdruck links lgilt mangerade,indem man det A nacber j-tenSpalte
entwickelt. Im Fall ¥j ist derAusdrucklinks ebenfallsdas Ergebniginer Entwicklung
nach der j-Spalte einer Matrix,

n : . .
uzlau\/[det AUj =det B im Fall ¥

Als Koeffizienten ay treten in diesem Fall aber nicht di#ementeder j-Spalte von A

auf, sondern die Elemente von deren v8palte afi Die Matrix B kannmansich also
aus A entstanden denken durch ErsetaergEintrage deyten Spaltedurchdie der v-
ten Spalte. Mit anderen Wortdd hat zweigleiche Spaltenund damit die Determinante
Null,

det B = 0.
Zusammenfasssenetgibt sich, dieinnere Summe istnur im Fall v=] ungleich Null,
namlich gleich der Determinante von A,

a [blet AuJ det A[djv

Durch Einsetzen in (1) erhalten wir
detAJ z (detAta )D( -detA&J

v=1
Da j beliebig gewahlt war, ergibt sich die Behauptung.
QED.
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4.4.13 Die inverse Matrix
Sei ADK™"M eine umkehrbare Matrix Dann gilt

1_
det A detAmd tArJ )IJ 1.
Beweis Beim Beweis von 4.4.12 haben wir gezeigt

‘ rdet Afalls v=w
Z A [d et Aw = EQ sonst

oder, anders ausgedruckt

a [blet AUW = det A[&uw

Mit qj = det A}I kann man diese Identitaten auch in der Gestalt
n ]
uélq,vuﬁuv = det A[&uw

schreiben. Bezeichnet A’ :ij()adie Matrix mit den Eintrageqja so bedeutet letzteres

= det Alld,
d.h.
'1 —_ 1 ]
AT =FetA
Dies ist aber gerade die Behauptung.
QED.

4.4.14 Die Determinante eines Endomorphismus

Seien V einendlich-dimensionaleK-Vektorraum, f:V-V eine K-lineare Abbildung
und v=(v, ,...,vn) eine Basis von V. Dann ist der Wert der Determinante

det M\/(f)

der zu f gehérigen Matrix unabhangig von der speziellen Wahl der Basis v. Er wird mit

det(f) = det ()

bezeichnet und heil3t Determinante des Endomorphismus f.
Beweisder Unabhangigkeit der Deterraimte. Sei v’eine zweite Basis von V. Dann

it
’ MY() = MY (1d) MY () MY, (id)
= TimY
mit T := M\ »(Id). Es folgt
detM/® = det Tlmet M) (hdet T

= det T1iet Tdet M’ ()
= det (T10) @et MY (1)
= det (1d)Det M’ (f)

= det M\, (7)
QED.
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4.5 Determinanten-Kriterium fiir den Rang

4.5.1 Untermatrizen

Sei ADK™ " eine Matrix mit Eintragen aus K. Eine Teilmatrix von A ist eine Matrix B
welche durch streichen gewisser Zeilen und/oder Spalten von A entsteht. Wir wollen
dabei zulassen, daf? die Anzahl der gestrichenen Zeilen bzw. Spalten auch 0 sein kann.
Insbesondere wollen wir A selbst zu den Teilmatrizen von A z&hlen.

Beispiel

23
Zur Matrix A ::% 5 GEgibt es 8 =9 zweireihige quadratische Untermatrizen

T BB

4.5.2 Das Rangkriterium |

Seien AIK™ M eine Matrix mit Eintragen aus K und r eine nicht-negative ganze Zahl.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

0] rk A<r.

(i) Fur jeder-reihige quadratische Teilmatrix B von A gilt det B = 0.

Beweis (i) O (ii). Seien Q8 die Spalten von A undla..,a[n die Zeilen von A. Die

Matrix B entstehe aus A indem zun&chst alle Spalten von A gestrichen werden mit
Ausnahme der Spaltelln a..a und dann anschliel3end in der entstehenden Matrix
r

1

m-r Zeilen.
Nach Voraussetzung hat A einen Rang <r, d.h. je r Spalten von A sind linear abhangig.
Insbesondere besteht also eine lineare Abhangigkeit zwischen den Spalten von A’,

rk A" <r.
Dann sind aber auch jeweils r Zeilen von A’ linear abhangig. Insbesondere sind also die
Zeilen von B linear abhangig, d.h. es gilt

rkB<r.
Da B eine r-reihige quadratische Matrix ist, folgt

detB =0.
(i) O (i). Nach Voraussetzunigat jeder-reihige Untermatrix vorA die Determinante
Null. Angenommen, es wéare

rk A=r.
Danngibt es in A mindstens linear unabhangigeSpalten,sagenwir a Die
1 r
Matrix
A= (ai -8 )
1

hat deshalb den Rang r. In A’ gibt es damit aber auch r linear unabhéngige Zeilen. Sei B
eine von solchen r linear unabhangigen Zeilen gebildete Teilmatrix. Dann gilt

rkB=r,
also det B£ 0. Das steht aber im Widerspruch zu unserer Annahme. Also mu3 rk A <r
gelten.
QED.

4.5.3 Das Rangkriterium 1l (Folgerung)

Seien AIK™" eine Matrix mit Eintragen aus K und r eine nicht-negative ganze Zahl.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
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i) rkA=r.

(i)  Far jede (r+1)-reihige quadratische Teilmatrix B von A gilt det B = 0 und fur
mindestens eine r-reihige Teilmatrix B ist det B.

Beweis Folgt direkt aus 4.5.2

QED.

Beispiel

121
Sei A=H2 1 2 Dann gilt

14-1
121 21 30
detd2 1 29=det0-30 :det%6 OE:O
14-1 60
und
2,3 _ 25_ _
detA2’3— det% _1E— -2 -8=-10.

Also hat A den Rang 2.

4.5.4 Das Rangkriterium Il

Seien AIK™ " eine Matrix mit Eintragen aus K und r eine nicht-negative ganze Zahl.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
@i rkA=r.
(i)  Es gibt eine r-reihige quadratische Teilmatrix B von A mit
det B0
und fur jede (r+1)-reihige quadratische Teilmatrix B’ von A, welche B als
Teilmatrix besitzt, gilt
det B’ = 0.
Beweis (i) O (ii). Gilt auf Grund von 4.5.3.
(i) O (i). Sei
A= (aij)lsism,Jsjsn
Da sich der Rang von A beim Permutieren ¥eilen und Spalten nich&indert,kdnnen
wir annehmen, die Matrix B befindet sich in der linken oberen Teil der Matrix A, d.h.

B =@ 1<ier 1<j<r -
Weiter seien oty die Spalten von A,

A= (al,...,an).
Dann ist B auch eine Teilmatrix von

A= (al,...,ar) =

Nach 4.5.3 ist der Rang der Matrix A’ gleich r,
Q) rk A" =r,

d.h. die Spalten von A’ sind linear unabhangig.
Betrachten wir jetzt die Matrix

A”:(al,...,ar,e}): itr<j<n.
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Die ersten r Spalten dieser Matrix sind linear unabhéangig, d.h.
rk A” >r.
Zum Beweis der Behauptung reicht es (fiir beliebiges j) zu zeigen,

* rk A" =r,

denn dann ist jede Spaltie\,@n A eine Linearkombination der ersten r Spalten.

Untersuchen wir also den Rang der Matrix A”. Es gilt
(2) Die ersten r Zeilen von A” sind linear unabhéangig,

denn der Spaltenrang der Matrix aus den ersten r ZeilenrisB = r. Zum Beweis von
(*) reicht es also zu zeigen, detzten n-r Zeilen voA” sind Linearkombinationen der
ersten r Zeilen.

Streichenwir in A” mit einer Ausnahm die letzten n-r Zeilen und bezeichnen die
entstehende (r+&jr+1)-Matrix mit

-2

Wir haben zuzeigen,die letzte Zeiledieser Matrix isteine Linearkombination der
Ubrigen r Zeilen.

Nach Konstruktiorenthalt A3) die Matrix B als Teilmatrix. Nach Voraussetzun(i)
gilt also

det A®) = 0,

d,h. rk AB) < r+1. Die ersten Zeilensind linear unabhangig, die Gestheitaller r+1
Zeilen ist es nicht. Die letzte Zeile ist somit eine Linearkombination der tbrigen r Zeilen.
QED.

Beispiel

1211
Sei A :EZ 12 1@ Im Beispiel von 4.5.3 haben wir gesehen

14-11
123 121
detA1’2’3: dettg2 1 20=0

14-1

2,3 _ 2
detA2’3— det@ _1E¢ 0.
Weiter gilt

1,2,3 11 001 11
detA2’3’4: det 21= detg1l 1 1= detgz -ZE: 0

-11 2-21

und

Also hat A den Rang 2.

4.6 Allgemeiner Entwicklungssatz von Laplace(weggelassen)

4.6.1 Komplementare Folgen von Indizes und komplementare Matrizen
Seien A=( Iejl)DKmx” eine Matrix mit den Eintrélgeqj aK und
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1<u1< <|1(<m

1<v1< <vesn

zwei endliche Folgen von paarweise verschiedenen ganzen Zahlen. Dann setzen wir

..o a
u,v u,v
11 18
ul”'Uk_: .

=(a . .
V...V
e WY Ly d
kK1 %Y

A

Seien jetzt weiter ganze Zahlen

1suk+1, e urn ks m

{ul, . Lf(} D{uk+1, . um} ={1,....m}
Wir sagen dann die beiden Folgen
fu u} u:l,...,kund {uu} p=k+1,...,m
sind zweiFolgenkomplementérer Zeilen-IndizesnAlog sei eine Folge

gegeben mit

1< V€+1""’Vns n

gegeben mit
{Vl’ vy Vo) D{V€+1' ey vn} ={1,...,n}
Dann sagen wir, die Folgen
{Vv}vzl,...,kund {Vv}v:k+1,...,m
sind zweiFolgenvon komplementaren Sgah-IndizesDie Marrix

u_ ....u
Ak+1 m

v€+1...vn

heildt in dieser Situation die zq/%\ komplementard eilmatrix von A.
1V

4.6.2 Der Entwicklungssatz

Seien A0 K™ eine quadratische Matrix mit Eintragen aus K und
U< <L!<unst< 15U

zwei Folgen komplementarer Zeilen-Indizes.
Entwicklung nacldenZeilen s oo Yo Es gilt

ZU ZV
n= ks v=1" Uy
det A = (-1) > (-1) det A, :i(detAkJrl .
o K VkerVn
V1™

wobei die Summe zu erstrecken ist Uber alle Zerlegungen der Menge {1,...,n} in zwei
Folgen komplementérer Spalten-Indizes (wobei die erste Folge k Glieder hat).

Die analoge Formel, die man erhélt, indem man die Rolle von Zeilen und Spalten
vertauscht, gilt ebenfalls.

Beispiel

Durch Entwicklung nach den ersten zwei Zeilen ergibt sich
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|
(o
A

o

142 a-dc PNE %-bg %-bg
(-1)~ "“det d a-b (-1)y- " “ldet a det a
b a

+ (-1)1+3[uet%__dcgdetéi '2

cxt sl S
+ (-1)2+3[detEZ 3 det% 'SE
+(-1)2+4[detE§ 'g det% ;‘E

c -d det% dE
-C

dc
= -(@+b?)2 - (-ad+bc)? - (ac+bd)?- (bd+ac)?- (ad-bc)2-(c2+d?)2
= - (@+b?)2 -(2+d?)2 - 2(ad-bc) - 2(ac+bdy?
=t A gt 24802 - 242

- 2a2d2 - 2b202 + 4abcd

- 2a202 - 2b2d2 - 4abcd

= - (+b2+c2+d)?
Also ist

b-c-d

a-dc 2. .2 22
det[ ] o - (@+b2+c2+d?)

cb a

Berechnung ohne Verwendung des verallgemeinerten Entwicklungssatzes:
Mit A := % _:Eund B :z% _(iEkann man auch schreiben

-c -d

-d c -BH_ +iB i(A+iB) E_ EAHB 0
a -b de@AE‘ detEAB A B 9H g AdiB
b

= det(A+iB)det(A-iB) = |det(A+iB)
B +ic -(b-id) B
= |de +id a-ic

= |de§i W EZ
z
= (Izf + WP)?
= (a2+b2+02+d2)2
mit z := a+ic und w:= b+id.

Beispiel
Durch Entwicklung nach den ersten zwei Zeilen ergibt sich

LI OO LI

+ (13 et

-b
det 3
-C
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et
+ (-1) 1+4 det% Eﬂ %
+(-1)2*3 det% ﬁae%
+(-1)2%4 det% ; %ﬂe%

et 1

+(-1)3*4 det% ;
=-33+11 - 341]—1) (-1 + a(-1) - 10

[III[III[III[III[III[III[III[IIIIIIIIII

=9+1+3+1=-4
d.h.
111
212
det 121 4,
112
Beispiel
Durch Entwicklung nach den ersten drei Zeilen erhalt man
3010-2]
0104 0
1+2+ -3010 2|
(D" et T, 40 o[ |
2030 41—
0101 0oL

— (_1) 1+2+'?1D + (_1) 1+2+4& + (_1) 1+2+% + (_1)1+2+%
+ (_1) 1+3+4|D + (_1) 1+3+% + (-1)1+3+%

+ (1) 143 + (1) 1+4+Gy

+ ( 1) 1+5+%

043
mit x = de 04 undy d 200
-31 011

4.6.3 Ein Lemma uber das Vorzeichen von Permutationen

Seien
u <. <Lkunst( 1< <u

zwei Folgen komplementarer Zeilen-Indizes uncbsrdae Permutation
1.k k+1 ... mE
o=
1 Y Yer1 = Uny
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Dann gilt

E (u —p) E u - k(k+1)/2
u=1 M pu=1 M

sign©) = (-1) = (-1

Beweis Wir fihren den Beweis durch Induktion nach k. Im Fall k=@ idte

identische Permutation und die Aussage des Satzes ist trivial.

Sei jetzt der Satz bereits fiur Folgen bewiesen, deren erste Familie aus k-1 Elementen
besteht. Betrachten wir die Folgen komplementéarer Zeilen-Indizes

Q) u1< e < Y und l.f(+1<...<um .
Dann ist U der grofte Index der ersten Folgdle grol3eren Indizes gehdren zur
zweiten Folge und stimmen mit ihnren Platznummern Uberein, d.h.
uu =H
fur alle uu, die gréRRer sindals Y- Verlegen wirjetzt Ye in die zweite Folge und

betrachten die beiden Folgen komplementérer Indizes

(2) u1< o < Y1 und Lf(+1<... L‘(...<um .

Der Index W steht dann in dezweitenFolge an der gHen Stelle’ und diese zweite

Folge hat genauer die Gestalt

uk+1<"' Lk uk+1, L1(+2,...< Lf(+X =m
Bezeichnay’ die zu (2) gehdrige Permutation. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann

sign@E’) = (-1)
Die Permutatioro’ entstehtausc indemman denndex Lk von derk-ten Position in

die Position %bringt, d.h. durch Ausfiihren vorI1(+k Nachbartauschen. Also gilt
Uk-k
sign(o) = signg’) [{-1)

Daraus ergibt sich die behauptete Formel.
QED.

4.6.4 Ein Spezialfall

Seien AIK™M eine quadratische Matrix und k eine nattrliche Zahl ekkh. Dann
ist die Summe der Glieder von

detA= 3 sign@©)
GDSn

in denen nur Faktoren der ersten k Zeilen und Spalten und der letzten n-k Zeilen und
Spalten® vorkommen gleich

601 %ha(n)

wenn man der erste GIieﬂyl der zweiten Folge als an der (k+1)-ten Stelle befindlich ansieht.
18 Kein Index groRer alskLkommt in der ersten Folge vor, d.h. die Indizes m, m—1,m—%,sind

gerade die x+1 letzten Glieder der zweiten Folge (in umgekehrter Reihenfolge).

¥ d.h. jeder Faktor, der aus einer der ersten k Zeilen kommt, soll auch in einer der ersten k Spalten
liegen und analog, jeder Faktor, der aus einer der letzten n-k Zeilen kommt, soll auch in einer der letzten
n-k Spalten liegen.
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1,..., k+1,..
det A" "det AL
Beispiel
Das Produkt

a11322El'@nn

ist ein Glied der beschriebenen Art, nicht aber das Produkt

ia1n6l2n-1"'an1

Beweis Wir fragen zunachst nach den Gliederrder Determinamn-Formel,welche

das Produkt
2y, LlEy

enthalten. In diesen Gliedekommt kein anderer Eintragus derersten kZeilen oder
Spalten vor. Die Summe dieser Glieder &ndesich alsonicht, wenn wiralle Eintrage
der ersten k Zeilen und Spalten bis aﬂ 2.3, durch Null ersetzen. Deshalb gilt

g 0 - 0 0.0
0 By - . 0
- N AL k+1,...,n
X = det 0 ?( ¥ o L& et A g
K

O .. 00 *..*

| [1g]

Wir k()nnenalsoeinige'def“GIieder inder Determinantenformel so herausgreifen, dal
sich die Determinante
k+1,..

Q) det A, +1...
als Faktor ausklammelalit. Fragerwir jetzt nach der Gesamthaitler dieser Glieder.
Die Eintrage a derletztenn-k Zeilen, welche indiesen Gliederrvorkommen,stehen

gleichzeitig in den letzten n-k Spalten: essind gerade diejenigen, diein der
Determinantenformel fiifl) vorkommen.Diese Glieder bleiberunveréandert, wenn wir
die tbrigen Eintrage der letzten rgkilen bzw. letzem-k Spaltendurch Null ersetzen.
Die Summe dieser Glieder ist also gleich

1,...k

0
- 1,..k 1., k+1,..
y = det o Ak¥L. detAl,___,ﬁIlet A1
P+,

QED.

4.6.5 Beweis des Satzes
Seien jetzt

<..< \1( und \f<+1<"'<vn

zwei Folgen komplementarer Spalten-Indizes. Durch geeignete Nachbartausche kann
man die Spaltenlv o Y in die ersten k Spalten bringen. Die Zahl der Nachbartausche,

die man dabei bendtigt ist
(vl-l) + (v2 2)+ .+ (Y(-k).

Das Vorzeichen andert sich also um den Faktor
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Macht man alle dieser Vertauschungen wieder riickgangig, so sieht man, daf® die Summe
aller Glieder vordet A, dererfFaktorenentweder ireinerder ersten KZeilen und einer
der Spalten Yoo stehen odein einer deretztenn-k Zeilen und einer der Spalten

Vie7 "V stehen gerade gleich

k+1..
(-1)Kk+1)2 4y detA, V oletA,+ n

ist. Nun liegen aber dieFaktoren eines Glledes der ersten Zkilen stets in
irgendwelchen wohlbestimmten Spalten, dlie. Determinantschreibtsich als Summe
der Ausdrticken der obigen Gestalt:

K
2V,
v=1 K +1..n
det A = (-1f(k+1)/2 > (1) detAT det A,

<.< <.< 1k
VS MV SV
Dies ist beinahe schon dle allgemeine Fornhelwir beweisenvollen. DerUnterschied
zur allgemeinen Brmel bestehtlarin, dalR3wir hier nach den erstenZeilen entwickelt
haben, aber nach beliebigeZeilen entwickeln wollen. Letzterekbnnen wir aber
dadurch tun,indem wir die uns interessierendegeilen U o Yo durch eine

Permutation in dieersten kZeilen tberfiihren und danmach den ersten Keilen
entwickeln. Die Determinante multipliziert sich dabei mit dem Faktor

S
p=1¥

Wir bekommen damit die gesuchte Formel.
QED.

5. Eigenwerte und Eigenvektoren

Vorbemerkungen
()  Matrizen zu unterschiedlichen Basen sind konjugiert.In 3.4.4 haben wir gesehen,
daf? die Matrix

A =My, V=V o)

einer linearen Abbildung
.V -V
beziglich eineBasis VoV, VOn V beim Ersetzeder Basis v durcheine neue

Basis v’ ineineMatrix A’ ;= M:// (f) Ubergeht, diesich ausder alten Matrix A
nach der Formel

1) A = SAST

berechnen lal3yvobei S = 'Vl; (Id) die sogenannte Basiswechsel-Matrix ist.

Matrizen A, AOK™" die in der Relation (1) zueinander stehemit einer
umkehrbaren Matrix S heil3en konjugiert.
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(i) Konjugierte Matrizergehoren zur selbefbbildung. Umgekehrt kanmnman zwei
Matrizen A urd A’, die in einer Beziehung der Gestél) zueinander stehen, als
Matrizen von einund derselbenAbbildung ansehenbezlglich verschiedener
Basen). Mitanderen Worten, Matrizen diesért sind in einemgewissen Sinne
aquivalent.

(i) Gegenstand des &pitelsin diesem Kapiel wollen wir der Fragennachgehen,
wann zwei gegebene Matrizen zu ein und derselben Abbildung gehdresmacioh.
sie im oben beschriebenen Sinne konjugiert sind.

(iv) Wir werden dabei so vorgehen, dal? wir in jeder Meige@valenteMatrizeneine
Matrix auszeichen, d.twir konstruiererfur diese Matrizereine Normalform, so
dald zwei Matrizen genawlann aquivalentsind, wennsie dieselbe Normalform
besitzen.

(v) Der erste Schrittbei der Verfolgung dieses Ziels ist die Konstruktion von
Invarantereiner Matix, d.h.von Zahlendie zuder Matrix gehéen unddie sich
nicht andern, wenn man zu einer &quivalenten Matrix Ubergeht.

(vi) Problem. Die Aquialenz zweier Matrizen A und A’ kann maeigen,indem man
eine Matrix S angibt, so daf3 (1) gilt. Wenn man von zwei Matrizen zeitjesie
sind nicht aquivalent, so muf3 maachweisengald es keinsolche Matrix S gibt,
was zuichst ungleich schwerest. Die wichtigste Methode bei der Lésung
dieses schwierigeren Problems bestelkeinAngabe einer Invarianten, dig die
betrachteten Matrizen unterschiedliche Werte annimmt.

5.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.1.1 Definition

Sei f: V-V eine lineare Abbildung eines endlich-dimensionalen Vektorraums V in sich.
Ein von Null verschiedener Vektor W-{0} heil3t Eigenvektorvon f, wenn es einltK
gibt mit

f(v) = cl.
In dieser Situatiorheil3t cEigenwert vonf zum Eigenvektor vMit anderen Worten,
clK heil3t Eigenwert von f, wenn es einen von Null verschiedenen VekiG{@} gibt,
mit

f(v) = clu.
Eine Basis \i""’vn von V heilt Eigenbasis von fwenn samitliche Vektoreni \Y;
Eigenvektoren von f sind,

f(vi) =Cv, furi=1,...,n.
Zu vorgegebeneriK heifl3t
VC = Vc(f) ={vOV | f(v) = dv}

Eigenraum zum Eigenwert c.

Sei ADK™M eine quadratischeMatrix. Dann versteht marunter einem_Eigenvektor,
einem Eigenwert,bzw. einer Eigenbasisder Matrix A einen Eigenvektor, einen
Eigenwert bzw. eine Eigenbasis der zugehoérigen linearen Abbildung

fo KN - K" x> Ax.

Entsprechend setzt man
VC(A) = VC(fA) ={vOV | Av = dv}

und nennt \é(A) Eigenraum von A zum Eigenwert c.

Bemerkungen
(i) Die Mengen \{:(f) bzw. VC(A) sind lineare Unterrdume von V:

V () = ker(F - cIt), V (A) = ker(fy )
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(i) Die von Null verschiedeneflemente von \C/(f) bzw. VC(A) sind Eigenvektoren

von f bzw. A zum Eigenwert c.
(i) Wie wir demnachst sehen werden, gibt es hochstens endlich Milefiér welche
die Rdume \é(f) bzw. VC(A) vom Nullraum verschieden sind. Diessind gerade

die Eigenwerte von f bzw. c.
(iv) Mit anderen Wortendie Raume \é(f) bzw. VC(A) kann man fur beliebiges c

bilden. Sie sind jedoch nur fur die (endlich vielen) Eigenwerte ungleich Null.

5.1.2 Ein Beispiel: Eigenbasen und Diagonalmatrizen
Sei
. 0

A=
. C
eine Digonalmatrix mit den paaweise verschiedenen Eintrageri,..c;cn in der

Hauptdiagonalen. Dann gilt
A = e,
d.h. deri-te Standateinheitsvektorist ein Eigenvektor ezum Eigenwert icund die

Standardeinheitsvektoren
el,...,en

bilden eine Eigenbasis. Es ist nicht schwer einzusehen, dal3 es keine viidgensverte
und (bis aulielfache) keine weiterenEigenvektorergibt. Wir kennendamit samtliche
Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenraume.

Sei jetzt umgekehrt f\LV eine lineare Abbildung eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V in sich und sei
V= (Vl""’vn)
eine Eigenbasis von f. Dann gilt
(2) f(vi) =cv, furi=1,...,n

und gewisseitﬂK. Die Identitaten(1) besagemeradedald dieMatrix vonf bezlglich

der Basis v die folgende ist

1 0

My(f) =

.. C
n

Mit anderen Wortendie Eigenbasen eine&ndomorphismus f:\.V sind gerade

diejenigen Basen von V, beziglich der die Matrix von f Diagonalgestalt hat.

Probleme

(i) Besitzt jeder lineare Endomorphismus eine Eigenbasis, bzw. wie entscheidet man,
ob ein gegebener Endomorphismus eine solche besitzt?

(i)  Wie kann man di€igenvektoren bzw. Eigenwerte eines Endomorphismus
bestimmen?

5.1.3 Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

Sei f: V - V eine lineare Abbildung des endlich-dimensionalen Vektorraums V in sich.
Dann heil3t
xf(T) .= det(f - TId)

charakteristisches Polynom von f. Sei v T’ (.v,vn) eine Basis von V und
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A= M, ()

die Matrix von f beziglich v. Dann gilt
xf(T) := det(f - TId) := det (A-T),

d.h.xf(T) ist tatsachlich eifPolynom (n-tenGrades) in T.Fir beliebigequadratische

Matrizen A schreibt man auch
X A(T) := det (A-TIH)

und spricht vom charakteristischen Polynom der Matrix.

Beispiel
Sei A :% ig Dann gilt
-T 2
Xa(T) = detals 4-T
=(T-1)(T-4) -6
=T2.5T-2

= (T -5 (5+/33)) (T -5 (533))

5.1.4 Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Seien f: V- V einelineareAbbildung desendlich-dimensionalen Vektorraums V und
cUK ein Element. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

0] c ist ein Eigenwert von f.

(i) xf(c) =0.

Beweis Zum Beweiskonnenwir eine Basis von Vfixieren und anstelle von f die
Matrix von f beziiglich dieser Basis betrachten. Sei A diese Matfix.haben dann zu
zeigen, dal3 die folgenden Aussagen aquivalent sind.

(i  cist Eigenwert von A.

(i) X,(©)=0.

(i) O (ii)’. Sei c einEigenwert von A. Es gibt also einen Vektdin‘K/n-{O} mit

Av = cl\u.
Diese Identitat kann man auch wie folgt schreiben.

O0=Av-cv=Av-ddN=(A-dd)v.
Mit B := A - clld gilt folglich
Bv=0,
d.h. das Gleichungssystem Bx = O &iaie nicht-triviale Losung, d.lneben det.6sung
x = 0 gibt emnoch mindestens eineeitereLosung(namlich x =v). Dannmuf3t aber B
die Determinante Null haben,
0 =det (B) = det (A -lid) = )(A(c).

Es qilt also (ii)".
(i)’ O (i). Seic eine Nullstelle VOR 5 - Mit B := A - clld gilt dann
detB =0,
also
rk B<n.
Die Spalten 9“"bn von B sind also fiear abhangig].h. esgibt Elemente X""VnDK
mit
1) 3 vib =0 und y# O fiir ein

i=1
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Wir setzen v 9_!.. [.|Dann kann man (1) auch wir folgt ausdrticken.

n
Bl = 0, w0.
Wegen B = A - dd bedeutet dies,
0=Bv=(A-dld)v=Av-cy,

d.h.

Av =cv.
Wir haben gezeigt, c ist Eigenwert von A.
QED.

5.1.5 Ein Beispiel: Eigenwerte fur verschiedene Grundkorper
In 5.4.3 hatten wir die Matrix
2
A= % 4E

mit dem charakteristischen Polynom
Xp(T) = T2-5T - 2= (T 3 (5W3)) (T -3 (5+33))

betrachtet. Im Fall K ) hatdie Matrix alsokeinerlei Eigenwerte aer Eigenvektoren.
Uber den reellen Zahlen dagegen sind die Eigenwerte gleich

_1

Die Matrix A - dId hat, falls ¢ ein Eigenwertist, einen Rang <2. Die zugehdrigen
Eigenvektoren sind also durch die einzige Gleichung

% (3+/33)% - 2§ = 0 (im Fall ¢ = )

bzw.
% (34/33)% - 29 = 0 (im Fall c= 0
gegeben. Insbesondere sind

R b

Eigenvektoren.Diese Vektoren sind nicht proportional,also linear unabhéangig. Sie

bilden also eine Eigenbasis VORK

Bemerkung

Die Situationdes obigen Beispils ist typisch fir Betrachtungen imKontext von

Eigenwerten: Eigenwertassen sich stets findesolangeder Grundkérpernicht zu

klein ist. In der Algebra-Vorlesung des zweiten Studienjahres zeigt man:

1. Man kann derKorper K stetssoweit vergroRerndall dascharakteristische
Polynom in Linearfaktoren zerféllt (also n nicht notwendig verschiedene
Eigenwerte existieren).

3. Allgemeiner: Jeder Koérper kliegt in einem Korper K derart, dal3 jedes
nichtkonstantéPolynom mit Koeffizienten aus K in K eine Nullstelle besitzt.
Solche Korper K heil3ealgebraisctabgeschlossen.

2. Der Korper € der komplexa Zahlen ist algebraisch abgeschlossen
(Fundamentalsatz der Algebra).

Vereinbarung

Wir werden im folgenden oft annehmen, unser Korper K ist so grof3, dal? die Eigenwerte
der betrachteten Matrizen in K liegen. Wierden in dieseSituationsagender Kdrper

K seihinreichendyrof3.

Bemerkung
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Auf Grund des nachfolgenden Ergebnisses bedeutet dies gerade, dal’ das Charakterische
Polynon in Linearfaktoren zerféllt,

X(T) = t(T-Cl)vl(T-CZ)VZ...(T-Cr)vr

wobei GrenrC 0 K die Eigenwertesind. Die natlrlichen Zahlenv eV heil3en

1!
algebraische \dlfachheitender Eigenwerte imGegensatz zwleren geometrischen
Vielfachheiten

W= dim VCi

5.1.6 Zerlegung eines Polynoms in Linearfaktoren

Seien f(T) ein nicht-konstantes Polynom mit Koeffizienten aus Kiueith algebraisch
abgeschlossener Korper, welcher K enthalt. Dann gibt es einen Koérper L zwischen K

undK derart, daB f Uber L in Linearfaktoren zerféllt, d.h. es gibt Elmen&e.c,ar: L

und naturliche Zahlenlr,l..,nr mit

ny n, n
f(T) = cT-c)) *(T-c,) “.(T-¢) '
Bemerkung
Der kleinste solche (hinreichend grof3e) Kérper wird mi&K(ccl) bezeichnet und
heil3t der von frC Uber K erzeugte Korper. Er besteht (wie leicht zu sehen ist) aus

allen Quotienten
u(cl,...,cr)/v(cl,...,c)

:
von Polynome in frC mit Koeffizienten aus K.

Beweis Es reicht zu zeigen, f zerfallt iber LKSn Linearfaktoren. Wir filhren den
Beweis durch Induktion nach dem Grad d = deg fvon f. Im Fall d = 1 ist f linear und

die Behauptung ist trivial. Sei also d>1. Dann besitz#¢ @ne Nullstelle, sagen Wirlc

Division mit Rest durch T -1cliefert
f(T) = q(M)qT-cp) +r
mit Polynomen g und r, wobei der Grad von r kleiner ist als deP:TEIQ d.h. rist eine

Konstante auk. Wir setzen T = £ in diese Gleichung ein und erhalten

0=f(c)=q(q) LD+,
d.h. esistr=0und
f(T) = q(MT-c,)

Das Polynom q(T) hat einen Grad < d, zerfallt also nach Induktionsvoraussetzung in
Linearfaktoren. Dann gilt dasselbe aber auch fur f.
QED.

5.1.7 Existenz von Eigenbasen und algebraische Vielfachheiten

Sei V-V eine K-lineare Abbildung endlich-dimensionaler Vektorraume, deren
(paarweise verschiedenen) Eigenwepe.mr samtlich in K liegen. Die geometrischen

und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte $Plienur bzw.v eV Dann gilt

1!
K, svi furi=1,...,r.

Weiter sind die beiden folgenden Aussagen aquivalent.
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0) f besitzt eine Eigenbasis.
(i) v=2° V .. DV

gl C
(iir) =V, fari=1,...,r.

Beweis Beweisder behauptetedngleichungenSei ¢ einer der Eigenwerte voruf,die
zugehorige geometrischand v die zugehorige algebraisch®ielfachheit. Nach
Definition gilt

M :=dim VC = dim ker(f-cId).
Wir wahlen eine Basisl\/...,vH von V und erganzen diese durch zu einer Basis

VeV n Vd’d dimV,
von V. Wegen f(}b = dﬂi furi=1,... hat f bezuglich dieser Basis die Matrix
LO* L
v e e e T A
M = .. C* LT
Vo U O B 0B

d.h. die Matrix zerfallt in Blocke r'ﬁ'it'éi'rié'r'ﬁ;ﬁ:i\'/latrix in der linken oberenEcke. Es
folgt
_ v
X¢(T) = det (M(f) - T)
- de éc T A
B B-Tld
= det((c-T)Id)det(B-Td)
= (c-T)Hdet(B-Tid)
Mit anderen Worterdas charakteristisch%olynomxf(T) hat ¢ als Nullstellenit einer

Vielfachheit=> p, d.h. es ist
V=

BewelsderAquwaIenzder Bedingungefi)-(iii).
(1)) U (). Besitze f eine Elgenba5|iv ., V,. Die AnzahlpJ der Elgenvektoren zZum

Eigenwert JC|st hdchstenso groRwie die Dimension desigenraums \é d. h die

|
geometrische Vielfachhqinﬁ von cJ::

S =dimV_<v. fuarj=1,..,r.
Sy i
Es qilt
dimV = zu z zv —degxf—dlmv
i=1 j i i=1 J
In der Abschatzungnuf3 uberalldas Gleichheitsachen stehen.Das ist aber nur
moglich, wenn

DWW = V.
Hi=H =Y

2.d.h. der Raum V IaRt sich in naturlicher Weise mit der direkten Summe der Eigenr('a:'\ume \%
i
identifizieren. Genauer, die lineare Abbildung ‘{E...DVC -V, (v1 ..... Vr) a V1+"'+Vr’ ist bijektiv.
r
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gilt fur jedes j. Insbesondere gilt (iii). Wir haben auRerdem bewiesen:

Folgerung
In jeder Eigabasis kommeille Eigenvektorermit ihren geometrischen Vielfachben
VOr.

(i) O (ii). Nach Voraussetzung ist die Dimension
W :=dimV
i C
gleich der algebraischen Vielfachhelii Insbesondere gilt

. r r .
dim VClD...DVCr = i§1 b= i§1 V. = degxf(T) =dim V.

Die Dimension deRaume,derenlsomorphiewir zeigen mussen, ist somit gleich. Es

reicht also, wenn wir zeigen, die lineare Abbildung

(I):VClD...DVCr -V, (v ""’Vr) l—)v1 +..+ \/r
ist injektiv. Angenommen die Abbildung ware nicht injektiv. Dann gibt es Vektoren
v, EIVCI

welche nicht samtlich gleich Null sind, mit

(1) V1+"'+Vr:0'

Sei s die Anzahl der von Null verschiedenlenDiese Anzahl ist mindestens 1,

s> 1.
Die Ideedesnachfolgenden Beweises bestdhtin, danach zuragen, ob es vielleicht
ein Tupel (\i""’vr) derselben Art gibt mit weniger alssen Null verschiedeneni.vFaIIs

ja, sokénnenwir dasbetrachtete Tupealurchdasjenigemit demkleinerem sersetzen.
Wir kdnnen also annehmen, die Zahl s ist fur das hier von uns betrachtete Iupair (v

) minimal, d.h. esgibt kein Tupel derselbenArt, mit weniger als s von Null
verschiedenen VektorreriL %

Durch geeignets Abéandern d&ezeichnungerkdnnenwir erreichen,dal} gerade die
ersten s Vektoren in der Summe (1) von Null verschieden sind. Bedingung (1) bekommt
dann die Gestalt,

(1) vyt ty =0,

wobei jetztsamtlicheSummanden ungleich Nwind. Dannmuf3 s > 1 ge&n. Esgibt
also mindestengwei \erschiedeneEigenwerte Icund mindestenginer davon muf3

ungleich Null sein. O.B.d.A. sei

cl;tO.

Wir gewinnenjetzt zwei \erschiedene Relatione&us (1'),einmalindemwir f auf (1’)
anwenden und einmal indem wir (1°) mf'[[ multiplizieren. Es ergibt sich

(2) CVy * o +cSvS:O

und

3) CVyte VS=0.

Wir bilden die Differenz dieser beiden Relationen und erhalten
4) (cz-cl)v2 +...+ (%-cl)vS =0.

Die Koeffizienten in dieseneuen Rlation sind samtlichvon Null verschieder{da die
Eigenwerte Icna(:h Voraussetzungaarweisen verschiedesein sollen). DieZahl der
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Summanden ist kleiner als s. Das steht aber im Widerspruch zur MinimaliZdtdes.

Dieser Widerspruch beweist die die behauptete Implikation.

(i) O (i). Wir benutzen den Isomorphismus von (ii) unmMt der direkten Summe der

Vc zu identifizieren.Wir wahlen in jedemder Eigenraume \é eine Basis und

| |

vereinigen allediese Basen zainerBasis v von V. JedeYektor dieserBasisliegt in

einem der \é , ISt also ein Eigenvektor. Die so erhaltene Basis ist somit eine Eigenbasis.
i

QED.

Bemerkung

Die Fragenach der Existenzon Eigenbaserfbzw. nach deDiagonalisierbarkeit von

Matrizen)wird im gesamtemachfolgenderVerlauf der Vorlesungeine Rolle siglen.

Um dieFrageabschlieRertd zu beantwortenniisserwir jedochersteinige einfachere

Probleme l6sen:

1. Besitzt jede Abbilung wenigsten einen Eigenvektor?

2. Kann man jede Matrix wenigstens in eine obere Dreieckgestalt tberfuhren.

Beispiel

Bei einerDrehung imR2 um einen kleineWinkel wird kein Vektor in ein (reelles)
Vielfaches vonsich selbst UberfihrtEine solche Drehung bestt also keinen
Eigenvektor.

Wie wir sehenwerden, liegtdaseinfach daran,daf? derkorper IR daflr zuklein ist.

Uber den komplexen @hlen besit die entsprechende Matrixsehr wohl einen

Eigenwert.

Bemerkungen

() Die nachfolgendenErgebnissegelten also insbesondere aurund unserer
AnnahmedalRunser Grundkoérper sgrol3 seinsoll, daf? eralle Nullstellen des
charakteristischen Polynoms enthalt.

(i)  Allgemein gilt: Die Uber‘kleinen’ Kérpernwie B auftretenderPhdnomenaind
sehr viel komplizierter und reichhaltiger als die PhanomenellibEés ist deshalb

typisch fur die Vorgehensweise in der Mathematik, zuerst solche Korpér wie
behandeln.

5.1.8 Existenz von Eigenwerten

Sei f: V-V eine K-lineare Abbildung.Dann besitztf (falls K hinreichendgrol3 ist)
mindestens einen Eigenvektor.

Analog besitzt eine beliebigdatrix Gber K (falls K hinreichendgrof3 ist) mindestens
einen Eigenvektor.

Beweis Das charakteristische Polynom von f besitzt ineinen algebraisch
abgeschlossenen Oberkdrper voreike Nullstelle. Da K hinreichendrol3 seinsoll,
liegt diese Nullstelle inK. Diese Nullstelle istdann aberin Eigenwert von fd.h. f
besitzt einen Eigenvektor.

QED.

5.1.9 Fahnen von Vektorraumen
Sei V ein K-Vektorraum. EinEahne der Langevon V ist eine echt aufsteigende Folge

VODVZD...DVr

von Unterrdumen von V. Die Fahne heiBlistandig falls folgendeBedingungererfullt
sind.

() V,={0}
i Vv, =V
(i) dimV.,, =dimV.+1firi=0,..r-1.

2 {iber algebraisch abgeschlossenen Korpern
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Seien f:V-V ein linearerEndomorphismus und W V ein linearerUnterraum.Dann
hei3t W auch f-invarianfalls gilt f(W) O W.

5.1.10 Existenz von Fahnen invarianter Unterr&ume

Sei f: V-V ein linearer Endomorphismesnes endlich-dimensionaldfiVektorraums.
Falls K hinreichend grol3 ist, so existiert eine eine vollstandige Fahne

0=VODV1D...DVd=V

von V, deren Unterréumei ¥amtlich f-invariant sind.

Beweis Wir fihren den Beweis durch Induktion nach d = dim V. Im Fall d = 1 ist nicht
zu beweisen. Sei also>d1. Weil K hinreichendgrof3ist, gibt es einerEigenvektor y

OV von f. Wir setzen
W = Kt

1
Da v ein Eigenvektor ist, gilt (W) W, d.h. W ist f-invariant. Wir setzen
V' :=VIW
und bezeichnen mit
p:V-V

die natlrliche Abbildung. Weiter sei ' die Abbildung
.V SV, vt Wi f(v) + W.
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn mit v+ W = w+ W gilt VAWV, also
f(v-w) Of(W) O W,
alsof(v) - f(w) O W, alsof(v) + W = f(w) + W. Die Abbildung f' ist offensichtlich
linear. Sie ist gerade so definiert worden, dal3 das folgende Diagramm kommutativ ist.

f
V [ V v = (V)
p o p T T
\VARIIR \V& v+W = f(v)+W

Es gilt dim V' = dim V - dim W = dim V - 1Nach Induktionsvoraussetzuggt es
eine Fahne aus f-invarianten Unterrdumen in V’, sagen wir
o=Vv, OV, 0O..0V,=V
1 2 d
Wir setzen
v, = Lo ) fari=1,.d
und V0 := {0}. Dann gilt

o=v,ov, o.gv_ =V.

0 1 d
Zum Beweis von 5.1.10 reicht es, wenn wir zeigen

1. Die Raume \I/sind f-invariant.
2. dim Vi+1:dim\/ifUri:1,...,r-1.
Zu 1. Sei EVi. Wir haben zweigen f(v)[O Vi' Nach Voraussetzungjlt p(v) U V’i.
Da der Raum \{’invariant bezlglich f' ist, folgt
(Fep)(v) =F(p(v)) D F(V' ;) D V..
Wegen der Kommutativitat des obigen Vierecks folgt
p(f(V)) = (p=N)(v) = (F=p)(v) D V",
also f(v)]Vi.
Zu 2. Wir betrachten die Einschrénkung der natirlichen Abbilguangf \/I
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Y

vimP - v
. , 0 0
PRV =V 0

Vi[[]]» —»V’i

Dap surjektiv ist, ist auch die EinschrankLm}gsurjektiv und ihr Kern ist gerade
ker(pi) = {VDVi lp(v) =01} = Vi nker() = Vi NnW =W (falls i>0).

Damit gilt fur i > O:
dim Vi =dim im(oi) + dim kerpi) =dim V’i +dim W =dim V’i + 1.

also ist _ _ _ _
dim Vi+1 - dim Vi =dimV ir1” dimV i = 1,

d.h. Aussage 2 gilt zumindest fiir i>0. Fur i = 0 erhalten wir
dimV1=dimW=1:0+1:dim8+1.

QED.

5.1.11 Uberfuihrung von Matrizen in obere Dreiecksgestalt

Sei AOK™" eine Matrix tiber einem hinreichend groRen Koérper K. Dann gibt es eine
umkehrbare Matrix T K™ derart, daR

* * ".*
* % -“*
TAT =D o * .. *
00..*

obere Dreieckgestalt besitzt.
Beweis Sei f die Abbildung

f:fA: KN Kn,Xl—)AX.

Wir haben zu zeigen, bezuglich einer geeigneten Basis v Vdneitzt die Matrix

v
My(H)

obere Dreiecksgestalt.Da K hinreichend gisif(gibt es eine vollstandigéahne von f-

invarianten Unterraumen

— —hn
O—VODV1D...DVn—K.

Jede Basis von i\,{aBt sich durchHinzufliigeneines Vektors zeinerBasis von Y+1

erganzen. Egibt alsoeine Basis VoV, VOn K" derart,dal Voo fur jedes ieine
Basis von Yist. Wegen Ix)DVi und f(\/i) O Vi gilt f(vi) O Vi’ d.h.
f(vi) = Linearkombination Vony...,\i.

Das bedeutet, ¥/(0 besitzt obere Dreiecksgestalt.

QED.
Bemerkung
Wir habengezeigt,durch eine geeignet&ahl derBasis, bekommt diélatrix eines
linearen Endomorphismus die Gestalt

M=D+N
mit einer Diagonalmatrix Dund einer Matrix in oberer Dreiecksgestalt N, auf deren
Hauptdiagonalen lautéMullen stehenWennwir die Matrix M diagonalisiererwollen,

118



missen wir uns also noch um den ‘stdrenden Rekiiminern. Dies istler Inhalt des
nachst Abschnitts.

5.2. Nilpotente Endomorphismen

5.2.1 Definition

Ein linearer Endomorphismus
.V -V
heil3t nilpotent, wenn es eine natirliche Zahl g gibt mit

f9 = fa...of (g-fache Komposition) = 0.
Die kleinste solche natiirlictgahl g heiRtOrdnungvon f. EineMatrix NOK™" heiRt
nilpotent,falls die zugehdrige Abbildungl\i nilpotentist, d.h. falls N9 = 0 gilt fiir ein
natdrliche g. Die Ordnung vomfheil%t dann auch Ordnung von N.

Die wichtigste EgenschafnilpotenterEndomorphimerwird im nachfolgende.emma
beschrieben, auf welches wir uns im folgenden nur aldasit emma beziehen wollen.

Lemma Uber nilpotente Endomorphismen

Seien f:V- V ein nilpotenter linearer Endomorphismus undWein nicht-trivialer
linearer f-invarianter Unterraum. Dann gilt
f(W) O W (echtes Enthaltensein).

Beweis Angenommen es gif(W) = W. Danngilt /(W) = W firr jedes j. Weil f
nilpotent ist, kdnnen wir j so wahlen, daf3 gilt

0=1() Oflw)=w.
Also muf3 W = 0 sein im Widerspruch zur Wahl von W.
QED.

5.2.2 Nilpotenz und Fahnen invarianter Unterraume

Sei f:-V-V ein linearer Endomorphismus mit d:=dim \e< Dann sind folgende
Aussage aquivalent.

() fistnilpotent.

(i) Es gibt eine vollstandige Fahne von f-invarianten Unterrdumen

OZVODV1D...DVd:V

mit f(Vi) O Vi-l furi=1,....d.
i)y £9=0fird=dimV.
Beweis (i) O (ii). Wir setzen \é = V. Seienjetzt V Vd-l’
Wir haben die Konstruktion voni_\i zu beschreiben. Fallsi\;t 0 ist,gibt es nichts zu
beschreibendie Konstruktion ist abgeschlosserSei also \|/¢O. Well \/I invariant

\/I beeits konstruiert.

bezuglich fist, gilt
f(Vi) 0 Vi'

Wegen ded.emmasuber nilpotente Endomorphismen istliese Enthaltenseinsrelation
echt. Es gibt also einen Unterraurlr_l Vimit

f(Vi) O Vi-l O Vi und dim \{

Dieser Raum \I/ ist invariant, denn es gilt
f(vi-l) O f(Vi) O Vi-
Nach Konstruktion gilt f(\I/) O Vi-

1:d|m\/i-1.

1"
1"
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(i) O (iii). Nach Voraussetzung giil(vi) O Vi-j' Insbesondere ist
d v =
V) OV 4=Ve=0.

(ii) O (i). trivial.

QED.

Bemerkung
Man beachte, im Beweis wurde nicht verwendet, daf? K hinreichend grol3 sein soll.

5.2.3 Die Matrix eines nilpotenten Endomorphismus

Sei f:V-V ein linearer Endomorphismus eines Vektorraums V endlicher Dimension.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

(i) fistnilpotent.

(i) Es gibt eine Basis v von V derart, daﬁém obere Dreiecksgestalt hat, wobei in

der Hauptdiagonalen lauter Null stehen.
Beweis (i) O (ii). Wir wahlen eine vollstandige Fahne

0=VODV1D...DVd=V
mit f(Vi) O Vi-l fur alle i. Danngibt es eineBasis v von Vderart,dal} firjedes i die

ersten iVektorendieserBasisgerade YerzeugenWie im Beweis von5.1.11 ergibt

sich, dafl3 die Matrix I\\@(f) gerade die behauptete Gestalt hat.

(i) O (i). Sei v eine Basis von V, fr welche\\/)(dl) obere Dreiecksgestatiat, wobei auf

der Hauptdiagonalen uger Nullen stehen.Das i-te Basiselement wirdlann ineine
Linearkombination der ersten i-1 Basiselemente abgebildet. Also gilt
f(Vi) O Vi-l'

wenn \/I den von den ersten i BaslementenerzeugtenUnterraumbezeichnet. Die
Raume \|/ bilden also eine Fahne wie in 5.2.2(ii). Also ist f nilpotent.
QED.

5.2.4 Beispiel: Jordanblocke
Eine ckd-Matrix der Gestalt

100..00
c10..00
Jd(c)z
000..c1
000..0c

in deren Hauptdiagonalen der fe®%ert dJK steht, inderen Diagonalemnmittelbar
Uber der Hauptdiagonaldauter Einsen stehennd derensonstiggeEintrage samtlich
Null sind, heiRordanblockzum Eigenwert c.

Wie wir eben gesehen habsimd Jor@nblockezum EigenwertNull nilpotent. Alle
tibrigen Jordanblocke sind nicht nilpofént

5.2.5 Beispiel: direkte Summen von Matrizen
Seien A_’L"“’Ar quadratische Matrizen mit Eintrdgen aus K. Dann heif3t die Matrix

2|n der Hauptdiagonalen der j-ten Potenz vgn)]stehti:
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0..A
welche sich aus den agér Hauptdiagonalen angeordnelatrizen A? zusammensetzt

und welcheaulRerhalb dieser so angeordnetédcEe als Eintragenur Nullen besitzt,
direkte Summe von f‘""Ar und wird auch wie folgt bezeichnet,

A=A0.0A.
1 r

Fur die n-te Potenz der direkten Summe A gilt
AN=ATD.OA]

Insbesonderdst die direkte Summe von Matrizen gendann nilpotent, wennalle
direkten Summanden nilpotent sind.

Bemerkung

Das Ziel dieses Abschnitts belst darin, zizeigen,jede nilpotentéMatrix ist konjugiert
zu einer direkten Summe von Jordan-Blocken zum Eigenwert Null.

5.2.6 Zyklische Basen

Sei f: V-V ein K-linearer Endomorphismusnit d:=dim V<eo. Eine f-zyklischeBasis
von V ist eine Basis von V der Gestalt
1 &I), 194),..., Bw), (v o |
mit einem Vektor \VV, welcher Hauptvektor der zyklischen Basis heil3t, wobei
zusatzlich gefordert wird, dal3

fdv) =0
gilt. Der Vektorraum V heif3t f-zyklige, falls er einef-zyklische Basis besitzt. Weiter
wollen wir in dieser Situation sagen, der Endomorphismus f ist zyklisch.

Ein linearerUnterraum Wvon V heif3t f-zyklisch wenn er f-invarianist und die
Einschrankung von f auf W zyklisch ist.
Die f-Ordnungeines Vektors 1V ist definiert als die kleinstaicht-negative ganze

Zahl i mit f(v') = 0. Zum Beispiel hat GV die Ordnung 0 unddie Vektoren der
zyklischen Basis haben die Ordnungen 1, 2, 3, ...d-1, d.

Bemerkungen
() Dit% Bedingung ‘fi(v) = 0 ist notwendigund hinreichenddafiir, daf3 fnilpotent
ist™.

(i) Die Matrix von f beztglich der zyklischen Basgs'}(v), fd'z(v),...,v ist gerade ein
Jordanblock zum Eigenwert O,

1..00
0..00

M) = [T o oo T 340)
0..01
0..00

23 st die Bedingung erfiillt, so isq(&lalfi(v)) = (ﬁlal f*d(v) = 0 fiir beliebige 4K, dh. fist

i=0 i=0
nilpotent. Ist umgekehrt f nilpotent (und V von der Dimension d), so gilt sggay £ 0 fUr beliebiges
v'0V (siehe 5.2.2).
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5.2.7 Beispiel

11
Seien A :@ 0 1Eund f =1, . Wir fUhren Bezeichnungen fur die von Null verschiedenen

e

Spalten von A ein:
Es qilt f(vl) =0, f(v2) =V Schliel3lichkannman hierdurch Ratennoch einenVektor

v, finden mit f(v3) = Vo, namlich
10

3
Vv,, sindlinear unabhéngigjenndet% 1 OE: 1# 0. Also ist %
3 01
Hauptvektor einer zyklischen Basis. Die Matrix von f beztglich der Basislv:vé,vvs)

10
M‘\’/(f):@OlE
00

5.2.8 Der Kern eines zyklischen Endomorphismus

Seien f: V-V ein linearer Endomorphismus und W ein Hauptvektor einer f-
zyklischen Basis. Dann gilt

Die Vektoren \i v2,

ist:

ker(f) = KAL)
mit d = dim V, also
dim ker(f) = 1.

Beweis Nach Definition des Begriffs der zyklischen Basis gilt

0z f9Lv) O ker(f).
Es reicht also zu zeigen,
dim ker(f) = 1.
Nun gilt,
rk f = dim im(f) = dim V - dim ker(f) = d - dim ker(f),
d.h. es reicht zu men rk(f) = d-1. Sei M = M(f)die Matrix von f betglich der
vorliegenden zyklischen Basis. Wier wissen,stehen in M Uber der Hauptdiagonalen
lauter Einsen und alle anderen Eintrage von M sind Null,

M = (0, e_L (ST %_1).
Dabher gilt
rk (f) = rk(M) = d-1.

QED.
Bemerkungen
(i) Seien 1|“: Vi - Vi fur i=1,...,r zyklische Endomorphismen und sei

f=f0.0f:Vv 0.0V -V 0.0V,

1 r1 r 1 r

d.h. es sei f(){""’vr) = (f1 (vl),...,fr (Vr))' Dann gilt
ker(f) = ker(fl)D...D ker(fr)
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alsodim ker(f) = r. Insbesondere besitzt V =1N{...DVr im Fall r>1 keine

zyklische Basis. Es gibt also nicht-zyklische lineare Endomorphismen.

(i)  Wir wollen im folgendereeigen, die ebeheschriebenen Situatidritt immer ein,
d.h. jeder nilpotenteEndomorphismus f ist bis auf Isomorphé&ne direkte
Summe voreyklischenEndomorphismen. DiAdnzahl der direkten Summanden
ist dabei leicht zu bestimmees ist gerade diBimension deserns, denrdieser
wird von den Basiselementen der Ordnung 1 erzeugt.

5.2.9 Zerlegung nilpotenter Endomorphismen in zyklische
Sei f: V-V ein nilpotenter Endomorphismus mit

d:=dimV <oo,
Dann gibt es lineare f-invariante Unterraun’hr_a.MVr mit folgenden Eigenschatften.

i V= VlD...DVr . Genauer, die lineare Abbildung

\ D...Dvr—> V, (vl,...,vr)|—>v

+..4v,
1 r

1
ist bijektiv.
(i) Fuorjedesiist \Ilzyklisch berinchU .
[
Bezeichne
pk(f) = #{Vi | dim Vi =k}
die Anzahl der direkten Summandepdér Dimension k. Dann gilt

Q) g (k-i)mk(f)= rk(fi) furi=0,1,2,...,d-1
k=i+1
Dabei bezeichnéfdie identische Abbildung, d.h. es ist
dim k() = dim im(®) = dim V.

Bemerkungen
()  Von der Zahl r wissen wigal3 sie unabhangign derspeziellenWahl der \Il ist,

denn, wie wir gesehen haben, gilt
r = dim ker(f).
(i) Durch die Bedingungen(1) sind die Zahlenpk(f) eindeutig festgeledt. Sie

hangennur von den Rangen der Potenzeon f ab undicht vonder speziellen
Wabhl der \{

Beweis Wir fihren den Beweis durch Induktion nach der Ordnung

m:=ord(H=min{n0Z |nz=0,f"=0}
des Endomorphismus f: 4 V:
fM=o, M1z,

DerFall m = 1. fistdie Nullabbildung. Wir wahlen eine Basis

Vl’ ...,vdDV

von V und betrachten die zugehérige Zerlegimgine direkteSumme 1-dimensionaler
Unterraume,

2 Wir kénnen (1) als Gleichungssystem in den Unbestimlpﬁe‘t)u auffassen. Dieses

Gleichungssystem hat ein Koeffizientenmatrix von Dreiecksgestalt, wobei auf der Hauptdiagonalen
lauter Einsen stehen.
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V= Kle...Dde

Jeder detUnterraume K}/ist zyklisch(und v ist Hauptvektoreiner zyklischenBasis).

Weiter qilt
_dimVfurk=1
pk(f) "5 0 sonst
und
i\ _odimVfuri=0
k() “H 0 sonst
Die Identitaten (1) sind damit trivialerweise erflillt.
DerFall m > 1. Seien
W = ker(f)
und
p: V- V' :=VIW, Vi v+W,
die natlrliche Abbildung. Weiter betrachten wir den linearen Endomorphismus
V' SV, v+ Wi f(v) + W.
Zwischenbemertkng. ' ist wohldefiniert.
Aus v+ W =v' + W folgt v-vIW, alsof(v) - f(v’) O f(W) = 0, alsof(v) = f(v’),also
f(v) + W =f(v') + W.

Nach Konstruktiorist f* die eindeutigoestimmte Abbildungftr welche das folgende
Diagramm kommutativ ist.

f
Vv - V
2) pl o Ip
V' [ A\

Weil f nilpotent ist, gilt ker # 0, also
dmV =dimV -dimW<dimV =d.
und wegen des kommutativen Diagramms ist mit f auch f' nilpotent:
f kop = pc-fk =0 fur k grof3, d.h. K=o firk grof3.
Wir wollen jetztdie Induktionsvoraussetzung auf d&mdomorphismus fanwenden.
Dazu mussen wir noch zeigen,
ord f' <m.
Es reicht zwzeigen, {1 = 0. Nach Definition von ngilt f™ = 0, d.h. furjedes ¥V
gilt
0 = M) = ML),
d.h. im'l(v) 0 ker(f) = W = kerp). Es ist also
0 =p(M %)) = M Lp(v)) fir jedes DV.
Da p surjektiv ist, folgt #M-1 - o Die Induktionsvoraussetzung kann also auf f’

angewandt werden. Wir erhalten eine Zerlegung
V=V 0.0V ;

1
in f'-zyklische invarianten Unterrdume mit
(3) 5 Py (F) (ki) = rk(F firi=0,1,2, ..
k=i+1

Wir schreiben hies flr die obere Summationsgrenze um keine Bezeichnung fur die
Dimension von V’einfuhren zumissen.Die zusatzlichenSummandersind samtlich
gleich Null, dapk(f’) = 0 sein muf3 fur k > dim V. Aul3erdem kénnen wir auch i bis ins

Unendliche laufen lassen, da die zuséatzlichen Gleichungen von der Gestalt 0 = 0 sind.
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Bezeichne
v’i O V’i
den Hauptvektor einer zyklischen Basis von YUr jedes i wahlen wir einen Vektor
v, OV mit p(vi) = v’i .

Wir fuhren den weiteren Beweis des Satzes in mehreren Schritten.
1. Schritt. FUr jedes i ist }/der Hauptvektoreiner zyklischen Basis eines linearen

Unterraums YD V der Dimension
dim Vi =dim V’i + 1.
Die Summe der i\Ast direkt, d.h. die lineare Abbildung

V1D...DVr, - Vl

ist ein Isomorphismus.

+"'+Vr’ av), (xl,...,xr,)|—> Xq +...+ X,

Sei
4) di =dim V’i +1
di-1
und \/I der von den id\/ektoren\ll, f(vi), f2(vi), o (Vi) erzeugtdineareUnterraum
vonV,
2 di-1
(5) Vi =K v, + Kf(vi) + Kf (Vi) + ...+ Kf (Vi)

Zum Beweis der Aussage des ersten Schritts reicht es zu zeigen:
d.
1. f '(vi) =0furi=1,..,r.
2. Die Vektoren lf(vi) J=1,...,r k=0, ... ,id 1 sind linear unabhéngig.

di-1
Zu 1. Es reicht zu zeigen ftf (v))=0,dh.

di-l
f (Vi) O ker(f) (=W = kerp)),

d.h.
di-1
p(f™ (v,) =0.
Es qilt
di-1 di-1 .
p(f (vi)) = (p( Vi)) (wegen der Kommutativitat von (2))
di-1
=f V') (nach Definition von
Nun ist V’i ein Unterraum der Dimension

dimV’i:dI-l

di-1
(vgl. (4)) und f’{/, ist nilpotent. Deshalb gilt f = = 0 auf V’i also ist auch
[

f di'l(v’i) = 0.
Zu 2. Angenommen es besteht eine lineare Relation
e K .
o=5 35 Ck,if (Vi) mltck’i OK.

i=1 k=0
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di-1
Wir bringen die Summanden der Gestaft t (Vi) auf die andere Seite und erhalten

G dgz kvy=-5c 4ty ow
Sk P g g
Man beachte, wegen 1. liegen die Vektordé_nltvi) im linearen Unterraum
ker(f) = W = kerp).
Wir wenden die natirliche Abbilurgan und erhalten wegen fl= f’jop die Identitat

0-% To thoun=§ To rhv)
21150 @ 77 E o K !
Nun ist 4o 3
(6) PV T V) e W),V

nach Wahl von \Il’eine zyklische Basis von i\/(vgl. (4)). Weil V'’ eine direkte Summe
der V’i ist, bilden dieBasen (6) zimmmen (i = 1,.. , r’) eineBasis von V' und sind
insbesondere linear unabhangig. Es gilt also

Ck,i =0furi=1,..,rundk=0, ... i(—:12.
Wir haben noch zweigen, die (i<,i sind auch fur k = dl-l gleich Null. Die

Ausgangsrelation bekommt, da d!(ei ¢ur k < ol-l gleich Null sind, die Gestalt

_r d-1, = _r di-2
0= izlcdi'l’i f (Vi) = f(i§1cdi_1’if (vi))
Man beachte, es giltI & dim V’i +1 > 2 fUrjedes i, da keineder zyklischerdirekten

Summanden \Il’von V' Null ist. Wir erhalten

r d;-2 o
2 Ci-1 if (Vi) O ker(f) = W = kerp).
=1 "7

Wir wendenp auf diese Summe aond erhalten wegerder Kommutsvitdt des
Diagramms (2)

r di-2 r d-2
0= 3 cga,if T POD= 2 cgqif T ()
Wie wir oben angemerkt haben, sind die Vektoren
f’di'z(v’i) Ji=1,..,r
linear unabhéngig, d.h. es gilt
“d-1,i
2. Schritt.Es gibt einen linearen Unterraum Wker(f) mit

V=V, 0.0V, K OW.
1 r

Insbesondere ist V eine direkte Summe f-zyklischer Unterraume.

=0furi=1,..,r.

Nach dem ersten Schritt ist die Summe dledikekt. Es reicht zu zeigen, eine Basis von

V1+"'+Vr’
lant sich zu eineBasisvon V erganzenwobei man diezusatzlichen Basigktoren aus

W nehmen kann.
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Betrachten wir die nattirliche Abbildung
PV - V/(V1+...+Vr,)

Zur Konstruktion einer Basis von V geni@y, irgendeine Basties Faktorraumsechts
zu wahlen.Die Urbilder der Basiselemente in \bilden dann zusamen mit der
gegebenen Basis vorhv...+vr, eine solche von V.

Es reicht also zueigen,dal3wir die Urbilder derBasiselemente sabanderrkénnen,
dal’ sie in W liegen. Mit anderen Worten, es reicht zu zeigen:

(7) Fur jedes MV gibt es ein idW mit p’'(v) = p'(w).

Sei v1V. Dann liegtp(v) in V' und ist somiteine Linearkombination von Vektoren der
Gestalt

i k(v’i) mi=1,..,r,k=0,..,6¢2

sagen wir
r di-2 K r di'2 K
pv)=3 Yo .fr(v)=73 P o((v)
S0k P 5 o !
~ .~ r di_2 Kk
=p(v) mitv = i§1 kéock’i f (Vi) [ V1+"'+Vr"
Es folgt
p(V-v)=0
also

W::v-\7Dker(o):W.

Nun IiegtV inV +"'+Vr’ und es gilt somip’(V) = 0. Dann ist aber

1
P(v) = p'(w+V) = p'(w).

V= V1D...Dvr, Ow'.
mit einem linearen Unterraum WI W = ker(f). Da f auf W die OrdnungHat, ist W’
(auf Grund des bereitsehandelteriFalls m = 0)eine direkteSumme von zyklischen

Unterrdumen (der Dimensidt), diewir mit Vr’+1 Y e \/r bezeichnen wolle Damit

Wir haben gezeigt

bekommt V die behauptete Gestalt

Wir haben nocludie Gultigkeit def~ormeln(1) zu beweisen. Didirekte Summeiber
alle zyklischen Unterrdume der Dimension k von V hat die Dimension
kx Anzahl der direkten Summanden @Ik(f)

Da V die direkte Summe Uber alle zyklischen Unterréuringléi’ch V ist, folgt

3 kP, (f) = dim V = k().

i=1
Dies ist die ersteder Identitaten(1) (mit i = 0). Beweisenwir die tbrigen. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt

S o (M)kei) = k(f ) fir i=0,1,2, ...
k=i+1
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(vgl. Formel(3)). Wegen(4) ist die Anzahlpk(f’) der k-dimensionalen zyklischen

direkten Summandewon V' gleich der Anzahl der (k+1)-dimensionah zyklischen
direkten Summanden von V,

P (M) = Py, 1(D
Durch Einsetzen in die obigen ldentitaten erhalten wir

o .
S P4 OK)=rk@ ) fiuri=o0,1,2, ..
k=i+1 <L
und durch Index-Verschiebung
s Py, (N(k-i-1) = rk(F) firi=o0, 1, 2, ...
k=i+2
Mit anderen Worten,
s oy, (N(k-i) = ri(F 1y furi =1, 2, ...
k=i+1
Zum Beweis der verbleibenden Identitaten (1) reicht es somit, wenn wir zeigen
3. Schritt rk(f 1) = rk(f) furi= 1, 2, ...
Es qgilt . ' .
rk(? 1) = dim V' - dim ker(f"1) = dim V - dim W - dim ker(#1)
und
rk(f) =dim V - dim ker(f).
Es reicht also zu zeigen, _
dim ker(f""1) = dim ker(f) - dim W.
Dazu wiederum reicht es zu zeigen,
ker(F'"1) = ker()w.
Es qilt _ _ _ _
vOker(f) = fli(v) =0 = f(f"1(v)) = 0 = f-1(v)Oker(f) = W = kerp)
= 0=p(ft(v) = L)
- p(v) O ker(f')
= v pLker(r'1y)
Damit ist (wegen der Surjektiv_itat vQ) _
ker(F"1) = p(p™Liker(f 1)) = p(ker(f))
={v+W |vOker(f)}
= ker(f)/W.
4. Schritt:Durch die Identitaten (1) sind qjﬁk(f) eindeutig festgelegt.

Wir betrachten die Identitaten als lineares Gleichungssystem zur Bestimml.p]gfider

Die Zahl der Gleichungen ist dangleich der Zahl der Unbestimmtenund die
Koeffizientenmatrix ist quadratisch von der Gestalt

2.d
1..d1
0..1

Das Gleichungssystem hat somit eine eindeutig bestimmte Losung.
QED.
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Bemerkungen

() Eine Zerlegungwie in 5.2.9(i) heil3t auch Jolan-Zerlegung von V bezuglich f
oder auch Zerlegung in f-zyklische Unterraume.

(i) Die wichtigste Frage imZusammenhangnit dieser Zerlegung istlie nach der
Anzahl pk(f) der direktenSummandereiner vorgegebeneBimension k. Die

Formeln (1) gestatten es die Zahﬂg(rﬁf) zu berechnen.
(i)  Wie wir bereits in 5.2.8 gesehen haben, gilt auRerdem
> pk(f) =r = dim ker(f).

k
Diese Formel gestattet eff, die Berechnung depk(f) zu vereinfachen, bzw. sie

bietet eine Moglichkeit einer Probe.

5.2.10 Die Jordansche Normalform eines nilpotenten Endomorphismus
Sei f:V-V ein nilpotenter Endomorphismus mit dim W< Dann gibt es eine Basis v

von V derart, dal3 die zugehorige Matri%m eine direkte Summe von Jordanblécken
zum Eigenwert Null ist,

MY(H =J (0)0..0J (0).
Y k1 kr
Wahlt man noch die Reihenfolge der Basiselemente von v derart, dal3
k > k2 > .2 kr
gilt, so ist die Folge deri kmabhanglg von der speziellen Wahl der Basis.
Beweis Folgt aus 5.2.9.

QED.

5.2.11 Beispiel
5 2-1

Seif= le\:K3_, K3 mit A =10 -4 27 Wir wollen die Jordansche Normalform dieser
5 2-1

Abbildung berechnenVir missen zunachsiberprifen, ob A auch vklich nilpotent
ist, dennnur in desem Falkonnenwir bisherdie Jordansch&lormalformberechnen.
Da die Spalten von A proportional sind, hat f den Rang 1 und das Bild

1
im(f) = K[@ E

Damit ist
5 2-1
im(f2):f(im(f)):K[f§ E: [@10 4 2@@ E 0,
5 2-1
Wir erhaltwen:
rkf=1

dim ker(f) = dim K3 - 1 = 2.
Damit ist
() +p,(N  +p4(f) = dim ker(f) = 2

py() + 2P, + 3Py =1 =3
(M) +2p,(  =r(f)=1
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Die Dimensiondes Kerns von fist gleich der Anzahl der zyklischendirekten
Summanden. Daliese groRer als 1list, kann eskeinen direktn Summanden der
Dimension 3 geben, d.h. es gilt

p,(f) =0
3
(das folgt auch aus der dritten Bestimmungsgleichung). Dann ist aber
p,() =1
p, (M =1.

Als Jordansche Normalform erhalten wir damit
M(f) = JZ(O)DJl(O).

Die Bestimmungeiner Basis, bezuglickvelcher die Matrix von f die Jordansche
Normalform animmt,ist schwieriger. Diesystematische Behanutlg dieses Problems
verschieberwir auf spater(bis wir geeigneteBegriffe zur Verfugung haben). Im hier
vorliegenden Fall ist dies vergleichsweise einfach, da bereits das Quadrat von f Null ist.

Wir berechnen dazu zunachst déern von f. Daf den Rang Tat, beteht derKern
aus den Losungen der einzelnen Gleichung
S5x+2y-z=0.

X
Wir erhalten z = 5x + 2y, d.@@z a y E: x[% E+ y[%@ d.h. esist
X+2y
ker(f) = K%E+ K%E

Der Raum Ko’/ker(f) ist 1-dimensionalalso zyklisch beailich derdurch finduzierten
Abbildung. Jeder von Nullverschiedend/ektor ist Hauptvektor.Jeder Reprasentant

eines solchen Vektorin K3 ist Hauptvektoreines f-zyklischenUnterraums der

Dimension 2 von B, Es reicht alsoginen beliebigen Vektor zwahlen,der nicht in
ker(f) liegt. Zum Beispiel kénnen wir

ES é
v, =2
1 1
wahlen, denn es ist

5 2 -1FH5 30
v, =f(v,)) =310-4 2122 = H60 % 0,
5 2 -1BE1H H3o

d.h. v, ist nicht im Kern von f, d.h.lvist Hauptvektor eines zyklischen Unterraums

1
V1:Kv1+Kv1

der Dimension 2.

Die Frage,wie man denVektor v in der allgemeinenSituation findet, behandeln wir

spater. Wir haben noch einen zyklischen Unterraunbaeension 1 zu fiden, dessen

Summe mit \i direkt ist. Dazu mussen wir die Bas'f v’1 von V1 SO zu einer Basis

vy Vv 1 Vo VON \%
erganzen, da&zvim Kern von fliegt, d.h.gesucht iskein Vektor vonker(f), dernicht in
V1 liegt. Aus theoretischen Griinden wissen wir, dal3 es einen solchen Vektor gibt. Dann

hat aber einer der Basisvektoren
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i

von ker(f) diese Eigenschatt. Ein solcher Vektor ist

Damit hat die Matrix von f die Gestalt M(f) :2(‘D)D‘]1(0) beziglich derBasis Y v’l,

v2 von V.

Bemerkung

Bei derKonstruktioneiner Basis, bezUigh welcher einnilpotenterEndomorphismus
eine Matrix in JordanscheNormalform besitzt, ist es oftltzlich, die Anzahl der
zyklischen direkten Summandeler Dimension 1 zkennen,d.h. die Anzahlder in
jedem Induktionsschritt des obigen Beweises hinzukommenden Summanden.

5.2.12 Die Anzahl der zyklischen direkten Summanden der Dimension 1

Seien f: VLV ein nilpotenter Endomorphismus mit dim \se<und

V=0V

eine Zerlegung in f-zyklische Unterrdume (d.h. eine Jordanzerlegung bezuglich f). Dann
ist die Anzahl der direkten Summanden der Dimension 1 gerade gleich

pl(f) = dim ker(f) - dim ker(fpim(f).

Insbesondere infall f = f, mit ADOK™N ist dies geradedie Anzahl der 1x1-

Jordanbl6cke von A.
Beweis Wir setzen
O

V= dimvi=1 Y,
U

VI dim vl Y,

Dannist V = VUV’ und
pl(f) =dim V.
Wir haben also zaeigen, V' hat dieDimensiondim ker(f) - dim ker(f)nim(f). Dazu
wiederum genigt es zu zeigen,
V' Oker(f)nim(f) = ker(f),
genauer, die lineare Abbildung
¢:V' Oker(Hnim(f) - ker(f), (a,b}= a+b,

ist bijektiv.
¢ ist wohldefiniert.Ein zyklischer Unterraum i\/der Dimension 1 wird voreinem

Basisvektor der Ouhg 1lerzeugtund liegt damit imKern von f.Also gilt V'’ Oker(f),
d.h. die Abbildungp ist wohldefiniert.
Injektivitat von ¢. FUr jedes Ll wahlen wir einen Hauptvektoriveiner f-zyklischen

Basis von Y Sei
ki =ord V= dim \/I
die Ordnung vonivd.h. die Vektoren
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fj(vi) mitj = 0,...k -1

bilden eine Basis voni\(und es istj(vi) =0flrj= k|)' Sei jetzt
(a,b)U ker@),
d.h. es gelte a + b = 0. Wir schreibéivain der Gestalt
Q) a=y (iﬂli mithDK
ki:1
Wegen lker(f)nim(f) gibt es ein IV mit b = f(b’). Wir schreiben b’ in der Gestalt
b=y cl.[’ﬂi(vi) mit . K.
j<ki ] |
Dabeikonnenwir b’ um Elementeaus ker(f)Jabanderndenn dadurclindert sich b =
f(b’) nicht. Mit anderen Wortenwir kdnnenalle Summandemit j = ki -1 in der
Summe weglassen und annehmen
b=y cl.[fj(vi) mit . 0K,
j<ki-1 ) )
Insbesondere fallen damit alle Summanden Im’rt]gweg, d.h. gerade diejenigen i, tiber
welche die Summe von (1) erstreckt wird. Wir wenden f an und erhalten
(2) b=y clj[ﬁﬂ(vi)
j<ki-1
Wir sehen, aund b sind Linearkombinationen vondisjunkten Mengender
BasisvektorenJ(vi) (in (1) treen nur Basisvektoremit j=0 auf undin (2) nur solche

mit j=1). Damit folgt aber aus a + b = 0 (und tierearenUnabhangigkeit derj(ﬁ/i) mit
j<ki und 0JI), daf3 alle Icund alle ﬁ Null sein mussen. Mit anderen Worten, esista = b

=0.
Surjektivitat vond. Sei \ker(f) (V). Wir schreiben it Hilfe der obengewahlten

Basis derj(vi) in der Gestalt

V=% cl.fj(vi) mit C. 0K
j<ki J J
und setzen

a:= 3y cgv. undb:= ¥ c%.fj(v.)
k=1 j<k k1 )

Danngilt a + b = vund dlker(f) (weil die v in derersten Summeie Ordnung I|<:1
haben). Wir haben also nur noch zu zeigen,

4) b O ker(f)nim(f).
Wegen Vlker(f) und alker(f) gilt auch

3 b = v -alker(f),
also

0=fb)= 3¢ wv),
j<k§ki:y1 :
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dh.mmﬁlnwW4w9¢05mdeLGemmmrmm
cij =0firj= O,1,...,|kZ.
In der Summe

b= zcﬁwp
j<k kA
kann man also insbesondere alle Summanden mit j = 0 wegl&8ss=ipedeutetaber, b
liegt im Bild von f,
b O im(f).
Dies zusammen mit (3) ist aber gerade die zu beweisende Aussage (4).
QED.

5.3 Die Jordansche Normalform (beliebiger Matrizen)

5.3.1 Vorbemerkung (Wdhlg)

Sei V-V ein K-linearerEndomorphismusnit d := dim V <e und r vershiedenen
Eigenwerten o G Wie wir berets wissen,ist in “glnstigen” Fallen der

Vektorraum V eine direkte Summe der Eigenrdume
V = ker(f-c ),
c |
d.h. f besitzt eine Eigenbasis, d.h. eine Basis bezliglich welcher die Matrix von f
Diagonalgestalt besitzt. “Gilnstig” bedeutet hier, die Dimensionen der Eigenrdume sind
grol3 genug, und zwar so grof3, dal3 die Summe der Dimensionen gerade d ist,

3 dimV_ =dim V.

=1
Unser Ziel in diesem Abschnitt besteldarin, die EigenrAumedurch etwas grél3ere
Raume zu ersetzejr die dieseDimensionsbedingungmmer erfillt ist,und eine
explizite Beschreibung der Matrixon f auf diesen RaunmeanzugebenDiese Raume
werden die Gestalt

ker(f-cTd)
besitzen mit phinreichend grof3. Zunachst missen deshalbdie Kerne fur samtliche
Werte von n= 1,2,3,...betrachten. Astelle von f-(lj]lj werden wir vorerst einen
beliebigen Endomorphismus g\W bgtiaf(fzt[([at;]. Spater wird uns nur der Fall
|

interessieren.
Wir beginnen mit einigen allgemein&etrachtungen zur Mengdler Endomorphismen
eines Vektorraums.

5.3.2 Der Endomorphismenring eines Vektoraums

Sei V ein K-Vektorraum. Wie wir bereits wissen ist ein K-Endomorphismus von V eine
K-lineare Abbildung
f:V V.
Die Menge aller K-Endomorphismen von V wird mit
End(V) = Enq<(V) = HomK(V,V)

bezeichnet und ist offasichtlich ein K-Vektorraum. AufRerdem definiert die
Komposition von Abbildungen auf End(V) eine weitere Operation,

flg := feq,
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durch welche End(V) zu einem ntetotwendg kommutativenRing mit Eins wrd, d.h.

“o” spielt die Rolle der Multiplikation und es gelten die Ublichechengesetze (aul3er
eventuell dem Kommutativgesetz).

Fir jedes Polynom
f(x) = anxn+...+ %
mit Koeffizienten TﬂK und jeden Endomorphismg§IEnd(V) ist somit der Ausdruck

(1) f(9)= a oM.+ 3
wohldefiniert und beschreibt einen Endomorphismus von V, d.h.
f(¢) O End(V).
Die Teilmenge allerEndomorphismen der Gestallt) mit festem ¢, wobei f alle
Polynome mit Koeffizienten aus K durch lauft, wird mit

K[$]
bezeichnet. Diese Teilmen%e von Endi@f)sogarin Teilring?. In diesem Teilringpilt
stets das Kommutativgeset2t.

5.3.3 Das Minimalpolynom eines Endomorphismus

Sei f: V-V linearer Endomorphismus mit dim Vess Dann gibt es genau ein Polynom
kleinsten Grades fﬁT)DK[T] mit dem hdchsten Koeffizienten 1 und der Nullstelle f,

m,(f) = 0.

f
Dieses Polynomteilt jedes Polynom aus K[T] mit der Nullstelle f. Es heil3t
Minimalpolynom von f.
Beweis Wir zeigen zunéachst, es gibt ein Polynom (T [T] mit

f) = 0.
Dazu fixieren wir eine Basis und betrachten die zugeh®aex A von f. Es reicht zu
zeigen, es gibt ein Polynom p mit p(A) = 0.
Ist d :=dim V, soist A ein dkd-Matrix. Der Raum K*d aller dkd-Matrizenhat die
Dimension &. Deshalb sind die“s1 Elemente

2
AOALAZ | AT Kaxd
linear abhéangig. Das bedeutet aber gerade, es gibt ein Polynom p der behaupteten Art.

Aus der Existenz eines Polynoms p mit p(A) folgt natiilich auchdie Existenz eines
Polynoms m minimalen Grades mit m(A) = 0, d.h. eines Minimalpolynoms.

Sei jetzt p irgendein Polynom mit p(A) = 0. Polynomiale Division mit Rest liefert dann
p=qglim+r
mit Polynomen g und r, wobei auR3erdeath deg r <deg m gilt. Wir setzen A ein und

erhalten

0= p(A) = A(AYM(A) + r(A) = q(A)D + (A),
also r(A) = 0.Ware r # wirde dies derMinimalitdt des Grades von m
widersprechen. Es muf3 also r = 0 gelten, d.h. es ist
Wir haben gezeigt, jedes Polynom mit der. Nullstelle A ist Vielfaches von m.
Insbesondere sin@wei Minimalpolynome Vielfache voneinander. Siehaben also
denselberGrad. Weilder hochstKoeffizienten eines Minimalpghoms 1 seinsoll,
kann es somit nur ein Minimalpolynom von A geben.

% Addition und Multiplikation von Elementen dieser Teilmenge liefert wieder Elemente von dieser
Teilmenge.

2 \Wegen fefl = 11 = dof!.
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QED.
Bemerkung

Aus dem Beweis ergibt sich, dal3 deigsmzl2 gilt. Wir werden spatesehen, esst sogar
deg m <d (:=dimV).
Beispiel
. 2 :
Seien A % AEund f(T) = - 5T - 2. Es gilt
2 7 10
WG i
f(A) =AZ2-5A-2m
7 10 2 0
5225 5[% 4%’ 2[% 1%
0 0
- % 2%’ 2[% 1%
-[bol
T HO
Uberzeugerwir uns nundavon,daR fsogar dasvlinimalpolynom vonA ist. Dazu
missen wirzeigen,dall keinPolynomeinesGrades <2 (auRerdem Nullpolynom) die

Nullstelle f hat. Sei g ein solches Polynom. Wir kbnaenehmen, gst nichtkonstant,
d.h.

also

degg=1.
AuRRerdem kdnnen wir duraten hdchsteikoeffiziententeilenund soerreichendal’ g
die Gestalt

g(M=T-a

9g(A) = A- i% E % %%O% %13465

Diese Matrix ist niemals Null, ganz gleich wie man a wahlt.

hat. Dann gilt

5.3.4 Potenzen eines Endomorphismus, Stabilisieren von Kern und Bild

Sei g: V-V ein K-linearer Endomorphismus mit dim \é<Dann gelten die folgenden
Aussagen.

() Die Kerne bzw. die Bilder der Potenzeim ig0,1,2, 3.... bilden eineaufssteigende
bzw. absteigende Kette von K-linearen Unterraumen von V,

00 ker(g)]ker(gz)D Dker(d)0..0V

VOim(g)dim(g )D Oim(g"O...00
(i)  Es gibt nicht-negative ganze Zahlen u bzw. v mit

ker(d) = ker(d*L) fur i=u, u+1, u+2, .
bzw.

im(g') = im(d*?) fiir i=v, v+1, v+2, .
Wahlt man uund v mnimal, sogilt u=v. Wir wollen dieses u =v den ersten
stabilen Exponenten von g nennen und mit
u = stab(g)

bezeichnen. Entsprechend heiffdgnn erste stabile Potenz von g.
(i) Isti kleiner alsder erste stabile Exponent von g, so bestedmgyardie echten
Inklusionen,

ker(f) O ker(®*1) und imd) O im@*1).
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Beweis Zu (i): Wir haben zu zeigen, fur jedes i gilt

1. ker(d) Okerd™h

2. im(d) Oim(d*Y.

Zu 1. Fur xIker(d) gilt g'(x) = 0, also §1(x) = 0, also xker(d™1).

Zu 2. Fr ylim(g™ L) gibt es ein v mity = d**1(x) = d(g(x)), d.h. es gilt gim(g).

Zu (ii). Die Existenzvon u bzw. vfolgt aus (i)wegender Endlichkeit der Dimension
von V. Die Gleichheit der beiden Zahlen ergibt sich aus der Identitat

(1) dim ker(d) + dim im(d) = dim v,

welche fir alle i gilt: wenn bevergré3erung vom die Dimension deserns zunimmt,
so mul3 dabei die Dimension des Bildes abnehmen.

Zu (iii). Es reicht die folgende Implikation zu beweisen.

2) im(d) = im(d*}) 0 im(g™*?) = im(d*?).
Die analogelmplikation fur die Kerne dePotenzen von g ergilsich dann aus der
Identitat (1). Sei also

im(g') = im(g*?).

im(g"™*1) 0im(g™?),
denndie umgekehrtdnklusion wurde bereits in (i) bewsen. Sei alsoYim(g
Dann gibt es einXV mity = gj+1(x), d.h. es qgilt

y=g(z) mitz= é(x).

Der Vektor z liegt in im(b = im(d+1), d.h. es gibt ein WV mit z = d+1(w). Dann ist
aber

Es reicht zu zeigen, es gilt

i1y

y = 9(2) = 9(¢ Lw))0im(g*?).
QED.
5.3.5 Hauptraume

Seien f:V-V ein K-linearer Endomorphismus mit d:= dim &<und ¢IK ein
Eigenwert von f. Dann heil3t der Kern

v @)=V = ker(f-dIt)" mit u := stab(f - @)

der ersten stabilen Potenz von fleldidauptraum von f zum Eigenwert c. Mit anderen
Worten, V’C ist der grof3te K-lineare Unterraum von V, der von einer Potenz der

Abbildung
f-cld

in die Null abgebildet wird. Nach Konstruktion ist der Eigenraum zum Eigenwert ¢ ganz
im Hauptraum enthalten,
v Oov .
c c
Bemerkungen
() Der Hauptraum V(’: ist f-invariant; mit \Oker(f-cd)Y gilt
(f - cm)Y (f(v)) = (f - cd)Y=f (v) = f=(f - cod)Y(v) = f(0) = 0.

(i) Insbesonderdst das charakteristischd?olynom von f auf V(’: ein Teiler des

charakteristischen Polynoms von f auf V. Genauer, es gilt
X¢(T) =Xepr (MK (T),
f flv c f
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wenn f:V’ -V’ die durch f auf V’:=V/V’C induzierte Abbilung bezeichnet.
(i) Nach Definition ist die Einschréankung von fdgt auf V’C nilpotent, d.h. diese

Einschrankung besitzt eine Matrix, die in der Hauptdiagonalen und darunter lauter
Nullen hat. Insbesondere gilt

det (f-dId - Tid) = (-T)X mit k = dim v
also ist
K (7= dett-Th),, = (cTF
(iv) Weil Xf|V’ ein Teiler VO ist, kanndie Dimension dedHauptraumhdchstens
o
so grol3 sein wie die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes ¢ von f,
dim V’C < vf(c).
Unser nachstes Ziel ist es, zu zeigen, daf} sogar das Gleichheitszeichen gilt.

5.3.6 Die Dimension der Hauptrdume

Seien f:V-V ein K-linearerEndomorphismusnit dim V<eo und d¢JK ein Eigenwert
von f. Falls K hinreichend graBt, ist dieDimension des Hauptraunzsim Eigenwert ¢
gleich der algebraischen Vielfachheit von c,

dim V’C(f) = vf(c).

Beweis Angenommen, es ware
(2) k:=dim V’C<v]c (c).

Wir setzen
W = VIV’ c
und betrachten den durch f auf W induzierten Endomorphismus
W - W, w+ V’Cl—) f(w)+ Vv’ c
Es qilt
— — k
Xf(T) - XflV’ C(T) [}(f’ (T) - (C'T) Eb(f: (T)

Wegen (1)kommt inder Faktorzerlegundes Polynoms(f, (T) noch mindestens ein

Faktor der Gestalt T-c vor, d.h. es ist
Xp(©) =0,

d.h. cist Eigenwert vorf’. Deshalbhat f' einen (vorNull verschiedenenHauptraum
zum Eigenwert c, d.h. es gibt einen Unterraum

Uuow,uU=zo,
und eine natirliche Zahl
¢ 0N
mit
) ( - cmd)?(0) = 0.
Seien
p:V W = VIV c

die nattrliche Abbildung und U :g'l(U). Dann ist U ein Unterraum von V mit

(3) V’C ounov,
wobei die erste Inklusion eine echte Inklusion ist. Fur jed&s ilt
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p((f - eI (W) = (- ah(u) + V' = (7 - cI)¥(u + v ) = (F - e (p(u)) = 0

(wegenp(u) O U und (2)). Mit anderen Worten, es ist (f Elltt)e(u) O ker() = V’C.
Nach Definition des Hauptraums ist dann aber

(f - c)e*K(u) = 0 fiir jedes U und k hinreichend grofR.
Insbesondere ist

ker(f - cm)**K
echt grol3er als der HauptraumCVDassteht aber inWiderspruchzur Definition des
Hauptraums V(’: (als der gréRt&Jnterraum von V, der voainer Potenz von f - i@ in

die Null abgebildtet wird)Dieser Wiederspruchemt, dal3 unserédnnahme(1) falsch
sein mul3.

QED.

5.3.7 Abschétzung der stabilen Potenzen von f

Seien f:V- V ein K-linearer Endomorphismus von f mit dim Weund ¢IK ein
Eigenwert. Dann ist der erste stabile Exponent vorilfl -héchstens so grol3 wie die
algebraische Vielfachheit von c, genauer,

stab(f - ¢d) < vf(c) - uf(c) + 1.
Insbesondere ist der Hauptraum zum Eigenwert c gleich

v () = ker(t - a1y T

Beweis Angenommen es ist

vf(c) - uf(c) + 1< stab(f - dd).
Dann ist die Folge der Unterrdume
1) ker(f - dIdl)' , i =1, - V(0) - () + 2
echt aufsteigend. Insbesondere ist _
(2)  dimker(f- ¢)' =i-j+ dim (f- d) furj<is< Ve(€) - He(c) + 2
(der Unterschied in den Dimensionen ishdestenso grof3wie der in den Indizes).
Speziell fur j =1 ist

dim (f - o)l = ()

die Dimensiordes Eigenraumd=ur j = 1 und i =vf(c) - pf(c) + 2erhaltenwir damit
aus (2) die Ungleichung
(2) dim ker(f - ¢)' > vf(c) + 1 miti :vf(c) - pf(c) +2

Da der Kern (2) im Hauptraum E,(’f) liegt, folgt
dim Vv’ C(f) > vf(c)+1.

Dies steht im Widerspruch zu 5.3.6.
QED.

Bemerkung

Insbesondere gilt

V' (0 = ker(f - o) O HOL
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5.3.8 Hauptraumzerlegung

Sei f:V-V ein K-linearer Endomorphismus mit dim Vess Die Eigenwerte vorf seien
mit CpniC bezeichnet. Falls K hinreichend grof3 ist, ist die K-lineare Abbildung

o:vV ClD...DV . -V, (vl,...,vr)|—> Vit
bijektiv.
Beweis Nach5.3.6 sinddie Dimensionen der Hauptraunggeich den algebraischen
Vielfachheitender Eigenwerte Die Summe ihreDimensionen ist somileich dim V.
Mit anderen Worten, die Abbildung bilde&ume gleicher Dimensianeinander ab. Es
genugt also, ihre Injektivitat zu beweisen.

Sei also

q)(vl,...,vr) =0,
d.h.
(2) VitV = 0.

Wir haben zweigen,jeder einzeln&Summand ist Null. Sei die Anzahlder von Null
verschiedenen Summanden.
s=#i| v 0}

Wir fuhrendenBeweisdurch Induktionnach s. Im Fall s = 1 ist nichts heweisen:
aus demVerschwinderder Summe folgtlasVerschwindendeseinzigenSummanden.
Seijetzts>1und seli ¥ 0. Wir betrachten die Abbilung

g:=(f- cl[llj)Vi mitvi ::vf(ci).
Aus (1) folgt
g(vy)+..-+g(v) = 0.

Da alleHauptraumd-invariant sind,sind sie auchinvariantbeziglichder Abbildung’
g. Also ist

(2) ©(v).--9() OV C1D...DV’ c
Auf V’C ist g die Nullabbildung,d.h. die Anzahl der von Null vershiedenen

i
Koordinaten des Elements (2) ist kleiner als s. Nach Induktionsvoraussetzung folgt,
g(vy) = .. =9(y) =0.
Wegen (1) reicht es zu zeigen, die Vektor%n..\/vr sind Null mit eventueller Ausnahme

von einem. Dazu reicht es zu zeigen,
g\, istinjektiv fir alle j=i.
Cj

Dazu wiederum reicht es, wenn wir zeigen,
3) f- cIEIH I\/ ist injektiv flr j# i.
C.

J
Sei ViV’ c ein Element aus dem Kern der Abbilung (3). Dann gilt

J fv)=ci,

also
(f- CJ-DH)(V) = (C,-Cj)lﬂ.

also

%" Sogar bezlglich aller Polynome in f.
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(t-c M) K(v) = (cl-cj)km fur k=1,2,3,...
Wegen 1V’ c ist die linke Seite dieser Identitat Null fir groRe k. Es gilt also

J
(ci-cj)km =0 fur ein KIH.

Im Fall i#j ist aber cI:-cj von Null verschieden und es folgt v = 0. Damit(&t bewiesen,

und damit wiederum der Satz.
QED.

5.3.9 Jordansche Normalform eines Endomorphismus

Sei f: V-V ein K-linearer Endomorphismusnit dim V <co. FallsK hinreichendgrof3

ist, so gibt es eingordan-Basison V beziglich f, d.h. eine Basis, beziiglich welcher die
Matrix von V eine direkte Summe von Jordan-Bldcken ist. Die Anzahl

der direkten Summanden mit vorgegebenen Forwlatikd Eigenwert c ist dabei fir

jede Wahl von k und ¢ unabhangig von der Wahl der speziellen Basis.
Beweis Seien GG die Eigenwerte von f. Weil K hinreichend grol3 ist, zerfallt V in

eine direkte Summe der Hauptrdumen,

v=VvV_ 0.0V .
(o c
1 r

Da die Hauptraume \C/ invariant bezuglich f soh reicht es die Behaupturfgr die

[
Einschrankungen von f auf die Hauptraurnebeweisen, derfiir eine Basisgie gerade
Vereinigung von Basen der direkten Summanden ist, gilt

M(f) = M(fl)D...DM(fr)
Dabei bezeichnel:fvc - Vc die Einschrankung von f aufc\l Beweiserwir also die
i i i

Behauptung fur jedes del-r Mit anderen Worten, beweisen wir die Behauptung fir den
Fall, daf? f nur einen einzigen Eigenwert, sagen Wi, desitzt. Dann gibt esnur einen

Hauptraumund V fallt mit diesemHauptraum (zumEigenwert c)zusammen. Das
bedeutet,
g=f-dd

ist nilpotent.Danngibt esaber eineBasis von V, bezlglickvelcher dieMatrix von g
eine direkte Summe von Jordan-Blocken zum Eigenwert O ist,
M(f) - M(cld) = M(f - clld) = M(g) =J. (0) O ... DJa (0).
il S
Es folgt
M(f) = M(cd) + M(g) =dld +J_ (0) O ... DJa 0)=J (c)O ... DJa (c),
il s 4 s
d.h. M(f) ist eine direkte Summe von Jordan-Blocken zum Eigenwert c.
QED.

5.3.10 Jordansche Normalform einer Matrix

Sein AOK™" eine n-reihige quadratische Matrix. Falls K groR genug ist, so gibt es
eine umkehrbare n-reihige MatrixX& ™" derart, dal

-1
BAB
eine direkte Summe von Jordan-Blocken ist. Die Anzahl
der direkten Summanden mit vorgegebenen Forwiatikd Eigenwert c ist dabei fir
jede Wahl von k und ¢ unabhangig von der Wahl der speziellen Basis.
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Beweis Das folgt unmittelbar aus 5.3.9.
QED.

5.4 Satz von Cayley-Hamilton

Sei f:V-V ein K-linearer Endomorphismus mit dim Ves<. Dann ist f Nullstelle seines
charakteristischen Polynoms,

(1) X() = 0.

Analog ist jede quadratischeMatrix ADOK™M Nullstelle ihres charakteristischen
Polynoms,
) X5 (A) = 0.

Beweis Offensichtlich sinddie beidenAussagen (1und (2)&aquivalent. Beim Beweis
von (2) kdnnen wir beBedarf denKdrper Avergrof3errund zum Beispieldurcheinen
algebraischabgeschlossendforper ersetzenWir konnenalso annehmenger Kérper
Kist grof3 genug. Der Raum V zerfallt dann in eine direkte Summe von Hauptraumen,
v=Vv _ 0.40av _,
Cl Cr
und das charakteristische Polynom von f zerfallt in Linearfaktoren,

V1 Vr
Xe(T) = (¢ T) "TLLe-T)
Wir wollen zeigen, der Endomorphismus
Vi Vr
(3) X() = (c, M -f) ~CL.0c T )

ist identisch Null auf V. Dazu ight es zuzeigen, erst identisch Null aufedem der
Hauptraume V(’:. Nun sinddiese Hauptraumévariant bei falso auchinvariant

[
bezlglich der Endomorphismeﬁmd - f und aller ihrer PotenzenWenn wir zeigen

wollen,
X(Ml, =0,
X
SO reicht es zu zeigen, einer der Faktoren
(Cjﬂbl -f)

auf der rechten Seiteon (3) ist identisd Null auf V’C. Dasist aber der Falftir den
[

Vi

Faktor mit j =i, denn es gilt

Vi Vi
V’C = ker(f - ci[[d) = ker ((i‘[[d -f) .
[
QED.
Aufgabe
Man finde den Fehler im folgendetfBeweis” des Satzes vonCayley-Hamilton.
Wegen
)(A(T) = det (A - TId)

it
) X 5(A) = det (A - Allt) = det (A - A) = det (0) = 0.
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6. Bilineare Abbildungen
6.1 Rdume mit Skalarprodukt

6.1.1 Nicht-entartete symmetrische Bilinearformen
Sei V ein endlich-dimensionaler K-VektorrauBine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung
b: VxV - K
mit folgenden Eigenschaften.
()  Forjedes WV ist die Abbildung

V - K, X b(x,v),
K-linear, d.h. b ist linear beziglich der zweiten Variablen.
(i) Farjedes V1V ist die Abbildung

V - K, X b(v,x),
K-linear, d.h. b ist linear beziglich der zweiten Variablen.

Die Bilinearform b heif3t symmetrisclvenn gilt
b(v',v") = b(v",v')
fur alle v’,v’ OV. Die Bilinearfom b heil3t nicht-entartetvenn esfur jedes vV-{0}
ein v’0OV-{0} gibt mit
b(v',v’) £ 0.

Eine Bilinearform heil3anisotrop wennfir jeden vonNull verschiedeneWektor LIV
gilt

b(v,v) £ 0.
Im Fall K= heil3t eineBilinearform bpositiv_definit (bzw.negativdefinit) wenn fir
jeden von Null verschiedenen VektdnV gilt

b(v,v)>0 (bzw. b(v,v) < 0.

Eine nicht-entartete symmetrische Bilinearfdren3t auctSkalarproduktvon V. Im Fall
K = R heil3t ein Skalarprodukt klidisch, wenn es positiv definit ist.

EinePaarung deiK-Vektorraume V und W ist eine Abbildung
b: VxW - K, (v,w) = b(v,w),
welche fir jedes feste v linear in w und fiir jedes fest w linear in v ist. Eine Paarung heif3t
nicht-entartet, wenn efir beliebige IV-{0} und wIW-{0} Vektoren vV und
w’ [OW gibt mit
b(v,w’) # 0 und b(v’, w)z 0.

Bemerkungen
(i) Positiv bzw. negativ definite Bilinearforms sind ofensichtich insbesondere

anisotrop. Denite Bilinearformen sind offenghtlich nicht-entartet. Eine

Bilinearform Uber IR ist genaudann anisotrop,wenn sie positiv oder negativ
definiert ist (nach dem Zwischenwertsatz der Analysis).

(i) Das Standard-Skalarprodukt deS,

1 1
<||.. L= AV2
.Z X|y| '
=1
n n
ist euklisch, denn <x,x> ist eine Summe von Quadraten reeller Zahlen, also stets >0

sobald x# 0O ist.

(i) Wir werden sehen, die Bilinearfon von (ii) ist Uber jedem Kdrper K ein
Skalarprodukt (obwohl es fiir manckenicht anisotropist).

(iv) Fur jeden K-Vektorraum V istdie folgende Abbildung ein Beispidlir eine
Paarung.
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VxV* o K, (v, €)= £ (v).
Die Abbildung ist offasichtlich bilinearund nach demFortsetzungssat¢3.4.6)
fur lineare Abbildungen nicht entartet. Sie heil3t naturliche Paarung des
Vektorraums V.
(v) SeiV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt <, > XW - K. Ein Vektor
vV -{0}

heil3tisotrop,falls

<v,v>=0
gilt. Der Vektorraum heiltisotrop, falls er einen isotropen Vektor enthalt.
Andernfalls heif3t eanisotrop .Der Vektorraum heif3also genawannanisotrop,
wenn dessen Bilinearform anisotrop ist. Ein Unterraum W heif3t totalisotrop,
falls alle Vektoren von U - {0} isotrop sind.

6.1.2 Die Bilinearform zu einer Matrix
Die bilineare Abbildung zu einer quadratischen Matrix

SeiA= (aI])DKnxn eine quadratische Matrix mit Eintragen aus K. Fir je zwei

Spaltenvektoren
1 1
xyOKN = k™1 x =1 [ly=
n n
setzen wir
b(x,y) = xTAy = E a.x.y..
=1
Die Abbildung

b: KK - K, (xy)F> bexy) = 5§ gy,
ij=1
ist dann Dbilinear. Das folgt unmittelbar aus den Eigenschaften der
Matrizenmultiplikation. Zum Beispiel ist

b(X’ C1yi+c11y”) = (X TA)(C’y1+C”y”)
c’(xTA)y’+c"(x TA)y”
c'b(x, y)+eb(x, ¥,
d.h. b(x,y) ist linear in der zweiten Variablen y.

Symmetrie von b infrall symmetrischeMatrizen A
Sei jetzt A eine symmetrische Matrix, d.h. es gelte

A=AT.

Die Matrix

xTAy
besitztgenaueine Zeile und genaueine Spalte. Sieverandertsich alsonicht, wenn wir
sie transponieren,

b(x,y) = xTAy
=x"Ay) "
AT TT

= yTAx (A ist symmetrisch)
| =Dby.x). L | | .
Wir haben gezeigt, die Bilinearform b ist im Fall symmetrischer Matrizen symmetrisch.
Der Fall vonMatrizenmaximalenRangs
Sei jetzt rk A = n. Wir wollen zeigen, dal3 dann die Bilinearform b nicht-entartet ist.
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Beweis Angenommen, b ware entartet. Dann gibt es einen Spaltenvektor

yoK"-{0}
derart, daB fiir jeden Spaltenvektai”
0= b(y.x) = Y Ax

gilt. Insbesondere gilt dies fur xi:@:1,...,n),
(yTA)ei =0
Nun ist (yTA)ei gerade die i-te Spalte voﬂ_@(. Mit anderen Worten, fur jedes i ist die i-

te Spalte von -{/A gleich Null, d.h. JA ist die Nullmatrix,
yTA =0.
Seien IR die Zeilen von A und]x_/,...,yn die Koordinaten von y. Dann kamnan die
letzte Identitat auch in der folgenden Gestalt schreiben,
ylal+...+ynan =0.
Da y vomNullvektor verschiedersein soll, bedeutetetzteres, die Zeilen von Aind

linear abhangig. Dann hat aber A nicht den Rang n im Widerspruch zur Annahme.
QED.

6.1.3 Die Matrix einer Bilinearform
Seien

b: VxV - K
v=(v Vn)
eine Basis des Vektorraums V. Dann heil3t die-Klatrix
M, (b) := (bl v.)
Matrix von b beziglich der Basis v.

eine Bilinearform und

Lj=1,..,n

6.1.4 Verhalten bei Koordinatenwechsel

Seien
b: VxV - K

V= (V. vn)
eine Basis des Vektorraums V. Dann gilt

(i) Identifiziert man mit Hilfe der gegebenen Basis den Vektorraum V fhid<
bekommt die Bilinearform b die Gestalt
b(v',v’) =V Tav”

1 1

mitA=M (b),v'= $ x.v. = |.. [hndv = § xv. = []...
\Y i=1 11 , i=1 11 »
n n

eine Bilinearform und

@i Istv’ 1,...,v’n 0V eine zweite Basis und bezeichnet B :\\:'/,I@nd) die

Basiswechselmaltrixiir den Ubergang von v nach v’ so gilt
M, (b) = BT[N/IV, (b)B

Beweis
Wir setzen
A=M, (b)= (6}1-)
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A=M v (b) = (a’ij)
B:= (blj)'
Dann gilt

n b
vi = Id(vi) = g baiv q
o=1
also

_ _ n , n _h n , ,

aiJ B b(vl ’Vj) - b(azlbalv a’ Bélbﬁjv B) - azjﬁzlbal b(V a’ Y B)bBJ
p— n n )
B aél Bé]_baia GBij

d.h.esist A= gA'B.
QED.

6.1.3 Beispiele, das Standard-Skalarprodukt

Beispiel 1

Im Fall des obigen Beispiels ist die zur Matrix A = Id gehérige Bilinearform
| | bxy)=x'my=x"g

ein Skalarprodukt. Dieses heil3t Standard-Skalarpragukivird mit

<Xy> = XTQ

bezeichnet.
Beispiel 2

Der komplexe Vektorrauri” mit dem Standard-Skalarprodukt ist isotrop. Zum
Beispiel gilt fir n = 2,
<(1,0), (Li)>=P-i%=0.
Beispiel 3
Durch
<XpXoh (Vg ¥o)> = XYy - XY,
ist fur belebiges K einSkalarproduktdefiniert: esgehdrt zur symmetrischen Matrix

maximalen Rangs
0
A= % -1@

Mit diesem Skalarprodukt ist selbst der reelle Vektorrﬁ%isotrop.

Beispiel 4
DasSkalarprodukterRelativitatstheoriedas zur Matrix
000
_H100
A= 010
00-1

gehort ist selbstir K=IR nicht definit. Die drei positiven Eigenwerteder Matrix
entsprechemnlabei den drei Raumshtungenund dernegativeEigenwertstehtfur die
Zeit.

6.1.4 Kriterium fir nicht-entartete Bilinearformen

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,
b: VxV = K
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eine Bilinearform und e = ie...,en) eine Basis von V. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent.
() bist nicht entartet.
(i) Die lineare Abbildung

V - VA5 Vi bV mit bv(x) = b(v,x)),
in das Dual von V ist injektiv (also bijektiv).
(i) Die lineare Abbildung
V = V* v bY mit bY(x) := b(x,v),
in das Dual von V ist injektiv (also bijektiv).

(iv) Die Matrix von b beztiglich der Basis e hat maximalen Rang n.
Beweis (i) < (ii). Bedingung (ii) besaggeradefir jedes v[IV-{0} ist bv’ nicht die
Null-Abbildung, d.h. es gibt ein ¥TV mit
b(v',v") £ 0.
Das bedeutet aber nach Definition gerade, daf3 b nicht entartet ist.

(i) = (iv). Sei
A= (bG8)

die Matrix von b bezlglich der gegebenBasis. Wirfihren firdie Vektoren v,XIV
Koordinaten bezuglich dieser Basis ein,

_n _n
X= ) xe,v=jve.

i=1 i=1
Dann gilt
n n
bY(x) = b(x,v) = b(3 xe, > vJeJ)
i=1 =1

z X. b(e e)v
Ij= =1'

1

= (xl,...,xn)m
n

Fur festes v isthgenau dann die Null-Abbildung, wenn der letzte Ausdruck Null ist fiir
alle (Xlxn) d.h. wenn

A
die Null-Matrix ist. Bedingung (iii) ist also glelchbedeutend mit der Implikation

B

Letzteres besagt aber gerade, die Spalten von A sind linear unabhéngig. Damit gilt
(iii) = rk(A) =n,

d.h. (iii) ist aquivalent zu (iv).

(i) = (iv). Wird in derselbenVeisewie die Aquivalentz von(iii) und (iv) bewiesen.
(Man ersetze im obigen Beweis Uberall A durch die transponierte Matrix).

QED.

Bemerkungen
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(i)

(ii)

(i)
(iv)

v)

(1)
(vi)

Nach dem gerade bewiesenen Ergebnis kann man eine nicht-entartete Bilinearform
b: VxV - K
benutzen, um den Raum V msiinemDual V* zu identifizieren (indem man den

Vektor v mit der Linearform ¥ x = b(x,v) identifiziert).
Die natirlichePaarung
VxV* S K, (V&)= £ (v),

wird durch diese Identifikation mit der folgenden Abbildung identifiziert

VXV S K, (V, V") = (V, bY ) = b(v',v).
Mit anderen Wortengdie Identifikation von (i) ist gerade so beschaffen, daf3 die
naturliche Paarung identisch wird mit der gegebenen Bilinearform.
Fur die natUrlichePaarungverwendetmanoft dieselbe Bezeichnungie fir das
Standard-Skalarprodukt,

v, € >:=8 (v).
Unter Verwendung dieser Bezeichnung nimmdie Definition der in 3.4.7
definierten dualen Abbildung eine besonders elegante Form an. Es gilt namlich fur
lineare Abbildungen f:\.. W und Vektoren ¥V, w* [JW*:
v, FF(W*)> = <v, w* of> = (W*ef)(v) = w*(f(v)) = <f(v),w*>.
Mit anderen Wortendie zuf.V - W duale Abbildungist diejenige Abbildung
f*:W* - V* flr welche
<v, F(w*)> = <f(v), w*> fur vOV und w*JW*
gilt.
Sind in (v) die Raume Wind W mit einemSkalarproduktversehen, s&kann man
aus derRelation(1) die dualen Raumeollstandigentfernen (indenman sie mit
den Ausgangsraumeidentifiziert. Genau dies turwir in der nachfolgenden
Definition.

6.1.5 Die adjungierte lineare Abbildung

Seien V und W endlich-dimensionale K-Vek&iume mit Skalarprodukt, d.h. beide
Vektorraume seien jeweils mit einem Skalarprodukt versehen,

<,>V:VquK
<’>W:WXW_’ K

Dann gibt es zu jeder lineare Abbildung f->WV genau eine lineare Abbildung
W -V mit

<v,f*vv>v = <fv, W>W

fur alle VIV und alle WIW. Diese Abbildung heif3t die zu f (bezuglich der gegebenen
Skalarprodukte) adjungierte Abbildung.
Beweis Existenz von f*.Nach Bemerkung 6.1.4(v) gilt

<y, f(w*)> = <f(v), w*> fur vV und w*OW*,

wenn <, > die naturliche Paarung (auf\W bzw. WxW*) bezeichnet und
*:W* _,V* die duale Abbildung. Wir benutzen die gegebenen Skalarproduktg/< , >

bzw. <, >, um V mit V* und W mit W* zu identifizieren. Dann wird f*:W2% V* zu

"W

einer Abbildung f:W- V fir welche gilt

<V, f’(W)>V = <f(v), Wy

fur alle VLIV und alle wiW, d.h. f' ist eine Abbildung der gesuchten Art.
Eindeutigkeit von f*Wir nehmen an, es gibt zwei lineare Abbilungen g,h:Wmit der

angegebenen Eigenschatt, d.h. mit

<v,g(w)> = <f(v), w> = <v, h(w)>

fur alle VIV und alle wJW und zeigen,dal3 dann g=h gilt.
Es qilt

<V, (@-h)W)> = <v,g(w)> - <v, h(w)> =0

fur alle VIV und alle wIW. Es reicht also zu zeigen, aus

147



1) v, gw)x,=0
fur alle VIV folgt
@ . g(w) = 0. . .
Nun ist g(w) ein Element von V und dasgd von gw) bei derdurch <, ?/ definierten
Injektion
3) V- VE X (Y <y X3 )
ist die Abbildung
V=K, yk <y, gWw)>,-
Nach (1) ist dies die Nullabbildung. Da aber (3) injektiv ist (denn\fisbals

Skalerprodukt nicht entartet), muf3 bereits g(w) = 0 sein. Es gilt also tatsachlich (2).
QED.

6.1.6 Beispiel: adjungierte Abbildungen und transponierte Matrizen

Seien AAK™N gine Matrix und

fo: KN - KM xi= Ax,

die zugehorige lineare Abbildung. Die Raunéuad K™ seien mit dem Standard-
Skalarprodukt versehen. Weiter sei
f KMo Ky ATy,
AT
die zur transponierten Matrix gehdorige lineare Abbildung. Dann gilt fir die Standard-
Skalarprodukte auf ® bzw. K,
v, fA.I_(W)>V =<f A(v), W

fiir beliebige K™ wOK™. Insbesondere sindie linearenAbbildungen B\ und ]:AT
adjungiert zueinander.
Beweis Es gilt

Tl = T, — —
v, fAT(W)>V =V [A'W=(Av) W =<Av, W>W— <fA(v), W>W

QED.

6.1.7 Selbstadjungierte Operatoren
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt < , >
versehen ist. Ein selbstadjungierter Operator ist dann eine lineare Abbildunyg mit
v, f(w)> = <f(v), w>
fur alle VLIV und alle wJW.
Beispiel
Sei AOK™ M eine symmetrische Matrix. Dann ist die zu A gehdrige lineare Abbildung

fA:Kn - K" selbstadjungiert beziiglich des Standard-Skalarprodukts Yon K

6.1.8 Selbstadjungierte Operatoren und invariante Unterrdume

Seien V ein K-Vektorraum mit anisotropen Skalarprodukt <, > (und mit dine)/ <
V-V
ein selbstadjungierter Operator und
V' oV
ein f-invarianter Unterraum. Dann gilt:
() Die Einschrankung des Skalarprodukts, < auf V' ist ein (anisotropes)
Skalarprodukt.
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(i) Die Einschréankung
flvl
von f auf V’ selbstadjungiert.
Beweis Zu (i). Die Abbildung
V'xV' S K, (a,b)— <a,b>,
ist offensichtlich bilinear und symmetrisch. Na¢braussetzung ist si@uch anisotrop,
also nicht-entartet, also ein Skalarprodukt.

Zu (ii). Es gilt
<f(v), w> = <v, f(w)>

fur v,wV’, denn dies gilt sogar fir beliebige Vi, iv.

QED.

Bemerkung

Die EinschrankunginesSkalarprodukts auginenUnterraum ist imallgemeinen kein
Skalarprodukt. Zum Beispiel ist die Einschrankung des Skalarprodukt

TR e ny
Soi

auf den Unterraur%%]& identisch Null.

mit der Matrix

6.1.9 Diagonalisierbarkeit selbstadjungierter Operatoren im anisotropen Fall

Seien V einendlich-dimensionaler K-Vektorraumit anisotropen Skalarprodukt <>
und f:V-V ein selbstadjungierter K-linearer Endomorphisnfials K geniigend grof3
ist?®, besitzt V eine Eigenbasis beziglicfuhd die Hauptraume vorfi stimmenmit den
Eigenraumen von f Uberein).

Beweis Sei

(1) V=V, 0.0V,

die zu f gehorige Hauptraumzerlegung, Wobledéafr Hauptraum zum Eigenwelrtsei,

v, = ker(f-c )" fiir n groR.

Die Zerlegung(1) ist eine Zerlegung inf-invarianteUnterraume. Weil < > anisotrop
sein soll, sind die direkten Summanderwieder Raumemit Skalarprodukt und die
Einschrankungen von f auf die direkten Summanden selbstadjungierte Operatoren.
Es reicht zuzeigen,fir jedes i beszt die Einschrankung von f auf i\I(eine Eigenbsis.

Wir kdnnenalsoannehmen, \fst bereitsselbstschon (derinzige)Hauptraum von f.
Sei ¢IK der einzige Eigenwert. Es reicht zu zeigen,

f = cld
(d.h. der erste stabile Index ist 1). Nach Definition des Hauptraumbegriffs &l £irc
nilpotenter (selbstadjungierter) Endomorphism Esreicht also, die nachfolgende
Aussage zu beweisen.
QED.

6.1.10 Lemma

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit anisotropen Skalarprodukt <,>

und f:V-V ein nilpotenter selbstadjungierter K-linearer Endomorphismus. Dann gilt
f=0.

Beweis Nach Voraussetzung gilt

1= 0 fiir ein MN.

2 d.h. das charakteristische Polynom von f zerfalle tiber K in Linearfaktoren.
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Im Fall n = 1 ist die Behauptung trivial. Im Fall n = 2 gilt fur jeded/v

<f(v), f(v)> = <v, f(v)> = <v, 0> =0,
Wegen <, > anisotrop folgt f(v) = 0. Sei jetzt n >2. Es reicht zu zeigen,

f-1-o.

Nun ist "1 selbstadjungiert und wegen n>2 gilt
2(n-1) =n + (n-2) > n,
also

Y2 =o.

Auf Grund es eben behandelten Falles n = 2 istitd auch 1= 0.
QED.

6.1.11 Beispiel (der isotrope Fall)
Sei V = K2 der Raum mit dem Skalarprodukt

FE G oy ey

Die Matrix dieser Bilinearform bezulglich der Standardbasis ist

S0

d.h. die Bilinearform ist nicht entartet. Sei f die lineare Abbildung

v

mit der Matrix M(f) = %éé der Standardbasidann ist M(f) nicht

diagonalisierbar, d.h. V besitzt keine Eigenbasis bezuglich f.

T pemp-gEE.,
HaEE-HdEE-w.

d.h. fist selbstadjungiert.

und

6.1.12 Orthogonale Zerlegungen
Seien Vein K-Vektorraummit Skalarprodukt und/’,vV” zwei K-lineare Unterraume
mit
V=22 VvV,
Diese Zerlegung in direkte Summanden heil3t orthogweal) gilt
<V1,V”> - 0
fur beliebige v(1V’ und v'0V”.

6.1.13 Orthogonalitat der Hauptraumzerlegung selbstadjungierter Operatoren

Sei f: V - V ein selbstadjungierter Opator (aufeinemendlich-dimensionalen Raum

mit anisotropen Skalarprodukt). Dann ist die Hauptraumzerlegung

V=V, 0O.0Vv
1 r

eine orthogonale Zerlegung.
Beweis Bezeichneioden Eigenwert zum HauptraurriL\lDann gilt far #j, v DVi, VjDVj

2 d.h. die lineare Abbildung \@IV” - V, (V', V") = V'+V”, ist ein Isomorphismus.

150



c|<vi,vj> =< fvlvj> =< vi,fvj> = %< Vi'Vj>
und Wegenic,t cJ folgt v ’Vj> =0.
QED.

6.1.14 Orthonormierte Basen
Eine Basis A desK-Vektorraums Vmit Skalarprodukt <, >heif3t orthogonal,

wenn
Vv vJ > = 0 fur beliebige i,j mitj.

Sie heifl3t orthonormientyenn aufRerdem noch
<V, V> = lgitfurallei=1,...,n.

6.1.15 Existenz von orthonormierten Basen

Sei V ein K-Vektorraum mit anisotropen Skalarprodukt (und dimeyj.<Dann gilt

() V besitzt eine orthogonale Basis.

(i) Falls K hinreichend grol3 ist, besitzt V eine orthonormierte Basis.
Bemerkung

‘Hinreichendgrol3’ sdl hier bedeuten, daffan imKoérper K ausden Skalarprodukten
der Gestalt <v,v> mitMV die Quadratwurzel ziehen kann.

Beweis Zu (i). Wir wahlen eineBasis \i""’vn V und beschreiberein Verfahren,

durch welches diese Basis in endlich vien Schritten ineine orthogonale Basis
Uberfuhrt wird. Angenommen, die ersten k Vektoren der Basis sind bereits orthogonal,
v vJ > =0 forij=1,...K#.

Es reicht, den Vektori)(1 so durcheinen Vektor wzu ersetzernger orthogonal zu den

ersten i Vektoren déBasis istund zuammenmit denVektoren YoresiMhs Ve ooeeV eine
Basis von V bildet. Wir setzen
Q) w = )\1v1+ A VitV
Dabei seien die Koeff|2|entét} SO gewahlt, daf3 gilt
0 =<w, V>
—<)\1v1+ +)\v |+1 J>

=A. <V, v>+<v ,
L I +1 J
furj=1, ...,1,d.h. es sei

A =-<V, ., V><V, V.>,
J I+1" ) I

Man beachte, es ist <,w.> # 0, weil das Skalarproduldnisotrop sein solWegen (1)

erzeugt w zusammaemit denVektoren Woreerhy VL WV den Raum Vd.h. indem wir

i+2"
Vieq durch w ersetzen erhalten wir wie@gne Basis. Indem witie obigeKonstruktion

endlich oft wiederholen, erhalten wir eine orthogonale Basis.

u_(i). Zum Beweis genugt es, aus einer orthogonalen Basis A eine
orthonormierte Vl’ v’n Basis zukonstruieren. Da Khinreichendgrof3 seinsoll,
kdnnen wir setzen

V. ::;D/. furi=1,..,n.
I <Vi’vi> |
Es gilt dann

1
V.,V.>=———-v,v>=1
[ <Vi’vi> I
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fur jedes i.
QED.

6.1.16 Existenz von orthonormierten Eigenbasen

Sei f: VoV ein selbstadjungierter @pator auf dem endlich-dimensionalem K-
Vektorraum Vmit anisotropen Skalarprodukt <>, Der Korper Ksei groR genud.
Dann besitzt f eineine orthonorierte Eigenbasis.

Beweis Sei

V= VID'"DVr

die Hauptraum-Zerlegung. Da diese Zerlegung orthogehakcht eszu zeigenjedes
Vi besitzt eine orthonormierte Basis aus Eigenvektoren. ,ibxhat/aber f die Gestalt

f=cld
[
(wobei ¢ den i-ten Eigenwert von f bezeichnet), d.h. jede Basis \I/(m;t ¥igenbasis. Es
genlgt also eine beliebige orthonormierte Basis viczu\ﬂvahlen.
QED.

6.1.17 Beispiel

211
A:=H12 1Hund f:=f. : R3 _ R3.

112 A
Bestimmung der Eigenwerte:
Es qgilt

T-1 1
X{(T) = det@z-l 2T 1 E: (2-T)3- 2 +3(T-2)
1 12T

= . T34+6T2-12T+8-2+3T-6
=-T3+6T2-0T
= (-T)(T2- 6T +9)

= (-T)(T-3)%
Als Eigenwerte erhalten wir alsci & 0 (Vielfachheit 1) und,rz:l (Vielfachheit 2).

Bestimmung einer orthonormierten Eigenbasis:

Eigenraum zum Eigenwert 0 = Lésungsmenge des homogenen Systems zu
2-11
121

~ %0 33
121
11 ,
- % D) _15 (2x obere Zeile zur unteren)

011
101
d.h. y+z =0 und x + z = 0. Der Eigenraum besteht aus den Vektoren der Gestalt

s

Orthonormierte Basis des Eigenraums:

(2xuntere Zeile zur oberen)

~

%0 jm Sinne von 5.1.5nd 6.1.15.
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1 1
Xfﬁgﬁg

Eigenraum zum Eigenwert 3 = Lésungsmenge des homogenen Systems zu
(-1-11)
d.h. x +y -z =0. Der Eigenraum besteht aus den Vektoren der Gestalt

h e ot

Eine orthogonalisierte Basis des Eigenraums ist

h

1/2
L _ 1 . B
mlt0_<X2’X3>_1+M2’d'h')\_'ZundXS_El}ZE_

Eine orthonormale Basis des Eigenraums ist

-
2”230 3 Voo,

Zusammen bilden die Vektoreqi, Xop Xg eine orthonormierte Eigenbasis @3

[T T o»" [T

N~

£

Bemerkungen

(i) Sei V= K" mit den Standard-Skalarprodukt verseh Die Standard-Basis ist
dann eine orthonormierteBasis. Umdie Aussage6.1.16 inder Sprache der
Matrizen zu beschreiben brauchen wir eine Charakterisierung der Matrizen, die die
Standard-Basis imrine ortlonormierte Basis Uberfuihren, oderllgemeiner, die
orthonormierte Basen ineinand#éyerfihren. Diesesind gerade diesogenannten
orthogonalen MatrizerZuvor behandelrwir jedocherst den Faltler komplexen
Vektorraume.

(i) Uber T ist dasStandard-Skalarprodukt isotrop. Im komplexéall mul3 man
deshalb den Begriffdes Skalarprodukts modifizieredls Ersatz fur das
Standard-Skalarprodukt weken wir das hermitische Standard-Skalarprodukt
einflhren: es ist zwar kein Skalarprodukt mehr, dafir jedoch positiv definit.

6.2 Hermitische Skalarprodukte

6.2.1 Hermitische Formen

Sei V einC-Vektorraum. Eine hermitische Foramf V ist eine Abbildung
h:VxV o T, (X,y)= <X, y>,
mit folgenden Eigenschaften.

1. Die FormisiL-linear bezuglich der ersten Variablen, d.h. fur jedég ist die
Abbildung

V - €, x> h(x, V),

einel-lineare Abbildung.
2. Die Abbildung ist hermitisch, d.h. fur je zwei Vektorenx ¥ gilt

| hey, x)=h(x,y), o
d.h. beim Vertauschen der beiden Argumente wird der Wert konjugiert.
Ist v ""’Vn eine Basis des Vektorraums V so nennt man die Matrix

1
M, (0) = (hOVD); =1 i
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auch Matrix von h beztiglich der gegebenen Basis.

Bemerkungen

() Diese beiden Eigenschaften impliziewine Eigenschaft dekbbildung bezlglich
des zweiten Arguments, welche der Linearitat sehr nahe komnat, fiirl1V und

c’,c”UC gilt namlich

h(x, c'v' + c'Vv") = h(c'v’ + c"V",X)
= c’h(v’,x) + c’h(v",x)

= c’'[A(x,v’) + c”[(x,v").
Mit anderen Worten, beziglichdes zweiten Aguments hat man in
Linearkombinationen di&oeffizienten zusatzlich zukonjugieren. Man nennt
Abbildungenmit dieser Eigenschaft auch almiear Hermitische Formen sind
also antilinear bezutglich des zweiten Arguments.
(i)  Aus derzweiten Bedingundolgt, dal3 flrjeden Vektor XIV der Wert h(x,x) mit
seinem konjugiert komplexen tbereinstimmt, d.h. es ist
h(x,x) O R
eine reelle Zahl.
Beispiel
Sei A eine rn-Matrix mit komplexen Eintragen. Dann ist durch

h(x,y) := x| Ay
genau dann eine hermitische Form definiert, wenn
(1) AT=A
gilt. Dabei bezeichna die Matrix, die man aus A erhélt, indem malte Eintragedurch
deren komplexe Konjugiertes ersetzt. Man beachte,
h(y, x) -h(x, ) = YT AX -X TAy =y TAX - yTATx = yT (A-AT)X
ist genau dann identisch NuNenn dieMatrix A - AT identisch Null istMatrizen, die

der Bedingung(1l) genigen, heiRen hermitische Matrizdnsbesondereist die
Einheitsmatrix eine hermitische Matrix. Insbesondere gilt fur A = Id,

_T-_nh - _n 2
h(x,x) :=x'x = iglxixi = i§l|x|I
wenn man die Koordinaten des Vektors x rpibezzeichnet.

6.2.2 Hermitische Skalarprodukte
Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine hermitische Form
h:VxV 5 (T
heil3t positiv definitywenn
h(x,x) >0

gilt fir alle von Null verschiedenen Vektoren™. Eine positiv definite hermitische

Form heil3t auch hermitisches Skalarprodukt.

Bemerkungen

() Hermitische Skalarproduktesind eigentlichkeine Skalarprodukte im von uns
definiertem Sinne. Sie stellereine spezielleAnpassung desSkalarprodukt-
Begriffs an derfall der komplexerZzahlen dar.Fur die komplee Analysis ist
deshalb der Begriff der hermitischefkrorm bedeutsamer als der des
Skalarprodukts im hier verwendeten Sinne.

(i) Der Begriff deshermitischenSkalarprodukt laf3t sictauf den Fallbeliebiger

Korper verallgemeinern(zum Begriff der sesqui-linearefrorm, der % - fach
linearen Form).
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(i) Wir werden zeigen, fur hermische Skalarproduktesind die sind von uns
betrachteten Phanomene imwesentlichen dieselben wie fur gewohnliche
Skalarprodukte tber den reellen Zahlen.

(iv) Hermitische Skalarprodukte wrdenwir meistensmit < , > bezeichnen.Zwei
Vektoren x,y heilRen _orthogonalbeziiglich eines gegebenen hermitischen
Skalarproduktes, wenn gilt

<X, y>=0.
Die Zahl
[IXI] :=vo0e

heiBtauch_Langeles Vektors x. Man beachte, ||x|| ist eine wohldefinierte reelle
Zahl, da <x,x> stets nicht-negativ ist.

(vi)  Wie im Fall gewohnlicher Skalarprodukte definiert man fiir jedes Teilmenge
MOV eines komplexen Vektorraums mit Skalarprodukt deren orthogonales

Komplement
ML = {vlV | <v,m> = 0O fir alle raM}
Beispiel
Die hermitische Form zur Einheitsmatrix ist ein hermitisches Skalarprodukt. Es heif3t

auch hermitischeStandard-SkaIarproduk!'esﬂln

6.2.3 Orthonormalisierung

Sei V ein endlich-dimensionaler komplexerVektorraum mit hermitischen
Skalarprodukt. Dann gibt es eine Basi's Vv von V mit

<vi V> :al.

furi,j=1,...,n. Eine solche Basis heil3t orthonormiert.

Beweis Man wendedas Orthogonormalisierungsverfahren véril.15 auf irgendeine
Basis von V an.

QED.

Bemerkung: Orthonormalitat und Standard-Skalarprodukt

. . , s n
Ist VqseeniV,, €ine orthonormierte Basis, so laf3t sich das Skalarprodukt voi X, und
i=1

y= E yivi wie folgt schreiben.
i=1

_nn_ - _n - 1=
Y= 3 2SS 2 XY
i=1j=1 i=1
d.h. <xy> lait sich mit dem Standard-Skalarprodukt derzugehdrigen
Koordinatenvektoren identifizieren.

6.2.4 Der adjungierte Operator, Selbstadjungiertheit

Seien V und W ein endlich-dimensionale komplexe Vektorrdume mit hermitischen
Skalarprodukt <, > und
.V oW

eineT-lineare Abbildung. Dann gibt es genau dliréneare Abbildung f*: W- V mit
<f(x), y> = < x, f*(y)>
fur alle x,yJV. Diese Abildung heil3t zLigehoriger adjungiertédperator (bezuglich
des gegebenen hermitischen Skalarprodukts). Die Abbildung f heil3t selbstadjungiert,
falls sie mit ihrem adjungierten Operator Ubereinstimmt,
<f(x), y > = <x, f(y)>
fur alle x,y(IV (und insbesondere ist V = W).
Beweis Zum Beweis kénnen wir V und W durch irgendwelche zu V bzw. W
isomorphe Vektorrdume ersetzen. Insbesondere kdnnen wir annehmen, es ist
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Vv =CMund w ="
und die Skalarproduktesind gerade dieStandard-Skalarprodukt®as hat denVortell,
daf® wir auf V und W Abbildungeionjugation genannt,
VoV, XX,

zur Verfiigung haben, die jedem Vektor x den Vektarit den konjugierten
Koordinaten zuordnen. Wir setzen

by, (xy) = <x,y> furx, yd V
und

by, /(. ) = <x,y> fur x, yO W.

Dies sind gerade die gewohnlich@icht-hermitischentandard-Skalarprodukte auf V
bzw. W. Die Bedingungdal’ f* der zu fadjungierte Oeratorist, bekommtdann die

Gestalt
_ b(f(x), y ) = b(x,9(y))
wobei

o(y) = *(y)

die Zusammensetzung von f* mit der komplexen Konjugation ist. Mit anderen §Vort,
ist gerade demdjungierteOperator bezuglicldes gewdhnlichenSkalarprodukts. Aus
der Existenz und Eindeutigkeit vgnergibt sich aber die von f*,

f(y) = ¢ ().
QED.

6.2.5 Selbstadjungierte Operatoren und invariante Unterrdume

Seien V einL-Vektorraum mit hermitischem Skalarprodukt <, > (und mit dimd) <
V-V
ein selbstadjungierter Operator und
\AREAY,
ein f-invarianter Unterraum. Dann gilt:
(i) Die Einschrankung des Skalarprodukts,< auf V' ist ein hermitisches
Skalarprodukt.
(i)  Die Einschrankung
fly»
von f auf V’ selbstadjungiert.
Beweis siehe 6.1.8.

6.2.6 Diagonalisierbarkeit selbstadjungierter Operatoren im definiten Fall

Seien V ein endlich-dimensional&rVektorraum mit hermitischem Skalarprodukt <,>

und f:V-V ein selbstadjungiertek-linearer Endomorphismus. Dann besitzt V eine
Eigenbasis bezuglich f.

Beweis siehe 6.1.9

QED.

6.2.7 Eigenwerte und Eigenvektoren hermitisch selbstadjungierter Operatoren

Seien V ein endlich-dimensional&rVektorraum mit hermitischen Skalarprodukt <, >
und
.V -V
ein selbstadjungierter Operator. Dann gilt
() Die Hauptraumzerlegung von V beziglich f ist orthogonal, d.h. je zwei
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander,
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X' DVC, und X”DVC,, und c#c” 0 x LXx".

(i) Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von f sind reell.
Beweis Zu (i). siehe 6.1.13
Zu (ii). Se eine Nullstelle des charakteristischefolynoms von fDannist c eine

komplexe Zahl. Da V ein Vektorraum ubg&rist, ist damit cauch einEigenwert von f,
d.h. es gibt ein
vV- {0}
mit
f(v) = cv.
Damit gilt aber auch

C<V,V> = <cv, V> = <f(V), v> = <v,f(v)> = <v, cv> eRv,v>,
also

(c-c)<v,v>=0.
Wegen %0 ist auch <v,v#0, d.h. es muR c-= 0 gelten, d.h.

c=Cc.
Mit anderen Worten, c ist eine reelle Zahl.
QED.

6.2.8 Eigenbasen hermitisch selbstadjungierter Operatoren

Seien V ein endlich-dimensional&rVektorraummit hermiischen Skalarprodukt <, >

und f:V-V ein selbstadjungierter Operator. Dann gibt es eine orthonormierte Basis von
V, welche aus lauter Eigenvektoren von f besteht.

Beweis Wie wir berats wissen, fallt die Hauptraumzerlegungmit der
Eigenraumzerlegung zusammen aineke isteine orthogonale Zerlegung. Es genigt in
jedem Hauptraum irgendeine orthonormierte Basisvahlen. Zesammen bilden die so
gewonnenen Vektoren eine Basis von V der gesuchten Art.

QED.

6.3. Orthogonale Transformationen

6.3.1 Ein Problem: Normalformen symmetrischer Bilinearformen

() In den vorangehenden Abschnitten habemr gesehen, dieMatrix einer
selbstadjungierten Abbildunigi3t sich auf eine sehr einfache Geslt bringen,
indem man die Basis geeignet wahlt.

(i) Es ist deshalbnaheliegend, zu fragemb eine analog&dussage auchur die
Matrizen von symmetrischen Bilinearformen gilt.

(i) Im Fall definiter Skalarprodukte kennemwir die Antwort bereits:auf Grund des
Orthogonalisierungsverfahrens wissein, dal3 marstets daflisorgenkann, daf3
die Matrix Diagonalgestalt bekommt.

(iv) Im allgemeinen Fall kbnnen wir durdMahl einer Basi¢d.h. durchidentifikation

von V mit dem K dafir sorgen, daR die Bilinearform die Gestalt

b(x,y) = X' Ay fir x,yOK".
(v) Wechseltman die Basis, sbesteht zwischen altaind neuen Koordinaten die
Relation
y : C1y1
X =CX
mit einer umkehrbareMatrix C. In den neuen Koordinatdmat die Bilinearform
also die Gestalt

b(x,y) = (CX) TA(Cy’) =xC TACy".
Fur die Matrix A’ in den neuen Koordinaten gilt also
A =CcACT
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mit einer umkehrbaren Matrix C = &’

(vi) Die FragenacheinerNormalformfiir symmetrisch Bilinearformen ist alssine
ganz ahnlicheFrage wie die nach denNormalformen selbstadjungierter
Abbildungen. Anstelle der inversen Matrix tritt hier die transponierte Matrix.

Problem: Gibt eszu jederreellen symmetrischerMatrix eine umkehrbareMatrix C

derart, daf3

A =CACT
symmetrisch ist?

Die Antwort lautet jaMan I6stdasProblemmit Hilfe des Begriffsder orthogonalen
Transformation, der esns gestattet zdbeweisendald es sich in Wirklichkeit um das
bereits behandelte Eigenbasis-Problem handelt.

6.3.2 Der Begriff der Isometrie (vorlaufige Definition)

Seien V und V’ zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume mit Skalarprodukt und
VoV
eine K-lineare Abbildung. Die Abbildung f heil3t isometrisch, wenn sie das
“Langenquadrat” der Vektoren von V erhalt, d.h. wenn gilt
<f(x),f(x)> = <x,x>
fur alle XV.

6.3.3 Die Invarianz des Skalarprodukts

Sei K ein Korper der Charaldristik #2. Dann ist das Skalarprodukteines K-
Vektorraums bereitgindeutigfestgelegt, wenn madas Langenquadrat jedegektor
kennt. Genauer gilt

<X,y> :% (KX+Y,X+HY> - <X, X> - <X, X>)

Insbesondere erhalt algede lineareAbbildung f, diedie Langenquadraterhélt, auch
das Skalarprodukt,
<f(x),f(y)> = <x,y>.

Speziell werden also auch orthogonale Vektoren in orthogonale Vektoren abgebildet.
Beweis Es gilt

XHY, XHY> = <X, X> + 2<X,y> + <y,y>
also

2<K,Y> = XHY X+HY> - <X, X> - <y, y>,
QED.

Vereinbarung: endgultige Definition von ‘isometrisch’

Im folgenden wollen wir unter einer Isometrie eine Abbildung verstehen, die das
Skalarprodukt erhélt.

6.3.4 Der Begriff der orthogonalen Transformation

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt <, >. Eine
orthogonale Transformation von V &he isometrische lineare Abbildung V'V, d.h.
eine lineare Abbildung mit

<f(x), f(y)> = <x,y>

fur alle x,y{1V. Die Menge der orthogonalen Transformatione von V wird mit
O(V) =0(V, <, >)

bezeichnet.

6.3.5 Eigenschaften orthogonaler Transformationen

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt <, >,
A
eine orthonormierte Basis von V und
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VoV

eine K-lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent.

() f: V - Vst eine orthogonale Transformation.
(i) f(v 1),...,f(vn) ist eine orthonormierte Basis von V.

(i)  Die Matrix A = M\ (f) geniigt der Bedingung

ATA=1d

(iv) Die Matrix A = M\\//(f) genugt der Bedingung
AAT =1d.

V) Die Matrix A = M\\//(f) genugt der Bedingung
Al=AT

Beweis (i) O (ii). Nach Voraussetzung gilt
<f(Vi), f(vj)> =<y, Vj> :Bij'

Falls also die f(i\) eine Basis von V bilden, so bilden sie auch eine orthonormierte Basis.

Es reicht also zu zeigen, dieii)(sind linear unabhangig. Sei

(2) clf(v 1)+...+cnf(vn) =0.
Wir haben zu zeigen, dal3 samtliche Koefﬁzien'ﬁegﬂejch Null sind. Es gilt
0 = <clf(v 1)+...+cnf(vn), f(vi)>

= c1<f(v1), f(vi)>+...+cn<f(vn), f(vi)>
= c|<f(vi), f(vi)>

= CIEII'

S

(i) O (i). Far je zwei Vektoren x :E XV undy = E YV, gilt

i=1 i=1
<ty = 5 xy <fv) fv)>
St
= gx. y. O

=0’ Y
= Ex y. <V. ,V.>
i,j:1' ]
= <X, y>.
Die Abbildung f ist also orthogonal.
(i) = (iii). Mit A = (aij) gilt nach Definition von A,
fv)= $a.v
[ k:1ak' k
Also ist

<ty > = 3 8 8V V>
1
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Bedingung (ii), d.h6ij :<f(vi), f(vj)> Ist somit aquivalent zusedingung AA= Id, d.h.
zur Bedingung (iii).
(i) = (iv) = (v). Alle drei Bedingungen bedeuten gerade, dal die Matrizen Alind A
zueinander invers sind.

QED.
Bemerkungen

() Eine Matrix AOK™" heiRt orthogonal,wenn sie einerder drei &quivalenten
Bedingungen (jii), (iv) bzw. (v) gentgt, d.h.
AT =1d (= ATA=1d = A'1=AT)

vgl. 3.4. 5.
(i)  WegenBedingung (iii) bedeutet die Orthogonalitéat vorgéradedald die Spalten

von A eine orthonormiertdBasis von K' bilden (bezlglichdes Standard-
Skalarprodukts).
(i) WegenBedingung(iv) bedeutet di€®rthogonalitdt von Ageradedal’ dieZeilen

von A eine orthonormiertdBasis von K' bilden (bezlglichdes Standard-
Skalarprodukts).

(i) Die Aquivalenz von(ii) und (iv) bedeutetauch, dal’3 die transponierteeiner
orthogonalen Matrix wieder orthogonal ist,

A orthogonal AT orthogonal.
Da Transponieren und Invertieren fiir orthogonale Matrizen dieselbe Operation ist,
gilt auf3erdem auch

A orthogonal Al orthogonal.

(v) Bedingung (v) ist der Schlissel flrdie Lésung der eingangsgestellten
Klassifizierungsaufgabe fur symmetrische Bilinearformen.

(vi) Aus den obigeussagenz.B. aus6.2.5(iv), folgt unmittelbar,daf3 orthogonale
Transformationen umkehrbar sind. Beim Beweis haben wir allerdings die Existenz
einer orthonormierten Basis vorausges®&. Umkehrbarkeitinerorthogonalen
Transformationen kann man aber auch im allgemeinen Fall beweisen. Es gilt sogar
die folgende Aussage.

6.3.6 Die orthogonale Gruppe
Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt <, >. Dann ist die Menge der orthogonalen
Transformationen von V,
O(V) =0O(V, <, >) ={fOGL(V) | <fx, fy> = <x,y> fir x,y 1V},
eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe von V.
Beweis Zeigen wir zunachst, es gilt
O(V) OGL(V),
d.h. jede orthogonale Transformation
VoV

ist umkehrbar. Dazu genigt es zu zeigen, f ist injektiv. S¥iein Vektor mit f(v) = 0.
Wir haben zu zeigen, dann gilt auch v = 0. AngenommaerQ.\Dann gibt es, da die
Bilinearform <, > nicht entartet ist, einen Vektor v’ mit

<V, V> #£0.
Weil nun f orthogonal ist, folgt

<fv, fv'> £0,
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d.h. f(v) kann nicht Null sein, im Widerspruch zu unserer Annahme. Damit ist gezeigt,
O(V) O GL(V).

Auf Grund des Untergruppenkriteriums reicht es, wenn wir die folgenden Aussagen

beweisen.

1. o(V) 2 00.

2. f,000(V) O fogO(V).

3. f0ov) O floow).

Zu 1. Die identische Abbildung ist offensichtlich orthogonal, d.h. O(V) ist nicht leer.
Zu 2. Sind f und g orthogonal, so gilt fur je zwei Vektoren v’ und v,

<f(g(v)), f(g(v"))> =<g(v), g(v')> (weil f orthogonal ist)
=<V Vv'> (weil g orthogonal ist)

Damit ist aber auchr§ orthogonal.
Zu 3. Fur je zwei Vektoren v’ und v” gilt nach Voraussetzung
<f(v’), f(v")> =<V,V'>,

Speziell fur fl(v’) anstelle von v’ und'fl(v”) anstelle von v”, erhalten wir
(V). (T v)> =<, ),

also
<V”V”> = <f-1(v’)’ f-l(vﬂ)>.

Mit anderen Worten, auchlfist orthogonal.

QED.

6.3.7 Diagonalisierung reeller symmetrischer Matrizen mit Hilfe orthogonaler
Matrizen

Seien AJR™" eine symmetrische Matrix. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
BOR ™M derart, daR

BAB1=BaBT
eine Diagonalmatrix ist.
Bemerkungen
() Anstelle des Grundkérpei® kann man auch einen beliebigen Grundkorper K
nehmen, vorausgesetzt es gilt
1. K ist hinreichend grol3.

2. Das Standard-Skalarprodukt voH ist definit.
(i) Bedingung 2auft im wesentlichen aber darauf hinaus, dal3 die Eintrage der Matrix
A reell sind (d.h. KirlR liegt).

Beweis von 6.3.7. Wirversehenden R" mit dem Standard-SkalarprodukDann
definiert die Matrix A einen selbstadjungierten @pator f, d.h.es gibt eine

orthonormierte Eigenbasii,v..,vn desR" bezlglich A.

Bemerkungen

1. Man beachte, dé¢orper IR ist im Sinnevon 6.1.16 hinreichendgrol3: zunachst
liegen dieNullstellen descharakteristische®olynoms von A inden komplexen
Zahlen. Dadie reellesymmetrischen Matrix aber (alomplexe Matrix) auch
hermitisch ist (beziglictdes hermischen Standard-Skalarprodukts$ind alle

diese Nullstellersogarreell. Das charakteristisch@olynomzerféllt also tiberk
in Linearfaktoren, d.hR ist hinreichend grol3.

2. Weiter ist der KorpeE im Sinnevon 6.1.15hinreichend grol¥la manausjeder
nicht-negativen reellen Zahl die Quasmarzel ziehen kann und die
Skalarskalarprodukte der Gestalt <v,v> nicht-negativ sind.

Es gibt also tatsachlich eine orthonormierte Eigenbasis bezuglich f. Die Matrix von f

bezulglich dieser Eigenbasis v hat Diagonalgestalt,
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My = M(IMHM g(Id) = BAB™

mit B = M\e/(ld). Dabei bezeichne e diStandardbasis de®". Zum Beweis der
Behauptung ist noch zeeigen, Bist eine orthogonale Matrix(denn danngilt nach

6.2.5(v) automatisch auch B = BT). Dazuwiederumgeniigt es zweigen, Bl st
orthogonal. Sei

gl= (b)).
Dann gilt wegen Bl = M\é(ld)

1i
v.=1d(v)= § be =
[ i’ L]
=1 ,
ni
Mit anderen Worten,iv'st deri-te Spaltenvektoder Matrix BL Insbesondersilden

die Spaltender Matrix Bl eine ortlonormierte Basis. Nach6.3.5 ist B'L eine

orthogonale Matrix. Dann ist aber auch B orthogonal.

QED.

Bemerkungen

(i) Ein analogesErgebnis istauch fir komgdexe hermitische Matrizen richtig.
Anstelle des Begriffs der orthogonalen Transformaion. Matrix muf3man den
der unitaren Transformation bzw. Matrix benutzen. Die Beweise sind dieselben.

(iv) SeiV ein komplexer Vektorraum mit hermitischen Skalarprodukt <, >.(Eine
lineare Abbildung f: V- V heil3t unitar, wenn fir je zwei Vektoren XY gilt
<f(x), f(y) > = <x,y>.

(v)  Eine Matrix ADC™M heiR3t unitar, wennlie zugehérige AbbildungA]::([:nq il
bezlglich des hermitischen Standard-Skalarprodukts unitér ist, d.h. wenn gilt
=T _
AA' =1d.

6.3.8 Diagonalisierung komplexer hermitischer Matrizen mit Hilfe unitarer
Matrizen

Seien AIC™" eine hermitische Matrix. Dann gibt es eine unitare MatiB™"
derart, daf3

BAB 1 =BABT
eine Diagonalmatrix ist.
Beweis Man verwendet dieselben Argumente wie beim Beweis von 6.3.7 mit dem
hermitischen Standard-Skalarprodukt anstelle des gewdhnlichen Standard-

Skalarprodukts. Der Korpdt ist trivialerweise hinreichend grof3.
QED.

6.3.9 Normalformen symmetrischer Bilinearformen

Sei V ein endlich-dimensional&-Vektorraum und

b: VxV - R
eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine Beisjs,vn von V, bezuglich

welcher die Matrix von b die folgende Gestalt hat
doo

M(b) = EO -Id OE
0 00

162



wobei die angegebenen Blocke auch die Zeilen- bzw. Spaltenzahl 0 haben durfen.
Mit anderen Worten, identifiziert man V mit Hilfe der Basis. A mit demR" so

bekommt b die Gestalt

1 1
b(-- TP T Y s
n n
Die Zahl s der Glieder auf der rechten Seite heil3t Rang der Bilinearform b und wird mit
rk (b)

bezeichenet. Die Differenz

sig(b) =r - (s-r)
aus der Anzahl der positiven und der Anzahl der negativen Vorzeichen
hei3tSignaturvon b.
Beweis Nach 6.4.6 gibt es zumindeshe Basis VoV bezuglid welcherdie Matrix
von b Diagonalgestalt hat. Identifiziert man mit Hilfe dieser Basis den Raumit dem

R" so bekommt b die Gestalt
1 1

b} T AT T Y T R Y T s
n n
mit gewisserreellen Zahlen = b(vi,vi). Durch eine geeignet&ahl der Reihenfolge

der Basisvektoren und geeignete Wahl vamd s kdnnemir erreichendal3samtliche
a positiv sind. Wir ersetzen jetzt den Basisvek'gcdurch

L m
ai |

Dann hat b in den so abgeénderten Koordinaten die gesuchte Gestalt.
QED.

6.3.10 Tragheitssatz von Sylvester

Sei V ein endlich-dimensional@t-Vektorraum und
b: vxv - R
eine symmetrische Bilinearform. Dann gibtledineare Unterraumeg V+ und V. mit
den folgenden Eigenschatften.
() V= VODV+ av.
(i) Die Einschrankung von b auf +\/ist positiv definit.
(if)  Die Einschrankung von b auf \ist negativ definit.

(iv) Fur je zwei Vektoren v, v” aus zwei verschiedenen direkten Summanden gilt
b(v, v’) =0.
(v) VO =31 {vV | b(v,v’) = O flr alle v[IV}.

Die Dimension deR&ume \4 und V ist unabhang von der spezielenWahl der

Zerlegung. Insbesondere ist der Rang von b,
rk (b) = dim V+ +dim V.

und die Siganatur von b

31 Dieser Raum heiR3t au@ntartungsraunvon b.
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sig(b) = dim V+ -dimV.
unabhangig von der speziellen Wahl der Unterraume.
Beweis 1. Schritt: Existenz der Zerlegung.

Mit den Bezeichnungen von 6.3.9 setzen wir
V+ = Kv +...+Kvr

1
V = er+1+"'+KVs
V' = Kvs+"'+KVn
Dann gelten die Aussagen (i)-(iv) des Satzes mit V' anstelle }_z)qrqu es ist

\% DVO.

Sei jetzt

V=XV, +...+xv UV
11 nn 0
Dann gilt insbesondere
O:b(v,\{):xifUrizl, o f

und
0 = b(v, \{) =X furi=r+l, ..s

d.h. es gilt LI V'. Wir haben gezeigt,
V' = VO’
d.h. es gelten die Aussagen (i)- (v). Nach Wahl der RauIneM V gelten au3erdem

die angegebenen Formeln fir den Rang und die Signatur von b,
rk(b):s:dim\4+dimv_

sig(b) =r - (s-r) = dim \4 -dim V.

2. Schritt:Unabhangigkeit der Dimensionen.
Sel
V= VODV’ N av'
eine zweite Zerlegung der angegebenen Art. Fur
vV n (V,+V)-{0}
+ V0 V-
gilt dann
b(v,v) > 0 (wegenM V'’ +)
und
b(v,v)< 0 (wegen \J VO
was nicht méglich ist. Also gilt
VN (V0+ V) ={0}.
Damit ist aber die Abbildung

VOD V’+D V_ -V, (ab,cys atb+c,

Ov.)

injektiv, d.h. es gilt
dim Vo + dim V’+ + dim V < dimV =dim VO + dim V+ + dim \

also
dim V’+ < dim V+
Aus Symmetriegrinden muf3 auch die umgekehrte Ungleichung bestehen , d.h. es gilt
dmV  =dimV
+ +
Dann ist aber auch

dim V’_ =dim V -dim VO- dim V’Jr
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=dimV -dim Vo- dim v,
=dmV.
QED.
6.3.11 Beispiel: die Hauptachsentransformation
Sei CO R2 die ebene Kurve mit der Gleichung
f(x,y) :=x2+6xy+y2+8x+8y+1=0,
d.h.C = {(x,y)]]R2 | f(x,y) = 0}. Handelt es sich um eine Ellipse?

Wir schreiben die Gleichung von f in der Gestalt

f(x,y) = (x,y)A@ E+ b@ E+ 1

A= % i@und b = (8,8)

und fuhren eine solche orthogonale Transformatiodurch, dal3 die Matrix A
Diagonalgestalt bekommt.
Die Eigenwerte von A:

det(A-Tld) = det ;)T 1?’TE: (T-12-9=T2-2T-8.

mit

Die Eigenvektoren von A:
Der Eigenraum \({ zum Eigenwertf: 4 hat die Gleichung

1

-3x + 3y =0,

v =88

Der Eigenraum \c( zum Eigenwert &= -2 hat die Gleichung
2

d.h. es gilt

3x + 3y =0,

1
v, =REF
<, 1

Als orthonormierte Eigenbasis kénnen wir zum Beispiel die folgende verwenden.

vy ::%%Eund Y :%[@11@

Bezeichen wir mit X’ und y’ die Koordinaten bezuglich dieser neuen Basis. Dann gilt

%zxe+ye =X'v, +YyVv -1 Y %
1 772 1 2 \[2EX-y’

d.h. es gilt

d.h.
x === (¢+y) und y === (x'y).
V2 V2
In den neuen Koordinaten hat die Kurve C also die Gleichung
— 1 1 1 2 b 1 k) ) b ) 2 16 )
0 =5(x'+ + 3(X+y)(X'-y’) + (X- +—=X'+1
5(X'+Y’) (X'+y)(X-y’) + (X-y’) NG
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=302+ 20y +yd)

+3(x%-y'9)
+%(x’2 - 2xy +y'9) +£E¢’ +1
= 4x'2 .- 2y’2 +\1/—g|3’ +1

=4 (x’+%)2 Soy2+1-32

= 4x'% - 2y"2 . 31

Also ist C eine Hyperbel.

A

6.3.12 Hyperflachen
Seien K ein Koérper der Charakteristik und V der K-Vektorraum

v =K"
und

a_ &
fXp0enX ) = Y C, XX n
a+..tgsm gyl

ein Polynom des Grades. Multi-Index-Schreibweise:

= 5 ¢

aN", Jagm

d.h. fir x = ()ixn) und a = (i\,...,an) setzen wir
a._ a]_ an —
X% = x1 D.&n und |a| = greta.

Die Menge
V() = {x OK" | f(x) = 0}
heil3t dann Hyperflache des Grades
deg f := max{|a| |§¢ 0}.

Im Fall des Grades 2 hat f die Gestalt
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n
(1) f= zaxx+sz +C
ij= R K"k
Wegen
a.+a
RN
kdnnen wir annehmen, if1) gilt a.”. = e}l, d.h. A= (&Il) ist eine symmetrischeMatrix.

J
XX, XX,
(%5 + %)

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades laf3t sich also in der Gestalt

1 1
f:(Xl,...,Xn)A . bll.. c

n n
schreiben mit einer symmetrischen Matrix A und einem Spaltenvektor b.

6.3.13 Normalformen quadratischer Gleichungen

Jede Gleichungweiten Grades f(x)mit Koeffizienten aus R a3t sich durcheine
orthogonale Transformation und eine Verschiebung in die folgende Gestalt bringen.

2
x) alx1+ +ax +b . .Xx + .. +beS+c.

fx 1 r+1 r+1

BeweisWir schreiben f in der Gestalt
f(x) = xTAX + bx + ¢
mit einer symmetrischen Matrix Aund einem Spaltenvektor b.Wir wéhlen eine
orthogonale Matrix B derart, daf3
A =BABT
Diagonalgestalt hat. Wir fihren die Transformation
X = AX
aus. Wir setzen x =Bx’ = B 1x'in f ein und erhalten
P(x) =B Tx) = BTx)TABTx + bBTx + ¢

=x'TBABTx +bBTx + ¢

=XAX +DbX +c
In neuen Koordinaten, die wir wieder mit x anstelle von x’ bezeickaien, bekommt
f also die Gestalt

_ 2 2
f(x) = alx1+...+arxr + blx1 + .. +beS + C,
wobei wir annehmen koénnen, dafd alle

alar OR
von Null verschieden sind. Wir flihren die folgende Koordinatentransformation aus.
b.
, I
X', =X -7 furi=1,...,r
Xi =%
und erhalten
— 12 12 L b b
flx) = X g tHax o+ br+1X et +be S +C

QED.

6.3.14 Die L6sungen von Gleichungen zweiten Grades in der reellen Ebene

Die Gleichung einer reellen ebenen Kurve lafdt sich stets auf die folgende Gestalt
bringen.
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.2 2 ,
f(xl,xz) =g Xqt.taxg+ br+1x e T
mit 1< r<s< 2, wobei all ‘Iaund tj)von Null verschieden sind.
1. Fall:r=s=2.

+hx’ +c¢’
S S

f(x,y) = al+ by2 +cmitaz0und bz 0
Wenn a undo dasselbd&/orzeichenhaben ist die Kurveine Ellipse, einldoppelt zu
zahlender)_eirginer Punkt oderdie leere Menge (je nachdem, welcheiwVert die
Konstante c hat).
Haben a und b untersctighesVorzeichen, sast die Kurve eine Hyperbel oder ein
Paar sich schneidender Gera@iemachdem, ob ¢ von Null verschieden ist oder nicht).
2.Fall:r=1,s=2.

f(x,y) = ad + by + ¢ mit & 0 und bz 0.

Durch eine weitere Verschiebung kann man erreichen, dal3 ¢ = 0 gilt

f(x) = al + by mit az 0 und bz 0.
Die Kurve ist dann eine Parabel.
3.Fal: r=s=1.

f(x) = a + ¢ mitaz 0
Die Kurve besteht je nach Vorzeichen und Wert von zaesparallelenGeradeneiner
(doppelt zu zahlenden) Geradezw.der leererMenge
Bemerkung
Im Fall von quadratischen Gleichungen uirei Unbestimmten laf3tsich die
Losungsmengén analogerWeise beschreibenMan erhélt unter andererEllipsoide,
ParaboloideeinschaligeHyperboloideund zweischalige Hyperboloide.

6.4 Schiefsymmetrische Bilinearformen

6.4.1 Definitionen
Sei V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V,
wVxV LK
heil3t antisymmetriscbder schiefsymmetrisclvenn gilt
w(V', v’) = - w(Vv”, V') fur beliebige v', v'IIV.
Sie heil3tsymplektisch,wenn sie auf3erdemmnicht-entartetist. Ein symplektischer
Vektorraumist ein K-Vektorraum,der mit einersymplektischen Bilingéorm versehen
ist.
Seien V ein symplektischer Vektorraum mit der symplektischen Bilineacound
waov
ein K-linearer Unterraum. Dann heif3t der K-lineare Unterraum

WL = {vOV | (v,w) = O fiir beliebige WW}
orthogonaleKomplement vorw in V.

Eine Matrix ATK ™ heiRt schiefsymmetrisciuenn gilt AT = -A.

6.4.2 Schiefsymmetrische Bilinearformen und Matrizen

Seien V ein K-Vektorraum mit der Basis
Vl""’vn av

und
wVxV K
eine Bilinearform. Dann sind folgende Aussagen “aquivalent.
() w ist schiefsymmetrisch.
(in) Die Matrix Mv(oo) vonw bezuglich der gegebenen Basis ist schiefsymmetrisch.
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Beweis (i) O (ii). Es qilt
QXV' ) VJ) = -Q(VJ’V|)’

d.h. die Matrix Mv(oo) derw(vi , vj) ist schiefsymmetrisch.

, : . n n :
@) O (). Seienv' =% XV, und v’ =y x";v. aus V. Dann gilt

=1 =1

n n
MV, v)= 3% Y X. X" .V, V)
i=1j=1 ' )
=- E E X X"V, , V.)

i=1j=1 1!
= - (V",V),
d.h.wist schiefsymmetrisch.

QED.

6.4.3 Beispiel: der symplektische Standardraum der Dimension 2
= 01 é K22 im w(X,y) = xTAy.

Der Vektorraum V ist mit der Bilinearforiw ein symplektischer Raum. Er heif3t 2-
dimensionaler symplektischer Standardraum.

V=KZA:

6.4.4 Beispiel: direkte Summe von symplektischen Raumen
Seien V' und V” zwei endlich-dimensionale symplektische K-Vektorraume mit den
symplektischen Bilinearformen’ bzw. w’. Dann ist
VvV =VvQav

mit der Bilinearform

w: VxV 5 K, ((a', a"), (b, b")—= w(a, b) + w'(@”,b”),
ein symplektischeK-Vektorraum,welcherdirekte Summeder beiden symplektischen
Vektorraume V' und V” heil3t (und mit \IV” bezeichnet wird).

Beweis Seien v’bzw. v’ eineBasis von V'bzw. V”. Dannbilden die beidelBasen
zusammene eine Basis v von V, und durch direktes Nachrechnen sieht man

@0
Mv(w) - 0O M v (")

Insbesondere isb nicht-entartet und schiefsymmetrisch, also symplektisch.
QED.

6.4.5 Zerlegung in symplektische Standardraume
Sei V ein symplektischer K-Vektorraum der Dimension
n=dim YV ( <o)
mit der symplektischen Bilinearform. Die Charakteristik von K sei ungleich 2,
char K# 2.
Dann gibt es eine Basis v von V derart, da\[/}(cb) direkte Summe vo Exemplaren der

Hiol

10

ist. Insbesonderast n geradeund V eine direkte Summe von 2-dimensionalen
symplektischen Standardraumen.

Beweis Wir konnen annehmen, ¥{0}. Sei v’V - {0} beliebig. Daw nicht entartet

ist, gibt es ein IV mit

Matrix
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w(V', v’) £0.
Durch Multiplikation von v” mit einem vonNull verschiedeneraktor kénnen wir
erreichen, dal gilt

(1) w(V,Vv) =1

Dann gilt

(2) wv',Vv) =-1

unduw(V', V') = - w(V',v'). Da die Charakteristik von K ungleich zwei sein soll, folgt
w(V,Vv) =0

und analog

4) w(v’,Vv’) =0

Aus (1), (3) und (4)ergibt sich insbesondere, dal3 whd v” nicht proportional sein
koénnen, d.h. es gilt

(5) v’ und v” sind linear unabhéngig.
Wir setzen

W = Kv'+Kv”
und

U=wt= {vOV | w(v,w) = 0 fur wW} ={v OV | w(v,v') = (v,v’) =0}
Dann gilt
dmW =2
und U ist gerade der Kern der linearen Abbildung

f:Vv - K2, V= (0(V,V"), a(v,V)),

Wegen f(V’) :% Eund f(v’) = Eol Eist f surjektiv, also
dmU=dimkerf=dimV-dimimf=dimV - 2.
Die lineare Abbildung
(6) g: WU -V, (w, u)—= w+u,
ist somit eine Abbildung zwischen Raumen gleicher Dimension. Fir{lkev)g) gilt
v=-wOUnW = {u=xV +xV"|xx" UK, 0=w(u,v) =wu,’) }
={u=xVvV +xVv" | xx" 0K, 0=-x"=Xx}
o ={0 o . |
Der Kern von g ist somit trivial, d.h. g ist injektiv, d.h. g ist ein Isomorphismus.
Es reicht zu zeigen, die
Einschrankung vomw auf U ist symplektisch,
denn dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Basis u von U derart, dal gilt

. 01
Mu(oo|U) = direkte Summe von Exemplaren \éﬂ 0%

Die Vektoren v’ und v” bilden dann zusammen mit déktoren von u ein®asis von

V mit
1 01
M(w) =[O M (@l
E....Mu(wIU)H: 108 "utU

Beweisen wir als@6). Mit w ist auch diéinschrénkungﬂu schiefsymmetrisch. Wir
haben noch zu zeigen,

w|U: UxU - K
ist nicht entartet. SeibU - {0}. Weil w nicht entartet ist, gibt es eifily mit
(7) w(x, y) # 0.

Wir haben zu zeigen, y kasiogar aus lgewahltwerden.Weil (6) ein Isomorphismus
ist, kbnnen wir y zumindest in der folgenden Gestalt schreiben.
y =w + u mit wJW und uJuU.
Es qilt
0# w(X,y) =w(X, W + u) =w(x,w) + w(x,u)
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= w(X, U) (wegen XU = W und WIW).
d.h. wir kbnnen y = uU wahlen.
QED.

6.4.6 Der Rang einer schiefsymmetrischen Bilinearform
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
wVxV K
eine Bilinearform. Dann ist der Rang vardefiniert als Rang der Matrix van
bezuglich irgendeiner Basis v von V:
rk(w) = rk Mv(oo).

Bemerkungen
() Diese Definition ist unabhéngig vater Wahl der Basig. Dasfolgt zum Beispiel
aus Bemerkung (ii) von 6.4.2, denn fur jede weitere Basis v’ von V hat man

M, () = BT[N/IV, (0)B

mit einer umkehrbaren Matrix B.
(i)  Wir zeigen als nachstes, der Rang einer schiefsymmetrischen Bilinearform ist
deren einzige Invariante.

6.4.7 Klassifikation der schiefsymmetrischen Bilinearformen
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
wVxV 5 K
eine schiefsymmetrische Bilinearform. Bezeichne
V0 ={vOV | (v, v') = 0 fur jedes 1V}

den Entartungsraum van Dann gibt es einen K-linearen UnterrauniIV’ mit

1. V= VODV

2. oo|V, - V'xV' - Kist symplektisch.

Insbesondere gibt es eine Basis von v von V mit

0 IdrO
Mv(w) = Idr 00
0 00O
mit einer Kxr-Einheitsmatrix Ig. Die Zahl r ist undhangig van derspeziellenWahl der
Basis:
1
r—irk(oo).
Beweis Wir erganzen eine Basii.v... A des EntartungsraumsO\Zu einer Basis
V,...,v.0OV
1 n

von V und setzen

V' i=v K+ ...+ vK.
s+1 n

Dannist Bedingung Zlerfillt. Ist vV’ ein von Null verschiedene&lement, so liegt
dieses Element wegen Bedingung 1 nicht im Entartungsraum, d.h. es g~iﬁt/erinit

oV, V)2 0.
Wegen Bedingung 1 gilt
V=V 4V mit v DVO und vV’
Damit ist

0% WV, V) =V, V') + w(v, V)
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=- oo(V’,v) + w(v, V') (weil w schiefsymmetrisch ist)
=w(v, V) (wegenV’ uv O)

Damit ist abeww auf V' nicht entartetalso symplektischDamit ist Bedinung 2erfiillt.
Insbesondereerfallt V' in einedirekte Summe vosymplektischen Standard-Raumen
der Dimension 2. Sei

V'V Vo gV o
eine entsprechende Basis von V'. Dann ist
ViV gV g VoV gV s Vye e s
eine Basispezlglih welcherdie Matrix von w die angegebene Gestalt hBer Rang
dieser Matrix ist trivialerweise gleich
rk(w) = 2r.
QED.

6.4.8 Normalformen schiefsymmetrischer Matrizen
Fur jede schiefsymmetrische Matrix0X ™" gibt es eine umkehrbare Matrix B mit

0 Id O
r
BTAB=[Jid 0 0

0 00
Dabei hangt der Rang r der Einheitsmatrirxnhtht von der speziellen Wahl von B ab
und ist gleich

=5 k(A).

Beweis Folgt aus 6.4.7 und Bemerkung (ii) von 6.4 2.
QED.

6.5 Zur Bestimmung einer Jordanbasis

6.5.1 Zum Inhalt dieses Abschnitts

() Der Gegenstand dieses Abschnitts ist die Berechnung einer Jordanbasis eines K-

linearen Endomorphismus

V-V
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V tiber einem hinreichend grof3en
Korper. Mit Hilfe der Hauptraumzerlegung reduziert man das Problem auf die

Bestimmung der Jordan-Basen fir jeden der Hauptraume und damit auf den Fall,

daf} f nilpotent ist.
(i)  Wir beginnen mit der Beschreibung eines Algorithmus, der sich aus dem
Existenzbeweis fir die Zerlegung in zyklische Unterraume ergibt.

(i) Bei der effektiven Bestimmung der Basis ist es nutzlich auf den Raumen geeignete

Skalarprodukte einzufiihren. Die Rechnung in Faktorrdmen wird dann durch die

Rechnung in Unterraumen ersetzt. Wie man dabei vorgeht, beschreiben wir in den

nachfolgenden Abschnitten.
6.5.2 Bestimmung einer Jordan-Basis eines nilpotenten Endomorphismus
(allgemeiner Fall)

Sei f: V - V eine nilpotente K-lineare Abbildung mit dim Vesund
u = stab(f).
Wir setzen

W = ker() fari=1, ..., u-1
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und bezeichnen mit ' _
p;: Vo VW vis v+ W,

die zugehdorigen nattrlichen Abbildungen.
Zur Bestimmung einer Jordanbagis V reichtes, dieHauptvektoren einer zyklischen
Basis zubestimmenfir jeden direktenSummandereiner Zerlegung von V ireine
direkte Summe zyklischer Unterraume.
Die hochste auftretende Ordung eines Hauptvektors ist dabei gleich u.
1. Schritt.Bestimmung der Hauptvektoren der Ordnung u.
Man wahle beliebige Vektoren
(2) Vo,V IV
(U ur,
derart,dal3 dienattrlichen Bilder in VWL eine Basis diesesraktorraumsbilden.
Diese sind gerade die Hauptvektoren der Ordnung u.
2. Scbritt: Bestnmung der Hauptvektoren der Ordnung u-1.
Man wahle beliebige Vektoren
u-1
(2) Vu-l,l’ 'Vu-l,r oW
u-1
derart, dal3 dienatirlichen Bilderdieser Vektoren in VMH2 zusammen mit den
natdrlichen Bildern der Vektoren
Vu,l’ ’Vu,r ’f(vu,l)’ ’f(vu,ru)
eine Basis diesesFaktorraumsbilden. Die Vektoren (2) sind dann gerade die
Hauptvektoren der Ordnung u-1 der gesuchten Jordanbasis.
3. Schritt: Bestnmung der Hauptvektoren der Ordnung n-2.
Man wahle beliebige Vektoren

D\NU-Z
2

derart, daf? die natiirlichen Bilderdieser Vektoren in VN\}“'3 zusmmenmit den
nattrlichen Bildern der Vektoren

®) w21 2

2
Vg Yy e T e T P "Z(Vu,r )
u u u
Yo,z ey Vg g gy )
u-1 u-1

eine Basis diese Faktorraumsbilden. Die Vektoren (3) sind dann gerade die
Hauptvektoren der Ordnung u-2 der gesuchten Jordanbasis.

Seien jetzt bereits die Hauptvektor bis zur Ordnung u-i+1 bestimmt:

Vu,l’ ’Vu,r
u
Vu-l,l’ ’Vu-l,r
u-1

Vo ey, V.
Si+1,1 7 u-i+ .
u-i+1,1 u-i 1’ru-|+1

i+1. Schritt:Besimmung der Hauptvektoren der Ordnung u-i.

Man wahle beliebige Vektoren _
: U-i
(i+1) Vu-i,l’ ’Vu-i,ru_iDW

derart,dal? dienatirlichen BilderdieserVektoren in V/V\}“'i'1 zusammen mit den
nattrlichen Bildern der Vektoren
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Vg Vg o 0 e 0 D Ii(vu,l)’ ot (Vyr)
u u u
-1 -1
Vur,r ’Vu-l,ru_l’“"1i (Vu-l,l)’ oo (Vu-l,ru_l)
v ' f(Vu-i+1,1)’ e f(Vu-i+1,r )

u-i+1,1 u"+l’ru-i+1 il

eineBasis diese$aktorraumsbilden. Die Vektoren von(i+1) sind dann gerade die

Hauptvektoren der Ordnung u-i der gesuchten Jordanbasis.

Bemerkungen

() Nach dem (u-1)-ten Schritt hat man samtlicheHauptvektoren samtlicher
zyklischer Basis bestimmt.

(i) Im Fall K =R bzw. K =€ kann man die beteiligen Vektorraume mit R&umen der

GestaltR" bzw.C" identifizieren (durch Wahl einer Basis) und somit als Raume
mit definiten Skalarprodukt bzw. hetitachenSkalarprodukbetrachten. Ireinen

solchen Raumist insbesonderedas orthogonale Komplement W eines
Unterraums WIV definiert. Die Einschrankung dematirlichen Abbildung V-
V/W auf dieses orthogonale Komplement

*) wLov - viw
hat den Kern WnW = {0}, d.h. die Abbildung ist injektiv. Wegen
dim Wt = dim V - dim W = dim V/w

ist die Abbildung sogar ein Isomorphismus,d.h. man kann V/W mit wt
identifizieren.
(i) In der Situation von (ii) ist die lineare Abbildung

wOWL - V, (a,b)— a+b,
injektiv und bildet zwischen Raumen gleich®imensionab, d.h. sie ist ein
Isomorphismus:

Aus a+b = 0 folgt a = -bI Wnw+ = {0}, alsoa=b=0.
(iv) Im n&hstenAbschnittbeschreibenvir die Berechnung deHauptvektorereiner
Jordan-Basis in der eben betrachteten Situation.

6.5.3 Bestimmung einer Jordan-Basis eines nilpotenten Endomorphismus auf
einem Raum mit definiten oder hermitischen Skalarprodukt

Sei f: V - V eine nilpotente K-lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen K-
Vektorraum mit definieten oder hermitischen Skalarprodukt und sei

u = stab(f).
Wir setzen _ '
_ W= ker(f) furi=1, ..., u-1.
Die Unterraume \Wund ihre orthogonalen Komplemente sind dann f-invariant.
Wegen WHOW20...0W4 L 0wl = v gilt

o=wWHLowU YLt gwuhLlo owhi,

Zur Bestimmung einer Jordanbagm V reichtes, dieHauptvektoren einer zyklischen
Basis zubestimmenfir jeden direktenSummandereiner Zerlegung von V ireine
direkte Summe zyklischer Unterrdume.

Die hochste auftretende Ordung eines Hauptvektors ist dabei gleich u.
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1. Schritt.Bestimmung der Hauptvektoren der Ordnung u.
Man wahle eine beliebige Basis

u-1yL
Q) Vu,l’ ’Vu,r O w=-)

des orthogonalen Komplements rechts (in V). Die Vektoren dieser Basis sind gerade die
Hauptvektoren der Ordnung u.

2. Scbritt: Bestnmung der Hauptvektoren der Ordnung u-1.

Man erganze die orthogonalen Projectionen Vektoren der

(2) Vu,l’ ’Vu,r ’f(vu,l)’ ’f(vu,r )
u u
auf
(WU'Z)_L
zu einer Basis dieses Raumes durch Hinzuftigen von Vektoren
w1

Vur,z o L
u-1

Die neuenVektoren sind danngerade dieHauptvektoren derOrdnung u-1 der
gesuchten Jordanbasis.

3. Schritt: Bestnmung der Hauptvektoren der Ordnung n-2.

Man erganze die orthogonalen Projectionen der Vektoren

@) Vg Yy T e B ) f2(vu’1), ,1?—(\/u )

k) u!r ]
u u u
Vu-l,l’ ’Vu-l,r ’f(vu-l,l)’ ’f(vu-l,r )
u-1 u-1
auf
(WUt
zu einer Basis dieses Raumes durch Hinzuflgen von Vektoren
Owu-2

\Y e, V
u-2,1 u 2,ru_2

Die neuenVektoren sind danngerade dieHauptvektoren derOrdnung u-2 der
gesuchten Jordanbasis.

Seien jetzt bereits die Hauptvektor bis zur Ordnung u-i+1 bestimmt:

Vu,l’ ’Vu,r
u
Vu-l,l’ ’Vu-l,r

u-1

Vo ey, V.
Si+1.1 77 u-i+ .
u-i+1,1 u-i 1’ru-|+1

i+1. Schritt:Besimmung der Hauptvektoren der Ordnung u-i.
Man erganze die orthogonalen Projectionen der Vektoren

(i+1) Vu,l’ ’Vu,ru’ f(vu,l)’ ’f(vu,ru)""’ f(vu,l)’ f (Vu,ru)

v -1, ""’#-l(vu-l,l)"”’]j-l(vu-l,r )

u-1,1 u-1 u-1

(VA VA B { (72N T { (VA )
u-i+1,1 u"+1’ru-i+1 u-i+1,7 u-|+1,ru_i+1

auf
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(WU'i-l)_L
zu einer Basis dieses Raumes durch Hinzufligen von Vektoren

v Owut
u-i,r

Vo
u-,1
u-i

Die neuen Vektoren sind dann gerade die Hauptvektoren der Ordnung u-i der gesuchten
Jordanbasis.

6.5.4 Beispiel
1 0 00 O]
OIOOOE
1200 0] |
A0 00010[]
00-120H
0 00014

Charakteristisches Polynom
X5 (T) = det (A - Titl) = 1-6T+15F-20T+15T46T2+T° = (1-T

Einziger Eigenwert ist 1

10000
11000
11000
A-ld="0 0 0-110
00-110
00000

rk A-I1d=3

11000
00000

, 000000
AD)™="8 6 000 0
0 0000

0 0000

rk (A-1d)2 = 1
Der Rang der dritten Potenz muf3 noch kleiner sein:

rk (A-1d)3 = 0
Damit erhalten wir
p1+2p2+3p3+4p4+... =6

B*2pgtdp, =3
+2 =1
B¥<Py

also
p4_ O!ps_ 11p2_ 1lp1_ 1
Die Jordansche Normalform von A ist gleich
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[[1]

(103,103, (1) =

OO0 0O b
OO ORr RO
Ocor oo
oOrr oo
P ooooo
LT

Bestimmung der Hauptvektoren der Ordnung 3:

w2 = ker(f(A_Id)z) hat die Dimension 6 - rk (A-Ia) =5
Es genugt also, 5 lineare unabhangige Vektoren ZmMinden:
w2 = L6sung des Gleichungssystems (Azbd)z 0

= IRe1+]R(e2+e3) + IRe4+IR(=35+]Re6

2 L
(W ) = R(ez'es)
Einziger HauptvekEr der Ordnung 3:

L[]

V317863~

Bestimmung der Hauptvektoren der Ordnung 2:

wi = ker(f,_,) hat die Dimension 6 - rk (A-ld) = 3
Es genigt also, 3 lineare unabhangige Vektoren dusMinden:
wl = Ldsung des Gleichungssystems (A-ld) x =0
= lRe1 + ]R(e4+e5)+]Re6
wh?t = Re, + Re+R
W5 =Rey+ Regtk(e,e)

(der Raum ist 3-dimensional, die angegebenen Erzeugenden sind orthogorjralrzdl W
linear unabh&ngig)

S : o L
Wir mussen die orthogonalen Projektionen auiLIWvon

<
|
|

31 T& &

und
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(Ald) v, =

762628

L]

1
zu einer Basis von (\J\) erganzen, d.h.
€,- 6 und -2(% + 613)

sind zu einer Basis von (%')/ zu erganzen (durch Hinzufugen eines Vektors aa)s W
d.h. gesucht ist das orthogonale Komplement dieser Vektoren in

1, 2 _
(W5 nWwe= (IRe2 + IRe3+IR(e4-e5))n(]Re1+IR(e2+e3) + IRe4+IRe5+IRe6)

= IR(e2+e3) +R(e 4-e5)
Einziger Hauptvektor der_Ordnung 2:

<
|
D
D
|
I

Bestimmung der Hauptvektoren der Ordnung 1:

Wir mussen die folgenden Vektoren zu einer Basislﬁgrergénzen:

V31T [0 [ T% %

(A-1d) v3’1: - : € - 2 & - 233
2 - -

(A-Id) v311— j T -2e1
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<
|
i
f
@D
|
U'I(D

2,1 4

(A-1d) v2’ 1= T 2(e4+e5)

L]

(durch hinzufligen eines Vektors au&)W
€~ 8 §-26)-26;,-28, €56, 2(g+ey).
%% %%
d.h. gesucht ist das orthogonale Komplement dieser Vektoren in
1_
W- = IRe1 + lR(e4+e5)+]Re6.
Einziger Hauptvektorier Ordnung 1:

]

V217 %7 [q] ]

]

Die ggsuchte_Jordan_basis (in umgekehrtEr Reihenfolge):

o o —
LR | 0 al ]
ool all-bligl
o o o A |-
[ ] [ [ ] [ 4 ]

6.6 Das Tensorprodukt

Das Tensorprodukt ist der theoretisch anspruchvollste Gegenstand dieser Vorlesung.
Bei der Einfuhrung des Tensorprodukts ist man in einer &hnlichen Situation wie bei der
Einflhrung der Determinante: man kann zwar eine geschlossene Formel dafiir angeben,
aber diese ist so aufwendig in der Handhabe, dafl3 man sie in praktischen Situationen nie
benutzt, man verwendet sie nur fur theoretische Betrachtungen.

Beim Tensorprodukt ist die explizite Beschreibung nicht einmal fiir theoretische Zwecke
sinnvoll. Sie ist nur von Nutzen beim Beweis fir die Existenz des Tensorprodukts.

6.6.0 Vorbemerkungen

()  Unser nachstes Ziel ist die Betrachtung von bilinearen Abbildungen
b: UxV - W
mit beliebigen K-Vektorrdumen U, V und W, d.h. von Abbildungen f mit
f(C’u’+Cl1u”' V) e C’ II(U’,V) + CH |I(u”’v)
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f(u, c'v + c"V") = ¢’ [{(u,v’) + c"[{(u,v")
fur beliebige u,u’,uJU, v,v’',v’ 00V und c¢’,c’TK.

(i) Genauer, wir wollen die allgemeinste Art véibbildung dieser Gestalt finden, die
es fur diese Raumen geben kann.

(i) Dabei ist die konkrete Konstruktion dieser Abbildungnicht besondersschon,
relativ kompliziert und genaugenommen nicht swichtig. Wichtiger ist ihre
Eigenschatft, dieallgemeinste’Abbildung zu seirund die Tatsachegal’ eseine
solche Bilinearform gibt.

(iv)  Wir werden deshalb wie folgt vorgehen.

1. Wir beschreibenzunéchst, waswir unter der ‘allgemeinsten’ bilinearen
Abbildung  verstehen wollen, indem  wir deren sogenannte
Universalitatseigenschadnhgeben.

2. Wir zeigen,durch dieseEigenschaft istdie Konstruktion bisauf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

3. Wir beweisenunter derAnnahme,dal3 daskonstrukt stets existiert, dessen
wichtigste Eigenschatften.

4. Erst ganzzum Schlul3 weden wir zeigen, dal3 dasKonstrukt tatséachlich
existiert.

Zunachstwollen wir zur lllustration unserer Vorgehensweisme ahnlich gelagerte
Problemstellung betrachten, deren Losung wir im wesentlichen bereits kennen.

6.6.1 Beispiel fir eine Universalitdtseigenschatft

Fur jede K-lineare Abbildung f:U- V wollen wir eine K-lineare Abbildung

p:V - Coker(f)
konstruierenwelche natirliche Abbildung auf derKokern von fheif3t. Dabei sollen
folgende Bedingungen erfillt sein.

1. pef=0.
2.  Furjede K-lineare Abbildung g:VW mit p=g = 0 soll es genaeineK-lineare

Abbildungg: Coker(f) - W geben mit g :§of, mit anderen Worterginesolche
lineare Abbildung, dal3 das folgende Diagramm kommutativ ist.

Vv D]Lp Coker(f)

gt g
w
Bemerkungen zum Begriff der Universalitatseigenschatft

(i) Nach Bedingung 1 isp eine Abbildung mit p=f = 0. Offensicllich hat jede
Zusammensetzung

h
\ D]]»p Coker(f) I w

mit einer beliebigen (linearen) Abbildung h ebenfalls diese Eigenschatt,.

() Bedingung 2 besaggerade,da? mandurch Zusmmensetzemmit solchen
Abbildungen hsdmtlicheAbbildungen bekommteren Zusammensetzumgjt f
Null ist. Und zwar auf genaeine Weise (d.hzerschiedene hefern verschiedene
Zusammensetzungen).

(i) Bedingung 2 bedeutet also gerade, dal3 die AbbildunglemSinne ‘universell’
ist, daf® man aus ihr jede andere Abbildamgder Eigenschaft gewinnerkann,
und zwar auf genau eine Weise. Man sagt in einer solche Sityatsdboniversell
beziglich Eigenschaft 1. Anders ausgedriZksf eineUniversalitdtseigenschatft.

(i) Die obige Beschreibung des Raumes

Coker(f)

180



entspricht geradedem ersten Schritt, wie wir ihn flir das Tensorprodukt
angekindigt habenVir zeigen hierzunéchst,dafld Coker(f) durchdie obigen
beiden Eigenschaften bereitsis auf Isomorphie eindeutig bestimmtist.
Anschliel3end beweisen wir die Existenz vpmuid) Coker(f).

Die Eindeutigkeit von Coker(f) bis auflsomorphie. Seieine weitere K-lineare
Abbildung

p:VvV - C
gegeben, fur welche die Bedingungen 1 undi2C’ anstelle von C £ oker(f) erfillt
sind.

Danngilt p’=f = 0. Wir wenden 2 amit g :=p’ und erhalten die Existenz einer K-
linearen Abbildung

5’:C > Cmitp’ = E’of.
Indem wir die obige Argumentation beziglictp und p’ mit vertauschtenRollen
wiederholen,, erhalten wir die Existenz einer linearen Abbildung

p:C’ ~ C mitp’ = pef.
Damit erhalten wir kommutative Diagramme

VD]]»pC VD]]»pC

or S U gy A5
c c

und durch Zusammensetzen dieser Dreiecke weiterhin kommutative Diagramme

\/ DJJP C Vv DEP C’
oL wu Uy Ly
C C’

mit u :=pep’ und U’ = p’= p. Auf Grund vonEigenschaft 2 (mig:=f) ist die
Abbildung u durchdie Kommutativitdtdesersten Diagrammaber eindeutig bestimmt.
Da das Diagamm kommutativ bleibt,wenn man udurch die identische Abbildung
ersetzt, folgt

Bna’ =u=Id.
Dieselbe Argumentation mit dem zweiten Diagramm liefert
5’ o 5 =u=Id.

Mit anderen Worterp undp’ sind zueinandeinverse somorphismen undie Raume
C und C’ sind isomorphe (sogar in eindeutig bestimmter Weise!).
Existenz vorCoker(f). Wir setzen
Coker(f) := V/im(f)
und verwenden f(jp die naturliche Abbildung

p:V - VIim(f), vi= v + im(f),

auf den Faktorraum,
p(Vv) :=v + im(f).
Dann ist Bedingung 1 offensichtlich erflllt. Beweisen waf auch jilt. Seialsoeine
K-lineare Abbildung
gVv-W

gegeben mit ¢ = 0. Wir haben zu zeigen, es gibt genau eine K-lineare Abbildung
5 Vim(f) - W
mit §c-f =g. Falls§ existiert, so muf3 gelten,
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g(v+im(H) =g(f(v)) = g(v),
mit andern Worten, der Wert vgnan der Stelle v+im(f) ist eindeutig bestimmt.
Wir haben noch die Existenz v§nzu beweisen. Wir setzen

O gvim®):=g).
Falls wir zeigen kdnnen, dal3 diese Definition korisktsosind wir fertig, denn dannn
gilt

g (f(v)) = g(v) fur alle OV

(und offensichtlich isty eine lineare Abbildung).
Beweisen wir die Korrektheit der Definition (*). Seien ¥ zwei Vektoren mit
v +im(f) = v’ + im(f).
Wir haben zu zeigen, dal3 dann g(v) = g(v’) gilt. Auf Grund der Voraussetzung gilt
v-v' [ im(f).

Wegen gf = 0 gilt g'lm(f) =0, d.h.

0 =g(v-v) =g(v) - g(v),
also g(v) = g(v).
QED.

6.6.2 Definition des Tensorprodukts zweier K-Vektorraume

Seien Vund W zwei K-Vektorrdume.Das Tensorprodukt vol' und W ist ein K-
Vektoraum

VUW = VDKW

zusammen mit einer K-bilinearen Abbildung
p:pV W:VXW - VOW, (v,w) = p(v,w) =: viw

wobei folgende Bedinung erfullt ist.
(O) Fur jedeK-bilineare Abbildung b:%W - U mit Werten in eineniK-Vektorraum

U gibt es genaeineK-lineare AbbildungE:VDW_»U mit b = Bop, d.h. deart,
dal das folgende Diagramm kommutative ist.

b
VxW L U

~

pi. /b

voOw

Die Elemente von MW heil3enTensoren.

Bemerkungen

() Bedingung [U) besagtgerade, jedevilineare Abbildung b:\W - U soll sich
eindeutig Uber VIW faktorisieren.

(i) Setzt mandie bilineareAbbildung p:VxW - VW mit einer linearen Abbildung
VOW - U zusammen, so erhéihan trivialerweise einebilineare Abbildunge
VxW - U. Bedingung [() besagt gerade, dal? man auf diese Weise jedexalff V
definierte bilineare Abbildung erhéalt erhalt, und zwar jede auf genau eine Weise.

(i) Bedingung (J) ist aquivaltent zu der Agage, dal3 diolgendelineare Abbildung
bijektiv ist.

HomK(VDW,U) - L(V,W,U),b = pe b.

Dabei bezeichne
L(V,W;U)
den Vektorraum der K-bilinearen AbbildungerW - U.
(iv) Wir zeigen als nachstes, dafélas Tensorprodukt,falls es existiert, bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Danach werden wir die wichtigsten
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Eigenschafterdes Tensorprodukiinter derAnnahme,dal’ esexistiert, ableiten.
Seine Existenz beweisen wir ganz zum Schlul3.

6.6.3 Eindeutigkeit des Tensorprodukts bis auf Isomorphie
Seien V,W zwei K-Vektorraume und

b: VXW - Uund b WWW - U’
zwei bilineare Abbildungen, welche die Eigenschaltéines Tensorprodukts besitzen.
Dann gibt es genau einen K-linearen Isomorphismus tlJ, fiir welche das folgende
Diagramm kommutativ ist.

b
VxV L U
by C/f

U1

d.h. es gilt b’ = #b.
Beweis Auf Grund der Universalitatseigenschatf) yon b gibt es zumindest eine K-
lineare Abbildung f:U- U’ mit der geforderten Eigenschatt,

b
VxV L U
bt «f
U’

Weiterhin gibt esaber auciauf Grund der Universaltatseigenschaff) von b’) eine
K-lineare Abbildung ' sodafl3

b
AVARVAIIIN U
b’y A/F
U’

kommutativist. Durch Zusammenseen dieserkommutativenDreiecke erhalten wir
kommutative Diagramme

b’ b
VxV L U’ VxV L U
b'l U o] v U
U’ U

mit u ;= fof und U’ := f=f. Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage van)(sind die
linearenAbbildungen uund u’ durchdie Kommutativitatdieser Diagamme eindeutig
festgelegt. Da die Diagramme akemmutativebleiben, wenmman uund u’ durch die
identischen Abbildungen ersetzt, so gilt

fef =u=Id und fef = u’ = Id.
Die Abbildungen f und f' sind folglich zueinander inverse Isomorphismen.
QED.

Bemerkungen
()  Aus der obigen Argumentation ergibt sich, dal? jede K-lineare Abbildung f, fur
welche das Diagramm

b
VxV L U
b’y f
U’

kommutativ ist, automatisch ein Isomorphismus ist.
(i) Im folgendennehmen wir an, dal’ das Tensorprodukt zweier K-Vektorraume V

und W stets existiert. Das Bild des Paares (M\MWRW bei der natirlichen
Abbildung
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VxW - VOW
bezeichnen wir wie in der Definition mitiw, d.h. die nattrliche Abbildung hat
gerade die Abbildungsvorschrift
VxW - VOW, (v,w) = vOw.
Die Bilinearitat der nattrlichenAbbildung bedeutetgerade,dal? diefolgenden
Rechenregeln gelten.

(@) (vV+v)Ow =v'[Ow +v'Ow
(b) v(w'+w”) =vIOw + vOw”
(c) (cv)dw = c(Vdw) = vid(cw)

fur beliebige v,v',vOV, w,w’,w" OW, cK.
Wir beweisen als néchstes die wichtigsten Eigenschaften des Tensorprodukts

6.6.4 Ein Erzeugendensystem fur BW

Seien (Y)iDI und (V\Jl)j 03 Erzeugendensysteme der K-Vektorraumézaw. W. Dann
bilden die Vektoren der Gestalt
vi Cw,

mit iCJl und jOOJ ein Erzeugendensystem des Vektorraum$wW
Beweis Sei U0 VOW der von den Vektoren \I/vaJ erzeugteK-lineare Unterraum.

Jeder Vektor VIV ist Linearkombinationder v und jeder Vektor WIW ist
Linearkombination der w. Also ist V\Jw Linearkombination derimwj. Mit anderen

Worten, fir jedesMV und jedes WW gilt
vw [0 U.
Die Abbildungsvorschrift der nattrrlichen Abbildung
p:V xXW - VOW, (v,w)= viw
definiert also auch eine bilineare Abbildung
b:VxW - U, (v,w) vOw.
Insbesondere hat man ein kommutatives Diagramm

b
VxW M. U
1) pl i
VOW

wenn i: U - VOW die naturliche Einbettungpezeichnet. Zum Beweter Behauptung

reicht es zu zeigen, die natirliche Einbettung i ist surjektiv, denn dann gilt
vVOw=U= <u|Dvj [ 1001, jO0J>.

Weil b bilinear ist, ergibt sich aus der Universalitdtseigenschafpvdie Existenz einer

linearen Abbildundﬁ, fur welches das Diagramm

b
VxW 1L U
(2) p. /b
VIOW
kommutativ ist, d.h. mit
E(VDW) = vlw.

Durch Zusammensetzen der Diagramifi und (2) erhaltenwir ein kommutatives
Diagramm

184



VxW D]]»p VIOW

(2) oL i
VIOW
Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage déniversalitatseigenschaft vgm mul3 dann
aber
isb = Id
gelten. Fur jedesli VOW gilt also

t = Id(t) = i (t)) O Im(),

d.h. esist

Im(i) = VOW.
Die naturliche Einbettung i : U» VOW ist somit surjektiv.
QED

6.6.5 Eigenschaften des Tensorprodukts von Raumen

Seien U, V, W beliebige K-Vektorrdume. Dann gelten die folgenden Aussagen.
() Es gibt genau eine K-lineare Abbildung™ -V mit

vLCH> cv.
Diese ist ein Isomorphismus
VUK OV.
(i) Es gibt genau eine K-lineare Abbildung™W - WOV mit

vw = wilv.
Diese ist ein Isomorphismus,
voOw Oowaov
(i) Es gibt genau eine K-lineare Abbildung1vOW) - (UOV)OW mit
ud(vOw) = (uOv)Ow.
Diese ist ein Isomorphismus
uo(vOw) OUOV)OW..
(iv) Esgibt genau eine bilineare Abbildung1¢vOW) - (UOV)OUOW) mit
uld(v,w) = (uClv, uOw).
Diese ist ein Isomorphismus
ubo(voOw) OuoOv)OQUuow)..
Beweis Zu (i). Wir betrachten die bilineare Abbildung
m: VxK - V, (v,C) cv.
Kdnnen wir zeigen, dafl? m die Eigenschaf)y fles Tensorprodukisat, sogibt es nach
6.6.3 genau eine K-lineare Abbildung M - V mit
(1) m(v,c) = fp(v,c)) = f(MIc),
und diese Abbildung f ist ein Isomorphismus. Wegen (1) ist
f(vOc) = m(v,c) = cv,

d.h. fist gerade digAbbildung, vonder in (i) die Redeist. Es gentgalso, wenn wir
zeigen, die Abbildung m hat die Eigenschat}. (
Sei also b: WK - P einebilineare Abbildung. Dann st die folgende Abbildung K-
linear.

b:V - P, vi> b(v,1).
Weiter gilt

b(v,c) = dB(v,1) = di(v) =b(cv) =b(m(v,c)),
mit anderen Worten b faktorisiert sich tiber m,

2) b =bem.
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Wir haben noch zaeigen,die IineareAbbiIdungE ist durchBedingung (2)eindeutig
festgelegt. Aus (2) folgt fur jedeslv,

b(v) =b(1%) =b(m(v,1)) = b=m)(v,1) = b(L,v),

d.h. der Wert vob an der Stelle v ist eindeutig festgelegt.
Zu (ii). Betrachten wir die Abbildung

b:VxW - WOV, (v,w) — wllv.

Nach der Bemerkung von 6.4.2 ist diédsbildung bilinear. AuiGrund derEigenschatt
() des Tensorprodukts

VW - VOW, (v,w) = vw,

gibt es damit genau eine K-lineare Abbildung

f: vOWwW - wiov
mit b(v,w) = f(MJw), d.h. mit

f(vOw) = wiv.
Wir haben noch zu zeigen, f ist ein Isomorphismus. Aus Symmetriegriinden gibt es aber
auch genau eine K-lineare Abbildung
f: WOV - VOW mit

f'(w Ov) = vCw. Damit gilt

(fef)(wOv) = wilv
und

(f =N (vOw) = viw,
d.h. die folgenden Diagramme sind kommutativ.

[ [
VxW - VOW WxV - WOV
W ef U fef
VOW wiov

Durch die Kommutativitdtdieser Diagramme sinddie Abbildungenzu denschragen
Pfeilen aber eindeutig festgelegt. Also gilt
fof =Id und £f = 1d,
d.h. fund ' sind zueinander inverse Isomorphismen.
Zu (iii). Betrachten wir die Abbildung

UxVxW - UO(VOW), (u,v,w)—= ud(vOw).
Fur jedes feste WW ist diese Abbildungoilineare in uund v, faktorisiert sich also
eindeutig Uber das Tensorprodukt

UxVv - UiV, (u,v)— ullv.
Mit anderen Worten, es gibt genau eine (von w abhéngige) K-lineare Abbildung
fW: ulov - uovow)

mit fW(uDv) = uJ(vOw). Betrachten wir die Abbildung

E(UDOV)XW — UD(VOW), (& W) £ (0).

Diese Abbildung ist linear in t. Zeigen wir, dal} sie auch linear in w ist, d.h. daf3 gilt

foaeny O = €T 0+ L),

Zumindest stehen auf beiden Seiten der zu beweisenden Identitat K-lineare Abbildungen
¢:U0V - UO(vVOW)

und die Abbildungauf der linkenSeite istdurchdie fdgendeBedinungungeindeutig
festgelegt:

¢(ullv) = ud(vO(c'w'+c"'w™)).
Zum Beweisder Gleichheit reicht egolglich, wennwir zeigen,die Abbildung auf der
rechten Seitgenigt derselbeBedingung. Sei als¢ die Abbildungauf derrechten
Seite. Dann gilt
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¢(ullv) = c’fW, (utv) + c”fW,, (udv)

= c’ud(vOw") + c’ud(vOw”)

= ulc’ livOw’) + udc”ivOw”)

=ul (vOcw’) +u O (vOc'w”)

=ul (vOcw' + vc'w”)

=ul (vO( cw'+c'w”))
Damit ist Biinearitdtder Abbildung fgezeigt.Die Abbildung f faktorisiertsich damit
Uber das Tensorprodukt

(UOV)xW - (UOV)OW, (t, w)— tOw,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung

g: (UOV)OW - ud(vOw)

mit fW(t) = g(tJw). Da die Abbildungva bereitsdurchihre Werte in derivektoren der

Gestalt t = Ulv eindeutig festgelegt ist, gilt dasselbe fiir g, wobei
g((uOv)Ow) = fW(uDv) = u(vOw)

ist. Wir haben damit gezeigt, es gibt genau eine K-lineare Abbildung

g: (UOV)OW - ud(vOw)
mit g((uJv)Ow) = ud(vOw). Wir haben noch zu zeigen, diese Abbildung ist ein
Isomorphismus.
Ein ganz ahnliche Argumentation wie die eben angeflhrte zeigt, es gibt genau eine
Abbildung

h: ud(voOw) - (UOV)OW
mit

h(u(vOw)) = (udv)Ow

fur alle U, vV, wOW. Die beiden Formeln fir g und h zeigen, die beiden
Zusammensetzungen sind lineare Abbildungen

geh: UO(VOW) - UO(VOW)
heg: (UOV)OW - (UOV)OW

mit
g=h(uZJ(vOw)) = ud(vOw)
und
h=g((uOv)Ow) = (udv)Ow
fur alle UJU, vOOV,wOW. Nach 6.6.4 bilden aber die Vektoren der Gestalt
ud(vOw) bzw. (Wv)Ow
ein Erzeugendensysterdes Vektorraums WUI(VOW) bzw. (UJV)OW. Die beiden
Zusammensetzgen stimmeralso aufeinem Erzeugendensystemit der identischen
Abbildung tiberein,sind alsogleich der identisdchen AbbildunyVir habengezeigt, g
und h sind zueinander inverse Isomorphismen.
Zu (iv). Betiachten wir die Abbildung
f: Ux(VOW) - (UOV)OUOW), (u, (v,w))= (udv, udw).
Auf Grund der Bilinearitat vonfl ist f ebenfalls bilinear:
f(c'u’” + c’u”,(v,w)) = ((c’u’ + c’u”) Ov, (c’'v’ + c’u”)dw)
(cu'llv + c’u”0v, c’'u’Ow + c’u”’w)
(c'u'Ov, c'u'w) + (c’u”0v, c’u’Ow)
= c'f(u’,(v,w)) + c’f(u”, (v,w))
f(u, c’(v’,w’) + c"(v’,w")) = f(u, (c’ v'+c'Vv’,c’'w'+c"w"))
= (uO( c'v’+c™Vv"), uld( c'w'+c"w"))
= (c'udv’ + c’ullv”, ccuw’ + c’uOw”)
= c'(udv’, udw’) + c’(udv”, udw”)
= c'f(u, (v,w)) + c’f(u, (v’,w"))
Damit ist die Bilinearitat von f bewsen. Die Abbildung faktorisiert sich alsindeutig
Uber die nattrliche Abbildung ins Tensorprodukt, d.h. Gber
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Ux(VOW) - ubONvOwW), (u,(v,w))—= ud(v,w).
Es gibt also genau eine lineare Abbildung
3) f: uovow) - (UOV)OUOW) mit ud(v,w) = (ullv, udw).
Wir haben noch zu zeigen, diese Abbildungeise IsomorphismusDazureicht eis zu
zeigen, es gibt eine lineare Abbildung

(4) 5: (uov)ouow) - ud(vow) mit ud(v,w) = (ullv, uCw),
und die beiden Zusammensetzungen

(5)  gef; UOVOW) = UONVOW), ud(v,w) — ud(v,w)

(6) feg: (UOV)OUOW) = (UOV)OUOW), (ulv, udw) = (udv, udw)
sind gerade die Identischen Abbildungen.
Abbildung (5) ist dabei ganz offensichtlickie iderische Abbildungen,dennbei (5)
wird ein Erzeugendensystem von (QVIIW) genauso abgebildet wie bei der
identischen Abbildung. Um zu zeigen, auch (6) ist die identische Abbildung, reicht es zu
zeigen,die Einschrankungvon (6) auf jeden der beiden diredh Summanden ist die
identische Abbildung. Diese beiden Eischrankunge bilden aber jeweils ein
Erzeugendensystem so ab wie die identische Abbildung:

UV - UV, udv k= ullv bzw. UJW - UOW, uOw = ulw.
Wir haben sominhur noch zuzeigen,dal3 dielineare Abbildung (4) existiert. Dazu
wiederum reiches zu zeigernjald die beiden Einsdnkungen autlie beiden direkten
Summanden existieren:

UV - ud(vOW), udv = (ullv, 0),
UOW - UO(VOW), udw - (0, uw).

DiesebeidenletztenAbbildungen existieremberwegender Universalitatseingenschaft
des Tensorprodukts und der Bilinearitéat der beiden folgenden Abbildungen.

UxVv - Ud(vOwW), (u, v)i= (ulv, 0),

UxW - UDO(VOW), (u, w) (0, uw).
QED.

6.6.6 Eigenschaften des Tensorprodukts von Elementen
Seien Vund W zwei K-Vektorraumeund (VI)iD| und (V\Jl)jDJ zwei Familien von

Elementen auf V bzw. W. Dann gelten die folgenden Aussagen.
() Sind die v in V und die V}/in W lineare unabhéngig, sind esauch die }DWJ in

VIUW.
(i) Bilden die v ein Erzeugendensystem von V und djieaimes von W, so bilden die

v; Ow. eines V(IW.
(i) Bilden die \I/eineBasisvon V und die V\j eine von Wso bilden die I\DWJ eine

VOW.
Bemerkungen
Aussagd(ii) bietet dieMdoglichkeit, die Exstenzdes Tensorproduktes zileweisen:
Man wahle in Vund W jeweils eineBasis (Y) bzw. (V\f) und definere IW als den

Raum mit der Basis {vtij}. Man hat dann allerdingsdie Unabhangigkeit der

Konstruktion von der Wahl der Basen zu beweisen. Unser Beweis wingbuamerein
von unabhéangig von jeder Basis sein.

Beweis Aussage (ii) wurde bereit bewiesen (vgl. 6.6Hivialerweisefolgt (iii) aus (i)
und (ii). Es wirde also reichen, (i) zu beweisen. Umgekehrt folgt aber awals (fij),
denn jedes linear unabhangige Familie von Elementen laf3t sich ziBasiserganzen.
Es reicht also, Aussage (ii)) zu beweisen.
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Zum Beweis von (iii) benutzen wir eine Konstruktion, die vor langerZeit eingefihrt
haben: den von einer Menge frei erzeugte Vektorraum.
Wiederholung:
In 3.2.8habenwir gezeigt, zueder beliebigeMenge Mgibt eseinen K-Vektorraum,
der diese Menge als Basis besitzt und welcher mit

F(M) := FK(M)

bezeichnet wird.

Als Menge verwenden wir die Menge aller Paare
M:={(v;, vvj) |01, 03}

von Vektoren unserer Ausgangsbasen. Der Vektorraum

FM)={ 3 c(v W)|CDK fastallec—O}
iojog? ) !
besteht dann aus allen endliche Linearkombinationen

u= 5% C|(V W.)
iojog? b
von solchenPaaren, wobei diKoeffizienten cI: durch die Linearkombination u

eindeutig festgelegt sind. Betrachten wir die Abbildung

d: VXW - F(M), (zcv Sydw. )= S cd(v w)
TaTu N L Tw N{ut
Diese Abbildung ist bilinear.Als bilineare Abbildung faktorisiertsich ¢ Uber das
Tensorprodukt, d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung

®: VOW — F(M) mit ViDWj = q)(vi ,Wj) = (vi ,Wj)
Waren nundie Vektoren }ij linear alhangig in VIW, so muf3ten es auch deren

Bilder bei der lineare Abbildurfﬁ; sein, d.h. die Vektoren
6(v,0w) = ()

von F(M). Diese sind aber nach Konstruktion linear unabhangig.
QED.

6.6.7 Die Koordinaten eines Tensors
Seien V und W zwei K-Vektorrdume und

(Vi und ()5
Basen von V bzw. W. Dann lai3t sich jeder Tensor

tovaow
in der Gestalt

t= 3y d ViDW.
01,304 J
schreibemmit eindeutig bestimmtenijdﬂK. die c”. heiRenKoordinatendes Tensors t

bezlglich der gegebenen Basen,.
Sind endlich viele K-Vektorrdume

Vl’ s \/r
gegeben und fir jedes i eine Basis

¥ }jDJi
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von Vi so hat man fir jeden Tensor

tov, 0.0V
1 r

eindeutig bestimmte Elemente

mit

t= > C | v. U.0v.

Ly
1DJ1, IDJ 1

Die C | heiRerdann Koordlnateldes Tensors t @églich der gegebenen Basen.
'1'2

6.6.8 Das Verhalten der Koordinaten bei Basiswechsel

Seien

Vl""’vr

endlich viele K-Vektorrdume und seien fur jedéf1,...,r} zwei Basen
Vi _{V]I}jDJ Vi::{vj,i }jDJi
von Vi gegeben. Wir betrachten d|e Koordinaten eines Tensors

tov, 0.0V
1 r

beziglich der beiden Familien von Basen: . .
P
t= 3 ¢t? v Dov =y ot? v, 0.ov,
1DJ1, | DJ iy r 1DJ1, | DJ r r
Bezeichne A : M(Id) = gjae) die Basiswechelsmatrlbur denUbergang deBasis Y

e JDJ "1{212

Dann besteht zwischen den gestrlchenen und den ungestrichenen Koordinaten von t die
folgende Relation.

zur Basis ve,

, 1277 .1 r '12
¢ o 2 ?1 ,1D'Dafr i
'1D‘]1’"'"rD‘]r
Beweis Es gilt o
AP
t= > 12 rvi 1D. DvI ]
|1DJ1,.. ,|rDJr 1 r
i I i’
127r 1, r,
D N O TR T A
|1DJl,...,|rDJr | 1D‘]1_ 1 I rDJr r
i’ " i
3 1 127, ,
Q.o 2 03,03 2 A S ' 1’1DmDV "l
R S T '
Koeffi2|entenvergle|ch liefert die Behauptung.

QED.
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6.6.9 Bemerkungen zum physikalische Fall

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,

Q) vl,...,vnDV

eine Basis von V und
) VL, Ov
die zugehorige duale Basis. Bezeichne
v bzw v+HS
das Tensorprodukton r ExemplarerdesRaumes (bzw. s Exemplaredes Raumes

V*). Ein r-fach kovarianterund s-fachkontravariantefTensorim Sinne deiPhysik ist
ein Element von

VDrDV* Ls
wobei man sich den Tensor durch dessen Koordinatgigheh derBasen (1und (2)
gegeben denkt.

Bemerkung
Ist
\% 17 vV nDV
eine zweite Basis von V,
vy vhovs

die zugehdrige dualBasis undst A = M (Id) = (a]) die Basiswechselmatriir den
Ubergang von v nach v, d.h.
v, = z a{ V.
: =1 ,
Bezeichne B = (}k) die zu B inverse Matrix (d.h. die Basiswechselmatrix B\\;:(Id).
Dann gilt

(1) v=3 gy
i=1
Firr die Koordinaten eines Tensors v ov+ [0S
il j j
t= 3 ¢ % v 0.0v ovio.ovs
, , 1+
|1DJl,...,|rDJr 1 r
= s Jl 2j v, 0.0v, ovilo.ov's
i i 1"s
|1DJ1,...,|rDJ 1 r
besteht die folgende Relation. _ _
| |’ j J
o2t 210, [q IO1 0 'z
J 1 J . 1 Jl---J
|1DJ1, | DJ r r S

Beweis Es reicht, (1) zu beweisen. Ee;cht zuzeigen,die rechteSeite von(1) gentgt
den definierenden Bedingungen fiir die duale Basis. Es gilt

o, §dves=(8 4, ’“)(v)—(;b' ’“)(qu
0(1 a=1 B=1

=3 3 b'a BV’G(V’B)
a=1p=1
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=2 E b'a "’\B 68
a=1p=1
=5 iy
O(_:1
-3
QED.
Bemerkungen

() In der Physik betrachtet man imallgemeinenKoordinatenwechselzwischen
“krummlinigen Koordinaten”, sagen wir

oL, =tod 0.
An die Stelle der Matrix A = gaxtritt dann die Matrix der Linearisierung von f,

axl
Fur die Matrix B = AL gilt dann (nach der Kettenregel)
i _ ox
(A

(i)  Einsteinsche Summenkonvention. In jedem Ausdruck, in welchen ein und derselbe
Index sowohl als oberer als auch als unterer Index auftritt, wird Uber diesen Index
summiert (maximaler Summationsbereich).

Unter Verwendungdieser Konvention hattenwir in den obigen Rechnungen
samtliche Summenzeichen weglassen kénnen.

6.6.9 Die Existenz des Tensorprodukts
Fir je zwei K-Vektorraume V und W existiert das Tensorprodukt.
Vorbemerkung. Wir habengesehenfalls das Tensorprodukt MW existiert, so wird
es von den Tensoremw mit v(IV und wWJW erzeugt. Mit anderen Worten,[\WV ist
ein Faktorraum des von den Vektorémwfrei erzeugten Vektoraum$Vir nutzenjetzt
diese Tatsache zur Konstruktion vodlW/, d.h. wir werden YW als Faktorraum eines
frei erzeugten Vektorraums definierénstelleder Bezeichnung llw werdenwir fur
die Elemente des frei erzeugten Vektorraum das Symbol (v,w) wéahlen.
Beweis Sei M die Menge ¥W der Paare (v,w) mitb’V und wW,

M = VxW.
Betrachten wir den von M frei erzeugte? K)—Vektorraum

F(M).

Dieser Vektorraum besteht aaken endlichen K-Linarkombinationen von Paaren der
Gestalt (v,w) mit ZIV und wiWw,

C v W) + ... +cllv,w)
mit (;IDK, viDV, WiDW furi=1,...r.

BemerkungMan beachte (M) ist unendlich-dimensionakobald M uendlich viele
Elmente enthaltd.h. selbstwenn V und W endliche Dimension haben, kann die
Dimension von F(M) unendlickein,denn nachKonstruktionbilden dieElemente von
M gerade eine Basis von F(M),

dim F(M) = # M.

Wir konstruierenjetzt den Unterraum R, nach devir den RaumF(M) Faktorisieren

wollen. Der Raum R werde von allen Vektoren der folgenden Gestalt erzeugt.
Q) (v, w +w") - (v,w) - (v,w”) mit v(IV, w’,w" OW
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(2) (V' + V7', w) - (V,w) - (vV',w) mitv,v’ OV, wOw

(3) (cv, w) - c(v,w) mit €K, vOIV, wOW

(4) (v, cw) - c(v,w) mit €K, vV, wW.

Dabei haben wir vereinfachend (v,w) anstelle vign\&) geschrieben furliv, wW.

Bemerkung Dieser Unterraum Fst im allgemeinerebenfallssehr grof3. Wirwerden
sehen, erst so grof3,dal’ der Faktoraurk(M)/R im Fall von endlich-dimensionalen
R&aumen endlich-dimensional wird.

Wir setzen
VOW = F(M)/R.
Bezeichne
y. F(M) - F(M)/R
die natirliche Abbildung. Weiter setzen wir
vOw = y((v,w)).
Wir haben zu zeigen, die Abbildung
d: VW - F(M)/R, (v,w) y((v,w)) = viw
ist bilinear und hat die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts.
Linearitat vond bezlglich der ersteviariablen.Wir haben zu zeigen
Lo(Vv+v', w) - ¢(v',w) - ¢(v',w) = 0.
2. ¢(cv,w) - dd(v,w) = 0.
Die linke Seite von 1. ist gleich
vV, W) - o(V', W) - (v, w) = y((vi+viw) - (v,w) - (V',w))
Das Argumentvon y auf der rechten Seite ist gerade EBiementder Gestalt(2), liegt
also im UnterrauniR. Dader Kernvon y gerade detJnterraum Rist, steht auf der
rechten Seite der Nullvektor.
Die linke Seite von 2. ist gleich
d(cv,w) - d(v,w) =y((cv,w) - dl,w))
Das Argumentvon y auf der rechten Seite ist gerade Eiementder Gestalt(3), liegt
also im UnterraunR. Da der Kernvon y gerade detJnterraum Rist, steht auf der
rechten Seite der Nullvektor.
Linearitdt vond beztliglich dezweiten VariablenMan verwendetdieselbenArgumente
wie beim Beweis ddrinearitat beziglictder ersterVariablen,wobei mandie Elemente
der Gestalt (1) und (4) von R (anstelle der Elemente der Gestalt (2) und (3)) benutzt.
Die_Unversalitéatseigenschaft der Abbildugg Wir haben zuzeigen,jede K-lineare
Abbildung

b: VxW - U
faktorisiert sich eindeutigber dieAbbildung ¢, d.h. zugegebenen b gibt es genau ein

lineare Abbildund: F(M)/R - U mit

(5) b(v,w) =b @(v,w))
fur alle ViV und alle wJW.

Beweis der Eindeutigkeit vonb.Nach Konstruktionbilden die Vektorender Gestalt
(v,w) ein Erzeugendensystenon F(M). Deshalbbilden die Bilder derv,w) bei der
natdrlichen Surjektion

y: F(M) - F(M)/R
ein Erzeugendensystem von F(M)/R, d.h. die Elemente
y((v,w)) =¢(v,w) mit vV und wilwW
bilden einErzeugendensysteron F(M)/R. Bedingung (5)(riickwérts gelesenlegt

daher die Werte vom auf einem Erzeugendensystem von F(M)/R festb Diaear sein
soll, ist damit die gesamte Abbildubdestgelegt.

Bemerkungen (i) Zum Beweisder Existenz vorb kénntenwir (5) als Deinition
verwenderund danndie Korrektheit der Defintion beweiseil®bwohl man auf diese
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Weise durchaugum Ziel kommt, wollen wir hier andersvorgehen, um diéereits
bewiesenen Aussagen etwas effektiver nutzen zu kénnen.

(i) Aus der Existenz der Abbildunla: F(M)/R - U folgt nattrlichauch die Existenz

der Zusammensetzung vbnmit der nattrlichermAbbildung y:F(M) - F(M)/R. Wir
werden zunachst diese Zusammensetzungtkaeren und mit den Hilfe die Existenz

vonb beweisen.

Beweisder Existenz voilb. Betrachten wir die K-lineare Abbildung

b: F(M) — U mit (v,w) b(v,w).
Da die Paareler Gestal(v,w) eineBasis von F(M) bien, gibt esgenaueine lineare
Abbildung, die fir jedesiWV und jedes W/W in (v,w) denvorgegebeneflVert b(v,w)
annimmt. Es reicht zu zeigen, der Unterrauni=M) liegt im Kern von b’,
(6) RO ker(b"),
denn aufGrund der vonuns bewiesenen Universalititseigenschadts Faktorraum
faktorisiert sich dann b’ in eindeutiger Weise Uber die natirliche Abbildung
v.F(M) - F(M)/R. Genauer, es gibt genau eine lineare Abbildung

b’: F(M)/R - U

mit b’(x) = 5’(y(x)) fur alle XOF(M). Speziell fir Elementeder Gestalt x =(v,w)
erhalten wir

b(v,w) = b'((v,w)) =b’(y((v,w)) =b’($(v,w)).

Die Abbildungb’ ist somit gerade die von uns gesuchte Abbildung
Wir haben noch (6) zu beweisen. Daeicht eszu zeigengie Abbildung b’ bildet die
Elementeeines Erzeugendensystenm R in dieNull ab. Es genlgt somit zzeigen,
daf} die Elemente d&estalt (1)(2), (3),(4) bei b’ in dieNull abgebildet werden. Das
ist aber gerade eine Folge der Bilinearitat von b. Zum Beispiel ist
b'((v, w +w”) - (v,w’) - (v,w")) = b(v, w +w”") - b(v,w’) - b(v,w")
= 0.
Das erste Gleichheitszeieh besteht nach Definition vdoi, das zweite wegen der
Liniearitat von b beztiglich des zweiten Arguments.
QED.
Bemerkung
Im Fall endlich-dimensionaler Vektorrdume V und W ist der Existenzbeweis fur das
Tensorprodukt einfacher. Die Definition des Tensorprodukt besagt geraue st ein
Vektorraum mit
Hom, (VOW, K) = L(V,W:K).

Mit anderen Worten, der zulWW duale Vektorraunist gerade.(V,W,K). Da man im
Fall von endlich-dimensionalen Raumeaas dopplte DualeinesVektorraummit dem
Ausgangsraum identifizieren kann, folg

VOW = L(V,W;K)*

fur dim V <o unddim W <co. Dies kannman im endlich-dimensionalen Fall als
Definition verwenden. Esst nicht schwer,einzusehendal® L(V,W;K)* beziglich der
bilinearen Abbildung

VxW - L(V,W; K)*, (v,w) = (b= b(v,w))
tatsachlich die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts hat.

6.6.10 Die Funktorialitat des Tensorprodukts

() Seienf. V-V und g: W-W’ zwei K-lineare Abbildungen. Dann gibt es genau
eine K-lineare Abbildungig, welche das folgenden Diagramm kommutativ ist.
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fxg , ,
Vx]N M- \ JXW (VW) = (f(v),g(w))
p Py w : l
V,W f0g Vi,W vOw > f(v) Og(w)
vow [ V' OW’

Mit anderen Worten/[1g ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit
(fOg)(vOw) = f(v)Og(w) far viIV und wW.
(i) Fur beliebige K-lineare Abbildungen f: WLV, :V' V', gW-W’,
g:W’ - W” gilt
(f0g)e(f0g) = (F=f)0(g’=9).
(i) Das Tensorprodukt der beiden identischen Abbildungen
IdV:VHVundIc{N:WHW

ist die identische Abbildung von[WV,
IdVDIdW = ldVDW :
Beweis Zu (i). Da f und g liear sind und Py W bilinear ist, ist die
Zusammensetzung ’
Py °(X0)
bilinear. Die Existenz und Eindeutigkeit von [lg folgt deshalb aus der
Universalitatseigenschatt V@R,

Zu (ii). Fur vCOV und wOW gilt
((F Dg)=(f0g))(vOw) = (FLg")(f(v) Ug(w))
= f(f(v)) 0g'(g(w))
= (F=f(v))U(g"=g(W))
= ((F=N)D(g’=9))(vOw).
Die beidenlinearen Abbildungen (fl1g")=(fCJg) und (f=f)(g’=g) havenfir alle

Vektoren der Gestalttw mit v»V und woW denselberWert. Dadie [dw eineBasis
von VW bilden, folgt

(F 0g)=(f0g) = (F=N)0(g’=q).
Zu (iii). Fur vV und wOW gilt
(IdVDIdW)(vDW) = (Idv(v))D(IdW(w)) = vlOw,

d.h. die lineare Abbildung J\gDIdW hat auf allen Vektoren des Erzeugendensystems

VO v wow
dieselben Werte wie die identische AbbildungHN . Deshalb gilt

idy, 01d, = 1 -
QED.

6.6.11 Exake Sequenzen

Eineexakte Sequenz von VektorrdAumen und linearen Abbildungen ist eine Folge von
linearen Abbildungen

vV D];lji V D]Sijl \Y
mit . . )
im fi = ker f|+1 fur alle i.

Beispiel 1

Die Sequenz von linearen Abbildungen
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0-V D]Lf Vv - V' 5 0
ist genau dann exakt, wenn folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. f ist injektiv (Exaktheit an der Stelle V)
2.im f' = ker f* (Exaktheit an der Stelle V)
3. f”ist surjektiv.
Man spricht in dieser Situation von einer kurzen exakten Sequenz.
Beispiel 2
Die Sequenz

f’ fr
0-V [IH V' ov” - V' - 0
mit f'(v’) = (v’, 0) und f’(v’, v") = v" ist exakt.

6.6.12 Exaktheit des Tensorprodukts
Seien W ein K-Vektorraum und
fi fit1

. Vi - Vi+1 s Vi+2 -

eine exakte Sequenz von K-linearen Abbildungen. Dann ist die folgende Sequenz

ebenfalls exakt.
ow ! Vi ,OW .

f.01d
L= VOW m, V.,

Beweis Wir haben zu zeigen
im (fiDId) = ker(fi+1DId).

1

1 Schritt.Beweis von 1"
Nach Voraussetzung gilt _
|mfi —kerf|+1,
also
f. ufi =0,
Also
(fi+1DId)o(fiDId) = (fi+1ofi)DId =0dId
Far vDVi und WW qilt also

(fi+1DId)o(fiDId)(vDW) = 00w = 0odIid) = 0.
Die Abbildung tberfuhrt alle Vektoren des Erzeugendensystems [{w} in den
Nullvektor, ist also die Nullabbildung,
(fi+1DId)o(fiDId) =0.
Also gilt
im (fiDId) O ker(fi+lDId).

2. Schritt.Beweis von 1",
Wir wahlen Basen

{Wy}yDL von W
{VO(}O(DI von ker 1|‘+1
Die Basis des Kerns erganzen wir zu einer Basis von vd.h. es sei

0 {v Basis von V

Veatam B Vptans f+1°

Dann gilt: _ _
{VGDWY}GDWDL ist Basis von ker g_lﬂld)

{VGDWV}GDIVDL O {VBDWV}BDJVDL ist Basis von \|/+1.
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Sei jetzt
t0d ker((fi+1DId).

Wir haben zu zeigen, liegt im Bild von fiDId. Weil t in V.

4 1DW liegt,

konnen wir t in der folgenden Gestalt schreiben.

t= > S Vo Uw mltc UK.
aOi0JycL Y @y Ay
Furadl giltv_ Okerf, , =imf. , d.h.es gibt ein v'OV. mit
a I+1 I o i
Q) Vg = fi(v’a) fur jedesaldI.
Deshalb &Rt sich t in der folgenden Gestalt schreiben.
(2) t= 5 v_Ow + )3 Y DW
aOl,yOL aya "y BOJyOL By

Die erste Summe laR3t sich wegen (1) schreiben als

> c f.(v )D Id(w —(fDId)( yc. Vv _Ow).
aniyo O Y aniycfY @ Y
Mit anderen Worten, die erste Summe liegt im Bild vimd. Esreichtalso zuzeigen,

die zweite Summe ist Null,

> % DW =
BOJyOL BB
Dazu reicht es zu zeigen,

3) CBV: 0 fir alleBJ und alleyL.

Nach Voraussetzung liegt t im Kern vciglfDId. Dasselbajilt von der ersten Summe
(das sie sogar im Bild vori\DIId liegt). Wir wendeniﬁrlDId auf (2) and und erhalten

0=0 + 3
BOJyOL By li+1
Zum Beweis von (3) reicht es also zu zeigen,
die Vektoren if+1 (VB)DW mit B1J, y[L sind linear unabhangig.

Dazu wiederum reicht es zu zeigen,
die Vektoren f (vI3

(vgl. 6.6.6(i)). Seien also KoefﬁmenteBK (BOJ) gegeben mit

(VB) DW

) mit B1J sind linear unabhangig

o5, B i U 70

’BC: O flr jede$. Es gilt

0=5 c,f . (v
BDJB i+1

Wir haben zu zeigen

B = fir1 (BDJ BB

also

O ker(f.

BDJ Vg i+1)

Da{v_} eine Basis von keEf ist, gibt es Elementad]K (ald1) mit

o’ alll
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Y CaVo= > d v
BD‘]BBO(DI‘J(O(
d.h.

0=y Vgt > (-d v,
pLJ alll
Da {VG}GDI 0 {VB}BDJ eine Basis von i\J/rl ist, istdie Menge der Y und

unabhangig, d.h. aus der obigen Identitat folgt insbesodere
c[3 = 0 fur jede$31J.

linear

B
QED.

6.6.13 Begriff der Algebra tber einem Ring

Seien R kommutativer Ring mit 1. Eine R-Algebra ist ein Ring, S mit 1 zusammen mit
einem Ring-Homomorphismus
R-S
von Ringen mit 1. Der Homomorphismiosif3t danrStruktur-Homomorphismus von
S. Seien S und S’ zwei R-Algebren. Ein Homomorphismus von R-Algebren
. S_) S!
ist ein Ring-Homomorphismus f, fur welchen das folgende Diagramm kommutativ ist.

f
S - S’

R
Dabei sollen die schragen Pfeile gerade die Struktur-Homomorphismen bezeichnen.

Beispiel: die Tensor-Algebraines K-Vektorraums
Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Wir setzen

T(V) =Ty (V) = D‘;::OVDn = vHOov U2 |

Dabei sei W0 = K, vHl = v und VN das Tensorprodukt von Bxemplaren des
Raumes V. Nach Konstruktion isk'(V) ein K-Vektorraum. Der direkte Summand

viEng T(v)
heil3t homogenerBestandteildes Grades n void(V), dessenElemente theil3en
homogend:=lementades Grades nnd man schreibt
degt=n.

Seien

t1 % t1 d t” ozo t”
= un =
n=1 " n=1 "
zwei Elemente von T(V) mit tn und t”n homogenvom Grad n. Wirdefinieren das

Produkt von t" und t” wie folgt
tm= sy y t Ot
m=n=1 M "
Dabei wird t 0 t" [ vEMoyN 0 yEM*N) 515 Element von W (M*N) aufgetalt.
Speziel fir n = 0 haben wir
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meFODVDmDKDVDm,ﬁWkéwg

d.h. t’th”o wird mit t”o[t’m identifiziert. Analog wird fir m = 0 das Element
t Ot
0 n

mit t’o[ﬂ’ N identifiziert. Die Multiplikation von zwei Elementen O-t&rades entspht

damit der gew6hnlichen Multiplikation von K.
Die Abbildung

K - T(V), c— c aufgefaldt als homogenes Element des Grades 0 von T(V)
heil3t natirliche Einbettung véhin die Tensoralgebra T(V).
Die Abbildung

V - T(V), vi= v aufgefal3t als homogenes Element des Grades 1 von T(V)
heif3t natlrliche Einbettung von V in die Tensoralgebra T(V).
Bemerkungen
()  Mit der oben definierten Multiplikation ist T(V) eine K-Algebra.
(i) Die naturliche Einbettung K> T(V) ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1.
(i) Die natirliche Einbettung \&» T(V) ist K-linear.

6.6.14 Lemma: die Universalitatseigenschatft der TensorpoteanU“
Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die Abbildung

N 1 Un
pn. VIi=Vx.xV - V=1 (v ,...,vn)l—:ovlm...Dvn

des direkten Produkts von n Exemplaren von V nach N-linear, d.h. linear in jeder
der n Variablen. Fur jede n-lineare Abbildung
m:Vx.xV - U

gibt es genau eine lineare Abbildumgv™" _ U mit m =me P
Beweis Eindeutigkeitvonm. Fallsm existiert, so giltir beliebige X""’VnDV:
m (V1D...Dvn) =m (pn(vl,...,vn)) =m(v vn)

Die Werte vonm auf denElementender Gestalt YD"'DVn sind alsoeindeutig

festgelegt. Da diedelemeng einErzeugendensysteron VN pildenund dam linear
sein soll, ist somit die gesamte Abbilduflgestgelegt.

Existenz vorm. Beweisdurch Induktiomach n.
Im Fall n =1 ist eine lineare Abbildunge

v=vtl_y
gegeberund wir konnenm = m setzen. Seetzt m > 1.Fir jedes feste dDV ist die

Abbildung
/N-1
mvo. Virt S U, (v ,...,vn_1)|—>m(v ""’Vn-l’ vo),

linear injeder ihrem-1 Argumente.Nach Induktionsvoraussetzugipt eseine lineare
Abbildung

m - vHM-D) |y
Vo

mltmV =m, =P 1 d.h.mit

0 0
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mvo( V1D...Dvn_1) = mVO( pn-l(vl""’vn-l)) = mvo(vl""’vn-l) =m(v ""'Vn-l’vo)'

Die lineare Abbildung~nv ist durch die Bedingung
0

(1) m, (le...Dv
0
eindeutig festgeledda die \iD...Dv

n-l) =m(v. ""’Vn-l’VO)

-1 ein Erzeugendensystem vor-{n-1) bilden).

Betrachten wir die Abbildung

) R VIR (R N )

Nach Konstruktion ist sie linear im ersten Argument t. Zeigeensie ist auch linear im
zweiten Argument v, d.h. , zeigen wir, es gilt

M ponge = €M O + €M (1)

fur alle v.,v’0V, alle ¢’,c’'K und alle tI VD(n 1), d.h.
mClV’+C11V”

Auf beiden Seiten stehen lineare Abbildungen. Zum Beweis ihrer Gleichheit reicht es zu

zeigen,sie haben dieselbewerten inallen Vektoreneines Erzeugendensystems von

vE(-1) Es reicht also zu zeigen,

=cm, +c'm ,.
\Y \Y;

Mo 4oy (v 0..0v 1) =c’m (v1D...Dvn_1) +cC mv,,(vlm...Dv

fur beliebige A DV Wegen (2) g||t
LHS = m(v1D...Dvn_1, c'v'+c'v”
=cC m(v1D...Dvn_1,v) +cC m(v1D...Dv
= RHS
Wir haben gezeigt, die Abbildung (2) ist bilinear. Auf Grund der
Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts gibt es genau eine lineare Abbildung

m: vEn = yi-1)gy _ y

n-l)

n-l’v )

mitm’ = mep, d.h. mit
r"ﬁv(t) = m(t0v)
fur alle © VP01 ynd alle v Speziell fur t = YLD"'DVn-l erhalten wir
m( V1D...Dvn_1Dv) = mv(vlﬂ...Dvn_l) =m(v. ""’Vn-l’v)'
Mit anderen Worten, es gilt

m=mep_,

d.h.mist gerade die Abbildung, deren Existenz wir beweisen wollen.
QED.

6.6.15 Die Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebra

Sei V ein K-Vektorraum. Dann gibt es fir jede K-Algebra S und jede K-lineare
Abbildung

fiV - S
genau einen Homomorphismus
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fT(V) - S
von K-Algebren derart, daf3 das folgende Diagramm kommutativ ist.

v 1w

fl /F
S
dabei sep die natirliche Einbettung.
Beweis Eindeutigkeitvon f. Wir nehmenan,ic~ existiertund leiten eine Fanel fur f

her, aus der hervorgeht, dﬁ@indeutig festgelegt ist. Sei

t O T(V).
Dannist t eine Summevon endlich vielenhomogenen Ementen. Einhomogenes
Element des Grades n (aqu) wiederum isteine Summeaus endlich vieleElement
der Gestalt XD“'DVn' Mit anderen Worten, t hat die Gestalt

t = le Dvr1+ v2D Dvr2+ + VSD DvrS
1 n, 1 n, 1 ng
Damit gilt daf, linear ist und Produkte in Produkte tberfuhrt,
1 1 - s s
f(t)=f(v1D...Dv )+...+ f(v,0...0v_ )
n 1 n
1 S
r r

~ 1 ~ 1 ~ S ~ 'S
f(vl)...f(vnl)+ Lt f(vl...f(vns)

r r

f <p(vb)..."f'<p(vnll»+...+ To(v3).-H(p(v, ).
S

r r
f(p(vi))...f<p(vn11))+...+ (p(v).Hp(v ).
S

Damit istf eindeutig festgelegt.
Existenz vorf . Betrachterwir die Abbildung
ViLs, (v o) b (v )ELEY ).

Auf Grund desDistributivgesetzedir den Ring S ist sielinear in jedemder n
Argumente. Nach 6.6.14 gibt es genau eine lineare Abbildung

foovbn Ly
n
mit

~

f n( Vl""’vn) = f(vl)El.[f(vn)

fur alle v, ,...,vnDV. Wir definierent: T(V) -» R, indemwir setzen

1
f(t) = fo(to) + fl(tl) + ... +fs(ts)
fallst= to + t1 +...+ ;Sgilt mit ti homogen vom Grad i. Dabei sei
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Folty) =g

Die Abbildung ist wohldefiniert und linear. Fir homogene Elemente des Grades 1 gilt
F(p(v)) =f, (V) =f(v).

Auf Grund der Defintionvon ?0 gilt F(1 1. Durch diektes Nachrechnent sieht

K) =
man, daf§ ein Ringhomomorphismus ist.
QED.

6.6.17 Das von einer Menge erzeugte ldeal

Seien K ein Kdrper, S eine K-Algebra undI® Teilmenge. Dann heil3t der von der
Menge
{slﬁhlEIEhr_lﬁr | slerS und r’rl,...,mr_lﬂM ,r=1,2.3, ..}

erzeugte K-lineare Unterraum von S das von M erzeugte Ideal und wird mit
<M> oder < m | AM>
bezeichnet. Im Fall M = { m, -, m } schreibt man auch

<m, , ..., m>:=<M>
1 r

Bemerkung
allS und hil<M> [0 ab[J <M> und bal<M>

6.6.18 Der Faktorraum nach einem Ideal

Seien S eine K-Algbra und1 S ein Ideal. Dann ist durch
@+h)Ob+1)=ab+1
ein Produkt auf S/I definert und der Vektorraum S/l ist mit diesem Produkt ein Ring
(mit Eins). Die naturliche Abbildung
ist ein Homomorphismus von Ringen (mit Eins)
Beweis Seiena+1=a +lund b +1=Db"+ 1. Wir haben zu zeigen, es gilt
ab+l=ab +1.

Es qilt
a-a'll und b-bTI
also
(a-a)b O I und a’(b-b™Y1I
also
ab-ab' 0Ol
also

ab+l=ab +I.
Nach Konstruktion ist
p(ab) = ab + | = (a+l)(b+l) P(a)p(b).

Daraus ergibt sich, daf3 ®ih Ringist undp ein RinghomomorphismuBezeichnet 1
dasEinselement von S, so spiglfl) die Rolle desEinselements vois/l. Durch die
Zusammensetzung der Ringhomomorphismen

K-S S
bekommt S/I die Struktur einer K-Algebra.
QED.

6.6.19 Die symmetrische Algebra
Seien V ein K-Vektorraum und
V) O T
das von den Elementen der Gestalt
ab - ba mit a,llVv
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erzeugte Ideal. Dann heifl3t

S(V) = §(V) =T(V)/I(V)
symmetrische Algebra von tiber K. Die Zusammensetzung

V o T(V) - S(V)

der natirlichen Einbettung (im Grad 1) mit der nattrliche Abbildung auf den Faktorring
heil3t wieder natirliche Einbettugigh Grad 1). Analog definiert man die nattrliche
Einbettung im Grad 0.
Bemerkung
Die natirlichen Einbettungen sind injektiv. Sie gestatten es somit V und K mit
Teilmengen von S(V) zu identifizieren. Den Beweis der Injektivitat werden wir nur im
Fall, dai? V endlich-dimensional ist angeben. Der unendlich-dimensionale Fall
unterscheidet sich jedoch nicht wesentlich vom endlich-dimensionalen.

6.6.20 Die aulRere Algebra
Seien V ein K-Vektorraum und

"(v) O T(V)
das von den Elementen der Gestalt

vv mit v(IV
erzeugte ldeal. dann heil3t

AV) = .-’\.K(V) =TW)1"(V)
aulRere Algebra von Wber K. Die Zusammensetzung
V 5 T(V) - AN)

der natirlichen Einbettung (im Grad 1) mit der nattrliche Abbildung auf den Faktorring
heil3t wieder natirliche Einbettugigh Grad 1). Analog definiert man die nattrliche
Einbettung im Grad 0.
Bemerkung

Die naturlichen Einbettungen sind injektiv. Sie gestatten es somit V und K mit
Teilmengen von S(V) zu identifizieren.

6.6.21 Die Universalitdtseigenschaft der symmetrischen Algebra

Seien V ein K-Vektorraum, S eine kommutative K-Algebra und
VS

eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine Fortsetzung

fiS(V) - S
von f zu einen Homomorphismus von K-Algebren, d.h. es gibt genau einen

Homomorphismus von K-Algebren S(V) - S,dessen Zusammensetzung mit der
der naturlichen Einbettung
V o T(V) - T\VII(V) =S(V)
gleich fist.
Beweis Auf Grund der Universalitatseigenschatt der Tensor-Algebra gibt es genau eine
Fortsetzung
f:T(V) - S
zu einen Homomorphismus von K-Algebren. Fir beliebige Vektorenti/wind
beliebige Tensoren t',T1T(V) gilt
(v gv - v oOvit) = P FE )P - Fv)HP(V)F(E) = 0,

da S kommutativ ist. Mit anderen Worten, ein Erzeugendensystem des definierenden
Ideals I'(V) liegt im Kern von f';

I'(V) O ker(f").
Deshalb ist die folgenden Abbildung wohldefiniert.

fr S(V) = T(VII(V) - S, t+ (V)= F(1).
Aus t'+I'(V) = t'+I’(V) folgt namlich t-t [ I'(V), also
ft) - () = -t OF@(V) = {0},
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also f'(t') = f(t). Da f' ein Homomorphismus vo K-Algebrenist, gilt dasselbe fiif .
Fur vV qilt

f(v+ (V) = (v) = f(v),

d.h. die Zusammensetzung vomit der natiirlichen Einbettung

V 5 S(V), vier v+ I'(V),
ist gerade f.
QED.

6.6.22 Vergleich mit den Polynom-Algebren
Seien V ein K-Vektorraum mit der Basi_',f,.v.,vn 0OV und
S =K[x Xn]
die K-Algebra der Polynome irhx..,xn mit Koeffizienten aus K. Dann gibt es genau

einen K-Algebra-Homomorphismus
K[Xl""’xn] - S(V) mit XV

Dieser Homomorphismus ist sogar ein Isomorphismus.
Bemerkungen
() Das natirliche Bild

S V) ={ Iz sy {008+ V) | v;0v)

von VDk in S(V) entspricht dabei gerade den Polynomen k-ten Grad_eLs.lr,b%(

, d.h.
am s =7

(i) Dadie VDk den Vektorraum S(Vgrzeugenerzeugen die kSV) den Faktorraum
S(V),

S\V)= 5 V).
kéO%(

Da sich jede®olynom aufgenaueine Weiseals Summe homogener Polynome
schreiben laf3t, ist diese Summe sogar direkt.

_ —00
S(V) =0 k=0 %((V).
(iir) Sk(V) heil3t k-te symmetrische Potevan V.

(v) Dadie naturlichen Einbettungen
K - K[x,,..,x ] und Kx1+...+Kx - KX, ,....x ]
1 n n 1 n

in den Graden Qund 1 ingktiv sind und S(V) durchv bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte ist, gilt dasselbe auch fur die nattirliche Einbettungen
K - S(V)und V- S(V).
Beweis Betrachten wir die K-lineare Abbildung
vV - K[Xl""’xn]’ clv1+...+c1vn}—> Clxl+"'+clxn .
1. Schritt. Die Polynom-Algebra besitzt die Universalitatseingenschaft der
Symmetrischen Algebra.
Seien S ein kommutative K-Algebra und
f:V - S

eine K-lineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, es gibt genau einen Homomorphismus
von K-Algebren
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f:K[xl,...,xn] - S
mit fo i=f.
Existenz vorf . Fiir jedes Polynomip K[x 1""’Xn] setzen wir

£(p) = p(f(vy).--f(v.)),
d.h. wir ordnenjedemPolynom p derWert an deiStelle (f(vl),...,f(vn)) zu. Auf diese
Weise ist ein Homomorphismus von K-Algebren definiert,

Nach Konstruktion gilt

fo |(clv1+...+clvn) = f(clx1+...+c1xn) (nach Definition von i)
= clf(v1)+...+c1f(vn) (nach Definition vorf’ )
= f(clv1+...+clvn) (well f linear ist)

d.h. es gilf= i = .
Eindeutigkeit vorf. Fallsf existiert, so gilt fiir jedes Polynom p
?(p) = f~(p(x1,...,xn)) = p(l?(xl),...f(xn)) (? ist Algebra-Homomorphismus)

= p(F(i(v 1)),...,f~(i(v n))) (nach Definition von i)

= P((F(vy)- (V) (wegenf » i = ).
2. Schritt.Konstruktion des Algebra-Homomorphismus f[x,xn] - S(V).

Wir wenden die eben bewiese Universaltidtseigenschadiuf die kommutative K-
Algebra
S =S(V)
und die naturliche Einbettung
iV - S(V)
(im Grad 1) an. Wie eben gezeigt, gibt es genau einen K-Algbra-Homomorphismus

J: K[Xl""’xn] - S(V)
mit j =i = j, d.h. mit
jaI(Va) :j(Va) fura=1,..,n,
d.h. mit
j(Xa) =V, fura=1,..,n.

Mit anderen Worten;j~ ist der K-Algebra-Homomorphismusliesssen Existenz und

Eindeutigkeit im Satz behptet wurde. Wir haben noch zuzeigen, j ist ein
Isomorphismus.
3. Schritt.Konstruktion der inversen Abbildung.
Wir betrachten die K-lineare Abbildung
iV - K[Xl""’xn]'

Auf Grund der Universalitatseigenschaft der symmetrischen Algebra S(V) gibt es genau
einen Homomorphismus
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i:SV) - K[Xl""’xn]
mit i~oj =i, d.h. miti~oj(va) = i(va) fiura =1, ..., n,d.h. mit

T(xa) =i(v) fura=1,..,n,
Insbesondere gilt
T(x ) =Tvg) =x,

i(jv) =i(x) =V,
fur alle a. Aus den Eindeutigkeits-Aussagen der Universagigenschaften von S(V)
und K[x Xn] folgt damit

d.h. j~ und i sind zueinanderinverse Isomorphismendie beidenletzten Identitaten
lassen sich auch durch direktes Nachrechnen tberprifen. Zum Beispiel folgt aus

J(x ) =x,
fir allea und der Tatsache, dafind I Algebra-Homomorphismen sind, daf3
iGe)=p
gilt fur jedes Polynom p von Kix... x|, d.h.jei =1d.

QED.

Beweisder Dimensionsformel von Bemerkung (i). Fir n =1 und n = 2 ist die Formel
trivial. FUr allgemeines n > 2 benutze man die Standardeigenschaften der
Binomialkoeffizienten.

QED.

6.6.23 Die Universalitatseigenschaft der &ul3eren Algebra
Seien V ein K-Vektorraum, S eine K-Algebra und
.V -5 S
eine K-lineare Abbildung mit
f(v)f(v) = O fir alle vOO V.
Dann gibt es genau eine Fortsetzung

f:ANV) - S
von f zu einen Homomorphismus von K-Algebren, d.h. es gibt genau einen

Homomorphismus von K-Algebreén A(V) - S,dessen Zusammensetzung mit der
der natlrlichen Einbettung
V o T(V) > TWVNI'V) = A(V)
gleich fist.
Beweis Auf Grund der Universalitatseigenschatt der Tensor-Algebra gibt es genau eine
Fortsetzung
f: T(V) - S
zu einen Homomaorphismus von K-Algebren. Fir beliebige Vektddhund beliebige
Tensoren t',tTIT(V) gilt
f'(v OVt = PE)FV)F(v) =0,
Mit anderen Worten, ein Erzeugendensystem des definierenden Ideals I"(V) liegt im
Kern von f’;
I"(V) O ker(f).
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Deshalb ist die folgenden Abbildung wohldefiniert.

f: AN) = TVVIMV) - S, t+ (V) f(b).
Aus t'+I'(V) = t'+I’(V) folgt namlich t’-t O I'(V), also
f(t) - () = Ft-t) OFI(V)) = {0},

also f'(t') = f(t). Da f' ein Homomorphismus vo K-Algebrenist, gilt dasselbe fuf .
Far vV gilt

f(v+1(V)) = f(v) =f(v),
d.h. die Zusammensetzung vbmit der natirlichen Einbettung

V 5 S(V), vie v+ I'(V),
ist gerade f.
QED.

6.6.24 Vergleich mit den GraBmann-Algebren
Seien V ein K-Vektorraum mit der Basif,.\l.,vn 0 V. Fir festes KM und jede echt
aufsteigende Folge

| < | <..< l(
von naturlichen Zahlen aus {1,... n} fuhren wir ein Symbol
Q) e f‘\el A...Ael

1 2 Kk

ein. Bezeichne

f\kanDKe. Ae MAe
i, I
den von der Menge dieser Symbole frei erzeugte K-Vektorraum. Fur k = 1 erhalten wir
AN = Ke +...+Ke =K
Fur k = n erhalten wir den 1-dimensionalen K-Vektorraum

AMKN=Ke M. Ae
1 n

und far k > n ist" Kk = 0. Fir k = 0 wollen wir
AOKN =K
setzen.. Schlief3lich sei
) K<ey,...8 > = DEZOAKK” = A0k"oalkno.. oANKD

die direkte Summe aller AKk™ wir wollen jetzt auf dem Vektorraum (2) eine
Multiplikation einfihren. Dazu ist es nitzlialie Symbole (1auch zudefinieren,wenn
die indizes\i} keine echt aufsteigend®Ige bilden. Wir setzewir flr jede Permutation

n[lSk

e f\el f\...f\el = sigmﬁ)@I f\el f\...f\ei
1) m2) (k) 1 72 k
Weiter vereinbarenwir, dal3 ein Symboder Gestalt(1l) mit mehrfach auftretenden

Indizes den Nullvektor bezeichnen soll. Mit diesen Vorbereitungen kénnemuwgine
Multiplikation in

einfihren, inden wir setzen

(3 ¢ .ef.fe)ly d M.he )

. L el jjj ]
i s k]ljelkl i
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= > dJ | f\f\el f\ejx‘\f\ej
|l d g 1 Wk k ‘1 2

Dann gibt es genau einen K-Algebra-Homomorphismus
K<e €8> = S(V)mltx v

Dieser Homomorphismus ist sogar ein Isomorphlsmus

Bemerkungen

(i) Das natirliche Bild

k(V)—{zv 00y, +1'V) v 0V)

von VDk in A(V) entspricht dabei gerade dem K-VektorramJﬁKn, d.h. es qilt

dim § (V) = E:E

Fur beliebige Vektoren X:""\/n aus V bezeichnet man das Bild voqm’...Dv’ N

bei der natirlichen Abbildung T(\) (V) mit

\Y; 1!\...X\v N

(i) Dadie VK den Vektorraum S(V) erzeugen, erzeugen/qi((:V) den Faktorraum
V),

AV)= 3 A V)
k=0
Da sich jedesElement von K<f- &> auf genaueine Weise als Summe

schreiben laRmit jeweils einemSummanderaus einem f\kKn, SO ist diese

Summe sogar direkt.
AV) = 00 ALY).
(iir) f‘\k(V) heil3t k-te dul3ere Potewan V.

(v) Dadie naturlichen Einbettungen

K> K<e1,...,en> und K(—:l+...+Ken - K<e1,...,en>

in den GraderD und linjektiv sind und /A (V) durch V bis auf lsomorphie
eindeutig bestimmte ist, gilt dasselbe auch fur die natirliche Einbettungen
K-> AM)undV - A(V).
Beweis Wir betrachten die lineare Abbildung
i1V - K<e,,....e >, zc V_

Z
1 nalo(a O(10(0(

1. Schritt. K<(i,...,en> genugt der Universalitatseigenschaft der aul3eren Algebra.
Seien S eine K-Algebra und
f:V 5 S
eine K-lineare Abbildung mit
f(v)[{{v) = O fUr jedes V.
Wir haben zu zeigen, es gibt genau einen K-Algebra-Homomorphismus
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mit f =i = f, d.h. mit
f(ea) = %‘(i(va)) =f(v,)-

Eindeutigkeit vorf .
Jedes Element von K<13.,en> hat die Gestalt

e= 2 3 G 18N AN
k=0i1<...<ik 1"k 1 2 Kk

Fallsf existiert, so gilt

?(C)= E ) (%( i i‘v(ei e""-.ei .o“"s....-""'-.ei ) (f ist K-Algebra-Homomorphismys

k:O|1<...<|k1 k 1 2 k

=3 5 & fle, )he A.AfE )

LA A
k—0|1<...<|k1 k 1 2 k

=5 5 & fe)ne ALAfe ) (wegenf oi = ).
k=0i,<.<i 1™k 1 2 k
1 Kk
Damit ist die Eindeutigkeit voh bewiesen.

Existenz vorf. Wir setzen

fo=935 v & fe )he A )

& A
k—0|1<...<|k 1"k 1 2 k
far
ng > éf iela’\ela’\...!\el.
k:0i1<...<ik 1"k 1 2 k
Diese Definition ist korrect, weil die Vektoren
eI f\el K\...f\el )
1 2 k
mit i1 < ... < l( eine Basis deskK-Vektorraums K<i""’en> bilden, d.h. weil die
Koeffizienten |é( i durch ¢ eindeutigbestimmt sind. Nach Definition gilt dann
1eoohe
insbesondere

flitv ) =T(e,) = fe,).
d.h. es isf =i = f. Nach Konstruktion ist K-linear. Wir haben noch zu zeigen,
?(C’ [6”) = ?(t’) Df(t”) fur ¢’,¢” OK< €158 >

Das sieht man durch direktes Nachrechnen.
QED.
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7. Ergadngungen
7.1 Moduln
7.1.1 Definition

7.1.2 Beispiele und besondere Phanome

Minimale Erzeugendensysteme brauchen keine Basen zu sein
Basen brauchen nicht zu existieren

7.1.3 Verallgemeinerungen des Dimensionsbegriffs

rk M = Rang eines Moduls (= Maximalzahl linear unabhangiger Vektoren)
H(M) = Minimale Anzahl der Elemente eines EZS

£(M) = Lange eines Moduls

7.1.4 Kerne, Kokerne, exakte Sequenzen

7.1.5 Noethersche Ringe und Moduln

7.2 Darstellungen endlicher Gruppen (liber  T)
vgl. das Buch von Serre

7.3 Kategorien und Funktoren

7.3.1 Der Begriff der Kategorie

EineKategorie&' besteht
() aus einer Klasse
|€] = obE),

welcheObjekte der Kategorie heilen,

(i) aus einer Menge
Hom(X, Y) = Hom?(x, Y)
far je zwei Objekte X, Y der Kategorie, deren Eleméntgphismen mit der
Quelle X und dem Ziel Y heil3en. Fir jedes Element f aus Hom(X, Y) schreibt man

source(f) = X und target(f) = Y

und nennt XQuelle von f und YZiel von f. Man verwendet dann auch die
Bezeichnung

f
f: X - Yoder X3 X.
und sagt, f ist ein Morphismus von X nach Y.
(i) aus einer Abbildung

Hom(X, Y) x Hom(Y, Z) -~ Hom(X, 2), (f, g}~ g=f,
fur je drei Objekte X, Y, Z der Kategorie, welche Morphismen-Komposition heif3t.

Dabei wird gefordert, daR? die folgenden Bedingungen erfillt sind.
€) Die Morphismen Komposition ist assozialtiv, d.h. es gilt

N . fe(g=h) = (f=g)=h
fur je drie Morphismen f, g, h mit
target(h) = source(g) und target(g) = source(f).
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(b) Existenz der identischéviorphismen. Fur jedes ObjektX |E'| gibt es einen

Morphimus
idx 0 Hom(X, X)
mit
fnidx =f
fur jeden Morphismus mit der Quelle X und
idxof =f

fur jeden Morphismus mit dem Ziel X.
(c) Die Hom-Mengen sind paarweis disjuiikt
Hom(X, Y) n Hom(X’, Y’) = O fur (X, Y) # (X', Y’).

7.3.2 Beispiele

Ens - die Kategorie der Mengen
VectK - die Kategorie der Vektorraume uber einem Korper K

Groups - die Kategorie der Gruppen
Rings - die Kategorie der Ringe
Ab - die Kategorie der abelschen Gruppen

FiltK | die Kategorie der filtrierten K-Vektorraume Uber der linear geordneten Menge |

A-Mod - die Kategorie der linken A-Moduln

Die Kategorie der metrischen Raume und kontrahierenden Abbildungen
Die Kategorie der topologischen Raume und stetigen Abbildungen
Interpretation der Gruppen als Kategorie

Interpretation der halbgeordneten Mengen als Kategorie

Interpretation der topologischen Raume als Kategorien

Cat - die Kategorie der Kategorien

Die duale Kategorie

7.3.3 Spezielle Morphismen: Monomorphismen, Epimorphismen,
Isomorphismen, Automorphismen

Ein Endomophismuseiner Kategorié' ist ein Morphismus f: Xo Y mit X =Y.

Ein Morphismus f: X- Y der Kategorieg' heil3tMonomorphismusyenn fir je zwei
unterschiedliche Morphismen g’, g” mit dem Ziel X auch die Kompositiongnuhd
feg” verschieden sind, d.h. die die folgende Implikation besteht
fog’ = fog” U g’ = g".
Ein Morphismus f: X- Y der Kategoriég' heif3t Epimorphismusyenn fuir je zwel
unterschiedliche Morphismen g’, g” mit der Quelle Y auch die Kompositiordn g’
und g"=f verschieden sind, d.h. die die folgende Implikation besteht
g-f=9"f0 g =g"
Ein Morphismus f: X- Y der Kategorie€' heildtisomorphismuswenn es ing einen
Morphismus g: Y- X gibt mit

gef = idx und kg = ick(.
Ein Automorphismus isein Isomorphismus f: X Y mit X =Y.

%2 Diese Bedingung reflektiert die Ansicht, daf? Abbildungen, die zwischen verschiedenen Mengen
abbilden, als verschieden angesehen werden sollten, auch wenn deren Abbildungsvorschriefen dieselben
sind.
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7.3.4 Beipiele: Epimorphie und Surjektivitat, Bijektvitdt und Isomorphie

Sei X eine Kategorie, deren Morphismen Abbildungen sind und deren Morphismen-
Komposition die gewohnliche Zusammensetzung von Abbildungen ist. Dann sind
surjektive Abbildungen Epimorphismen und injektive Abbildungen Monomorphismen.
Beispiet

In der Kategorie der topologischen Raume (oder der Kategorie der metrischen Raume)
ist die natirliche Einbettung

0 - I, X=X,
der rationalen in die reellen Zahlen ein Epimorphismus (welcher nicht surjektiv ist).
Beispiet
Wir betrachten die Kategorie FlgtI mit | = {0,1} (versehen mit der natirlichen

Ordnung). Bezeichne X den Vektorraum K mit der Filtration
00K
und Y den Vektorraum K mit der Filtration
K O K.
Die identischen Abbildung definiert dann einen Morphismus
X SY.

Dieser ist kein Isomorphismus.

7.3.5 Funktoren

7.3.6 Beispiele fur Funktoren

7.3.7 Funktorielle Morphismen (nattrliche Transformationen)

7.3.8 Additive Kategorien (und Beispiele)

7.3.9 Abelschen Kategorien (und Beispiele)

Index

—A—

Abbildung

Faser einer, 75

Koordinaten-, 64

lineare, 30

lineare, Matrix einer, 61
abelsch, 18
adjungierte Abbildung, 147
adjungierter Operator, 155
affiner Unterraum, 36
Algebra, 20
algebraisch abgeschlossen, 112
algebraisch Vielfachheit eines Eigenwerts, 113
Algorithmus

euklidischer, 23
allgemeine lineare Gruppe, 18; 20; 31
anisotrope Bilinearform, 142
anisotroper Vektorraum, 143
anti-linear, 154
antisymmetrisch, 45
antisymmetrisch, 168

A

Aquivalenzrelation, 45

—A—

Assoziativgesetz, 18
A

auBBere Algebra, 203
aulRere Potenz, 208

—A—

Austauschsatz von Steinitz, 49
Automorphismengruppe, 31
Automorphismus, 211

—B—

Basis
duale, 58
Standard-Einheits-, 62
zyklische, beziiglich eines Endomorphismus,
121
zyklische, Hauptvektor einer, 121
Basiswechselmaltrix, 144
Basiswechselmatrix, 66
Basiswechselmatrizen, 66
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beschrankter Komplex, 53

Bilinearform, 142
anisotrope, 142
definit, 142
negativ definite, 142
nicht-entartet, 142
positiv definite, 142
symmetrische, 142

—C—

charakteristisches Polynom, 110

—D—

definite Bilinearform, 142
Diagonalmatrix, 83

Differenz, 14

Dimension, 48

direkte Summe, 34

direkte Summe, 169

direkte Summe von quadratischen Matrizen, 121
direktes Produkt, 34

direktes Produkt von Ringen, 21
Distributivgesetze, 19

duale Abbildung, 68

duale Basis, 58

dualer Vektorraum, 68

— E—

Eigenbasis, 109
Eigenvektor, 109
Eigenwert, 109
algebraisch Vielfachheit, 113
geometrische Vielfachheit, 113
Einbettung
natirliche, 74
Einheit, 19
Einheitengruppe, 20
Einheits-Basis
Standard-, 62
Einheitsmatrix., 15
Einheits-Vektor
Standard-, 62
Einselement, 19
Einsteinsche Summenkonvention, 192
Eintrage, 13
elementare Zeilenoperation, 9
Elementarmatrix, 83
elementarte Operation, 9
elementfremd, 77
Ellipsoide, 168
Endomorphismus
nilpotenter, 119
zyklische Basis bezuglich eines, 121
zyklischer, 121
Endomorphismus, 211
Entartungsraum
einer schiefsymmetrischen Bilinearform, 171
einer symmetrischen Bilinearform, 163
entgegengesetzter Ring, 20
Epimorphismus, 211

erster stabiler Exponent eines Endomorphismus,
135

erweiterte Koeffizientenmatrix, 16

erweiterte Koeffizientenmatrix, 6

Erzeugendensystem einse Vektorraums, 35

Erzeugnis, 35

erzeugte Unterraum, 35

euklidisch, 142

Euklidischer Algorithmus, 23

exakt, 53

exakte Sequenz, 53; 195

exakter Komplex, 53

— F—

Fahne von Vektorraumen, 116
Faser
einer Abbildung uber einem Punkt, 75
Folgen komplementarer Zeilen-Indizes, 103
Folgen von komplementaren Spalten-Indizes,
103
frei erzeugte K-Vektorraum, 36

—G—

GauRB-Algorithmus, 4
geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts, 113
Gleichheit, 45
Gleichungssystem

lineares, Ldsung eines, 5
GroRerrelation, 46
grolRter gemeinsamer Teiler, 23
Gruppe

symmetrische, 75
Gruppe, 17
Gruppen-Homomorphismus, 18
Gruppenmultiplikation, 18
Gruppenoperation, 18

—H—

halbgeordnete Menge, 45

Hauptraum, 136

Hauptvektor einer zyklischen Basis, 121
hermitische Form, 153

hermitische Matrizen, 154

hermitisches Skalarprodukt, 154
hermitisches Standard-Skalarprodukt, 155
hinreichend groRer Korper, 112; 151
homogen, 16

homogene Elemente des Grades n, 198
homogener Bestandteil, 198
Homomorphismus v on Ringen, 19
Homomorphismus von Ring mit 1, 20
Hyperbel, 168

Hyperboloide, 168

imaginare Einheit, 27
Imaginarteil, 27
inhomogen, 16
Invaranten, 109
invariant, 117
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inverses Element, 18

Isometrie, 158

isometrisch, 158

Isomorphismus, 211

Isomorphismus von Ringen (mit 1), 20
isotroper Vektor, 143

isotroper Vektorraum, 143

—J—

Jordan-Basis, 140

Jordanblock, 120

Jordan-Zerlegung eines nilpotenten
Endomorphismus, 129

— K—

Kategorie

Morphismus einer, 210
Kategorie, 210
Kern, 37
Kette, 45
Kleinergleichrelation, 46
Koeffizientenmatrix, 16

erweiterte, 6
Koeffizientenmatrix, 6
Kokern, 180
kommutativ, 18
kommutativer Ring, 19
Komplement

orthogonales, 155
komplementare Matrix, 95
komplementare Teilmatrix, 103
Komplex

beschrankter, 53

von Vektorraumen, 53
Komplex von endlicher Léange, 53
komplexe Konjugation, 27
Konjugation, 29
Konjugation, 156
konjugiert, 108
kontravarianter Tensor, 191
Koordinaten eines Tensors, 190
Koordinaten eines Tensors, 189
Koordinatenabbildung, 43
Koordinaten-Abbildung, 64
Korper

hinreichend groR3er, 151
Korper, 22
Korper der Charakteristik 2, 91
Korper, hinreichend grof3er, 112
kovarianter Tensor, 191
Kronecker-Symbol, 35

——

Lange, 155
endliche, eines Komplexes, 53
linear, 45
linear abhangig, 39
linear geordnet, 45
linear unabhéngig, 39
lineare Abbildung, 30
linearer Automorphismus, 30

linearer Endomorphismus, 30

linearer Isomorphismus, 30

linearer Unterraum, 30

Linearitat der natirlichen Abbildung, 36
Linearkombination, 39

Lésung eines linearen Gleichungssystems, 5

—M—

Matrix
Diagonal-, 83
direkte Summe von, 121
Elementar-, 83
Koeffizienten-, 6
Koeffizienten-, erweiterte, 6
nilpotente, 119
Permutations-, 83
Matrix einer Bilinearform, 144
Matrix einer linearen Abbildung, 61
Minimalpolynom, 134
Minor, 95
Monomorphismus, 211
Morphismus einer Kategorie, 210
Multiplikationsmatrix, 83

—N—

natlrliche Abbildung, 36
natirliche Einbettung, 35
natirliche Einbettung, 74; 199
natirliche Paarung, 143

natirliche Paarung eines Vektorraums mit seinem

Dual, 147
negativ definite Bilinearform, 142
Negatives, 14
neutrales Element, 18
nicht-entartete Bilinearform, 142
nicht-entartete Paarung, 142
nilpotente Matrix, 119
nilpotenter Endomorphismus, 119
n-linear, 199
Normalform, 109
Nullelement, 19
Nullmatrix, 20
Nullmatrix, 14

—0O—

obere Schranke, 46
Objekt einer Kategorie, 210
Operation

elementare, 9

elementare Zeilen-, 9
Ordnung eines Endomorphismus, 119
Ordnung eines Vektors bzgl. eines

Endomorphismus, 121
orthogonal, 150; 151; 155; 160
orthogonale Transformation, 158
orthogonales Komplement, 155
orthogonales Komplement, 168
orthonormiert, 151; 155
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—P— Tensor-Algebra, 198
Tensoren, 182

Paar sich schneidender Geraden, 168 total isotroper Unterraum, 143
Paarung transitiv, 45

natlrliche, 143 transponierte Matrix, 25

naturliche, eines Vektorraums mit seinem trivial, 39

Dual, 147 Typ, 13

nicht-entartete, 142
Paarung, 142 —U—
Paraboloide, 168
Permutationsmatrix, 83 Unbestimmten, 16
Position, 13 unitar, 162
positiv definit, 154 Universalitatseigenschaft, 180
positiv definite Bilinearform, 142 Universalitatseigenschaft, 180
Produkt, 14 universell, 180
Produktmenge, 17 Unterraum
Projektion auf den j-ten Faktor, 34 total isotroper, 143

Unterraumkriterium, 31
_Q_
—\V—
Quelle, 210
Vektor
—R— isotroper, 143
Standard-Einheits-, 62

Rang, 163 Vektoraum, 30
Rang einer linearen Abbildung, 72 Vektorraum
Realteil, 27 anisotroper, 143
reflexiv, 45 dualer, 68
Reihenzahl, 13 isotroper, 143
Relation, 45 Vektorraume mit Skalarprodukt, 147
Restklasse einer ganzen Zahl, 18 Vektorraun
Ring, 19 Erzeugendensystem eines, 35

entgegengesetzter, 20 vergleichbar, 45
Ring der komplexen Zahlen, 26 verkettet, 15
Ring der Quaternionen, 28 Vielfachheiten
Ringhomomorphismus, 19 algebraische, 113

geometrische, 113
—S— voller Matrizenring, 20
vollstandige Fahne von Vektorraumen, 116

Schiefkorper, 22 Vorzeichen, 78

schiefsymmetrisch, 168
Signatur, 163

Skalarprodukt, 142 —W—
Skalarprodukt der Relativitatstheorie, 145 Wohlordnungssatz, 45
Spalte, 13
Spaltenrang, 72 -7
Spaltenvektor, 13
Spaltenvektor der rechten Seiten, 16 Zeile, 13
Spaltenzahl, 13 Zeilenoperation
Standard-Einheits-Basis, 62 elementare, 9
Standard-Einheits-Vektor, 62 Zeilenrang, 72
Standard-Skalarprodukt, 145 Zeilenvektor, 13
Struktur-Homomorphismus, 198 Zerlegung
Summe, 14 in f-zyklische Unterrdume, eines nilpotenten
symmetrisch, 45 Endomorphismus, 129
symmetrische Bilinearform, 142 Jordan-Zerlegung eines nilpotenten
symmetrische Gruppe, 75 Endomorphismus, 129
symmetrische Potenz, 204 Ziel, 210
symplektisch, 168 Zornsches Lemma, 45
symplektischer Vektorraum, 168 zyklisch, 121
zyklische Basis bezlglich eines
—T— Endomorphismus, 121
zyklischer Endomorphismus, 121
Tensor, 191
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zyklischer Vektorraum bzgl. eines Zyklus, 77
Endomorphismus, 121
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