EinfUuhrung in die algebraische K-Theorie
Vorlesung im Sommersemester 2013

Di 11-13 Uhr Hs 15
Fr 13-15 Uhr SG 1-10

Bezeichnungen

Bn(X, A) abelsche Gruppe der n-Réander des topologischen Raums X mit
Koeffizienten in der abelschen Gruppe A, vgl. 1.1.1

Cn(X) abelsche Gruppe der n-Ketten des topologischen Raums X, vgl. 1.1.1

Cn(X, A) abelsche Gruppe der n-Ketten des topologischen Raums X mit
Koeffizienten in der abelschen Gruppe A, vgl. 1.1.1

C.(G, A Standardkomplex der Gruppe G mit Koeffizienten in der abelschen
Gruppe A, vgl. 2.1.3.1

D(A) die Untergruppe der entarteten Simplexe der simplizialen abelschen
Gruppe A, vgl. 2.1.2.3.

ad Randoperator auf den Ketten eines topologischen Raums, vgl. 1.1.1.

A Kategorie der Mengen [n] mit n = 1,2,3,... und schwach monoton
steigenden Abbildungen, vgl. 1.4.7 und 1.4.8.

A ¢ Seitenabbildung zur monoton steigenden Abbildung f:[m] — [n], vgl.
1.4.11.

0A[n] = A[n] die simpliziale Menge, die den Rand des n-dimensionalen Standard-
Simplex beschreibt, sieche Anhang ‘Simpliziale Mengen/Beispiele’

An n-dimensionales Standard-Simplex, vgl. 1.1.1

Hn(G, A) n-te Homologie der Gruppe G mit Koeffizienten in der abelschen
Gruppe A, vgl. 2.1.3.1.

Hn(X, A) n-te singulare Homologie des topologischen Raums X mit Koeffizienten
in der abelschen Gruppe A, vgl. 1.1.

Hn(X,Y, A) n-te singulare Homologie des topologischen Raums X relativ zum
Unterraum Y mit Koeffizienten in der abelschen Gruppe A, vgl. 1.1.1

| Einheitsintervall [0,1] der reellen Geraden, vgl. 1.1.1.

N Teilkategorie der Kategorie I der Objekte unterhalb von i, vgl. 2.1.4.7.

N Kategorie der f-Objekte unterhalb von 1 (mit einem Funktor {:C—D und
einem Objekt i € IDI), vgl. 2.1.5.1.

In Teilkategorie der Kategorie I der Objekte oberhalb von i, vgl. 2.1.4.8.

f/i Kategorie der f-Objekte oberhalb von i (mit einem Funktor f:C—D und
einem Objekt 1 € IDI), vgl. 2.1.5.2.

K(X) Grothendieck-K-Gruppe des topologischen Raums X, vgl. 1.3.2.



KiM die i-te K-Gruppe der exakten Kategorie M, vgl. 2.2.4.

Ord := A, Kategorie der geordneten endlichen Mengen [n] = {0,...,n} und
schwach monoton steigenden Abbildungen, vgl. 2.1.5.8.

P(A) die Kategorie der projektiven endlich erzeugte Moduln tiber dem Ring A,
vgl. 2.2.6

QM) die Subquotienten-Kategorie der exakten Kategorie M, vgl. 2.2.2.1.

nl(X, X) fundamentale Gruppe des topologischen Raums X im Punkt x, vgl.
1.2.1

nn(X, X) n-te Homotopie des topologischen Raums X im Punkt x, vgl. 1.2.3.

nn(X, A, x) n-te (relative) Homotopie des topologischen Raums X bezuiglich des

Unterraums A im Punkt x, vgl. 1.2.4.

S der Funktor Top — (Simpliziale Mengen), welcher jedem

topologischen Raum Y die simpliziale Menge aller singularen Simplexe
von Y zuordnet, vgl. 2.1.5.8.

sl Einheitssphare der Dimension 1, vgl. 1.2.2.
sh Einheitssphare der Dimension n oder auch n-Sphire, vgl. 1.2.3.
tot(K) der einfache Komplex zum Doppelkomplex K, vgl. ‘Die beiden
Spektralsequenzen zu einem Doppelkomplex’.
Upe y = Up universelle Familie des darstellbaren Funktors f mit dem darstellenden
’ Objekt X, sieche Anhang ‘Darstellbare Funktoren’.
X Menge der n-Simplexe der simplizialen Menge X, vgl. 1.4.9.

n
Zn(X, A) abelsche Gruppe der n-Zyklen des topologischen Raums X mit

Koeffizienten in der abeslchen Gruppe A, vgl. 1.1.1
1 der injektive Morphismen der Subquotienten-Kategorie zur Inflation i

einer exakten Kategorie, vgl. 2.2.4.

I der surjektive Morphismus der Subquotienten-Kategorie zur Deflation j
einer exakten Kategorie, vgl. 2.2.4.

[n] die Menge {0,1,...,n} der ersten n natiirlichen Zahlen einschlieflich der
Null, vgl. 1.4.8.

Kl geometrische Realisierung des Simplizialkomplexes K, vgl. 1.4.4.

1. Motivation

Die algebraische K-Theorie hat ihren Ursprung in der algebraischen Topologie und
versucht die sogenannte topologische K-Theorie von Grothendieck zu verallgemeinern.

Tatsachlich gibt es eine ganze Reihe von Verallgemeinerungsversuchen, von denen die
wichtigsten die

K-Theorie von Milnor und die
K-Theorie von Quillen

sind.

Die K-Theorie _von Milnor ist eine fruhe Variante der K-Theorie, welche die
Konstruktionen der topologischen K-Theorie von der Kategorie der topologischen
Réaume in die Kategorie der Korpererweiterungen zu uibertragen versucht. Die Definition
der K-Gruppen hat einen expliziten, rezeptartigen, technischen Charakter.




Die K-Theorie von Quillen ist eine der spaten K-Theorie-Konstruktionen. Alle spateren
Konstruktionen in diesem Kontext scheinen nur leichte Varianten der Konstruktion von
Quillen zu sein. Die Konstruktion ist von hochgradig theoretischer Natur: nur in ganz
einfachen Fillen lassen sich die Quillen-K-Gruppen berechnen.

Die Konstruktion der K-Gruppe von Quillen 146t sich fur jede (additive) Kategorie
durchfuhren, so dal man im Prinzip fur jede mathematische Disziplin K-Gruppen
definieren lassen. Insbesondere sind die Quillen-K-Gruppen immer dann definiert,
wenn es die Milnor-K-Gruppen sind.

Die Frage nach der Beziehung zwichen den Quillen-K-Gruppen und den Milnor-K-
Gruppen ist Gegenstand einer der tiefliegensten Vermutungen der Gegenwart, der
Bloch-Kato-Vermutung. Vereinfachend konnte man sagen, nach der Bloch-Kato-
Vermutung ist die Milnor-K-Theorie ein Rezept fur die Berechnung der Quillen-K-
Gruppen im Fall von Korpern.

Der Beweis eines Spezialfalls der Bloch-Kato-Vermutung (die sogenannte Milnor-
Vermutung) hat weitreichende algebraische Konzequenzen, insbesondere in der
Zahlentheorie, und gestattet zum Beispiel die Klassifikation der Divisionsalgebren uiber
einem gegebenen Korper.

Voevodsky hat einen Beweis der Bloch-Kato-Vermutung angekiindigt. Details sind
jedoch noch nicht bekannt.

Dies ist eine Ubersichtsvorlesung. Ziel ist die Beschreibung der Arbeit

Quillen, D.: Higher algebraic K-theorie, Lecture Notes in Math. 341 (1973), 77-139.

Die Betonung der Vorlesung soll auf der Erklarung der Konstruktionen und weniger auf
den Details von Beweisen liegen.

Wir beginnen mit der Beschreibung des Zusammenhangs der K-Theorie mit anderen
Konstruktionen der algebraischen Topologie.

1.1. Homologie

1.1.1 Kurven, Ketten, Rander, Zyklen, Homologie-Gruppen
Sei X ein topologischer Raum. Eine Kurve von X ist eine stetige Abbildung
v:1:=1[0,1] —- X.

Man nennt dann P := y(0) Anfang und Q := y(1) Ende der Kurve und sagt, y sei eine
Kurve von P nach Q.




Zur Durchfuhrung algebraischer Konstruktionen ist es sinnvoll die Addition von
Kurven zu definieren. Unter der Summe einer Kurve von P nach Q und einer Kurve
von Q nach R stellt man sich dabei eine Kurve von P anch R vor.

Wir setzen deshalb

CI(X) := freie abelsche Gruppe, die von den Kurven von X erzeugt wird.

Analog sei
C O(X) := freie abelsche Gruppe die von den Punkten von X erzeugt wird

und
freie abelsche Gruppe die von den stetigen Abbildungen

C(X) =28, — X

erzeugt wird
Dabei bezeichne An das Standard-Simplex der Dimension n,

v — n+1
An ={x= (xo, - Xn) ER I X0

Die Elemente von Cn(X) heilen n-Ketten oder auch n-dimensionale Ketten X. Mit

+ ...+ Xn =1,0= Xi fur jedes i}

anderen Worten, n-Ketten sind endliche Linearkombinationen von stetigen Abbildungen
An — X mit ganzzahligen Koeffizienten. Nimmt man stattdessen

Linearkombinantionen mit Koeffizienten aus einer abelschen Gruppe, so erhiltt die
abelsche Gruppe
Cn(X’ A)

der n-Ketten mit Koeffizienten in A.



Jeder Kurve kann man so die Differenz aus Anfang und Ende zuordenen,

ay)=P-Q.

Durch lineare Fortsetzung erhélt man so eine Z-lineare Abbildung
0: Cl(X) — CO(X)
Allgemeiner erhélt man fur jedes n eine Z-lineare Abbildung
9 Cn(X) — C  (X),
welche jede Kette auf deren Rand abbildet.

n-1

Verwendet man anstelle von ganzzahligen Linearkombinationen solche mit
Koeffizienten aus einer abelschen Gruppe A, so erhalt man Gruppen-Homomorphismen

9: Cn(X,A) — Cn-l(X’A)’
welche auch Rand-Operatoren heif3en. Ist A ein Ring, so sind diese sogar A-linear. Die

Ketten im Kern dieses Operators, d.h. die Ketten ohne Rand, heilen auch n-Zyklen und
werden mit

Zn(X, A) :=Ker(9: Cn(X,A) — Cn-l(X’A))

bezeichnet. Die n-Ketten, welche Rander sind, bilden ebenfalls eine Untergruppe von
Cn(X,A), welche mit



B (X, A):=Im(@:C_, (X.A) — C_(X.A))

bezeichnet wird.
Es ist nicht schwer, zu zeigen, da} jeder Rand ein Zyklus ist, d.h.die Rander bilden
eine Untergruppe der Gruppe der Zyklen,

Bn(X, A) C Zn(X, A).
Die Ketten von X bilden also zusammen mit den Randoperatoren einen Komplex
0 d 0 0
(C(XaA)a a) — Cn+1(X’A) — Cn(XoA) — Cn-l(X’A) —_— ...

den Komplex der singuldren Ketten des topologischen Raums X.

Die Faktorgruppe
Hn(X, A) = Hn(X, A)/Bn(X, A) = Hn(C(X,A))

heift n-te singulare Homologie von X mit Koeffizienten aus A.

Ist Y C  ein Unterraum des topologischen Raums X, so ist jede Kette von Y auch

eine Kette von X, der Komplex der singularen Ketten von Y ist deshalb ein
Teilkomplex des Komplexes der singuldaren Ketten von X,

C(Y, A) C C(X, A).
Der zugehorige Fakgtorkomplex wird mit
CX,Y,A) :=C(X, A/C(Y, A
Er besteht aus Ketten von X, wobei man zwei solche Ketten, die sich um eine Kette von

Y unterscheiden, als gleich ansieht. Die Homologie dieses Komplexes,
H (X, Y, A):=H (CX, Y, A)

heiflt auch n-te relative singulare Homologie von X bezuglich Y mit Koeffizienten aus
A.

1.1.2 Literatur

Die Eigenschaften der singularen Homologie-Gruppen wird in den Lehrbuichern der
algebraischen Topologie beschrieben, wie zum Beispiel in

Spanier, E.H.: Algebraic topology, Mc-Graw-Hill, New York 1966

Dold, A.: Lectures on algebraic topology, Springer, Heidelberg 1972
Switzer, R.M.: Algebraic topology - homotopy and homology, Springer, New York
1975

siehe auch das Vorlesungsmanuskript Herzog, Algebraische Topologie.

Herzog, B.:Algebraische Topologie,
www.mathematik.uni-leipzig.de/ ~herzog/Manuskripte/Manuskripte.html

1.1.3 Eigenschaften

Einige der wichtigsten Eigenschaften sind die folgenden:
1) Hn(X, A) héangt funktoriell von X und A ab.

2) Hn(X, Y, A) héangt funktoriell von (X, Y) und A ab.

3) Homotope' (stetige) Abbildungen topologischer Raume induzieren dieselben
Abbildungen auf den Homologie-Gruppen. Insbesondere sind die hoheren
Homologie-Gruppen (n > 0) kontrahierbarer Raume? trivial.

" d.h. solche Abbildungen, die sich stetig ineinander uiberfithren lassen. Zwei stetige Abbildungen



4)  Fur jeden topologischen Raum X und jeden Unterraum Y hat man eine exakte
Sequenz

—> Hn(Y’ A) — Hn(X, A) — Hn(X,Y, A) — Hn-l(X’ A) — ...
5)  Allgemeiner hat man fur jeden topologischen Raum X und Unterraume
X2OYDZ
eine exakte Sequenz
— > Hn(Y,Z, A) — Hn(X,Z, A) — Hn(X,Y, A) — Hn—l(Y’Z’ A)— ...

6) Hn(X, A) = 0 fur Mannigfaltigkeiten, Simplizialkomplexe und Zellkomplexe X

einer Dimension < n.

1.1.4 Anwendungen
Einige wichtige Satze der Theorie der Homologie-Gruppen sind die folgenden:

1)  Brauerscher Fixpunkt-Satz. Jede stetige Abbildung der kompakten Vollkugel in
sich besitzt einen Fixpunkt.

2)  Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nicht-konstante Polynom mit komplexen
Koeffizienten besitzt eine komplexe Nullstelle.

3) Satz vom Igel. Jedes stetige Vektorfeld auf der Kugeloberflache besitzt eine
Nullstelle.

4)  Klassifikation der kompakten Riemannschen Flache. Jede kompakte Riemannsche
Flache entsteht aus der Kugel-Oberflache, indem man in die Kugel endlich viele
Locher bohrt. Die Anzahl der Locher heiit Geschlecht der Riemannschen Flache

X und ist gleich
1 ..
g(X) = fdlmR HI(X’ R)
Beispiel.
Ist X ein Torus,
_P_,_;—'—'_'_'_—\—_‘_‘—h_\___-
. "--C:F_ _:“3..;- -
—
Dann gilt
dlmR HI(X’ R) =2.
g X— X’

von topologischen Raumen heiflen homotop, wenn es eine Homotopie
Ht:X—>Y,Osts 1,

gibt, d.h. eine stetige Abbildung XxI — Y, (x,t) » H t(X)’ mit

H0=fundH1=g.

? Ein topologischer Raum heiBt kontrahierbar, wenn die identische Abbildung homotop ist zu einer
konstanten Abbildung.



Als Erzeuger des zwei-dimensionalen Vektorraums Hl(X’ R) kann man die

Restklassen der beiden geschlossenen Kurven verwenden, die untenstehend skitziert
sind.

1.2 Homotopie

1.2.1 Die fundamentale Gruppe

Die oben definierte erzwungene Art der Addition von Kurven, indem man die Kurven
als Elemente der von ihnen erzeugten abelschen Gruppe aufffafit, ist etwas fragwiirdig.
Es liegt die Frage nahe, ob man diese Addition nicht in einer etwas naturlicheren Art
definieren kann, zum Beispiel, indem man die Addition als hintereinander Ausfuhren
von Wegen einfuhrt. Die Zusammensetzung der Wege

y: 1 — X und 8: I — X mit y(1) = §(0)°,
konnte der Weg y+0 von y(0) nach d(1) sein mit

—

Y20 fur Ost =<3
(y+0)() :=

0(2t-1) fl:ll”lzs t <1

Die beiden Wege werden nacheinander durchlaufen und liefern eine Weg, der im
Anfang des ersten beginnt und am Ende des zweiten endet.

Fixiert man einen Punkt x und betrachtet nur die Wege von x nach x, so kann man je
zwel solche Wege zusammensetzen. Die Menge dieser Wege ist jedoch keine Gruppe.
Sie wird jedoch zur Gruppe, wenn man homotope Wege identifiziert.

Zwei Wege

Vv 1—Xundd: I —X
von x nach x heilen homotop, wenn man sie stetig ineinander iiberfuhren kann, d.h. es
gibt eine Homotopie Ht von y nach 9§, d.h. eine Familie

Ht:I—>X,s =3 Ht(s),Osts 1,
von Wegen von x nach x mit
IxI— X, (s, t) — Ht(s),

stetig und H, = y und H1 = 0. Auf diese Weise ist eine Aquivalenz-Relation definiert

0
und die Menge der Aquivalenzklassen wird mit
T, (X, x)

3 d.h. das Ende von y ist gleich der Anfang von 0.



bezeichnet. Die Zusammensetzung von Wegen definiert auf diesen Aquivalenzklassen
die Struktur einer Gruppe, welche fundamentale Gruppe oder erste Homotopie-Gruppe
von X im Punkt x heif3t.

1.2.2 Eine Variante der Konstruktion

Man kann diese Definition noch etwas modifizieren, indem man das Einheitsintervall I
durch den Einheitskreis

sl (xeR?I Ixll =1}
ersetzt und diesen als punktierten Raum mit dem ausgezeichneten Punkt Py = (1,0)
versieht. Die Raum X muB man dann ebenfalls als punktierten Raum mit dem

ausgezeichneten Punkt x ansehen, und anstelle der Wege von x nach x mufl man die
stetigen Abbildungen

v S1 — X, y(po) = X.

punktierter Rdume betrachten (d.h. der stetigen Abbildung, die die ausgezeichneten
Punkte ineinander uiberfuhren). Zwei solche Abbildungen heilen homotop, wenn sie in
ein und derselben Homotopie vorkommen, d.h. einer Familie

el _
Ht.S —>X,Ht(p0)—x,05tsl

von stetigen Abbildungen punktierter Rdume mit slxi — X, (5, ) Ht(s), stetig.

Man erhalt wieder eine Aquivalenzrelation und die Menge der Aquivalenzklassen ist die
oben definierte erste Homotopie-Gruppe.

1.2.3 Hohere Homotopie-Gruppen

Die eben durchgefuhrte Konstruktion lat sich auch durchfuhren, wenn man den

punktierten Raum s

durch den punktierten Raum
shi={xeR™! | Ixil=1}
mit dem ausgezeichneten Punkt Py = (1, 0, ... , 0) ersetzt. Homotopien von stetigen
Abbildungen
Ht: st X, Ht(pO) =x,0=st=1,
punktierter Rdume werden in analoger Weise wie oben definiert und man erhélt wieder
eine Aquivalenz-Relation. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit
nn(X, X)
bezeichnet und 146t sich fur n > 0 mit einer Gruppenstruktur n (die Definition

der Komposition ist komplizierter und soll hier ausgelassen werden). Die so definierte
Gruppe hei3t n-te Homotopie-Gruppe von X im Punkt x.

Im Fall n = 0 ist nn(X, X) nur eine punktierte Menge. Fur n > 1 ist nn(X, X) eine

abelsche Gruppe. Die fundamentale Gruppe ist im allgemeinen nicht abelsch.

1.2.4 Relative Homotopie

Seien X ein topologischer Raum, A C X ein topologischer Raum uns x € A ein Punkt.
Wir bezeichnen mit

P(X, A, x)
die Menge der Wege von X, welche in x beginnen und in einem Punkt von A enden,
und versehen diese Menge mit der kompakt-offenen Topologie.* Die Gruppe

* Fur jede kompakte Teilmenge K C I und jede offene Teilmenge U C X betrachte man die Menge
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m (X, A %) =1 (PX AL X), vp)

heift dann n-te relative Homotopie-Gruppe von X bezuiglich A. Dabei bezeichne Yo den

konstanten Weg in P(X, A, x).

1.2.5 Eigenschaften der Homotopie-Gruppe
Einige der wichtigsten Eigenschaften sind die folgenden.

1) nn(X, x) hdngt funktoriell vom punktierten Raum (X,x) ab.

2)  Homotope® (stetige) Abbildungen topologischer punktierter Riume induzieren
dieselben Abbildungen auf den Homotogie-Gruppen. Insbesondere sind die

Homotogie-Gruppen kontrahierbarer Raume trivial.

3)  Fur jeden topologischen Raum X, jeden Unterraum Y C X und jeden Punkt x€Y

hat man eine exakte Sequenz
. —> nn(Y,x) — nn(X,x) — nn(X,Y,x) — nn_l(Y,x) —_— .. —> rcO(Y,y)
4)  Allgemeiner hat man fur jeden topologischen Raum X, Unterraume
X2OYDZ
und Punkte x € Z eine exakte Sequenz
e —> nn(Y,Z,x) — nn(X,Z,x) — nn(X,Y,x) — nn_l(Y,Z,x) _— ... —> rcO(X,Y,y)

5) Seif: X — Y cin Faserbiindel mit der Faser F, d.h. die Fasern 1(y) von f

lassen sich fur alle Punkte y € Y mit F identifizieren® und fir jeden Punkt y € Y

gebe es eine offen Umgebung V C Y derart, daB man die Einschrinkung

¢l
ity TV —V

mit der Projektion VXF — V auf den ersten Faktor identifizieren kann. Dann hat

man eine exakte Sequenz
— Jtn(B,b) — nn(X,b) — nn(Y,y) — Jtn_l(B,b) _ .. —> JtO(Y,y)

mitb € B und y := f(b).

6) Die letzte exakte Sequenz besteht im allgemeineren Kontext der schwachen

Faserbiindel

App(K, U) (N P(X, A, x)

der Abbildungen y: T —> X von P(X, A, x) mit y(K) C U. Die endlichen Durchschnitte aller

Mengen dieser Gestalt sollen dann eine Topologie-Basis des Raums P(X, A, x) bilden.

> d.h. solche Abbildungen, die sich stetig ineinander iiberfihren lassen. Zwei stetige Abbildungen
e X— X

von topologischen Raumen heiflen homotop, wenn es eine Homotopie

Ht:X—>Y,Ostsl,

gibt, d.h. eine stetige Abbildung XxI — Y, (x,t) » H t(X)’ mit

H0=fundH1=g.

6 Je nach Wahl der geometrisdchen Kategorie bedeute dies, f_l(y) homodomorph, diffeomorph oder
biholomorph zu F u.s.w.
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f: X — Y, B:=1(b),
d.h. fur stetige Abbildungen f mit der folgenden Eigenschaft: fur jede Homotopie’
Ht:u~V:Dn%Y,Osts 1,

zweier stetiger Abildungen u, v: D! — Y einer Vollkugel D™ mit Werten in Y
und jede Anhebung®

u:D" =X
von u entlang f gibt es eine Anhebung

v:D' =X
und eine Homotopie

ﬁt:rﬁjaf\\;:DneY

mit fOﬁt = Ht fur jedes t.

7)  Satz von Hurwitz. Fur jeden punktierten topologischen Raum (X, x) gibt es
naturliche Gruppen-Homomorphismen

nq(X,x) — Hq(X,{x}, 7).

Ist X ein (n-1)-zusammenhangender Raum mit n = 2, d.h. X ist wegeweise
zusammenhéangend und alle Homotopie-Gruppen bis zur (n-1)-ten sind trivial, so
sind diese Gruppen-Homomorphismen Isomorphismen fur q =< n und
Epimorphismen fur n < q.

ImFalln=1ist HI(X,{X}, 7)) die Faktorkommutator-Gruppe von nl(X,X).

1.2.6 Vergleich mit der Homologie
Im Gegensatz zur Homologie muf3 J'En(X,X) fur n grofBer als die Dimension von X nicht

trivial sein. Allgemein sind die Homotopie-Gruppen sehr viel schwerer zu berechnen als
die Homologie-Gruppen.

Selbst fur die Sphéren X = S™ sind nicht alle Homotopie-Gruppen bekannt. J.-P. Serre
hat fur die Berechnung der wichtigsten Homotopie-Gruppen der Spharen die
Fieldsmedaille erhalten.

Eine besondere Rolle spielen die Homotopie-Gruppen in der Theorie der
Vektorraumbiindel. Das hangt damit zusammen, da3 man fur jede glatte Abbildung

i X—Y

glatter Mannigfaltigkeiten und jedes Vektorraumbiindel V auf Y ein Vektorraumbundel
*V auf X konstruieren kann, dessen inverses Bild, und dal homotope Abbildungen f
isomorphe inverse Bilder liefern. Die Frage nach der Existenz von Vektorraumbundeln
auf X fuhrt deshalb auf die Frage nach der Existenz von Homomotopie-Klassen von
Abbildungen.

7 d.h. die Abbildung D"xI — Y, (d, t) » H [(d), ist stetig, und es gilt H = u, H = v.

0 1

® d.h. u ist stetig, und es gilt feu = u.
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1.3 K-Theorie

1.3.1 Vektorraumbiundel
Ein (reelles) schwaches Vektorraum-Biindel vom Rang n ist eine stetige Abbildung

. X—Y

mit der Eigenschaft, da fur jeden Punkt y € Y die Faser f l(y) uber y ein (reeller)

Vektorraum der Dimension n ist. Der Raum X heift dann Bundelraum des schwachen
Biindels und der Raum Y heif3t Basisraum.

Seien jetzt
X—Yundf: X’ —Y’
zwei (reelle) schwache Vektorraumbiindel (welche nicht notwendig vom selbem Rang
sein mussen). Ein Morphismus
wf—f

ist eine stetige Abbildung u: X — X’ mit f’eu = f, derart da3 die Einschrankungen von

u auf die Fasern von f lineare Abbildungen sind. Man kann auch sagen, Morphismen
von schwachen (reellen) Vektorraum-Biindeln sind kommutative Diagramme

u
X — X
N
Y

stetiger Abbildungen mit der Eigenschaft, dal die FEinschrankungen der oberen
horizontalen Abbildungen auf die Fasern der beiden anderen Abbildungen linear sind.

Die (reellen) schwachen Vektorraum-Biindel bilden eine Kategorie. Insbesondere ist
klar, was man unter einem Isomorphismus schwacher Vektorraum-Buindel zu verstehen
hat.

Ein (reelles) Vektorraum-Biindel vom Rang n ist ein (reelles) schwaches Vektorraum-
Bundel

£ X—Y
des Rangs n mit der zusatzlichen Eigenschaft, daf3 es fur jeden Punkty € Y eine offene
Umgebung V C Y von y derart gibt, daB sich die Einschriankung
1
ﬂf‘l(V)' (V) -V

(in der Kategorie der schwachen Vektorraum-Biindel)’ identifizieren 148t mit einer
Projektion

WxV — V, (W,v) b vV,
wobei W ein (reeller) Vektorraum der Dimension n ist.
Beispiel
Fur jeden Vektorraum V und jeden topologischen Raum Y hat

YXV—Y,(y,V) by,
die Struktur eines Vektorraumbuindel. Es heiflt triviales Bundel auf Y. Jedes

Vektorraumbiindel kann man sich durch einen Verheftungsprozef von trivialen Biindeln
entstanden denken.

Beispiel

? d.h. mit Hilfe von Isomorphismen aus dieser Kategorie.
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Fur jede glatte (reelle) Mannigfaltigkeit M ist das Tangentialbiindel ein (reelles)
Vektorraumbiindel. Tangentialbiindel sind im allgemeinen nicht isomorph zum trivialen
Biindel.

T (M)
op V

TD (M)

/

Beispiel
Fur jede glatte Teilmannigfaltigkeit M einer glatten Mannigfaltigkeit N ist das Normalen-
Bundel ein Vektorraum-Buindel
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Beispiel
Seien K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen und

n n+l_
IP’K = {[XO, s xn] I (XO, s xn) e K {(0,...,0) }
mit
[XO, ey xn] = K‘(XO, ey xn)
der reelle oder komplexe projektive Raum. Jeden Punkt dieses Raumes kann man

Kn+1

gleichzeitig als Gerade durch den Ursprung des ansehen. Zu jedem Punkt des

Projektiven Raumes gehort also eine Gerade des K™+ Diese Geraden lassen sich zu
einem Geradenbundel (d.h. einem Vektorraumbuindel vom Rang 1) zusammenkleben.
Sie definieren ein Teilbundel des trivialen Bundels

PIH( x ghtl
mit dem Biindelraum'
B = {(xp) EPg x K" 1pex)
und der Bundelabbildung
B— IP%, (xX,p) » X.

Dieses Buindel heifit auch_tautologisches Buindel des projektiven Raums: die Faser uiber
dem Punkt x besteht aus allen Punkten der Geraden x.

Beispiel

Seien K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen, V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und

G (V)

die Gramann-Mannigfaltigkeit der r-dimensionalen linearen Unterraume von V. Jeder
Punkt von Gr(V) laBt sich auch als r-dimensionaler Vektorraum auffassen. Die

disjunkte Vereinigung dieser Vektorraume ist Bundelraum eines Vektorraumbiindels
vom Rang r auf Gr(V)’ welches tautologisches Buindel heif3t.

Im Fall r = 1 erhdlt man einen projektiven Raum, welcher Projektivierung des
Vektorraums V heift.

Beispiel

' Der Biindelraum besteht aus allen Paaren (x, p) aus einem Punkt x des projektiven Raums und einem

Vektor p des Kn+1 mit der Eigenschaft, daf} p auf der Gerade x liegt.
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Seien Y ein (regulirer)'' topologischer Raum und V, V'’ zwei Vektorraumbiindel auf Y.
Dann besitzt die Menge
HomY(V, V)

der Biindel-Morphismen V — V’ selbst die Struktur eines Vektorraumbiindels.
Beispiel

Viele Operationen mit Vektorraumen wie der Dualraum, die direkte Summe, die
Tensorpotenzen oder die duBeren Potenzen lassen sich auf den Fall von Vektorraum-
Biundeln uibertragen liefern neue Vektorraumbuindel.

Kern und Kokern von Morphismen von Vektorraumbiuindeln liefern im allgemeinen
keine Vektorraumbiindel (da sich der Rang der auf den Fasern induzierten linearen
Abbildungen von Punkt zu Punkt dndern kann).

1.3.2 Die Konstruktion von Grothendieck

Sei X ein topologischer Raum. Betrachten wir die Menge der Isomorphie-Klassen der
(reellen) Vektorraumbiindel auf X. Die direkte Summe von Vektorraumbiindeln
definiert auf dieser Menge die Struktur einer Halbgruppe. Das Vektorraumbiindel vom
Rang 0 spielt dabei die Rolle des neutralen Elements dieser Halbgruppe.

Auf dieser Menge definieren wir eine Aquivalenz-Relation indem wir fur jede exakte
Sequenz

00—V —>V—5V'—0
von Vektorraumbundeln auf X festlegen, dafl das Bundel in der Mitter dquivalent zur
Summe der beiden dufleren Bundel sein soll:
V~V +V”
Auf die direkte Summe von Vektorraum-Buindeln definiert dann auch auf der Menge der
Aquivalenzklassen die Struktur einer Halbgruppe mit neutralem Element.

In derselben Weise, wie man ausgehend von der Halbgruppe der naturlichen Zahlen die
Gruppe der ganzen Zahlen konstruiert, kann man durch die Betrachtung der
Differenzen'
V-W
von Vektorraumbiindeln auf X und die Identifizieren von zwei solchen Differenzen
V-W=V'-W’

imFall V+ W’ =V’ + W die Halbgruppe der beschriebenen Aquivalenzklassen in eine
Gruppe einbetten, welche Grothendieck-Gruppe von X oder auch K-Gruppe von X
heiflt und mit

K(X)
bezeichnet wird.

1.3.3 Eigenschaften

Die wichtigsten Eigenschaften von K(X) sind die folgenden.
1)  K(X) héangt (kontravarient) in funktorieller Weise vom topologischen Raum X ab.

" Um aus lokal definierten Buindelmorphismen solche auf ganz Y definierte zu gewinnen, braucht man
fur jeden Punkt y € Y und jede Umgebung V C Y von y eine stetige Funktion @: Y — V’, die in

y gleich 1 und auBerhalb von V’ gleich O ist.

12 Genauer, man betrachtet alle Paare (V, W) und definiert zwei Paare (V, W) und (V’, W’) als
aquivalent, wenn V + W’ =V’ + W gilt. Auf diese Weise ist eine Aquivalenzrelation definiert. Die
zugehorigen Aquivalenzklassen bilden gerade die Gruppe K(X).
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2)  Homotope Abbildungen induzieren auf den K-Gruppe dieselben Gruppen-
Homomorphismen. Das ist eine Folge der Tatsache, dal fur je zwei homotope

Abbildungen

g X—Y
und j(lssdes Vektorraumbuindel V auf Y die inversen Bilder £*V und g*V isomorph
sind.

3)  Man kann exakte Sequenzen, die topologischen Paaren gehoren, angeben.

1.3.4 Anwendungen

Die wichtigsten Anwendungen des K-Funktors sind die Beweise
1)  des Satzes von Riemann-Roch fur beliebige Dimension. Vergleiche
Hirzebruch: Topological methods in algebraic geometry
Der Satz von Riemann-Roch gibt an, wieviele rationale Funktionen mit
vorgegebenen Nullstellen-Polstellen-Verhalten auf einer algebraischen Varietat
existieen und ist der wichtigest Satz in der Klassisfikationstheorie der
vollstandigen algebraischen Varietaten.

Beispiele fur seine Anwendungen findet man im vierten und funften Kapitel des
Lehrbuchs'*

Hartshorne, R.: Algebraic geometry
2)  des Atiyah-Singer-Index-Satzes, vgl.
Palais, R.S.: Seminar on the Atyiah-Singer index theorem.

Der Satz beschreibt die Dimension des Losungsraums eines elliptischen Operators
auf den Funktionen einer glatten Mannigfaltigkeit mit Hilfe der geometrischen
Daten der Mannigfaltigkeit. Zum Beispiel erhédlt man fur Cauchy-Riemann-
Operatoren, daf} der Index des Operators nicht vom Operator, sondern nur von
der Mannigfaltigkeit abhéngt.

1.3.5 Vergleich mit Homologie und Homotopie

Die oben angegeben Eigenschaften des K-Funktors weisen darauf hin, daf dieser
Funktor eine gewisse Ahnlichkeit mit den vorher beschriebenen Homologie- bzw.
Homotopie-Funktoren hat. Es wurde deshalb schon frith die Frage aufgeworfen, ob

K(X) vielleich nur der erste einer ganzen Folge von Funktoren
K.(X)
i

ist, die in ahnlicher Weise wie die Homologie- bzw. Homotopie-Gruppen miteinander
zusammenhangen.

1 Bezeichnet :V — Y die Buindelprojektion so ist
f*V = XXYV ={(x,v) EXXV I {f(x)=m(v) }

gerade das Faserprodukt von X und V tiber Y. Die Konstruktion sorgt gerade dafur, da3 man die Faser
von f*V im Punkt x € X identifizieren kann mit der Faser von V im Punkt f(x) (mit Hilfe der

Projektion f*V = XXYV — V auf den zweiten Faktor).

14 Gibt es zum Beispiel auf einer glatten projektiven Kurve eine regulidre Funktion mit nur einem Pol,
welcher einfach ist, so ist diese Kurve eine projektive Gerade (d.h. vom Geschlecht 1). Glatte projektive

Kurven vom Geschlecht 2 liegen in der projektiven Ebene und sind durch eine Gleichung der Gestalt y2

=x(x-1)(x-A) gegeben.
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Zu diesem Thema gibt es zahlreiche Monographien, die alle mit unterschiedlichem
Erfolg und in verschiedenem Kontext versuchen, eine entsprechende Theorie zu
entwickeln. Zum Beispiel:

Bass, H.: Algebraic K-theory, Benjamin, New York 1968
Milnor, J.: Introduction to algebraic K-theory, Princeton, New Jersey, 1971
Karoubi, M.: K-theory, an introduction, Springer, Berlin 1978
Die allgemeinste und abstrakteste - und wahrscheinlich wichtigste - Theorie in diesem
Zusammenhang ist die von Quillen

Quillen, D.: Higher algebraic K-theory I, Lecture Notes in Math. 341 (1973), 77-
139

Die Beschreibung der Ergebnisse von Quillen soll Gegenstand dieser Vorlesung sein.
Fur die Definition der K-Gruppen durch Quillen (und fur deren Motivation) fehlt uns
noch eine wichtige Konstruktion, die ihren Ursprung in der Homologie-Theorie hat und
die wir jetzt angeben wollen.

1.4 Simpliziale Mengen

1.4.1 Simpliziale Homologie

Die in 1.1 eingefuhrte Homologie-Theorie hat einen Nachteil: die so konstruierten
Homologie-Gruppen sind rein theoretische Konstrukte. Die die Gruppen definierenden
Komplexe sind so gewaltig gro3, da3 kaum Hoffnung besteht, diese zu berechnen.
Tatséchlich ist die singulare Homologie nicht die erste Homologie-Theorie, die in der
Mathematik auftritt.

In den ersten homologischen Konstruktionen hat man Flachen in Dreiecke zerlegt - man
sagt heute, die Flachen wurden trianguliert, und aus den kombinatorischen Daten, die
beschreiben, wie die Dreiche miteinander verbunden sind, Gruppen konstruiert. Die so
gewonnenen Gruppen waren einfach zu berechnen, fuhrten jedoch zu der Frage,
inwieweit sie von der speziellen Wahl der Triangulierung unabhiangig waren.

Die ersten Unabhangigkeitsbeweise versuchten zu je zwei Triangulierungen eine
gemeinsame Verfeinerung zu konstruieren und waren extrem aufwending. Selbst spite
Beweise dieser Art sing etwa Hundert Seiten lang, vgl.

Pontrjagin, L.S.: Grundzuge der kombinatorischen Topologie

1.4.2 Vergleich mit der singularen Homologie

In der modernen Topologie definiert man zwei Funktoren: die singulare Homologie, die
nach Konstruktion nur vom topologischen Raum abhiangt und die simpliziele
Homologie, die durch die Triangulierung gegeben ist.

Fur beide Theorie beweist man die grundlegenen Eigenschaften. Unmittelbar aus den
Definitionen ergibt sich, daf} sich die simpliziale Homologie in die singuldre abbilden
laBt und die beiden Homologien fur Simplexe und Sphdren ubereinstimmen. Die
Isomorphie der beiden Theorien ergibt sich jetzt durch Induktion nach der Anzahl der
Simplexe mit Hilfe der sogenannte exakten Meyer-Vietoris-Sequenz.

Hn(Triangulierung von X) — Hn(X)
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Die Konstruktion der simplizialen Homologie, die auf dem Begriff des
Simplizialkomplexes beruht, ist inzwischen weitgehend verallgemeiner worden, wobei
heute die sogenannten simplizialen Mengen an die Stellen der Simplizialkomplexe
getreten sind.

1.4.3 Kombinatorische Simplizialkomplexe

Ein Simplizialkomplex ist eine Menge K, deren Elemente Ecken heilen, zusammen mit
einer Mengen von nicht-leeren endlichen Teilmengen, welche Simplexe von K heifen.
Dabei gelte:

1) Jede nicht-leere Teilmenge eines Simplex von K ist ein Simplex von K.

2) s, t sind Simplexe von K, s () t nicht leer = s () t ist Simplex von K.

Ein Simplex s von K heifit n-Simplex oder auch n-dimensionales Simplex, wenn es aus
n+1 Ecken besteht.

Sind s und t Simplexe von K mit s C t, so sagt man, s ist eine Seite von t.

1.4.4 Geometrische Realisierung

Jeder Simplizialkomplex K definiert einen topologischen Raum
IKI,
welcher geometrische Realisierung von K heif3t.

Zur Konstruktion von X betrachten wir den von den Ecken von K frei erzeugten reellen
Vektorraum

V= FR(K) =@ Re,

ecK

d.h. die Ecken von K bilden eine Basis dieses Vektorraums. Jeder Vektor in diesem
Vektorraum ist eine endliche Linearkombination dieser Ecken:

v= Y x ¢, x_ € Rund gleich O fur fast alle e.
e e

ecK
Wir definieren den Trager von v als die Menge

Supp(v) :={e €K X # 0}

der Ecken, die mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten vorkommen. Dies ist eine
endlich Teilmenge von K. Wir definieren IKI| als die Menge

Ki={v=3 xe-e Ly Xe =1,0= Xe fur jedes e und Supp(v) EK }
ecK ecK

Fur jedes n-Simplex s € K ist die Menge

Isl:={ > xe-el D X, = l,Osxe}
ecs eeK

eine Teilmenge von IKI. Weil die Ecken von K linear unabhdngig sind, ist Isl
homodomorph zum n-dimensionalen Standard-Simplex,

—_ S — n+1 _
Isl =~ An— {x = (XO, s xn) eR 10 < X s XO+ v + X, = 1}
n
> X.e. b (XO, e Xn),

1=0
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wenn s aus den Ecken € o €y besteht."” Die Realisierung IK| besteht gerade aus der

Vereinigung aller Isl,
IKI = USEK Isl.

1.4.5 Die Topologie der Realisierung

Fur jedes Simplex s von K liegt Isl in einem endlich-dimensionalen linearen Unterraum
des reellen Vektorraums V. Wir versehen sl mit der Unterraum-Topologie dieses
endlich-dimensionalen reellen Vektorraums. Die Topologie von IKI sei die starkste
Topologie, welche auf jedem Is| die gerade beschriebene Topologie induziert, d.h. eine

Teilmenge U C IKI sei genau dann offen, wenn fur jedes s € K der Durchschnitt
U()Isl offen in Isl ist.

1.4.6 Die Realisierung als Faktoraum

Fur jede Seite s eines Simplex t ist Is| eine Teilmenge von Itl. Identifizieren man Isl und Itl
in der oben beschriebenen Weise mit den entsprechenden Standard-Simplexen, so
entpricht die naturliche Einbettung

Isl < It
gerade der Einschrankung einer injektiven linearen Abbildung

Ps ¢ Am_> An

(die durch die Einfuhrung einer Woh’lordnung auf K eindeutig festgelegt sind). Diese
Abbildungen gestatten eine alternative Beschreibung der geometrischen Realisierung.

fur jedes n-Simplex s € K wihle man eine Kopie des n-dimensionalen Standard-
Simplex

S — n+1 _
A(s) = {x = (XO, . xn) ER 10 < Xoo Xt X = 1}

Der Raum IKI lat sich dann als disjunkte Vereinigung der A(s) modulo einer
Aquivalenz-Relation

X=V SEKA(s) [ ~

beschreiben. Zwei Punkte
x € A(s) und x> € A(s’) mit s,s’ €K
sind dann in X zu identifizieren, wenn s(")s’ nicht leer ist und es einen Punkt
y E A(s[)s)
gibt mit
‘Psﬂs’,s(” =x und cpsms,,s,(y) =X

1.4.7 Simplizialkomplexe als Funktoren

Diese gerade angegebene Beschreibung von X = [KI| ist die Basis fur eine
Verallgemeinerung. Dazu beachte man, dal jeder mit einer Wohlordnung versehene
Simplizialkomplex einen (kontravarianten) Funktor.

K: A —s Ens

"> Wir konnen unter den endlich vielen moglichen solchen Abbildungen noch eine auszeichnen, indem

wir die Menge K wohlordnen und fordern eO <..<e
n
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definiert, der ebenfalls mit K bezeichnet werde. Dabei sei A die Kategorie deren Objekte
die Mengen
[n] = {12, .., n}

mit n eine naturliche Zahl und deren Morphismen die monotonen Abbildungen sind.
Ein geordnetes n-Simplex von K sei ein (n+1)-Tupel

(€qy ... ,€)
0 n
von Ecken von K mit der Eigenschaft, daf} {eO, s en} ein Simplex von K ist und
€y S S

gilt. Wir lassen dabei den Fall zu, da} eine Ecke mehrfach auftritt, in welchen wir
sagen, dal} Sinplex sei singular oder auch degeneriert. Wir setzen

K([n]) = Menge der geordneten n-Simplexe von K.

Zur Definition des Funktors K miissen wir noch fur jede monotone Abbildung

@: [m] — [n]
eine Abbildung
K():K([n]) — K([m])
angeben. Zur Definition von K(p) beachten wir, daB ¢ die Zusammensetzung einer
monotonen Surjektion und einer monotonen Injektion ist. Da K ein Funktor sein soll,
reicht es also K(g) fur injektive und fur surjektive ¢ anzugeben. Im injektiven Fall ist ¢
Zusammensetzung von monotonen Injektionen der Gestalt
[m] — [m+1] — [m+2] — [n],

wir konnen also annehmen, n = m+1. Im surjektiven Fall ist ¢ eine Zusammensetzung
von monotonen Surjektionen der Gestalt

[m] — [m-1] — [m-2] — [n],
wir konnen also annehmen, m = n + 1. Wir haben damit die Definition von K(¢) auf die
Falle
@: [n-1] & [n] und @: [n+1] —» [n] (D)
Im ersten Fall ist ¢ durch das i € [n+1] festgelegt, welches nicht im Bild liegt. Im

zweiten Fall ist ¢ durch i € [n+1] festgelegt, welches dasselbe Bild wie sein Nachfolger
hat.
Sei jetzt

s = (el,...,en) € K([n])

(und e, <..< en). Im ersten Fall setzen wir'®

1
K(g)(s) := (el""’ei—l’ei+1""’en)
und im zweiten sei'’

K(p)(s) = (el,...,ei,ei,...,en).
In der Theorie der simplizialen Mengen wird gezeigt, dal auf diese Weise der Funktor

K korrekt definiert wird.

Die Morphismen (1) bilden in einem gewissen Sinne ein Erzeugendensystem fur die

Morphismen der Kategorie A. In der Theorie der simplizialen Mengen werden unter
anderem auch die Relationen zwischen diesen Erzeugenden beschrieben.

'8 K(p) ordnet jedem n-Simplex von K auf dessen i-te Seite zu.
" Die Abbildung heiBt i-te Entartungsabbildung. Sie zum Simplex eine Kante der Lange Null hinzu.
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1.4.8 Begriff der simplizialen Menge
Eine simpliziale Menge ist ein kontravarianter Funktor
X: A — Ens
der Kategorie der Mengen [n] = {0,1,...,n} mit n = 0,1,2,3,... und schwach monoton

steigenden Abbildungen mit Werten in der Kategorie Ens der Mengen. Die Elemente der
Menge
X =X([n)

heilen n-Simplexe oder auch n-dimensionale Simplexe von X.

Fur jedes i € [n] bezeichnen wir mit
ai: [n-1] — [n]

die injektive monoton wachsende Abbildung, fur welche i nicht im Bild liegt. Wir nenen

diese Abbildung auch i-te Seitenabbildung (in der Kategorie A). Aullerdem bezeichnen

wir fur jedes i € [n] mit
si: [n+1] — [n]

die sujektive monoton wachsende Abbildung, fur welche i und i+1 dasselbe Bild haben.
Wir nenne diese Abbildung auch i-te Entartungsabbildung (in der Kategorie A).
Die Abbildung

i_ .
o' =X(@):X —X_,

heif}t i-te Seitenabbildung von X. Das Bild des n-Simplex o von X bei dieser Abbildung

heif3t i-te Seite dieses Simplex. Die Abbildung

i_ .
€ = X(ei). Xn —_— Xn+1

heif3t i-te Entartungsabbildung von X. Das Bild des n-Simplex o von X bei dieser

Abbildung heif3t i-te Entartung dieses Simplex.
Bemerkungen

(i) Die Simplexe von Xrl sollte man sich als Bezeichnungen oder Namen fur die n-

dimensionalen Simplexe eines geometrischen Objekts vorstellen.
(i)  Eine simpliziale Menge X ist gegeben, wenn die folgenden Daten vorliegen.
a) Fur jede nicht negative ganze Zahl n eine Menge

X
n

welche Menge der (singuldren) n-Simplexe von X heif3t.

b) Fur jedes i € [n] eine Abbildung
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i ol
=0, Xn — Xn—l
welche i-te Seitenabbildung von X heif3t.
c¢) Fur jedes i € [n] eine Abbildung
i .
e=gp: Xn — Xn+1
welche i-te Entartungsabbildung von X heif3t.
Dabei mussen die ai und e den folgenden Bedingungen geniigen.

& 1o, = a;_ll o furi<j

8j 1 i+l

n+1%n = ¥n+1%n furis=]

8]—_126;_1 fiur i < j

n
818‘] 1 = ld[l’l l] fur 1:_] und fur i:j+1
nn- -
e ol fur i > el

Sind umgekehrt diese Bedingungen erfullt, so definieren die Abbildungen o' und

¢! eine simpliziale Menge.

1.4.9 Geometrische Realisierung einer simplizialen Menge
Sei
X: A — Ens

eine simpliziale Menge. Die geometrische Realisierung von X ist definiert als der
topologische Raum mit der Punktmenge

o0
X! = nL—JO (AnxXn) /R
wobei R die kleinste Aquivalenzrelation ist, bei der die Punkte
(X,O)EAn xXn und (y,r)EAm me
identifiziert werden,

(x,0)=(y,r) mod R,

falls es eine schwach wachsende Abbildung f:[m]—[n] gibt mit
X({)o=7und Af(x) =y,
symbolisch

f
(y.,0) b (x,0)

Die Topologie von IXI| ist definiert als die starkste Topologie auf X, bei der die

naturliche Abbildung
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o0

U (A xX,) — XI
n=0
stetig ist. Eine Teilmenge U von IX] ist also genau dann offen, wenn alle Durchschnitte

Uun) AnX{x} mit x € X_

offen sind.

1.4.10 Beispiel: der Nerv einer Uberdeckung

Seien Y ein topologischer Raum und

U=(Ug, ), cA
eine Uberdeckung von Y. Wir setzen
n+1
X, ={(ag ..o, )EA | UO‘O ﬂ...ﬂUan =}

X(f)XIl - Xm , ((XO ,...,(X.n ) g ((lf(o) ,,(lf(m) )

fur f:[m] — [n] schwach monoton.

Bemerkungen
Diese simpliziale Menge spiegelt die kombinatorische die Struktur der Uberdeckung
wider. Man kann zeigen, ist die Uberdeckung lokal endlich und sind alle nichtleeren

Durchschnitte UaO N..NU,, , S0 ist die geometrische Realisierung IXI
n

homotopie-aquivalent zu Y, und hat insbesondere dieselben Homotopie und
Homologie-Gruppe wie Y. Die kombinatorischen Daten beschreiben also die Topologie
von Y ziemlich gut. Die nachfolgende Konstruktion ist dhnlich beschaffen.

1.4.11 Beispiel: Simpliziale Mengen von singuliren Simplexen
Sei X ein topologischer Raum. Wir setzen

X, ={g:A, = Y| stetig}

X(0): X, = X, 9 B @oAg
fur f:[m] — [n] schwach wachsend. Dabei sei Af die lineare Abbildung

A:A — A e.be
f "m n’ i

(i)

der zugehorigen Standard-Simplexe. Sie wird auch f-Seiten-Abbildung genannt.
Bemerkungen

(i)  Die Mengen X | sind im allgemeinen extrem grof. Es ist deshalb sinnvoll, falls es

auf Y eine zusitzliche Struktur gibt, nur solche singuliren Simplexe zu
betrachten, die mit dieser Struktur vertrdglich sind, zum Beispiel die glatten
singuldren Simplexe, falls Y eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, oder die
linearen singuldren Simplexe, falls Y ein Polyeder ist.

(i)  Sei insbesondere Y ein triangulierter Raum, d.h. ein Raum, zusammen mit einem
Homoomorphismus

KIl— Y,
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wobei IKI die Realisierung eines Simplizialkomplexes ist. Wir identifizieren Y mit
Hilfe dieses Homodomorphismus mit K.

Dann ist Y die Vereinigung der offenen Simplexe (einschlieBlich der Ecken). Ein

singuldres Simplex @:A — Y heilit vertraglich mit der Triangulierung h von Y,
wenn @(A ) ein Simplex dieser Triangulierung und die Abbildung @:A =~ —
@(A, ) linear ist und die Ordnung der Ecken erhalt. Wir setzen
X', ={:A, — Y | @ stetig und vertraglich mit h}
X(6): X', =X @ 9°Ap
fur f:[m] — [n] schwach wachsend.'®

Wir haben so in natiirlicher Weise zu jeder Triangulierung eine simpliziale Menge
gefunden, die dieselbe geometrische Realisierung hat.

1.4.12 Beispiel: die simpliziale Menge A[p]

Wir setzen
A[p]n = {g:[n] — [p] | g schwach wachsend}

Alpl(D: Alpl,, — Alpl,.gr gof

fur f:[m] — [n] schwach wachsend.

Mit anderen Worten, A[p] ist die simpliale Menge der singularen Simplexe von Ap die

mit der naturlichen Triangulierung von A vertréaglich sind. Insbesondere ist die

p

geometrische Realisierung von A[p] gerade Ap selbst.

1.4.13 Beispiel: der Kklassifizierenede Raum einer Gruppe

Sei G eine Gruppe. Wir setzen fur n=0,1,2,...

(BG), =G =Gx..xG (n mal),

wobei GO :={e} sei, und fur jede schwach monoton wachsende Funktion f:[m]_— [n]
sei BG(f) die Abbildung
BG(f): (BG), — (BG),_ (g sy ) b (N soh )
mit
N IT gj falls f(i-1)<f(i)
17 f(i-1)<j=f(i)
e falls f(i-1)=f(i)
Das nachfolgende Diagramm illustriert diese Formel im Fall
f:[3] = [4], 00,1 2,25 2,34.

18 Af wie in 1.4.8.



25

ogl ° g20g3 ° g4o hl:glg2
1\ / T /‘ h2: (]

*h; ¢ hyehy e hy=gsg,

Die geometrische Realisierung IBGI heif3t klassifizierender Raum der Gruppe G.

1.4.14 Nicht-entartete Simplexe

Seien X eine simpliziale Menge und o € X, ein n-Simplex von X. Dann heifit o

entartetes Simplex von X, wenn es eine schwach wachsende Surjektion f:[n] — [n'] mit

n>n' und ein n'-Simplex o' € X, gibt mit 0=X(f)o". Die Menge aller nicht-entarteten

n-Simplexe von X wird mit X(n) bezeichnet,

X(n) = {0 E€X,, | 0nicht entartet}.

Bemerkungen

@
(i)

(iii)

Isto € X, ein nicht-entartetes Simplex und gilt o=X(f)o" fur irgendein ¢' und

irgendein f, dann muB} f eine Injektion sein.
Sei X eine simpliziale Menge. Dann ist die Einschrankung

o ©°

T: U A_xX — [XI
n=0 (n)
der naturlichen Abbildung t auf die disjunkte Vereinigung der offenen nicht-

entarteten Sinplexe eine bijektive Abbildung. Diese Aussage ist eine Konsequenz
der nachfolgenden Bemerkung.

o

Seien X eine simpliziale Menge und 0€X, ein Simplex. Dann gibt es genau eine

schwach wachsende Surjektion f:[n] — [n'] und genau ein nicht-entartetes
Simplex o' € X, mit o =X(f)o".

1.4.15 Homologie einer simplizialen Menge

Sei X eine simpliziale Menge. Wir definieren die Gruppe der n-Ketten von X als die
freie abelsche Gruppe, welche von Xn erzeugt wird:

C (X)= @oexn 7o

Fur jedes n = 0, 1, 2, ... definiert die i-te Seitenabbildung ai von X durch lineare
Fortsetzung einen Gruppen-Homomorphismus,

1.
9:C_(X)—C_ (X,

1

welcher ebenfalls mit 9! bezeichnet wird. Die alternierende Summe dieser Gruppen-
Homomorphismus

n ..
d= 3 (-D'o" CX)—C (X

i=0 n-1

heift n-ter Rand-Operator von X. Die Elemente im Kern

Zn(X) := Ker(d: Cn(X) — Cn—l(X))

dieses Rand-Operators heilen n-Zyklen von X und die im Bild
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Bn(X) :=Im(d: Cn+1(X) — Cn(X))

heilen n-Rander von X. Es ist leicht zu sehen, dal man durch doppeltes Anwenden des
Randoperators stets 0 erhilt, d.h. es gilt

B (%) CZ (X)

Die Cn(X) bilden zusammen mit den Randoperatoren einen Komplex

(C,(X), d),

dessen Homologie mit

H (X):=H (C,(X) :=Z (X)/B_(X).

bezeichnet wird und n-te Homologie der simplizialen Menge X heif3t.
Bemerkungen

@

(ii)

Die Homologie einer simplizialen Menge hat dieselben Eigenschaften, wie wir sie
von der singuldren und simplizialen Homologie einer topologischen Raums bzw.
eines triangulierten topologischen Raums kennen.

Wir wollen an dieser Stelle noch eine Art Dualisierung der Homologie-Theorie
einfuhren, die im Prinzip dieselben Eigenschaften hat, die etwas weniger
geometrisch ist, mit der man aber sehr oft besser rechnen kann. Im Kontext
differenzierbare Mannigfaltigkeiten kann man diese Theorie oft mit Hilfe von
Integralen beschreiben.”

1.4.16 Kohomologie einer simplizialen Menge
Sei X eine simpliziale Menge. Wir wenden auf den Komplex

C.X): ... — Cn+1(X) — Cn(X) — Cn_l(X) — ...—>C0(X) — 0

der Ketten von X den kontravarianten Hom-Funktor Hom Ab( ?, 7Z) an und erhalten

einen Komplex

C#(X): 0 — COX) — ... — A L(x) — Ax) — ) — ...

mit C"(X) = Hom Ab(Cn(X), 7)), den man Komplex der Koketten von X nennt und

dessen (Ko-) Homologie

H(X) := HY(C*(X)) =H_ (C*(X))

Kohomologie von X heif3t.
Bemerkungen

@)

(ii)

Als Zusammensetzung von Funktoren sind die Kohomologie-Gruppen
Funktoren. Sie haben die zu den FEigenschaften der Homologie analogen
Eigenschaften.

Wie im Fall der singuldren Homologie topologischer Raume, kann man anstelle
der freien abelschen Gruppen auch formale Linearkombinationen mit
Koeffizienten aus einer beliebigen abelschen Gruppe betrachten. Im folgenden
werden wir einer noch etwas allgemeineren Konstruktion begegnen, und wollen
diese deshalb an dieser Stelle einfuhren. Dazu benotigen wird den Begriff des
lokalen Koeffizientensystems.

1.4.17 Lokale Koeffizienten

Sei X eine simpliziale Menge. Ein homologisches System von lokalen Koeffizienten auf
X besteht aus einer Familie

1 Mit Hilfe der De-Rham-Kohomologie.
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{A }
o
von abelschen Gruppen, welche indiziert wird von der Mengen aller Simplizes von X,

und einer Familie von Gruppen-Homomorphismen
A(f,0): A0 — AX(f)o

welche induziert wird durch die Morphismen f: [m] — [n] der Kategorie A und die

Simplexe OEXn,d.h. durch die schwach monoton steigenden Abbildungen der Gestalt

f: [m] — [n]. Dabei gelte
A(d, o) =1id A
o

A(fg, 0) = A(g, X(Ho)°A(f, o)

d.h. die Diagramme der Gestalt
AX(f)o

N

As ™ Xigo

sollen kommutativ sein.
Ein kohomologisches System von lokalen Koeffizienten auf X besteht aus einer Familie

(A}

von abelschen Gruppen, welche indiziert wird von der Mengen aller Simplizes von X,
und einer Familie von Gruppen-Homomorphismen

A(f,0): AX(DG — Ao

welche induziert wird durch die Morphismen f: [m] — [n] der Kategorie A und die

Simplexe OEXn, d.h. durch die schwach monoton steigenden Abbildungen der Gestalt

f: [m] — [n]. Dabei gelte
A(d, o) =1id A
o

A(fg, 0) = A(f, 0)°A(g, X(f)o)

d.h. die Diagramme der Gestalt
AX(f)o

N

As — Moo

sollen kommutativ sein.

Beispiel: konstantes lokales System
Fuar jede abelsche Gruppe A hat man ein (ko-)homologisches lokales
Koeffizientensystem mit

A0=A

fur jedes o und
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A(f, 0) = id

fur jedes Paar (f, o). Es heif3t konstantes lokales System.
Beispiel: ein lokales System auf dem Nerv einer Uberdeckung
Seien Y ein topologischer Raum, U = (Ua) eine offene Uberdeckung von Y und

X
der Nerv der Uberdeckung U. Dann kann man wie folgt ein kohomologisches lokales
System von Koeffizienten auf X definieren. Fur je n+1 Indizes a setzen wir

Aa o = additive Gruppe der stetigen reellwertigen (oder komplexwertigen)
0%y

Funktionen auf dem Durchschnitt Ua ﬂ...ﬂUa .

0 n
A, (a,,...,a0 )): A — A
0 n af(O)""’af(m) aO,...,ocn
ordne jeder auf U ..U definierten Funktion deren
a o
£(0) f(m)
Einschrankung auf Ua ﬂ...ﬂUa zu (fur monoton steigendes
0 n
f:[m]—>[n]).

Bei der Uberprufung der Axiome eines kohomologischen lokalen Systems wird
lediglich die Tatsache verwendet, dal man beim Ubergang zu Summen und zu
Einschrankungen den Bereich der stetigen Funktionen nicht verfa3t. Man bekommt also
weitere Beispiele fur lokale Systeme, wenn man die stetigen Funktionen durch andere
Funktionenklassen ersetzt, die sich ebenfalls so verhalten.

Zum Beispiel kann man auf glatten Mannigfaltigkeiten glatte Funktionen verwenden
oder auf komplexen Mannigfaltigkeiten holomorphe Funktionen. Oder stetige
Funktionen ohne Nullstellen mit der Multiplikation als Operation.
Beispiel: ein lokales System auf dem Kklassifizierenden Raum einer
Gruppe
Seien G eine nicht-notwendig abelsche Gruppe und
M

ein linker A-Modul, d.h. ein additive Gruppe, auf welcher G duch Automorphismen
operiert. Dann kann man wie folgt ein kohomologisches lokales System von
Koeffizienten auf der simplizialen Menge BG definieren. Fur jedes Tupel x von
Elementen aus G setzen wir

AX =M

Weiter sei fur jede monoton wachsende Abbildung f: [m] — [n], jedes n-Tupel
X = (gl, e s gn)
von Elementen aus G die Abbildung
A(fx): M —M

wie folgt definiert. Fir m € M setzen wir
f(0)
A(f,x)m =hmmith := [] gj
=1
(d.h. wir multiplizieren mit dem Produkt der Koordinaten von x, die in BG(f)x nicht
mehr vorkommen). Setzt man stattdessen
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A(fx)m=h"1m,
so erhéalt man ein homologisches System von lokalen Koeffizienten auf X.

1.4.18 Homologie und Kohomologie mit lokalen Koeffizienten

Seien X eine simplizialen Menge und A ein homologisches System von lokalen
Koeffizienten auf X. Dann bezeichne

Cn(X, A) = @GEXH AO'G

die Menge der formalen endlichen Linearkombinationen

c:= Y a(o)~0o mit a(0) € Ao'

oeX
n

Wir erhalten so eine abelsche Gruppe, deren Elemente n-Ketten von X mit
Koeffizienten in A heiBlen. Auf diesen n-Ketten kann man wieder die i-te
Seitenabbildung wie folgt definieren:

)= I A 0)(a(0))X(0)o.

oeX
n

Die alternierende Summe dieser Seitenabbildungen heifit wieder Randoperator und ist
ein Gruppen-Homomorphismus

d: Cn(X, A) — Cn—l(X’ A).
Auf Grund der funktoriellen FEigenschaften des lokalen System A ist die

Zusammensetzung von zwei Randoperationen Null, d.h. wir erhalten einen Komplex
(C,(X, A), d).

Die Homologie dieses Komplexes wird mit
Hn(X, A) = Hn(C*(X,A))

bezeichnet und heifit n-te Homologie von X mit Koeffizienten im lokalen System A.

Sie jetzt B ein kohomologisches System von lokalen Koeffizienten auf X. Dann
bezeichne

C(X,B) := Menge der Funktionen f auf Xn mit f(o) € B0 fur jedes OEXn.

Wir erhalten so eine abelsche Gruppe, deren Elemente n-Koketten von X mit

Koeffizienten in A heien. Auf diesen n-Koketten kann man wie folgt fur jedes i € [n]
ein sogenannte i-te Koseiten-Abbildung

ot: CN(X, B) —s C1(x, B)

definieren. Fur jede n-Kokette f und jedes (n+1)-Simplex o € Xn+1 von X setzen wir

0(D)(0) := B(3'.0)(f(X(2))0))
Die alternierende Summe dieser Koseiten-Abbildungen definiert einen Gruppen-
Homomorphismjus

d: (X, B) —s C*tl(x B)
dessen zweimaliges Ausfuhren wieder die Null-Abbildung liefert, d.h.
(C*(X, B), d)
ist ein Komplex. Dessen Kohomologie wird mit

H™(X, A) := H(C*(X, A))

bezeichnet und heiit n-te Kohomologie von X mit Koeffizienten im lokalen System A.
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4.15 Literatur zur Theorie der simplizialen Mengen

Gabriel, P., Zisman, M.: Calculus of fractions and homotopy theory
Nicht einfach zu lesen, die Gestaltung ist ziemlich technisch.
Gelfand, S.1., Manin, Ju.l.: Methods of homological algebra
Gut zu lesen, alle technischen Details sind in die Ubungsaufgaben verschoben.
Weibel, C.A.: An introduction to homological algebra
Gut zu lesen, hat Uberblick-Charakter, bei technischen Details wird auf May
verwiesen.
May, J.P.:Simplicial objects in algebraic topology, Van Nostrand Mathematical Studies,
Princeton, New Jersey, 1967
Besteht fast nur aus technischen Details, Preisverschiebung von 3.91 Dollar 1967
auf ca 22 Dollar 2013.

2. Die allgemeine Theorie 5

2.1 Der klassifizierende Raum einer kleinen Kategorie 5
2.1.1 Definition und Beispiele

2.1.1.1 Vorbemerkung

In den nachfolgenden Abschnitten dieser Arbeit werden die K-Gruppen als Homotopie-
Gruppen des klassifizierenden Raums einer gewissen kleinen Kategorie definiert. Im
vorliegenden ziemlich langen Abschnitt sammeln wir verschiedene Fakten zum Funktor
des klassifizierenden Raums, welche wir benodtigen werden. Diese Fakten sind
wohlbekannt mit Ausnahme des wichtigen Theorems B, welches die Homotopie-Faser
der Abbildung klassifizierender Riume zu einem Funktor unter gewissen Bedingungen
beschreibt. Es wird spéter benutzt um lange exakte Sequenzen in der K-Theorie aus der
langen Homotopie-Sequenz einer Abbildung abzuleiten.

2.1.1.2 Der Nerv einer kleinen Kategorie

Sei C eine kleine Kategorie. Der Nerv von C wird mit

NC
bezeichnet und ist definiert als die (semi-) simpliziale Menge®’, deren p-Simplexe die
Diagramme in C von der Gestalt

XO—>X1—>...—>X

sind. Die i-te Seite (bzw. Entartung) dieses Simplex erhalt man durch Entfernen des
Objekts Xi (bzw. durch Ersetzen des Objekts Xi durch den Morphismus id:Xi—>Xi) in

offensichtlicher Weise.

 Bezeichne A die Kategorie, deren Objekte die Mengen der Gestalt
[n] :={0,1,2,...,n}
mitn =0, 1, 2, 3, ... sind und deren Morphismen
f: [n] = [m]
die (nicht notwendig streng) monoton steigenden Abbildungen. Eine simpliziale Menge ist ein
kontravarianter Funktor

F.A°P — Ens.
Die Elemente von F([n]) heien dann n-Simplexe von F.
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2.1.1.3 Der klassifizierende Raum einer kleinen Kategorie

Sei C eine kleine Kategorie. Der klassifizierende Raum vonC wird mit

BC
bezeichnet und ist definiert als die geometrische Realisierung von NC.
Bemerkung
BC ist ein CW-Komplex, dessen p-Zellen in einer 1-1-Korrespondenz zu den nicht-
entarteten p-Simplexen des Nervs NC stehen, d.h. den p-Simplexen, in denen kein
identischer Morphismus vorkommt (vgl. Segal [1], Milnor [1]).

2.1.1.4 Beispiel: halbgeordnete Mengen

Sei eine halbgeordnete Menge, die in der uiblichen Weise als Kategorie aufgefal3t
werde. Dann ist BJ der simpliziale Komplex (mit der schwachen Topologie), dessen
Ecken die Elemente von J sind und dessen Simplexe die linear geordneten nicht-leeren
endlichen Teilmengen von J sind.

Bemerkungen

(1)  Istumgekehrt K ein simplizialer Komplex und ist J die halbgeordnete Menge der
Simplexe von K, so ist BJ die baryzentrische Unterteilung von K.

(i) Jeder simpliziale Komplex mit der schwachen Topologie ist somit homoomorph
zum Kklassifizierenden Raum einer halbgeordneten Menge (tatsachlich von vielen
solchen Mengen).

(iii)) Da jeder CW-Komplex - wie bekannt - homotopie-aquivalent zu einem
simplizialen Komplex ist, wird somit jeder interessante Homotopie-Typ durch den
klassifizierenden Raum einer halbgeordneten Menge realisiert.

2.1.1.5 Beispiel: Gruppen

Sei G eine Gruppe und betrachten wir G in der uiblichen Weise®' als Kategorie mit nur
einem Objekt. Dann ist BG gerade der klassifizierende Raum der diskreten Gruppe G
im traditionellem Sinne.** Es ist ein Eilenberg-MacLane-Raum®® vom Type K(G,1),
d.h. nur wenige Homotopie-Typen treten in dieser Gestalt auf.

! Die einzige Hom-Menge ist gleich G, die Morphismen-Komposition ist gerade die Gruppenoperation.
2 vgl. Husemoller: Fibre bundles. Seien eine G topologische Gruppe und

0
k T — Ens,
G ToP ns
der kontravariante Funktor, der jedem topologischen Raum XETop die Menge kG(B) der Isomorphie-

Klassen (nummerierbarer) prinzipaler G-Bundel zuordnet. Ein (nummerierbares) G-Buindel w:E — B
heiflt universell, wenn der funktorielle Morphismus

f
?7,B)—k (7)), X——B p f*E),
OmHomotopy( ) G( ) b T(E)

der jeder Homotopie-Klassen von stetigen Abbildungen f:X — B die Isomorphieklasse des nach X
verpflanzte Buindels

f*(m): £*(E) = X
zuordnet, ein funktorieller Isomorphismus ist. Der Raum B heif3t dann klassifizierender Raum der
Gruppe G. Fur die Details, siche Husemoller, Fibre Bundels, Part I, Chap. 4., Sectionen 10 und 11.
2 Ein Eilenberg-MacLane-Raum vom Typ K(G,n) ist ein linear zusammenh#ngender punktierter Raum
(X, x) mit rck(X,x) = 0 fur jedes k = n und J'I:n(X,X) = G. vg. Spanier, Algebraic topology, 8.1.

Fur n > 1 muB3 G abelsch sein. In diesem Fall 14t sich K(G, n) als CW-Komplex realisieren. Jeder
CW-Komplex besitzt eine Postnikov-Turn, der homotopie-aquivalent zu einem iterierten Faserbiindel
mit Eilenberg-Maclane-Raumen als Fasern.
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2.1.1.6 Die Homotopie-Gruppen einer kleinen Kategorie

Seien C eine kleine Kategorie und X&C ein Objekt von C. Dann benutzen wir X auch
als Bezeichnung fur die zum O-Simplex X gehorige 0-Zelle des klassifizierenden
Raumes BC. Die Gruppen

. C, X):= . (BC, X)

sind somit wohldefiniert und heilen Homotopie-Gruppen der Kategorie C bezuiglich
des Basispunkts X.

Bemerkungen
(i)  Naturlich ist
nO(C, X)
keine Gruppe, sondern nur eine punktierte Menge, namlich die Menge der
Komponenten nO(C) von BC , punktiert durch die Komponente des Punktes X.

(i)) Die Zusammenhangskomponenten von BC sind ubrigens in eineindeutiger
Korrespondenz zu den Zusammenhangskomponenten von C.

(iii) werden sehen, Jrl(C, X) und die Homologie-Gruppen von BC konnen in

rein algebraischer Weise definiert werden ohne Verwendung von Raumen und
diesen nahestehenden Techniken wie die semi-simpliziale Homotopie-Theorie
oder die simplizialen Komplexe und deren Unterteilunden.

(iv) Die Existenz ahnlicher Beschreibungen fur die hoheren Homotopie-Gruppen
scheint unwahrscheinlich zu sein, da bisher niemand eine algebraische Definition
der Homotopie-Gruppen eines Simplizialkomplexes gegeben hat.

2.1.2 Uberlagerungen des klassifizierenden Raums BC und die
fundamentale Gruppe

2.1.2.1 Der morphismen-invertierende Funktor zu einer Uberlagerung
von BC

Seien C eine kleine Kategorie und
E
eine (unverzweigte) Uberlagerung** von BC. Firr jedes Objekt X von C bezeichne
E(X)
die Faser von E uber X, wobei man X als 0-Zelle von BC betrachtet.

Ist
wX—=X

ein Morphismus von C, so definiert u einen Weg von X nach X’ in BC (entlang der
durch u definierten Kante), und damit eine Bijektion®
E(u): E(X) = E(X’).
Bemerkung
Es ist leicht zu sehen, daf3

* Siehen den Anhang ‘Topologische Raume’.

2 Ist P € E(X), so ist das Bild von P bei E(u) gerade der Endpunkt der Anhebung der “Kurve” u mit
dem Anfangspunkt P. Ersetzt man die “Kurve” u durch deren Inverses, d.h. durch die in umgekehrter
Richtung durchlaufene Kurve u, so erhalt man in analoger Weise eine Abbildung E(X*) — E(X), die

gerade invers ist zu E(u). Insbesondere ist E(u) bijektiv.
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E(fg) = E(f)°E(g)
gilt, d.h. wir erhalten auf die hier beschriebene Weise einen Funktor
E: C — Ens, X » E(X),

der morphismen-invertierend ist, d.h. jeder Morphismus wird in einen Isomorphismus
iberfuhrt.

2.1.2.2 Die Uberlagerung zu einem morphismen-invertierenden Funktor

Seien C eine kleine Kategorie und
F: C — Ens
ein kovarianter Funktor. Wir bezeichnen mPi{C
die Kategorie, deren Objekte die Paare
(X, x) mit XEC und xEF(X)
und deren Morphismen
(X,x) = (X",x7)
gerade die Morphismen
u: X — X’ &€ Mor C
sind mit F(u)x = x’, d.h.
Hom((X,x), (X’,x*)) := {u:X—=X"EMor C | F(u)x = x’ }.
Bemerkungen
(i) Der Vergi3-Funktor
F\NC —=C, (XXx) » X,
induziert eine Abbildung der klassifizierenden Raume
B(R\C) — B(C),

mit der Faser F(X) tiber der 0-Zelle X fur jedes Objekt X € C.

(i) Ist der Funktor F morphismen-invertierend, so ist leicht zu sehen, daf} die
Abbildung

B(R\C) — B(C),

lokal trivial ist (man benutze [Gabriel-Zisman, App. I, 3.2]), d.h. B(F\C) ist ein
Uberlagerungsraum von BC.

(i) Esist klar, dal die eben beschriebenen Konstruktionen von 2.1.2.1 und 2.1.2.2
invers zueinander sind. Wir erhalten so eine Aquivalenz von Kategorien®’

(Uberlagerungen von BC) it (morphismen-invertierende F:C— Ens),

wobei die Kategorie rechts die volle Teilkategorie der Kategorie
Funct(C, Ens)

der kovarianten Funktoren C — Ens sein soll, die aus den morphismen-
invertierenden Funktoren bestehen soll.

2.1.2.3 Das Gruppoid G zur Kategorie C
Sei C eine kleine Kategorie und

G:=C[ Mor C) 1]

% Die durch einen Morphismus gegebene Kante kann als Weg auch in umgekehrter Richtung
durchlaufen werden. Dieser Weg in umgekehrter Richtung definiert gerade die Umkehrung des Bildes des
egebenen Morphismus.
7 siche den Anhang ‘Kategorien
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das Gruppoid®®, welches aus C entsteht durch formales Adjungieren der Inversen aller
Morphismen von C (vgl [Gabriel-Zisman, I, 1.1]). Der natirliche Funktor

C—-G
induziert eine Aquivalenz von Kategorien

Funct(G, Ens) =, (morphismen-invertierende F: C—Ens)

(vgl. [Gabriel-Zisman, I, 1.2]).
2.1.2.4 Proposition 1: algebraische Beschreibung von JTI(C, X)

Sei C eine kleine Kategorie. Die Kategorie der Uberlagerungsraume von

ist aquivalent zur Kategorie der morphismen-invertierenden Funktoren
F: C — Ens,
oder was dasselben bedeutet, zur Kategorie der Funktoren
G — Ens,

wenn G = C[ (Mor C)'1 ] das Gruppoid bezeichnet, welches man aus C durch
invertieren aller Mophismen erhilt.

Die fundamentale Gruppe J'EI(C, X) ist kanonisch isomorph zur Gruppe der
Automorphismen des Objekts X von C, betrachtet als Objekt von G.

Beweis. Der erste Teil der Aussage folgt aus 2.1.2.2 und 2.1.2.3. Sei X ein Objekt
von C und bezeichne

Sx

die Gruppe der Automorphismen von X betrachtet als Objekt von G. Ist C
zusammenhingend, so ist der Inklusions-Funktor®

GX -G
eine Aquivalenz von Kategorien. Damit hat man eine Aquivalenz
Funct(G, Ens) — Funct(GX , Ens) = (GX-Sets).

Indem wir diese Aquivalenz mit den obigen Aquivalenzen zusammensetzen, erhalten
wir eine Aquivalenz der Kategorie der Uberlagerungsraume von
BC

** Gruppoid = Kategorie, deren samtliche Morphismen Isomorphismen sind.
Die Konstruktion verallgemeinert den Begriff des Quotientenrings (und ist komplizierter als letzterer: es
werden zum Beispiel auch Quotientenring nicht-kommutativer Ringe erfafit). Sei

R

ein kommutativer Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge. Wir betrachten R als

Kategorie, deren einziges Objekt R ist und deren Morphismen gerade die Elemente von R (die man sich
mit den zugehorigen Multiplikationsabbildungen R — R identifiziert denken kann). Die

Isomorphismen dieser Kategorie sind gerade die Einheiten. Die naturliche Abbildung

R R
ﬁ S

bildet jeden Morphismus aus S in einen Isomorphismus ab und ist universell bezuiglich dieser
Eigenschaft.

* Links steht eine Kategorie, deren einziges Objekt X ist, und deren Morphismen die Automorphismen
von X in G sind.
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mit der Kategorie der G,,-Mengen, die durch die Zuordnungsvorschrift

X

E — BC  E(X) :=Faser iiber X € BC

gegeben ist. Nach der Theorie der Uberlagerungsraume™ ergibt sich daraus, daB es
einen naturlichen Isomorphismus

nl(C, X)—— GX

gibt. Dieselbe SchluBfolgerung ist auch richtig, wenn C nicht zusammenhangend ist,
denn beide Gruppen hangen nur von der Zusammenhangskomponente von C ab, die X
enthalt.

QED.

Bemerkung
Es folgt insbesondere, ein System L von lokalen Koeffizienten auf BC kann identifiziert
werden mit dem morphismen-invertierenden Funktor

C — Ab, X » L(X).
2.1.3 Die Homologie von BC

2.1.3.1 Vorbemerkung

Es ist wohlbekannt, da} die Homologie und die Kohomologie des klassifizierenden
Raumes einer diskreten Gruppe ubereinstimmen mit der Homologie und
Kohomologie der Gruppe im Sinne der homologischen Algebra. Wir beschreiben
jetzt die Verallgemeinerung dieser Tatsache auf den Fall einer beliebigen kleinen
Kategorie.”'

% Zum Beweis der nachstehenden Isomorphie reicht es, darauf hinzuweisen (siche Anhang
‘Topologische Raume’), daBl die Kategorie der Uberlagerungsraume von BC aquivalent ist zur Kategorie
nl(C, X)-Sets

der Mengen mit nl(C, X)-Operation, denn fur jede Gruppe G ist G ein punktiertes Objekt von

G-Sets
mit dem neutralen Element als Basispunkt und der folgenden Eigenschaft.
Fir jede punktierte G-Menge M und gibt es genau einen Morphismus G — M punktierter G-Mengen

(namlich die Abbildung g = gem, wenn m den Basispunkt von M bezeichnet). Mit anderen Worten, die

punktierte Menge G ist ein initiales Objekt der zugehorigen Kategorie der punktierten G-Mengen. Je
zwei solche Objekte sind aber isomorph (als punktierte Mengen und damit als Gruppen).

3! Zur Definition der Homologie bzw. Kohomologie einer Gruppe G mit Koeffizienten in einer
abelschen Gruppe A mit G-Operation betrachtet man deren Gruppenring
ZIG]
und dessen mit A tensorierte Tensorpotenzen
Cn(G, A) = A®ZZ[GX...XG] (n+1 mal)
Die i-te Seiten-Abbildung
9':C (G, A C (G, A, ., R Y S
GA—C (G A8 ) (g8 8 o 8)

ist auf den freien Erzeugern aus Gn-"1 durch das Weglassen der i-ten Koordinate definiert. Die

alternierende Summe der Seiten-Abbildungen definiert einen Randoperator und versieht die Cn(G, A) mit

der Struktur eines Komplexes
C,(G. A),

dessen n-te Homologie mit
Hn(G, A) = Hn(C*(G’ A))
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2.1.3.2 Die Homologie-Gruppen von C
Seien C eine kleine Kategorie und
A:C— Ab
ein kovarianter Funktor mit Werten in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen.

Bezeichne
Hp(C, A)

die p-te Homologie der simplizialen abelschen Gruppe®*

A— Ab, [p] » Cp(C, A) = ) A(XO)’

0
der Ketten des Nervs NC mit Koeffizienten in A.
Bemerkungen
(1)  Unter der Homologie verstehen wir hier die Homologie des zugehorigen

normalisierten Kettenkomplexes®’.

X —.—X
P

bezeichnet wird und n-te Homologie von G mit Koeffizienten aus A heifit. Durch Anwenden des Hom-
Funktors HomAb( 7, A) auf den Komplex C*(G, Z) erhalt man den Komplex

*@G, A) :=H , 1), 7.,
C*(G, A) om (C,(G,7Z),7)
dessen Kohomologie

H'(G, A) := H(C*(G,A))
Kohomologie der Gruppe G mit Koeffizienten in A heif3it. Eine Einfuhrung in die Gruppen-Homologie
und -Kohomologie findet man zum Beispiel in

Cassels & Frohlich: Algebraic number theory (Kapitel IV)

Alternativ kann man die Gruppen-Homologie und Gruppen-Kohomologie auch als abgeleitete
Funktoren des Tor- bzw. des Hom-Funktors definieren.

32 Eine simpliziale abelsche Gruppe ist ein kontravarianter Funktor

F.A°P — Ab.
Zur Definition der p-ten Homologie betrachtet man den Komplex

a9
.. = F([p+1]) = F([p]) — F([p-1) — ...
dessen p-ter Rand-Homomorphismus gerade die alternierende Summe

b
Jd= -
> CD'F@)
i=0
ist, wobei d.: [p-1] — [p] die i-te Seiten-Abbildung ist, d.h. die streng monotone Abbildung, deren Bild
i

die Zahl i1 nicht enthalt,
i€ Imad. .
i

Die p-te Homologiegruppe HP(F) von F ist definiert als die p-te Homologie dieses Komplexes.
** (vgl. Weibel, C.A.: An introduction to homological algebra, 1994) Ist

A: AP — A
eine simpliziale abelsche Gruppe so ist das n-te Objekt des normalisiertes

Kettenkomplexes von A gleich

n-1
ﬂi=0 Ker(ai. AneAn_l)
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(i)  Es besteht ein naturlicher Isomorphismus

H (C.A) =1£H§A.
Dabei bezeichne h_r)n I? den p-ten links-abgeleiteten Funktor des rechtsexakten
Funktors™

m . Bunet (€9, Ab) — Ab.

Das beweist man®, indem man zeigt, die Funktoren

Dessen n-tes Differential ist definiert als d = (-1)n8 . Nach Konstruktion ist dies ein Teilkomplex des
n

unnormalisierten Kettenkomplexes. Die Homologie dieses Komplexes ist dieselbe wie die des
unnormalisierten Kettenkomplexes (im Fall von simplizialen Objekten mit Werten in beliebigen
abelschen Kategorien, siche Weibel, Theorem 8.3.8).

* Sei A: C0—>Ab ein kovarianter Funktor. Dann ist IT das Faktorobjekt von

®X€C A(X),
welches entsteht, indem man Elemente u’€A(X’) und u”EA(X”) (aufgefalit als Elemente der direkten
Summe) identifiziert, wenn es Morphismen f*: X — X’ und f”: X—=X" gibt mit

AP)x” = A(f)x”,
d.h. man faktorisiert nach der von den Differenzen x’ - x” erzeugten Untergruppe.
35 Nach Definition ist HO(C, A) die Homologie des Komplexes C_(C,A) an der O-the Stelle. Da der

Komplex an der O-ten Stelle aufhort ist jede 0-Kette ein Zyklus. Es ist also
HO(C, A)= @Xe C A(X) / 0-Rander.

Die Untergruppe der O-Rander wird erzeugt von den Differenzen
a-f
mit oEA(X), BEB(X’) und A(u)a = B fur einen Morphismus u: X — X’ in C. Dabei fassen wir A(X)
und A(X’) als Untergruppen der direkten Summe der Werte von A uber alle Objekte von C auf. Diese
Beschreibung zeigt, daf3
H (C.A) = lim 2 M ax)

XeC

gerade der direkte Limes des Funktors A ist.

Man beachte, beim Ubergang zum normalisierten Komplex faktorisiert man nach der von allen o
erzeugten Untergruppe, fur welche es einen Morphismus u gibt mit A(u)a = 0.

Als direkter Limes ist HO(C, A) als Funktor in A rechtsexakt. Fir jede exakte Sequenz

0 —A —A—>A"—0
von additiven Funktoren C — Ab und jedes Objekt X € C sind die Sequenzen
00— A'(X) — AX) — A”(X) — 0

exakt in Ab. Wir bilden direkte Summen uber alle Objekte von C und erhalten exakte Sequenzen von
Komplexen abelscher Gruppen

0—C(CA)—C(CA) —C(CA)—0.
Die zugehorige lange Homologie-Sequenz ist gerade die exakte Sequenz, durch welche die H (C, A) zu

einem exakten d-Funktor werden. Wir haben noch zu zeigen, dieser Funktor ist universell. Dazu reicht
es zu zeigen, fur jeden Funktor A gibt es einen Epimorphismus

P— A
von Funktoren C — Ab mit H (C, P) = 0. Dazu benotigen wir die Begriffe
P
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Abbildungskegel und Abbildungszyklinder eines Morphismus von Komplexen.
Seien K* und K’* Komplexe abelscher Gruppen mit den Randoperatoren d bzw. d’ und

f: K¥ — K’*
ein Komplex-Morphismus. Wir setzen
Cyl(f) := K¥*®K*[-1]®K *
Con(f):= K¥*[-1]®K’
Dann sind Cyl(f) und Con(f) Komplexe abelscher Gruppen mit den Randoperatoren
Cyl(f) — CylD[-11, (x, y, 27) b (dx+y, -dy,d’z’-f(y)),
Con(f)—>Con(H)[-11, (x,y") B (-dx, d’y” - f(x)).
Mit diesen Randoperatoren heifit Cyl(f) Abbildungszylinder von f und Con(f) Abbildungskegel von f.

Bemerkungen
® Die folgenden Sequenzen von Komplex-Morphismen sind exakt.
0 — K¥— Cyl(f) — Con(f) — 0

X b (x,00), xy.2") b (y,2)
0 — K'* — Con(f) — K*¥[-1] — 0
Xk (0x),xy) pXx

® Der Abbildungszylinder ist homotopie-dquivalent z K’*. Genauer, die beiden folgenden Komplex-
Morphismen sind homtopie-invers.

K,* — Cyl(f)’ X’ =4 (0’07X’)
Cyl(f) —_— K’*’ (X,Y»Z’) = f(X) + Z"
(siehe Bourbaki, N.: Algebre, Chap. X, Algebre homologique, §2.6, Prop. 7)
Beweis der universalitat der o-Funktoren H _(C. A).

Wir betrachten den Nullfunktor 0: C — Ab und den zugehodrigen Komplex-Morphismus
cp:C*(C,A) — C*(C, 0).

Aus den beiden exakten Sequenzen zum Abbildungszylinder und Abbildungskegel erhalten wir einen
surjektiven Morphismus von Komplexen abelscher Gruppen

Cyl(@)[+1] —» Con()[+1] —» C_(C,A)

Weil das Bild von ¢ der Nullkomplex ist, hat mit K := C >k(C,A) dieser Morphismus die Gestalt

K[+1]®K —» K—» K.

Der Komplex links ist homotopie-dquivalent zum Null-Komplex, hat also triviale Homologie (d.h. der
Komplex ist eine exakte Sequenz). Wir lassen in diesem Komplex die Objekte des Grades -1 weg und
erhalten immer noch einen surjektiven Komplex-Morphismus

L :=(K[+1]®K) —» K
(weil K im Grad -1 trivial ist). Der Komplex links ist dann immer noch exakt in allen positiven

Graden. Wir definieren einen Funktor

P:C— Ab,
dessen Wert im Objekt X € C gerade die direkte Summe tiber alle direken Summanden des Grades O von

L ist, die zu den Morphismen mit der Quelle X bzw. zum Objekt selbst X gehoren. Der Komplex-

Morphismus L. — K im Grad O liefert durch Einschrinken einen surjektiven funktoriellen

Morphismus
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Funct (CY, Ab) — Ab , A 1> H(C.A)

bilden einen exakten o-Funktor’®, der im Grad O mit lin tibereinstimmt und

koaffaceable ist in den positiven Graden (vgl. [Gabriel-Zisman, App. 11, 3.3]).

(iii) Bezeichne
H,(BC, L)

die singulare Homologie des klassifizierenden Raumes BC mit Koeffizienten in

einem lokalen System L. Dann gibt es einen naturlichen Isomorphismus
Hp(BC, L)= Hp(C, L),

wobei wir rechts das lokale System L mit einem morphismen-invertierenden

Funktor wie in 2.1.2.3 identifizieren.®’

Der Beweis erfolgt’, indem man den CW-Komplex BC mit Hilfe der Skelett-
Konstruktion filtert und die zugehorige Spektral-Sequenz’® betrachtet. Man hat

P— A.

Aus der Definition von P und L ergibt sich,

C,(C,P)=L.

Insbesondere ist fur n >0

H (C,P)=H (L)=0.
n n

Fur einen direkten Beweis der Universalitat, siche auch Weibel, Exercise 2.4.4.

*% siehe den Anhang ‘ Abgeleitete Funktoren’

37 Ein lokales System auf einem topologischen Raum X ist definiert (Spanier) als kovarianter Funktor
auf dem fundamentalen Gruppoid P(X) des Raumes X mit Werten in irgendeiner Kategorie, sagen wir

Ab,
L: P(X) —> Ab.

Die Objekte von P(X) sind die Punkte von X. Die Morphismen f: x—y von P(X) sind gerade die

Homotopieklassen der Wege mit dem Anfang x und dem Ende y. Die Morphismen-Komposition wird

kommt von der Hintereinanderausfuhrung der Wege.

Nun sind die Objekte der Kategorie C insbesondere Punkte von X = BC, und die Morphismen von C
sind Kanten von BC, d.h. speziellen Wege. Durch Einschrianken auf C erhalten wir also einen Funktor

L: C — Ab,

den wir ebenfalls mit L. bezeichnen wollen. Weil alle Morphismen von P(X) Isomorphismen sind, ist

dies ein morphismen-invertierender Funktor.
38

Die Spektralsequenz der Skelett-Filtration.
Die Spektralsequenz
Ell)q = HPHIEP/EPT o YK,
eines filtrierten Komplexes bekommt in homologischer Terminologie die Gestalt

E' =m y=>H (K).
n

F /F
Pq  p+q p p-l
In unserem Fall ist
K:=C_ (NC, L) der von den Simplexen der Triangulierung NC erzeugte Komplex.

Sei NC(p)die simpliziale Teilmenge von NC, welche aus den n-Simplexen
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1 .
qu =0furq=0
und

Eio = normalisierter Kettenkomplex zu C,(C, L)

(vgl. [Segal 1, 5.1]). Die Spektral-Sequenz degeneriert und liefert den
behaupteten Isomorphismus.

2.1.3.3 Kohomologie

Seien C eine kleine Kategorie und L ein lokales System auf dem klassifizierenden Raum
BC. Analog zur Homologie hat man einen natiirliche Isomorphismus

HP(BC,L)= MR L.

0 1 n

besteht, in welchen hochsten p Morphismen vorkommen, die vom identischen
Morphismus verschieden sind. Weiter sei

Fp .= C(NCP), 1)

der zugehorige Teilkomplex von K. Der Faktorkomplex

FIF |

wird dann als graduierte abelsche Gruppe erzeugt von allen nicht-entarteten p-
Simplexen. Alle Randoperatoren sind trivial, weil es keine Simplexe mit einer von p
verschiedenen Dimension gibt.

Damit ist

el —n (F/F )=0furq # 0.
P9 p+q p p-l

E1 =H (F /F 1) = die von den nicht-entarteten p-Simplexen erzeugte Untergruppe von C (C,L)
P P P P

pO
=NC,(C.L)
P
Die Differentiale
1 1
EpO — Ep—l,O
sind gerade die Einschréankungen der Differentiale von C_(C.L).
Es folgt
2
E° =H (C_(CL))=H (C,L).
o0 =H (C.(CL)=H C.L)

Die Differentiale von E2 sind samtlich Null (weil nur eine Zeile des Doppelkomplexes von Null
vershiedene Objekte besitzt und die Differentiale den Bigrad (-2, +1) haben)). Es folgt

0 2

H BC,L)=F H (BC,.LYF H*BCL)=E =E__ =H (C,L).
p PP p-1 p0 pO p
Das erste Gleichheitszeichen gilt, weil alle anderen graduierten Bestandteile zur Filtration F auf

H (BCL)
p
gleich Null sind.

*% siehe die Anhinge
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wobel 121 Ié den p-ten abgeleiteten Funktor des linksexakten Funktors

im . pinet (€0, Ab) — Ab

bezeichne.

2.1.4 Eigenschaften des Kklassifizierenden Raumes

2.1.4.1 Der klassifizierende Raum B als Funktor
Von jetzt an benutzen wir die Symbole
C, C’ usw.
zur Bezeichnung kleiner Kategorien. Ist
f: C—=C
ein Funktor, so induziert dieser eine zellulire Abbildung®’
Bf: BC — BC’.
Wir erhalten so einen treuen Funktor
B: (kleine Kategorien) — (CW-Komplexe und zellulare Abbildungen)

von der Kategorie der kleinen Kategorien in die Kategorie der CW-Komplexe und
zelluldren Abbildungen.*’

Bemerkungen
(i)  Dieser Funktor ist nicht vollig treu.
(i) Zum Beispiel gibt es einen kanonischen Homoomorphismus*?

BC = BCY,
wobei CO die duale Kategorie bezeichnet. Dieser Homoomorphismus kommt

nicht von einem Funktor C— C° ausgenommen in sehr speziellen Fallen, zum
Beispiel wenn C eine Gruppe ist.*’

(i11)) Auf Grund der Vertraglichkeit der geometrischen Realisierung mit Produkten
(vgl. Milnor 1) weill man, die naturliche Abbildung

B(CxC’) — BCxBC’
ist ein Homoomorphismus, wenn BC oder BC’ endliche Komplexe sind oder

wenn man das Produkt rechts mit der kompakt erzeugten Topologie** versieht.
Wie in [Segal 1]*° hingewiesen ergibt sich daraus die folgende Proposition.

0 d.h. eine stetige Abbildung, die mit den gegebenen Triangulierungen auf BC und BC’ vertraglich ist
(d.h. Zellen in Zellen abbildet).

4! Der Funktor ist true, weil f: C — C’ aus Bf: BC—sBC’ wiedergewinnen kann durch Einschranken

von Bf auf die Ecken und Kanten .von BC.

2 Der Homdomorphismus ist auf den Ecken von BC die identische Abbildung und auf jedem Simplex
die lineare Fortsetzung der Abbildung auf den Ecken. Insbesondere wird jeder Weg von A nach B in
einen Weg von A nach B abgebildet.

4 Falls es einen solchen Funktor F: C —s cP gibt, so mufB er auf den Ecken die identische

Abbildung sein und und BF jeden Weg von A nach B in einen Weg von A nach B abbilden. Fur einen
kontravarianten Funktor F bildet aber BF einen Weg von A nach B stets in einen Weg von B nach A
ab. Dies ist nur im Fall A = B auch ein Weg von A nach B. Sobald die Kategorie C einen Morphismus

f: A—B besitzt mit A # B, kommt der Homodomorphismus BC = BC®P nicht von einem Funktor.
Ist C eine Gruppe, so ist durch

F: Mor(C) —s Mor(C°P), gP g'l,
ein Funktor der gesuchten Art definiert.
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2.1.4.2 Proposition 2: natiirliche Transformationen und Homotopie

Jede naturliche Transformation 0: f — g von Funktoren f,g:C—C’ induziert eine
Homotopie BCxI — BC’ von Bf und Bg.

Beweis. Das Tripel (f,g,0) kann als Funktor Cx1—C’ angesehen werden*®, wobei 1
die in natiirlicher Weise geordnete Menge {0, 1} bezeichne und B1 das
Einheitsintervall*’ ist.

* Die Topologie des Raumes ist die feinste Topologie, bei der die Einbettungen der endlichen
Teilkomplexe in den Gesamtraum stetig sind (vgl. Spanier: Algebraic topology, Introduction §2,
section 5).
* In der Arbeit von Segal wird nur weiterverwiesen auf

Gabriel & Zisman, Chapter III, §3.1, Theorem p. 47
und

Kelley: General Topology, p. 230.
“ Der (Bi-)Funktor

FFCxI— C
ist auf den Objekten wie folgt definiert.
F(X, 0) := f(X)
F(X, 1) := gX).
Bezeichne
E0—1

den einzigen Morphismus von I, welcher kein identischer Morphismus ist. Dann ist der
Funktor F auf den Morphismen wie folgt definiert.

F(a, id ) = f(a)
F(a, id,) = g(a)

F(a, §) ==
Dabei sei 1 wie folgt definiert. Ist a: a — b ein Morpismus in C mit der Quelle a und
dem Ziel b, so ergibt sich auf Grund der naturlichen Transformation 6 ein
kommutatives Diagramm
f(a)
fla) — f(b)
eal leb
g(a)
g@) — g(b)
Der Morphismus M: F(a,0) = f(a) — f(b) = F(b,1) ist dann definiert als die
Zusammensetzung
N =0, of(a) = g(@)°d_
Nach Definiton sind die Einschrankungen von F auf Cx{o} und Cx{1} gerade
FICx{0} = f bzw. FICx{1} = g.
Der Funktor F: CxI — C’ induziert auf den klassifizierenden Raumen eine stetige
Abbildung

BF: B(CxI) —s B(C").
Nach dem Satz von Eilenberg-Silber ist
B(CxI) = B(C)xB(I) = B(C) x [0, 1]
Die Einschrankung von BF auf B(C)x{0} ist gerade Bf, die Einschrinkung von BF auf B(C)x{1} gerade
Bg.
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QED.

2.1.4.3 Homotopie-Aquivalenzen

Ein Funktor f. C — C’ zwischen den kleinen Kategorien C und C’ heiflit Homotopie-

Aquivalenz, wenn er eine Homotopie-Aquivalenz Bf: BC—BC’ der klassifizierenden
Riume induziert.** Eine kleine Kategorie C heift kontrahierbar, wenn der
klassifizierende Raum BC kontrahierbar ist.*’

2.1.4.4. Folgerung 1: Existenz adjungierter Funktoren und Homotopie-
Aquivalenz

Besitzt der Funktor f: C—C’ zwischen den kleinen Kategorien einen links- oder
rechtsadjungierten Funktor, so ist f eine Homotopie-Aquivalenz.

Beweis. Ist f’: C’—C zum Beispiel linksadjungiert zu f, so gibt es natuirliche
Transfomationen®’

Also ist BF eine Homotopie von Bf nach Bg.

T besteht aus den Objekten 0 und 1 und genau einem Morphismus &: 0 — 1, der kein
identischer Morphismus ist. Die einzigen nicht-entarteten Simplexe von NI sind 0, 1
und E, d.h. eine Kante & und deren Endpunkte O und 1. Die geometrische Realisierung
ist also eine Strecke, die man mit dem Einheitsintervall identifizieren kann.
8 Eine Homotopie-Aquivalenz f: X — X’ der topologischen Raume X und X’ ist eine stetige
Abbildung, fur welche es eine stetige Abbildung f’: X> — X in umgekehrter Richtung gibt, mit der
Eigenschaft, daf} die beiden Zusammensetzungen

fof’: X’— X’ und f’of: X — X
homotop sind zur identischen Abbildung.
* d.h. wenn die identische Abbildung des Raums homotop ist zu einer konstanten Abbildung.

% Nach Voraussetung gilt
Hom(f’x, y) = Hom(x’, f(y)).
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f’f — Id und Id — ff’.
Nach 2.1.4.2 sind Bf und Bf” Homotopie-invers, also Bf eine Homotopie-Aquivalenz.
QED.

2.1.4.5 Folgerung 2:Existenz initialer bzw. terminaler Objekte und
Kontrahierbarkeit

Jede Kategorie mit initialen oder terminalen Objekt ist kontrahierbar
Beweis. In dieser Situation besitzt der Funktor

C—pt
von der gegebenen Kategorie C mit Werten in der einpunktigen Kategorie®' einen

adjungierten Funktor.>
QED.

Fur y = (x) entspricht der identische Morphismus links einem Morphismus x” —» ff’X’ rechts,
d.hj. einer natiirlichen Transformation Id — ff’. Analog erhélt man fur x* = f(y) einen

Morphismus f’f(y) — y und demit eine naturliche Transformation ’f — Id.

>l d.h. die Kategorie besitzt nur ein Objekt und nur einen Morphismus.
32 Das einzige Objekt von pt sei p (und der einzige Morphismus id ). Besitze C ein terminales Objekt e.
p

Wir bezeichnen den Funktor C — pt mit F,

F:C — pt.
Er bildet alle Objekt von C in p ab und alle Morphismen von C in idp. Weiter sei G der

Funktor
Gpt—Cppeid » ide.
der Funktor, welcher p ins terminale Objekt e abbildet (und idp nach ide).

Fur jedes Objekt x von C besteht die Hom-Menge

Hom(F(x), p)
aus genau einer naturlichen Transformation (weil pt nur einen Morphismus hat). Weiter
besteht die Hom-Menge

Hom(x, G(p))
aus genau einen Element (weil G(p) terminal ist). Deshalb gibt es fur jedes Objekt x von
C genau eine Bijektion

Hom(F(x), p) i Hom(x, G(p))

Diese Bijektionen setzen sich zusammen zu einem Isomorphismus von Bifunktoren. F
besitzt also einen rechtsadjungierten Funktor G.
Falls C ein initiales Objekt besitzt, betrachte man den Funktor

H:pt—C,pb i,

der p ins initiale Object i von C abbildet. Wie oben erhilt man einen funktoriellen
Morphismus

Hom(p, F(x)) —s Hom (G(p), x)
da beide Hom-Mengen aus genau einem Element bestehen. Fur die rechte Hom-Menge

folgt das aus der Tatsache, dal pt nur einen Morphismus besitzt, fur die linke, weil
G(p) ein initiales Objekt ist.
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2.1.4.6 Propostion 3: Die Homotopie-Gruppe eines direkten Limes

Sei I eine kleine Kategorie, die filtrierend’” ist und sei

I — (kleine Kategorien), i > Ci ,
ein Funktor. Wir setzen* ‘
c.=mc
ier !
Weiter sei fur jedes i€I ein Objekt
X. eC.
i i
gegeben mit der Eigenschaft, daf fur jeden Morphismus i—j in I der zugehorige
Funktor
Ci — Cj
das Objekt Xi in das Objekt Xj uberfuhrt. Dann bilden die Homotopie-Gruppen
(C 0 X

fur jedes n ein induktives System uiber I, und es gilt

lim _
— m (C..X)=m (C.X).

i€l
Dabei bezeichne X das gemeinsame Bild der Xi in C.

Bemerkung
Mit _ .
il =M | ¢ und Mor € = ™ Mor C.
ier ! iel !
gilt auch allgemeiner fiir die Nerven™

3 d.h. die Kategorie ist nicht leer und ist gerichtet (vgl. Bass, H.: Algebraic K- theory, I, §8), d.h. die
beiden folgenden Bedingungen sind erfullt:

1. Je zwei Objekte sind Quellen von Morphismen mit demselben Ziel.

2. Je zwei Morphismen derselben Hom-Menge konnen gleich gemacht werden durch Anhingen eines

Morphismus.
> Wir definieren C als die Kategorie mit den Objekten
icl =1 ey
ier !
und den Morphismen

Mor(©) := ™™ Mor(C).
i€l !
Beide Limites sind in der Kategorie der Mengen Ens zu nehmen. So ist ICl gerade die disjunkte
Vereinigung der ICiI, wobei Elemente identifiziert werden, die bei Abbildungen des direkten Systems

ineinander Ubergehen. Dann besitzt C die Universalitatseigenschaft des direkten Limes. Insbesondere
kommutieren die Funktoren
(Kleine Kategorien) — Ens, C » ICl,
und
(Kleine Kategorien) — Ens, C — Mor(C),

mit filtrierten direkten Limites.
> Weil jedes Objekt und jeder Morphismus von NC bereits durch endlich viele Objekte und
Morphismen aus C gegeben sind.
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N(C) = 1M N
el !
Beweis. Weil I filtrierend ist und .
NC =T N(e)
ier !
gilt, kommt jede simpliziale Teilmenge von NC mit einer endlichen Anzahl nicht-
entarteter Simplexe von einer simplizialen Teilmenge eines N(Ci)' Diese simpliziale
Teilmenge von N(Ci) ist auBerdem eindeutig festgelegt , wenn man von den

VergroBerungen des Index i in einer offensichtlichen Weise absieht. Nun ist jede
kompakte Teilmenge eines CW-Komplexes ganz in einem endlichen Teilkomplex
enthalten.’® Deshalb kommt jede kompakte Teilmenge von BC von einer kompakten
Teilmenge eines BCi , welche eindeutig bestimmt ist , wenn man von einer

VergroBerung von i im offensichtlichem Sinne absieht. Die Proposition leitet sich in
einfacher Weise aus dieser Beobachtung ab.”’
QED.

2.1.4.7 Folgerung 1: direkter Limes iiber Homotopie-Aquivalenzen

Falls in der Situation der obigen Proposition der Funktor
C.—=C.
1 J
fur jeden Morphismus i—j in I eine Homotopie-Aquivalenz ist, so ist der Funktor
Ci —C

fur jedes i€l ebenfalls eine Homotopie-Aquivalenz.

Beweis. Wir ersetzen I durch die kofinale’® Kategorie

i\l
der Objekte unterhalb von i*’ und erreichen so, daB i ein initiales Objekt von I ist. Auf
Grund der Voraussetzungen der Folgerung und auf Grund der Proposition induziert
dann

%% Weil die offenen Simplexe eine offene Uberdeckung der kompakten Teilmenge bilden (die
Vereinigung aller offenen Simplexe ist der gesamte Raum).

37 Zum Beispiel kommt so jeder Weg von BC - weil sein Bild kompakt ist - von einem Weg in einem
BCi , und jede Homotopie zweier Wege in BC - weil deren Bild kompakt ist - von einer Homotopie in

einem BC..
i

% Jedes Objekt x € I besitzt eine “obere Schranke” y in i\, d.h. es gibt einen Morphismus x — .

Beim Einschréinken auf kofinale Teilkategorien dndert sich der direkte Limes eines
Funktors nicht.
% i\l ist die duale Konstruktion der Kategorie I/i der Objekte von I, die iiber dem Objekt i liegen.

Genauer, die Objekte von i\l sind die Paare (0., f) bestehend aus einem Objekt o€l und einem
Morphismus f: i — a.. Fur je zwei Objekte (a, f) und (a’, f*) von i\l sind die

Morphismen von (a., f) nach (a’, f*) gerade die Morphismen o« — o’ von I, fur
welche das Diagramm
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BCi — BC

einen Isomorphismus der Homotopie-Gruppen®. Auf Grund eines wohlbekannten

Satzes von Whitehead®' ist dann aber BCi — BC eine Homotopie-Aquivalenz.
QED

i— a
a?
kommutativ ist.
% Fir jedes Objekt j € i\l hat man genau einen Morphismus

i— ]
in i\l. Dieser induziert nach Wahl der Funktoren Ci—>CJ. eine Homotopie-Aquivalenz

BCi — BCj , d.h. einen Isomorphismus

Letztere Isomorphismen bilden ein direktes System. Durch Ubergang zum direkten
Limes erahalten wir

—

n (BC,X)=m (C, X):hmn(C X)),
iEiN\l n ]

und nachj Konstruktion gilt

im = ., X) =my (. X
1EN nj 1€l nj
=x (hmc X)  (nach 2.1.4.6)
i€l J
=7 (C,X)
== (BC, X).

Mit anderen Worten, BC, — BC induziert einen Isomorphismus der Homtopie-Gruppen.
1

%! vgl. Spanier, E.H.: Algebraic topology, Chapter 7 Homotopy theory, $ 6 CW-Komplexe, Th. 9:

Isf f: (X,x) — (Y,y) eine stetige Abbildung linear zusammenhéngender punktierter
topologischer Raume, welche Isomorphismen

nn(X,x) — nn(Y,y), n=1,2,3, ..
induziert, so induziert sie auch Isomorphismen der reduzierten Homologie-Gruppen
Hn(X,x) — Hn(Y, y),n=1,2,3, ..

und Switzer, R.M.: Algebraic topology - homology and homotopy, Chapter 10 Classical homotopy
theory, Corollary 10.29.

Istf: (X, x) — (Y, y) eine stetige Abbildung linear zusammenhangender punktierter Zell-

Komplexe, dann sind folgende Aussagen aquivalent.
1 f ist eine Homotopie-Aquivalenz.

(i1) f induziert Isomorphismen Hn(X, X) — Hn(X, y) fur alle n.



48

2.1.4.8 Folgerung 2: Kontrahierbarkeit filtrierender Kategorien

Jede filtrierende Kategorie ist kontrahierbar.
Beweis. Sei I eine filtrierende Kategorie. Dann ist I der induktive Limes des Funktors

I — (kleine Kategorien), i i I/i = Objekte von I tiber 1.%>

Die Kategorie I/i hat ein terminales Objekt, ist also kontrahierbar (nach 2.1.4.5). Der
direkte Limes ist dann aber auch kontrahierbar (nach 2.1.4.6).°°
QED.

52 Die Objekte von I/i sind die Paare (t, f) bestehend aus einem Objekt o€l und einem
Morphismus f: o—i. Fur je zwei Objekte (o, f) und (a’, f) von I/i sind die
Morphismen von (a., f) nach (a’, f*) gerade die Morphismen o« — o’ von I, fur
welche das Diagramm

o — o’

i
kommutativ ist. Diese Kategorien bilden ein induktives System, welches mit den

Vergi3-Funktoren
Ii—1, (o, ) — a,
vertraglich ist. Auerdem faktorisieren sich beliebige (Familien von) Funktoren
Fi: In—J,ielll,

(mit irgendeiner Kategorie J), mit denen das induktive System vertraglich ist, eindeutig
uber diese Vergif-Funktoren: man setzt

F(i) :=F, , (. d)
1

und erhalt so einen Funktor F: I — J, dessen Zusammensetzung mit dem i-ten Vergil3-
Funktor gerade gleich Fi ist (und F ist der einzige Funktor mit dieser Eigenschaft).

5 Fur jedes Objekt iOEI gilt sogar I = 11_m> 1/i (weil I filtrierend ist), also

i El/i
i, Sl
A Liy=x (Mo
n i eri
0
- hm e Wiy (nach 2.1.4.6)
. . 0
i El/i
0
lim o . . .
=_5 0 (weil I/i ein terminales Objekt besitzt)
i €li
0
=0
Damit besitzt BI dieselben Homotopie-Gruppen wie der einpunktige Raum pt. Die Einbettungen
pt — BI

induzieren Isomorphismen auf den Homotopie-Gruppen und sind damit nach dem Satz
von Whitehead Homotopie-Aquivalenzen, d.h. die identische Abbildung

BI — BI
ist homotop zu einer Abbildung der Gestalt

BI — pt — BIL.
Mit anderen Worten, BI ist kontrahierbar.
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2.1.5 Hinreichende Kriterien fur Homotopie-Aquivalenzen
2.1.5.1 Die Kategorie Y\f

Sei

f:C—-D
ein Funktor kleiner Kategorien. Wir bezeichnen die Objekte von C mit X, X’ usw. und
die Objekte von D mit Y, Y’ usw. Ist

YED

ein fest gewahltes Objekt, so bezeichne
Y\
die Kategorie der Paare (X, v) mit einem Morphismus

v:Y =X
von D, deren Morphismen
X,v) = (X",Vv)
gerade die Morphismen w: X — X’ von C sind mit f(w)ev =v’.
Y

v,/ \\V’

fw
X — X

Diese Kategorie heiflt auch Kategorie der f-Objekte unter Y.

Beispiel
Ist f der identische Funktor, so ist
Y\f=Y\C
gerade die Kategorie der Objekte von C unterhalb von Y.

Beispiel
Seien C die Kategorie der topologischen Paare, D die Kategorie der topologischen
Réume und f der Funktor

C—D XY Y.

Die Kategorie Y\f besteht dann aus den topologischen Paaren (X’, Y’) zusammen mit
einer stetigen Abbildung

Y—Y’. (1)
Die Morphismen dieser Kategorie sind stetige Abbildungen
9: (X, Y) — (X7, Y)
topologischer Paare, deren Einschriankungen auf die Unterraume mit den obigen

Abbildungen (1) kommutative Dreiecke bilden.
Y

v N\

Y’
Y’ (p_) Y”

2.1.5.2 Die Kategorie flY

Sei
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f:C—-D
ein Funktor kleiner Kategorien. Wir bezeichnen die Objekte von C mit X, X’ usw. und
die Objekte von D mit Y, Y’ usw. Ist

YED

ein fest gewahltes Objekt, so bezeichne
Y

die Kategorie der Paare (X, u) mit einem Morphismus u: fX — Y von D, deren
Morphismen

X, w) = (X", ')
gerade die Morphismen w: X — X’ sind mit u’ef(w) = u.

fw
Xy — (X))

w\, S’

Y

Diese Kategorie heiflt auch Kategorie der {-Objekte uiber Y.

Bemerkung
Die Definition ist dual zu der der Kategorie der f-Objekte unter Y: betrachtet man den

Funktor f als Funktor f: C°P —s DP, so geht f/Y in die Kategorie Y\f tiber.
Beispiel

Sei C die Kategorie der Vektorraumbiindel und Biindel-Abbildungen, wobei wir unter
einer Bundel-Abbildung zwei Vektorraumbiindel

V—XudV — X
ein kommutatives Diagramm stetiger Abbildungen
V—V

oy

verstehen wollen, wobei die obere horizontale Abbildung auf den Fasern der vertikalen
Abbildungen lineare Abbildungen induzieren soll.
Weiter sei C’ die Kategorie der topologischen Raume und

fC—C,V—Xp X,

der VergiB3-Funktor, welcher jedes Vektorraum-Biindel auf dessen Basis abbildet. Die
Kategorie
7Y

ist dann gerade die Kategorie der Vektorraum-Bundel V — X, deren Basis itber Y

liegt (zusammen mit einem Struktur-Morphismus X — Y). Die Morphismen dieser

Kategorie sind die Biindel-Morphismen, die mit den Struktur-Morphismen vertraglich
sind, d.h. kommutative Diagramme stetiger Abbildungen der Gestalt

vV — V

L

X — X,

N

Y
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wobei die obere horizontale Abbildung lineare Abbildungen auf den Fasern der oberen
vertikalen Abbildungen induziert.

2.1.5.3 Theorem A

Sei
f:C—=D
ein Funktor kleiner Kategorien. Ist die Kategorie
Y\

kontrahierbar fur jedes Objekt Y von D, so ist der Funktor f eine Homotopie-
Aquivalenz.

Bemerkungen

(i)  Wegen Bemerkung (ii) von 2.1.4.1°* ist die Aussage des Satzes dualisierbar:

Der Funktor f:C — D ist eine Homotopie-Aquivalenz, falls Y\f kontrahierbar ist
fur jedes Objekt Y von D.

(1)) Beispiel: Sei g: K — K’ eine simpliziale Abbildung von Simplizialkomplexen,
und sei
f:J—=7r
die induzierte Abbildung auf den durch ‘C’ halbgeordneten Mengen der
Simplexe von K bzw. K’, so dal} Realisierung von g homodomorph ist zu
Bf: B] — BJ.%
Bezeichnet

~Y

o

das Element von J’, welches dem Simplex o’ von K’ enstpricht®, so ist
f/G°
gerade die halbgeordnete Menge der Simplexe von g'l(o’). In dieser Situation

sagt das Theorem aus, daB f eine Homotopie-Aquivalenz ist, wenn das
vollstandige Urbild von jedem abgeschlossenen Simplex kontrahierbar ist.

(i) Bevor wir den Satz beweisen (vgl. 2.1.6.8), leiten wir eine Folgerung ab.

Zunachst erinnern wir aber in geeigneter Form an die Definitionen der Begriffe
Faser-Kategorie und Kofaser-Kategorie im Sinne von [SGA 1, Exposé VI].

2.1.5.4 Faser-Kategorien

Sei
f:C—=D
ein Funktor kleiner Kategorien. Fur jedes Objekt YED bezeichne
1
()

—~

% d.h. wegen der Existenz eines natiirlichen Homoomorphismus BC ; BC°P.

5 Bf ist die durch f auf den baryzentrischen Unterteilungen induzierte Abbildung.

% dh. o ist die Menge der Ecken von ¢’ (und steht fur das Baryzentrum in BJ’ der Realisierung von
o).
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die Faser von f iber Y, d.h. die Teilkategorie von C, deren Morphismen gerade die
Morphismen von C sind, die bei f in den identischen Morphismus von Y abgebildet
werden.

Man sagt dann, der Funktor f macht C zu einer Préafaser-Kategorie iber D, wenn fur

jedes Objekt Y € D der Funktor
Floy) = X s (X idy),

einen rechtsadjungierten Funktor

- 1y,

(XY —s £X)) b v¥X

W% vF(w)
X—Xp viX) — v¥X)

besitzt.”’
Fiir jeden Morphismus v: Y — Y’ in D erhalten wir dann einen Funktor®®
vi £y — oy
der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist und Basiswechsel-Funktor oder auch
inverses Bild heift.

7 Das Diagramm
Y

v/ WV

fw
X — X

ist kommutativ, und es gilt
(V) = Y, Hv¥X0) = Y, f(vH(w) = id,
% Genauer, v* ist die Zusammensetzung

v LYy — YiE—s £10Y),

%
X X)Y—Y ={(X") » v¥X,
des durch v definierten Funktors

v
LYy — Y, X - (XY — Y = (X))

mit dem zu f-l(Y) - Y\, X » (X, idY), rechtsadjungierten Funktor Y/f — f'l(Y).

Ist w: X — X” ein Morphismus aus f'l(Y’), so ist das Diagramm
Y
v/ WV
id
Y — Y
Il Il

fw
fx9 — fX”

kommutativ, d.h. w ist ein Morphismus von Y/f und v*(w): v¥(X’) — v*(X”) ein wohldefinieter
Morphismus von f_l(Y).
Die Familie der Funktoren

vi £ y?) — 1Y) mit viY — Y’ € Mor(D) )
ist durch dieselben Daten definiert wie der rechtsadjungierte Funktor Y/f — f_l(Y). Erstere ist durch

letzteren definiert und definiert diesen. Aus der Eindeutigkeit des adjungierten Funktors bis auf natuirliche
Isomorphie ergibt sich die Eindeutigkeit der Familie (1) (bis auf naturliche Isomorphie).
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Die Prafaser-Kategorie f: C—D heif3t Faser-Kategorie, wenn fur je zwei komponierbare
Morphismen u,v von D der kanonische funktorielle Morphismus

u¥v* — (vu)*
ein Isomorphismus ist.*
Beispiel
Seien D = Top die Kategorie der topologischen Raume, C die Kategorie der
Vektorraumbiindel und

C—D,V—XpX,
der Vergi3-Funktor, der jedes Vektorraumbiindel auf seinen Basisraum abbildet. Fur
jeden topologischen Raum Y € D ist

1
7(Y)
die Kategorie der Vektorraum-Bundel uber Y. Das Bild des Funktors

id
F (YY) — YV, X b (X, Y — Y = (X)),

besteht gerade aus den Vektorraum-Buindeln uiber Y und den Biindel-Abbildungen, die
auf der Basis die identische Abbildung induzieren. Betrachten wir den Funktor

T A% T
FYAf —s 1Y), (V= X, Y — X) b vH(V — X)

Dabei sei v¥(V 1) X) das Vektorraumbuindel iber Y mit dem Buindel-Raum
VX Y ={(xy) € VXY l7(x) = V(y) }

und der Bundel-Abbildung
V*(:rc):VXXY — Y, xXy) > y.

Man beachte die Faser uiber y ist gerade

vim L(y) = { (y} 1) = v(y) } = 7L (v(x)

in naturlicher Weise isomorph zur Faser des Ausgangsbiindels iiber dem Bild von y bei
der Abbildung v. Vergleichen wir die Hom-Mengen

T 7’ \%
HomW(F*(V —Y),V—Y.Y—Y))

L id T’ \Y
= HomY\f((V —YY—Y)V—Y.Y—Y)
und

T T’ v
Hom V—Y,F*(V—Y.Y—Y")).

vy

T
= Homf_l(Y)(V — Y, Vx_ Y —Y).

Die erste besteht aus den kommutativen Diagrammen
v v
nl ln’ (D
Y i) Y’

stetiger Abbildungen mit a linear auf den Fasern von m, fur welche das Diagramm

Y’

% Siehe Anhang: Adjungierte Funktoren von Zusammensetzungen.
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id
Y— Y
v\ lb
Y’
kommutativ ist, d.h. mit b = v. Auf Grund der Universalititseigenschaft des

Faserprodukt stehen diese kommutativen Vierecke in Bijektion mit den stetigen
Abbildungen
cV— V’XY,Y ={(v,y) EV' XY I’ (V’) =v(y)}.

mit pr. ec = a und pr,°c = . Weil das Diagramm

1 2

C
V>V XY,Y

| ey

Y = Y
kommutativ ist, liegen diese Abbildungen in der zweite Hom-Menge. Umgekehrt gehort
zu jedem Element c aus der zweiten Hom-Menge eine Abbildung priec=a, und damit

ein kommutatives Diagramm (1), d.h. ein Element der ersten Hom-Menge. Wir haben
damit gezeigt, der Funktor F* ist rechtsadjungiert zu F , d.h. C ist eine Prafaser-

Kategorie uber D = Top.
Es ist sogar eine Faser-Kategorie, denn fur je zwei stetige Abbildungen
u A%
Y — Y’ — Y”
und jedes Vektorraum-Bundel n”:V” — Y™ gilt

ukvEV” = (V”XY,,Y’)XY,Y

=1 (ay) € (VX3 Y)*Y Tu(y) = pr, (e}

={(vV7yLy) EVXY'™xY Tu(y) =y’ und v(y’) =x”(v”) }
={(vV7u(y),y)EV™Y’XY | v(u(y)) = "(v") }

=" {(v"y)E VXY [ v(u(y)) =a"(v")}
= (vu)*V”.

2.1.5.5 Kofaser-Kategorien
Sei

f:C—D
ein Funktor kleiner Kategorien. Der Funktor f macht C zu einer Priakofaser-Kategorie
uber D, wenn fur jedes Objekt YED der Funktor

£1Y) = 7Y, X 1 (X, idy)
einen linksadjungierten Funktor
1Y — 1Y), (X, v) 1 v, X..

Fur jeden Morphismus v: Y — Y’ in D erhalten wir dann einen Funktor

v ) =l y), X s (X, v) b v, X,

" die mittlere Koodinate ist durch die dritte bereits eindeutig festgelegt.
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der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist und Kobasiswechsel-Funktor oder auch
direktes Bild heif3t.

Die Prakofaser-Kategorie heifit Kofaser-Kategorie, wenn fur je zwei komponierbare
Morphismen u, v von D der kanonische funktorielle Morphismus

(vu) , = v, u,

ein Isomorphismus ist.

2.1.5.6 Folgerung: (Ko-) Faser-Kategorien mit kontrahierbaren Fasern

Ist f. C—D eine Faser- oder Kofaser-Kategorie mit der Eigenschaft, daf 1(Y)

kontrahierbar ist fur jedes YED, so ist f eine Homotopie-Aquivalenz.
Beweis. Folgt aus 1.4.7 und 1.5.3.
QED.

2.1.5.7 Beispiel

Seien C eine kleine Kategorie und bezeichne
S(C)
die Kategorie, deren Objekte die Morphismen von C sind und deren Hom-Mengen
Hom(u: X—=Y,u: X’—=Y’)

aus den Paaren (v: X’—=X , w: Y—=Y’) von Morphismen aus C besteht, fur welche das
folgende Diagramm kommutiv ist.
v

X X’
uy yu’
w
Y Y’

Man hat die Funktoren
0 S t
C'e—S(C)——=C,
die die jedem Objekt von S(C) in dessen Quelle bzw. dessen Ziel abbilden und welche
Source-Funktor bzw. Target-Funktor heif3en.

Es ist leicht zu sehen, diese Funktoren sind kogefasert. Die Kategorien

s"l(X) = X\C und t'l(Y) = (C/Y)O
haben initiale Objekte, sind also kontrahierbar. Nach der Folgerung sind s und t
Homotopie-Aquivalenzen.
Bemerkungen

(1) 7777 S(C) ist gerade die Kofaser-Kategorie iiber COxC mit diskreten Fasern, die
durch den Funktor (X,Y) » Hom(X,Y) definiert ist.

(1) Die Zusammensetzung (Bt)'loBs: BC — BC°P der Homotopie-Aquivalenz Bs

mit einer Homotopie-Inversen von Bt ist die einfachst Art, die Homotopie-
Aquivalenz

BC —s BC°P
von 2.1.4.1 Bemerkung (ii) zu realisieren.
(i111) Wir wenden uns jetzt dem Beweis von Theorem A zu (vgl. 2.1.5.3). Wir werden
eine Standard-Aussage zur Realisierung eines bisimplizialen Raumes benotigen,
die wir jetzt ableiten.



56

2.1.5.8 Der Realisierungsfunktor

Bezeichne
Ord=A

die Kategorie der geordneten Mengen [p] = {0 < 1 < ... < p }, pEN, so daB} nach
Definition ein simpliziales Objekt ein auf Ord definierter kontravarianter Funktor ist.

Der Realisierungsfunktor
121:Funct(Ord, Top) — Top, X +» IXI,

von der Kategorie der simplizialen topologischen Raume mit Werten in der Kategorie
der topologischen Raume (vgl. [Segal 1]) kann definiert werden als linksadjungierter
Funktor zum Funktor

S: Top — Funct(Ord’, Top), Y + (p » Hom(AP, Y),
welcher dem Raum Y den simplizialen Raum
PB Hom(Ap, Y),
zuordnet, wobei Hom den Raum der stetigen Funktionen bezeichnet und AP das

Simplex, welches p als Menge der Ecken besitzt.”' Insbesondere kommutiert der
Realisierungsfunktor mit direkten Limites.””

! Fur jeden topologischen Raum X bezeichne
SX
die simplizieale Menge der singularen Simplexe von X, d.h.
SX =Hom_ (A ,X).
n Top n

Auf diese Weise ist ein Funktor
S: Top — (Simpliziale Mengen)
definiert. Zu zeigen ist, daf} dieser rechtsadjungiert ist zum Realisierungsfunktor
1?1: (Simpliziale Mengen) — Top.
Es soll also fur jede simpliziale Menge X und jeden topologischen Raum Y eine
Bijektion

HomTop(IXI, Y) i Hom X, S(Y)) (1)

Simpliziale Mengen
bestehen, welche funktoriell in X und Y ist. Sei

f: IXI—Y
eine stetige Abbildung. Wir haben fur jedes n eine Abbildung

X —SY (2)
n n
zu konstruieren. Fur jedes s € Xn betrachten wir die von s erzeugte simpliziale

Teilmenge <s> von X, d.h. den Durchschnitt aller simplizialen Teilmengen von X,
welche das n-Simplex s enthalten. Die Simplexe von <s> sind gerade die Bilder von s
bei allen Zusammensetzungen von Entartungs- und Seitenabbildungen von X. Die

natirliche Inklusion <s> C X induzierte eine stetige Abbildung der Realisierungen

l<s> — IXI
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2.1.5.9 Die Realisierungen eines bisimplizialen Raums

Sei T ein bisimplizialer Raum, d.h. ein Funktor
0rd0rd" — Top, (p,q) » T

Durch Realisieren bezuglich q mit festgehaltenem p erhalten wir einen simplizialen
Raum

plgqr T |1,
p q pq

welcher seinerseits eine Realisierung besitzt.
Wir konnen andererseits erst bezuglich p realisieren und dann bezuglich q. Und wir
konnen schlieBlich die Realisierung der Diagonalen

prT

bilden. Es ist wohlbekannt (vgl. [Tornehave]), daB alle drei Realisierungen
tibereinstimmen.

2.1.5.10 Lemma: Vergleich der drei Realisierungen eines bisimplizialen
Raums

Ip»T I=lpplgqr T ll=lgslpT |l
P pp P q Pq 4 P Pq

Die iterierten Seitenabbildungen, welche die Ecken von s definieren, definieren eine
lineare Abbildung An — I<s>l, welche den i-ten Standard-Einheitsvektor in die i-te

Ecke von I<s>| iberfuhrt. Durch Zusammensetzen erhalten wir eine stetige Abbildung

f
An — I<s> — IXI — Y.

Diese sei gerade das Bild von s bei der Abbildung (1).
Wir haben so die Abbildung (2) beschrieben, und damit auch (1). Beschreiben wir die
Umkehrung. Sei
g: X —SY
ein Morphismus von simplizialen Mengen. Fur jedes n haben wir ene Abbildung

g : X —SY,
nn n
welche jedem n-Simplex s € Xn eine stetige Abbildung An — Y zuordnet. Alle diese
Abbildungen zusammen definieren eine stetige Abbilduing auf der disjunkten
Vereinigung

stXn,nzO,l,.. An X Xn — Y.

Weil g eine naturliche Transformation ist, hat diese Abbildung in Punkten, die beim
Ubergang zur Realisierung identifiziert werden, denselben Wert. Sie induziert deshalb
eine stetige Abbildung

Xl — Y,

welche gerade das Urbild von g bei der Abbildung (1) ist (durch Einschranken von f auf
die Simplexe der Triangulierung X von IX| erhdlt man die ursprunglich durch g
gegebenen singuldren Simplexe zuriick).

72 siehe den Anhang ‘Eigenschaften von adjungierten Funktoren’
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Beweis.Wir nehmen zunachst an, T ist von der Gestalt’®

h'SxS: (p,q) » Hom(p,r)xHom(q,s)xS,
wobei S einen topologischen Raum bezeichne. Dann gilt

Ip » Hom(p,r)xHom(p,s)xS | = ATxASXS.

Dies ist der grundlegende Hoomomorphismus, denn man zum Beweis dafur benutzt,
daB die geometrische Realisierung mit Produkten kommutiert (vgl. [Milnor 1])™*.
Andererseits haben wir

lp » Iq » Hom(p,r)xHom(q,s)xSll =Ip » Hom(p,r)xASxSI = ATxASxS.
Eine analoge Formel erhalt man, wenn man die doppelten Realisierungen in der anderen
Reihenfolge bildet.
Der geforderte funktorielle Morphismus besteht also auf der vollen Teilkategorie der

bisimplizialen Raume dieser Gestalt.
Fur beliebige T hat man aber eine natiirliche Darstellung’”

3 Firr jedes [r] € A ist der Funktor

Hom(?, [r]): A°" — Ens, [n] +» Hom([n], [r]),
eine simpliziale Menge. Die entarteten n-Simplexe sind nach Definition diejenigen Simplexe, die im

Bild einer der Entartungsabbildungen ¢! liegen,

: o €: (03
¢": Hom([n-1], []) — Hom([n], [r]). [n-1] — [r] # [n] —> [n-1] —> [1],

d.h. die entarteten n-Simplexe sind gerade die Elemente von

Hom([n], [r]),
welche nicht injektiv sind, und die nicht-entarteten sind die injektiven Elemente dieser Hom-Menge. Das
Bild eines nicht-entarteten n-Simplexes besteht gerade aus n+1 Elementen, und das Simplex ist durch
dieses Bild eindeutig bestimmt.
Die Menge der nicht-entarteten n-Simplexe entspricht so gerade der Menge der Teilmengen von [r] mit

n+1 Elementen, und damit gerade der Menge der n-dimensionalen Seiten des r-dimensionalen Standard-
Simplex A", Als Realisierung dieser simplizialen Menge erhalten wir

| Hom(?, [r])| = AT
™ siehe auch den Anhang ‘Satz von Eilenberg-Zilber’.

5 Dies sind auf Ord’xOrd? definierte Funktoren. Fur jedes Objekt (u, v) €0rd’x0rd” hat die
Darstellung die folgende Gestalt
g
®(r’,s’)%(r,s)Hom((u’V)’(r,’S’)XTr,s ? ®(r,s)
Die Abbildungsvorschriften sind wie folgt:
Auf der zu (r,s) gehorigen Komponente hat f die Gestalt

a § f
(u—r, vV—ss, OETr S) » T(o,p)o

)

f
Hom((u,v),(r,s))XT —T ,
Is u,v

& g Y
Aufderzu (r’,s’) — (1,8) = (1’ —> 1, 8" —> s) gehorigen Komponente haben g und die h die Gestalt

@ B ¢ Ea P
(u—r’,v—s’,0ET ) b (UW—r1,v— 8,0ET )& Hom((u,v),(r,s))xT
) I8 rs
a & h a &
—r’, v—s’,0€T ) b @W—1,v—s’, TEY)OET | ) E Hom((u,v),(r’,s)¥T | |
IS r’,s s

k)



59

r's’ —_— IS -
@(r’,s’)—>(r,s) h ><Tr,s T (r,s) h XTrs T,

d.h. eine exakte Sequenz in dem Sinne, dal der Morphismus rechts gerade der Kokern

der beiden Morphismen links ist. Da die drei betrachteten Funktoren von der Kategorie

der simplizialen Raume in die Kategorie der topologischen Rdume mit direkten Limiten

kommutieren, folgt die Behauptung des Lemmas.”®

QED.

2.1.6 Die exakte Homotopie-Sequenz
2.1.6.1 Die lange Homotopie-Sequenz einer stetigen Abbildung

Seien
g E—B
eine stetige Abbildung und
bEB
ein Punkt. Die Homotopie-Faser von g uiber b ist definiert als der Raum

F(g,b) = Ex BIxB{b}

B

Aus den Definitionen ergibt sich, daf

fog = foh
gilt. Betrachten wir die Aquivalenz-Relation auf der mittleren direkten Summe, die erzeugt wird von den
Relationen

f(x) ~ g(x),
wobei x die Elemente der direkten Summe links durchlauft. Wir haben zu zeigen, wenn
(x [3 a? b
(u—r1, vV—>5,0€T ) und (u—1’, v—3s’, 0°’ET | ) €))
I,S r,
bei f dasselbe Bild haben, d.h. wenn
T(a,p)o =T(a’,p7)0’ @

gilt, so sind die beiden Tripel (1) aquivalent. Nach Definition der Aquivalenz-Relation gilt (o, , &,
b id, id, a, B)

a B id id
(u—1, v—>s, 0ET ) ~ (u—>u, v—3v, T(a,p)oET )
r,s u,v

a’ B’ id id

(b—r’, v—>s’, 0’ET | ) ~ (u—>u, v—3u, T(a’’,)0’ET )
r',s u,v

bl

Die beiden rechten Tripel sind wegen (2) gleich. Also sind die beiden linken Tripel dquivalent.

® Weil 1?1 mit direkten Limites kommutiert, erhalt man beim Ubergang zur Realisierung wieder eine
exakte Sequenz, d.h. die Sequenz

hSxT | — Tl
IS

2,

Ih' 5 xT |1—/—= |
(r’,s")—(r.s) I, — ()
ist exakt. Dabei kann man unter der Realisierung eines Bifunktors einmal die Realisierung der
Diagonalen und zum andern die iterierte Realisierung bezuiglich der einzelnen Argumente verstehen.

Nach dem ersten Teil des Beweises bleibt der linke Teil der Sequenz unverandert, wenn man zwischen
der einzelnen Varianten der Realisierung hin- und herwechselt. Dann sind aber auch die Realisierungen
ITI fur die verschiedenen Varianten der Definition von |7 isomorph.
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der Paare (e, p) aus einem Punkt eEE und einem Weg in B von g(e) nach b.”” Fur jeden
Punkt e € g'l(b) hat man eine exakte Homotopie-Sequenz von g bezuglich des
Grundpunktes b,

— — Py — i) —
.= (Bb)—m (F(gb), €) = m(Ee) m.(B,b) = ...

mit ¢ = (e, b), wobei b den konstanten Weg in b bezeichnet.”®

2.1.6.2 Vergleich von B(Y\f) mit den Homotopie-Fasern einer
Abbildung

Seien f: C—D ein Funktor kleiner Kategorien und YED ein Objekt. Ist j der Funktor

v
FYM—=C, X, Y —X) » X,
so definiert die Morphismen-Familie
v
Y X }(X,V)EY\f
eine natiirliche Transformation””

constY —fj: Y\f—=D,

des konstanten Funktors

v
constY YMf—=D, X, Y—X)» Y

mit dem Wert Y in den Funktor
v
f:YM=D, (X, Y — X)) » X.

Nach Proposition 2 (vgl. 2.1.4.2) ist fj homotop zum konstanten Funktor consty, , d.h.
die Komposition
Bj Bf
B(Y\f)—— BC——=BD
kontrahiert sich in naturlicher Weise in die konstante Abbildung mit dem Bild Y, d.h.

das Bild von Bj liegt ganz in der Homotopie-Faser von Bf uiber Y. Wir erhalten auf
diese Weise eine natiirliche Abbilung®

"7 Der Raum BI der Wege in B wird mit der kompakt-offenen Topologie versehen.
" siehe dan Anhang: das Serre-Faserbiindel zu einer stetigen Abbildung.

v
7 Fur jedes Objekt § := (X, Y — fX) der Kategorie Y\f hat man einen Morphismus

const(E) =Y I f(X) = fj(§)

v \4
und fiir jeden Morphismus w: & = (X, Y — f(X)) — (X’, Y— f(X’)) = &€’ ein kommutatives
Viereck

const(E) —» const(E’)
Vl lv’
w
fi®) — fiE®)
8 Sei
H: B(Y/f) x I — B(D)

die Homotopie von B(fj) = BfeBj in den konstante Abbildung mit dem Wert Y, welche durch die
natiirliche Transformation definiert wird. Fur jeden Punkt x € B(Y\f) ist dann
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(1) B(Y\f) = F(Bf, Y).

Bemerkungen

(i)  Wir wurden gern wissen, wann diese Abbildung eine Homotopie-Aquivalenz ist,
denn dann haben wir eine exakte Sequenz, welche eine Beziehung zwischen den
Homotopie-Gruppen der Kategorien Y\f, C und D herstellt.*'

(i)) Die Homotopie-Fasern einer Abbildung uber Punkten derselben linearen
Komponente sind homotopie-dquivalent.*” Deshalb ist eine notwendige
Bedingung dafur, daf} (1) eine Homotopie-Aquivalenz fur alle Y ist, dal der
Funktor

Y\ — Y, (X,v) » (X,v1)

fur jeden Morphismus u: Y — Y’ von D eine Homotopie-Aquivalenz ist.
(iii)) Wir werden jetzt zeigen, daf} die Bedingung von (ii) auch hinreichend ist.
(iv) Da Homotopie-Fasern keine klassifizierende Raume von Kategorien sind und
deshalb etwas weit weg sind von allem, womit wir arbeiten werden, ist es
sinnvoll die Aussagen mit Hilfe von homotopie-kartesischen Quadraten zu
formulieren.

2.1.6.3 Homotopie-kartesiche Quadrate

Ein kommutatives Quadrat

ey g g
B> —— B
von topologischen Raumen heifit homotopie-kartesisch, wenn die Abbildung
B’ = B'xgBlxgE ¢ b (2(e), hg' ), h'(e),
von E’ ins Homotopie-Faserprodukt von h und g eine Homotopie-Aquivalenz ist.>

Hl{x}XI: I={x}x1— B(@d)

eine Kurve von B(fj)(x) = Bf(Bj(x)) nach Y. Nach Definition der Homotopie-Faser ist

Bj(x), HI EFBL, Y).
Abbildung (1) ist durch die Abbildungsvorschrift

B(Y\) = F(Bf, Y), x » (Bj(x),Hl )
I

gegeben.

8 In der exakten Homotopie-Sequenz 2.1.6.1 zur stetigen Abbildung Bf: BC — BD konnte man die
Homotopie-Faser F(Bf, Y) durch B(Y\f) ersetzen.
%2 Seien g: E — B die stetige Abbildung von 2.1.6.1 und y: I — B ein Weg in B von b
:=v(0) nach b’ :=y(1). Dann sind die Abbildungen
F(g? b) — F(g7 b,)a (ea 6) — (ea Y°6)7

und

F(g. b") — F(g. b). (e, 8) — (e, 71 °0).
zueinander homotopie-invers. Man beachte sie sind im allgemeinen nicht invers

zueinander, weil zum Beispiel y'1°y°6 im allgemeinen von 8 verschieden ist. Die beiden
Wege sind jedoch homotop: eine Homotopie ist zum Beispiel gegeben durch

IXI— B, (s, t) » yt'loytOB(s).

% Die uiberstrichene mittlere Koordinate bezeichne den konstanten Weg im angegebenen Punkt.
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Ein kommutatives Quadrat einer kleinen Kategorie heifft homotopie-kartesisch, wenn
das zugehorige Quadrat der klassifizierenden Raume homotopie-kartesisch ist.
Bemerkung

Ist im obigen Quadrat der Raum B’ kontrahierbar®, so ist die Abbildung

F(g’,b’) = E’, (e, 0’,b") i €
eine Homotopie-Aquivalenz fur jedes b’€B’.** Also hat man eine bis auf Homotopie
eindeutig bestimmte Abbildung®
(2) E’ — F(g’,b’) = F(g,h(b")),

Wie man leicht sieht, ist das Quadrat in dieser Situation genau dann homotopie-
kartesisch, wenn (2) eine Homotopie-Aquivalenz ist.*’

2.1.6.4 Theorem B

Sei f: C —D ein Funktor kleiner Kategorien mit der Eigenschaft, daB fur jeden
Morphismus Y — Y’ in D der zugehorige Funktor

b

YO = Y\, (XY (X)) b (X, Y Y 5 £(X)

8 Was zum Beispiel trivialerweise der Fall ist, wenn B’ aus nur einem Punkt besteht.
8 Sei H: B'’XI — B’, (x, t) > Ht(x), die Homotopie, welche die identische Abbildung von B’ (t = 0)

in die konstante Abbildung (t=1) mit dem Wert b deformiert. Fur jedes x € B’ ist

w :=HlI :I={x}xI — B’ ein Weg von x nach b.
X {x}xI
Insbesondere ist (1)]-3,0(1) © ein Weg von p(e) uiber b nach b’, d.h. wir erhalten eine Einbettung
p(e
FE—s F(@. b)) e 15 (e 0 o b)),
b “pe)

Weiter ist w, ,°w °
b Py(1-0) 1t

ein Weg von y(0) uber y(1-t) und b nach b’, d.h. wir erhalten eine

Homotopie
~Y _1
H :F ,, b, F ” b’ k) b ’b, B 90 ° ’b’
(F(E. b)) — F(g. b7). (e 7. b7) b (e, 0 101t )
welche fur t = 0 homotop zur identischen Abbildung ist und sich fur t = 1 uber die Einbetttung j
faktorisiert:

~

Hy
Fg',b’)) — F(g.b)

PN\

E
mit p(e,y,b’) = e, d.h. jep ist homotop zur identischen Abbildung. Trivialerweise gilt pej = Id. Deshalb
sind p und j homotopie-invers.

% Die zweite Abbildung ist durch h’ und h induziert:

F(g’.b’) = F(g.h(b")), (¢’, v", b’) b (h’(e’), hey’, h(b’)).
8 Ist B’ der einpunktige Raum so ist das Quadrat (1) nach Definition genau dann homotopie-kartesisch,
wenn durch die angegebene natiirliche Abbildung E’ zur Homotopie-Faser von g homotopie-aquivalent
wird.
Ist B’ kontrahierbar auf den Punkt b’EB’, so ist die natiirlichen Einbettung {b’} < B’ eine
Homotopie-Aquivalenz. Diese induziert eine Homotopie-Aquivalenz auf den zugehorigen
Faserprodukten (weil Homotopien Homotopien induzieren - die Definition des Homotopie-
Faserprodukts ist gerade so eingerichtet, daf dies der Fall ist).
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eine Homotopie-Aquivalenz ist. Dann ist fur jedes Objekt Y von D das Quadrat
J

Y\ C iXv) =X

] V£ mit F(X,v) = (fX,v)
bl 0 Y’,v - Y’

w— D J,v)

homotopie-kartesisch. Insbesondere besteht fur jedes X aus f~ 1(Y) eine exakte Sequenz
ni_l_l(D, Y) ni(Y\f, X) ni(C, X) n:i(D, Y)— ..
. _ . 88
mit X = (X, 1dY).

Bemerkung
Wie im Fall von Theorem A gibt es ein duale Formulierung von Theorem B mit Hilfe
der Kategorien {/Y.

2.1.6.5 Folgerung

Sei f: C —D ein Funktor kleiner Kategorien, welcher C zu einer Prafaser-Kategorie
(bzw. einer Prakofaser-Kategorie) iber D macht. Fur jeden Morphismus
wyY—=Y
von D sei das inverse Bild
wt Loy = ey
(bzw. das dirrekte Bild u,:f° 1(Y) —-f 1(Y’)) eine Homotopie-Aquivalenz. Dann ist die

Kategorie
rloy)
fur jedes Objekt Y von D homotopie-dquivalent zur Homotopie-Faser von f uber Y.

Genauer: das Quadrat
i

1oy C
i Vf

Y
pt D

wobei i der Inklusionsfunktor ist, ist homotopie-kartesisch. Wir haben deshalb fur jedes
Objekt X von 1(Y) eine exakte Homotopie-Sequenz

— 7 (DY)—>n(f"1(Y) X)—l*e n(CX)—f*en(DY)e
- i1V i ’ i i

% Der zweite Teil der Aussage folgt aus der ersten: Nach 2.1.6.1 hat man zur stetigen Abbildung
Bf: BC — BD

die lange exakte Homtopie-Sequenz

~ ~Y f
...—>n,+l(D, Y) - ni(F(Bf,X), X) — 7.(C, X) —= ni(D, Y) — ..
1 1

mit X = (X, Y) und Y der konstante Weg in X. Die Kategorie Y\D besitzt ein initiales Objekt, ist also
kontrahierbar. Wir konnnen im homotopie-kartesischen Quadrat nach Anwenden des Funktors B den
Raum B(Y\D) links unten durch einen einpunktigen Raum ersetzten. Wir sehen so, B(Y\f) ist

homotopie-aquivalent zur Homotopie-Faser von Bf, d.h. in der exakten Sequenz konnen wir F(Bf, )m(‘)

ersetzen durch Y\f (und )A(J durch X).
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Beweis. Das ist klar*®, denn f1(Y) — Y\f ist eine Homotopie-Aquivalenz fur
pragefasertes f.

QED.

Bemerkung

Zum Beweis von Theorem 1.6.4 brauchen wir ein Lemma, welchem die Theorie der
Quasi-Fibrationen [Dold-Lashot] zugrundeliegt. Es ist ein Spezialfall eines allgemeinen
Ergebnisses zur Realisierung einer Abbildung simplizialer Raume ist [Segal 2].”°

2.1.6.6 Definition: Quasi-Faserungen

Eine Quasi-Faserung oder auch Quasi-Fibration ist eine stetige Abbildung g: E — B
topologischer Raume mit der Eigenschaft, da3 die naturliche Abbildung

g'l(b) > F(g. b)
einen Isomorphismus auf der Homotopie induziert fir jeden Punkt bEB.”"

Bemerkung
(1)  Sind die Raume E und B Objekte der Kategorie
A\

der Rdume mit dem Homotopie-Typ eines CW-Komplexes, so weill man auf
Grund von [Milnor 2], daB auch F(g,b) in W liegt.

(i) Istalso g'l(b) in W und ist g: E—=B eine Quasi-Fibration, so ist
gl() = F(gb)
eine Homotopie-Aquivalenz’, d.h. das Quadrat
) i
gl)—— E
l g

pp —— B

ist homotopie-kartesisch.

2.1.6.7 Lemma

Seien I eine kleine Kategorie und
[—Top,im Xi’

ein Funktor. Weiter sei

g: XI%BI

der Raum uiber BI, den man durch Realisieren des simplizialen Raumes
NX:[p]l » ® . Xi (disjunkte Vereinigung)
0

P (6]

w1

erhalt.”®

% In der Formulierung der Folgerung wurde die kontrahierbare Kategorie Y\D ( das Paar (Y, id) ist ein
initiales Objekt von Y\D) durch die Kategorie pt mit nur einem Objekt und nur einem Morphismus
(dem identischen Morphismus) ersetzt, deren klassifizierender Raum der einpunktige topologische Raum
ist.

% Die nachfolgenden Beweise berufen sich [Dold-Lashot] bei der Verwendung von Sétzen aus der
Theorie der Quasi-Fibrationen. Die zitierten Ergebnisse werden in [Dold-Lashot] allerdings nicht
bewiesen: es wird weiterverwiesen aus die Arbeit von Dold und Thom tiber Quasifaserungen und
unendliche symmetrische Produkte.

%! Zur Theorie der Quais-Fibrationen siehe auch den Anhang Topologische Riume/Quasi-Faserungen

%2 Nach dem Satz von Whitehead, vgl. die Anmerkungen von 2.1.4.7
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Ist Xi — X. eine Homotopie-Aquivalenz fur jeden Morphismus i—j von I, so ist g eine

Quasi-Fibration.
Beweis. Bezeichne Fp die Realisierung des p-Skeletts von NI. Dann gilt

_1 |®
Bl = Up=0 F
und BI ist als topologischer Raum der direkte Limes® der Unterrdume Fp. Es reicht
deshalb zu zeigen™, die Einschrinkung
g'l(Fp) —F

von g auf Fp ist eine Quasi-Faserung fur jedes p.

p

Furp =0 ist Fp eine diskrete Punkt-Menge. Nun ist aber jede Abbildung Z — pt, mit

Werten im einpunktigen Raum pt eine Quasi-Faserung (weil ni(Z,Z,y) und J'l?i(pt, X) fur

beliebige y € Z und x € pt trivial’® sind). Die Einschrankung von g auf E, ist also

trivialerweise eine Quasi-Faserung.

Betrachten wir die folgenden kommutativen Quadrate von stetigen Abbildungen
topologischer Raume.

% Der Nerv von I ist die simpliziale Menge

NC: A°P 5 Ens, [p] » i0—>...—)ip,

deren p-Simplexe die Folgen i0—>...—>ip von je p Morphismen von I sind. Wir

konnen diese simpliziale Menge auch als simplizialen topologischen Raum ansehen
(bezuiglich der diskreten Topologie). Dann hat man einen Morphismus von simplizialen
topologischen Raumen

NX — NC

der alle Punkte des zu o = i0—>...—>ip gehorigen Raums Xi in das Simplex o von

0
NC abbildet. Die induzierte Abbildung
g: XI — BI

auf den klassifizierenden Raumen ist fur nicht-entartete ¢ auf dem zu o gehorigen

offenen Unterraum von XI gerade die Projektion

{OPAPXX, —s {GPxAP, (0,1, V) 15 (0, u),
0
auf das offene Standard-Simplex.

% d.h. ein Teilmenge von BI ist geanu dann offen, wenn ihr Durchschnitt mit F offen ist in F fur
p p
jedes p. Man beachte, das erste Trennungsaxiom ist fur klassifizierende Raume stets erfullt.

% siehe den Anhang ‘Topologische Riume/Quasi-Faserungen/Folgerung 2’.
%6 Nach Definition ist X, A, x)=xn (PX, A, x), yo), wobei P(X, A, x) der Raum der Wege von x
n n

mit dem Endpunkt in A ist. Im Fall A = X ist dieser Raum kontrahierbar: die Homotopie
Ht:P(X’ A’ X) — P(X3 A» X), Y [ =d Yts

mit yt(s) := y(st) kontrahiert den Raum in den konstanten Weg X im Punkt x.
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\/Xi xaApQ\/Xi x AP

V 9AP C Vv AP . 0 0
| \ | | (1)
Fp1 © 1 1 ) c glF)
g E g E

Dabei bezeichne dAP = AP den Rand des p-dimensionalen Standard-Simplexes.

Die disjunkten Vereinigungen der oberen Zeilen sollen iiber alle nicht-entarteten p-
Simplexe i0—>...%ip von NI erstreckt werden.

Die vertikalen Abbildungen sollen die naturlichen Abbildungen sein, wie sie in der
Definition der Realisierung vorkommen. Insbesondere werden die beiden rechten

vertikalen Abbildungen injektiv, wenn man das Standard-Simplex AP durch dessen
inneres ersetzt.

Die beiden Quadrate sind kartesich: der Raum links oben ist gerade das vollstindige
Urbild des Raums links unten bei der rechten verikalen Abbildung.’’

Nach Konstruktion bildet g die topologischen Paare, die von den Raumen der unteren
Zeilen gebildet werden, ineinander ab.

Sei
UCF
die offene Teilmenge, die man durch Entfernen der Baryzentren der p-Zellen erhalt und
sei
Vi=F -F_ .
_ p p-l
Dann gilt
F =UUYV,
,=UU
und es reicht zu zeigen, die Einschrinkungen von g auf U, V und U(V sind Quasi-

Faserungen.”®
Nun ist g uber jedem offenen nicht-entarteten g-Simplex i —>...%iq gerade die

0
Projektion
X, xAP — AP )
0
auf den zweiten Faktor, also trivialerweise eine Quasi-Faserung. Also ist g auf
V= Fp - Fp— |

eine Quasi-Faserung’®, und analog auch auf U()V. Es reicht also, zu zeigen,

°7 Das folgt aus der Tatsache, daB die Realisirung gerade die disjunkte Vereinigung der offenen nicht-
entarteten Simplexe ist. Damit ist insbesondere F  gerade die disjunkte Vereinigung aus F 1 und den
P p-

Bildern der inneren Punkte bei der rechten vertikalen Abbildung des linken Quadrats von (i).
Ein Punkt, dessen Bild bei letzterer Abbildung in F ! liegt, muf3 also ein Randpunkt sein, liegt also in
p_

der Menge links oben.
Analog argumentiert man mit dem rechten Quadrat (1).
% siehe den Anhang ‘Topologische Riume/Quasi-Faserungen/Folgerung 1°.
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el — U
ist eine Quasi-Faserung. Nach Induktionsvoraussetzung bezuiglich p konnen wir

annehmen, die Einschrankung von g auf Fp—l ist eine Quasi-Faserung,

g€ p—F
Bezeichne b das Baryzentrum des p-dimensionalen Standard-Simplex und
Hg: AP - (b} — AP - {b}.0sts<1, 3)
die Homotopie, welche die identische Abbildung (t = 0) in die Projektion
AP - {b}—s aAP
mit dem Zentrum b (t = 1) deformiert.'” Man beachte, die Einschrinkung von Ht auf

den Rand des Standard-Simplex ist fur jedes t die identischen Abbildung. Wir konnen
deshalb die identische Abbildung von F_ _ fortsetzen zu einer Homotopie

p-1
H t: U—U,

indem wir Fp in der Gestalt

Fp - Fp—l Ul UOENI Ap,o)

schreiben und die Abbildung (3) auf jeden Punkt der Standard-Simplexe rechts
anwenden, die keine Baryzentren sind. Wir erhalten so eine Homotopie von Paaren

Ht: (U’ Fp‘l) — (U’ Fp-l)
welche die identische Abbildung von U in eine Retraktion U — F_ . deformiert und

p-1
fur jedes tauf F_ _ die identische Abbildung induziert.

p-1
Analog kbnnen wir

B | 5

%V ist disjunkte Vereinigung von offenen p-dimensionalen Standard-Simplexen. Uber jeder dieser
Komponenten ist g Quasi-Faserung, also auch uiber jeder endlichen Vereinigung dieser Komponten, also
auch tiber dem direkten Limes aller dieser endlichen Vereinigungen.

19 Bezeichne

B={x€RPlixll<1},S={xERP Ixl =1},
die p-dimensionale Einheitskugel bzw. die (p-1)-dimensionalen Einheitssphédre mit dem Zentrum im
Ursprung und Gt die stetige Abbildung

G:B- {0} — B-{0}.x > (1-t+”t—”)-x, O<t=l.
X

Fur t =0 ist Ht die identische Abbildung und fur t = 1 die Projektion aus dem Ursprung auf die

Einheitssphare S. Das p-dimensionale Standard-Simplex AP kann man als Teilmenge des RP ansehen
und so positionieren, dal das Baryzentrum sich gerade im Ursprung befindet. Die Projektion aus dem
Ursprung gestattet es dann S homoomorp auf den Rand des Standard-Simplex abzubilden und diesen
Hombomorphismus zu einem Homoomorphismus von Paaren

(B-0,8) — (AP - b,9AP)

fortzusetzen. Die Homotopie Ht entsteht dann aus Gt durch Zusammensetzen mit diesem

Hombomorphismus (und dessen Inversen).



68

schreiben und id x H ¢ auf die Punkte der direkten Produkte rechts anwenden. Wir

erhalten so eine Homotopie
(o] -1 -1 -1
He @O g E ) — @O g ' E )
von Paaren, welche die identische Abbildung in eine Retration g'l(U) — g'l(Fp_l)

deformiert und fur jedes t auf g'l(Fp_ 1) die identische Abbildung induziert.

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm stegiger Abbildungen von topologischen
Réumen
H;
>l E )

g) le

Hj

U — F
p-1

dessen horizontale Abbildungen Homotopie-Aquivalenzen sind. Betrachten wir das
zugehorige Diagramm der Homotopie-Gruppen.

H
m(e g0y S aE ! E@ ey

gl le

H
nUx = E )
fur beliebiges x € U und y € g'l(x) mit X’ = HI(X)’ y = Hl(y). Die untere

1: U— Fp—l

Aquivalenz ist und die Homotopie-Gruppe nicht vom Basispunkt abhingt (sondern nur
von dessen linearer Komponente). Die rechte vertikale Abbildung ist ein

Isomorphismus, weil die Einschrinkung von g auf Fp—l (nach

horizontale Abbildung ist ein Isomorphismus, weil H eine Homotopie-

Induktionsvoraussetzung) eine Quasi-Faserung ist.

Wir haben zu zeigen, die linke vertikale Abbildung ist ein Isomorphismus. Dazu reicht
es zu zeigen, die obere horizontale Abbildung ist bijektiv. Zum Beweis dieser Aussage
betrachten wir die exakten Homotopie-Sequenzen der Paare

'O g o und @ 'E gl

und den Morphismus, den H, zwischen diesen Sequenzen induziert.

1
= w@ oy — mElLy — mElgloy —.

H, =|H, H,
@ Oy = e Epy) — e E pele0y) —

Es reicht zu zeigen, die rechte vertikale Abbildung ist bijektiv. Weil die Zeilen exakt
sind, reicht es auf Grund des Funfer-Lemmas zu zeigen, die linke vertikale Abbildung
ist bijektiv, d.h. die durch H1 induzierte Abbildung

H,: o lx) — e lx) 4)
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definiert einen Isomorphismus auf den Homotopie-Gruppen. Im Fall x € F_ _ ist X’ =

p-1

x und (4) die identische Abbildung, d.h. die Behauptung ist trivial. Sei also

X & Fp—l'
Sei x ein innerer Punkt der Kopie von AP welche dem Simplex

S = (10—>...—>1p) &)
entspricht. Die Abbildung H1 uberfuhre x in einen inneren Punkt der nicht-entarteten
Seite iv —_— ... — i\/ von s. Dann gilt (vgl. (2))

0 q
olx) = X, und o lxy = X,
0 o

und (4) ist die stetige Abbildung X(io—>iv ) zur Zusammensetzung iO—>iV der ersten
0 0

Yo Morphismen von s. Diese ist nach Voraussetzung eine Homotopie-Aquivalenz, d.h.

(4) induziert tatsachlich Isomorphismen auf den Homotopie-Gruppen.
QED.

2.1.6.8 Beweis von Theorem A

Behauptung:
Sei
f:C—D
ein Funktor kleiner Kategorien. Ist die Kategorie
Y\f

kontrahierbar fur jedes Objekt Y von D, so ist der Funktor f eine Homotopie-
Aquivalenz.

Bezeichne

S(D)
die Kategorie, deren Objekte die Tripel
X, Y, v)

sind mit X€C, YED und einem Morphismus v: Y — fX in D. Die Morphismen
X,Y,v) = (X, Y',v)

dieser Kategorie seien die Paare (X XY’ Y) mit der Eigenschaft, daf3
das folgende Diagramm kommutativ ist.
Y Y’
vy Vv
fu
X 19,4

Mit anderen Worten, S(f) ist die Kofaser-Kategorie tiber CxDOP, die durch den Funktor

CxD°P — Ens,(X,Y) — Hom(Y,fX)
definiert ist.'*!

" Das vollstandige Urbild von (X,Y) bei der natiirlichen Projektion
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Wir haben Funktoren
P2 P1
DOP S(f) C
mit pl(X,Y,V) = X und p2(X,Y,V) =Y. Sei

T(f): Ord°Px0rd°P—Ens, (p.q) = qu(f) ,

die bisimpliziale Menge mit der Eigenschaft, dafl die Elemente von
T
| b q(f)
gerade die Paare
(Yp—>Yp_1—>...eY0efXO , XOeXle...qu)
von Diagrammen in D bzw. C sind. Die i-te Seite eines solchen Paares in der p- bzw. g-
Richtung erhalte man durch Weglassen von Yi bzw. Xi in der offensichtlichen Weise.

Durch Weglassen der ersten Koordinate erhdlt man eine Abbildung bisimplizialer
Mengen

* T(f) —N
) (f)pq S

wobei der Funktor rechts konstant sein soll in der p-Richtung.
Die diagonale simpliziale Menge zu T(f) is gerade der Nerv der Kategorie S(f). Die
Realisierung von (*) ist deshalb gerade die Abbildung

Bp,: BS(H) = BC.

Unter der Realisierung einer bisimplizialen Menge verstehen wir den im obigen Lemma
2.1.5.10 beschriebenen Raum, wobei die bisimpliziale Menge in der offensichtlichen
Weise als bisimplizialer Raum betrachtet wird.
Andererseits konnen wir (*) bezuglich p realisieren und erhalten eine Abbildung
simplizialer Raume
0
VX .ox BOX)P =V
0 q 0

Dies ist eine Homotopie-Aquivalenz fur jedes q, denn die Kategorie D/fX0 hat ein

finales Objekt. Wir wenden Lemma 2.1.6.7 an und erhalten, dafl die Realisierung von
(*) eine Homotopie-Aquivalenz ist.'**

t =NC

Analog gibt es eine Abbildung bisimplizialer Mengen
T(f) — N(DP) ,
B | '(f)p q ( )p
deren Realisierung gerade die Abbildung
Bp,: BS(f) = B(D°P)
ist. Durch Realisierung bezuiglich q erhalten wir eine Abbildung simplizialer Réume

ok — _ 0

) £YO<—...<—YPB(YO\f) £Y0<—...<—Y pt=ND7,
welche eine Homotopie-Aquivalenz ist fur jedes p, denn die Kategorien Y\f sind
kontrahierbar nach Voraussetzung. Also ist der Funktor Py eine  Homotopie-

Aquivalenz.

s — CxDP, (X, Y, v) b (X,Y),
ist gerade Hom(Y, fX).
192 Nach dem Lemma erhélt man zunichst nur eine Quasi-Faserung. Die Homotopie der Fasern ist aber

trivial. Auf Grund der exakten Homotopie-Sequenz induziert Bplz BS(f) —s BDP Isomorphisemen

auf den Homotopie-Gruppen, ist also eine schwache Homotopie-Aquivalenz. Die beteiligten Rdume
sind aber Zellkomplexe. Nach dem Satz von Whitehead ist Bp1 eine Homotopie-Aquivalenz.
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Betrachten wir nun das folgende kommutative Diagramm von kleinen Kategorien.

VP2 g Pl ¢
I T If
p0 P2 S(idy) Pl .p

mit £*(X,Y,v) = (fX,Y,v). Die horizontalen Pfeile bezeichen wie gerade bewiesen
Homotopie-Aquivalenzen. Man beachte Y\idD = Y\D ist kontrahierbar, da es eine

initiales Objekt gibt. Damit ist aber auch f eine Homotopie-Aquivalenz.

2.1.6.9 Beweis von Theorem B

Der Funktor
p: S —=C
ist eine Homotopie-Aquivalenz wie bisher, nicht jedoch der Funktor Py Die Abbildung

Bp,: BS(f) B(DY)

ist die Realisierungsabbildung (**) von 2.1.5.11 . Durch Anwenden von Lemma
2.1.6.7 auf den Funktor

DY — Top, Y » B(Y'D,
sehen wir, Bp2 ist eine Quasi-Fibration, d.h. das kartesiche Quadrat

YW — S
| lp,
pt DO

ist homotopie-kartesisch. Betrachten wir das Diagramm

YW -  S(f) — > C
V@ V 2) |f

~

YD -— S(idD) D
~ B~
pt p?

dessen Quadrate kartesisch sind, wobei das Symbol ‘~’ Homotopie-Aquivalenz
bedeute. Da das Quadrat (1)+(3) homotopie-kartesisch ist, mufl auch das Quadrat (1)

homotopie-kartesisch sein, also auch das Quadrat (1)+(2), d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

2.2. Die K-Gruppen einer exakten Kategorie 15
2.2.1 Exakte Kategorien 15

2.2.1.1 Die Klasse E
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Seien A eine abelsche Kategorie und

MCA
eine volle Teilkategorie, welche additiv ist. Wir nehmen an, M ist abgeschlossen
gegenuiber Erweiterungen in A in dem Sinne, daf} fur jede exakte Sequenz
0—-A"—=A—=A"—0
in A mit der Eigenschaft, da3 A’ und A” isomorph sind zu Objekten von M, auch das

Objekt A zu einem Objekt von M isomorph ist. Bezeichne
E

die Klasse der Sequenzen _
1
0—M M—L M 0, 1)

in M,welche exakt sind in A. Ein Morphismus von M heifle zuldssiger
Monomorphismus, wenn er als Morphismus i einer Sequenz (1) von E vorkommt. Wir
schreiben dann auch

M>—M
anstelle von M” — M.

Ein Morphismus von M heifle zulassiger Epimorphismus, wenn er als Morphismus j
einer Sequenz (1) von E vorkommt. Wir schreiben dann auch

M—99 M”

anstelle von M — M.

2.2.1.2 Eigenschatten der Klasse E

Seien M, A und E wie in 2.2.1.1. Dann hat E die folgenden Eigenschaften.
(a) Jede Sequenz in M, die in A isomorph ist zu einer Sequenz von E, liegt selbst
schon in E. Fur je zwei Objekte M’, M” von M liegt die Sequenz

id,0 r
0 — M 19 Nrem P2, M )
in E. Fur jede Sequenz .
1
0—M M—L M=o,

von E gilt in der additiven Kategorie M,
1 =Ker jund j = Koker i.

b) Die Klasse der zulassigen Epimorphismen ist abgeschlossen gegenuiber
Komposition und gegentiber Basiswechsel mit beliebigen Morphismen aus M.
Dual: die Klasse der zuldssigen Monomorphismen ist abgeschlossen gegeniiber
Komposition und gegeniiber Ko-Basis-Wechsel mit beliebigen Morphismen aus
M.

c) Sei M — M” ein Morphismus in M, welcher in M einen Kern besitzt'”’. Es gebe
einen Morphismus
N—-M
in M mit der Eigenschaft, dal die Komposition
N—-M-—->M"
ein zulassiger Epimorphismus ist. Dann ist auch M — ein zulassiger
Epimorphismus.

19 d.h. der in A gebildete Kern ist isomorph zu einem Objekt von M.
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Dual: Sei M’ — M ein Morphismus in M, welcher in M einen Kokern besitzt. Es
gebe einen Morphismus
M —=N
in M mit der Eigenschaft, da} die Komposition
M —-M-—=N

ein zulassiger Monomorphismus ist. Dann ist auch M’ — ein zulassiger
Monomorphismus.

Beweis. siche Anhang ‘Kategorien/exakte Kategorien/Beispiel’
QED

2.2.1.3 Definition: exakte Kategorie

Eine exakte Kategorie ist eine additive Kategorie M zusammen mit einer Familie
E =EM)
von Sequenzen
0—M ——>M—2 M” — 0,
welche die (kurzen) exakten Sequenzen von M genannt werden, so daf} die
Bedingungen a), b) und ¢) von 2.2.1.2 erfullt sind.'”* Ein exakter Funktor zwischen
exakten Kategorien ist ein additiver Funktor

FFM—-M
zwischen exakten Kategorien M und M’, welcher die exakten Sequenzen von M in
exakte Sequenzen von M’ uiberfuhrt.

2.2.1.4 Beispiel: abelsche Kategorien

Jede abelsche Kategorie ist eine exakte Kategorie in der offensichtlichen Weise (d.h. die
Elemente von E sind die exakten Sequenzen im gewohnlichen Sinne).

2.2.1.5 Beispiel: additivie Kategorien mit den zerfallenden Sequenzen

Jede additive Kategorie kann in eine exakte verwandelt werden, indem man in E alle
zerfallenden kurzen exakten Sequenzen aufnimmt.

2.2.1.6 Beispiel: abelsche Kategorien im Sinne von Heller

Eine Kategorie, welche ‘abelsch’ ist im Sinne von [Heller] ist eine exakte Kategorie,
welche Karoubisch ist (d.h. jeder Projektor besitzt ein Bild) und umgekehrt.

2.2.1.7 Die Einbettung einer exakten Kategorie in eine abelsche

Sei M eine exakte Kategorie. Wir bezeichnen mit
A={Fe& Funct(MO, Ab) | F additiv und linksexakt }

die additive Kategorie der additiven kontravarianten Funktoren M—Ab mit Werten in
der Kategorie der abelschen Gruppen, welche linksexakt sind, d.h. jede kurze exakte
Sequenz

104

sieche den Anahng ‘Kategorien/Exakte Kategorien’
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0—-M —-M—->M"—0,

von M in eine exakte Sequenz
0 —FM”) = F(M) — F(M")

von Ab uberfuhren. (Genauer: man wihle ein Universum, welches M enthalt und
definiere A als die Kategorie der linksexakten Funktoren, deren Werte abelsche
Gruppen aus diesem Universum sind).
Bemerkung
Unter Verwendung wohlbekannter Konstruktionen (siehe zum Beispiel [Gabriel]) kann
man zeigen, A ist eine abelsche Kategorie, der Yoneda-Funktor h bettet M als volle
Teilkategorie in A ein, welche abgeschlossen ist unter Erweiterungen. Eine Sequenz

0-M —-M—-=M"—0,
von M ist dabei genau dann in E(M), wenn h sie in eine exakte Sequenz von A
uberfuhrt. Wir lassen die Einzelheiten weg, da sie nicht wirklich wichtig sind fur das
folgende.

2.2.2 Die Kategorie QM 16

2.2.2.1 Definition

Sei M eine exakte Kategorie. Dann bezeichne
QM
die folgende Kategorie. Die Objekte von QM sind dieselben wie die von M,

IQMI := M.

Fur je zwei Objekte M und M’ von M ist ein Morphismus in QM von M nach M’ eine
Isomorphie-Klasse von Diagrammen

i
(3) M N> M
in M mit einem zulassigen Epimorphismus j und einem zuldssigen Monomorphismus 1i.
Dabei betrachten wir Isomorphismen von Diagrammen, welche die Identitat auf M und
M’ induzieren. Man beachte, ein solcher Isomorphismus ist eindeutig bestimmt, falls er
existiert.
Wir haben noch die Morphismen-Komposition in QM zu definieren. Dazu sei ein
zweiter Morphismus

) is
(4) Ma <<~]_ N’ — M”
von QM gegeben. Die Komposition der Morphismen (3) und (4) von QM ist dann
durch die Morphismen j°pr1 und i’opr2 im Diagramm

b pr2 b i, b
NXM,N —> N M
pr& . )
N sy M
i
M

gegeben.
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Man beachte, pr. entsteht durch Basiswechsel (mit i) aus der Deflation j’, ist also eine

1

Deflation. Wir haben noch zu zeigen, dal pr, eine Inflation ist (dann ist jepr, als

1
als Zusammensetzung von

2

Zusammensetzung von Deflationen eine Deflation und i’°pr2

Inflationen eine Inflation, d.h. das Paar der beiden angegebenen Morphismen definiert
einen Morphismus in QM). Zum Beweis fugen wir die zur Inflation i gehorige Deflation
d

M — M.
in das obige Diagramm ein:
|29) iy
NXM,N’ —> N’ > M’
pr 1\lr . ) q
1 —
N »»M-—»M
i
M
Es reicht zu zeigen, pr, ist der Kern der Deflation dj’,

2
pry = Ker(dj’).
Es gilt

1= O°pr1 =0.

Seta’: X — irgendein Morphismus mit dej’ecac = 0. Wir haben zu zeigen, o

d<>j’°p1r2 = deiepr

faktorisiert sich eindeutig uber pr,. Weil 1 der Kern von d ist, faktorisiert sichn j’ea

2
eindeutig uber 1,

] a i
jea: X — N — M,

d.h. es gibt genau ein o mit iedl = j ea.. Weil das linke obere Viereck des Diagramms
kartesisch ist, gibt es auf Grund der letzten Identitit genau einen Morphismus
a’: X — NXM,N
mit
pryea’ = und priea’ = a.

Wir haben gezeigt, a. faktorisiert sich uiber pr,. Diese Faktorisierung ist eindeutig, weil

2
pry durch Basiswechsel aus einem Monomorphismus (namlich i) entsteht, also ein

Monomorphismus ist.

Eine Kategorie der Gestalt QM mit einer exakten Kategorie M heilit Subquotienten-
Kategorie.

Bemerkungen

(i) Die Komposition ist wohldefiniert und assoziativ. Die Kategorie QM ist somit
wohldefiniert, vorausgesetzt, die Klasse der Diagramme (3) ist eine Menge, d.h.
jedes Objekt von M hat eine Menge von Teilobjekten.

(i) Es wird sich als nuitzlich erweisen, die obige Konstruktion mit Hilfe von Teil-.
und Quotienten-Objekten zu beschreiben (siehe Abschnitt 2.2.3).
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2.2.2.2 Vereinbarung

Fur jedes Objekt jeder hier betrachteten exakten Kategorie existiere eine Menge von
Teilobjekten.

2.2.2.3 Zuldssige Schichten (layers)

Seien M eine exakte Kategorie umd M ein Objekt von M. Ein zulassiges Teilobjekt von

M ist eine Isomorphie-Klasse von zulassigen Monomorphismen M’> M iiber M'*.

Zulassige Quotienten werden in analoger Weise definiert.'*

Bemerkungen

(1)  Zulassige Teilobjekte von M sind in 1-1-Korrespondenz mit den zulédssigen
Quotienten.'"’

(1) Die zulassigen Teilobjekte von M bilden eine halbgeordnete Menge bezuglich der
Halbordnung mit

Mlst,

falls der (eindeutig bestimmte) Morphismus M1 — M2 uber M existiert und ein

zuldssiger Monomorphismus ist. In dieser Situation nennen wir (Ml’ M2) eine

zulassige Schicht von M und den Kokern MZ/MI zulassiger Subguotient von M.

(i11) Ein Morphismus M — M’ der Kategorie QM ist mit dieser Terminologie gerade
ein Paar

(M. M,), 6)
bestehend aus einer zuldssgien Schicht (Ml’ M2) in M’ und einem

Isomorphismus
) — M)

Die Komposition ist die offensichtliche Weise, einen Isomoprhismus von M mit
einem zuldssigen Subquotienten von M’ und einen Isomorphismus von M’ mit
einem zuléassigen Subquotienten von M” zu kombinieren.'”®

0
M——M,/M, («—M

(iv) Morphismen der Gestalt 0 — M in QM sind in 1-1-Korrespondenz zu den
zulissigen Teilobjekten von M.'”

15 d.h. eine Isomorphie-Klasse der Kategorie M/M der Objekte von M itber M.
19 d.h. ein zulassiger Quotient von MEM ist eine Isomorphie-Klasse von zulissigen Epimorphismen
M —» M” unter M.

197 Der Ubergang zum Kokern tiberfuhrt zulassige Teilobjekte in zuldssige Quotienten. Der Ubergang
zum Kern induziert die Umkehrabbildung.

1% Die natiirlichen Einbettungen der Teilobjekte setzt man zusammen mit mit den auftretenden
Inflationen (und erhalt so wieder Infaltionen) und nimmt vollstandige Urbilder (d.h. Faserprodukte)
entlang der auftretenden Deflationen):

~ ~

M= M /M M M’ M /M M’ M”
—> 2/ 1«— 2>—> — 2/ 1«— 2>—>
M
1

19 d.h. im zugehorigen Paar ((Ml, M2), 0) kann man M1 = M2 wihlen.
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(v)  Ein Isomorphismus von M nach M’ ist QM ist dasselbe wie ein Isomorphismus
von M nach M’ in M.'"°

2.2.4 Surjektive und injektive Morphismen in QM

Sei M eine exakte Kategorie. Jeder zulassige Monomorphismus
tM>——M’
in M definiert einen Morphismus
i:M—M
in QM.""" Morphismen dieser Gestalt in QM heiBen injektiv. Jeder zulassige
Epimorphismus
M —M
in M definiert einen Morphismus
MM
in QM."'"> Morphismen dieser Gestalt in QM heiBen surjektiv.

Bemerkungen
(i)  Nach Definition besitzt jeder Morphismus u von QM eine Faktorisierung

.
u=ij,

und diese Faktorisierung ist eindeutig bis auf Isomorphie.' "

"% Der von den Morphismen i’°p1r2 und j°pr1 im Diagramm

pry i
NXM,N’ > N — M”
b b
N >L> M’
it
M

id id
gebildetete Morphismus von QM ist dann als Diagramm isomorph zu M «— M »>— M, d.h. i’°pr2

und j°p1r1 sind Isomorphismen. Die Inflation i’ ist ein Epimorphismus, d.h. der Kern ist 0, d.h. i’ ist
ein Isomorphismus. Nach demselben Argument ist auch pr2 ein Isomorphismus.

Die duale Argumentation zeigt pr1 und j sind ebenfalls Isomorphismen.

Weil pr1 und pr2 Isomorphismen sind, unterscheiden sich i und j° nur um einen Isomorphismus, d.h. i

ist auch eine Deflation und j’ eine Inflation, d.h. beide sind Isomorphismen. Die Paare (i,j) uud (i’, j’)

id id
stimmen bis auf Isomorphie mit M «— M >— M uberein.

"1 dargestellt durch ' _
J 1 )
M N > M
mit N=M und j =1id.
"2 dargestellt durch _ ‘
2 J l 2
M N > M
mit N =M’ und i = id.
!
"3 Sind i: M’ >——— M” und j: M” ———> M wie oben, so sind j" und i' gerade durch die

Diagramme



(i)

&)

(iii)

(iv)
v)

(vi)
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Seien '
N >—1—> M’
o
M >L—> N’
ein bikartesiches Quadrat und u: M —- M’ c.ler durch
M L N > - M’

gegebene Morphismus von QM. Dann gilt
u - j’ !i’ ’

und diese Zerlegung von u in einen injektiven Morphismus gefolgt durch einen
surjektiven ist ebenfalls eindeutig bis auf Isomorphie.

Ein Morphismus von QM, der sowohl surjektiv als auch injektiv ist, ist ein
Isomorphismus, und er ist von der Gestalt

0 SN

mit einem Isomorphismus 6 von M.
Injektive und surjektive Morphismen in QM sollten nicht mit Monomorphismen
und Epimorphismen in kategorialem Sinne verwechselt werden.
Jeder Morphismus in QM ist ein Monomorphismus, denn die Kategorie
QM/M)
ist aquivalent zur halbgeordneten Mengen der zuldssigen Schichten in M
bezuglich der Halbordnung
(MO,Ml)s(MO,Ml) @MosMolele.
Wir verwenden jetzt die Operationen i + i, und j > j! zur Charakterisierung der

Kategorie QM durch eine Universalitatseigenschaft.

2.2.5 Eine Universalititseigenschaft von QM

i id id i
M M’ M’ und M’ M’ M”

!
gegeben, d.h. die Kompostion i | j  ist gegeben durch die beiden Kompositionen links und oben im

Diagramm )
b b pr2 b 1 o
M XM,M > M > M
pr l lid
v i
M >——> M’
il
M
d.h. durch ‘ .
1
M éJ_Mx M’ >—— M".

M’

Insbesondere sehen wir, durch den Morphismus u sind i und j bis auf Isomorphie festgelegt
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Sei M eine exakte Kategorie. Dann gilt:

@

(i)

a) Fur je zwei verknuipfbare zulassige Monomorphismen i und i’ ist
('), =1"i,undid, =1id
Dual ist fur je zwei verkniipfbare zulassige Epimorphismen j und j’
(i)' ="' undid’ = id.
b) Fur jedes bikartesiche Diagramm .
i

N>——M
i
M>—1—>N’

dessen horizontale Morphismen zuldssige Monomorphismen und dessen vertikale
Morphismen zuldssige Epimorphismen sind, gilt

PP TS
=17
Seien C eine Kategorie und
h: Ml - C,M » hM

i i
i': {fEMor(M)| f zulassiger Monomorphismus} — Mor C,M — M’ » hM L hM’

g

: {fEMor(M)! f zuléssiger Epimorphismus} — Mor C, M EN M » hM’ =

.l
i’

Abbildungen auf der Menge der Objekte von M, auf der Menge der zuldssigen
Monomorphismen bzw. der Menge der zuldssigen Epimorphismen,wobei die
Identitaten von (1) bestehen sollen. Dann gibt es genau einen Funktor

QM — C,
der mit den Operationeni + i, und j j! in den beiden Kategorien vertraglich ist.
Bemerkungen .
(i) Insbesondere induziert ein exakter Funktor F: M — M’ zwischen exakten

(i)

(iii)

(iv)

Kategorien einen Funktor
QF: QM — QM’
mit
. . 1 N
M EM, i, b F(), .} » F()".

Bezeichnet M die duale Kategorie, so besteht ein Isomorphismus

QM®P) = Q(M)°P, )
welcher injektive und surjektive Morphismen vertauscht.
Als nachstes wollen wir die fundamentale Gruppe des klassifizierenden Raums
B(Q(M)) mit der Grothendieck-Gruppe vergleichen. Deshalb erinnerm wir an die
Definition der letzteren.
Die Grothendieck-Gruppe einer (kleinen) exakten Kategorie M ist nach Definition
die abelsche Gruppe mit einem Erzeuger

[M]
fur jedes Objekt M von M und einer Relation
M] = [M’]+[M"]

fur jede exakte Sequenz''*

O—mM —>>M-—5M"—0 (6)
in M. Die Gruppe kann genauso als die nicht-notwendig abelsche Gruppe mit
denselben Erzeugern und Relationen definieren, denn die Relation

"% d.h. jede Konflation von M.
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[M’ @M”] — [M,].[M,,]
sorgt automatisch dafur, da3 die Gruppe abelsch wird.
(v)  Aus der Definition der Grothendieck-Gruppe ergibt sich unmittelbar, daf3 die
naturlichen Abbildung

@: Ml — KO(M), M [M],

additiv ist: fur je drei Objekte M, M’, M”, die in einer exakten Sequenz der Gestalt
(6) vorkommen, gilt

M) = p(M”")>p(M”).
AuBlerdem ist ¢ sogar universell bezuglich dieser Eigenschaft, d.h. jede additive
Abbildung
f: Ml — G
mit Werten in einer Gruppe G faktorisiert sich eindeutig uiber .

Beweis der Universalitat von ¢. Sei F(M) die freie Gruppe, die von den Objekten von
M erzeugt wird. Dann lat sich f auf genau eine Weise zu einem Gruppen-
Homomorphismus

T:FM) — G, M 1 f(M),
fortsetzen. Weil f additiv ist, gilt fur je drei Objekte M, M’, M”, die in einer exakten
Sequenz der Gestalt (6) vorkommen

TMM M) = TMY/T M )T (M?) = f{M)/FM)of (M) = 1,
d.h. T faktorisiert sich eindeutig iber den Faktor KO(M) von F(M), modulo dem

Normalteiler, der von den Relationen M = M’«M” erzeugt wird.
QED.

2.2.3 Die fundamentale Gruppe von QM: Theorem 1 18
Seien M eine kleine exakte Kategorie, so daf3 der klassifizierende Raum B(QM)
definiert ist, und
oeM
ein Nullobjekt von M. Dann ist die fundamentale Gruppe
n, (B(QM), 0)

kanonisch isomorph zur Grothendieck-Gruppe KOM.

Beweis. Zum Beweis erinnern wir zundchst an die Formulierung und einige
Argumente des Beweises von Proposition 1 (vgl. 2.1.2.4).

(@) Fur je zwei Gruppen G, G’ mit der Eigenschaft, dafl die Kategorien
G-sets und G’-sets

aquivalent sind, gilt

G=aG.

(weil G initiales Objekt ist in der Kategorie der punktierten G-Mengen).

(b) Folgende Kategorien sind dquivalent (vgl. 2.1.2.4).
J nl(BQM, 0)-sets

. Die Kategorie F der moprhismen-invertierenden Funktoren QM — Ens
. Die Kategorie der Uberlagerungsraume von BQM.

Zum Beweis der Behauptung reicht es somit, zu zeigen, da3 die Kategorie F aquivalent
ist zur Kategorie der KOM—Mengen. Genauer, es reicht zu zeigen, fur jeden Funktor
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FEeF

operiert K. M in natiirlicher Weise auf der Menge F(0), und der so definierte Funktor

0
F—K

ist eine Aquivalenz von Kategorien.
Bevor wir die Operation von KOM auf F(0) angeben und so den Funktor (1) definieren,

konstruieren wir den zugehorigen quasi-inversen Funktor.

OM—Sets, F » F(), (1)

Fur jedes Objekt M von M bezeichne

iM: 0 >—>Munde: M—0
die eindeutig bestimmten Morphismen (welche Inflationen bzw. Deflationen sind).
Weiter sei

FPCF

die volle Teilkategorie von F, der Funktoren F: QM — Ens von F mit
F(M) = F(0) und F(IM! )= 1dF )

fur jedes M. Dann ist jedes F aus F isomorph zu einem Objekt von F’ (weil die
Funktoren von F morphismen-invertierend sind),

M b F(M”)
Y
M » FM) F(0)
0
T s Tg id
0 w» F(©)

d.h. die Kategorien F und F’ sind aquivalent, und es reicht zu zeigen,

F’ ist 4quivalent zu KOM-Sets.

Sei S irgendeine K _M-Menge. Wir betrachten den Funktor

0
FS: OM — Ens

FS(M) =S  fur jedes Objekt M von M.

FS(i') =id fur jede Inflation i von M.

S
FS(]'!) = Multiplikation' "> mit [Ker j] auf S fur jede Deflation j von M.

Man beachte, die drei Abbildungen FS

Deflationen von M definiert und genuigen den Bedingungen von 2.2.5 (ii), die Existenz
des Funktors ergibt sich damit aus der Universalititseigenschaft der Kategorie QM.
Wir erhalten also einen Funktor

KOM—SetS —F.,Sp FS.

sind zunachst fur Objekte, Inflationen bzw.

"> Wir beschreiben das Bild eines Elements s € S bei der Operation [Ker j] € KO(M) als Multiplikation
mit [Ker j].
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1, . also

Sei umgekehrt F € F’. Fur jede Inflation i: M’ »— M gilt iOiM, =iy

F(i,)°F(iy ,,,) = F(i

M’! M!)

d.h. F(i,)eid h.

F(0) = idF(O)’ d.

F(i!) = idF(O)'

Fur jede Konflation

; )
0—>M’>—>M—J»M”—>0 2)
erhalten wir''®
N !

Felypy =l
also F(j') = Fgfw,) € Aut(F(0)). Analog ist jl!\,I - j!jl!v[”, also
Fip) = F'ip) = FGOFGyp)
Zusammen ergibt sich
Fiyp) = Flipp Flipg)
fur jede exakte Sequenz (2), d.h. die Abbildung
Ml — Aut(0), M F(jl!\/l)’
ist additiv. Auf Grund der Universalitatseigenschaft von KO(M) faktorisiert sich diese
Abbildung uiber die naturliche Abbildung
Ml — KO(M), M - [M],
d.h. es gibt einen eindeutig bestimmten Gruppen-Homomorphismus
K (M) — Aut(F(0)). [M] #> FGiyy).
Wir haben damit eine natiirliche Operation von KO(M) auf F(0) konstruiert fur jeden
Funktor F aus F’. Der sich ergebende Funktor
FF— KO(M)—Sets, F » F(0),

ist invers zum Funktor S » F
QED.

g also ein Isomorphismus.

2.2.4 Hohere K-Gruppen 19

Die gerade bewiesene Aussage bietet eine gewisse Motivation fur die folgende
Definition der K-Gruppen einer kleinen exakte Kategorie M.

KiM = ni+1(B(Q(M)), 0).

Bemerkungen
(1) Die Definition der K-Gruppen ist unabhdngig von der speziellen Wahl des Null-
Objekts 0. Ist namlich 0’ ein weiteres Null-Objekt von M, so gibt es genau einen

Morphismus 0 — 0’ in QM, d.h. im Kklassifizierenden Raum gibt es einen

ausgezeichnet Weg von 0 nach 0’ und damit einen eindeutig bestimmten (d.h.
naturlichen) Isomorphismus der zu gehorigen Homotopie-Gruppen.

(i1) Ist M eine nicht-notwendig kleine exakte Kategorie mit der Eigenschaft, daf} die
Isomorphieklassen der Objekte von M eine Menge bilden, so kann man nach dem
Auswahl-Axiom aus jeder Isomorphie-Klasse ein Objekt auswihlen und so eine volle

116 Beide Seiten haben die Quelle 0 und das Ziel M.
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Teilkategorie bauen, deren Objekte gerade die ausgewiahlten sind. Die so erhaltene
Kategorie ist klein, exakt und aquivalent zur gegebenen Kategorie M.
Deshalb 1aBt sich die obige Definition der K-Gruppe auf die gegebene Kategorie
erweitern: wir sethzen

KiM = KiM”

mit einer kleinen exakten Teilkategorie M’, die dquivalent ist zu M. Die Definition hangt
(bis auf naturliche Isomorphie) nicht von der speziellen Wahl von M’ ab. Ist namlich
M” eine weiter solche Kategorie, so besitzen die natiirlichen Einbettungen

MSMundM” M

quasi-inverse Funktoren. Mit M’ und M” ist M’|UM” klein, und die naturlichen
Einbettungen
M & MUM” und M” & M UM”
besitzen quasi-inverse Funktoren. Dasselbe gilt fur die induzierten Einbettungen
QM’ & QM'UM”) und QM” & Q(M*UM).
Diese induzieren also Homotopie-Aquivalenzen auf den klassifizierenden Rdumen (nach

Proposition 2, vgl. 2.1.4.2). Wir erhalten eindeuitg bestimmte (naturliche)
Isomorphismen

—~ —~

KM — Ki(M’UM”) und K.M” — Ki(M’UM”).

und damit eindeutig bestimmte (naturliche) Isomorphismen

—~

KM — KM,

Vereinbarung 19

Von jetzt an wollen wir, falls nicht explizit anders erwdhnt, nur noch exakte Kategorien
betrachten, fur welche die Isomorphie-Klassen der Objekte eine Mengen bilden.

Wir werden weiterhin, wann immer wir die Ergebnissen von 2.1 anwenden, annehmen,
daBl wir eventuell vorkommende grofe exakte Kategorien durch kleine exakte
Teilkategorien ersetzt haben.

2.2.5 Elementare Eigenschaften von K-Gruppen 19
(1)  Jeder exakte Funktor f: M — M’ von exakten Kategorien M , M’ induziert einen

Funktor QM — QM’ und damit einen Homomorphismus der K-Gruppen,
welchen wir mit

f,: KiM—>KiM’ (1)
bezeichnen. Auf diese Weise wird Ki zu einem Funktor

Ki : {exakte Kategorien und exakte Funktoren} — Ab.

Isomorphe Funktoren induzieren dabei denselben Homomorphismus auf den K-
Gruppen (nach Proposition 2, vgl. 2.1.4.2).
(i) Fur jede exakte Kategorie M gilt
Ki(MOP) =K.M)

(nach den Bemerkungen 2.2.5(i1) und 2.1.4.1(i1)).

(i) Das Produkt M x M’ zweier exakter Kategorien ist eine exakte Kategorie, in der
eine Sequenz genau dann exakt ist, wenn es ihre Projektionen in M und M’ sind.
Man sieht leicht, daf}
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QM x M’) — QM) x Q(M’)
ist. Der Ubergang zum klassifizierenden Raum kommutiert mit direkten
Produkten,

BQM x M’) — BQ(M) x BQIM")
(vgl. Anhang Simpliziale Mengen/Realisierung/Satz von Eilenberg-Zilber). Wir
gehen zur Homotopie tiber und erhalten den Isomorphismus abelscher Gruppen''’

Ki(M xM’) — Ki(M) ©) Ki(M ), X B (prl*x , prl*x).

(iv) Der Funktor ®: M x M — M, (M\M’) » M®M’ ist exakt fur jede exakte
Kategorie M, induziert also einen Gruppen-Homomorphismus

@
K.(M) @ K,(M) = K.(M x M) = K.(M).

Dieser Homomorphismus stimmt mit der Addition der abelschen Gruppe uberein.
Zum Beweis reicht es wegen

D,(x,y) = D, ((x,0) + (0.y)) = D,((x,0)) + @,((0,y))
zu zeigen, daB die Einschrinkung von @, auf die beiden direkten Summanden Ki

(M) gerade die Identitat ist. Die Einschrankugn auf den ersten direken
Summanden ist induziert durch die Komposition

@
M 2 M x M — M, M b (M, 0) 5 M®0 = M,
also tatsachlich die Identitit.''® Analog verfahrt man mit dem zweiten direkten
Summanden.
(v) Seien J eine kleine filtrierende Kategorie,

J — {exakte Kategorien und exakte Funktoren}, j » M.,

ein Funktor mit Werten in der Kategorie der exakten Kategorien und exakten
Funktoren und

M::h_f’“)Mj

J
der direkte Limes in Sinne von Propositin 3 (d.h. 2.1.4.6).""” Dann ist M in
natirlicher Weise eine exakte Kategorie, und es gilt
lim
QM :=_, QMj'
J

""" Die Einbettungen ¢: M & M@AM’, X 1 (x,0),und g’ M’ s M@M’, x » (0, x),
induzieren die Umkehrung

~

Ki(M) @ Ki(M’) : Ki(M x M), (xX7) b q X +q" X .

'"® Der Funktor ist isomorph zum identischen Funktor, induziert also auf den K-Gruppen denselben
Homomorphismus wie der identische Funktor.

19 4 h.
cl =1 ey
ier !
und

Mor(C) := '™ Mor(C,).
i€l !
(beide Limites sind in der Kategorie der Mengen zu nehmen).
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Nach Proposition 3 ist dann
lim

KiM = _J> KiMj'

2.2.6 Beispiel: endlich erzeugte projektive Moduln 20

Seien A ein Ring mit 1 und bezeichne

P(A)
die additive Kategorie der (linken) projektiven endlich erzeugten A-Moduln. Wir
versehen P(A) mit der Struktur einer exakten Kategorie, indem wir diejenigen
Sequenzen in P(A) als exakt ansehen, welche exakt sind in der Kategorie A-Mod aller
A-Moduln, und definieren K-Gruppen des Rings A als

KiA = KiP(A).
Ein Homomorphismus A — A’ von Ringen mit 1 induziert einen Funktor
A’®A: P(A) — P(A’).

Dieser Funktor ist eindeutig bestimmt bis auf naturliche Isomorphie (und exakt!). Also
induziert er einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

(A’®A)*: KiA—>KiA’. (1)
Auf diese Weise wird KiA ein kovarianter Funktor in A,
Ki: (Ringe mit 1) — Ab.
Nach Bemerkung 2.2.5 (iv) gilt fur je zwei Ringe A, A’ mit 1:

K.(AXA) =KA ® KA. )

Ist {Aj}j a1 ein filtriertes induktives System von Ringen mit 1, so gilt nach Bemerkung
2.2.5 (v):

lim lim
K(SA)=_S5 KA. (3)
€l 1 jel

(siehe unten).
SchlieBlich ist der Funktor

P(A) — P(A°P), M » Hom AMA),

eine Aquivalenz von Kategorien,'*’ wobei A°P der Ring mit der entgegengesetzten
Multiplikation sei. Deshalb gilt

120 B reicht zu zeigten, durch

M — Hom(Hom(M,A), A), m b (€ > £(m)).
ist ein funktorieller Isomorphismus (fur M endlich erzeugt und projektiv) definiert. Die
Funktorialitat sieht man durch direktes Nachrechnen. Zeigen wir die Bijektiviat.
Im FallM =M’ @ M” gilt die Behauptung genau dann fur M wenn sie fur M’ und M”
gilt (weil der Hom-Funktor mit endlichen direkten Summen kommutiert). Weil M
projektiv ist, konnnen wir deshalb annehmen,

M= Al

Damit konnen wir aber auch annehmen, M = A. Weil die Elemente von Hom/(A,A)
durh 1x1-Matrizen gegeben sind, konnen wir diesen Modul mit A identifizieren. Die
Abbildung bekommt dann die Gestalt

A — Hom(A, A), m » (X b xm).



86

KA= Ki(A(’p) )

Beweis von (3). Es reicht zu zeiger}, '

p(Im A y=1m py

jer 1 jer 1t
Zum Beweis konnen wir bei Bedarf die Kategorien P(A) auch durch @quivalente
Kategorien ersetzen. Fur jeden Ring A mit 1 bezeichne
P(Ay

die Kategorie deren Objekte die quadratischen Matrizen M mit Eintragen aus A sind, die
mit ihrem Quadrat iibereinstimmen,

M € AP mit M2 = M.
Fur je zwei solche Matrizen M € AT und MPEAT T gei ein Morphismus
M—M
ein Paar (N, N*) von Matrizen aus Ar’Xr mit
N'M = M’N. &)
Fur X € AT T bezeichne
fX: Al — Ar,, X b XX,

die zur Matrix X gehorige A-lineare Abbildung. Bedingung (5) bedeutet dann gerade,
daf} das folgende Diagramm kommutativ ist.

Al M Al
S A (6)

Die Komposition der Morphismen (N,N’) und (L, L) sei durch die Formel
(N,N”)°(L,L’) :== (NL, N’L’)

gegeben, entspreche also gerade der Zusammensetzung einander entsprechender

vertikaler Abbildungen des kommutativen Vierecks.

Betrachten wir den folgenden Funktor.

P(A) — A-Mod, M » Ker(fM). @)
Man beachte, der Morphismus (N, N’) definiert auf Grund der Kommutativitit des
Diagramm (6) eine A-lineare Abbildung Ker(fM) — Ker(f, ,). Diese sei gerade das

Bild von (N, N’) beim Funktor (7).

Vereinbarung:
Fur jede feste Paar (r, r’) wollen wir zwei Morphismen von P(A)’ als glieich ansehen,

wenn sie dieselbe lineare Abbildung auf den Kernen definieren.
1. Schritt. Der Funktor (7) faktorisiert sich uiber die natuirliche Einbettung

P(A) & A-Mod,
definiert also einen Funktor

P(AY — P(A),M » Ker(fM).
Wir haben zu zeigen, jeder A-Modul der Gestalt Ker(fM) ist endlich erzeugt und
projektiv. Dazu betrachten wir die A-lineare Abbildung

Diese Abbildung ordnet jeder 1x1-Matrix die zugehorigen A-linere Abbildung zu, ist
also bijektiv.
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f; ,
Al M AT
Wegen Id = (Id - M) + M gilt
r_
AT =Im(f, 0+ Im(fy ).

d.h. jedes Element x € AT 1aBt sich als eine Summe der Gestalt
x=x +x"

schreiben mit X’ € Im(fI ) und x” € Im(fM). Zeigen wir zunachst, dafl diese

d-M
Zerlegung eindeutig ist. Dazu reicht es zu zeigen, dal mit x = 0 auch x’ = x” = 0 gilt.
Aus
0=x"+Xx"mitx € Im(fI d—M) und X" € Im(fM)
erhalten wir durch Multiplikation mit M
0=Mx"+Mx".

Wegen M2 = M gilt dabei Mx” = x” und wegen M(Id - M) = M - M? = M - M = 0 ist
Mx’ =0. Also gilt
0=0+x",
also x” =0 und x” = 0. Wir haben gezeigt die obige Summen-Zerlegung ist direkt,
r_
A= Im(fI d—M) @ Im(fM).
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
Ker(fM) = Im(fI d—M)’

denn dann ist Ker(fM) als Bild des endlich erzeugten A-Moduls A’ endlich erzeugt und

als direkter Summand des freien A-Moduls AT projektiv. Sei
x=x"+x"€ Ker(fM)
Durch Multiplikation mit M erhalten wir 0 =0 + x”, d.h. x” =0, d.h.
X=X &€ Im(fld—M)'
Sei jetzt umgekehrt

x € Im(fy 0.

d.h. x = (Id- M)y fur ein y € AT, d.h.
Mx = M(Id - M)y = (M - M%)y = (M-M)y =0,
dh. x € Ker(fM).

2. Schritt.  Der Funktor F:P(A)’ — P(A), M » Ker(fM) ist eine Aquivalenz von

Kategorien.
Wir haben zu zeigen,
1. F ist vollig treu.
2. Jedes Objekt von P(A) ist isomorph zu einem Objekt der Gestalt F(X) mit XEP(A)’.
Zu 2 ein endlich erzeugter projektiver A-Modul. Dann gibt es einen endlich

erzeugten freien A-Modul, sagen wir AT mit
A'=P®P.
Sei f der A-lineare Endomorphismus
f: AT — Al x,x) P x’,
und M € A”T die Matrix von f. Dann gilt f2 = f, also M? = M, d.h. M ist ein Objekt
aus P(A)’. Nach Konstruktion ist f = f, , also
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Ker(fy ) = Ker(f) = {(xx") EA"Ix’ =0} =P.

Zu 1. Sei (N, N’): M — M’ ein Morphismus von P(A)’. Betrachten wir das
kommutative Diagramm

f
Ker(fy ) & A" M ar

Loosd e ®)

’ f ) )
Ker(f, ) & AT M) AT

Die linke vertikale Abbildung ist gerade das Bild von (N, N’) beim Funktor F. Auf
Grund der obigen Vereinbarung zu den Morphismen von P(A)’ ist die durch F
definierte Abbildung

Hom(M, M’) — Hom(F(M), F(M”)) 9)
injektiv. Wir haben zu zeigen, dal sie ach surjektiv ist. Sei a€Hom(F(M), F(M")),
d.h. eine A-lineare Abbildung
a: Ker(fM) — Ker(f, ,,).

Weil Ker(fM) ein direkter Summand von A! ist, konnen wir a zu einer A-linearen

Abbildung A" —s A" fortsetzen. Mit anderen Worten, zu vorgegebenen linken

vertikalen Morphismus in (8) konnen wir einen vertikalen Morphismus in der Mitte
finden, so daf} das linke Viereck kommutativ wird. Weil die Zeilen von (8) exakt sind,
konnen wir dann aber auch einen vertikalen Morphismus rechts finden, so daf} auch das

rechte Viereck kommutativ wird. Damit haben wir zu vorgegebenen a ein Urbild bei der
Abbildung (9) gefunden. _
3. Schritt, P'( 1M A )= 1M poa

er 1 jer !

Sei A := Im A Ein Objekt von P(A)" ist eine Matrix M € AP mit M2 = M. Da die

JjEJ
Anzahl der Eintrage von M endlich ist, gibt es ein j und ein
M eATT
J

derart, daf3 jeder Eintrag von M gerade das Bild in A des entsprechenden Eintrags von

M’ ist. Da die Relation M2 = M eine Relation zwischen endlich vielen Elementen von A
ist, konnen wir durch ‘vergrofern’ von j erreichen, daf gilt

M’2 — M’,
dh. M € P(Aj)’. Das natuirliche Bild von M’ in P(A)’ ist nach Konstruktion gerade M.
Wir haben gezeigt, die natuirliche Abbildung

% P'A. — P'( hIEn} A (10)
j j

ist surjektiv.
Seien jetzt M’ € P(Ai) und M” € P(Aj)’ zwei Objekte mit demselben Bild in
pr( M oA ,
jer
Dann haben M’ und M” denselben Typ (r, r), und fur jede Position (i,j) der beiden
Matrizen gibt es einen Index ¢€J mit
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i=slundj</,
fur welchen die beiden Eintrage von M’ und M” in der Position (i, j) dasselbe Bild in A (

haben. Da die Anzahl der Positionen einer rxr-Matrix endlich ist, konnen wir € sogar so
wiahlen, dal dies fur alle Eintrage gleichzeitig gilt. Dann sind aber die Bilder von M’
und M”
in

P(A Z)
gleich, d.h. M’ und M” reprasentieren dasselbe Objekt von h_m) P’Ai. Wir haben

JEJ

gezeigt, die naturliche Abbildung (10) ist injektiv.

QED.

2.2.7 Bemerkungen
Man kann zeigen, dal} die hier definierten Gruppen KiA mit denjenigen

uibereinstimmen, welche man erhialt, wenn man BGL(A) die Struktur eines H-Raums
gibt und dann zu den Homotopie-Gruppen iibergeht (siehe zum Beispiel [Gersten 5]).
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2.4 Reduktion durch Aufléosungen 24
Transfer-Abbildungen 27
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Anhange

Kategorien

Der Begriff der Kategorie reflektiert die Erfahrung, daf es zu nahezu jeder
mathematischen Konstruktion in Abbildungen gibt, die zu dieser Konstruktion
gehorigen.
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Vektorraume lineare Abbildungen
Gruppen Gruppen-Homomorphismen
Ringe Ring-Homorphismen
topologische Raume stetige Abbildungen
metrische Raume kontrahierende Abbildungen#

glatte Mannigfaltigkeiten differenzierbare Abbildungen
komplexe Mannigfaltigkeiten holomorphe Abbildungen
algebraische Varietaten regulare Abbildungen

Definitionen

Begriff der Kategorie
Ein Kategorie C besteht aus einer Klasse, deren Elemente Objekte von C heiflen und die
mit
ICI
bezeichnet wird. Zu je zwei Objekten A, B von C gehort eine Menge, die mit

Hom/(A, B) oder auch Hom C(A, B)

bezeichnet wird und deren Elemente Morphismen mit der Quelle A und dem Ziel B
heillen. Fur einen Morphismus f mit der Quelle A und dem Ziel B verwendet man auch
die Bezeichnung

f
A —> B oder auch A — B.

Zu je drei Objekten A , B, C von C gehort eine Abbildung
Hom(A, B) x Hom(B, C) — Hom(A, C), (f, g) » gef,

welche Morphismen-Komposition von C heifit. Dabei sollen die folgende drei
Bedingungen erfullt sein.

(i) Sind (A, B) und (A’, B’) zwei verschiedene Paare von Objekten von C, so sind die
zugehorigen Hom-Mengen disjunkt,
Hom(A, B) () Hom(A’, B*).
(i) Die Morphismen-Komposition ist assoziativ, d.h. fur je drei Morphismen
h f
A— B i C—D
gilt
o . fe(geh) = (fog)oh. o
(1i1) Fur jedes Objekt A von C enthilt die zugehorige Hom-Menge einen identischen
Morphismus

lA € Hom(A, A),

d.h. einen Morphismus mit

1A°f=fundg°1A=g

fur jeden Morphismus f mit dem Ziel A und jeden Morphismus g mit der Quelle A.
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Beispiele: Ens, Top, Ab, R-Mod, Mod-R
Begriff des Funktors

Begriff der naturlichen Transformation

Spezielle Morphismen

Ein Morphismus f: A — B heif3t Epimorphismus, wenn fur je zwei Morphismen

verschiedene Morphismen g’,g”’: B — C mit der Quelle B auch g’f und g”f
verschieden sind.

Ein Morphismus f: A — B hei3t Monomorphismus, wenn fur je zwei verschiedene

Morphismen g’, g”: C — A mit dem Ziel A auch fg’ und fg” verschieden sind.

Ein Morphismus f: A — B heif3t Isomorphismus, wenn es einen Morphismus

2:B— A gibt mit feg=1_ und gef =1

B A
Ein Morphismus f: A — A, dessen Quelle und Ziel iibereinstimmen, heil3t

Endomorphismus von A. Die Menge der Endomorphismen von A wird mit
End(A) := Hom(A, A)

bezeichnet.
Ein Automorphismus ist ein Endomorphismus, welcher Isomorphismus ist. Die Menge
der Automorphismen wird mit

Aut(A)
bezeichnet.
Bemerkungen

(1)  Typische Beispiele fur Monomorphismen sind injektive Abbildungen. Es gibt
jedoch Monomorphismen, die nicht injektiv sind (s.u).

(1) Typische Beispiele fur Epimorphismen sind surjektive Abbildungen. Es gibt
jedoch Epimorphismen, die nicht surjektiv sind (s.u).

(1)  Jeder Isomorphismus ist sowohl ein Monomorphismus als auch ein
Epimorphismus. Die Umkehrung dieser Aussage ist im allgemeinen falsch (s.u.).

(i) End(A) ist eine Halbgruppe mit 1. Aut(A) ist eine Gruppe mit dem neutralen

Element 1 A

Beispiel eines nicht surjektiven Epimorphismus

In der Kategorie Top der tologischen Raume und stetigen Abbildungen ist die naturliche
Einbettung

QoR

der rationalen Zahlen in die reellen Zahlen ein Epimorphismus.

Beispiel eines nicht injektiven Monomorphismus
Sei C die Kategorie, deren einziges Objekt die Menge der reellen Zahlen ist,
ICl = {R}.
Die Menge
Hom(R, R)
bestehe aus der identischen Abbildung und den Abbildungen
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deren Werte = O sind.

Die Abbildung

f:R—)R,X—)Xz,

ist ein Morphismus dieser Kategorie (und offensichtlich nicht injektiv). Fur zwei
Morphismen

g, 2" R—R
mit fg’ = fg” gilt g’(x)2 = g”(x)2 fur alle x € R, also Ig’(x)I = Ig”(x)l. Da die Werte von
g’ und g” nicht-negativ sind, folgt g’((x) = g”’(x) fur alle x, also g’ = g”. Mit anderen
Worten, f ist ein Monomorphismus.

Beispiel eines bijektiven Morphismus, der kein Isomorphismus ist
Seien K ein Korper und C die Kategorie der Paare (V, W) mit einem K-Vektorraum V

und einem K-linearen Unterraum W C V. Die Morphismen von C mit der Quelle
(V,W) und dem Ziel (V’, W’) seien die K-linearen Abbildungen
f: V— V’ mit f(W) C W".

Die Morphismen-Komposition sei die gewohnlich Zusammensetzung von Abbildungen.
Seien

V:=K3,U:=Ke1,

’,_ 3 9._
V' =K”, U .—Kel+Ke2

Dabei bezeichne el, 62, e3 die Standard-Basis von K3. Dann ist die identische
Abbildung

f=Id:V—0V’
ein bijektiver Morphismus f: (V, U) — (V’, U’). Die Umkehrung ist aber kein

Morphismus (V’, U’) — (V, U), weil das Bild von U’ nicht in U liegt, d.h. f ist kein
Isomorphismus von C.

Darstellbare Funktoren
Ein Funktor

f: COP — Ens

heif3t darstellbar, wenn es ein Objekt X&C gibt mit der Eigenschaft, da3 f isomorph ist
zum Funktor
hy = Hom(?, X): C%P 5 Ens, Y » Hom(Y, X).
Das Objekt X hei3t dann darstellendes Objekt fur f.
Sei

Ehy 5 f
Dann heif3t das Bild des identischen Morphismus

IX e hX(X) = Hom(X, X)
bei

EX: hX(X) — f(X)
darstellendes Element oder auch universelle Familie fur f und wird mit
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ue=u = (1y) € (X)

bezeichnet. Das Paar (X, u, ,) heifit auch darstellendes Paar.

£,X

Beispiel
Seien U, V, W Vektorraum uiber dem Korper K und bezeichne
L(U, V; W)

die Menge der uiber K bilinearen Abbildungen UxV — W. Dann ist der Funktor
K-Mod — Ens, W » L(U, V; W),
darstellbar. Das Tensorprodukt U®KV ist kodarstellendes Objekt und die naturliche
Abbildung
UxV— U®KV

das kodarstellende Element.

Satz

(1)  Das darsttlende Paar ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

(i) Ein darstellbarer Funktor ist durch sein darstellbares Paar bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Beweis.

QED.

Adjungierte Funktoren

Definition
Zwei Funktoren
fC—Dundg: D —C
bilden ein adjungiertes Paar (f,g) wenn es einen funktoriellen Isomorphismus

HomD(fc, d) i) Homc(c, gd),ceC,deD,

von Funktoren C°PxD —s Ens gilt. Der Funktor f heiBt dann linksadjungiert zu g und

g hei3t rechtsadjungiert zu f.
Bemerkungen

(1)  Aus der obigen Isomorphie ergibt sich insbesondere, dafl der Funktor
C— Ens,d » HomC(c, gd),

fur jedes ¢ € C darstellbar und fc das darstellende Objekt ist.

(i) Zu einem gegebene Funktor sind die links- bzw. rechtsadjungierten Funktoren,
falls sie existieren, bis auf naturliche Isomorphie eindeutig bestimmt. Das ergibt
sich aus der Eindeutigkeit des darstellenden Objekts bis auf naturliche
Isomorphie.

Eigenschaften adjungierter Funktoren

Sei (f, g) ein adjungiertes Paar. Dann gilt

(i) f kommutiert mit direkten Limites, direkten Summen, terminalen Objekten,
Kokernen, ...

(i) g kommutiert mit inversen Limites, direkten Produkten, initialen Objekten,
Kernen, ...

Beweis. Die beiden Aussagen sind dual zueinander. Es reichte Aussage (i) zu

beweisen. Es gilt
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lim lim
Hom_(— fc.,d) = Hom,(fc.,d)
Dief 1 ier D
= E Hornc(c. , gd)
iel !
= HomC(Er; c.,gd)
iel !
= Hom (f(1 ). ).
iel !

Behauptung (1) folgt jetzt aus der Eindeutigkeit des darstelleneden Objekts (bis auf
naturliche Isomorphie).
QED.

Adjungierte Funktoren von Zusammensetzungen
Seien

f g
C—D-——E

Funktoren mit der Eigenschaft, daB f, g und gf einen rechtsadjungierten Funktor
f*, g*, (ghH*
besitzen. Dann gibt es eine natuirliche Transformation
frg* — (gh)*.
Eine analoge Aussage gilt auch fur die linksadjungierten Funktoren f,, g, (gf),,, falls

diese existieren. Genauer, es gilt

Beweis. Nach Voraussetzung gibt funktorielle Isomorphismen von Bifunktoren mit
Werten in Ens,

HomD(fc, d = HomC(c, f*d),ce(C,deD ()

HomE(gd, e) = HomD(d, g¥e),ce(C,deD )

HomE(gfc, e) = HomC(c, (gh*e) ,ceC,e€E 3)
Aus (1) erhalten wir speziell fur d = g*e den funktoriellen Isomorphismus

HomD(fc, g¥e) = HomC(c, f¥g*¥e),c€C,e€D €))

Zur Konstruktion der gesuchten naturlichen Transformation reicht es eine naturliche
Transformation von Bifunktoren

HomC(c, f*g*e) — HomC(c, (gh)*e)

zu konstruieren, denn dann kann man ¢ = f*g*e setzen. Die gesuchte Transformation
ergibt sich dann als Bild der identischen Transformation links.
Wegen (3) und (4) reicht es, eine naturliche Transformation

%k
HomD(fC, g¥e) —> HomE(ng, e)

zu finden. Weil g linksadjungiert ist zu g* (d.h. wegen (2)) kann man den linken Hom-
Funktor mit HomE(gfc, e) identifizieren, d.h. gesucht ist eine naturliche Transformation

HomE(gfc, e) — HomE(gfc, e).

Wir wihlen als eine solche die identische Transformation.
Die Aussage zu den linksadjungierten Funktoren erhalten wir, indem wir f, g und gf als
Funktoren

CcOP i> poP £, EoP
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ansehen. In allen obigen Hom-Mengen vertauschen sind dann die Argumente, und wir
erhalten die Existenz eines funktoriellen Morphismus

HomC(f*g*e, c) — HomC((gf)*e, ).
Fur ¢ =, g, e ergibt sich dann als Bild der identishen naturlichen Transformation links
eine natiirlichen Transformation
(gh), — f,g,e.
QED.

Aquivalenzen von Kategorien

Etwas vereinfachend kann man sagen, zwei Kategorien sind dquivalent, wenn sie bis
auf Isomorphie dieselben Objekte und Morphismen haben. Solcke Kategorien konnen
sehr unterschiedlich sein. Betrachten wir zum Beispiel die Kategorie der punktierten
topologischen Raume, die sich auf ihren Basispunkt kontrahieren lassen (d.h. die
identische Abbildung ist homotop zur konstanten Abbildung). Als Morphismen dieser
Kategorie verwenden wir die Homotopie-Klassen stetiger Abbildungen (die die
Basispunkte respektieren). Diese Kategorie hat sehr viele Objekte. Sie ist jedoch
aquivalent zur Kategorie mit nur einem Objekt und nur einem Morphismus (dem
identischen Morphismus dieses Objekts).

Formale Definition der Aquivalenz von Kategorien. Zwei Funktoren

F:C—DundG:D —C
heiflen quasi-invers, wenn die beiden Zusammensetzungen
FeG: D — D und G°F: C — C

isomorph zum identischen Funktor sind. Die beiden Funktoren hei3en in diesem Fall
Agquivalenzen von Kategorien. und die beiden Kategorien hei3en aquivalent.

Kriterium fur Aquivalenz

Ein Funktor F: C — D ist genau dann eine Aquivalenz von Kategorien, wenn die

beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.
(i) Fistvollig treu, d.h. fur je zwei Objekte von A und B von X ist die Abbildung

Hom(A, B) —s Hom(F(A), F(B)), f —s F(f),

bijektiv (im injetiven Fall heifit der Funktor treu, im surjektiven voll).
(1) Jedes Objekt der Kategorie D ist isomorph zu einem Objekt der Gestalt F(A) mit
einem Objekt A von C.

Additive Kategorien

Definition
Eine Kategorie C heif3t additiv, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.
(1) C besitzt ein Null-Objekt, d.h. ein Objekt das gleichzeitig initial und terminal ist.
(i1) C besitzt endlich direkte Summen und endlich direkte Produkte.
(iii)  Die Hom-Mengen von C sind abelsche Gruppen.
(iv)  Die Morphismen-Komposition
Hom(A, B)xHom(B,C) — Hom(A, C), (f, g) > gef,
ist bilinear.

Diese Bedingungen lassen sich etwas abschwachen und durch die folgenden Axiome
ersetzen (vgl. Bass: Algebraic K-theory, Chapter I, §3).

(Add Kat. 0). C besitzt ein Null-Objekt.
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(Add Kat. 1). C besitzt endliche direkte Summen und endliche direkte Produkte.

Matrizen-Schreibweise fur Morphismen.

Nach Definition der direkten Summe gibt es fur je zwei Morphismen
fl: A1 — B undf2: A2 — B
genau einen Morphismus
cp:A1 @ A2 —B
dessen Zusammensetzung fur j = 1,2 mit der naturlichen Einbettung von Aj in die

direkte Summe gleich fJ 1st,

fj = cpoqj.
Man schreibt dann
¢ = (f.f,).
Analog gibt es nach der Definition des direkten Produkts fur je zwei Morphismen
g A—>B1 und gy’ A —>B2

genau einen Morphismus

p:A— B1 x B ’
dessen Zusammensetzung fur j = 1,2 mit der naturlichen Projektion des direkten
Produkts auf Bj gleich gj ist,

g = P9

¢ = i
)
Weiter kann man fur je zwei Objekte A1 und A2 einen Morphismus
cp:A1 @ A2 —>A1 X A2
konstruieren, dessen Zusammensetzung mit der j-ten natiirlichen Einbettung
qj: Aj — A1 @ A2
und der i-ten naturlichen Projektion
p;: A1 X A2 — Ai
gleich einem vorgegebenen Morphismus

a. = picqu: Aj — Ai

j
M (a12
D) (*22
1, 0

Man schreibt dann

ist. Man schreibt dann
o N2y (G2
By ) @y ay)

A
(Add Kat. 2). Fur je zwei Objekte A und B von C ist (

01 : A®OB—AXB ein

B
Isomorphismus.
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Dabei bzeichne 0: A — B den Null-Morphismus, d.h. den eindeutig

bestimmten Morphismus A — B, der sich uber das Null-Objekt
faktorisiert.

Auf Grund dieses Axioms hat fur je zwei Objekte A und B von C die direke Summe
A®B die Universalititseigenschaft von AxB und das direkte Produkt AXB hat die

Universalitatseigenschaft von A®@B. Wir konnen also beide Konstruktionen als gleich
ansehen und vereinbaren

A ®B=AXxB.
1 A 0
Der Morphismus ( 01 ) wird dann zum identischen Morphismus.
B
Definition der Addition von Morphismen.

Bezeichne
1
AA.=<1>.A—>AXA=A@A

fur jedes Objekt A die Diagonal-Einbettung, d.h. den eindeutig bestimmen
Morphismus, dessen Zusammensetzung mit den beiden Projektionen auf A der
identische Morphismus ist,

pioAA= lA'

Weiter bezeichne
ZA=(1,1): APA= AxXxA—A

fur jedes Objekt den Summen-Morphismus, d.h. den eindeutig bestimmen
Morphismus, dessen Zusammensetzung mit den beiden Einbettungen von A in die
direkte Summe der identische Morphismus ist,

EAoqj =1

A
Fur je zwei Morphismen

aaA—Bundb:A—B
setzt man dann

Ap a®b 2B
a+b=2B°(a@b)°AA:A—>A@A—>B@B—)B (D

) a0
mlta@b—<0b).

Satz

Die eben definierte Addition von Morphismen definiert auf Hom(A, B) die Struktur

einer kommutativen Halbgruppe mit neutralen Element, wobei der Null-Morphismus
0:A—B

die Rolle des neutralen Elements spielt.
AuBlerdem ist die Morphismen-Komposition bezuglich dieser Halbgruppen-Struktur
bilinear.

(Add Kat. 3). Die Hom-Mengen sind bezuglich der oben definierten Addition
abelsche Gruppen.

Vergleich der Axiome
Eine Kategorie C, welche den Bedingungen

(Add Kat. 0) - (Add Kat. 3)
genugt ist additiv.
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Umgekehrt gentigt jede additive Kategorie C diesen Bedingungen, und die Addittion
von Morphismen in C ist durch die Formel (1) gegeben.

Zum Beweis.
Der erste Teil der Behauptung ergibt sich aus den gerade durchgefuhrten Betrachtungen.

Sei umgekehrt C eine abelsche Kategorie. Dann sind trivialerweise die Bedingungen
(Add Kat. 0) und (Add Kat 1)

eBrg&Igi.s von (Add Kat. 2). Wir haben zu zeigen, fur je zwei Objekte A1 und A2 ist der
Morphismus
1 A] 0
*=[ 9 : Al(-T-)A2—>A1XA2
A2

ein Isomorphismus. Wir setzen
Y=q,°P; + 4,°Py’ AIXA2 — Al@AZ'

wobei fur i = 1 und i = 2 der Morphismus p;: A1XA2 — Ai die i-te naturliche

Projektion des direkten Produkts und qi:Ai—>A1€r)A2 die i-te natirliche Einbettung in

die direkte Summe sei.
Es reicht zu zeigen, ¢ und 1 sind zueinander invers. Es gilt

1Al 0 IA1 0
VR = 9P o 1, U R 0 1, [T
A A
2 2
= ql”A1 + 40
= ql
und
1Al 0 IA1 0
VRGP 0 1, PR R 01, [
A A
2 2
= Qo0+ ayely
2
Auf Grund der Universalitatseigenschaft der direkten Summe ergibt sich
Yo =1
AI@A2
Weiter gilt
1Al 0 lA1 0
Prroew=pi®l o 1, [TUP1IT P 0 1, "2
A2 A2

B 1A1°pl° +0°p,
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=p1
und
1y 0 1y 0
Py®W =Pl o 1, [PUPIT P 0 1, |22
A A
2 2
= 0opje+1y °py
2

Auf Grund der Universalitatseigenschaft des direkten Produkts ergibt sich
ey =1
A 1 @A2

Wir haben die Gultigkeit von (Add Kat. 2) fur aditive Kategorien bewiesen.
Zum Beweis von (Add Kat. 3) bendtigen wir die beiden nachfolgenden Kriteriem fur

direkte Summen und direkte Produkte.
QED.

Kriterium fur direkte Summen

Sei C eine additve Kategorie. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1)  Das Objekt A ist bezuiglich der Morphismeni’: A — A und i”: A” — A eine
direkte Summe von A’ und A”.

(i) Es gibt Morphismen p’: A — A’ und p”: A — A” fur welche die folgenden

Identjt'aiten bestehen. '
1.p1:1A,, und p”i” = A
2.p17=0 und p”1i’ =0

3. i’p’ + i”p9’ - A.

Beweis. (i) = (ii). Seien A := A’®A” und

p=(1,0:A—A,p":=01):A—A"
Dann gilt

p’i’ - 1, p’i’7 - O’ p”i9 - O, p”i” - 1

Zum Abschluf} des Beweises berechnen wir die Matrix von
e=1p +1i’p”.

Es gilt
poi’=pip1+pipi’=1+0=1
poi”=pipi”+pipi”=0+0=0
PPl =pip’ i +piUp 1’ =0+0=1

99:9 219 99:99_.99:9

p”(pi”:p 1Ip1r +pi1pi1 =0+1=1

Wenn wir in der obigen Rechnung ¢ durch den identischem Morphismus ersetzen,
erhalten wir dieselben Ergebnisse:

p71i9 - p7i9 - 1
p’ 1i” - p’i7’ - 0
p”ii’ - p7’i’ - O
p7’1i” - p”i” - 1.

Deshalb gilt ¢ = 1.
(i) = (1).Seien zwei Morphismen j’: A — B und j”: A” — B gegeben. Wir setzen
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29999,

o=jp +j’p’: A— B.

Dann gilt
Qi =T+ TP =0+ 700 =
Qi =PI+ P77 =00 + 70l =7
Wir haben noch zu zeigen, daf ¢ durch die Bedingungen
o =7
oi” ="

eindeutig bestimmt ist. Sind diese Bedingungen erfullt, so gilt

19990 399..2°

¢=gol ) =@op +1"p") =P’ +j7p",

d.h. @ ist durch j’ und j” eindeutig festgelegt.
QED.

Kriterium fur direkte Produkte

Sei C eine additve Kategorie. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1)  Das Objekt A ist bezuiglich der Morphismen p’: A — A’ und p”: A — A” eine
direkte Summe von A’ und A”.

(i)) Es gibt Morphismen p’: A — A’ und p”: A — A” fur welche die folgenden
Identitaten bestehen.
l.pt’ = IA” und p”i” = A”
2.p1”=0 und p”i’ =0
3.i'p’ +1’p” =0.

Beweis. (i) = (ii). A=A’ xA” und

1= ((1)) TAT— A L= (?):A”—>A.

99399

Dann gilt
p7i’ - 1’ pﬂi’ — O, p7’i’ — O’ p”i” - 1.
Zum Schluf} des Beweises berechnen wir die Matrix von

2999

p=1p +1’p”.
Dieselbe Rechnung wie beim Beweis der Implikation (i) = (ii) zur Charakterisierung
der direkten Summen zeigt, es gilt ¢ = 1.

(ii) = _(1). Seien zwei Morphismen q’: B — A’ und q”: B — A” gegeben. Wir
setkzen
¢p:=i'q’+i1°q”: B— A.

Dann gilt

p?cp=p’i7q7 +p9i7’q’7= IA,oq’ +Ooq,,=q,

p”cp - p”i’q’ + p”i”q77 - Ooq’ + IA”oq” - q7’
Wir haben noch zu zeigen, daB ¢ durch die Bedingungen

Pe=q

p”(p - q”
eindeutig bestimmt ist. Sind diese Bedingungen erfullt, so ist

3999 299 .9

¢=1,°0=@1p +i"p)ep=1"q +i"q",
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d.h. @ ist durch q’ und q” eindeutig festgelegt.
QED.

Die Matrix einer Zusammensetzung von Morphismen
Auf Grund der letzten beiden Kriterien konnen wir im folgenden direkte Produkte mit

den entsprechenden direkten Summen identifizieren. Jede direkte Summe A1 (-DA2 ist

jetzt also aufler mit zwei naturlichen Einbettungen q (i=1,2) auch mit zwei naturlichen
Projektionen pj (j=1,2) versehen, wobei die p’s durch die beiden q’ eindeutig festgelegt

sind und umgekehrt und die p’s und q” zusammen den Bedingungen (i1) der beiden
obigen Kriterien genuigen.

Ein Morphismus

cp:A1®A2 — B1®B2
ist dann durch die Matrix mit den Eintragen
gegeben.

Die Zusammensetzung von Morphismen entspricht dabei gerade der Multiplikation der
zugehorigen Matrizen.

Genauer: sei
YP:B = Bl@B2 — C169C2
ein weiterer Morphismus, dessen Matrix die Eintrage
b i~ Py
besitzt. Dann hat die Matrix der Zusammensetzung von ¢ und 1 die folgenden Eintrage.

Pbed; = PWlp@d; = pb(q Py +d,P))eq;

(P¥a))(P;¥qy) + (p;wd,)(pr9q;)
= 311yt by

Beweis der Aquivalenz der beiden Axiomen-Systeme
Wir haben noch zu zeigen, in einer additiven Kategorie ist Bedingungen

(Add Kat.3)
erfullt, und die Addition von Morphismen ist durch die Formel (1) gegeben.

Dazu reicht es zu zeigen, die Addition der Morphismen in der Kategorie C ist dieselbe
wie diejenige, auf welche sich die Bedingung (Add Kat. 3) bezieht.

Es reicht also zu zeigen, die Morphismen-Addition in C ist gerade die durch Formel (1)
gegebene.

Fur je zwei Morphismen
ai:A—>B ,1=1,2

von C gilt auf Grund der Bilinearitat der Morphismen-Komposition
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piO(al(-DO + OG—)az)oqj = pi°(a16-)0)°qj + pi°(0®a2)°qj
_121 o o

also
211(-DO+06-)a2 =a1® a2
also
ZBO(al@ az)OAA = ZBO(al@ O)OAA + ZBO(O@ 212)°AA
8.10 1 0 0 1
=(1,1)e o + (1,1)° o
(L. (oo) (1) ( )(Oaz) (1)
B 0)o 1 0 . 1
_(al’ ) <1)+( ’az) (1)
=a1+ 32
QED.

Eigenschaften von Morphismen
Seien C eine additive Kategorie,

2

AL B
a”l § lc’ D
B =, C

ein Diagramm in C. Betrachten wir

2

)

-a o, g=(c’c”)
A—SB®B"—— C

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Das Diagramm (I) ist genau dann kommutativ, wenn gilt gef = 0.

(i1) Das Diagramm (I) ist genau dann kartesisch, wenn gilt f = Ker(g).

(ii))  Das Diagramm (I) ist genau dann kokartesisch, wenn gilt g = Koker(f).

Beweis. Zu (i). Es gilt

b

O0=gf 0= (c, C”)<-2”) =c’a’ - c¢”a” & (I) ist kommutativ.

Zu (ii). Sei (I) kartesich und sei
a: X — B’®B”

ein Morphismus mit gea. = 0. Wir haben zu zeigen, a faktorisiert sich auf genau eine
Weise uber f.

b

. Dann gilt

o
Wir schreiben a in der Gestalt o = (
-a

a’
O - ga - (C,, C”)( ] - C,a’ _ C’,a”.
a,’

Weil (I) kartesich ist, gibt es genau einen Morphismus a: X —s A mit

2 Fiar i # j steht auf beiden Seiten Null. Fir i = j = 1 steht auf beiden Seiten a1+0 =a, und fur i =

= 2 steht auf beiden Seiten a2 +0= a2
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”N_ LR 9N_ ’
a’oco=c”unda’a =a’,

d.h. mit
s N ,
fa —( ,,)(x = = =
-a 5o _a”
-a’a

Wir haben gezeigt, f = Ker(g).

Sei umgekehrt f = Ker(g) und o’: X — B’, a”: X — B” ein Paar von Morphismen
mitc’a’ =c’a”. Mit

: X — B’ ®B”

2

-

gilt dann

’

2

(0]

o
go = (C’,C”)(

] =c’a’ -c’a” =0.

Weil f der Kern von g ist, faktorisiert sich a eindeutig uiber f, d.h. des gibt genau einen
Morphismus

&:x—m

mit o = for, d.h. mit

d.h. mit

o’ =a’a und o = a”ql.
Wir haben gezeigt, (I) ist kartesisch.
Zu (iii). Dies ist gerade die in der dualen Kategorie formulierte Aussage (ii).

QED.

Satz von Krull-Schmidt

Sei C eine additive Kategorie, in der jeder idempotente Morphismus'** e: A —» A
zerfillt. '** Weiter seien

AiEC

von Null verschiedene Objekte, deren Endomorphismen-Ringe lokale Ringe sind und
A= A1®...®An .

Dann gelten die folgenden Aussagen.
1 Jede Zerlegung A in eine direkte Summe kann verfeinert werden zu einer
Zerlegung in unzerlegbare'** direkte Summanden.

(i1) IstA= B1®...®Bm mit Bi unzerlegbar fur jedes i, so gilt m = n und bis auf

eine Permutation der direkten Summanden ist Bi = Ai fur jedes i.

122 d h. es gilt ece = e.

q p
'# d.h. es gibt Morphismen B — A — B mit gp=e und pq = 1.

12 Ein Objekt A heiBt unzerlegbar, wenn es von Null verschieden ist und aus A = B@C folgt, daB B =
0 oder C =0 ist.
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Beweis. siche Bass: Algebraic K-theory, Chapter I, §3, Theorem 3.6.
QED.

Abelsche Kategorien

Ein Kategorie C heif3t abelsch, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.
6] C ist additiv.

(i1) Jeder Moprhismus besitzt einen Kern und einen Kokern.

(ii1)  Fur jeden Morphismus f: A — B ist der naturliche Morphismus

Koim(f) — Im(f)

ein Isomorphismus.
Bemerkung
Diese Bedingungen sind selbtdual, d.h. das Dual einer abelschen Kategorie ist abelsch.

Exakte Kategorien
(vgl. Keller, Chain complexes and stable categories, Appendix A: Exact categories)

Definition
Sei A eine additive Kategorie. Ein Paar (g, p) von zusammensetzbaren Morphismen der
Kategorie A,

xLyLz

heift exakt, wenn q ein Kern von p und p ein Kokern von q ist.

Eine exakte Kategorie ist eine additive Kategorie A zusammen mit einer Menge
E=E(A)

von exakten Paaren, welche den nachfolgend genannten Bedingungen genuigt.

Die Elemente von E heilen dabei Konflationen von A, die ersten Koordinaten q der

Konflationen (q,p) heien Inflationen und die zweiten Koordinaten p heiflen

Deflationen.

Ex -1: Abgeschlossenheit bei Isomorphismen. Ersetzt man die Objekte X, Y, Z einer

i d
Konflation X — Y — Z durch isomorphe Objekte, so erhilt man wieder eine
Konflation.

Ex 0: Das Nullobjekt.

Der identische Morphismus des Null-Objekts ist eine Deflation.

Ex 1: Komposition.

Die Zusammensetzung zweier Deflationen ist eine Deflation.

Ex 2: Basiswechsel.

Fur jeden Morphismus f: Z° — Z von A und jede Deflation d: Y — Z gibt es
ein kartesiches Quadrat

b

Y’ _>29

f’l lf
d
Y — 7
mit einer Deflation d’.

Ex 2°P: Kobasiswechsel.
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Fur jeden Morphismus f: X — X’ und jede Inflation i: X — Y gibt es ein
kokartesisches Quadrat

i
X —Y

el
17
X —Y
mit einer Inflation i’.

Beispiel
Seien A eine abelsche Kategorie mit gentigend vielen projektiven und gentigend vielen
injektiven Objekten und
MCA

eine volle Teilkategorie, welche additiv ist. Wir nehmen an, M ist abgeschlossen
gegeniiber Erweiterungen in A in dem Sinne, daf fur jede exakte Sequenz

0>A"—>A—=>A"—0
in A mit der Eigenschaft, da A’ und A” isomorph sind zu Objekten von M, auch das
Objekt A zu einem Objekt von M isomorph ist. Bezeichne

E
die Klasse der Sequenzen

i
0—M M M” — 0, (1)

in M,welche exakt sind in A.
Dann ist M zusammen mit E als Klasse der Konflationen eine exakte Kategorie.

Axiom Ex -1 ist trivialerweise erfullt: die Sequenz (1) bleibt exakt, wenn die Objekte
M’, M, M” durch isomorphe Objekte von M ersetzt werden.

Axiom Ex 0 ist ebenfalls trivialerweise erfullt, weil die Sequenz

1 1
0—-0—0—0—0
exakt ist in A.

Axiom Ex 1. (Komposition von Deflationen).

Seien j: M —» M’ und j’: M’ —» M” zwei Deflationen. Diese sind Bestandteile des
folgenden kommutativen Diagramms

3 bl

1
N >— M i» W%

N>»» N-— 0
In A konnen wir die mittlere Zeile dieses Diagramm erganzen, indem wir den Kern K
von j’j hinzufugen. Mit Hilfe der Universalitatseigenschaft des Kerns erhalten wir ein
kommutatives Diagramm in A:
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i’ b
N’ M’ i)> M’
Tt
JI
Ko M—>SM
il 1
N> N-— 0
Alle Zeilen dieses Diagramms beschreiben kurze exakte Sequenzen (in A). Die mittlere
und rechte Spalte des Diagramms beschreiben ebenfalls kurze exakte Sequenzen (in A).
Nach dem 3x3-Lemme gilt dasselbe auch fur die linke Spalte. Weil M abgeschlossen ist

gegenuiber Erweiterungen, ist K isomorph zu einem Objekt von M. Wir konnen deshalb
annehmen,

KeM.

Die mittlere Zeile des Diagramms liegt dann aber in M und liefert damit eine exake
Sequenz von E. Also ist j’j eine Deflation, d.h. die Zusammensetzung von Deflationen
ist eine Deflation.

Axiom Ex 2. (Basiswechsel)

Seien j: M — M” eine Deflation und f: N — M” ein beliebiger Morphismus von M.
Nach Voraussetzung gibt es eine Sequenz der Gestalt

1
0 — M 33 M s M” — 0

in M welche exakt ist in A. Wir benutzen den Morphismus f: N — M” um das folgende
Diagramm in A zu bilden.

; )
0—M>s>— M —J»M”QO
I i) M

i? o
0O—M — P J—> N —0

125

Dabei sei P ein Faserprodukt'= von f und j in A.

'% in der Kategorie der abelschen Gruppen ist zum Beispiel P = {(m,n)EM®N | j(m)=f(n)}. Allgemein
seien
M xN N und :Mx N N
pN — pM —

die beiden Projektionen. Dann ist das Faser-Produkt von f und j gerade der Kern der Differenz
fop 3Py

Der Morphismus i’ des Diagramms ergibt sich aus dem Morphismus
i
(32
M MXxN,

iy . 1
) = ) <0
mit den beiden Projektionen auf M bzw. N gerade 1 bzw. 0 ist. Durch Zusammensetzen
letzterer mit j bzw. f erhélt man jeweils Null, d.h.

. 1 —
(f°pN-J pM) (O) =0.

) iber den Kern P von (fopN - J°pM),

dessen Zusammensetzung

i

Deshalb faktorisiert sich ( 0
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Zeigen wir, die untere Zeile des Diagramms ist ebenfalls exakt in A. Weil i ein
Monomorphismus ist, gilt dasselbe fur i’. Also ist die untere Zeile exakt in M’.
Angenommen die untere Zeile ist nicht exakt in N, d.h. j’ ist kein Epimorphismus.
Dann ist N/Im(j’) nicht das Null-Objekt und man hat einen Epimorpismus

F— N/Im(’) # 0
mit F projektiv. Dieser 14t sich anheben zu einem Morphismus

o:F — N,
welcher sich nicht uiber j* faktorisiert (weil sonst F — N/Im(j’) der Null-Morphismus

wire). Die Zusammensetzung von fea 146t sich entlang des Epimorphismus j anheben
und wir bekommen ein kommutatives Viereck

M s M

o
F— N
Aus der Universalitatseigenschaft des Faserprodukts ergibt sich nun aber, dal} sich a

doch uber j’ faktorisiert. Also muf3 j° ein Epimorphismus sein.
Aus der Konstruktion von i’ ergibt sich, da3
j’°i7 - 0
ist. Zum Beweis der Exaktheit der untersen Zeile haben wir noch zu zeigen, da3 i’ ein
Kern von j’ ist.

Sei a: X — P ein Morphismus mit j’ea. = 0. Dann ist die Zusammensetzung von

a &
X—P—>5M (*)

i’ 9
mit j gleich Null, d.h. (*) faktorisiert sich iber i: M’ — P — M, sagen wir

o~ o R
ffea=fet’cat: X — M —P—M
d.h.
fo(i’oa - ) = 0.

Trivialerweise ist auch

Jo(i’oa - o) = j’ei’00 - ear=0+0=0,
auf Grund der (Eindeutigkeitsausssage der) Universalitateigenschaft des Faserprodukts
P also

mit der naturlichen Abbildung P & MxN und den beiden Projektionen auf M und N

. ~ . ~Y . . . . . .
zusammen i’ea - a, also o = i’ea.. Wir haben gezeigt, i’ ist Kern von j’, d.h. die
untere Zeile ist exakt.

Da M abgeschlossen ist gegenuiber Erweiterungen in A, konnen wir annehmen, P ist
ein Objekt von M.

Also existiert der Basiswechsel von j mit f in M und j’ ist eine Deflation.

0

und definiert so den Morphismus i’.

i , T )
( ).M — Ker(fop - jop, ) =P & MxN
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Axiom Ex 2°P. (Kobasiswechsel).
Die Bedingung dieses Axioms ist gerade dual zu der von Ex 2. Die Situation des

Beispiels ist aber selbstdual, d.h. mit Ex 2 gilt auch Ex 20P,

Eigenschaften exakter Kategorien

Seien A eine exakte Kategorie und E = E(A) die Klasse der Konflationen von A. Dann
gelten die folgenden Aussagen (d.h. das Paar (A, E) ist eine exakte Kategorie im Sinne
von Quillen).

(1)  Fur je zwei Objekte X, Z von A ist

1
(0) 0,1)
X—>Xb07Z — Z

eine Konflation.
(1)) Die Zusammensetzung von Deflationen ist eine Deflation, die Zusammensetzung

von Inflationen ist eine Inflation (Ex 1 und Ex 1°P).
(iii) Basiswechsel tiberfuhrt Deflationen in Deflationen, Kobasiswechsel uiberfuhrt

Inflationen in Inflationen (Ex 2 und Ex 2°P).
(iv) Der Morphismus
dY —Z
habe einen Kern, und es gebe einen Morphismus
eY —Y
derart, daf} de eine Deflation ist. Dann ist auch d eine Deflation.
(iv)°P Der Morphismus
L X—Y
habe einen Kokern, und es geben einen Morphimus
kY—Y
derart, daB ki eine Inflation ist. Dann ist auch i eine Inflation.

Bemerkung
Umgekehrt ergibt sich aus diesen Bedingungen die Gultigkeit der Axiome einer
additiven Kategorie: Ex O folgt aus (i) mit X =7 =0. Ex 1 folgt aus (ii). SchlieBlich

folgen Ex 2 und Ex 2°P aus (iii).

Beweis. Aussage (iii) gilt trivialerweise. Ebenso der erste Teil von Aussage (ii).
1. Schritt. Sei

b

Y — 7’

el lf (1)
d
Y — 7
das kartesische Viereck von Ex 2 (mit Deflationen d und d’). Dann ist

d
f ) (f,d)
Y —-—Z7Z7®Y—7Z
eine Konflation.

Dual: Sei



i
X —Y
das kokartesische Viereck von Ex 2°P(mit Inflationen i und i’). Das ist
-i
( f ) (.,i%)
X—Y®OX — Y
eine Konflation.

Beweisen wir die Aussage des ersten Schritt und betrachten die Konflation mit der
zweiten Koordinate d, sagen wir
i d
Xr—>Y—»7Z
Dann ist das folgende Diagramm kommutativ
0
X—7Z

i f
L)
Y — Z
Weil (1) kartesisch ist, gibt es genau einen Morphismus
r'X—Y
mit
" =iund d’i’ =0.
Zeigen wir, 1’ ist der Kern von d’: fur jeden Morphismus a: U — Y’ mit d’a =0 gilt
0=fd’a=df’a.
Deshalb faktorisiert sich f’a iber den Kern i von d, sagen wir
~ o~ G
fo=ia=fra: U — X»—Y.

Es folgt

f'(cu-i’0) = 0.
Trivialerweise ist auBerdem

d(a-ia)=da-di'a=0-0=0.
Die Eindeutigkeitsaussage der Universalititeigenschaft des kartesischen Diagramms

impliziert, daf o - o =0 gilt, d.h.
a=id.

Mit i = 1" ist auch i’ ein Monomorphismus, d.h. a ist durch a = i’a eindeutig
festgelegt. Wir haben gezeigt,

i’ = Ker(d").
Wir erhalten aus (1) ein kommutatives Diagramm

i
X—Y —27Z

’ ()
I lf ; fl

1
X— Y —7Z
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dessen Zeilen Konflationen sind (weil d’ eine Deflation und i’ ein Kern von d’ ist). Wir

gehen jetzt dual vor, wenden Ex 2°P (Kobasiswechsel) auf die untere Zeile dieses
Diagramm an und erhalten ein kommutatives Diagramm

i d
X Y —7Z

TR

vy 3, B 57 3)
d’l

le
2 = 7

Das linke obere Quadrat ist kokartesisch. Die Morphismen e und e’ sind Kokerne von j
bzw. j’,

e = Koker())

e’ = Koker(j’)
(duale Argumentation zu der bei der Konstruktion von (2)). Die beiden oberen Zeilen
und die beiden linken Spalten des Diagramms sind somit Konflationen.
Weiter besteht ein kommutatives Diagramm

i
X — Y
. 0
e )
l _da l 1
f’
Y — Z770Y
denn es gilt fur die beiden Projektionen P> und py von VACNE
_d’ LX) 9°9 O .
Pz’°( £ )°1 =dr=0= pz”’(l )°l

AN L L, 0y .
pY°< e )01 =fi'=1= pY°<1 )01
Vergleich dieses Vierecks mit dem kokartesichen Viereck links oben in (3) fuhrt zu
einem Morphismus
g$E—7®Y
mit

2

f,
Wir wollen zeigen, g ist ein Isomorphismus. Zum Beweis konstruieren wir wie folgt
die Umkehrung von g.

Zunachst beachten wir, das linke Viereck von (2) und das linke obere Viereck von (3)
setzen sich zu einem kommutativen Viereck zusammen, d.h. j’f’i’ = ji’, d.h.

Gf-jyr=0:X—E.
Die Differenz j’f” - j faktorisiert sich deshalb uiber den Kokern d” von 1’:

b

h
PP -j=hd:Y — Z’ — E.

0
g’ = (IY): Y — Z°®Y und gj =< ): Y —Z7Z'®Y

Es reicht zu zeigen,
(h,7’):Z2®Y —E

ist die Umkehrung von g. Wir haben zu zeigen, die beiden Zusammensetzungen von g
und (h, j’) sind identische Morphismen. Betrachten wir zunachst

go(h,)’): 20 —-Z'®Y.
und bestimmen die Matrix dieses Morphismus. Es gilt
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0 d
P,-°g°(h, )°q ,,°d" = p,,°gehed” = p,oge(j’'f -J)=pZ,°((1 )f -(f, ))

Y
=0+d’
=d’
. e 0 -
pyeeeth a0 =pymeehed =pyeest - =y 1, |- )
=f-f
=0

Weil d’ ein Kokern ist, folgt
ps-°g°(h, j)°q,, = 1,
p.°g°(h, j)°q,, =0

Weiter ist

p.eg°(h, j)°qy, = p,,°8°)’ —pz,°(1 )

Y
' 0
Pyege(h, j)°qy, = Pyog°)" =Py 1 ( Y)
Zusammen erhalten wir
1Z’ 0

OlY

Betrachten wir die umgekehrte Zusammensetzung (h, j’)°g: E — E. Weil das obere

linke Viereck von (3) kokartesisch ist, ist diese Abbildung festgelegt durch ihre
Zusammensetzungen mit j und j’. Es gilt

b

(h, j7)°gej = (h, ] )°( . )=-h°d P =GD+7T =)= 150

ge(h,j7) =

0
(h, j")ogej” = (h, )°(1Y) =0+j7 = 1g°]
Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage der Universalitatseigenschaft des kokartesischen
Vierecks links oben in (3) folgt
(b, j)eg = 1g

Damit ist gezeigt, g ist ein [somorphismus. Mit (j, e) ist dann aber auch (gj, eg'l) eine
Konflation.

- -1
e
vy & zevE
.
(1)
Zu Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
ee’l = (f, d)

Nun ist

d.h.

e = (f, d)og
Als Morphismen mit der Quelle E sind die beiden Morphismen bereits gleich, wenn ihre
Zusammensetzungen mit j und j’ gleich sind. Es gilt

-d’
(f.d)ej = (f, d)( - ) = fd’ +df =0 = ej
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0
(Fdgi = (F d)(lY) —0+d=d=¢j

Der zweite Teil des ersten Schrittes ergibt sich durch Dualisieren (Ex 1 wurde an keiner
Stelle verwendet).

Folgergung: Es gilt (i).

Beweisen wir (i). Nach Ex O ist

1
0—0

eine Deflation. Nun ist das Diagramm

1
Z—Z>Z

Lo

kartesisch ist. Nach Ex 2 ist damit auch IZ: 7 —  eine Deflation. Weiter ist das

Diagramm
X _1—>>§ X
0] 1 1o

Z Z

kartesich und damit ein Diagramm wie in Ex 2. Auf Grund der Aussage von Schritt 1
gilt also (i).

2. Schritt. Beweis von (iv) und (iv)°P. Seien
d

e
Y —-Y—Z
Morphismen, wobei d einen Kern
i
X — Y (=Ker(d))
besitze und die Zusammensetzung de eine Deflation sei. Nach dem ersten Schritt ist
jeder Morphismus der Gestalt (f, d) mit einer Deflation d wieder eine Deflation.
Insbesondere ist also
(d,de): Y®RY —Z
eine Deflation. Dann ist aber auch der um einen Isomorphismus abgednderte
Morphismus

1, €
(d, 0) = (d, de)e
0 lY’
ebenfalls eine Deflation. Der Kern dieses Morphismus, d.h.

i® lY’
ist somit eine Inflation. Betrachten wir das kommutative Diagramm
XeYy’ ﬂ Y®OY
ol a0
X Y
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Dieses Diagramm ist kokartesisch.'>® Nach Ex 2°P ist i eine Inflation. Weil (d,0) der
Kokern von i@lY, ist, ist d der Kokern von d. Also ist (i, d) eine Konflation.

Damit sind (iv) und (iv)°P bewiesen. Es bleibt also noch (ii) zu beweisen. Der erste Teil
von (ii) ist trivial (Ex 1). Es ist also nur nor Ex 1°P zu beweisen.

3. Schritt: Beweis von Ex 1P,
Seien
i d
X—Y—7Z
eine Konflation und Y L) Y’ eine Inflation. Wir haben zu zeigen, ji ist eine Inflation.

Nach Ex 2°P haben wir ein kokartesisches Diagramm

y L vy

d| e 4)
z L 7

mit einer Inflation k. Zu diesem Diagramm gehort auf Grund des ersten Schrittes eine
Konflation, die insbesondere ein exaktes Paar ist. Dieses Diagramm ist damit sogar
bikartesisch (d.h. gleichzeitig kartesisch und kokartesisch, vgl. Additive
Kategorien/Eigenschaften von Morphismen).

Nach dem ersten Schritt (dualer Teil) ist
@Y D®ZL—Z
eine Deflation. Das Diagramm
1@d
YY — YOZ
0.1 ; lon
Y — Z

ist kartesisch: sind a: W — Y’, bW — Z, c:W — Y Morphismen mit

de = (0,1)(5),

d.h. dc = b, so ist (2): W — Y’@Y der eindeutig bestimmte Morphismus mit

00(2)-<miooft)- () -(3)- 1)

Weil das Diagramm kartesisch ist, ist mit d auch

1®d: Y'Y —- Y DZ

eine Deflation. Weil die Zusammensetzung von Deflationen wieder Deflationen ergibt
(nach Ex 1) ist damit auch der folgende Morphismus eine Deflation.

i
X —Y
126 Weil das Diagramm idl lid trivialerweise kokartesisch ist.

i
X — Y
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10
(d, K)o(1®d) = (&, k)(o d) = (' kd): Y®Y — Z’
Es gilt
(d’, kd) =(d", d’j) =d’°(1
Nach dem zweiten Schritt ist d’ eine Deflation. Zum Beweis der Aussage des dritten
Schritts reicht es zu zeigen,

Y,,J)

ji = Ker(d’).
Es gilt

d’ji = kdi = k0 =0.

Sei umgekehrt a: W — Y’ ein Morphismus mit d’eca = 0. Dann ist folgendes
Diagramm kommutativ.

W i) Y’
of &
Z i) VA
Weil (4) bikartesisch ist, gibt es genau einen Morphismus f3: W — Y mit
a =jop und 0 = de°f.
Auf Grund der zweiten Identitat faktoriesiert sich {3 eindeutig iiber den Kern von d, d.h.
uber i, d.h. es gibt genau einen Morphismus y:W — X mit
B =iy
Es folgt o = jof3 = jeiey, d.h.
a = jiy.
Wir haben noch zu zeigen, vy ist durch die letzte Bedingung eindeutig festgelegt. Ist
diese Bedingung erfullt, so gilt wegen di = 0 insgesamt

a = j(iy) und 0 = d(iy)
Durch diese beiden Bedingungen ist aber gerade 3 definiert, d.h. es gilt dann
P =1y.
Durch diese Bedingung ist aber mit § auch y eindeutig bestimmt.
QED.



115

Topologische Raume
Uberlagerungen

Unverzweigte Uberlagerungen
Eine unverzweigte Uberlagerung ist eine stetige Abbildung f: X — Y topologischer Raume mit der
Eigenschaft, daB es fur jeden Punkt y € Y eine offene Umgebung V C Y von y , fur welche das
vollstandige Urbild

flv=Uvu

i
in eine disjunkte Vereinigung von offenen Mengen U, zerfallt, so dafl die Einschrankungen fIU U —
i .
i

V Hombomorphismen sind.

Das Urbild einer Kurve in V ist die disjunkte Vereinigung von Kurven in f'l(V), von denen jede
Homoomorph auf die gegebene Kurve abgebildet wird. Fixiert man auf einer dieser Kurven einen Punkt,
so ist durch diesen Punkt die zugehorige Kurve vollstandig festgelegt. Die Uberlagerungen haben
deshalb die folgenden Homotopie-Liftungseigenschaften.

1. Fur jede Kurve vy in Y und jeden Punkt P € X, der in den Anfangspunkt von y abgebildet wird,

gibt es genau eine Kurve 8 in X mit dem Anfang in P, deren Zusammensetzung mit f gerade y
ist. Diese Kurve heiflit Anhebung von y mit dem Anfang P.

2. Anhebungen homotoper Kurven mit demselben Anfang sind homotop. Die Homotopie der
beiden Anhebungen kann so gewahlt werden, da3 deren Zusammensetzung mit f gerade die
gegebene Homotopie der beiden Ausgangskurven ist.

Unverzweigte Uberlagerungen und nl(Y, y)-Mengen

Sei
Y,y)
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ein punktierter topologischer Raum mit Y wegeweise zusammenhangend und lokal
einfach zusammenhangend. Man beachte, als Realisierung einer simplizialen Menge hat
BC letztere Eigenschaft: das liegt im wesentliche daran, daf} sich jedes Standard-
Simplex auf jede seiner Ecken kontrahieren 146t (zu jeden Punkt von BC betrachte man
den zugehorigen offenen Simplex-Stern einer geeigneten baryzentrischen Unterteilung,
d.h. die Vereinigung aller offenen Simplexe, die diesen Punkt enthalten).

Fur jede (unverzweigte) Uberlagerung f: E — Y operiert dann die Homotopie-Gruppe
m=m (Y,y)

auf der Faser E(y) :=1 1(y) uber y, d.h. wir erhalten einen Funktor

Uberlagerungen von (Y,y) — mt-Sets, E i E(y). ()

Dies ist eine Aquivalenz von Kategorien. Der Funktor ist treu, weil Uberlagerunen
lokale Homoomorphismen sind (der Ort auf dem zwei Morphismen gleich sind, ist
dadurch offen und abgeschlossen). Der Funktor ist voll wegen der
Eindeutigkeitsaussage der Homotopie-Liftungseigenschaft fur Uberlagerungen. Es
reicht also zu zeigen, jede m-Menge ist isomorph zu einer m-Menge, die im Bild des
Funktors liegt.

Zum Beweis dieser letzteren Aussage bendtigt man die den Begriff der universellen
Uberlagerung.

Universelle Uberlagerungen
Die universelle Uberlegerung

’5:?—>Y

des topologischen Raums Y (siehe oben) besteht alsMenge Y aus den Homotopie-
Klassen [y] aller Wege

v:1—Y
von Y mit dem Anfang im Basispunkt y von Y. Als Homotopien betrachtet man solche

mit fest gewahlten Anfangs- und Endpunkten. Die Biindelabbildung f ist dann gerade
die Abbildung

p:Y — Y, [y] » y(D),
welche jeder Homotopie-Klasse den gemeinsamen Endpunkt der Wege aus dieser
Klasse zuordnet. Weil Y wegeweise zusammenhédngend ist, ist diese Abbildung
surjektiv. Weil Y lokal einfach zusammenh#ngend ist, ist diese Abbildung ein lokaler
Homoomorphismus und sogar eine Uberlagerung.
Nach Konstruktion besteht die Faser tiber y gerade gearde aus den Homotopie-Klassen
geschlossener Wege in y, d.h.

Yy =n=m(Y.y

ist die fundamentale Gruppe. Die Fasern von ’5 sind damit als t-Mengen isomorph zu
.

Grundlegende Eigenschaft der universellen Uberlagerung

Fur jede Uberlagerung f: E — Y und jeden Punkt pEE mit f(p) = y gibt es genau eine
stetige Abbildung

Y —E, [Y] » Anhebung 8 von y mit Anfang in p = 0(1),
fur welche das folgende Diagramm punktierter topologischer Raume kommutativ ist.
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Y, 00 — (Ep)

pN\f

(Y.y)
Mit anderen Worten, die universelle Uberlagerung ist gerade initiales Objekt in der
Kategorie der punktierten Uberlagerungen von (Y, y).

, 0 := Klasse des konstanten Wegs in y.

Zum Beweis der oben behautpteten Aquivalenz konstruieren wir den quais-invesen
Funktor
n-Sets — Uberlagerungen von Y.

Wir miissen also fur jede n-Menge M eine geeignete Uberlagerung finden. Dazu reicht
es fur jedes Orbit von M eine solche Uberlagerung zu finden: die disjunkte Vereinigung
der zugehorigen Uberlagerungsraume liefert dann die gesuchte Uberlagerung im
allgemeinen Fall.

Wir konne also annehmen, da3 M aus nur einem Orbit besteht, d.h. 7t operiert transitiv
auf M. Dann hat aber M bis auf Isomorphie die Gestalt

M = /U mit einer Untergruppe U C .

(man fixiere ein mEM, betrachte die zugehorige Orbitalabbildung 1 — M, g i gm,

welche surjektiv ist, und wahle fur U den Stabilisator von m). Die Operation von m auf
den Faser der universellen Uberlagerung definiert eine solche der Untergruppe U. Wir
setzen

E:=Y/U.

Weil U die Fasern von Y in sich abbildet, induziert die Bundel-Abbildung p eine
Abbildung

f:E—Y.

Die Fasern dieser Abbildung sind als m-Mengen isomorph zu /U = M. Wir erhalten so
eine Uberlagerung von Y (die durch Identifikation gewisser Blétter der universllen
Uberlagerung entsteht) deren Bild bei (1) bis auf Isomorphie gerade die gegebene -
Menge M ist.

Faserbundel

Das Serre-Faserbiindel zu einer stetigen Abbildung
Sei

gsE—B
eine stetige Abbildung topologischer Raume E und B. Weiter sei

I._ .
B:=Hom (1. B),1:=[0,1] C R,

die Menge der Wege in B. Wir versehen diese Menge mit der kompakt-offenen
Topologie, d.h. die endlichen Durchschnitte der Mengen der Gestalt

Hom((LK), (B,U)) := {f € B : f(K) C U}

mit K C I kompakt und U C B offen sollen eine Umgebungsbasis von B! bilden.
Weiter sei

P ={enE ExBl 1 g(e) = (0)}
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die Menge der Paare (e, y) bestehend aus einem Punkt e € E und einer Weg in B, der
im Bild von e anfangt. Wir versehen Pg mit der Unterraum-Topologie von ExB! und
nennen diesen Raum Wege-Raum.
Dann gilt:
(i) Die Abbildung

mPg — B, (e,v) b (D),

ist stetig.
(i)) Der Raum P _ist homotopie-aquivalent zu E.

(i) Die Abbildung m ist ein Serre-Faserbuindel, dessen Faser
F(g,b)={(e,y) € EXBI | g(e) =y(0) und y(1) = b}

im Punkt b € B auch Homotopie-Faser von g in b heif3t.
(iv) Insbesondere besteht eine exakte Homotopie-Sequenz

— — — i) —
. Tci+1(B,b) ni(F(g,b), e) ni(E,e) ni(B,b)

mit e = (e, E), wobei b den konstanten Weg in b bezeichnet.

Beweis. Zu (i). Sei U’ C B eine offene Menge und (e,y) € Pg ein Punkt mit

b :=mn(e,y) € U’.

Wir mussen eine offene Umgebung von (e,y) finden, die vollstandig in U’ abgebildet
wird.

Nach Voraussetung liegt der Endpunkt von y in U’. Es gibt also ein abgeschlossenes
Teilintervall I’ von I mit

1er ClundyT) C U

Die Menge
W := Hom((LI’), (B,U”))

eine offene Teilmenge von BI, welche die gegebene Kurve y enthilt,

YE W.
Also gilt

EeNEW =ExW)) Pg.

Es reicht zu zeigen, das Bild bei m der offenen Umgebung W” von (e,y) liegt
vollstandig in U’. Fur (e’, y’) € W” gilt aber y’EW, und nach Definition von W ist
ne’y) =y eyr)C U,
Zu (ii). Betrachten wir die Abbildung
H: PgX I — Pg’ eyt Ht(e, Y) = (e, Yt)’ (tel),
mit
7() = (5.

Wir werden weiter unten zeigen, daf diese Abbildung stetig ist. Es handelt sich also um
eine Homotopie.

Furt=1istH % Pg — Pg die identische Abbildung. Fur t = 0 ist das Bild von H ¢

gleich
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Im(Hj) = { (e, p(e)} =E,
wenn b fir b € B den constanten Weg im Punkt b bezeichnet. Die Identifikation von E
mit dieser Menge definiert eine Einbettung
Eo Pg, e = (e, p(e)),
und die Einschrinkung von H ) auf E ist fur jedes t die identische Abbildung.'*’

Insbesondere ist die Zusammensetzung
Id:ES Pg E E
gerade die identische Abbildung. Die umgekehrte Zusammensetzung
Pg ﬂ)) Eo P

ist nach Konstruktion homotop zur identischen Abbildung. Mit anderen Worten, die
Abbildungen E & Pg und HO

Zur Stetigkeit der Abbildung H.
Wir haben zu zeigen, das Urbild einer offenen Menge von P bei H ist offen. Zum

: P — E sind homotopie-invers.

Beweis konnen wir annehmen, die offene Menge von Pg hat die Gestalt
W := (U” x Hom((L,I"), (B, U*)) M Pg
mit U” C E offen, U’ C B offen und I’ C I ein abgeschlossenes Teilintervall.

Sei
.y, ) EHW), ()
d.h.
e’ € U’ und y’t,(I’) CU,dhyer) cu,
d.h.
e €U und t'T’ C y"l(U’).
Betrachten wir die stetige Abbildung
OIxXI’ — 1 l) B, (t,s) & ts b y'(ts).

Das vollstandige Urbild von U’ bei 0 ist eine offene Teilmenge von IXI’, welche die
Menge {t’}xI’ vollstindig enthalt. Fur jedes s € I’ gibt es zwei positive reelle Zahlen
O(t) und &(t) mit

XEU, (XU (0 C s,

Weil I’ kompakt ist, wird I’ von endlich vielen der U . (t) uberdeckt, sagen wir

o(t)
r C Uf)(tl)(tl) U..JU Uf)(tr)(tr)'

Wir setzen € := min(s(tl), s s(tr)) und erhalten
U (1 S8,

also
U or Cylw).

127 Weil fur konstante Wege v gilt ¥ =Y fur alle t.
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Das offene Teilintervall Us(t’)I’ von I enthalt das offene Teilintervall Us /Z(t’)I’ n

seinem Innern, und der Abschluf} des letzteren liegt vollstandig in ersteren.
U (I

€

0-0 0-0

Wir konnen also durch Verkleinern von ¢ erreicht, daf} sogar
=T O Cy ™)
gilt. Damit ist
(e’,y’, t) € (U” x Hom((I, I), (B,U") () Pg )x U (1) = W
Es reicht zu zeigen, die offene Umgebung W’ von (e’, y’, t’) liegt ganz in H'l(W). Fur
(6,7’ ’Y”’ t”) E W,

gilt (trivialerweise ¢” € U” und)

V(U O S U
und wegen t” € Ug(t’) erst recht

Y”(t”I’) ; U’,
also y”t,,(I’) C U, also
H(e”, vy, t7) = (e”, y”t,,) € (U” x Hom((I,I"), (B,U")) ) Pg =W,

also (e”,y”, ) € H_l(W).

Zu (iii). Wir haben zu zeigen, m besitzt die Homotopie-Liftungseigenschaft fur jeden
Kubus

X=1",n=0,1,23, ..,
d.h. jedes kommutative Diagramm stetiger Abbildungen der Gestalt

Xx{0} —B> Pg
N =
o
XxI — B
l1aBt sich kommutativ durch eine stetige Abbildung X X [ — Pg erganzen. Fur n = 0

bedeutet dies, jede Kurve 146t sich entlang ; anheben. Sei

a:l— B
eine Kurve in B und

,0EP
(e, 0) g

ein Punkt, dessen Bild in B der Anfang von o ist,
n(e, 8) = d(1) = a(0).
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Weil 6 ein Weg von g(e) nach 8(1) = a(0) ist, ist die Zusammensetzung atoé

128

wohldefiniert'*® und ein Weg von g(e) nach o(t). Deshalb ist

ol — Pg’ te (e, oct°6),

ein Kurve in Pg mit
(3 (1) = (e, 0,20) = (@, 2d)(1) = (1) = a(b),

d.h. o ist eine Anhebung von a, deren Anfang im vorgegebenen Punkt (e, 0) liegt.
Betrachten wir jetzt den Fall n > 0. Fur x € X = I" besitzt der Weg

GI{X}XI: Il — {x}xI— B
eine Anhebung mit dem Anfang im vorgegebenen Punkt B(x, 0) = (e, §), namlich die
Anhebung

{x}x] — Pg’ x,t) b (e, OLX’t°6),

wobei axt den Weg I — B, s » a(x, st), bezeichne. Die gesuchte kommutative
Erg'émzung;r ist die Abbildung
XxI—P . X, 0B (e(x), o °2d(x)),

wobei e(x) und 0(x) die Koordinaten von B(x, 0) = (e(x), 0(x)) seien.
Das obere linke Dreieck ist kommutativ, weil fur t =0 gilt

(), & 23(x)) = (e(x), 3(x)) = B(x, 0).
Das untere rechte Dreieck ist kommutativ wegen
m(e(x), o t°6(x)) = (ocX t°6(x))(1) =o t(1) = a(x,1+t) = a(x,t).

2

Zu (iv).

Die lange Homotopie Sequenz des betrachteten Serre-Faserbuindels hat die Gestalt
— — — L —
. Jl?i+1(B,b) ni(F(g,b), e) J'Ci(Pg,e) J'Ci(B,b)
Wegen (ii) ist P homotopie-aquivalent zu E, d.h. wir konnen in der Sequenz P

uberall durch E ersetzen.
QED.

"2 Wir definieren die Zusammensetzung von ott und 9§ in einer etwas von der uiblichen Definitin

abweichenden Art:
at°6 sei die stetige Abbildung I — B, die auf dem Teilintervall [0, 1-t] die Zusammensetzung

9
[0, 1] —» I —> B, s &> ﬁ» 6(&)

sei und auf [1-t, 1] die Zusammensetzung
a

t - -
[1-t,1] = I — B, s » s-14t s-1+t

(03
t(t

Die Definition ist gerade so gewahlt, dafl ott°6 = gilt im Fall t = 0.

).
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Quasi-Fibrationen

Definiiton
Eine stetige Abbildung g: E — B topologischer Raume heifit Quasi-Fibration oder
auch Quasi-Faserung, wenn die durch g induzierten Abbildungen

p: n:i(E, g'l(x), y) — ni(B, X)

Isomorphismen sind fur jedes x € B, jedes y € g'l(x) und jedes 1 = 0.

Beispiel 1: Serre-Faser-Bundel

Jede Faserung im Sinne von Serre (Serre-Faser-Buindel) ist eine Quasi-Faserung. Man
verwendet die Tatsache, daf3 Serre-Faser-Bundel die Homotopie-Liftungseigenschaft
fur beliebige endliche Polyeder besitzen.

Weil man stetige Bilder von Spharen anheben kann, sind die Abbildungen surjektiv.
Weil man Homotopien auf einer Sphére anheben kann, sind die Abbildungen injektiv.

Beispiel 2: zwei verbundene Quadrate

SeiB=Tund EC R2 die Teilmenge die aus zwei benachbarten Rechtecken entstanden

ist, die man gegeneinander in Richtung der y-Achse verschoben und durch eine
vertikale Strecke verbunden hat.

=

Wir fassen das Intervall I als Teilmenge der x-Achse auf. Die Abbildung
g E—1

sein die Projektion auf die x-Achse. Dies ist eine Quasi-Faserung, besitzt jedoch nicht
die Homotopie-Liftungseigenschaft fur Kuben: Die identische Abbildung

v:I—1
1aBt sich nicht tiber g faktorisieren, denn fur jede Zusammensetzung

[—-E—B
gibt es ein offenes Teilintervall von I, (welches der Verbindungsstrecke zwischen den
Rechtecken entspricht und) auf welchem diese Zusammensetzung konstant ist. Die
identische Abbildung besitzt diese Eigenschaft nicht.

Die exakte Sequenz zu einer Quasi-Faserung

Fiur jede Quasi-Fibration g: E — B und Punkte x Eb, y € g'l(x) besteht die folgende
lange exakte Homotopie-Sequenz

. —> ni+1(B, X) — ni(g'l(x), y) — ni(E, y) — ni(B,x) — ..
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Es ist gerade die langen exakte Homotopie-Sequenz des Paares (E, g'l(x)), in welcher
man die relative Homotopie-Gruppe ni(E, g ! (x), y) durch ni(B, X) ersetzt hat.

Ein Kriterium fur Quasi-Faserung

Sei g: E — B eine stetige Abbildung topologischer Rdume. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent.
(i) gisteine Quasi-Faserung.

(i)) Fur jeden Punkt x € B induziert die naturliche Abbildung

%) — Flg, %),y b (v, 20), ),
der Faser uber x in die Homotopie-Faser einen Isomorphismus auf den

Homotopie-Gruppen. Dabei bezeichne g(y) den konstanten Weg im Punkt g(y).

Beweis. Wir beliebige x € Bund y € g'l(x) betrachten das folgende kommutative
Diagramm

—> Jri(g'l(x),y) — m(Exy) — ni(E,g‘l(x),y) —_—

I I al

—> ni(g'l(x),y) — By —  TBY  — ..

Bl || ||

—> ni(F(g,x)i)—>ni(E,y)—> 1(BX)  —>...

Die obere Zeile sei gerade die lange exakte Homotopie-Sequenz des Paares (E, g'l(x)),
und die untere Zeile die lange exakte Homotopie-Sequenz der stetigen Abbildung g.

Die rechte obere vertikale Abbildung o sei durch g induziert. Die linke untere vertikale

Abbildung  komme von der in (ii) beschriebenen natuirlichen Einbettung der Faser in
die Homotopie-Faser.

(1) = (ii).Sei g eine Quasi-Faserung. Dann ist die mittlere Zeile des Diagramms
ebenfalls exakt. Nach dem Funfer-Lemma ist dann aber 3 ein Isomorphismus, d.h. es
gilt (i1).

(ii) = (i). Genuige g der Bedingung (ii). Dann ist §§ ein Isomorphismus, d.h. die mit der

unteren ist auch die mittlere Zeile des Diagramms exakt. Dann muf3 aber auch a ein

Isomorphismus sein, d.h. g ist eine Quasi-Faserung.
QED.

Ausgezeichnete Mengen

Sei g: E —» B eine stetige Abbildung. Eine Teilmenge B> C  heiit ausgezeichnet,
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.

i B C g®.

(i1) Die Einschriankung g'l(B’) — B’ ist eine Quasi-Faserung.

Kriterium fur Quasifaserungen
Seien g: E — B eine stetige Abbildung und (Ui)i oI eine Familie von ausgezeichneten

offenen Teilmengen von B mit
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Lo B=UgY
2. Fur jeden Punkt x EUimUj gibt es ein Uf mit x € Ué - UiﬂUj.

Dann ist g eine Quasi-Faserung.

Beweis. siche Dold, A., Thom, R.: Quasifaserungen und unendliche symmetrische
Produkte, Satz 2.2

QED.

Folgerung 1
Seien g: E —» B eine stetige Abbildung und U, V, U(")V ausgezeichnete offene
Teilmengen von B. Dann ist auch U | V ausgezeichnet.

Vergleiche Dold, A., Thom, R.: Quasifaserungen und unendliche symmetrische
Produkte, Kollar von Satz 2.2.

Folgerung 2

Seien g: E — B eine stetige Abbildung und B direkter Limes von Raumen und
Inklusionen

B, - B, cC .
die dem ersten Trennungsaxiom genuigen (Punkte sind abgeschlossen). Falls jeder der
Réaume Bi ausgezeichnet ist, so ist g eine Quasi-Faserung.

Vergleiche Dold, A., Thom, R.: Quasifaserungen und unendliche symmetrische
Produkte, Kollar von Satz 2.15.

Simpliziale Mengen

Definition
Sei
A
die Kategorie, deren Objekte die Mengen
[n] ={0, 1, ..., n}

fur nicht-negative ganze n sind und deren Morphismen die monoton steigenden
Abbildungen

[m] — [n].

Eine simplizialen Menge ist ein kontravarianter Funktor auf A mit Werten in Ens, d.h.
ein Funktor

X: AP s Ens.
Die Elemente von Xn := X([n]) heiBen n-Simplexe von X oder auch Simplexe der

Dimension n von X.
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Realisierung, Direkte Produkte

Nicht-entartete Simplexe

Seien X eine simpliziale Menge und o € X, ein n-Simplex von X. Dann heifit o

entartetes Simplex von X,'*’ wenn es eine schwach wachsende Surjektion f:[n] — [n']

mit n>n' und ein n'-Simplex o' € X, gibt mit 0=X(f)c'. Andernfalls heilit o nicht-
entartet. Die Menge aller nicht-entarteten n-Simplexe von X wird mit X(n) bezeichnet,

X(n) = {0 E€X,, | 0nicht entartet}.
Bemerkung
Ist 0 € X, ein nicht-entartetes Simplex und gilt o=X(f)o' fur irgendein ¢' und
irgendein f, dann muf f eine Injektion sein.
Beweis. Ist f keine Injektion, so exitiert e’ine Zerlegung

f
f: [n] —» [€] & n’]

in eine Surjektion £ mit £ < n und eine Injektion g. Mit 0"=X(g)o' gilt dann

o=X(f")o" im Widerspruch zu der Annahme, dal} o nicht-entartet sein soll.
Beispiele

1 Ist ;( die simpliziale Menge zu den Verheftungsdaten X und ist (o, g:[n]—[n'])

€ ;(n ein n-Simplex, so gilt (o0,g) = ;((g)(o, id) , d.h. die nicht-entarteten

Simplexe von X sind gerade diejenigen der Gestalt (o,id). Insbesondere kann

man X mit dem Teilfunktor der nicht-entarteten Simplexe von X identifizieren
(uber den strend wachsenden Abbildungen). Insbesondere ist die Bedingung,
daB die nicht-entarteten Simplexe einen Teilfunktor definieren erfullt. Es ist nicht
schwer zu zeigen, da3 die zugehorige simpliziale Menge gerade die urspriinglich
gegebene ist.

(i1) Sei G eine Gruppe. Die nicht-entarteten Simplexe von BG sind dann gerade
diejenigen tupel (g ,....g,, ) bei denen alle Koordinaten von e verschieden sind.

(iii))  Unser nachstes Ziel ist es zu zeigen, dall die Realisierung IXI| einer simplizialen
Menge X gerade die disjunkte Vereinigung der nicht-entarteten offenen Simplexe
ist. Dazu bendtigen wir zunachst einige Hilfssatze.

12 Aquivalent konnte man fordern, 0 kommt von einem Simplex kleinerer Dimension,

o = X(f)o’ mit dim o > dim o’
und irgendeiner monotonen Abbildungfi[n] — [m]. Man kann namlich f in die
Zusammensetzung aus einer Surjektion und einer Injektion zerlegen, sagen wir

[n] — [m]
Ny i
[m’]
und es gilt
o =X(H)(0") = X(iof")(0”) = X(£")(X([1")(07)) = X(f')(07)
mit 0” := X(i’)(0’). Weil i’ injektiv ist, gilt auBerdem m’ < m < m.
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Jedes Simplex kommt von genau einem nicht-entarteten

Seien X eine simpliziale Menge und 0€X, ein Simplex. Dann gibt es genau eine

schwach wachsende Surjektion f:[n] —» [n'] und genau ein nicht-entartetes Simplex o'
€ Xn, mit o =X(f)o'.

Bemerkung

Die Surjektion f:[n] —» [n'] 4Bt sich als Zusammensetzung der Entartungen e

auffassen (welche das i-te mit dem (i+1)-Element der geordneten Menge identifizieren),
sagen wir

f=¢. c.ce. mitp=n-n’.
o
Dabei konnen wir die Reihenfolge der Entartungen noch so wahlen, daf3 gilt
Osj1<...<jp<n
(wir identifizieren die groBen Elemente zuerst und danach die kleinen). Durch diese
Zusatzbedingung ist die Folge der jV eindeutig festgelegt.

Beweis. Nach Definition des entarteten Simplex gibt es zu jedem 0€X | ein Paar (o',

f':[n]—[n']) mit den angegebenen Eigenschaften'’.
Angenommen, es gibt ein zweites solches Paar (¢", f":[n]—[n"]).

0” [n”]
&0
f fg = id.
[n] —» [n’]
o “«— o’
g

Sei g:[n']—[n] ein monoton wachsender Schnitt von f, so daf} feg:[n']|—[n'] die
identische Abbildung ist. Dann gilt
o' = X(@id)o' = X(feg)o' = X(g)X(f)o' = X(g)o
also
(*) o' = X(g)eX(f'")o" = X(f'°g)o".

Da das Simplex o' nach Voraussetzung nicht entartet ist, muf} f"eg:[n']—[n"] injektiv
sein (auf Grund der Bemerkung nach der Definition des entarteten Simplexes).

Insbesondere gilt n'sn". Aus Symmetriegriinden gilt dann aber auch die umgekehrte
Ungleichung, d.h. es ist n'=n'"". Als injektive Abbildung ist damit f"og:[n']—[n"]
sogar bijektiv, also

f'og = id.
Wegen (*) ist damit 0'=0". Da aulerdem f"°g = id fur jeden (monotonen) Schnitt g

von { gilt, muB auch f=f" sein.
Q.E.D.

1% Falls o nicht-entartet ist nehmen man (o, id). Falls das o’ in der Definition der entarteten Simplexe
ebenfalls entartet ist, kann man dieses ¢’ durch eines kleinerer Dimension ersetzen. Dies ist nur endlich
oft moglich, d.h. nach endlich vielen Schritten erhalt man ein ¢°, welches nicht-entartet ist.
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Erhaltung des nicht-entarteten Reprasentanten
Seien

f:[n] —» [m] und g:[n] —» [n']
schwach wachsende Surjektionen und

oEXn,tEXm ,O'EXH‘
Simplexe mit

o=X(Hr, o=X(g)o’

und

T nicht-entartet.

o T

[n] —»[m]

b g/

[n']

G'
Dann existiert ein schwach wachsendes h:[n'] — [m] mit f=heg und o’=X(h)r.
Mit anderen Worten:
Ist o eine Entartung von 0’, so kommen o und ¢’ vom selben nicht-entarteten Simplex.
Beweis. Nach der vorigen Aussage erhilt man o' aus einem nicht-entarteten Simplex
o" € Xn" mit Hilfer einer schwach wachsenden Surjektion h':[n'] — [n"]. Dann

erhalt man aber o aus 0" mit Hilfe von geh". Da auch T nicht-entartet ist, ergibt sich
aus der Eindeutigkeitsaussage fur die Darstellung durch nicht-entartete Simplexe dafl o"

=t und geh"=f gelten muf}. Dann ist aber h:=h' eine Abbildung der gesuchten Art.
QED.

IXI als Vereinigung der nicht-entarteten offenen Simplexe
Sei X eine simpliziale Menge. Dann ist die Einschrankung

o oo o
T: U A xX — (X
n=0 n (n)

der naturlichen Abbildung T eine bijektive Abbildung.
Beweis (nach Gelfand & Manin). Bezeichne

o0
©w U An X Xn—> IXI
n=0
o0
die natuirliche Surjektion und t die Einschrankung von t auf _J An x X (n)
n=0
o 0
1. Schritt. Die Abbildung t: An x X m IX1ist surjektiv.
n=0

Sei pEIXI. Bezeichne k die kleinste Dimension, fur welche ein (x,0) € A xX;  mit

T(X,0) =p
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existiert. Es reicht zu zeigen, o ist in dieser Situation nicht-entartet und x liegt im Innern
von A, . Angenommen, O ist entartet. Dann gibt es eine schwach wachsende Surjektion
f:[k] —» [k'] mit k > k' und ein Simplex o' € Xk' mit 0=X(f)o'. Nach Definition der
Realisierung gilt dann aber

T(X,0) = T(Ag(x) ,0')
im Widerspruch zur Wahl von k. Also kann o nicht entartet sein.

Nehmen wir jetzt an, x liegt nicht im Innern von Ay . Dann gibt es eine schwach

wachsende Injektion f:[k'] & [k] mit k' < k, so da x auf der f-Seite von o":=X(f)o
liegt,

(x',0") » (x,0) furein x' € Ak‘
Dann gilt aber wiederum, t(x,0 ) = T(x',0") im Widerspruch zur Wahl von k. Also liegt
x im Innern von Ak .
2. Schritt. Beschreibung der nachfolgenden Beweisschritte.

Seien (x,0) EAk xX(k) und (x',0') € Ak’XX(k') zweil Paare mit demselben Bild bei

der Abbildung =,

T(X,0) = t(x',0").
Dann gibt es eine endliche Folge von dquivalenten Paaren

(X,0)=(X0 0 )"‘“‘*(Xl 01 )z...z(XN ’ON )=(x',0") (1)
wobei die Aquivalenz benachbarter Paare von einer elementaren Aquivalenz der Gestalt
+ -
f. f.

i i
(507 ) b (i g Oy p ) oder (X1 .05, ) b (X5.07)

kommt. Von benachbarten Aquivalenzen kann man annehmen, daf sie von

unterschiedlichem Typ sind (nicht beide + bzw. nicht beide -), da man andernfalls durch

Komposition der Abbildungen fii die Kette verkiirzen kann. Man beachte, die Simplexe

o; Kkonnen entartet sein, und die x; konnen auf den Seiten der entsprechenden

Standardsimplexe liegen. Zum Nachweis der Injektivitat genuigt es zu zeigen:
(1) Im Fall N=1 gilt f; =id.

(i)  Im Fall N=2 kann man obige Kette von Aquivalenzen verkuirzen. Anders als bei
den triangulierten Raumen miussen wir die Falle N=2 und N>2 gesondert
betrachten.

Der Fall N=1 wird sich aus der folgenden Injektivitits- bzw. Surjektivititsaussage fur

die fg ergeben.

Schritt 3. Die Abbildung f(s) ist injektiv_im Fall e=+. Sie ist surjektiv_im Fall e=-,

wenn X=X im Innern von A} liegt.
Ist e=+, so gilt o, =X(f(-|)- )0 . Weil 0() =0 nach Voraussetzung nicht-entartet ist, muf3

fy nach der Bemerkung unmittelbar nach der Definition von ‘nich-entartet’ injektiv
sein.
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Im Fall e=- gilt X0 :Af_ (Xl) , und die Annahme, daf} X( im Innern des
0

Standardsimplex liegt, bedeutet, Af_ ist surjektiv."”’' Durch Einschrinken auf die
0

Eckenmenge erhalten wir die Surjektivitit von f(_) .
Die eben bewiesene Aussage des dritten Schrittes hat im Fall N=1 zur Folge, daf f,

sowohl injektiv als auch surjektiv sein muB."** Fur monotone Funktionen bedeutet das,
f =id.
0

Schritt 4. Ist f;_ injektiv, so kann man die elementaren Aquivalenzen

+ -
fi fiy
(X.07) B (Xjyp Ojpp) A (X

+ -
fi fiy1
[m | >—[m;, | ] «— [m

ersetzen durch Aquivalenzen der Gestalt

i+2’0i+2)

|

142

)

g h
(x;,0;) € (O b (X, 5,0
h

[m ] (g— (] — [m. ]

Zum Beweis bezeichnen wir das vollstandige Urbild bei f{ +1 des Bildes von f;_ mit 1.

1+2

Sei ¢+1 die Anzahl der Elemente von I. Dann haben wir ein kommutatives Diagramm
monotoner Abbildungen

+ -
f; fir1

[rni] — [mm] «— [m.

1+2]
N <"h
[]

Dabei sei h die Injektion mit dem Bild I, soda3 das Bild der Zusammensetzung mit fi +1

im Bild von f;- liegt. Wegen der Injektivitit von f;- faktorisiert sich diese
Zusammensetzung uber [mi] und fuhrt so zu der Abbildung g.
Das Bild von h ist nach Definition gleich
- - +
Im(h) =1 = (£, ) ' Im()).

Deshalb ist das Bild von Ah gleich

-1
Im(A )= (A~ ) Im(A+).
h fis1 f;

Wegen

! Denn XO ist eine Linearkombination der Ecken, in der jede Ecke mit einem von O verschiedenen

Koeffizienten vorkommt.

132 Weil dann beide beteiligten Simplexe nicht-entartet sind: auf Grund der bestehenden elementaren
Relation sind es dieselben Simplexe und haben insbesondere dieselbe Dimension. Injektivitat und
Surjektivitat implizieren jeweils beide fur sich bereit die Bijektivitat.
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A- (X. 4)
fl+1 1+2

=X

i+l = Afi*(xi)

gibteseiny € A, mit Ah(y) =X d.h. es ist

h 142’

h
¥0 (Xi+2’oi+2)

T:=X(h)(o,, ,) =X(g)(0;)

Wegen der Kommutativitat des Diagramms folgt
AHD (=D (A GN=Dr (X )=Xi, 1= AHX, ).
e LTSI fipg 1420 LT
Weil ;' injektiv ist, folgt
Ag(Y) = Xi ’
d.h. es ist

g
(x;,07) € (¥,0).
Schritt 5. Sei N = 2. Dann kann man die Folge der elementaren Relationen (1), falls

sie mit einem f* beginnt, so abandern, daf} sie mit einem f~ beginnt, welchdes surjektiv
ist.

Nach dem dritten Schritt ist dann fg injektiv. Nach dem vierten Schritt kann man dann

aber die ersten beiden Relationen so abdndern, dafl die Folge mit einem f beginnt.
Dieses ist surjektiv auf Grund des dritten Schritts.
Schritt 6. Der Fall N = 2.
Nach dem funften Schritt kobnnen wir annehmen, da3 die Folge der Relationen (1) die
folgende Gestalt hat.
o

(X0 € (x,,0)) b (x,.0,)
mit f(_) surjektiv. Wir wenden den dritten Schritt auf f-f mit vertauschten (Xl,ol) und
(x2,02) an (sodal} f-f zu einem f wird, da am Anfang einer Folge elementarer

Relationen steht). Weil x, im Innern des Standard-Simplex liegt, ist danach auch f-f

2

surjektiv. das Simplex o, ergibt sich somit aus den beiden nicht-entarteten Simplexen

1

% und o, mit Hilfe der beiden Surjektionen f(-) und f-f. Wegen der Eindeutigkeit des
nicht-entarteten Reprasentanten folgft

0=00=02=0’undf(_)=f-1|-.

Insbesondere ist damit auch
X=Xy = Afb(xl) = Af-ll-(xl) =Xy =X,

d.h. die beiden Paare (x, 0) und (x’, ¢’) sind gleich.

Schritt 7. Der Fall N = 3.

Nach dem funften Schritt konnen wir annehmen, da3 der Anfang der Folge (1) der
elementaren Relationen die folgende Gestalt hat.
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- +
fo fy
(XO,OO) <« (Xl,ol) =3 (Xz,oz) (2)
- +
fo fy

[m.] «— [ml] —> [m

0] 2]
mit fE) surjektiv. Wir zerlegen f_f in eine Surjektion und eine Injektion (beide monton),
i
f-{ = iop: [ml] —p» [¢] — [m2]
1 bei X(p). Weil 01 vom nicht-entarteten

d.h. f(_) faktorisiert sich uiber p,

Dann ist o das Bild eines Simplexes o’

Simplex o, kommt, gilt dasselbe von o’

0 I
- p g
fo = g°p: [ml] —» [(] = [mo]
Wir erhalten so ein kommutatives Diagramm von monotonen Abbildungen

[€]

A .

g Tp i

- +

[my] «— [m ] —> [m,)]
Sei p ein monotoner Schnitt von p Dann gilt

- . . + . ..
foei=gpi=gund fi°j=ipj=1,

d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ.

[€]

Wir ersetzen (2) durch '
g ) 1
(1.0 & (B xPX Do) 1 (x)0)

g 1

[m, ] <[] — [m

0l )]
Man beachte, des gilt

Ag(Ap(Xl)) = Apg(xl) = Af(-)(xl) =X
Ai(Ap(Xl)) = Aip(xl) = Aff(xl) =Xy

X@o,  =X(e)o,=X{(X(fpo, =X(o,
X(o, = X(leroj)()z: Xg‘)X(fT)oO = X(j)o,

Wir konnen damit annehmen, daf} fl injektiv ist. Nach dem vierten Schritt konnen wir

die beiden Aquivalenzen

i+ f

1 2
(X1:0)) B (x.0,) < (X3.05)
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£ f;
1 2
[m; | >— [m,]
ersetzen durch Aquivalenzen der Gestalt
g h
(x;,0;) € ;1) b (x3,05)
g h
[m; ] <— [€] — [m,]
Jetzt bietet sich aber die Gelegenheit elementare Aquivalenzen zusammenzufassen.
Anstelle der ersten drei Aquivalenzen konnen wir die folgenden zwei verwenden:

fog h
(XO,OO) a Yo e (X3,03)
fo2

[m (0— [{] — [m

| |
0 3
Im Fall N = 4 konnen wir die ersten vier Aquivalenzen durch die folgenden zwei
ersetzen.

fle  fih

(X990 4 (y,0) & (x4:04)
- +
fie  fih
[my] <= [£] > [m,]

In beiden Fiallen konnen wir die Anzahl der elementaren Aquivalenzen in (1)
verkleinern.

Eine Alternative fur die Wahl der Standard-Simplexe

Der grundlegende Schritt fur den Beweis des Satzes von Eilenberg-Zilber ist die
Beschreibung des direkten Produkts

ATxAD
zweier Standard-Simplexe als Realisierung einer simplizialen Menge. Dafur ist es
nutzlich, die Beschreibung der Standard-Simplexe etwas abzuéndern.

Anstelle der alten Definition

n
N _ n+1 _
AT = {(XO,...,xn)E R D) X = 0,0= Xi}

i=0

wollen wir hier voruibergehend die folgende verwenden

n._ n+2 _ —

A" = {(yO,...,yn+1)€ R | 0= YoS Y S SY = 1}
Man beachte man hat eine Homdomorphismus
»n n

AN — AT, (XO,...,Xn) = (0, XO, X0+Xl""’x0+"'+xn)

mit der Umkehrung
GgrYpr ) P O Yo Yo =Y Yoy ~ Yy
Bemerkungen
(i) Die i-te Seiten-Abbildung ai definiert dann auf den Standard-Simplexen die lineare
Abbildung

1_ . an-1 n
a - Aai. A _> A ] (yO,-..,yn) H (yoa-.-,yiayi,...yn),



(i)

(iii)

@iv)

v)

(vi)
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Fur die i-te Entartung & bekommt die zugehorige lineare Abbildung auf den

Standard-Simplexen die Gestalt
gl = As : An+1 — An, (yO,...,y
i

Die geometrische Realisierung einer simplizialen Menge X 146t sich dann wie folgt
beschreiben.

) b (yO,...,yi,y.+2,...yn+1).

n+2 1

X = X/~
Dabei sei X die disjunkte Vereinigung
X=V>X X xAl
1=0 ""n
und die Aquivalenz-Relation wird von den folgenden Relationen erzeugt.

1 1 . n-1
(0 kn, xn_l)w(kn,a.xn_l) fur X1 eA undkEXn
! € An+1 und k € Xn'

i .
(e kn, Xn+1) ~ (kn , € Xn+1) fur x

n+1

Die Aquivalenzklasse von (kn, xn) in IXI wollen wir im folgenden mit
k ,x |
n’n
bezeichnen (mit Fall n = 0 kann man X weglassen).

Jedes n-Simplex o, € Xrl einer simplizialen Menge X a3t auf genau eine Weise

in der Gestalt

o = SJp°...°8J1(O )
n n-p

schreiben mit _ '
OSJ1<...<_]p<Il

und einen nicht-entarten Simplex o, EXn .

p
Jeder Punkt X S An 1aBt sich auf genau eine Weise in der Gestalt

schreiben mit

und einem Punkt x S An- im Innern des Standard-Simplex (d.h. die

Koordinaten des Punktes sind paarweise verschieden).'’”

Jeder Punkt von X ist dquivalent zu einem nicht-entarteten Punkt, d.h. zu einem
Punkt, dessen erste Koordinate ein nicht-entartetes Simplex von X ist und dessen
zweite Koordinate im Innern des Standard-Simplex liegt.

Satz von Eilenberg-Zilber
Seien X und Y simplizialen Mengen und

XxY

die simpliziale Menge

"3 A ist der Trager des Punktes. Die Einbettung in A geschieht so, daB zunéchst die Ecken mit
n-q n

kleinem Index hinzufugt und die mit grof3en.
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A°P — Ens, [n] — X xY .
Die naturlichen Projektionen

pX:XXY—>Xunde:XXY—>Y
induzieren stetige Abbildungen
IpXI: IXxY| — IXI und IpYI: IXxXYl — 1Y

und damit eine stetige Abbildung
p: IXXYl — IXI x [YI.
Diese Abbildung ist bijektiv (und bezuglich der kompakt erzeugten Topologien ein
Homoomorphismus).
Beweis (Milnor bzw. Eilenberg & Steenrod). Sei
z € IXxYI
ein Punkt mit dem nicht-entarteten Reprisentanten

(o ,t),z )EX XY XA .
n n’n n n n
1. Schritt. Wir beschreiben die nicht-entarteten Reprasentanten von
IpXI(z) = Ion, znl und IpYI(z) = Irn, znl
Dazu schreiben wir o und T in der Gestalt

i i i i
o =¢Po og 10 undt = SJqO...O ler
n n

n-q

<.. .<jq. Die gesuchten

1 1

mit o €EX und T €Y  nicht-entartet , i < ... <1, ]
n-p n n-q p

Reprisentanten sind gerade die Paare
1 1 1p
(On—p’ € ...€ zn) bzw. (on

Man beachte, nach Voraussetzung ist zn ein Punkt aus dem Inneren von An, und die €

, ejl...sjqz ).
n

v

bilden innere Punkte in innere Punkte ab.
AuBerdem sind die Index-Mengen der iV und jM disjunkt,

i} N iyt =2,

Wire namlich ia = j,,» SO konnte man die zugehorigen Entartungen ¢ in den

.]B’

Darstellungen von o, und T an die erste Stelle bringen und

i
a
(On, rn) Ee (Xn—len-l)
ware entartet. Wir zeigen jetzt, der Punkt z ist durch sein Bild
i
1 , ajl...sjqz )}
n

i
= P
p(z) (Icn_p, € ..E znl , lo

eindeutig bestimmt.
2. Schritt. Konstruktion der Umkehrabbildung.

Sei (x, y) € IXI x Y] und seien
(Ea, xa) € Xax Aa und (wb, yb) € be A
nicht-entartete Reprasentanten von x bzw. y. Wir schreiben

Xa = (uO,...,ua+1) und yb = (VO, s Vb+1).

b

Weiter seien
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die der GroBle nach geordneten Elemente der Menge {uO,..., }. Wir

u , V., , V
a+1l’ 0 b+1
setzen

z’. = (WO y e WC+1).

Der Punkt X entsteht aus Z’C durch das Streichen gewisser Koordinaten, sagen wir der

Koordinaten mit den Indizes u1+1, s uc_a+1. Dann gilt

X = sul...suc'az’ .
a c
Analog erhalt man
_ V1 Vb s
Y, =€ z .
Da jede Koordinate in einen der beiden Punkte X oder Yy vorkommt, d.h. bei einem

der beiden Streichvorgange uibrigbleibt, sind die beiden Mengen der w und v disjunkt,
{“’17 ey MC‘a} m {Vls cee s VC-b} = Q'

Wir setzen
Y Y
Nnx,y) :=1I( s“c'aon.o SMIEa, g ©bo o llpb, Z’C)I eIX x Yl
Dann gilt
_Mea, M ;
IpXI(n(X, y) =le O € Ea 7 |
_ U1 Mc-a ,
= Ea L€ ..E CI
= Ea ,X

und analog erhélt man
Ipy N, ¥y) = x.
Zusammen ist also
pen = Id.
Sei andererseit z € IX x Y| ein Punkt mit dem oben angegebenen Repriasentanten. Dann
gilt . . . .
11 1 ] 1 ]
- p q
Np(z)) n((l'on_p,. € ..€ ZI'll , lcp—q’ € ...€ znl))
1 1
4y eP el | d9. g ,Z )
n-p n-q’ n
= (.7 ), 2 )l
=7z.
Die Abbildungen p und m sind somit invers zueinander. Insbesondere ist p bijektiv.

QED.

'3 Die Mengen der i\/ und jM sind disjunkt.
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Beispiele

Beispiel: A[n]
Sei A[n] die simpliziale Menge
A[n] := Hom( ?, [n]): A°P — Ens.
Bemerkungen
(1)  Ein p-Simplex von A[n] ist entartet, wenn es im Bild einer der Abbildungen
Hom(si , [n]): Hom([p-1], [n]) — Hom( [p] , [n]), o oeE, .

liegt. Dabei sei el [p] —» [p-1] die Surjektion, deren Faser uber i aus zwei

Elementen besteht. Mit anderen Worten, die entarteten p-Simplexe sind gerade die
nicht-injektiven Abbildungen von A[n]p.

(i)) Ensprechend sind die nicht-entarteten p-Simplexe die injektiven Abbildungen von
A[n]p. Diese sind durch ihr Bild bereits eindeutig festgelegt. Die nicht-entarteten

p-Simplexe von A[n] entsprechen also gerade den Teilmengen von [n] aus p+1
Elementen.

(iii) Identifiziert man i € A[n] mit der i-ten Ecke e, des n-dimensionalen Standard-
Simplex An C Rn"'l, so entsprechen die nicht-entarteten p-Simplexe von A[n]
gerade den Ecken-Mengen der p-dimensionalen Seiten des Standard-Simplex An.

Die Menge der nicht-entarteten Simplexe von A[n] entspricht also gerade dem
Simplizial-Komplex, welcher das n-dimensionale Standard-Simplex beschreibt.

@iv) IA[n]l= An.

Beispiel: 0A[n] = A[n]
Sei dA[n] = A[n] der Teilfunktor von A[n] mit

A[n]p= {f€ Aln] I Im(H) # [n]}.
Diese simpliziale Menge beschreibt gerade den Rand des n-dimensionalen Standard-
Simplex.

Beispiel: Das n-Skelett einer simplizialen Menge
Sei X eine simpliziale Menge und n eine nicht-negative ganze Zahl. Wir setzen

(San)p ={oc€ Xp | o hat einen nicht-entarten Reprasentanten der Dimension < n}

Bemerkungen
6] (San)p ={o€&e Xp | 0 kommt von einem Simplex der Dimension < n}
(i)  Auf diese Weise ist eine simpliziale Teilmenge

Skn X CX

definiert, welche n-Skelett von X heift.
(iii)) Die Realisierung ISkrl Xl des n-Skeletts ist eine abgeschlossene Teilmenge der

Realisierung von IXI.
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(iv) Eine simpliziale Menge X heifit n-dimensional, wenn gilt

X=sk X # sk X,
n n-1

d.h. wenn es ein n-dimensionales nicht-entartetes Simplex gibt aber keine (n+1)-
dimensionalen nicht-entarteten Simplexe.

(v) Fur jedes nicht-entartete n-Simplex x der simplizialen Menge X gibt es einen
Morphismus simplizialer Mengen'*’

~ f
X: Aln] — San, [m] — [n] » X(D)x.

Die Einschrankung von X auf die simpliziale Teilmenge A[n] von A[n] definiert
dabei einen Morphismus

x:Aln] — Skn—IX

(vi) Unter Verwendung der Abbildungen X von (v) fur alle nicht-entarteten Simplexe
s einer simplizialen Menge erhdlt man ein kommutatives Diagramm von
Morphismen simplizialer Mengen'*®

\/GEX An - Skn-lX

(n)

I ®

5 Im Gegensatz zur Aussage in Ubungsaufgabe 2 zu Kapitel I, §2 im Buch von

Gelfand & Manin: Methods of homological algebra

ist der Morphismus : im allgemeinen keine Einbettung, d.h. A[n] wird im allgemeinen nicht mit einem
Teilfunktor von Sk X identifiziert.
n

Da die nicht-entarteten Simplexe von X nicht-notwendig einen Teilfunktor von X bilden (vgl. Proposition 6,
§2, Kapile I des Buchs von Gelfand & Manin), d.h. die Seitenabbildungen konnen x in entartete

Simplexe Abbildung, mufl die Einschrankung von Ix| auf das Innere einer Seite von A nicht injektiv
n

sein.
Allerdings ist das Bild des einzigen nicht-entarteten n-Simplex von A[n] ein nicht-entartetes n-Simplex.
Deshald ist die Realisierung

Xk A = IA[n]l — ISk XI
n n
auf dem Innern des Standard-Simplexes A injektiv.
n

13 Genau genommen hat das Diagramm die Gestalt

~

« VX

X XA — sk X
(n) n n-1

I !

VX
X xA — sk X
(n) n n
Wir wollen durch die obige Schreibweise betonen, dal man die direkten Produkte links als disjunkte
Vereinigungen von n-Simplexen bzw. von deren Randern auffassen kann.
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Geht man zum zugehorigen Diagramm der Realisierungen tiber, so erhalt man ein
Diagramm, welches bechreibt wie man aus dem realisierten (n-1)-Skelett das
realisierte n-Skellet von X erhalt:

Das Innere der n-dimensionen Standard-Simplexe links unten wird zum (n-1)-
Skelett hinzugefugt, indem man deren Randpunkte mit ihren Bildern im (n-1)-
Skelett bei der oberen horizontalen Abbildung identifiziert.

Man nennt diesen Proze3 Adjunktion von n-Zellen.

Fur jeden Morphismus simplizialer Mengen f:san —> Y erhilt man aus diesen

Diagramm durch Zusammensetzen mit f ein kommutatives Diagramm

VX

VOEX An - Skn—IX
(n)
T g
o
\/OEX An — Y
(n)

Umgekehrt entsteht jedes kommutive Diagramm der Gestalt (II) auf die eben
beschriebene Art aus (I) mit Hilfe eines eindeutig bestimmten Morphismus f
simplizialer Mengen.

Beweis. Zu (i). Sei

o=Xf)r
mit einer monotonen Abbildung f: [p] — [m] und m = dim © < n. Wir zerlegen f in
eine Surjektion gefolgt von einer Injektion,

2 i
f: [p] —=» [M’] S [m].
= m = n. Man kann v durch X(i)t ersetzen und f durch f’, d.h. wir

3

Dann gilt m

konnen annehmen, dal} f surjektiv ist. Falls T nicht-entartet ist, so kommt Tt zumindest
von einem nicht-entarteten Simplex, sagen

=Xt
mit einer Surjektion
g: [m] —» [m’]
und insbesondere dim T = m’ < m < n. Wir konnen t durch t’ ersetzen und f durch gf.

Der nicht-entartete Reprasentant von ¢ hat somit eine Dimension < n. Wir haben damit
gezeigt , die Menge auf der rechten Seite von (i) liegt in (Skn X)p. Die umgekehrte

Inklusion besteht trivialerweise.
Zu_(ii). Wir haben zu zeigen, fur jedes OE(San)p und jede monoton steigende

Abbildung

f: [p’] — [p]
kommt
o =X{o
von einem Simplex der Dimension = n. Nach Voraussetzung hat o einen nicht-
entarteten Repriasentanten der Dimension m < n, sagen wir
o=X(gr
mit einer monoton steigenden Surjektion

g: [p] > [m] und m < n.
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Wir zerlegen f in eine Surjektion und eine Injektion, sagen wir

&

i
f:[p’] —> [p"] & [p]
und tun dasselbe anschlieend mit der Zusammensetzung

b

gi: [p"] S [m”] & [m]

und erhalten ein kommutatives Diagramm monoton wachsender Abbildungen

[p] —g» [m]

i j

,\’ g’ \’

T 1= [m"]
p1 T

Es gilt
o' =X({o (Definition von G”)
= X(HX(g)t (Wahl von 1)
= X(gh)r (Funktorialitit von X)
=X(jg'f’)r (Kommutativitit des Diagramms)

Also kommt o’ ebenfalls von einem Simplex der Dimension < n.

Zu (iii). Nach Definition kommt jedes Simplex des n-Skeletts von einem nicht-entarteten
Simplex einer Dimension < n. Dieses nicht-entartete Simplex von X ist dabei selbst ein
Simplex von des n-Skeletts.

Das bedeutet aber, die nicht-entarteten Simplexe des n-Skelets von X sind gerade die
nicht-entarteten Simplexe von X, welche eine Dimension < n haben. Damit gilt

ISk X1=Vv® A =X
n p

Sk X, xA CV®
p=0"n"(p) "p—

p=0%(p) "

wenn wir mit 'Y ) fur jede simpliziale Menge Y die Menge der nicht-entarteten p-

Simplexe bezeichnen. Die disjunkte Vereinigung links ist das Komplement in IX| der
Vereinigung der offenen Mengen

X (0) X A
mit p > n. Insbesondere ist ISkn X ' abgeschlossen in IXI.
Zu (iv). Es ist nichts zu beweisen.

Zu_(v). Jedes Simplex im Bild der Abbildung X kommt nach Konstruktion vom
Simplex x der Dimension X, ist also ein Simplex des n-Skeletts von X. Weil X ein

Funktor ist, ist definiert die Abbildung X einen funktoriellen Morphismus, also einen
Morphismus simplizialer Mengen.

Ein Simplex von A[n] ist eine Abbildung f: [m] — [n], welche nicht surjektiv ist. Es
besteht also eine Faktorisierung

f’ i
f: [m] —» [¢] < [n] mit € < n.
Es folgt

f)\{(f) = X(H)x = X@{f)x = X))y mity := X(1)x € Xé .

Das Simplex X (f) von X kommt von einem Simplex der Dimension ¢ < n-1 und liegt
deshalb im (n-1)-Skelett von X.
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Zu (vi). Eindeutigkeit von f. Sei o ein Simplex von san, und sei

o =X(grt *)
dessen eindeutig bestimmte Darstellung mit Hilfe eines nicht-entarteten Simplexes t.

Weil o im n-Skelett von X liegt ist

rEX(m)

ein nicht-entartetes Simplex der Dimension m < n und g: [¢] —» [m] eine durch die
Bedingung (*) eindeutig bestimmte monoton steigende Surjektion.
Falls f existiert, so gilt

Y(g)p(t) falls dim T < n

f(o) = f(X(g)t) = Y()f(v) = ()

Y(g)oc(id[m]) falls dimt =n
Man beachte:
I. ImFalldimTt<ngiltt € skn_le und f(t) = B(7).
2. Im Fall dim T =n gilt f(t) = f(?(id[m])) = a(id[m]).

Formel (**) zeigt, f ist durch das Diagramm (II) eindeutig festgelegt.
Existenz des Morphismus f. Man verwende die Formeln (**) zur Defintion von f und
zeige, daf} auf diese Weise ein Morphismus von simplizialen Mengen definiert ist. Zu

zeigen ist, fur jede monoton steigende Abbildung h: [a] — [b] ist das Diagramm

X(h)
sk X, — sk X
nb n a
fl lf
Y(h)
Yb — Y

kommutativ.

Hat der nicht-entartete Reprasentant von o eine Dimension < n, so gilt dasselbe auch fur

den nicht-entarteten Reprasentanten von X(h)o und die Behauptung folgt aus der
Tatsache, da3 der rechte vertikale Abbildung von (I) ein Morphismus simplizialer
Mengen ist.

Haben die nicht-entarteten Reprasentanten von ¢ und X(h)o dieselbe Dimension n, so

sind die beiden Reprisentanten gleich, und die Behauptung folgt aus der Tatsache, daf}
die untere horizontale Abbildung von (I) ein Morphismus von simplizialen Mengen ist.

Hat der nicht-entartete Reprasentant von o die Dimension n und der von X(h)o eine
kleinere Dimension, so folgt die Behauptung aus der Kommutativitat des Diagramms

M.
QED.

Homologie und Kohomologie

Moore-Komplex und normalisierter Komplex

Das Ziel dieses Anhangs besteht in einer Art geometrischer Interpretation des
normalisierten Komplexes einer simplizialen abelschen Gruppe. Genauer: wir haben
hier einige Untergruppen einer simplizialen abelschen Gruppe

A: AP 5 Ap
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zu betrachten und diese mit der Ausgangsgruppe zu vergleichen, bzw. deren
Kettenkomplexe mit dem Kettenkomplex

n .
— 1\l
(A, 0), 0:= EO( 1o Arl — A
der Ausgangsgruppe, welchen wir beim Vergleich mit dem normalisierten Komplex
auch Moore-Komplex nennen wollen. Zur Erinnerung, der normalisierte Komplex ist
der Teilkomplex von (A, 9), welcher im Grad n aus der Untergruppe

n-1

-1 i
NAn = ]i:O Ker(o™: An — An-l)
von An besteht.

Nicht-entartete Simplexe

Die von den nicht-entarteten Simplexen erzeugte Untergruppe ist im allgemeinen kein
Teilkomplex (auch im Fall des Nervs einer Kategorie nicht: die Zusammensetzung
zweier von id verschiedener Morphismen kann gleich id sein).

Man kann zeigen, man erhalt genau dann einen Teilkomplex, wenn der Moore-Komplex
von einem Simplizialkomplex (d.h. einer Triangulierung) kommt, vgl. Gelfand &
Manin, die Proposition von Chapter I, Section 2.7.

Entartete Simplexe D(A)

Sei
A: A — Ab
eine simpliziale abelsche Gruppe. Fur jedes n bezeichne
n-1 .
— i
DAn = E € An—l
1=0

die Untergruppe von An , welche von den entarteten Simplexen erzeugt wird.
Der Randoperator des Moore-Komplexes induziert dann auf den DAIl einen
Randoperator und die DAn definieren so einen Teilkomplex
DA)C A
des Moore-Komplexes.
Beweis. Seia € DAn' Wir haben zu zeigen, das Bild d(a) beim Randoperator liegt in

DAn I Beim Beweis konnen wirs annehmen,

a = gl(b) fur ein b € A

Es folgt (auf Grund der simplizialen Relationen)

T

n P

> (-D'a'el(b)

i=0¢ . . .

Oed(b)-.. +(-1Y 1o 1 by
+ zwqi Gli.eder., die sich wegheben.
+)I 200 260 by + 4+ (-1)MNed(b)

= eI100()-.. 4 el 1ol 1)

+ (D)2t Ly el L)

€ DA
n-1

d(a)

QED.
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Vergleich von N(A) mit dem Faktor-Komplex A/D(A)
Die Zusammensetzung der Komplex-Morphismen

N(A) & A —» A/D(A)
ist ein Isomorphismus.

Beweis (vgl. Goerss & Jardin, III.Th. 2.1). Wir haben zu zeigen, fur jedes n ist die
Zusammensetzung

NAn S An —» An/DAn
ein Isomorphismus von Gruppen. Wir setzen
(Y 1
NA = Oi:o Ker(a") CA)

J .
DA = Y¢'A
int5 n-1
Es reicht zu zeigen, die Zusammensetzungen

=p.N.A S A —A /DA

i jn n n jn

sind Isomorphismen fur j =0, ..., n-1. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach j.
Der Fall j = 0. Surjektivitat.Sei o € An/DjAn vorgegeben. Wir wihlen einen

Repriasentanten von o in An’ sagen wir

o=[x]mitx € An'

Dann gilt

o=[x- soaox]
und

39 - £99%) = 9% - 8%e05%% = 0% - :% = 0
also

X - sanx EN.A .

j n

Nach Konstruktion gilt ¢p(x - EOGOX) =[x - soaox] = o.. Wir haben gezeigt, @ ist
surjektiv.
Injektivitit. Liege x € NjAn im Kern von ¢, d.h.

0

Ox =0und x = ¢ y fureiny € An—l'
Dann gilt
0=0%= aoeoy =y
also x = eoy = 0. Der Kern von ¢ ist somit trivial.

Der Fall j > 0. Wir konnen annehmen, Py cpj_1 sind Isomorphismen. Wir

betrachten das kommutative Diagramm

N A A /D A
JFI'n = n j-1'n
1 ! M
Y
¢

NjAn — An/DjAn
Surjektivitat der unteren Zeile. Weil die obere horizontale Abbildung des Diagramms
surjektiv ist, kann jedes Element

acA /D.A
n jn
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durch ein Element von Nj 1AIl representiert werden, sagen wir

o=[x]mitx&EN. A .
J-I' ' n
Dann gilt o
o =[x - dx]
und furO<i<jist o o
x - ddx)=a'x - 9'eddx =0 - ej'lalajx =- ej'laj'lélx =- eJ‘laJ‘lo =0
Auflerdem gilt . o . ‘
Hx - dlx) = dIx - Peddx = dx - Ix = 0.
Damit gilt o
x-JPIXx ENA |
j n

also o = cpj(x - sjajx). Wir haben die Surjektivitat der unteren Zeile des Diagramms

bewiesen.
Injektivitat der unteren Zeile. Die j-te Entartungsabbildung

el A 1—>A

induziert auf Grund der simplizialen Relatlonen Gruppen-Homomorphismen

N AL =N A ud DA DA

Denn furi < jist o o .
oledx = sJ'lalx = eJ'IO =0furx € Nj—l
und

sjaix=ej'1£iXED. A furx€eA
J-1I' n n-1

Damit induziert &/ auch Homomorphismen auf den Faktorgruppen, und wir erhalten ein
kommutatives Diagramm von Gruppen-Homomorphismen

(Y
NJ—IA -1 ?A n- /DJ-IAn—l

| lé y

NAi)A/DA
JFI'n = n j-1'n

dessen horizontale Abbildungen nach Induktionsvoeraussetzung bijektiv sind.
AuBerdem besteht wegen D.A = D.
Jn gl
J
&
A /D. A  —A/MD. A —A /DA —O. (11I)
n-1""j-1 n-1 n j-1I'n n jn

Liege x im Kern von 9.: NNA — A /D.A .
j jn n jn

An+ Im(e!) eine exakte Sequenz

x € Ker (cpj: NjAn — An/DjAn)'
Dann liegt die Restklasse von x im Kern der rechten Abbildung von (III), also im Bild
der linken, '
=¢ ir ei
x = ¢y mod Dj—lAn fureiny € An—l'
Indem wir die Restklasse von y im linken Objekt von (III) ersetzen durch dessen Urbild
beim oberen horizontalen Morphismus des Diagramms (II) erreichen wir

yE Nj—lAn—l'
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Es folgt sjy € Nj—lAn (linke vertikale Abbildung von (II)) und wegen
xEN.A CN. A
j n— jJ-1'n
sogar .
-
X-gly € Dj—lAn N Nj- An.
Weil die untere horizontale Abbildung von (II) injektiv ist, ist dieser Durchschnitt

trivial, d.h.

X = ejy, y EN._

] 1An—

I
Wegen x € NjAn ist aber #¥x =0, also

Ozaszajejyzy,
also x = &)y = €J0 = 0. Damit ist die Injektivitat von cpj bewiesen.
QED.
Bemerkungen.
(i) Damit konnen wir N(A) mit A/D(A) identifizieren, d.h. als Komplex betrachten,

der von den nicht-entarteten Simplexen erzeugt wird.
(i)  Wir sind jetzt in der Lage die Homologie von N(A) und A zu vergleichen.

Vergleich der Homologie von N(A) und A
Die naturliche Einbettung
NA) — A

induziert fur jede simpliziale abelsche Gruppe A einen Isomorphismus der Homologie-
Gruppen

H (N(A)) — H_(A).

Beweis (vgl. Weibel, Th. 8.3.8). Betrachten wir die kurze exakte Sequenz von
Komplex-Morphismen

0 —s D(A) — A —» A/D(A) —» 0.

Wegen der Isomoprhie N(A) i) A/D(A), zerfillt diese exakte Sequenz, und des gilt
A =D(A) ®N(A)
also
Hn(A) = Hn(D(A)) @ Hn(N(A))-

Es reicht also, zu zeigen,
Hn(D(A)) =0 fur alle n.

Zum Beweis versehen wir den Komplex D(A) mit der folgenden (aufsteigenden)
Filtration FDA.

0 furp< O
0 ..
_Je’A  +.+ePA_ fur O<p=n
F DAn = n-1 n-1
DA furn<p
n
Nach Definition ist diese Filtration fur jedes feste n endlich, d.h.
F DAn/Fp-lDAn

ist jeweils nur fur endlich viele p von Null verschieden. Dieselbe Rechnung wie fur
D(A) zeigt, die graduierten Untergruppen FpDA von D(A) bilden Teilkomplexe: fur
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a = gl(b) mit b €A undjsp

1
gilt
n D
d@) = 3 (D'9'eb)
i=0- . . .
= 00ed(b)-..+(- 1) o Tedb)
+ zwei Glieder, die sich wegheben
+HPT29 260 b) + .+ (-1)M0Med(b)
=1 o0m)-. +1y-Te-Tal 1p)
+ (Y F2elalt L b)+ +(-1)Peo™ (b)
€F DA
p  n-1
Betrachten wir die zugehorige homologische Spektralsequenz

E _=H_ (F DA/F_ _DA)=>H (DA).
Pd " p+q p p-1 n
Zum Beweis der Behauptuing reicht es zu zeigen, die Faktorkomplexe

F DA/F DA
p-1

sind exakte Sequenzen, denn dann entartet die Spektralsequenz und ihr Limes-Term
muB gleich null sein. Nach Definition bestehen Surjektionen

ePA 5 (F DA/F_ DA)
n-1 p p-1 n

(und fur n < p steht rechts die triviale abelsche Gruppe). Ist x € A so gilt fur die

n-1’
Restklassen in der rechts stehenden Faktorgruppe
n ..
[9ePx] =[ 3 (-1)'9"ePx]
i=0
p-1 . .
=[5 (-D)'ePlolx]
i=0
+ zwei Glieder, die sich wegheben
n ..
+[ 3 (-D'ePo-lx]
i=p+2
n o
=[ 3P x]
1=p+2
Wir ersetzen x durch ePx und erhalten
’ n+1 . . 1
[0P)*x]= [ 3 (-1)'ePa' 'ePx]
i=p+2

Zum andern wenden wir &P auf beiden Seiten der obigen Formel an und ziehen das
Ergebnis auf beiden Seiten ab:

’ n+l . . 1 n . 2.1
[0(eP)"x - ePaePx] = [ S (-D'ePa' ePx]-[ 3 (-D)'(eP)=9" x]
i=p+2 i:p+2 ‘
Wir ersetzen wieder in der ersten Summe rechts 9™ LePx durch eP92x (auBer im Fall i
= p+2, in welchem o 1ePx = x ist):

n+1 ) . n . )
[0(eP)2x - ePaePx] = [(-DPT2ePx] + [ 3 (-DIEP)20i2x] - [ 3 (-DiEP)20'1x]
i=p+3 i=p+2
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= [(-1)PePx]
Mit
n = (-1)PgP:
| s (-1)Fet: (FpDA/Fp-lDA)n — (FpDA/Fp-lDA)n+1
gilt damit auf den Elementen des Faktorkomplexes:
gos - s1"log = 1d

Mit anderen Worten, die s definieren eine Homotopie von Kettenkomplexen.
Insbesondere induziert die identische Abbildung auf der Homologie von FpDA/Fp_ DA

dieselbe Abbildung wie die Nullabbildung. Das in nur moglich, wenn die Homologie
des Komplexes trivial ist, d.h. wenn er eine exakte Sequenz bildet.
QED.

Bemerkung.
Wir sind jetzt soweit, die Argumente von Quillen fur die Isomorphie
H (BC,L) — H (C, L)

der singuldren Homologie des klassifizierenden Raums einer Kategorie C mit der
Homologie von C nachzuvollziehen.

Abgeleitete Funktoren

Literatur

Genaueres zur Theorie der abgeleiteten Funktoren findet man zum Beispiel in den
folgenden Buchern bzw. Artikeln.

Cartan & Eilenberg: Homological algebra
Bucur & Deleanu: Introduction to the theory of categories and functors
Grothendieck: Sur quelques points d’algebre homologique

Injektive und projektive Objekte

Ein Object I einer abelschen Kategorie C heif3t injektiv , wenn der kontravariante Hom-
Funktor

Hom(?, I). C — Ens

exakt ist. Da der Hom-Funktor stets linksexakt ist, bedeutet dies, fur jeden
Monomorphismus

AGB
der Kategorie C a3t sich jeder Morphismus A — 1 zu einem Morphismus auf B
fortsetzen. Dual hei3t ein Objekti von C projektiv, wenn der kovariante Hom-Funktor
Hom(P, ?): C — Ens

exakt ist. Da der Hom-Funktor stets linksexakt ist, bedeudet dies, fur jeden
Epimorphismus

A—»B
der Kategorie C 146t sich jeder Morphismus P — B uiber A faktorisieren.

Zum Beispiel ist in der Kategorie R-Mod der linken Moduln uiber einem R alle freien R-
Moduln F projektiv: Fur jeden Morphismus

F—B
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wihle man ein freies Erzeugendensystem von F, bilde dieses nach B ab und fixiere
Urbilder in A der erhaltenen Bilder. Die freien Erzeugenden von F bilde man dann in
diese fixierten Urbilder ab. Durch lineare Fortsetzung erhalt man einen Morphismus

F— A,
der zu der gesuchten Faktorisierung fuhrt. Allgemeiner ist ein R-Modul genau dann
projektiv, wenn er direkter Summand eines freien R-Moduls ist.

Man sagt, eine abelsche Kategorie C hat geniigend viele injektive Objekte, wenn jedes
Objekt Teilobjekt eines injektiven ist. Die Kategorie C hat geniigend viele projektive
Objekte, wenn jedes Objekt Faktorobjekt eines projektiven ist. Die Kategorien Ab und
allgemeiner R-Mod sind Beispiele fur Kategorien mit genuigend vielen injektiven und
genuigend vielen projektiven Objekten.

Halbexakte Funktoren
Ein additiver Funktor F: C — D der abelschen Kategorien C und D heif3t linksexakt,
wenn fur jede kurze exakte Sequenz 0 — A — B — C — 0 in C die Sequenz

0 — F(A) — F(B) — F(C)
exakt ist. Er heif3t rechtsexakt, wenn die Sequenz
F(A) — F(B) — F(C) — 0
stets exakt ist. Die Hom-Funktoren
Hom(X, ?7): C — Ab
Hom(?2,X): C°P—s Ab

sind fur jede abelsche Kategorie C und jedes Objekt X von C linksexakt. Das
Tensorprodukt

M®R?: R-Mod — Ab
ist fur jeden R-Modul M rechtsexakt.

Rechtsabgeleitete Funktoren
Sei jetzt
F.C—D

ein additiver linksexakter Funktor abelscher Kategorien. Eine Folge von additiven
Funktoren

RIF:C—D(i=0,1,2.)
heift rechtsabgeleitet von F, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.

G) ROF=F
(i) Fur jede kurze exakte Sequenz
0—A—B—5C—0 (D)
in C gibt es fur jedes i Morphismen (genannt Zusammenhangsmorphismen oder
auch Bockstein-Operatoren) &: RiF(C) — Ri+lF(A) mit der Eigenschaft, daf} die
folgende lange Sequenz exakt ist.
0 — ROF(A) — RUF®B) — ROF(C) — RIF(A) — ..
.. — Ri(A) — RIF(B) —s RIF(C) — RI*1FA) — ...

(iii)) Die langen exakten Sequenzen von (ii) verhalten sich funktoriell bezuglich der
kurzen exakten Sequenzen (1).

(iv) Fur jedes injektive Objekt I von C und jedes i > 0 gilt RiF(I) =0.
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Existenz abgeleiteter Funktoren

Der wichtigste Satz der homologischen Algebra besagt, daf3 die abgeleiteten Funktoren
stets existieren und bis auf naturliche Isomorphie eindeutig bestimmt sind, falls die
Kategorie C genuigend viele injektive Objekte besitzt.

Ist

F.C—D

ein additiver rechtsexakter Funktor, so kann man diesn als addiven linksexakten
Funktor

F: C%P —; CP
ansehen. Die zugehorigen abgeleiteten Funktoren heiflen dann linksabgeleitete
Funktoren von F und werden mit
LiF
bezeichnet. Sie existieren offensichtlich und sind bis auf naturliche Isomorphie
eindeutig bestimmt, wenn C geniigend viele projektive Objekte besitzt.

Berechnung durch injektive bzw. projektive Auflosungen
Seien F: C — D ein linksexakter Funktor, X ein Objekt von C und
00— X— IO—>11—>...

eine injektive Auflosung von X, d.h. eine exakte Sequenz in C, wobei alle M injektiv
sind. Dann gilt

RIF(X) = HI(F(1%)) (natiirliche Isomorphie).

Seien jetzt F: C — D ein rechtsexaker Funktor, X ein Objekt von C und

o — P —P —X—50

1 0
eine projektive Auflosung von X, d.h. eine exakte Sequenz in C, wobei alle Pn

projektiv sind. Dann gilt
LiF(X) = Hi(F(P*)) (naturliche Isomophie).
Beispiel: Ext
Die rechtsabgeleiteten Funktoren von HomR( 7, N): R-Mod®P —s Ab werden mit
i
Extp(?7,N)
bezeichnet. Die rechtsabgeleiteten Funktoren von HomR(M, 7): R-Mod — Ab werden
mit .
i
Extp(M, ?7)
bezeichnet.
Beispiel: Tor
Die linksabgeleiteten Funktoren von M®R: R-Mod — Ab werden mit
ToriR(M, 7

bezeichnet. Die linksabgeleiteten Funktoren von ®RN: Mod-R — Ab werden mit
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Tor?(?, N)
bezeichnet.

Beispiel: Gruppen-Homologie
Seien G eine Gruppe und R := Z[G] der Gruppen-Ring und A ein G-Modul. Dann gilt
Hn(G, A)= TorE(Z,A).

Beispiel: Gruppen-Kohomologie
Seien G eine Gruppe und R := Z[G] der Gruppen-Ring und A ein G-Modul. Dann gilt
H'(G, A) = ExtR (Z, A).

d-Funktoren
Seien C und D abelsche Kategorien. Ein d-Funktor T: C — D ist eine Familie von
additiven Funktoren
T:C—Di=0,1,2,..
so daB zu jeder kurzen exakten Sequenz

0 —>A—B—>C—0
in C ein Komplex

0—T9A — 1B — 10c — 1!

A— ..

. — TA — TB — Tic — THIA — .
in D gehort und dieser sich funktoriell verhilt.

Der d-Funktor heif3it exakt, wenn die Komplexe sogar exakte Sequenzen sind. Der 0-
Funktor heif3t universell, wenn es fur jeden weiteren d-Funktor T":C — D und jeden
funktoriellen Morphismus TO—>T’0 genau eine Familie von funktoriellen Morphismen

Ti—>T’i G=20, 1, 2, ..) gibt, welche mit den Zusammenhangsmorphismen
kommutieren.

Ein Funktor F: C—D heif3t effaceable, wenn es fur jedes Object A von C einen
Monomorphismus u: A — B gibt mit F(u) = 0. Er heif3t coeffaceable, wenn es fur

jedes Objekt A von C einen Epimorphismus v: B — A gibt mit F(v) = 0.

Satz (vgl. Hartshorne,'Theorem 1.3.A)
Ein 9-Funktor T mit T' effaceable fur jedes i >0 ist universell.
Satz (vgl. Hartshorne, Corollary 1.4)

Seien C, D abelsche Kategorien, wobei C geniigend viele injektive Objekte besitze.
Dann gilt:

(i) Fur jeden linksexakten Funktor F: C — D bilden die rechtsabgeleiteten
Funktoren einen universellen d-Funktor mit ROF =F.

(i)  Fur jeden universellen d-Funktor T: C — D ist TY linksexakt und T! isomorph
zu RITO.
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Spektralsequenzen

Literatur

Eine Einfuhrung in die Theorie der Spektralsequenzen findet in den folgenden Buchern
bzw. Artikeln:
Spanier: Algebraic topologie
(homologische Bezeichnungsweise wie bei Serre).
Grothendieck: Sur quelques points d’alegebre homologique, Algebre
commutative)
(kohomologische Bezeichnungsweise wie bei Deligne, Theorie de
Hodge II)
Weibel: Introduction to homological algebra
(beide Bezeichnungsweisen)
Jardine: Lectures on homotopy theory

Einfuhrung
In erster Naherung ist eine Spektralsequenz E = {Er} eine Folge von Komplexen

Er ,Ir= rO, r0+1,
(in einer abelschen Kategorie) mit der Eigenschaft, dafl die Kohomologie-Objekte von
Er gerade die Objekte von Er+ sind:

1
n _ n
H (Er) =E. |-
Weiter gehort zu einer Spektralsequenz ein weiterer Komplex
E
0

(meistens mit trivialen Randoperatoren), der mit einer absteigenden Filtration
= IFP
FEoo {F EOO}
versehen ist, d.h. mit einer absteigendnen Folge von Teilkomplexen
E_ DFPE DFPHlE
o0 00 o0

von Eoo' Dieser filtrierte Komplex heiflt Limes der Spektralsequenz. Im Idealfall gibt es

fur jedes n ein s, sodaf} die auf E? definierten Randoperatoren fur r = s gleich Null sind

und dasselbe fur die Randoperatoren mit Werten in E? gilt, sodall der Ubergang zur

Kohomologie das Objekt nicht verandern,
n__n n
E =E1=Ep =
Man sagt in dieser Situation, die Spektralsequenz konvergiert, wenn gilt

E =FE_/F+IE_
o9 o0
fur alle n und alle hinreichend groBen r und schreibt
E =E .
Ty o
Die eigentlich interessierenden Daten einer Spektralsequenz sind der Anfangsterm Er

0
und deren Limes E .
o0

In allen Anwendungen versucht man in irgendeiner Weise diese beiden Terme zu
vergleichen. Im konvergenten Fall weill man zum Beispiel, daf3 alle Eigenschaften des
Anfangsterms, die beim Ubergang zur Kohomologie und zum graduierten Objekt
erhalten bleiben, auch Eigenschaften des Limes sind (und umgekehrt).
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Solche Eigenschaften sind zum Beispiel gewisse Euler-Charakteristiken oder gewissen
Hilbert-Funktionen.

Auferdem lassen sich mit Hilfe von Spektralsequenzen zahllose exakte Sequenzen
unterschiedlicher Langen konstruieren.

Um die beschriebene Konstruktion anwendbar zu machen, muf} man sie allerdings noch
etwas modifizieren. Die angegebene Konvergenzbedingung ist zu streng (und ist so gut

wie nie erfullt). Man muB} jedes der Objekte E? noch in weitere Teile zerlegen und nur

von jedem dieser Teile fordern, da3 es ein r gibt, von dem ab sich dieser Teil nicht mehr
andert (wenn die Anzahl dieser Teile unendlich ist, kann es dabei sehr wohl

vorkommen, daf3 Er beim VergroBern von r niemals unverandert bleibt. Genauer: wir

R,
zerlegen die E - in direkte Summanden.

Definition
Eine (kohomologische) Spektralsequenz E in einer abelschen Kategorie A (welche im

Grad I beginnt) besteht aus:

(i)  Einer Familie {EF q} von Objekten aus A, wobei p und q alle ganzen Zahlen

durchlaufen und r alle ganzen Zahlen = Ty

(i)  Einer Familie von Morphismen d? 9, EE q — Ef rgr+l

Differentiale der Spektralsequenz heiflen und welche fur alle p, qund r = T

definiert sind und die Eigenschaft haben, daf die Zusammensetzung von je zwei
solchen Morphismen, falls definiert, gleich Null ist.
(1) Fur jedes p,qundr =, gilt

aus A, welche

0
-1,g+1r-1
EPY) = Ker(dh/mm(@ ™47,
Bemerkungen
(i)  Die Objekte
n, _ Pq
=0 B (1

%
bilden die Objekte eines Komplexes E , dessen Randoperatoren d: E? — E? *l

durch die Differentiale der Spektralsequenz definiert sind und die direkten
Zerlegungen respektieren. Insbesondere bestehen Isomorphien

HYE,) = By
von graduierten Objekten.
(i) Nach Definition ist by ein Faktorobjekt eines Teilobjektes von EP'L. Es besteht
somit die Implikation
EP1=0= BN =0.
(iii)) Eine (kohomologische) Spektralsequenz im ersten Quadranten ist eine
Spektralsequen E = {Ef q} mit

Pq
Er

= 0 fur alle Paare (p,q) mit p <0 oder q <O.
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(iv) Den Begriff der homologischen Spektralsequenz erhélt man, indem man die
Bezeichnungsweise wie folgt dndert.

r _gPq
qu =K

Konvergenz von Spektralsequenzen

Eine kohomologische Spektralsequez E = {Ef q} heif3t beschrankt, wenn es fur jedes n
nur endliche viele EF(? mit p+q = n gibt, welche von Null veschieden sind. Fur jedes

Paar (p, q) gibt es dann ein s mit der Eigenschaft, daf} die auf Efq mit r=s definierten

Differentiale Werte im Nullobjekt annehmen und die Differentiale, welche Werte in Ef q
annehmen, auf dem Nullobjekt definiert sind. Es gilt also

Ef_f_ll = Erpq furaller = s.
Wir setzen
PA_Pq oo
Eoo = E . mit r hinreichend groB.

Falls es einen Komplex H* gibt mit endlicher Filtration FH* (d.h. ein FPH* ist Null
ein anderes gleich H*) mit

EPHP+4/pP+1gp+q = EE;]

fur alle p und alle g, so sagt man, die Spektralsequenz konvergiert gegen H* und
schreibt

Ef;l => HP*d

Eine kohomologische Spektralsequenz E = (Ef q} heilt nach unten beschréinkt

(eigentlich sollte es ‘nach links beschrankt heiflen), wenn es fur jedes n ein s = s(n) gibt
mit der Eigenschaft, da3 die Glieder des Grades n,

Ef(;l mitp+q=n
gleich Null sind fur p < s:
Ef(()]: 0 furp+ q=nund p < s(n).

Bemerkungen

(i) Beschrankte Spektralsequenzen sind nach unten beschréankt.

(i)  Spektralsequenzen in der rechten Halbebene sind nach unten beschrankt, miissen
aber nicht beschrankt sein.

Die Limes-Terme einer Spektralsequenz

Das Objekt Ef_f_ll ist ein Subfaktor von EF 4. Da Subfaktoren von Subfaktoren bis auf

Isomorphie wieder Subfaktoren sind, kann man die Ef q fur alle r als Subfaktoren von

Ef(;l auffassen.
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Ker(p) C p ' (Ker(p) Cp L@y Cpley)C v Cx
e
0€Kerp) C plz) C Y C 7z

le

o€z CwW

Genauer, es gibt Teilobjekte

_pPd Pq — P9 Pq pq pPq _ _Pq
O—Brog .. C Br QBH] C . C Zr+1 ng C ..C ZrO —ErO
mit
E?q = qu/B?q alle p,qundr = Ty
Wir setzen

Pq._ ~A® pq
ZOO = mI‘:I'OZr

Pa._ | gPd
BOO = Ur:rOBr
Pq._ Pq,Pq
E =2Z,/B
Man beachte, im Fall einer beschrankten Spektralsequenz sind die obigen Filtrationen
endlich, und fur jedes Paar (p,q) gibt es ein r, von welchem ab gilt

P4 _ ,Pq RpPY9_ pPd P4 _ gPq
Z,=2.".B =B, E =E."

Regularitat, schwache Konvergenz, Approximation, Konvergenz
Eine Spektralsequenz E = (EF q} heif3t regular, wenn es fur jedes Paar (p,q) ein s gibt,
so daf die auf Ef 4 definierten Differentiale Null sind fur alle r = :

d?q =0 furr = s = s(p,q).

Die Erpq sind dann von dieser Stelle s = s(p,q) an Faktorobjekte voneinander und bilden
fur jedes feste (p,q) ein direktes System.
Eine Spektralsequenz E = (EF q) konvergiert schwach gegen H*, wenn es auf H* eine
Filtration FH* gibt mit

EI;(O] = FPHP+Y/FPHI P+ iy alle p und alle g.

Gilt auBerdem noch

(M FPH* = 0 und| FPH* = H*
(d.h. die Filtration ist separiert und ausschopfend), so sagt man, die Spektralsequenz
approximiert H*.

Eine Spektralsequenz E = {EF q} konvergiert gegen H*, wenn sie H* approximiert,
regulér ist und fur jedes n gilt
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lim pyn/ppyn

p

H" =

Bemerkungen

(i)  Jede schwach konvergente Spektralsequenz approximiert | FPH*/(") FPH*.

(1)  Eine nach unten beschrankte Spektralsequenz konvergiert gegen H*, wenn sie H*
approximiert, denn die Limes-Bedingung ist fur nach unten beschrankte

Spektralsequenzen automatisch erfilllt: es gibt fur jedes n ein p mit FPH? = 0.

(iii) Die Spektralsequenzen bilden eine Kategorie. Die Morphismen werden in der
naheliegenden Weise definiert (vgl. auch Grothendieck, Sur quelques point’s). Es
ist nicht schwer, zu zeigen, jeder Morphismus von konvergierenden

Spaktralsequenzen
fE — E’,
mit der Eigenschaft, dal} es fur jedes Paar (p,q) ein r gibt, so da3

ein [somorphismus ist, induziert einen Isomorphismus H* — H’* (von
graduierten Objekten, nicht notwendig von Komplexen).

Konstruktion von Spektralsequenzen
(mit Hilfe von filtrierten Komplexen)

Seien K ein Komplex mit den Differential 9: K — K (des Grades 1) und
= p
F={F }-p c7
eine absteigende Filtration durch Teilkomplexe von K mit folgenden Eigenschaften

(a) Fur jedes n gibt es ein p mit FPK™ = K® (d.h. die Filtration ist in jedem Grad
nach oben beschriankt)'.

(b)  Fur jedes n gibt es ein p mit FPNK™ = 0 (d.h., die Filtration ist in jedem Grad
nach unten beschrinkt).

Dann gibt es eine Spektralsequenz des Typs E. mit

1
EPY = HPHAEP/RPH) = HO(K).

Die Differentiale des Anfangsterms EII) 9 sind gerade die Zusammenhangshomo-
morphismen der langen Kohomologiesequenz des Tripels (FP, FP +1, FP +2).
Konstruktion
(vgl. Spanier oder Godement oder meine Vorlesungsnotizen zu den Gemischten Hodge-
Strukturen).
Man setzt:

z? := {cEFPK | 9c€FPYK} (= Z(FPK/FPTK) fur r=0, FPK sonst)

ZI; := {c€EFPK | dc = 0} (= Z(FPK))

Dies sind graduierte Moduln bezuiglich einer Graduierung, die von der des Komplexes
K kommt (bis auf eine Verschiebung):

ZP9 = {ceFPKPH | gceFPHTK )
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2% = {ceFPKPH | g = 0}
Es gilt dann:
azP" ”1 C 6K (N FPK C 7P und zp+1 czP
Damit ist das folgende Faktor -Objekt wohldeflmert.
EP =70/ (920} I+l zfjl) (0 im Fall r < 0)".

Weiter gilt
p p p+l — _p
K[\ F KCZOOundZoo CZOO

d.h. das folgende Faktor-Objekt ist wohldefiniert:

+1
B’ =7 JoknEP + 2P
0 [0 0] 0

Die beiden Spektralsequenzen zu einem Doppelkomplex
(bezuglich der vertikalen und der horizontalen Filtration).

Sei ein Doppelkomplex K gegeben, d.h.eine von zwei Indizes abhéngige Familie von
Homomorphismen

dlp’q:Kp’q—> KPt1d ynd de’q:K — gP-a+1

mit p,q €Z wobei gilt
0= dIOd (‘horizontale Differentiale’)
0= dH°dII (‘vertikale Differentiale”)
O=dpfdy+dpdy

Wir nehmen weiter an, fur jedes n gibt es nur endlich viele Paare (p, q) mitp+q=n
und KP4 = 0:
KP4 = 0 fur fast alle (p, q) mit p+q = n.

Wir bezeichnen den zugehorigen einfachen Komplex mit

tot(K)
oder ebenfalls mit K, d.h. es sei
KH =@ Kp,q
p+g=n
d = dI+dII das Differential von K.

Wir versehen diesen Komplex auf zweierlei Weise mit einer Filtration.
K=, kP9
p=p
FiK=@ , KP4
q=q

Beide Filtrationen sind offensichtlich in jedem Grad nach oben und unten beschrankt1.
Es gibt also zwei Spektralsequenzen, die gegen denselben Limes konvergieren:

EP = Hj(KP*) => H'(K).
EP = HP(K*9) => HY(K).
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Dabei bezeichne KP* fiir jedes p den einfachen Komplex mit dem Differential dIIIKp*

und

H?I(Kp*)
dessen g-te Kohomologie. Analog bezeichne K*4 fur jedes q den einfachen Komplex
mit dem Differential dIIK*q und

Hp(K*9)
dessen p-te Kohomologie. Wir schreiben im folgenden einfach H?I(K) und H%) (K)

anstelle von H%(Kp*) bzw. H%)(K*q). Beide bilden als Glieder einer Spektralsequenz

Komplexe. Aus der Konstruktion der Spektralsequenz zu einem filtrierten Komplex
kann man eine Beschreibung von deren Differentialen gewinnen: sie werden gerade von

den Differentialen dI bzw. dII induziert. Damit erhalten wir:

qu = H%H?I(K) => HY(K).

ESY = H{HP(K) => HY(K).
Man spricht von den beiden Spektralsequenzen eines Doppelkomplexes.

Beispiel. Hyperkohomologie-Spektralsequenzen
(vgl. Grothendieck)

Seien C und D abelsche Kategorien und F: C — D ein additiver Funktor. Weiter seien

K
ein nach links beschrankter Komplex in C, d.h.
Kn=0fl’1rn>>0,

und
0—K-—L
eine injektive Auflosung von K in der Kategorie der Komplexe tiber C. Dann ist L ein

Doppelkomplex uber C und F(L) ein Doppelkomplex uiber D. Die zugehorigen beiden
Spektralsequenze haben die Gestalt

1F5 4 = HPRIF(K)) = H"(tot(FL))

1IFS Y = RPE(HY(K)) = H(tot(FL)).

wobei tot(FL) den zum Doppelkomplex FL gehorigen einfachen Komplex bezeichnet.
Aus den beiden Spektralsequenzen ergibt sich, dall die Limes-Terme nicht von der
speziellen Wahl der Auflosung L abhiangen. Die

H"(tot(FL))

heilen Hyperkohomologie von F im Komplex K und die beiden Spektralsequenzen
heiBen Hyperkohomologie-Spektralsequenzen von F in K.

Beispiel. Die Spektralsequenz einer Funktorkomposition
(vgl. Grothendieck)

Seien
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F.C— C und GC—C”
zwei additive linksexakte Funktoren abelscher Kategorien.Es gelte

(@) Cund C’ besitzen geniigend viele injektive Objekte (d.h. jedes Objekt sei
Teilobjekt eines injektiven).
(b) Fund G sind linksexakt.

(c) F uberfuhrt injektive Objekte in G-azyklische Objekte (d.h. solche, die RIG fir
>0 annulliert).

Dann existiert fur jedes Objekt A € C eine Spektralsequenz in C”,

ESY = RPG°RIF(A) => RN(G°F)(A)

Dies ergibt sich als Anwendung der beiden Hyperkohomologie-Spektralsequenzen.
Beweis-Idee: man wihle eine injektive Auflosung von A,

0 —>A—I*
und betrachte die Hyperkohomologie-Spektralsequenzen von G in F(I*). Die
Anfangsterme der einen sind gerade die der oben angegebenen Spektralsequenz. Die
andere Sequenz entartet (alle Differentiale sind Null) und gestattet es, den gemeinsamen
Limes-Term auszurechnen. Es ist gerade der Limes-Term der oben angegebenen
Spektralsequenz.

Beispiel: Die Kunneth-Spektralsequenz

Seien X und Y simpliziale Mengen und A eine abelsche Gruppe. Dann gibt es eine

Spektralsequenz

2
E' =H (X,H (Y,A)=>H X;Y, A).
b= HYOCH (YA) =>H (XY, A)

Diese heifit Kiinneth-Spektralsequenz. Dabei Bezeichne X;Y die simpliziale Menge mit

(XXY)n = XnXYn und (XXY)(f) = fxf

fur Morphismen f von d.
Bemerkungen
(1)  Fur jedes feste m ist auch durch

[n] » XnX Ym I X(f)XIdX

m
eine simpliziale Menge definiert mit der Realisierung

IXIXYm.
Wir erhalten so einen simplizialen topologischen Raum
[m] — IXIXXm , T IXIXY(F).

So ahnlich wie die Realisierung einer simplizialen Menge, kann man die
Realisierung simplizialer topologischer Raume definieren und erhalt so als
Realisierung den topologischen Raum

IXIxIYI.
Nach dem Satz von Eilenberg-Zilver (siehe Gelfand & Manin) gilt

IXxY| = IXIxIYI.
(Nach Eilenberg-Zilver gilt die analoge Aussage fur beliebige Bifunktoren
(AXA)P s Ens,
d.h. die Realisierung der Diagonalen ist gleich der iterierten Realisierung).
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(i) Die Kunneth-Spektralsequenz ist eine Spektralsequenz zum Doppelkomplex

C,(X)®C,(Y,A) = C,(X)®C,(Y)®A.

Die Komplexe der vertikalen Filtration dieses Doppelkomplexes haben die Gestalt

C_(X)®C(Y.A)

mit der Homologie

Hq(Cn(X)®C*(Y,A)) = Cn(X)®Hq(C*(Y,A)) = Cn(X)®Hq(Y,A).

Die Isomorphie links besteht, weil die Cn(X) freie abelsche Gruppen sind. Die
Spektralsequenz bekommt die Gestalt

H (X,H (Y,A)=>H__ (C,(X)®C,(Y)®A).
p& H Y, Ay =>H  (CXOC,(NBA)

Der einfache Komplex zum Doppelkomplex C (X)®C,(Y) hat im Grad n die

Gestalt

Cn(XXY) = (C,.(X)®C *(Y))n =@ N Cp(X)@Cq(Y)

p+q=

Der direkte Summand zum Paar (p,q) wird frei erzeugt von den Elementen der
Gestalt

x®y mit x € Xp und y € Yq.

Sie entsprechen gerade den direkten Produkten aus einem p-Simplex und einem g-
Simplex. Die durch X auf IXI| definierte Triangulierung und die durch Y auf IYI

definierte Triangulierung definieren auf IXIx|Y| eine Zellzerlegung, und
C, (XXY)®A

ist gerade der Ketten-Komplex zu dieser Zellzerlegung. Seine Homologie ist
deshalb gleich

Hn(C*(X)®C*(Y)®A) = Hn(IXIXIYI, A)= Hn(IXXYI, A)= Hn(XXY, A).

Beispiel. Die Lerray-Serre-Spektral-Sequenz
(vgl. Spanier)
Seien B ein linear zusammenhéangender Zellkomplex und f: E — B ein Hurewicz-

Faser-Raum, d.h. f besitzt die Homotopie-Liftungseigenschaft fur beliebige
topologische Raume, d.h. jedes kommutative Diagramm von stetigen Abbildungen
topologischer Raume der Gestalt

€0
Xx{0} — E

M f
.
Xx]I — B
1aBt sich kommutativ ergdnzen durch eine stetitg Abbildung XxI — E.

Fur einen Punkt e € 1(b) aus der Faser tber b € B und X = {e} ergibt sich

insbesondere, daf sich jeder Weg in B mit dem Anfang in b anheben a3t zu einen Weg
in E mit Anfang in e.
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Fur X =1 1(b) sieht man, dal} jeder Weg
v:I—B
in B mit dem Anfang in b eine stetige Abbildung
G: flibyxI — E
mit f(F(e, 1)) =vy(1) definiert, und damit insbesonder eine stetige Abbildung

1 1
E =1 " (0) —1 (y(1)=E
y0) =T OO) = Fla) =E, )
der Faser uber dem Anfang von y in die Faser iiber dem Ende von y. Man kann zeigen
(Spanier, Theorem 2.8.12), diese Abbildung ist bis auf Homotopie eindeutig bestimmt,
und homotope Wege fuhren zu homotopen Abbildungen. Insbesonder ist die auf den
Homologie-Gruppen induzierte Abbildung

y*:Hn(EY(O)) — Hn(Ey(l))

eindeutig bestimmt und héngt nur von der Homotopie-Klasse von y ab. Mit anderen
Worten, fur jedes n ist durch

X B Hn(EX) Y P Yo
ein lokales System auf B definiert, welches wir mit Hn(Ex) bezeichnen. Der Hurewicz-

Faser-Raum definiert dann eine Spektralsequenz (Spanier, Theorem 9.3.16)

2
Ep q= Hp(B, Hq(EX)) => Hp+q(E).
Sind B oder die Fasern einfach zusammenhéangend, so ist das lokale System konstant
und man kann Hq(EX) wie eine gewohnliche abelsche Gruppe behandeln.

Bemerkung

Dieser Satz besitzt zahlreiche Variationen und Verallgemeinerungen. Seine natirliche
Gestalt bekommt er im Kontext von simplizialen Mengen und Kan-Faser-Raumen.
Seine erste Formulierung stammt von Serre und spielte eine wichtige Rolle bei der
Berechnung der Homotopie-Gruppen von Sphiren.
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