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Vorbemerkung

In der Vorlesung Funktionentheorie I haben sie sich im wesentlichen mit der komplexen

Ebene C und deren offenen Teilmengen beschiftigt. Der Gegenstand dieser Vorlegung
sind topologische Réume, die lokal so aussehen wie die komplexe Ebene (also zum
Beispiel die Riemannsche Zahlenkugel). Solche Rdume heiflen Riemannsche Flachen.
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1. Uberlagerungen

Die Theorie der Riemannschen Flidchen verdankt ihre Entstehung der einfachen
Tatsache, daf} bei der analytischen Fortsetzung holomorpher Funktionen entlang
unterschiedlicher Wege Funktionen mit unterschiedlichen Werten auftreten konnen.
Man erhilt also, wenn man die Keime holomorpher Funktionen uneingeschrénkt
fortsetzt im allgemeinen Funktionen mit mehr als einem Wert an den verschiedenen
Stellen. Um erneut eindeutige Funktionen zu erhalten, ersetzt man den
Definitionsbereich durch eine tiber der komplexen Ebene liegende mehrbléttrige Fléche,
welche tiber jedem Punkt der komplexen Ebene soviele Punkte besitzt, wie es durch
Fortsetzung entstehende Funktionen-Keime gibt. Dadurch wird die auf dieser
Uberlagerungsfliche definierte analytische Funktion eindeutig. Indem man von der
Tatsache abstrahiert, daf diese Flédche tiber der komplexen Ebene (oder der
Riemannschen Zahlenkugel liegt, erhilt man den allgemeinen Begriff der Riemannschen
Flache als Definitionsbereich der analytischen Funktionen einer komplexen Variablen.

In diesem Abschnitt untersuchen wir vor allem den allgemeinen Begriff der
Riemannschen Fliiche und den der Uberlagerung aus topologischer und analytischer
Sicht. Die Theorie der Uberlagerungen wird dann auf die Probleme der analytischen
Fortsetzung, der Konstruktion der Riemannschen Flédche einer algebraischen Funktion,
der Integration von Differentialformen und die Losung linearer Differentialgleichungen
angewandt.



1.1 Definition der Riemannschen Fldchen

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff der Riemannschen Fliche, die Begriffe
der holomorphen und meromorphen Funktionen auf diesen Flachen und den Begriff der
holomorphen Abbildung von Riemannschen Flédchen.

1.1.1 Mannigfaltigkeiten und Atlanten
Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum X, der dem Hausdorff-

Axiom geniigt und lokal isomorph ist zu offenen Mengen des IR™, d.h. fiir jeden Punkt
xEX gibt es eine offene Umgebung U von X, und einen HomGomorphismus

p:U— V(CRDY
mit einer offenen Menge V des IR™. Die Homdomorphismen ¢ heiien auch Karten von

X und deren Definitionsbereiche U Koordinaten-Umgebungen. Ein Atlas von X ist eine
Familie von Karten, deren Koordinaten-Umgebungen den Raum X tiberdecken.

1.1.2 Holomorph vertrigliche Karten und komplexe Atlanten

Sei X eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Wir identifizieren den R mit den
komplexen Zahlen

R2:61R+62R:1-R+i-R,1::e

Zwei Karten von X,

l,i:e

5
p:U— V(CCundg: U — v’ (CC)
heiflen holomorph vertréglich, wenn die Zusammensetzung
CP’OCP_I : (p(U’mU”) N Cp’(U,mU”)
eine biholomorphe Abbildung ist. Ein komplexer Atlas von X ist ein Atlas mit der
Eigenschaft,, da3 je zwei Karten holomorph vertriglich sind. Zwei komplexe Atlanten
von heiBlen holomorph vertréglich, wenn jede Karte des einen holomoprh vertréglich

ist mit jeder Karte des anderen.
Bemerkungen

(i) Istg: U— V ein Karte von X und U1 C U eine offene Teilmenge von U, so ist
auch

P = cpIUI: U1 — V1

mit V1 = cp(Ul) eine Karte von X, und diese ist holomorph vertraglich mit ¢.

(ii) Die holomorphe Vertriglichkeit von komplexen Atlanten ist eine Aquivalenz-
Relation. Das folgt im wesentlichen aus der Tatsache, daf} die Zusammensetung
biholomorpher Abbildungen biholomorph ist.

1.1.3 Komplexe Strukturen

Sei X eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Eine komplexe Struktur auf X ist eine

Aquivalenzklasse von holomorph vertréiiglichen komplexen Atlanten von X.

Bemerkungen

(i)  Eine komplexe Struktur auf X kann man dadurch definieren, da3 man einen
komplexen Atlas A von X angibt.

(i)  Zu jeder komplexen Struktur von X gehort ein eindeutig bestimmter maximaler

Atlas A* von X. Ist die komplexe Struktur von X durch A gegeben, so besteht

A* aus allen Karten von X, die mit den Karten von A holomorph vertriiglich sind.
(iii)) Ein Atlas der komplexen Struktur ist dann gerade ein Atlas von X, welcher als

Menge in A* enthalten ist.




1.1.4 Riemannsche Flichen

Eine Riemannsche Fliche ist ein Paar (X, ) bestehend aus einer zweidimensionalen

zusammenhingenden' Mannigfaltigkeit und einer komplexen Struktur = von X.

Bemerkungen

(i)  Oft werden wir anstelle von (X, X) einfach nur X schreiben, wenn klar ist, welches
die komplexe Struktur sein soll.

(i1) Manchmal schreiben wir auch (X, A) anstelle von (X, X) mit einem Atlas Avonz.

(iii) Vereinbarung: Unter einer Karte einer Riemannschen Flidche X wollen wir im
folgenden eine Karte von X verstehen, die Element des maximalen Atlas ist.

(iv) Lokal ist eine Riemannsche Flédche nichts anderes als eine offene Teilmenge der

Komplexen Ebene: eine Karten ¢: U — V von X identifiziert die Punkte von U

gerade mit den Punkten der offenen Teilmenge V C C. Alledings liegt ein Punkt

von X in vielen Koordinaten-Umgebungen von X und keine der zugehdrigen
Karten hat irgendeinen Vorrang vor der anderen. Deshalb kann man aus der
Funktionentheorie der komplexen Ebene nur diejenigen Begriffe in die Theorie
der Riemannschen Flidchen tibernehmen, die nicht von der speziellen Wahl einer
Karte abhéngen.

1.1.5 Beispiele fiir Riemannsche Flichen

(a) Die komplexe Ebene C
Die komplexe Struktur von C wird durch den Atlas definiert, dessen einzige Karte die
identische Abbildung C—C ist.

(b) Gebiete in Riemannschen Flichen

Seien X eine Riemannsche Fliche und Y C X ein Gebiet von X (d.h. eine offene

zusammenhéingende Teilmenge von X). Dann ist Y in natiirlicher Weise eine
Riemannsche Fliche: die komplexe Struktur von Y kann man durch den Atlas definieren,

der aus allen Karten ¢: U — V von X besteht mit U C Y.

Insbesondere wird so jedes Gebiet von C zu einer Riemannschen Fliche.

(¢) Die Riemannsche Zahlenkugel
Wir setzen

P! = CU{o0},
wobei o0 einen Punkt bezeichnen soll, die nicht in C liegt. Wir fiihren in P! wie folgt

eine Topologie ein. Die offenen Mengen von P! sollen die offenen Mengen von C
sein zusammen mit den Mengen der Gestalt

VU {00},
wobei V C C das Komplement einer kompakten Teilmenge von C sein soll. Auf diese
Weise wird P! zu einem kompakten Hausdorff-Raum. Wir setzen
U, =Pl {0} =C
U, =Pl - {0} = CxU{oo}
und betrachten die folgenden Abbildungen.

" Ein topologischer Raum X heiBt zusammenhéingend, wenn er sich nicht zerlegen 148t in zwei nicht-
leere disjunkte offene Teilmengen.



Cp11U1—>C,Z|—)Z,

cp2:U2—>(C,Z|-> 1/zund c0 » O.

Bei beiden handelt es sich um Homdomorphismen. Wegen
1 _
P! = U, UU2
wird [P 1 auf diese Weise zu einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit mit dem Atlas
{0 @y
AuBerdem ist
cp_21°cp1: Cr —=5C+ 2z 12
biholomorph (und zu sich selbst invers), d.h. {cpl, cp2} ist ein komplexer Atlas von P!

Mit der durch diesen Atlas definierten komplexen Struktur heif3t P! Riemannsche
Zahlenkugel. Der Punkt oo heif3t auch Fernpunkt von P! Die beiden obigen Karten ?

von Pl wollen wir auch Standard-Karten des Pl nennen.
Bemerkung

Die Bezeichnung P! kommt von der Tatsache, dal man P! mit der projektiven Geraden
tiber den komplexen Zahlen identifizieren kann.

(d) Komplexe Tori
Seien W, 0y eC komplexe Zahlen, die linear unabhiingig iiber den reellen Zahlen sind
und sei

I':= Zool +Z(1)2= {n(x)1 +mw2In,mEZ}.

Die Menge I' heifit das von ®, und ®, erzeugte Gitter. Zwei komplexe Zahlen hei3en

dquivalent modulo I, wenn ihre Differenz in I liegt. Die Menge aller Aquivalenzklassen
wird mit
Cr

bezeichnet. Sei

n C— (C/Z, z B z+I,
die natiirliche Abbildung, welche jede komplexe Zahl in ihre Aquivalenzklasse abbildet.
Wir fiihren in der Menge Crr wie folgt eine Topologie ein. Eine Teilmenge

vuCCr

soll genau dann offen sein, wenn ihr vollstindiges Urbild n'l(U) C C vei der

nattirlichen Abbildung offen ist. Auf diese Weise wird Crr zum topologischen Raum,
und die natiirliche Abbildung it zu einer stetigen Abbildung.

Bemerkungen

i WeilC zusammenhéngend ist, ist auch Cr zusammenhéangend.

(1)  Als stetiges Bild der kompakten Menge

P:= {7»001 + uw, I A, ugl[0,1]}

2
ist Cr kompakt.
(ii1) Nach Definition der Topologie von CIr ist die natiirliche Abbildung offen, d.h.

das Bild offener Teilmengen ist offen: fiir V. C C offen ist auch



(iv)

V)
(iv)

ey

_1 _
(V) = Uyer V+y

eine offene Teilmenge von C. Also ist (V) offen in Crr.
Wir fiihren jetzt wie folgt auf CIr eine komplexe Struktur ein. Sei

vCC

eine offene Teilmenge mit der Eigenschaft, dal keine zwei Punkte von C
dquivalent modulo I sind (jede Teilmenge mit hinreichend kleinem Durchmesser
hat diese Eigenschaft). Wir setzen U := 7(V). Dann ist die Einschrinkung

T I:J'|1|VIV—)U

bijektiv, offen und stetig, also ein Homdoomorphismus. Betrachten wir die
Umkehrungen

o=@yl u—v
aller Abbildungen dieser Gestalt. Dies sind offensichtlich Karten der

Mannigfaltigkeit C/T, die einen Atlas von C/T bilden. Es reicht zu zeigen, je zwei
Karten dieses Atlas sind holomorph vertriiglich, dann dann definiert diese Atlas

eine komplexe Struktur auf Cir. Seien
P Ui — Vi
zwei Karten aus dem beschriebenen Atlas und betrachten wir die Abbildung
-1
w = (pzocpl . (Pl(UlmUz) — (P2(UlmU2)
Fiir jedes z € cpl(UlﬂUz) gilt T(y(z)) = (nocpzocp'll)(z) = cp'll(z) = 11(z), also
Y(iz)-z€T,
d.h. ¢y’ = - Id ist eine stetige Funktion ¢ 1(UlﬂU2) — ' mit Werten in der

diskreten  Menge I, also als solche  konstant auf  jeder
Zusammenhangskomponente ihres Definitonsbereichs. Insbesondere ist 1’
holomorph. Dann ist aber auch

=y +1d

eine holomorphe Funktion. Indem man in der obigen Betrachtung die Rollen von
P, und ®y vertauscht, sieht man, dafl auch w'l holomorph ist. Mit anderen

Worten 1 ist biholomorph und die beiden Karten sind holomorph vertraglich.

Die Mannigfaltigkeit C/T mit der eben beschriebenen komplexen Struktur heif3t

komplexer Torus (der komplexen Dimension 1).
Sei

sl=pzeCli=1
der Einheitskreis. Dann sind die Faser der Abbildung
C— slxsl, leﬂmz 3 (e2ni)», ezni“),
gerade die Aquivalenzklassen modulo I, d.h. diese Abbildung induziert eine
Bijektion
Cr —s slxsl,
Diese Abbildung ist stetig (weil (1) stetig ist), also ein Homdomorphismus.

1.1.6 Definition: Holomorphe Funktionen

Seien X eine Riemannsche Fliche, Y C X eine offene Teilmengen und

f:Y—>(C



eine Funktion. Diese Funktion heif3t holomorph, wenn fiir jede Karte ¢: U — V von X
die Funktion
focp'lz eUNY) — C

holomorph ist im gewohnlichem Sinne (d.h. als Funktion zwischen Teilmengen der
komplexen Ebene). Die Menge aller auf Y holomorphen Funktionen wird mit

O(Y)

bezeichnet.

1.1.7 Bemerkungen zum Begriff der holomorphen Funktion
(1)  Summe und Produkt holomorpher Funktionen sind holomorph. Die konstante

Funktion ist holomorph. Mit anderen Worten O(Y) ist eine (C-Algebra.

(i)) Die Bedingung der Holomorphie muf3 man nicht fiir sémtliche Karten des
maximalen Atlas iiberpriifen. Es reicht, dies fiir eine Familie von Karten zu tun,
deren Koordinatenumgebungen die Menge Y tiberdecken. Fiir alle anderen Karten
ist dann die Bedingung automatisch erfiillt.

(iii)) Sei @: U —> V eine Karte der Riemannschen Flidche X. Dann ist ¢ holomorph

1

(weil o™ die identische Abbildung ist). Wir werden Karten im folgenden oft

mit dem Buchstaben z: U — V bezeichnen.

1.1.8 Satz von Riemann iiber die hebbaren Liicken
Seien U C X eine offene Teilmenge einer Riemannschen Fliche X, und
fe O - {a})
eine beschrinkte Funktion, die holomorph ist auf einer punktierten Umgebung des

Punktes a € U. Dann gibt es genau eine Fortsetzung von f zu einer holomorphen
Funktion

Teow.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von Riemann iiber die hebbaren Liicken

holomorpher Funktionen der komplexen Ebene.
QED.

1.1.9 Holomorphe Abbildungen

Sei f: X — X' eine stetige Abbildung von Riemannschen Flichen X und X'. Diese
Abbildung heifit holomorph, wenn fiir je zwei Karten
¢ U—Vundog:U — V'
von X bzw. X' mit f(U) C U' die Zusammensetzung
cp'°f°cp'1: v—svCC
eine holomorphe Funktion auf der offenen Teilmenge V der komplexen Ebene im

urspriinglichem Sinne ist.

flu
U— U

col N lcp’

V-V

Die Abbildung f heilt biholomorph, wenn sie auerdem bijektiv und die Umkehrung
von f ebenfalls holomorph ist. Zwei Riemannsche Flichen X und X' heilen isomorph,

wenn es eine biholomorphe Abbildung X — X' gibt.



Bemerkungen
(1)  Im Spezialfall X' = Cisteine holomorphe Abbildung dasselbe wie eine
holomorphe Funktion.

(1)  Fiir je zwei holomorphe Abbildungen f: X — X' und {': X' — X" ist die
Zusammensetzung f"of: X — X" ebenfalls eine holomorphe Abbildung.

(iii)) Eine stetige Abbildung f: X — X' von Riemannschen Flichen ist genau dann
holomorph, wenn fiir jede offene Menge U' C X' und jede holomorphe Funktion
¢:U'—C die Verpflanzung entlang f

(@) := glof: £ 1(U) — C
eine holomorphe Funktion ist, d.h. wenn
O C oLy
gilt fiir jede offene Teilmenge U' C X' (wegen 1.1.7(iii) und (ii)).
(iv) Eine holomorphe Abbildung f: X — Y induziert also eine Abbildung
£ O(V) — O(FL(V)), ¢ 1> @of,
fiir jede offene Teilmenge V C Y. Dies ist offensichtlich ein Homomorphismus

von (C—Algebren. Ist g: Y — Z eine zweite holomorphe Abbildung, so gilt

(goH)*(@) = @ogef = *(@og) = *(g*(p)),
d.h. es gilt

(gef)* = frog*.
1.1.10 Eindeutigkeitssatz

Seien f, g: X — X' zwei holomorphe Abbildungen Riemannscher Flidchen X, X' und

ACX
eine Menge von Punkten, auf welcher f und g {ibereinstimmen,
flA = glA.
Falls A einen Hiufungspunkt besitzt, sind f und g gleich auf X.
Beweis. O.B.d.A sei A die Menge aller Punkte, in denen f und g tibereinstimmen. Wir
setzen

G = {x€X | es gibt eine offene Umgebung W von x mit fIW = glw}.
Es reicht zu zeigen, G = X. Nach Definiton ist G offen. Zeigen wir, G ist auch
abgeschlossen. Sei

b€ G

ein Randpunkt von G. Es reicht zu zeigen, b liegt in der Menge G. Angenommen, b liegt
nicht in G. Aus der Stetigkeit von f und g folgt,

f(b) = g(b).
Wir wihlen eine Koordinaten-Umgebung U' C X' von f(b) = g(b) und eine

Koordinaten-Umgebung U C X von b mit f(U) C U' und g(U) C U'. Das ist moglich,
weil f und g stetig sind. Wir identifizieren U und U' mit Hilfe geeigneter Karten mit
offenen Mengen der komplexen Ebene

UCCundu CC

und betrachten die holomorphen Funktionen

fl. : U— U'und gl

U :U— U

U



Diese stimmen auf der Menge A( U iiberein. Der Punkt b ist ein Punkt dieser Menge,

und sogar ein Hiaufungspunkt (wegen b&G und bEJG gibt es eine Folge in G C A, die
gegen b geht). Betrachten wir die Potenzreihen-Entwicklung der Differenz

fIU - glU
in Punkt b. O.B.d.A. sei b = 0. Dann hat die Potenzreihe die Gestalt
) Ma +a  z+a z2+..)mita =0,
n n+1 n+2 n

es sei denn die Differenz ist identisch Null in einer ganzen Umgebung von 0. Eine
Funktion der Gestalt (2) hat aber in einer ganzen punktierten Umgebung von O keine
weiteren Nullstellen. Das steht im Widerspruch, zur Hiufungspunkt-Eigenschaft von b.
Damit ist gezeigt, die beiden Funktionen sind in einer ganzen Umgebung von b gleich.
Dann gilt aber b € G.

Wir haben gezeigt, G ist gleichzeitig eine offene und abgeschlossene Teilmenge von X.
Wei X zusammenhéangend ist, folgt

G = oder G=X.
Der erste Fall tritt, wie wir gerade gesehen haben, nicht ein.” Also gilt G = X, d.h. fund g
sind auf ganz X gleich.
QED.

1.1.11 Definition: Meromorphe Funktionen

Seien X eine Riemannsche Fliche und Y C X eine offene Teilmenge. Eine meromorphe
Funktion auf Y ist eine holomorphe Funktion
..y —C
auf einer offenen Teilmenge Y' von Y, wobei folgende Bedingungen erfiillt sind.
(1) Y - Y' besteht aus lauter isolierten Punkten von Y.
(i1) Fiir jeden PunktpE Y - Y' gilt

lim 1ex)l = o0,
X—Pp
Die Punkte von Y - Y' heiflen dann Pole von f. Die Menge der meromorphen Funktionen
auf Y wird mit

M(Y)
bezeichnet.
Bemerkungen
(i) Seien p ein Pol von fund z: U — V eine Karte von X mit p € U und z(p) = 0.

Dann kann man f in einer Umgebung von p in eine Laurent-Reihe

R Ly
f= 3 ¢z
v=-k
entwickeln®.
(ii) Die Menge M(Y) besitzt in natiirlicher Weise die Struktur einer (C—Algebra.
Summe und Produkt meromorpher Funktionen f,g € M(Y) werden wie fiir

holomorphe Funktionen definiert, zumindest in den Punkten, in denen beide
Funktionen holomorph sind. Danach setzt man die entstehende Funktion fort auf

alle hebbaren Liicken. Das Ergebnis wird mit f + g bzw. feg bezeichnet.

? die Hdufungspunkt von A liegen in G.
? Die zweite Bedingung in der Definition der meromorphen Funktionen schlieBt den Fall einer
wesentlichen Singularitit aus.
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1.1.12 Beispiel
Seien n eine natiirliche Zahl und

F(Z)=Zn+C zn'1+...+c ,C.EC,
1 n’i

ein Polynom. Dann definiert F eine holomorphe Funktion

ngsen wir C als offene Teilmenge der Riemannschen Zahlenkugel ]Pl auf, so erhalten
wir

lim _
, A  F(z)l = co.

Insbesondere ist F € M(]P)l).

1.1.13 Meromorphe Funktionen als holomorphe Abbildungen mit Werten in IPI

Seien X eine Riemannsche Flidche und f € M(X). Fiir jeden Pol p von f setzen wir
f(p) := o0 € PL.
Dann wird f zu einer holomorphen Abbildung
X — Pl
Ist umgekehrt f: X — P! eine holomorphe Abbildung, dann ist f entweder konstant
gleich co oder die Menge f 1(oo) besteht nur aus isolierten Punkten und die
Einschriankung von f auf das Komplement dieser Menge ist eine meromorphe Funktion
X -fl(e) —C
von X.

Bemerkung
Im folgenden werden wir zwischen meromorphen Funktionen auf X und holomorphen

Abbildungen X — P! keinen Unterschied machen.
Beweis. Sei
X — Pl
die oben beschriebene Fortsetzung einer meromorphen Funktion von X, und sei pEX
ein Pol dieser meromorphen Funktion. Wir haben zu zeigen, f ist holomorph in einer

Umgebung von p. Wir wihlen eine Karte zz U — V von X mit p€U und z(p) = 0.
Nach Bemerkung (i) von 1.1.11 hat dann f in einer Umgebung von p die Gestalt

-1 2, 82
f= Zk (c_k+ € 112 + € 140? +..)= zk
- B 2 .
Wir kénnen annehmen, C #0, d.h. g(z) = c_k+ € 1t1Z + € 10? + ... ist eine in einer

Umgebung von p homorphe Funktion, die in p keine Nullstelle hat. Dann ist aber auch

das Inverse
h(z) := 1/g(z)
holomorph in einer Umgebung von p. Indem wir U bei Bedarf verkleinern, kénnen wir
annehmen,
h ist holomorph auf U.
Sei jetzt

cp:U2—>(C,Z|—> 1/zund oo 1 0

die Karte der Riemannschen Zahlenkugel von 1.1.5 (c), welche den Fernpunkt enthilt.

Dann gilt
k

Z k
(pof)(z) = 2@ =~ *h(z),

10



11

d.h. gof: U — C ist eine holomorphe Funktion. Dann ist aber f in einer Umgebung

von p eine holomorphe Abbildung.

Wir haben gezeigt, jede meromorphe Funktion auf X 146t sich zu einer holomorphen
Abbildung mit Werten in der Riemannschen Zahlenkugel fortsetzen.

Sei jetzt umgekehrt

f: X — P 1
eine holomorphe Abbildung. Falls die Menge
(o0
einen Haufungspunkt enthélt, so stimmt f nach dem Eindeutigkeitssatz 1.1.10 mit der
konstanten Funktion

X — ]Pl, X B 00,
tiberein. Andernfalls besteht f 1(oo) also aus lauter isolierten Punkten (ist also eine
abgeschlossene Menge). Trivialerweise ist die Einschrinkung

X - (o) — P!
der holomorphen Abbildung f eine holomorphe Abbildung, deren Werte von oo
verschieden sind, also in C liegen. Mit anderen Worten, dies ist eine meromorphe

Funktion mit der Polmenge f 1(oo).
QED.

1.1.14 Folgerung

Aus 1.1.13 folgt, da der Eindeutigkeitssatz 1.1.10 auch fiir meromorphe Funktionen
gilt. Ein von Null verschiedenes Element

feMX) - {0}
besitzt damit nur isolierte Nullstellen, d.h. 1/f definiert eine meromorphe Funktion auf X.
Mit anderen Worten,
M(X) ist ein Korper
fiir jede Riemannsche Fliche X.

1.2 Elementare Eigenschaften holomorpher Abbildungen

In diesem Abschnitt weisen wir einige elementare topologische Eigenschaften
holomorpher Abbildungen von Riemannschen Fldchen nach. Und wir zeigen, wie man
aus ihnen bekannte Sitze der Funktionen-Theorie der komplexen Ebene ableitet, wie
zum Beispiel den Satz von Liouville und den Fundamentalsatz der Algebra.

1.2.1 Die lokale Gestalt der holomorphen Abbildungen
Seien f: X — X’ eine nicht-konstante Abbildung Riemannscher Fldachen und
aeX,a’ =flaeXx’
ein Punkt und dessen Bildpunkt. Dann gibt es Karten
¢:U—Vundg:U —V’
und eine natiirlichen Zahl k mit folgenden Eigenschaften.
(1) ae U, p(a)=0,2€U0’°,¢p’(@’)=0.
(i) fuyCcw
(iii))  Das Diagramm

11
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flu
U— U’

CPl lCP’
\Y _f> Vv’

ist kommuativ, wobei T die Abbildung mit ?(z) = zk.

Mit anderen Worten, jede Abbildung Riemannscher Flidchen hat lokal die Gestalt z |->zk.

Beweis. Offensichtlich kann man stets Karten finden, fiir welche die erste Bedingung

erfiillt ist. Dann kann man U durch die offene Umgebung U(\f 1(U’) ersetzen und
erhélt so zwei Karten, fiir welche (i) und (ii) gilt. Wir setzen

T .= q)’ofocp'l
und erhalten ein kommutatives Viereck wie in (iii). Wir miissen noch zeigen, man kann

die Karten so abéindern, daB T die angegebene Gestalt bekommt. Wegen (1) gilt
T(0)= ¢ (f@) =¢'@@) =0,
d.h. T hat die Gestalt
T =72)

mit einer holomorphen Funktion g mit g(0) # 0. Nach dem holomorphen Satz tiber
implizite Funktionen besitzt die Abbildung

C—)C, YRS Zk,

k
in der Umgebung jedes vom Ursprung verschiedenen Punktes lokal eine Umkehrung V.
Es gibt deshalb in einer Umgebung des Ursprungs eine holomorphe Funktion h mit

k 4
h™ =g
Indem wir U und V passend verkleinern, erreichen wir, da h auf ganz V definiert ist und
auf ganz U die angegebene Identitit gilt. Wir erhalten
T(2) = (zh(z))X fiir jedes zEV

mit einer holomorphen Funktion h auf V, die im Ursprung ungleich Null ist.
Die Abbildung

V— (C, z & zh(z),

hat dann im Ursprung eine von Null verschiedene Ableitung. In einer Umgebung des
Ursprungs ist die Abbildung somit biholomorph (nach dem Satz iiber implizite
Funktionen). Indem wir V geeignet verkleinern erhalten wir eine biholomorphe
Abbildung

P:V— \Y
(von offenen Mengen der komplexen Ebene). Nach Konstruktion gilt

?(z) = w(z)k flirzeV,
also (?ow'l)(z) = 7K. Wir ersetzen die Karte ¢ durch die Karte yeo@. Die Abbildung T
wird dabei durch die Abbildung ?ow'l ersetzt, bekommt also die Gestalt

?(z) = zk.

k k
*h(z) = \/; wobie '\/_holomorphe Funktion in einer Umgebung von g(O)E(C—{O} ist.

12
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QED.
Bemerkung
Die in der obigen Aussage auftretende Zahl k kann man wie folgt charakterisieren. Fiir

jede Umgebung U von a gibt es eine Umgebung U C UO von a und eine Umgebung

0
W von a’ = f(a) derart, daf

rlxyNu
fiir jedes x’€W - {a’} aus genau k Punkten besteht. Die Zahl k heiflt auch Vielfachheit,

mit welcher f in a den Wert a’ annimmt oder auch Verzweigungsindex von f im Punkt a
und wird mit
e, ®

bezeichnet.

1.2.2 Beispiel
Sei

_k k-1
f(z)=z +C1Z +...+ck

ein Polynom des Grades k mit komplexen Koeffizienten. Dann kann man f als
holomorphe Abbbildung
. PL P!

ansehen mit f(co) = co. Durch Verwendung der Standard-Karte von Pl im Fernpunkt
sieht man, dal} f in co den Verzweigungsindex k besitzt:

1 Z Z

= = =7
f(172) = K515 1+clz+...+ckzk

mit einer holomorphen Funktion h mit h(0) # 0.

Kh(z)

1.2.3 Folgerung
Jede nicht-konstante holomorphe Abbildung f: X — X ist offen, d.h. sie tiberfiihrt
offene Mengen in offene Mengen.

Beweis. Nach 1.2.1 ist fiir jede Umgebung U eines Punktes aEX die Menge f(U) eine

Umgebung des Punktes a’ = f(a) von X’. Damit ist f aber eine offene Abbildung.
QED.

1.2.4 Folgerung
Sei f: X — Y eine injektive holomorphe Abbildung Riemannscher Flidchen. Dann ist f
eine biholomorphe Abbildung
f: X — 1(X).
Beweis. Da die Abbildung f injektiv ist, ist ihr Verzweigungsindex in jedem Punkt von
X gleich 1, d.h. f hat lokal die Gestalt z » z. Dann ist aber die Umkehrung
L) — X

ebenfalls holomorph.
QED.

1.2.5 Maximum-Prinzip

Sei f: X —s» C eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf der Riemannschen
Fldche X. Dann nimmt die Funktion Ifl in keinem Punkt von X ihr Maximum an.

Beweis. Angenommen, es gibt einen Punkt aEX mit

13
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R:=If(a)l = sup {If(x)l : x € X}.
Dann gilt

f(X) C K := {z€C : 1zl < R}.
Nach 1.2.3 ist f(X) eine offene Teilmenge von C, liegt also ganz im Innern von K. Das
widerspricht aber der Tatsache, dal f(a) nach Wahl von K auf dem Rand der

Kreisscheibe K liegt.
QED.

1.2.6 Holomorphe Abbildungen auf kompakten Riemannschen Flichen

Sei f: X — X eine nicht-konstante holomorphe Abbildung Riemannscher Flachen mit

X kompakt. Dann ist X’ ebenfalls kompakt und f ist surjektiv.
Beweis. Nach 1.2.3 ist f(X) offen. Als stetiges Bild einer kompakten Menge ist f(X)
aber auch kompakt, also abgeschlossen. Weil X’ nach Definition des Begriffs der
Riemannschen Fliche zusammenhingend ist, folgt

f(X) = X’.
Insbesondere ist f surjektiv und X’ ist kompakt.
QED.

1.2.7 Holomorphe Funktionen auf kompakten Riemannschen Flichen

Jede holomorphe Funktion f: X — C auf einer kompakten Riemannschen Fléche ist
konstant, d.h. es gilt

ox)=C.
g%wgis. Das folgt aus der vorhergehende Aussage, denn C ist nicht kompakt.

1.2.8 Meromorphe Funktionen der Zahlenkugel

Jede nicht-konstante meromorphe Funktion f: Pl — Cist rational, d.h. Quotient von
zwei Polynomen:

M(PH =C.
Beweis. Die Funktion f besitzt nur endlich viele Pole, denn andernfalls hitte die Menge
der Pole von f einen Héufungspunkt, d.h. nach dem Eindeutigkeitssatz wire f konstant

gleich co. Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dal oo kein Pol von f ist: im
entgegengesetzten Fall konnen wir fiir unsere Betrachtungen f durch 1/f ersetzen. Seien

a,.,a € C
1 n

die Pole von f und sei

h (2) = ¥ e \

. Y
=k,
fiir v=1, ..., n der Hauptteil von f im Punkt aV. Dann ist
f- h1 - - hIl

eine auf der gesamten Zahlenkugel holomorphe Funktion, also nach 1.2.7 konstant.
Dann ist f selbst aber eine rationale Funktion.
QED.

1.2.9 Satz von Liouville

Jede beschrinkte holomorphe Funktion f: C—C ist konstant.

Beweis. Nach dem Satz 1.1.8 iiber hebbare Singularititen 14t sich f fortsetzen zu einer
holomorphen Funktion

14
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f: P! —C
auf der Zahlenkugel. Nach 1.2.7 ist dann aber f konstant.
QED.

1.210 Fundamentalsatz der Algebra
Sei
f(z) = M+ clzn'1+ et <, € C[Z]
ein Polynom positiven Grades n mit komplexen Koeffizienten. Dann gibt es mindestens

einen Punkt a € C mit f(a) = 0.
Beweis. Das Polynom definiert eine nicht-konstante holomorphe Abbildung

. Pl P!

mit f(oo) = co. Nach 1.2.6 ist diese Abbildung surjektiv, d.h. es gilt OEf((C).
QED.

1.2.11 Doppelt periodische Funktionen

Seien W, 0y € C zwei iiber R linear unabhingige komplexe Zahlen und

I': Zwl + Zu)z
das von diesen erzeugte Gitter. Eine meromorphe Funktion f: C—>Pl heif3t
doppeltperiodisch beziiglich I', wenn gilt

f(z) = f(z+y) fiir jedes 2€C und jedes yeT'.

Bemerkungen
(1) Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn gilt

f(z + u)l) =f(z) =1f(z + u)z) fiir jedes z € C.

(i) Sei m: C—Cr = T die natiirliche Abbildung. Eine doppeltperiodische
Funktion f induziert dann eine Abbildung

T T — Pl mit £ = T om.

Aus der Definition der komplexen Struktur von T folgt unmittelbar, daf3 T eine
holomorphe Abbildung ist.

(i) Umgekehrt ist fiir jede holomorphe Abbildung T — Pl die
zusammensetzung mit der natiirlichen Abbildung m eine doppeltperiodischen

meromorphe Funktion. Doppeltperiode Funktionen auf C sind somit dasselbe wie
holomorphe Abbildungen auf dem Torus mit Werten in der Zahlenkugel.

1.2.12 Die Werte der doppeltperiodischen Funktionen
(1) Jede doppeltperiodische holomorphe Funktion f: C—sC ist konstant.
(i1) Jede nicht-konstante doppeltperiodische meromorphe Funktion (C—>]P)1 nimmt

Jjeden Wert ceP! tatsichlich an.

Beweis. Dies folgt aus der Beschreibung der doppeltperiodischen Funktionen in den
Bemerkungen von 1.2.11 und aus den Sétzen 1.2.7 und 1.2.6.
QED.
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1.3 Homotopie von Kurven, fundamentale Gruppe

In diesem Abschnitt stellen wir einige topologische Hilfmittel aus der Homotopie-
Theorie der Kurven zur Verfiigung.

1.3.1 Kurven
Unter einer Kurve eines topologischen Raumes X versteht man eine stetige Abbildung
wl—X
des reellen Einheitsintervalls I :=[0,1] mit Werten in X. Der Punkt
a:=u(0)
heiflt dann Anfangspunkt der Kurve u und der Punkt
b:=u(l)

heift Endpunkt von u. Wir werden in diesem Kontext u auch Kurve von a nach b
nennen, oder auch Kurve, welche a und b verbindet.

1.3.2 Zusammenhang

Ein topologischer Raum X heift wegeweise zusammenhéngend oder auch linear

zusammenhingend, wenn es fiir je zwei Punkte von X eine Kurve von X gibt, die diese

Punkte verbindet. Der Raum X heif3t lokal linear zusammenhingend, wenn jeder Punkt

von X eine Umgebungsbasis’ besitzt, die aus linear zusammenhéingenden Mengen

besteht.

Bemerkungen

(i) Linear zusammenhiingende Riume X sind zusammenhiingend.

(i)) Mannigfaltigkeiten sind lokal linear zusammenhéngend.

(iii) Jeder zusammenhén7gende und lokal linear zusammenhingende Raum ist linear
zusammenhéngend.

1.3.3 Homotope Kurven
Seien X ein topologischer Raum, a,bEX zwei Punkte und

uv:I—X

zwei Kurven von a nach b. Diese Kurven heiflen homotop, wenn es eine stetige
Abbildung

A IxI — X
gibt mit folgenden Eigenschaften.
(1) AIIX ) =u.
(i1) AIIX{I} =v.
@) Al (0} xI ist konstant mit dem Wert a.
@iv) Al (13x1 ist konstant mit dem Wert b.

* Eine Umgebungsbasis eines Punktes x ist eine Familie von offenen Umgebungen von x mit der
Eigenschaft, dafl jede Umgebung von x eine Menge der Familie vollstidndig enthalt.
6 Ist X = UV eine Zerlegung in nicht-leere disjunkte offene Teilmengen, so kann man eine Kurve

u:I— X wihlen, die einen Punkt von U mit einem Punkt von V verbindet. Diese liefert eine Zerlegung

I= u_l(U) U u_l(V) des Einheitsintervalls I in nicht-leere disjunkte offene Teilmengen (was nicht
moglich ist).

" Das folgt aus der Tatsache, daB die Menge der Punkte, die man mit einem vorgegebenen Punkt a € X
durch eine Kurve verbinden kann, sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Ersteres folgt aus dem lokal
linearen Zusammenhang von X. Zum Beweis des zweiten reicht es zu zeigen, dafl das Komplement
dieser Menge ebenfalls offen ist. Ein Punkt a des Komplements besitzt aber nach Voraussetzung eine
ganze Umgebung von Punkten, die sich mit a verbinden lassen. Dann muf3 aber die ganze Umgebung
auch im Komplement liegen.
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Sind u und v homotope Kurven, so schreibt man auch
u=v.

>3

Bemerkung
Fiir jedes s€l erhalten wir in der gegebenen Situation eine Kurve

ug I— Xt A(,9),

von a nach b. Man stellt sich diese Kurve als in stetiger Weise von s abhéngig vor.
Durchléuft s das Intervall I, so geht u beginnend mit u in die Kurve v tiber. Die Familie

{u S ; sel
heift auch Deformation oder Homotopie der Kurve u in die Kurve v. Die Angabe dieser
Familie ist dquivalent zur Angabe der stetigen Abbildung

Al xT—X.
Deshalb sprechen wir gelegentlich auch von A als von der Homotopie von u nach v.
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1.3.4 Homotopie als Aquivalenz-Relation

Seien X ein topologischer Raum und a,bEX zwei Punkte. Dann ist die Homotopie eine
Aquivalenz-Relation auf der Menge der Kurven I — X von a nach b.

Beweis. Reflexivitit. Fiir jede Kurve u: I — X von a nach b ist

A: IxXI — X, (t,5) B u(t),
eine Homotopie von u nach u.
Symmetrie. Seien u, v: I — X zwei Kurven von a nach b und

{us: I— X}SEI
eine Homotopie von u nach v. Dann ist
U G T—= X
eine Homotopie von v nach u.
Transitivitit. Seien u,v,w: I — X drei Kurven von a nach b,
{us: I— X}SEI
eine Homotopie von u nach v und
{VSZ I — X}S a1
eine Homotopie von v nach w. Dann ist
{ws: l1— X}SEI

mit
Uy fiir O< s s%
Vs T .1
Vogl furfs s =<1
eine Homotopie von u nach w. Man beachte, wege u =v=y, ist die zugehorige
Abbildung IxXI — X stetig.
QED.

1.3.5 Beispiel
Seien u: I — X eine Kurve von a nach b und ¢: I — I eine stetige Abbildung mit ¢(0)

=0 und (1) = 1. Dann sind die Kurven u und ueq homotop.
Beweis. Sei A die Abbildung

A IXI — X, (t,) » u((1-s)t + sg(t)).
Diese ist als Zusammensetzung stetiger Abbildungen stetig. AuB3derdem gilt
A(t,0) =u(v,
A(t,1) = u(e(t)),
A(0,s) =u(sp(0)) =u(0) =a
A(l,s) =u((1-s)+sp(1)) =u(l)=b
Mit anderen Worten, A ist eine Homotopie von u nach ueg.
QED.

1.3.6 Komposition von Kurven
Seien X ein topologischer Raum, a, b, ¢ € X drei Punkte von X und

u: I — X eine Kurve von a nach b
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v: I — X eine Kurve von b nach c.

Dann heif3t die Kurve
uv:—X
mit
1

2 fir0s<tsx

uev(t) := 1
v(2t-1) fiir 5= t<1
Komposition von u und v. Die Kurve von b nach a
u'l: I—X
mit
ul®) = u(1-) fiirt €1

b

hei3t die zu u inverse Kurve.

2\

Bemerkungen

19

(i) wuev ist eine Kurve, die zunichst die Punkte von u und anschliefend die von v

durchlauft.

(i1) u™! durchliuft die Punkte von u in umgekehrter Reihenfolge.

(ii1)) Sind u, u": I — X homotope Kurven von a nach b und v,v: I — X homotope

Kurven von b nach c, so sind uev und u'sv' homotope Kurven vonb a nach c.
(iv) Sind u, u: I — X homotope Kurven von a nach b, so sind u

homotope Kurven von b nach a.’

,u"l: I — X

st {u : 1 — X} el eine Deformation von u nach u' und {v : I — X} - eine von v nach v', so ist
s S s s

{uev:1— X} el eine Deformatiom von usv nach u'sv'.
S s S
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1.3.7 Die triviale Kurve in einem Punkt
Seien X ein topologischer Raum und a€X ein Punkt. Dann heif3t die Abbildung

I— X, t» a,
triviale Kurve im Punkt a oder auch konstante Kurve im Punkt a.

1.3.8 Die Gruppen-Eigenschaften bis auf Homotopie
Seien X ein topologischer Raum und

uv,w:I—X

drei Kurven mit der Eigenschaft, dal die Kompositionen uev und vew definiert sind, d.h.
der Endpunkt von u sei gleich dem Anfangspunkt von v und der Endpunkt von v sei
gleich dem Anfangspunkt von w.

Weiter seien

U I—X
die konstante Kurve im Punkt a = u(0) und

Yo' I—X
die konstante Kurve im Punkt b = v(0).
Dann gilt:
6 Uyt ~=u= usv,

(i1) u'u'1 — Yo

(ii1))  (uev)ew = ue(vew).
Beweis. Zu (i). Wir betrachten die Abbildung ¢: I — I mit

1

0 fﬁrOsts§

() = 1
2t-1 fﬁrzs t=1

*u = ue@. Nach 1.3.5 sind deshalb u . *u und u

Diese Abbildung ist stetig und es gilt u 0

0
homotop. Analog zeigt man u = vy,
Zu (i1). Wir betrachten die Abbildung

A:IxI —- X
mit
L
2
u(2(1-t)(1-s)) fﬁr%s t=1

u2t(1-s)) firO=<t <
A(t,s) ==

Diese Abbildung ist stetig, denn die beiden Definitonen von A fiir t = % stimmen

tiberein. Weiter gilt

A®t0) = (ueu Do)
A1) = u(0) = uy(t)

AQ0,s)=u0)=a
A(l,s) =u(0) =a,

d.h. A ist eine Homotopie von ueu’!

nach uO.

Ist {u : 1 — X} eine Deformation von u nach u' so ist {u_lz I— X} eine von u'1 nach u"1
S s€l S s€l

20



21

Zu (iii). Sei y: I — I die Abbildung mit

P(0) =0, = 7. W =3 WD =1,

welche auf den Intervallen

linear ist.

' 1
| i

Ay ) /

Diese Abbildung ist stetig. Man rechnet leicht nach, da3 auf jedem der drei angebenen
Intervalle die Abbildungen
(uev)ew und (us(vew))oyp

tibereinstimmen. Fiir t aus dem ersten Intervall gilt zum Beispiel

(ue(vew))o(t) = us(vew)(2t) = u(4t)
und

(uev)ew(t) = uev(2t) = u(4t).
Es gilt also

(Uev)ew = (us(vew))oy.

Die Behauptung folgt deshalb aus 1.3.5.
QED.
Bemerkung

Seien Ul I — X Kurven mit der Eigenschaft, dafl der Anfangspunkt von u gleich

dem Endpunkt von u ist. Dann gehen die Kompositionen

+1

Uty s
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die man fiir die verschiedenen méglichen Klammersetzungen erhélt, ineinander tiber

indem man sie mit einer geeigneten stiickweise linearen Abbildung [ — 1
zusammensetzt. Sie sind also alle zueinander homotop.

1.3.9 Geschlossene Kurven

Eine Kurve u: I — X im topologischen Raum X heif3t geschlossen, wenn ihr

Anfangspunkt gleich ihrem Endpunkt ist,
u(0) = u(l).
Sie heift null-homotop, wenn sie aulerdem homotop ist zur konstanten Kurve.

1.3.10 Konstruktion
Sei X ein topologischer Raum mit dem Punkt aEX. Bezeichne
T 1 (X, a)

die Menge aller Homotopie-Klassen geschlossener Kurven mit dem Anfangspunkt a.

Dann induziert die Komposition von Kurven auf dieser Menge die Struktur einer
Gruppe. Versehen mit dieser Gruppenstruktur heifit diese Menge fundamentale Gruppe
des Raumes X im Punkt a oder auch erste Homotopie-Gruppe von X im Punkt a.
Bezeichnung

Fiir jede geschlossene Kurve u: I — X des topologischen Raumes X bezeichnen wir
mith

[u]
die Homotopie-Klasse von u.
Beweis. Die Komposition von Kurven induziert eine solche auf den Homotopie-
Klassen auf Grund der Bemerkungen von 1.3.6. Die auf den Homotopie-Klassen

definierte Komposition definiert eine Gruppen-Struktur nach 1.3.8. Die Klasse der
konstanten Kurve spielt dabei die Rolle des neutralen Elements. Die Klasse der Kurve

u'1 die des zu [u] inversen Elements.
QED.

1.3.11 Die Abhiingigkeit vom Basispunkt
Seien X ein topologischer Raum und

a,beX
zwel Punkte, die durch eine Kurve

w:l—X
(von a nach b) verbunden sind. Dann kann man eine Abbildung
f=f 7 (X, 2) — 7, (Xb), [u] 15 [w L euows,

definieren.'' Diese Abbildung ist ein Isomorphismus.'?
Bemerkungen

' Im Original wird die Bezeichnung cl(u) verwendet.
"' Weil die Komposition homotoper Kurven homotope Kurven liefert (Bemerkung 1.3.6(iii)).
12 Zunichst ist f ein Gruppen-Homomorphismus:
1 1 '1 i '1 1
f([u][u']) = flueu']) = [W “eucv'sw] =[w "eu]e[u'sw]
= [w Leu]ewew L[ou'ew] (vel. 1.3.8(ii) und 1.3.3)

= [W_ 1 'U°W]°[W_ 1 ou'ow]
= f([u])~f([u'D.
Eine analoge Rechnung zeigt, die Abbildung f I nl(X, b) — nl(X,a) istzuf invers.
W W
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(i)  Fiir linear zusammenhéngende Rdume ist die fundamentale Gruppe also im
wesentlichen unabhiingig vom Basispunkt. Wir werden deshalb oft fiir solche

Réaume
ﬂl(X)

anstelle von nl(X, a) schreiben.

(1))  Es st jedoch zu beachten, der oben konstruierte Isomorphismus héngt von der
Wabhl der Kurve w ab. Ist

wil—X
eine weitere Kurve von a nach b und
f = fw,: J’Cl(X, a) — nl(X,b), [u]l » [w"l-u-w'],

der zugehorige Isomorphismus, so ist
Fo=flofim (X, ) — 70, (X)
die Abbildung

F= fw'_IOfW: [u] & [W'ew

1 1

ouowow'-l] = ’Y- o[u]o'\{

mity = [w-w"l], d.h. F ist gerade die Konjugation mit der Homotopie-Klasse der

geschlossenen Kurve wew'™ L
(i) Ist Jtl(X, a) eine abelsche Gruppe, so sind nl(X, a) und nl(X, b) kanonisch

isomorph, d.h. der Isomorphismus héngt nicht von der Kurve ab, welche a mit b
verbindet.

1.3.12 Einfacher Zusammenhang
Ein linear zusammenhéingender topologischer Raum X heifit einfach zusammenhéngend,
wenn nl(X) =0 gilt.

Bemerkung
Obwohl nl(X) als multiplikative Gruppe konstruiert wurde, schreiben wir nl(X) =0,

wenn diese Gruppe nur aus dem neutralen Element besteht.

1.3.13 Homotopie von Kurven in einfach zusammenhiingenden Riumen
Seien X ein einfach zusammenhéngender (also auch linear zusammenhéngender)
topologischer Raum und a, b € X zwei Punkte. Dann sind je zwei Kurven von a nach b
homotop.
Beweis. Seien

w,w:l—X

Lw:1 — X eine geschlossene Kurve im Punkt

zwel Kurven von a nach b. Dann ist w"
a und die Homotopie-Klasse
[wlew] € m (X,)=0

ist die der konstanten Kurve

Uy’ I—X
im Punkt a, d.h.
wlow = Uo:
Es folgt
w‘-w"1°w = w'vuO (Multiplikation von links mit w', Bem. 1.3.6(iii)).
Ug'W = w‘-uO (w'-w"1 ist homotop zur konstanten Kurve)
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w=w (nach 1.3.8(1))
QED.

1.3.14 Beispiele

(a) Stern-Mengen
Eine Teilmenge X C IR™ heifit Stern-Menge beziiglich des Punktes a € X, wenn fiir

jeden Punkt x € X die gesamte Verbindungsstrecke mit a,
[a,x] :={Aa+ (1-Mx|0=sA=<1},

vollstindig in X liegt.
Zeigen wir, jede Stern-Menge ist einfach zusammenhéngend.

Dazu betrachten wir eine beliebige geschlossene Kurve
wl—X
mit dem Anfangspunkt in a. Die Abbildung
A I xT—X, (t,8) b sa+ (1-s)u(t),
ist dann stetig (und nimmt Werte in X an). Weiter gilt
A(t,0) =u(t), A(t,1) = a, A(0,s) = sa + (1-s)u(0) = a, A(1,s) =sa + (I-s)u(l) = a.
d.h. A ist eine Deformation der Kurve u in die konstante Kurve. Wir haben gezeigt,
Jrl(X,a) =0.
Bemerkungen

(i) Insbesondere sind die komplexe Ebene C, jede Kreisscheibe in der Ebene, die
obere Halbebene

H := {zeC I Re(z) >0}

einfach zusammenhéingend.
(i) Bezeichne

R+ = {xER I x >0}
R ={x€R1x<0}

die positive bzw. negative Halbgerade. Dann sind auch die Mengen

C—R+undC—R_

einfach zusammenhéingend.

(b) Die Riemannsche Zahlenkugel
Die Riemannsche Zahlen-Kugel P! ist einfach zusammenhéngend.
Um das einzusehen, setzen wir

U, =P oo}, U, =P - {0}.
Weil die Ui beide homoomorph zur komplexen Ebene C sind, sind sie einfach
zusammenhéngend.
Sei jetzt

wl— Pl

eine beliebige geschlossene Kurve mit dem Anfangspunkt in 0. Weil I kompakt ist und

u eine stetige Abbildung, gibt es eine endliche Anzahl nicht notwendig geschlossener
Kurven

) 1
ul,...,u2n+1. I—P
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mit folgenden Eigenschaften.'’
(i) Die Komposition

Vi=U, e..°Uu
17 2n+l
stimmt bis auf eine Transformation des Parameters mit u iiberein, ist also homotop
zuu.
(i) Die Kurven u mit ungeradem Index i sind Kurven von Ul’ die Kurven mit
geraden Index sind Kurven von U2.
(ii1) Die Anfangs- und Endpunkte aller Kurven u sind vom Fernpunkt co verschieden.

Jede der Kurven u,. von U, kann man durch die Verbindungsstrecke'* u'.. ihrer

2i 2 2i
Endpunkte ersetzen. Weil U2 einfach zusammenhingend ist, sind Uy und u'2i homotop
(nach 1.3.13). Also ist auch
vi=u, eu' e

R Ry P P |

homotop zu u. Da alle Endpunkte im Endlichen liegen, ist dies eine Kurve in Ul' Als

solch ist sie 0-homotop. Also ist auch u eine 0-homotope Kurve.

1.3.15 Freie Homotopie
Seien X ein topologischer Raum und

uv:—X

zwei geschlossene Kurven, deren Anfangspunkte nicht unbedingt iibereinstimmen
miissen. Diese Kurven heiflen frei homotop, wenn es eine stetige Abbildung

Al xT—X
gibt mit den folgenden Eigenschaften.
6] A(t,0) = u(t) fiir jedes tEL
(i1) A(t,1) = v(t) fiir jedes tEL
(1)  A(0,s) = A(1,s) fiir jedes sEl.

" Sei F die AbschlieBung der e-Umgebung U des Ursprungs (beziiglich der Standard-Karte der
€ €
Zahlenkugel im Ursprung). Dann sind
w!F ) und u'l(Pl—Us)

abgeschlossen in I, also kompakt, also Vereinigungen von endlich vielen
abgeschlossenen Intervallen. Die Gesamtheit der Randpunkte aller dieser Intervalle
definiert eine Zerlegung von I in abgeschlossene Intervalle. Jedes dieser Intervalle
definiert eine Kurve deren Endpunkte im Endlichen liegen (und den Abstand € vom

Ursprung haben bzgl. der Standard-Karte) und die entweder ganz in u'l(Fs) (- U1 oder

ganz in u'l(IP)l—Ug) -PL. u'l(UE) C U, liegt

' Beziiglich der Standard-Karte der Zahlenkugel im Fernpunkt.
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e
\
: a
— L
A "
Bemerkungen
(1)  Fiir jedes s&l ist
us: I—X,t b A(t,9),
auf Grund der dritten Bedingung eine geschlossene Kurve. Auflerdem gilt
u0=uundu1 =v.
Wir erhalten eine Familie {us}S e von geschlossenen Kurven, die die Kurve u in
die Kurve v iiberfiihrt.
(i1)) Die Kurve

w:l— X, t » AQ0,),
verbindet den Anfangspunkt

a=u(0)
von u mit dem Anfangspunkt
b=v(0)
von v und besteht aus den Anfangspunkten der geschlossenen Kurven u. Freie

Homotopie bedeutet dann gerade, die Kurve u ist homotop zur Kurve wevew L im

gewohbnlichem Sinne,
1

U= WeVew .
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(i) Homotope Wege sind insbesondere frei homotop.

(iv) Freie Homotopie ist eine Aquivalenz-Relation.

(v) Die Komposition frei homotoper Wege liefert frei homotope Wege.
(vi) Die Inversen frei homotoper Wege sind frei homotop.

1.3.16 Einfacher Zusammenhang und freie Homotopie

Sei X ein linear zusammenhingender Raum. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
@) X ist einfach zusammenhéngend.
(i1) Je zwei geschlossene Kurven von X sind frei homotop.
Beweis. (i) = (ii). Seien u, v: I — X zwei geschlossene Kurven. Wir setzen
a:=u(0) und b := v(0)
und wihlen eine Kurve
w: [ — X von a nach b.

Dann ist wevew ! eine geschlossene Kurve mit dem Anfangspunkt a. Weil X einfach
zusammenhéangend ist, ist diese homotop zu u,

= wevew L.
Sei

{us: 1— X}SEI
eine zugehorige Homotopie, d.h.

u. =u,u, = wevew L und uS(O) = uS(l) = a fiir alle s&l

0
Wir setzen

ws(t) = w(st)

1

d.h. W I — X ist ein Weg von w(0) = a nach w(s). Weiter sei

v o= W_1°u W
S § s s
d.h. v I — X ist ein Weg von w(s) nach w(s), d.h. ein geschlossener Weg. Weiter ist
VO = WO °u0°WO = WO 'u'WO
-1

V=W -ul-w =W'1ow-vow'low

1 1
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1 1

d.h. durch {VS}S — ist eine freie Homotopie von w(_)l eusw . nach w “ewevew “ew . Nun

0
ist aber w0 der konstante Weg, d.h.
u== w(_)l uw

1 1

Es reicht also zu zeigen, der Weg w™ " ewevew "ew : I — X von b nach b ist homotop zu

v. Dazu wiederum reicht es zu zeigen, w~ Low ist homotop zum konstanten Weg in b.
Zum Beweis betrachten wir den Weg

1

w' :=w : ] — X von b nach a

und fiir jedes s€Il den Weg
W'SZ I— X, t W(st),
von w'(0) = b nach w'(s). Die Familie
{w W I— X}SEI
besteht dann aus geschlossenen Wegen mit den Anfangspunkt b. Sie deformiert den
konstantenWeg

-1
W'OW'O IT—X
im Punkt b in den Weg

w' W'il = W'°W"1 = w'l-w.

1
(i) = (i). Sei u: I — X ein geschlossener Weg im Punkt a € X. Nach Voraussetzung

ist dann u frei homotop zum konstanten Weg u .: U — X im Punkt a.

0
Nach Bemerkung 1.3.15 (ii) gibt es einen Weg w von a nach a mit
u= w-uO-W'l.

Weil Uy der konstante Weg ist, gilt sogar (vgl. 1.3.8)

—~ Y -1 —~
U Wew =,
d.h. u ist O-homotop.
QED.

1.3.17 Funktorielle Eigenschaften
Sei f: X — X eine stetige Abbildung von topologischen Rdumen. Dann gilt:
(1)  Fiir jede Kurve u: I — X in X von a nach b, ist
fou: I — X°
eine Kurve in X’ von f(a) nach f(b).
(i)  Sind u, v: I — X homotope Kurven, so sind auch die Kurven
fou, fov: I — X’

homotop.
(iii) Die Abbildung f induziert eine Abbildung

f,: ﬂ:l(X, a) — ﬂ:l(X’, f(a)), [u] » [fou].

Diese Abbildung ist ein Homomorphismus, denn fiir Kurven u, v in X, deren
Komposition definiert ist, gilt

fo(uev) = (fou)e(fov).
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@iv) Ist gt X> — X” eine weitere stetige Abbildung von topologischen Raumen, so
gilt
(goh), = g,°f,.

1.4 Verzweigte und unverzweigte Uberlagerungen

Nicht-konstante holomorphe Abbildungen zwischen Riemannschen Flidchen kann man
als (moglicherweise verzweigte) Uberlagerungsabbildungen ansehen. Deshalb geben wir
hier die wichtigsten Begriffe und Fakten aus der Theorie der Uberlagerungen an.

1.4.1 Diskrete Teilmengen und Abbildungen
Eine Teilmenge A eines topologischen Raums heif3t diskret, wenn es fiir jeden Punkt
aEA eine Umgebung V dieses Punktes gibt mit V[ A = {a}.
Eine Abbildung

pY—X
von topologischen Raumen Y, X heifit diskret, wenn die Fasern

p i = {yEY 1) =x}

dieser Abbildung fiir jeden Punkt x&X diskrete Teilmengen von Y sind.

1.4.2 Begriff der Uberlagerung

Eine Abbildung p: Y —» X von topologischen Rdumen X , Y heift Uberlagerung oder

auch Uberlagerungsabbildung, wenn sie stetig, offen und diskret ist. In dieser Situation
sagt man im Fall

X = p(y),
der Punkt y liegt liber x bzw. x ist die Projektion von y beziiglich p. Ist

x 5 x
N T
.o Y
ein kommutatives Diagramm mit Uberlagerungen f und f', so heif3t die Abbildung g auch

fasertreu. Das bedeutet, fiir jedes y € Y, dal3 die Faser p"l(y) tiber y in die Faser p"l(y)
tiber y abgebildet wird,

g ly)) Cp ).

1.4.3 Beipiel: holomorphe Abbildungen

Sei f: Y — X eine nicht-konstante holomorphe Abbildung. Dann ist f eine
Uberlagerung.

Beweis. Nach Definition ist f stetig und nach 1.2.3 offen. Wiire fiir einen Punkt x&€X

die Faser { 1(x) nicht diskret, so wire nach dem Eindeutigkeitssatz 1.1.10 die Abbildung

f konstant.
QED.
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1.4.4 Bezeichnungen

Sei X eine Riemannsche Fliche. Ist f: Y —» X eine holomorphe Uberlagerung, so sagen
wir auch, Y bzw. fist ein iiber X liegendes Gebiet."” Unter einer mehrdeutigen
holomorphen Funktion auf X verstehen wir eine holomorphe Funktion, die auf einem
Gebiet tiber X definiert ist. Analog wird der Begriff der mehrdeutigen meromorphen
Funktion definiert.
Ist g eine mehrdeutige holomorphe oder meromorphe Funktion aus X und ist
Y —X

das zugehorige Gebiet tiber X, so heilen die Werte, die g auf der Faser

), xEX,
auch Werte von g in x. Wir lassen dabei den Fall zu, da3 die Faser einpunktig oder leer
ist.
Beispiel
Seien Y = C, X = C# und p = exp: C—Cx*. Dann entspricht die identische
Abbildung

id: C—C
gerade der mehrdeutigen Logarithmus-Funktion auf C*, denn fiir a€C* besteht

exp™ (a)
gerade aus den moglichen Werten der Logarithmus-Funktion.
id
C —- C

expl ?/ log
C
1.4.5 Verzweigung

Sei p: Y — X eine Uberlagerung topologischer Rdume X, Y. Ein Punkt yEY heift
Verzweigungspunkt von p, wenn er keine Umgebung V besitzt,

yeEVLY,
injektiv ist. Die Uberlagerung heiBt unverzweigt,

fiir welche die Einschrinkung pIV

wenn sie keine Verzweigungspunkte besitzt, andern falls heif3t sie verzweigt.

1.4.6 Kriterium fiir unverzweigte Uberlagerungen

Sei p: Y — X eine Abbildung topologischer Rdume X, Y. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent. .

(1) p ist eine unverzweigte Uberlagerung.

(i1) p ist ein lokaler Homdomoprhismus, d.h. zu jedem Punkt yEY gibt es eine
Umgebung, welche durch p homdomorph auf eine offene Teilmenge von X abgebildet
wird.

Beweis. (i) = (ii). Seiy € Y vorgegeben. Nach Voraussetzung ist y kein
Verzweigungspunkt von p, d.h. es gibt eine offene Umgebung V vony in Y,
yEVCY,

mit der Eigenschaft, da3

' Wir verbinden diesen Begriff mit der Vorstellung, daB die holomorphe Abbildung Y —» X dabei

feststeht. Dasselbe Y mit einer anderen Abbildung Y — X wird als ein anderes Gebiet angesehen.
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pIV: V—X
injektiv ist. Weil p eine Uberlagerung ist, hat die Abbildung
pIV: V —p(V),

als Bild eine offene Teilmenge von X. Auflerdem ist sie bijektiv, stetig und offen, d.h. ein
Homd&omorphismus.

(i) = (i). Als lokaler Homdomorphismus ist p stetig und offen. Fiir jeden Punkt x& X
und jedes yEp'l(X) gibt es auBerdem eine ganze Umgebung V C Y von y, auf welcher

p injektiv ist. Insbesondere ist y der einzige Punkt von p 1 (x), welcher in V liegt,

VP 0 = {x}.
Mit anderen Worten, die Fasern von p sind diskrete Mengen, d.h. p ist eine
Uberlagerung. Da p auf V injektiv ist, ist y auch kein Verzweigungspunkt, d.h. p ist eine
unverzweigte Uberlagerung.
QED.

1.4.7 Beispiele

(a) Die Potenzabbildung
Sei k = 2 eine natiirliche Zahl. Dann ist die Abbildung

pk: C—)(C, ZP Zk,

eine verzweigte Uberlagerung mit dem einzigen Verzweigungspunkt 0. Die
Einschriankung

pk: Cr—s C, Z B Zk,

ist unverzweigt.

(b) Verzweigung und Verzweigungsindex

Sei p: Y —» X eine holomorphe Uberlagerung, y € Y ein Punkt und x := p(y) dessen

Bild. Dann sind dquivalent:
1.y ist eine Verzweigungspunkt von p.
2. p hat in y einen Verzweigungsindex k :=e_(p) > 1."°

In dieser Situation verhélt sich p in einer Umgebung von y wie die Potenzfunktion von
Beispiel (a).
(¢) Die Exponentialfunktion

Die Abbildung exp: C—Cist eine unverzweigte Uberlagerung: jede Teilmenge von C

die keine Punkte besitzt, die sich um ein ganz-zahliges Vielfaches von 2 unterscheiden,
wird injektiv abgebildet. Zum Beispiel ist exp auf jedem der zur reellen Achse parallelen
Streifen

. 1 1
{x+iy IxER, y € (yO—Z , yO+Z) CR)
mjektiv.
(d) Die natiirliche Abbildung auf den Torus
Seien I’ C C ein Gitter und
p: C—Cr

'® siche die Bemerkung von 1.2.1.
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die natiirliche Abbildung auf den zugehérigen komplexen Torus. Wir wir wissen ist p
ein lokaler Hom6omorphismus, also eine unverzweigte Uberlagerung.

1.4.8 Ubertragung der komplexen Struktur mit Hilfe von Uberlagerungen

Seien p: Y —» X eine unverzweigte Uberlagerung topologischer Réume. Der Raum X

besitze die Struktur einer Riemannschen Flidche. Dann kann man Y auf genau eine
Weise mit der Struktur einer Riemannschen Flédche so versehen, daf} p eine holomorphe
Abbildung wird.

Bemerkung

Nach 1.2.4 ist dann p sogar lokal biholomorph.

Beweis. Nach Voraussetzung ist p ein lokaler Homdomorphismus. Fiir jeden Punkt

yEY gibt es eine offene Umgebung V,
yEVLY,
mit folgenden Eigenschaften
(1) pIV: V — p(V) ist ein Homéomorphismus.
(11) p(V) ist eine Koordinaten-Umgebung.
Fiir jede (holomorphe) Karte ¢: p(V) — W von X ist die Zusammensetzung
Y = ¢oply,
eine Karte von Y, und je zwei Karten von Y dieser Gestalt sind holomorph vertriiglich."’

Sie bilden also einen komplexen Atlas A von Y und definierten so eine komplexe
Struktur auf Y.

Nach Konstruktion ist p beziiglich dieser komplexen Struktur lokal biholomorph.'®

Sei jetzt A\' eine weitere komplexe Struktur auf Y, fiir welche p eine holomorphe
Abbildung wird. Weil p als lokaler Homoomorphismus lokal injektiv ist, ist dann p lokal
unverzweigt, also ebenfalls ein lokaler Homdomorphismus. Wir erhalten so zwei lokale
Homo&omorphismen

p: (Y, A) — Xund p: (Y, A) — X.
Das bedeutet aber, die identische Abbildung
id: (Y, A) — (Y, A)

ist lokal biholomorph, also biholomorph. Mit anderen Worten, die durch A und A'
definierten komplexen Strukturen stimmen tiberein.
QED.

1.4.9 Anhebungen (Lifts) von Abbildungen

Seien p: Y —» X eine Uberlagerung topologischer Ridume und f: Z —» X eine stetige

Abbildung topologischer Raume. Eine Anhebung von f entlang p oder auch ein Lift von
f entlang p ist eine stetige Abbildung

T.z —Y,
welche das Diagramm

Ply: ¢
7 Ist V' — p(V') — W' eine zweite Karte dieser Gestalt, so ist

' - 1 | - 1 N 1 ' '
Wy = (@epl Jo@epl )7 = ¢o(@) " PPV — (p(V))
biholomorph.
'8 Lokal wird p beziiglich solcher Karten durch identische Abbildungen beschrieben.
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T/
Z— X
kommutativ ist, d.h. mit f = pO?.

1.4.10 Eindeutigkeit der Anhebung
Seien p: Y —» X eine unverzweigte Uberlagerung und

:Z—X
eine stetige Abbildung. Wir nehmen auflerdem an:
1. X und Y sind Hausdorff-Rdume.
2. Z ist zusammenhéngend.
Dann stimmen je zwei Anhebungen von f entlang p, die in einem Punkt iibereinstimmen,
in allen Punkten tiberein.
Beweis. Seien zwei Anhebungen gegeben, sagen wir

g.g"Z—Y

und ein Punkt ZOEZ mit g'(zO) = g“(zo).
Wir haben zu zeigen, g' = g". Wir setzen

T:={z€Z1g'(z) =g"(2)}.
Es reicht zu zeigen, T = Z. Zunichst ist T abgeschlossen, als vollstindiges Urbild der
abgeschlossenen Menge'"”

A =Ly lyeY}
bei der stetigen Abbildung
Z—YxY, 2z (g(2), 2" @)
Es reicht zu zeigen, T ist nicht-leer und offen (denn dann muB3 T = Z gelten, well Z nach
Voraussetzung zusammenhéngend ist).

Die Menge T ist nicht leer, denn es gilt z €T. Zeigen wir sie ist offen. Sei

0

zET
ein vorgegebener Punkt. Dann gilt

. g =g"@)=y.
Weil p als unverzweigte Uberlagerung ein lokaler Homéomorphismus ist, gibt es eine
offene Umgebung V von y und eine offene Umgebung U von p(y) = {(z),

yEVCY,fz)euC X

derart, daf3

pIV: V—pV)=U
ein Homoomorphismus ist. Nach Voraussetzung gilt
(1) peg'=f=peg".

Weil g' und g" stetig sind und in z denselben Wert y annehmen, gibt es eine offene
Umgebung W von z

tEWC Z
mit
gW) & Vundg" W) C V().

' Die Menge ist abgeschlossen, weil ihr Komplement auf Grund der Hausdorff-Eigenschaft von Y offen
ist.

33



34

Aus (1) erhalten wir durch Einschriankenauf W,

pIVOg lW = pIVOg IW.

Weil aber pl, ein HomGomorphismus ist, also umkehrbar, ist damit

\Y%
gly = 2"y
d.h. es gilt
zEWCT.
Wir haben gezeigt, T ist offen.
QED.
1.4.11 Holomorphie von Anhebungen
Seien
pY —X
eine holomorphe unverzweigte Uberlagerung und
:Z—X

20

eine holomorphe Abbildung.”™ Dann ist jede Anhebung von f entlang p holomorph.

Beweis. Seien g: Z — Y eine Anhebung von f entlang p, ¢ € Z und

b:=g(c)
a:=p(b) =f(c).
Y >b

g/ |p

f
ceZ — X 3¢

Da p ein lokaler Homdomorphismus ist, konnen wir offene Umgebungen U und V vonb
bzw. ¢ wihlen,

bevC Y,ceUCX
mit der Eigenschaft, daB} die Einschrinkung

pIV: V—U

ein Homoomorphismus und damit biholomorph ist. Weil g stetig ist, konnen wir eine
offene Umgebung W von c finden

ceEwC Z
mit
gW) C V.
Aus f = pog erhalten wir durch Einschrinken auf W,
fIW = pIV ° gIW ,

also, da die Einschrinkung von p biholomorph ist,
_ o1 -l

Insbesondere ist g auf W als Zusammensetzung holomorpher Abbildungen holomorph.
QED.

1.4.12 Folgerung: Holomorphie fasertreuer Abbildungen
Seienp: Y — X und p’: Y’ —» X zwei unverzweigte Uberlagerungen. Dann ist jede

fasertreu stetige Abbildung f: Y — Y’ sogar holomorph.*'

2 Insbesondere seien X, Y und Z Riemannsche Flichen.
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1.4.13 Anhebung von Kurven

35

Sei p: Y —» X eine unverzweigte Uberlagerung von Hausdorff-Réiumen X und Y. Uns

interessiert besonders die Anhebung von Kurven
wl—X
entlang p. Nach 1.4.10 ist eine Anhebung

u:l —Y,
falls sie existiert, durch ihren Anfangspunkt bereits eindeutig festgelegt.

1.4.14 Homotopie der Anhebungen homotoper Kurven

Seien
pY—X
eine unverzweigte Uberlagerung von Hausdorff-Riiumen X und Y,
a,beX
zwel Punkte,
N -l
a€p (a)

ein Punkt aus der Faser tiber a und

{us: [— X}sEI
eine stetige Familie*> von Kurven in X von a nach b mit der Eigenschaft, daf sich jede
der Kurven us: I — X anheben 148t zu einer Kurve

A
ug I—Y
A

mit dem Anfangspunkt a,

A A

uS(O) =a.

A A
Dann haben die Kurven Uy und U denselben Endpunkt und sind homotop.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung
A A

A IXI— Y, (ts) » us(t).

A
1. Schritt. Es gibt ein €>0 derart, da3 die Einschriankung von A auf [0, €) X1 stetig ist.
Wir wihlen offene Mengen U und V mit

A
ac€UC X,aeVLCY,
fiir welche die Einschriankung von p auf U einen Homdomorphismus
pIV :V—U
induziert. Weil die Abbildung

stetig ist und A({0} xI) = {uS(O)} = {a) gilt, gibt es ein €>0 mit

?! Denn f ist eine Anhebung von p entlang p’.

2 d.h. die Abbildung IxI — X, (t,8) > uS(t), ist stetig unf fiir jedes s&l ist u I — X eine

Kurve in X von a nach b.
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(1) A([0, e)x) C UX
A
Wegen p(us(t)) = us(t) fiir alle s, t€] ist

A A

p(A(t,8)) = p(us(t)) = us(t) = A(t,s) fiir alle s,tl,
also

A
(2) peA=A.
Wir schrinken auf [0, €) ein und erhalten wegen (1)
A
PlyAli,e)x1 = A10,6)xT

Weil pl. . ein Homdomorphismus ist, folgt

U
A

— -1,
Alo.eyx1= Py A0 )1
Insbesondere ist die Abbildung links als Zusammensetzung stetiger Abbildungen stetig.

A
2. Schritt. A ist stetig auf ganz Ix1.

A
Angenommen, es gibt einen Punkt (to, o) € Ix], in welchem A nicht stetig ist. Sei

T€l

A
die untere Grenze tiber alle t€l, fiir welche A in (t, 0) nicht stetig ist. Nach dem ersten

Schritt gilt dann
T=E.

Wir setzen

A
x:=A(t,0)EXund y := A(t, 0)EY
und wihlen offene Mengen U und V mit
xeEUCX,yevCy
und mit der Eigenschaft, daB die Einschrinkung von p auf U einen Hom&omorphismus

pIV:V—>U

induziert. Man beachte, wegen (2) gilt p(y) = x.
Weil A stetig ist, gibt es ein €0 mit

3) Al (X1 (@) S,
wobei
IS(E) ={telllt-El < e}

die e-Umgebung von & auf dem Einheitsintervall I bezeichne. Insbesondere ist

A
p(u (M) =u_( (1) CU

also wegen der Eindeutigkeit der Anhebung einer Kurve, die in
uo(r) =A(t,0)=Xx

2 Fiir jedes s€I gibt es eine e-Umgebung von (0,s), die von A ganz in U abgebildet wird. Endlich viele

solche e-Umgebungen tiberdecken {0} xI. Das Komplement der Vereinigung dieser endlich vielen e-
Umgebungen ist abgeschlossen und disjunkt zu {0} xI, hat also einen positiven Abstand d von {0} xI.
Wir kénnen € = d/2 setzen.
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A A
beginnt zu einer Kurve, die in uo(r) = A(t, 0) =y beginnt:

A
— -1,
st (= Ply) Y6l
€ €
Fiir jedes t'EIs(r) mit t' < T gilt insbesondere

A A
A(t,0)=u_(t) € Vertevorrat von (plU)'1 - V.

A
Weil A stetig ist in (t', 0) (nach Wahl von t'), gibt es ein 8 = 0(t') >0 mit § < € und

A A

us(t) = A(t, s) €V fiir alle sEIa(o), 0 = 0(t).
Damit ist

A
_ -1, o

€)) uslIS 0" (pIV) uSIIg ) fiir jedes SEIé(G)

denn andernfalls wiirden die beiden Seiten der Identitidt zwei verschiedene Anhebungen
A
einer Kurve liefern, die beide in uS(t') beginnen. Damit ist aber

A

_ -1,
A = (ply)" Al

I18(1:) XIS(O) IS(I) XIS(O)'

A
Insbesondere ist A in einer Umgebung von (T, o) im Widerspruch zur Wahl von .
3. Schritt: Beweis der Behauptung.

Fiir jedes s€l gilt

A
peA(l,s) = A(l,s) = uS(l) =b,
Also

A
A{1}xD) Cp ().
A A
Weil A stetig und {1} *xI zusammenhéngend ist, mufl auch das Bild von {1}XI bei A
A

zusammenhéngend sein. Nun ist aber p'l(b) diskret. Deshalb besteht A({1}xI) aus nur
einem Punkt,

A A A

us(l) = A(1,s) = b ist unabhiingig von s.

A A A
Deshalb definiert A eine Deformation der Kurve uo in die Kurve ul.
QED.

Bemerkung

Um die Existenz von Anhebungen sicherzustellen, miissen wir noch eine weitere
Bedingung an unsere Uberlagerungen stellen.

1.4.15 Unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerungen
Seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung

pY —X
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heit unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung, wenn es fiir jedes x€X eine offene
Umgebung U gibt,

xeUC X,
mit der Eigenschaft, dal man deren vollstindiges Urbild in der Gestalt

-1 _

schreiben kann, wobei die Mengen

V., jgl,
J
paarweise disjunkte offene Teilmengen von Y sind und die Einschrinkungen
pIVj: Vj —U
Homd&omorphismen.
Bemerkungen

(1)  Nach Definition ist p ein lokaler Homéomorphismus also unverzweigte
Uberlagerung im Sinne von 1.4.5. .

(i)  Inden Lehrbiichern der Topologie versteht man unter einer Uberlagerung
meistens das, was wir hier unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung nennen. Fiir
die Funktionentheorie ist jedoch die Betrachtung verzweigter Uberlagerungen
ebenfalls wichtig.

1.4.16 Beispiele

(a) Einbettung des Einheitskreises
Seien
E:={z€CllzI < 1}
der Einheitskreis in der komplexen Ebene und
p:E— C, ASA
die natiirliche Einbettung. So ist p zwar unverzweigt (da injektiv) aber keine

unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung: fiir keinen Punkt a€C mit lal = 1 gibt es eine
Umgebung U mit den geforderten Eigenschaften.**

(b) Die Potenzabbildung

Seien k=2 eine natiirliche Zahl. Dann ist die Potenzabbildung

P Cx—5C+ 2z zk,

eine unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung. Um das einzusehen, betrachten wir einen
beliebigen Punkt
aeCr.

Es gibt ein beC* mit pk(b) =a. Da P, unverzweigt ist, gibt es offene Mengen U und V,

acU CC,bevCC,
mit der Eigenschaft, daf die Einschriankung

kaV: V—U

ein Homdomorphismuyjs ist. Sei

teCrx

% Fiir kein offene Umgebung U von a ist die Abbildungen p'l(U) —» U surjektiv, denn a selbst
liegt nicht im Bild.
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eine primitive k-te Einheitswurzel, zum Beispiel T = 2™/ Dann unterscheiden sich je
zwei komplexe Zahlen mit derselben k-ten Potenz um eine Potenz von C, d.h.

-1 -
P (U) = VUeVUZAVU.. U .
Indem man V geeignet verkleinert (und entsprechend auch U), erreicht man, dal} die
mengen

V.= av,i=0,...k1,

paarweise disjunkt sind. Nach Konstruktion sind ist die Einschridnkung

kaVi: Vi —U
fiir jedes 1 ein Homdomorphismus.
(¢) Die Exponentialabbildung
Die Abbildung

exp: C —=Cr

ist eine unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung.

Beweis. Sei acC+ vorgegeben und sei bEC ein Punkt mit
exp(b) = a.
Da die Exponentialfunktion unverzweigt ist, gibt es offene Mengen U und V,
acUC Crundbev CC,

derart, daf} die Einschrinkung

explV :V—U
ein Homdomorphismus ist. Zwei komplexe Zahlen haben genau dann dasselbe Bild bei
exp, wenn ihre Differenz ein Vielfaches von 2si ist, d.h.

exp(U) = UnEZ Vn mit Vn :=2min+ V.
Wenn wir V hinreichend klein wihlen (zum Beispiel mit einem Durchmesser < 2m), so
sind die Vn paarweise disjunkt. Jede der Einschrinkungen
expl : V. —U
n n
ist nach Konstruktion ein Homdomorphismus.*’

QED.

1.4.17 Die Liftungseigenschaft fiir Kurven
Wir sagen, die Uberlagerung

pY —X
besitzt die Liftungseigenschaft fiir Kurven, wenn es fiir jede Kurve
uwl—X
und jeden Punkt bEY mit
p(b) =u(0)
A
eine Anhebung u von u entlang p gibt mit
A
u(0) =b.

> Jede dieser Abbildung entsteht aus explV : V — U durch Zusammensetzung mit

einer Verschiebung um 2min.
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1.4.18 Die Existenz von Anhebungen

Jede unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung p: Y —» X besitzt die

Liftungseigenschaft fiir Kurven.
Beweis. Seien

wl—X

eine Kurve und bEY ein Punkt mit
p(b) =u(0).
Weil I kompakt ist, gibt es eine endliche Zerlegung des Einheitsintervalls

O=t0<t1<...<tn=1

und offene Mengen U, ..., Un in X mit folgenden Eigenschaften.

=
1. u([tk_l, tk]) C Uk.

2. p'l(Uk) = Uj ] ij mit offenen Mengen V. ., die sich bei p homdomorph auf

k kg
Uk abbilden.
Wir zeigen durch Induktion nach k, daf3 es eine Anhebung
A
u: [0, tk] —Y
A
von ul gibt mit u(0) = b.

[0.,]

Induktionsanfang k = 0. Wegen u(0) € U liegt der Punkt b in p'l(u(O)), also in einer

1
der Mengen U .. Wegen 2 146t sich ul anheben.
1] [0, ¢,]
Induktionsschritt. Sei
A

(1) u: [0, tk_l]—>Y
bereits konstruiert. Wegen

u(tk_l) € Uk

i 1
gilt u(ttk YEDP (Uk), d.h. es gibt ein jEJk mit
-1
A
ut, )eV

Wir setzen die Einschridnkung ul : [tk_1 ,tk] — Uk mit der Umkehrung des

e b

Homd&omorphismus
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zusammen und erhalten eine Kurve [tk-l , tk] — ij, die zusammen mit (1) die

gesuchte Fortsetzung

A
u: [0, tk] —Y

liefert.
QED.

1.4.19 Die Anhebung 0-homotoper Kurven
Sei p: Y —» X eine unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung von Hausdorff-Réiumen

und aEX, bEY Punkte mit
p(b) =a.
Nach 1.4.18 und 1.4.10 besitzt dann jede Kurve
wl—X
mit dem Anfangspunkt a genau eine Anhebung entlang p mit dem Anfangspunkt b.

Ist die Kurve u geschlossen, so muf3 die Anhebung nicht unbedingt geschlossen sein
(s.u.). Ist die Kurve u jedoch geschlossen und 0-homotop, so mufl dasselbe auch fiir die
Anhebung gelten®®.

Beispiel.
Seien

p:p2:C*—>C*,Z|->22,

die Potenzabbildung und
a=b=1.

Die Kurve )

w T — Cx, t py 2L
ist eine geschlossen Kurve mit dem Anfangspunkt 1 und besitzt die Anhebung

A .

wl— C, t ™,
deren Anfangspunkt gleich 1 und deren Endpunkt gleicb -1 ist.

1.4.20 Die Fasern von unbeschriinkt unverzweigten Uberlagerungen

Seien p. Y —» X eine unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung von Hausdorff-Riumen

und x', X" € X zwei Punkte. Ist X linear zusammenhingend, so gibt es eine Bijektion
op () — pl(x"),

d.h. die beiden Fasern bestehen aus gleichvielen Punkten (sind gleichméchtig).
Beweis. Wir wihlen eine Kurve

u: I — X von x' nach x"

und fiir jeden Punkt yEp"l(x') eine Anhebung

% Nach 1.4.14, denn die konstante Kurve 148t sich stets zu einer konstanten Kurve anheben.
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A
u:l1—Y
y

vom u mit
A

0)=y.
uy()y

Ein solche existiert nach 1.4.18 und ist eindeutig bestimmt nach 1.4.10. Wir setzen
A

Py = uy (D).
Auf diese Weise ist eine Abbildung cp:p'l(x') — p'l(x”) definiert. Ersetzt man in

dieser Konstruktion u durch u'l, so erhdlt man gerade die zu ¢ inverse Abbildung.
QED.

b
Die eben konstruierte Abbildung hingt wesentlich von der Wahl der Kurve u ab. Es gibt
deshalb keine natiirliche Methode, die Punkte einer Faser durchzunummerieren.

1.4.21 Existenz und Eindeutigkeit von Anhebungen stetiger Abbildungen
Seien p. Y —» X eine unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung von Hausdorff-Riumen

und a&€X, b € Y zwei Punkte mit

_ . p(b) =a.
Weiter sei
Z
ein einfach zusammenhéngender’’ und lokal linear zusammenhéingender Raum,
cEZL
ein Punkt und
f.Z—X
eine stetige Abbildung mit f(c) = a. Dann gibt es genau eine Anhebung
:Z—Y

von f entlang p mit T(c)=b.

Bemerkung B

Im nachfolgenden Beweis wird von der Uberlagerung p nur gefordert, daf3 sie die
Anhebungseigenschaft fiir Kurven besitzt.

Beweis. Wir definieren die Abbildung

T.z—Y
wie folgt. Fiir vorgegebens z&Z wihlen wir eine Kurve

u: I — Z von c nach z

(eine solche existiert, da Z einfach zusammenhéngend, also insbesondere linear
zusammenhingend ist). Die Komposition

vi=fou:l —Y
ist dann eine Kurve von f(c) = a nach f(z). Sei

A
v:[— X

die eindeutig bestimmte Anhebung von v entlang p mit dem Anfangspunkt
A
v(0) =b.

Wir setzen

77 also insbesondere linear zusammenhiingender
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- A
f(z) :=v(1).

Die Definition von T héngt nicht von der Wahl der Kurve u in Z von ¢ nach z ab. Ist
niamlich

u:l—7Z
eine zweite solche Kurve von ¢ nach z, so ist diese homotop zu u (weil Z einfach

zusammenhéngend ist, vgl. 1.3.13). Dann sind aber auch feu und feu homotop. Nach
1.4.14 sind dann aber auch die Anhebungen dieser Kurven entlang p (mit dem

Anfangspunkt b) homotop und haben insbesondere denselben Endpunkt T(2). Der

Wert fty(z) hingt also tatséchlich nicht von der Wahl der Kurve u ab, d.h. T ist korrekt
definiert. Nach Konstruktion gilt

pO,F =fund ?(c) =b.

Wir haben noch zu zeigen, T ist stetig.

Sei zEZ ein vorgegebener Punkt,
. . y=T@
dessen Bild und V eine offene Umgebung von y,
yeEVCY.
Wir miissen eine offene Umgebung W von z finden,
2z€WC Zmit T(W) C V.

Weil p unverzweigte Uberlagerung, also ein lokaler Homéomorphismus, ist, kénnen wir
annehmen, die Einschriankung von p auf V ist ein Hom6omorphismus

(1) ply: V N
mit einer offenen Umgebung U von x = p(y) = (z),
x=p(y)=f(z) €U C X.

Weil f stetig und Z ein lokal linear zusammenhingender Raum ist, so existiert eine linear
zusammenhangende offene Umgebung W von z,

z€ W € Z, W linear zusammenhéngend,
mit
f(W) C U.
Es reicht zu zeigen,
Tow)C V.

Wie oben wihlen wir eine Kurve u: I — Z von ¢ nach z, bezeichnen mit v := fou deren

A
Bild in X (von nach f(z)) und mit v: I — Y eine Anhebung von v mit dem

Anfangspunkt b € Y und dem Endpunkt T (z).*

Sei z” € W ein vorgegebener Punkt. Wir wiéhlen eine Kurve

u:1—s Wvon znachz’.

2 nach Definition von f .
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Eine solche existiert, weil W linear zusammenhéngend ist. Die Kurve
vi=fou:1— U
liegt dann ganz in U und verbindet die Punkte f(z) = x und x’ := f(z’). Wir wenden die
Umkehrung von (1) an und erhalten eine Anhebung
A
v -1.
\% .—(pIV) I—V

von v’ mit dem Anfangspunkt y und dem Endpunkt
A
y =v(l)e V.
Die Komposition
A A
vevil —Y

ist dann eine Anhebung von v’ev = fo(u’eu) mit dem Anfangspunkt b. Deshalb gilt
A A A
f(z)=w-v)(1)=v'(1) =y € V.

. - r?]’h - |
Y bw\v

QED.

1.4.22 Beispiel (die Logarithmus-Funktion)
Seien X eine einfach zusammenhéngende Riemannsche Fldche und
f: X — Cx

eine holomorphe Funktion ohne Nullstelle. Wir wollen den Logarithmus von dieser
Funktion konstruieren, d.h. wir suchen eine holomorphe Funktion

F: X —s C mit expeF =1.
Die Bedingung bedeutet gerade, F ist eine Anhebung von f entlang der unbeschrinkt
unverzweigten Uberlagerung exp: C—C+.

Ist X0 € X ein Punkt und c€C ein Losung der Gleichung
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e =1f(x).
so existiert nach 1.4.21 genau eine holomorphe Anhebung
F:X —C
von f entlang exp mit F(XO) = ¢, und nach 1.4.11 ist diese holomorph. Jede andere

Losung dieser Aufgabe unterscheidet sich von dieser um eine additive Konstante der
Gestalt

2min mit nEZ.

Ein wichtiger Spezialfall ist der eines einfach zusammenhéngenden Gebiets X in der
komplexen Ebene und der natiirlichen Einbettung

f:iZXc—)C*,Zl—)Z.

Jede Anhebung von i entlang exp liefert dann einen Zweig der Logarithmenfunktion auf
X.
In analoger Weise konstruiert man die Wurzeln aus einer Funktion

f:X—)(C*

ohne Nullstelle auf einer einfach zusammenhingenden Riemannschen Fliche, indem
man anstelle der Exponentialfunktion die Uberlagerung

Py Cx— C+
betrachtet.
1.4.23 Unbeschriinktheit von Uberlagerungen und Liftungseigenschaft

Sei p: Y —» X eine unverzweigte Uberlagerung. Wir nehmen an,

1. X ist eine Mannigfaltigkeit.
2. Y ist eine Hausdorff-Raum.
3. p besitzt die Liftungseigenschaft fiir Kurven.

Dann ist p unbeschriankt unverzweigt.
Beweis. Seien

XOEX

ein beliebiger Punkt und
-1 a
Weiter seien U eine offfene Menge,
X, euCX,
die homoomorph ist zur Vollkugel und
UG X
deren natiirliche Einbettung. Fiir jedes jEJ gibt es dann (nach der Bemerkung von
1.4.21) genau eine Anhebung

?.:U—>Ymit?.x =y..
i J( 0 Y

Wir setzen
V. :=T.U).
| i J( )
Dann ist
pIVj: Vj — U

fiir jedes j ein Homoomorphismus (mit der Umkehrung ?ij) und
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-1 _ 29

Wegen der Eindeutigkeit™ der Anhebungen ’Fj sind die Vj paarweise disjunkt.
QED.

1.4.24 Eigentliche Abbildungen

Ein topologischer Raum heif3t lokal kompakt, wenn X ein Hausdorff-Raum ist und jeder
Punkt von X eine offene Umgebung besitzt, deren AbschlieBung kompakt ist. Eine
stetige Abbildung

pX—Y

zwischen zwei lokal kompakten Rdumen heifit eigentlich, wenn das Urbild jeder
kompakten Teilmenge von Y bei p kompakt ist.

Bemerkungen
(i)  Ist X kompakt (und Y lokal kompakt), so ist jede stetige Abbildung p: X — Y
eigentlich.

(ii) Eine Teilmenge Z C X eines lokal kompakten Raums X ist genau dann

abgescnhlossen, wenn ihr Durchschnitt mit jeder kompakten Teilmenge von X
kompakt ist.
(iii) dung sind abgeschlossen, d.h. sie iiberfiihren abgeschlossene
Mengen in abgeschlossene Mengen.
Beweis. Zu (1). trivial.
Zu (i1). Ist Z abgeschlossen, so ist trivialerweise jeder Durchschnitt von F mit einer
kompakten Menge kompakt. Sei umgekehrt der Durchschnitt von F mit jeder
kompakten Teilmenge von X kompakt und

{Zn}nzl 2,..

eine Folge von Punkten aus Z, die gegen einen Punkt von X konvergiert, sagen wir
z — X

Wir haben zu zeigen, x € Z.

Dazu fixieren wir eine offene Umgebung von x mit kompakter Abschlieung,

x € U C X, U kompakt.
Weil U offen ist, konnen wir annehmen,

¥ Wegen p(?,(U)) =f(U)=UgiltV, = ?,(U) (- p_] (U) fiir jedes j, d.h. die rechte Seite ist in der
J J J
linken enthalten. Sei umgekehrt y ein Punkt der linken Seite. Dann liegt x = p(y) in U, 148t sich also

mit X durch eine Kurve u: T —s U verbinden. Sei u: I —s Y eine Anhebung entlang p von u
mit dem Anfangspunkt x. Der Endpunkt von 0 liegt dann p'l(xo), d.h. es gibt ein jEJ mit
u(l) = yj und 01 1— Y ist eine Kurve von yj nach y, welche die Kurve u'1 J—U

anhebt. Die Kurve o ! hat also denselben Anfangspunkt wie die Anhebung

?.°u_1: I— V.,

J J
stimmt also mit dieser liberein. Also ist ;'1 eine Kurve von V _, und insbesondere gilt yEV ..
J

% 7wei f , die an einer Stelle denselben Wert haben, miissen tibereinstimmen.
J

46



47

anU fiir jedes n.
Dann bilden die z eine Folge in der kompakten Menge X(\U, d.h. es gibt einen
Héufungspunkt der z in X(U. Da x der einzige Hiufungspunkt der z ist, folgt

XEXmﬁ.
Zu (iii). Sei p: X — Y eigentlich und Z C Y abgeschlosssen. Nach (ii) reicht es zu
zeigen,
PONK =pZ M p™ (K)
ist kompakt fiir jede kompakte Teilmenge K C Y. Dazu reicht es zu zeigen, die Menge

ZMp ')
ist kompakt. Das ist aber der Fall (nach (ii)), weil p'l(K) kompakt ist.
QED.

1.4.25 Eigenschaften eigentlicher Uberlagerungen

Sei p: Y — X eine eigentliche Uberlagerung. Dann gilt:

(1)  Fiir jeden Punkt x€X ist p'l(x) endlich.

(1)  Fir jeden Punkt x€X und jede offene Umgebung V von p'l(x) gibt es eine offene
Umgebung U von x mit p'l(U) c V.

(iii) Ist X zusammenhédngend und Y nicht leer, so ist p surjektiv.

Beweis. Zu (i). p'l(x) ist eine kompakte diskrete Teilmenge von Y, also endlich.
Zu(ii). Das Komplement
A=Y-V

ist eine abgeschlossene Menge von Y, die disjunkt ist zur Faser p'l(x). Deshalb ist
p(A)

eine abgeschlossene Menge von X, die den Punkt x nicht enthélt. Also ist
U:=X-p(A)=X-p(Y-V)

eine offene Umgebung von x mit

ply=Y-plpy-v)CY-(Y-V)=V.
QED.
1.4.26 Kriterium fiir unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerungen

Sei p: Y —» X eine eigentliche unverzweigte Uberlagerung. Dann ist p unbeschrinkt
unverzweigt.

Beweis. Sei x € X ein beliebig vorgegebener Punkt. Die Faser iiber x besteht dann aus
endlich vielen Punkten (nach 1.4.25(i)). Sagen wir, ihre Anzahl ist n,

P00 =y oy 1 #97 (0 =1,
Weil p unverzweigte Uberlagerung ist, gibt es fiir jedes j offene Mengen Uj’ Vj mit

x€EU.CX, y.eV.CY, pl,:V.— U. homdomorph.
1= Y= Pv. Y ] P

Wir kénnen dabei annehmen, die Wj sind paarweise disjunkt. Die Mengen

w U.UW_
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ist eine offene Umgebung der Faser p'l(x). Nadh 1.4.25 (iii) gibt es eine offene
Umgebung U von x,

xEUC X
mit
p i) C w U..UW_.
Wir setzen
V. =pluyNw.
Dann gilt : :

- n
p W =UL V.
Die Vj sind paarweise disjunkt, und die Einschrinkung von p auf Vj ist ein

Homd&omorphismus Vj — U.
QED.

1.4.27 Der Fall eigentlicher holomorpher Abbildungen
Sei

f:X—Y

eine eigentliche nicht-konstante holomorphe Abbildung Riemannscher Flidchen.
Bezeichne

ACX
die Menge der Verzweigungspunkte von f. Diese Menge ist abgeschlossen und
diskret.’” Weil f eigentlich ist, ist auch die Menge
B :=1(A)
abgeschlossen und diskret.’* Die Punkt der Menge B heiBen kritische Werte der
Abbildung f. Seien

Y':=Y-Bund X' :=X - f1(B).
Dann ist
f = ﬂX‘ X' —Y

eine eigentliche unverzweigte holomorphe Uberlagerung, also unbeschrinkt unverzweigt
(nach 1.4.26). Die Fasern dieser Abbildung sind endlich (nach 1.4.25(i)) und bestehen
tiberall aus der gleichen Anzahl n von Punkten (nach 1.4.20). Diese Anzahl n heif3t auch
Anzahl der Blitter von f. Mit anderen Worten, jeder Wert der Abbildung f,
ausgenommen die kritischen Werte, wird genau n mal angenommen.

Um diese Aussage auf die kritischen Werte auszudehnen, werden wir davon sprechen,

daf die Abbildung f im Punkt x€X den Wert f(x) mit der Vielfachheit
e (f)
X

annimmt, wobei eX(f) den Verzweigungsindex von 1.2.1 bezeichnet. Analog sprechen

wir davon, dal} die Abbildung f den Wert y € Y mit der Vielfachheit

m = S eX(D

XEp'l(y)
annimmt.

3! auf Grund der lokalen Beschreibung holomorpher Abbildungen in 1.2.1
32 diskret wegen der lokalen Beschreibung der holomorphen Abbildungen in 1.2.1.
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1.4.28 Vielfachheit der Wertannahme eigentlicher holomorpher Abbildungen
Sei f: X — Y eine eigentliche nicht-konstante holomorphe Abbildung Riemannscher

Fldachen. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n derart, daB} f jeden Wert y€Y mit derselben

Vielfachheit n annimmt.
Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen von 1.4.27. Wie dort bezeichne n die

Anzahl der Blitter der eigentlichen unverzweigten Uberlagerung f: X' — Y,
n=#f 'l(y) fiir jedesy €Y'
Sei
bEB

ein kritischer Wert von f und die Faser
tloy={a,,...a}
bestehe aus r Punkten. Nach 1.2.1 gibt es dann paarweise disjunkte offene Mengen Uj’
V. mit
J
aj EUj QX,bEVj Yy

mit der Eigenschaft, daB fiir jedes y € Vj - {b} die Menge p‘l(y)ﬁUj aus genau kj =

e (f) Punkten besteht,

j
# p‘l(y)mUj =c, (D =:k, fiir jedes y €V, - {b}.

Wir wihlen eine offene Umgebung V von b,

beVvC Vlﬂ...ﬂVr
mit

v Cu U..Uu,

(welche nach 1.4.25 (i1) existiert). Fiir jedes yEV - {b} besteht die Menge p_l(y) aus
#l(y) = K vk

Die Vielfachheit der Wertannahme in den Punkten von p'l(V) ist also gleich dieser
Zahl. Andererseits ist diese Zahl aber gleich der Anzahl n der Blitter von f,
n=k +.+4k =e H+..+e ().
1 rooa; a
QED.

1.4.29 Vergleich von Polstellen- und Nullstellen-Gesamtordnung

Sei f: X — P! eine nicht-konstante holomorphe Abbildung auf der kompakten

Riemannschen Flache X. Dann ist die Anzahl der Polstellen von f gleich der Anzahl der
Nullstellen von f, wenn man diese mit ihren Vielfachheiten zahlt.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von 1.4.28.

QED.

1.4.30 Nullstellenzahl von Polynomen
Jedes Polynom

f(z) = 2"+a zn'1+...+an € (C[z]

1

n-ten Grades mit komplexen Koeffizienten hat genau n Nullstellen in C (wenn man die
Nullstellen mit ihren Vielfachheiten zihlt).

49



50

Beweis. Die durch f definierte holomorphe Abbildung

Pl — Pl
nimmt den Wert oo mit der Vielfachheit n an (nach Beispiel 1.2.2).
QED.

1.5 Universelle Uberlagerungen, Decktransformationen

Unter allen unbeschrénkt unverzweigten Uberlagerungen einer Mannigfaltigkeit X gibt
es eine "groBte", die sogenannte universelle Uberlagerung. Aus ihr kann man alle
anderen unbeschriinkt unverzweigten Uberlagerungen gewinnen. Die Struktur der
universllen Uberlagerung steht iiber die Gruppe der Decktransformationen mit der
fundamentalen Gruppe von X in Zusammenhang. Mit diesem Themenkreis werden wir
uns jetzt beschiftigen.

1.5.1 Definition

Sei p: Y —» X eine unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung von zusammenhiingenden
topologischen Riumen. Diese heiBt universelle Uberlagerung, wenn sie die folgende

Universalitiitseigenschaft besitzt.
Fiir jede unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung p': Y' —s X von

zusammenhéngenden topologischen Raumen, jeden Punkt y'©€Y' und jeden Punkt

yep ! (p(y)
gibt es genau eine Anhebung

S‘: Y —Y
von p' entlang p mit S'(y') =y.
Bemerkung

Ein zusammenhéngender topologischer Raum X besitzt bis auf Isomorphie héchstens
eine universelle Uberlagerung. Ist néimlich

piY —X
eine zweite universelle Uberlagerung von X (und sind y und y' Punkte wie oben), so gibt

es neben der oben beschriebenen Abbildung S’ auflerdem genau eine Anhebung
'f)J: Y—Y
von p entlang p' mit i;(y) =y'. Die Zusammensetzungen

FOBJ': Y'— Y'und 3‘05: Y—Y
sind Anhebungen von p bzw. p' die den Punkt y' (bzw. den Punkt y) in sich abbilden.

Die identische Abbildung Y' — Y' bzw. Y — Y hat aber ebenfalls diese Eigenschatft.
Wegen der Eindeutigkeit der Anhebungen ist dann aber

pep :IdY,undp °p :IdY,

d.h. i; und f;' sind zueinander inverse Isomorphismen (in der Kategorie der
topologischen Raume).

1.5.2 Kriterium fiir die Universalitiit einer Uberlagerung

Sei p: Y —» X eine unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung von zusammenhéngenden
Mannigfaltigkeiten. Weiter sei Y einfach zusammenhéngend.
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Dann ist p eine universelle Uberlagerung.

Beweis. Das folgt aus 1.4.21 (weil Mannigfaltigkeiten lokal linear zusammenbéngend
sind).

QED.

1.5.3 Existenz Universeller Uberlagerungen
Sei X eine zusammenhéingende Mannigfaltigkeit. Dann gibt es eine und einfach

zusammenhéngende™ Mannigfaltigkeit X und eine unbeschrinkt unverzweigte
Uberlagerung

X — X
Bemerkung

Nach 1.5.2 ist dies eine universelle Uberlagerung von X.
Beweis. Wir fixieren einen Punkt

X e X.
Fiir jeden Punkt xEX bezeichne
J‘E(XO, X)
die Menge der Homotopie-Klassen der Kurven in X von x . nach x. Wir setzen

0
X = {x,)lxEeX, ocEn:(xO, X)}.
Weiter sei p die Abbildung

pif)\i—)X,(X,OL)I—)X.

Unser Ziel ist es auf der Menge X eine Topologie einzufiihren, fiir welche X ein einfach
zusammenhédngender Hausdorff-Raum und p eine unbeschrinkt unverzweigte
Uberlagerung wird.

Die Topologie von X definieren wir, indem wir eine Topologie-Basis angeben. Beginnen
wir mit der Beschreibung der Mengen der Topologie-Basis. Fiir jeden Punkt

x,a) €EX
und jede offene, zusammenhingende und einfach zusammenhingende Umgebung U
von X,

xeEUCX
definieren wir wie folgt eine Teilmenge

U, a] CX.
Die Elemente dieser Menge seien die Paare
(y, ) mity € U und 3 = a[v].
Dabei sei v eine Kurve
v:l— U von x nach y.
Bemerkung: da U einfach zusammenhéngend ist, hdngt [v] nicht von der speziellen
Wahl der Kurve v sondern nur von deren Endpunkt y ab. Insbesondere ist die
Einschrankung von p auf [U, o] bijektiv,

(1) pI[U, a]: [U, a] — U, (y, B) » y bijektiv.

33 und damit auch zusammenbingende
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Bezeichne B die Menge aller Mengen der Gestalt [U, a].

1. Schritt. B ist die Basis einer Topolgie von X.**

Jeder Punkt (x, o) € X liegt in einer Menge der Gestalt [U, o].* Seien jetzt [U, o] und
[V, B] zwei der Mengen der beschriebenen Gestalt und

(z,y) €U, a] [V, Bl
Dann gilt z € UV . Weil X eine Mannigfaltigkeit ist, gibt es eine zusammenhingende
und einfach zusammenhéngende offene Menge W von X mit
zEW C UNMNV.
Dann gilt aber’®

(z,v) EIW,y1 C [U, o] [V, BI.

2. Schritt. Die Abbildung p: X —» X ist ein lokaler Homdomorphismus (und damit
insbesondere stetig).

Nach Konstruktion sind die Abbildungen der Gestalt (1) bijektiv. Die offenen einfach

zusammenhiingenden Teilmengen®” U' C U entsprechen gerade den offenen Mengen

der Gestalt [U', ae[v]] links mit einer Kurve v: I — U’, die den Endpunkt von o mit

einem Punkt von U' verbindet.”® Mit anderen Worten, die Abbildungen der Gestalt (1)

sind Hom&omorphismen.

3. Schritt. X ist ein Hausdorff-Raum.

Seien (x, o) und (y, ) zwei verschiedene Punkte von X. Wir haben zu zeigen, diese

besitzen disjunkte offene Umgebungen. Im Fall x # y ist das trivialerweise der Fall: es
reicht disjunkte offene (und einfach zusammenhéngende) Umgebungen von x und y in
X zu wihlen. Wir konnen also annehmen,

x=y,o # .
Wir wihlen eine offene einfach zusammenhidngende Umgebung von x,
x € U C X, U offen und einfach zusammenhéngend.
Es reicht zu zeigen,
[U, al M [U, ] =2.

Angenommen, in diesem Durchschnitt gibt es ein Element

* d.h. die offenen Mengen dieser Topologie sind gerade die Vereinigungen der Mengen der Gestalt [U,
a]

3 Man wiihle fiir U irgendeine einfach zusammenhiingende offene Umgebung von x und fiir v den
konstanten Weg in Xx.

% Wegen (z,y) € [U, o] () [V, B] ist y das Produkt aus o und der Klasse eines Weges in U und auch

das Produkt aus 3 und der Klasse eines Weges in V. Es reicht also zu zeigen, jeder Weg in W ist auch
einer in U und V. Das ist aber trivialerweise der Fall, wegen W C UNV.

%7 diese bilden eine Topologie-Basis von U.

3 Dabei hiingt [U', as[v]] nicht von der speziellen Wahl von v ab (weil U einfach zusammenhiingend
ist).

52



53

(y.7) €U, a] (N [U, Bl.

Wir wihlen eine Kurve

w: I — U von x nachy
und Représentanten

wl—Uundv:I— U
fiir o bzw. 3,

a=[ul, p=[vl.

Diese Reprisentanten sind Kurven von Xy nach x. Dann gilt

Y = oe[w] = Be[w],
also a = f, im Widerspruch zu der Annahme, daf} (x, o) und (x, ) verschieden sein
sollen.

4. Schritt. Konstruktion einer Anhebung.

Seien u: I — X eine Kurve mit dem Anfangspunkt x .. Fiir jedes s€I bezeichne ug die

0
Kurve

u I — X, t » u(st).
Weiter sei

vi[— X

eine geschlossene Kurve mit den Anfangspunkt X Wir wollen zeigen, die Abbildung

A
wl—X tp o, [veu).

ist stetig und ist eine Anhebung der Kurve u mit dem Anfangspunkt
A

u(0) = (x, » [V

A A
Trivialerweise gilt peu = u und u(0) = (u(0), [v]) = (x,,, [v]), d.h. noch die Stetigkeit der

A

Abbildung u zu beweisen. Seien t 161,

A A
X) =u(ty) = (u(t)), [V'utl])
A A

und U eine offene Umgebung von x

1 . Wir miissen eine Umgebung von t

1 &I finden,

A A A

die durch u ganz in U1 abgebildet wird. Wir konnen annehmen, U1 hat die Gestalt

1

A

U1 =[W, a,] mit W einfach zusammenhingend in X.

1

Die gesuchte Umgebung existiert, weil u stetig ist.*
Bemerkung
Auf Grund der Aussage des 4. Schrittes 146t sich jeder Punkt (XO, [v]) von p'l(xo) mit

jedem Punkt der Gestalt (u(1), [veu]) verbinden, d.h. mit jedem Punkt der Gestalt*’

* Fiir t nahe bei t1 liegt u(t) nahe bei u(tl), d.h. u(t) und alle Punkte von ut liegen fiir t nahe bei t1 in
W.
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(u(l), [ul).
Nun ist aber jeder Punkt von X von dieser Gestalt, d.h. X ist zusammenhangend. Weiter

besitzt p: X — X nach dem 4. Schritt die Liftungseigenschaft fiir Kurven.
Insbesondere ist p eine unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung.

5. Schritt. X ist einfach zusammenhéngend.
Seien € die Homotopie-Klasse der konstanten Kurve im Punkt XOEX und
wil—X

eine geschlossene Kurve von X mit dem Anfangspunkt (XO, ¢). Dann ist

u=pw: I —X
eine geschlossene Kurve in X mit dem Anfangspunkt x

o
A Yy
Sei u: I — X eine Anhebung von u entlang p. Eine solche existiert nach dem 4. Schritt.
A
Verwenden wir im 4. Schritt als Kurve v die konstante Kurve in XO, so bekommt u den
Anfangspunkt (XO, €).
Auf Grund der Eindeutigkeit der Anhebung gilt
A
u=w.
Es folgt mit den Bezeichnungen des 4. Schritts:
(XO, [u]) = (u(l), [ul]) (u ist geschlossene Kurve in XO)
A A
=u(l) (nach Definition von u im 4. Schritt)
A
=w(1) (wegen u=w)
= (XO, £) (w ist geschlossen Kurve in (xo, £)).

Insbesondere ist [u] = €, d.h. u ist 0-homotop. Die Anhebung w von u ist dann aber auch
0-homotop.

Wir haben gezeigt, jede geschlossene Kurve w von X ist 0-homotop. Dann ist aber X
einfach zusammenhéangend.

QED.

Bemerkung

Wir haben damit insbesondere fiir jede Riemannsche Flidche die universelle
Uberlagerung konstruiert. Nach 1.4.8 besitzt diese universelle Uberlagerung in
natiirlicher Weise die Struktur einer Riemannschen Fliche.

1.5.4 Begriff der Decktransformation
Seien X und Y zusammenhéingende Hausdorff-Rdume und
pY—X
eine Uberlagerung. Eine Decktransformation dieser dieser Uberlagerung ist ein

fasertreuer Homoomorphismus Y — Y. Die Menge aller Decktransformationen von p

ist eine Gruppe beziiglich der Zusammensetzung von Abbildungen. Diese wird mit
Deck(Y/X)

-1
40 Man ersetze u durch v~ u.
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bezeichnet. In Situationen, in denen diese Bezeichnungsweise zu ungenau ist, verwenden
wir auch die folgende:

Deck(Y/X) = Deck(YLX).

1.5.5 Galois-Uberlagerungen
Seien X und Y zusammenhingende Hausdorff-Rdume und
pY—X
eine unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung. Dann heift p Galois-Uberlagerung oder
auch normale Uberlagerung, wenn es fiir je zwei Punkt y', y" aus derselben Faser von p,

p(y") = p(y")
eine Decktransformation f: Y — Y gibt mit f(y') = f(y").
Bemerkung
Nach 1.4.10 ist die Decktransformation f, falls sie exitiert, eindeutig bestimmt, denn f ist
eine Anhebung von p entlang p.
Beispiel
Die Abbildung
p: Cx—=C* 2z K
ist eine unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung. Es ist sogar eine Galois-
Uberlagerung, denn fiir je zwei Komplexe Zahlen ', z" eCx mit p(z') =p(z") gilt
le - S.ZV
mit einer komplexen Einheitswurzen e€C*. Dann ist aber die Multiplikation mit €,

C*—)@*, ZP €Z,
die gesuchte Decktransformation.
Wir werden spiter sehen, daf} es einen Zusammenhang zwischen den Galois-
Uberlagerungen und den Galois-Erweiterungen der Korpertheorie gibt.

1.5.6 Die universelle ﬁberlagerung und Galois-ﬁberlagerungen
Seien X eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit und
pY—X
deren universelle Uberlagerung. Dann ist p eine Galois-Uberlagerung, und die Gruppe
der Deck-Transformationen,
Deck(Y/X) = rcl(X),

ist isomorph zur fundamentalen Gruppe von X.
Beweis. 1. Schritt: p ist eine Galois-Uberlagerung.

Seien y', y"€ Punkte derselben Faser von p,
o ) p(y) =p"(¥). ' '
Da p die universelle Uberlagerung von X ist, gibt (genau) eine fasertreue Abbildung
Y — Y mitf(y)=y"
Wir haben zu zeigen, f ist ein Homdomorphismus.
Zum Beweis beachten wir, daf} es natiirlich auch genau eine fasertreue Abbildung

g Y — Y mitgy")=y'
gibt. Die beiden Zusammensetzungen
fog und gof
sind dann ebenfalls fasertreue Abbildungen, welche y" bzw. y' in sich abbilden. Diese
Eigenschaft hat aber auch die identische Abbildung. Auf Grund der
Eindeutigkeitsbedingung in der Definiton des Begriffs der universellen Uberlagerung
muf deshalb gelten

feg =1d,, und gef =1d

Y Y’
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d.h. f und g sind zueinander inverse Homéomorphismen.
2. Schritt. Konstruktion einer Abbildiung ®:Deck(Y/X) — nl(X).

Seien x .€X ein Punkt und yOEp‘l(xo) ein Punkt aus der Faser iiber x .. Fiir jede

0
Decktransformation

0

o€Deck(Y/X)
wahlen wir eine Kurve

v:[— Y von Yo nach G(yo).
Weil Y nach Konstruktion der universellen Uberlagerung einfach zusammenhiingend ist,

ist die Homotopie-Klasse der Kurve v durch deren Endpunkt eindeutig festgelegt. Die
Bildkurve

pev:l — X

ist eine geschlossene*' Kurve mit dem Anfangspunkt X Wir definieren das Bild von o

bei ® als die Homotopie-Klasse

D(0) :=[pov] € nl(X, XO) =: nl(X).
3. Schritt. Die Abbildung @ ist ein Gruppen-Homomorphismus
Seien

o, T € Deck(Y/X)
zwel Decktransformationen und
vil—sYundw: 1 —Y

Kurven von Yo nach o(yo) bzw. von Yo nach r(yo). Die Kurve

ow:l—Y
ist dann eine Kurve von o(yo) nach or(yo). Die Komposition von v mit oow ist eine

wohldefinierte Kurve
veow: I — Y von Yo nach Or(yo).
Es gilt
®(ot) =[pe(veow)]

= [pev]e[peoew]

= [pev]e[pow] (weil o eine Decktransformation ist)

= O(0)D(W).
4. Schritt. ® ist injektiv.
Seien o&Deck(Y/X) eine Decktransformation und

v: I — Y eine Kurve von y0 nach G(yo).

Wir nehmen an, o liegt im Kern von ®, d.h. [pev] ist trivial, d.h. die Kurve pev ist O-

homotop. Dann ist aber v als Anhebung von pev ebenfalls 0-homotop. Insbesondere ist
v ein geschlossen Kurve, d.h. es gilt

o(yy) =Yo:
Eine Decktransformation, die einen Punkt von Y in sich abbildet muf3 aber die identische
Abbildung sein (wegen der Eindeutigkeitsbedingung in der Definition der universellen
Uberlagerung). Es gilt also
o=1Id.
Wir haben gezeigt, der Kern des Homomorphismus @ ist trivial.

4! weil Decktransformationen fasertreu sind.
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5. Schritt. ® ist surjektiv.

Sei ocEnl(X, XO) vorgegeben. Wir wihlen eine geschlossene Kurve

u: I — X von XO nach XO ,

welche die Homotopie-Klasse o reprisentiert,
o = [u].
Weil p eine unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung ist, gibt es eine Anhebung

v:[—X
von u mit den Anfangspunkt Yor Sei Yy der Endpunkt dieser Kurve. Wie wir im ersten

Schritt gezeigt haben, gibt es eine Decktransformation
o€Deck(Y/X) mit o(yo) =y

Nach Konstruktion gilt
®(0) = [pev] =[u] = a.
QED.

1.5.7 Beispiele

(i) Die fundamentale Gruppe von C+
Die Abbildung

exp: C—C+
ist gerade die unverselle Uberlagerung von C+, denn exp ist unbeschrinkt unverzweigt
und C ist einfach zusammenhédngend. Wir betrachten fiir jedes nEZ die Verschiebung
rn: C—)(C, Z b Z + 2min,
um den Wert 2mtin. Fiir jedes C gilt
exp(tn(z)) = exp(z+2min) = exp(z),
d.h. T ist eine Decktransformation. Sei umgekehrt

aC—-C

eine Decktransformation von exp. Dann gilt
exp(0(0)) =exp(0) = 1,

d.h. es gibt ein n€Z mit
o(0) = 2min.
Mit anderen Worten, o und ’cn haben denselben Wert an der Stelle 0. Dann muf3 aber

(wegen der Eindeutigkeit von Anhebungen) sogar
o=1
n

gelten. Wir haben gezeigt,
ex
Deck(CE8Cx) = ft In€Z).
Die Gruppe rechts ist aber isomorph zu Z. Insbesondere ist

nl((C*) =7.

(ii) Die fundamentale Gruppe eines komplexen Torus
Seien I’ = Zyl + Zyz C C ein Gitter und

pC—Cr=T1
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die zugehorige Projektion auf den Torus. Diese ist die unverselle Uberlagerung des
Torus T, denn p ist unbeschrinkt unverzweigt und C ist einfach zusammenhéngend.

Fiir jedes YEI" bezeichne
’Cy: C—C,zp 24y,
die Verschiebung um den Wert y. Dann ist TY eine Decktransformation von p und wie

im vorangehenden Beispiel siecht man
Deck(C — Cm) = {rY | yET}.

Insbesondere ist
nl(C/r) =T =7@7.

1.5.8 Folgerung

Auf C gibt es keine meromorphe Funktion, welche beziiglich des Gitters rcC
doppeltperiodisch ist und nur einen Pol der Ordnung 1 besitzt (und keine weitere Pole).
Beweis. Eine solche Funktion wiirde eine holomorphe Abbildung

f: Cr — P!

definieren, die den Wert co mit der Vielfachheit 1 annimmt. Nach 1.4.28 nimmt dann f
aber jeden Wert mit der Vielfachheit 1 an, d.h. f ist bijektiv und unverzweigt, also
biholomorph. Insbesondere ist f ein Homdomorphismus, d.h.

x (Crr) gnl(]P’l) =0

im Widerspruch zum Beispiel 1.5.7 (ii).

QED.

Bemerkung

Spéter werden wir notwendige und hinreichende Bedingungen untersuchen fiir die
Existenz von doppelt periodischen Funktionen mit gegebenen Hauptteilen. Die obige
Aussage schlieft die Existenz gewisser solcher Funktionen aus topologischen Griinden
aus.

1.5.9 Aquivalente Punkte beziiglich einer Untergruppe
Seien p: Y —» X eine Uberlagerung topologischer Riume und
G C Deck(Y/X)
eine Untergruppe. Zwei Punkte y', y" €  heilen dann G-dquivalent oder auch

dquivalent modulo G, wenn es ein 0€G gibt mit o(y') = y".

Bemerkung .
Die G-Aquivalenz von Punkten von Y ist eine Aquivalenz-Relation.

1.5.10 Unbeschriinkt unverzweigten Uberlagerungen und Gruppen von
Decktransformationen

Seien
Y —X

eine unbeschrinkt unverzweigte Uberlagerung von zusammenhingenden
Mannigfaltigkeiten und

p: X —X
die universelle Uberlagerung. Weiter sei

f:)f\(J—>Y
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eine fasertreue Abbildiung (welche existiert nach Definiton der universellen
Uberlagerung). B

Dann ist f eine unbeschréankt unverzweigte Uberlagerung, und es existiert eine
Untergruppe

G C Deck(X/X)

mit der Eigenschaft, daB fiir je zwei Punkte x', x" € X die folgenden beiden
Bedingungen dquivalent sind.

1 fx)=1(x".

(i1) x'und x" sind G-dquivalent.

Es gilt
G= J'l:l(Y).
Beweis. Situation:
Y
t/ |a
XL x

1. Schritt: f ist ein lokaler Homdomorphismus.

Seien X € X ein vorgegebener Punkt und

. K=p(0,y=f00
dessen Bilder in X bzw. Y. Weil p ein lokaler Hom6éomorphismus ist, gibt es offene

Umgebungen U' und U' von y und X,

Xxau CX,xeuCx,
mit der Eigenschaft, daf die Einschriankung

—~

ply O U
ein Homoomorphismus ist. Weil q unbeschrinkt unverzweigt ist, gibt es eine offene
Umgebung U von x,

xeuCu
und paarweise disjunkte offene Teilmengen Vj C Y, <], mit
T
sodaf} die Einschrinkung

qIVj: Vj — U
fiir jedes JE€J ein Homoomorphismus ist. Wir konnen dabei annehmen,

U ist zusammenhingend.

Sei V diejenige der Mengen Vj’ die den Punkt y enthdlt,

yeEV= Vj fiir ein jEJ.
Wir setzen

U=pluyNu.
Es gilt
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vet@® Cqlw).
Weil die Menge £(0) zusammenhdngend ist, liegt sie ganz in der
Zusammenhangskompoente von q'l(U), die den Punkt y enthilt, d.h.**
f(0) C V.
Weil nach Konstruktion die Abbildungen p: U — Uund q: V — U bijektiv sind*’,
gilt sogar das Gleichheitszeichen,
f(0) = V.

Weil p: U — U und q: V — U Homoomorphismen sind, ist auch f auf U ein

Homd&omorphismus.
2. Schritt: f ist unbeschréinkt unverzweigt.

Seien yOEY ein Punkt und
v: I — Y ein Kurve mit dem Anfang Yor
Weiter sei

X OEX

ein Punkt iiber Yor d.h. f(;o) =Yy Es reicht zu zeigen, v besitzt eine Anhebung entlang

f mit dem Anfangspunkt ;0.

Weil p: X —» X unbeschriinkt unverzweigt ist, besitzt die Kurve qev eine Anhebung

U: 1 — X mitdem Anfangspunkt ;O'

Die beiden Kurven fou und v von Y sind Anhebungen der Kurve gev und besitzen
denselben Anfangspunkt Yor Es sind deshalb dieselben Kurven,

fou =v.
d.h. U ist die gesuchte Anhebung von v.

3. Schritt: Existenz der angegebenen Untergruppe G von Deck(X/X).
Wir setzen

G := Deck(X/Y) C Deck(X/X).

Dies ist offensichtlich eine Untergruppe von Deck(X/X). Weil X einfach
zusammenhingend ist, ist

£X—>Y
eine universelle Uberlagerung, d.h. es ist

G=m (Y),

2 Alle anderen V _ sind disjunkt zur Zusammenhangskomponente von y.
J

# dh. fistauf U gleicgh q Lop.
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und f ist eine Galois-Uberlagerung (nach 1.5.6), d.h. fiir je zwei Punkte x', x" € X mit

f(x') = f(x") gibt es ein c€EG mit o(x') = o(x"), d.h. die Punkte sind G-dquivalent.
Umgekehrt liegen G-dquivalente Punkte in derselben Faser bei f.** Damit ist die
Aquivalenz der Bedingungen (i) und (ii) gezeigt.

QED.

Bemerkung

Wir verwenden jetzt die gerade bewiesene Aussage zur Beschreibung; der unbeschrinkt
unverzweigten Uberlagerungen der punktierten Einheitskreisscheibe®

A+ :={zeC10<lzl < 1}.

1.5.11 Die unverzweigten Uberlagerungen der punktierten Einheitskreisscheibe
Sei
f: X — A*
eine holomorphe unbeschrinkt unverzweigete Uberlagerung. Dann gilt:
(i)  Istdie Zahl der Blatter von f unendlich, so existiert eine biholomorphe Abbildung
¢ X—H
auf die linke Halbebene, fiir welche das Diagramm

X 2 H

NP

ANG
kommutativ ist.
(1) Ist de Zahl der Blitter von f gleich k < oo, so existiert eine biholomorphe
Abbildung
@ X — A,
fiir welche das Diagramm

x b ax

N\ exp
A*
Dabei bezeichne Py die Abbildung A* — A*, 7 > X,
Beweis. Die Abbildung
exp: H — A*

ist gerade die universelle Uberlagerung der punktierten Einheitskreisscheibe. Deshalb
gibt es eine holomorphe Abbildung

P: H — X mit exp = fo.
Sei
G := Deck(H/Y) C Deck(H/A*)
die nach 1.5.10 zu ¢ gehorige Untergruppe von Decktransformationen.

Besteht G nur aus der identischen Transformation, so ist 1 biholomorph, d.h.es liegt der
erste der beiden oben beschriebenen Fille vor. Die gesuchte Abbildung o ist gerade die
zu 1 inverse Abbildung.

* Da die Decktransformationen aus G = Deck()ﬁ(J/Y) die Fasern von f in sich abbilden.
* Im Original wird die Bezeichnung E* verwendet.
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Nehmen wir jetzt an, G ist nicht-trivial. Es gilt
Deck(H/A*) = {rn | nEZ},
wenn
TnZH—)H,Z B Z + 27,
die Verschiebung um 2i bezeichnet.*® Dies ist ein zu Z isomorphe Gruppe. Die
Untergruppe G hat also die Gestalt

G={t nInEZ}

k
mit einer natiirlichen Zahl k.

Wir betrachten die unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung
g H— A* z » exp(z/k).
Fiir zwei komplexe Zahlen z,z' € H gilt dann
g(z) = g(z') & z und 7' sind G-dquivalent & (z) = (z').
Es gibt deshalb eine (wohldefinierte) bijektive Abbildung

P:X — A%, Y(2) b z b g(2),

fiir welche das Diagramm
H

Y/ \g

X boax

kommutativ wird.Da 1y und g lokal biholomorph sind, gilt dasselbe fiir ¢, d.h. ¢ ist
biholomorph. Durch direktes Nachrechnen sieht man jetzt, das Diagramm von (i1) ist

ebenfalls kommutativ.
QED.

1.5.12 Die nur im Ursprung verzweigten Uberlagerungen der
Einheitskreisscheibe

Sei
£:X—A:={zeClizi<1}
eine nicht-konstante eigentliche holomorphe Abbildung mit Werten in der Einheits-

kreisscheibe, welche iiber A* = { z€C 10 <1zl < 1} unverzweigt ist. Dann gibt es eine
nattirliche Zahl k und eine biholomorphe Abbildung

X — A
derart, daf} das folgende Diagramm kommutativ ist.

X 5 a

(1) NPy

A
Dabei bezeichne P wie bisher die Abbildung z 2K,

Beweis. Sei X* := f'l(A*) und

% Jedes der T ist eine Decktransformation, und jede Decktransformation hat an einer (jeder) Stelle
n

denselben Wert wie eines der t .
n
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f*: X* — A*
die Einschriinkung von f. Dann ist f* eine eigentliche unverzweigte Uberlagerung, also
unbeschréankt unverzweigt. Nach 1.5.11 gibt es ein kommutatives Diagramm

*
Xk i) Ak

@ NPy

A*
mit einer biholomorphen Abbildung @*. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu
zeigen,

£10)
besteht aus nur einem Punkt bEX, denn dann kann man ¢* stetig zu einer bijektiven
Abbildung @:X — A (mit ¢(b) = 0) fortsetzen, d.h. @* hat in b eine hebbare Liicke, ¢
ist holomorph und bijektiv, also biholomorph.

Zeigen wir also, 1(O) besteht aus nur einem Punkt. Angenommen, die Faser tiber O
enthielte mehr als einen Punkt,

1) = {b o

Dann gibt es paarweise disjunkte offene Umgebungen Vi’

b } mitn=2.
n

bi € Vi X
und eine Kreisscheibe A(r) = {z €C | Izl < r} mit
3) lam) = V,U..UV_n=2.
Sei A(r)* :={z eClo<lzi< r}. Wegen des Diagramms (2) ist dann
rlam

homdomorph zu

-1 k
P (A®*) = AN
also zusammenhéngend. Jeder der Punkt bi ist ein Beritihrungspunkt von 1(A(r)*).

Also ist auch f 1(A(r)) zusammenhéngend. Das steht aber im Widerspruch zu (3). Also

kann 1(0) aus nur einem Punkt bestehen.
QED.

1.6 Garben

1.6.1 Definition

Sei X ein topologischer Raum. Wir betrachten im folgende X als eine Kategorie, deren
Objekte die offenen Teilmengen von X sind und deren Morphismen die natiirlichen
Einbettungen dieser offenen Teilmengen.

Fiir je zwei offene Mengen U und V von X ist die Menge
Hom(U, V)
der Morphismen von U nach V leer, falls U nicht in V enthalten ist und besteht
andernfalls nur aus der natiirlichen Einbettung
U—V,up u
Ein Prigarbe von abelschen Gruppe ist ein kontravarianter Funktor

F: X — Ab
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auf der Kategorie mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen. Mit anderen
Worten,, jeder offenen Menge U von X wird eine abelsche Gruppe
F(U)

zugeordnet und jeder natiirlichen Einbettung U — V von offenen Mengen von X ein
Gruppen-Homorphismus
\Y%
pyF(V) — F(U).

Dabei gelte fiir jede offene Menge U von X,

p%:ld

und fiir je drei offene Mengen U, V, W von X mit U C V C W sei

W VvV U

Pu =Py°Pv -

Die Elemente von F(U) heiflen Schnitte der Prigarbe F iiber der offenen Menge U.
Die Abbildungen pYJ heilen Restriktionen der Prigarbe F und man schreibt auch

vV
pU(S) = SlU

fiir jedes Element s€F(V).

Bemerkungen
(i) In analoger Weise definiert man Prigarben von Vektorrdumen, Ringen, Mengen,

(1) ﬁnter den Schnitten von F iiber U stellt man sich oft auf U definierte Funktionen
vor (obwohl solche Schnitte nicht unbedingt Funktionen sein miissen).

1.6.2 Beispiel
Sei X ein topologischer Raum. Fiir jede offene Menge U C X bezeichne
CU)
die Menge der stetigen Funktionen U —s C. Fiir je zwei offene Teilmengen U, V C X
mit U C V sei

v
py: CV) — C(U), T Ml

die Abbildung, die jeder auf V definierten stetigen Funktion die Einschrinkung auf U

zuordnet. Auf diese Weise wird C eine Prigarbe von komplexen Vektorrdumen auf X.

1.6.3 Definition
Eine Prégarbe F auf einem topologischen Raum X heifit Garbe, wenn fiir jede offene

Menge U C X und jede offene Uberdeckung
U=Uig Y;
von U die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.
(i)  Fiir je zwei Schnitte s,s' € F(U) mit sIU = s‘IU fiir jedes i€l gilt s =s'.
i i
(1)  Fiir jede Familie { Si}i ey Von Schnitten s, € F(Ui) mit

s. =s.l
1UiﬁUj ] UiﬁUj

fiir beliebige i,j € I gibt es einen Schnitt sS€EF(U) mit sIU =S,
i

Bemerkungen
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(i) Das Element s, dessen Existenz durch Bedinung (ii) gefordert wird, ist auf Grund
von Bedingung (i) eindeutig bestimmt.

(i) Wendet man Bemerkung (i) auf den Fall U = & und die Uberdeckung
U=UiegY;
an, so sieht man, daf} F(&J) aus genau einem Element besteht.

1.6.4 Beispiele

(a) Die Garbe der stetigen Funktionen
Fiir jeden topologischen Raum X ist die in 1.6.2 definierte Prigarbe eine Garbe.
(b) Die Garbe der holomorphen Funktionen
Sei X eine Riemannsche Fliche. Fiir jede offene Teilmenge U C X bezeichne
o) = (‘)X(U)
die Menge der holomorphen Funktionen U — C. Fiir je zwel offene Teilmengen U, V
C XmitUC V sei
\%
py: O(V) — O(U), s » sIU ,

die Abbildung, welche jeder holomorphen Funktion auf V die Einschrinkung auf U

zuordnet. Auf diese Weise ist eine Garbe von (C—Algebren definiert, welche auch
Strukturgarbe der Riemannschen Fldche X heif3t.
In analoger Weise definiert man die Garbe M = MX der meromorphen Funktion auf X.

(¢) Die Einheitengruppen einer Garbe
Sei X ein Riemannsche Fliche. Fiir jede offene Teilmenge U C X bezeichne
k
Ox(U) = 0*(U)
die multiplikative Gruppe der holomorphen Funktionen U — Cx. Mit den

%
gewohnlichen Einschrankungen von Abbildungen ist Oy eine Garbe von abelschen

*
Gruppen. In analoger Weise definiert man die Garbe My, = M*. Fiir jede offene
Menge U C X besteht
k
My (U)
aus den meromorphen Funktionen U — C*, die auf keiner

Zusammenhangskomponente von U identisch Null sind.

(d) Die konstante Préigarbe
Seien X ein topologischer Raum und G ein Gruppe. Fiir jede nicht-leere offene Menge

U C X sei
SU)=G
und fiir je zwei nicht-leere offene Teilmengen U, V C X mit U C V bezeichne

oL S(V) — S(U)

die identische Abbildung. Auf diese Weise wird G zu einer Garbe von Gruppen auf X.
Im allgemeinen ist dies jedoch keine Garbe.
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LRt sich ndmlich eine offene Teilmenge U C X als Vereinigung von zwei nicht-leeren
disjunkten offenen Teilmengen schreiben,
u=uyu",
so miiflte es andernfalls zu je zwei verschiedenen Elementen
s'€G(U")=Gunds"€GU") =G
nach dem zweiten Garben-Axiom ein Element s€G(U) geben, welches gleichzeitig gleich

s'und gleich s" ist. Man kann jedoch die Definition dieser Pragarbe leicht abéndert und
sie auf diese Weise zu einer Garbe machen.

(e) Die konstante Garbe
Seien X ein topologischer Raum und G ein Gruppe. Fiir jede nicht-leere offene Menge
U C X sei

Y

S
die Gruppe der lokal konstanten Abbilduingen U — G, und fiir je zweli nicht-leere

offene Teilmengen U, V C X mit U C V bezeichne

V ny ~y
py: 9(V) — S(U)
die Abbildung, welche jeder auf V definierten Abbildung die Einschrinkung auf U

zuordnet. Auf diese Weise wird § zu einer Garbe von Gruppen. Fiir jede
zusammenhingende offene Teilmenge U C X gilt

JU) =G.
Oft werden wir fiir diese Garbe dieselbe Bezeichnung verwenden wie fiir die Gruppe
selbst.

1.6.5 Der Halm einer Prigarbe in einem Punkt
Seien X ein topologischer Raum, P eine Prigarbe von Mengen auf X und
peX
ein Punkt. Auf der disjunkten Vereinigung
\/p cu P(U)

tiber alle offenen Mengen U C X , die den Punkt p enthalten, betrachten wir die

folgende Aquivalenz-Relation ~. Zwei Schnitte
s'€P(U'") und s"€P(U")

sollen dquivalent sein,

Sl ~ S",
wenn es eine offene Menge U C X gibt mit

pEU C U'MU" und sly=s"ly -

Es ist nicht schwer, einzusehen, dal man auf diese Weise tatsichlich eine Aquivalenz-
Relation erhilt. Die zugehorigen Aquivalenzklassen hei3t Keime der Schnitte von P. Die

Menge aller dieser Keime wird mit
P

Y
bezeichnet und heifft Halm der Pragarbe P im Punkt p.
Bemerkungen
(i) Die formale Konstruktion des Halms ist ein Beispiel fiir einen direkten Limes,
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lim
P = P(U) =V P(U) /~.
b= 2t PO = Vpeu O
(1) Ist P eine Prigarbe von Gruppen,, Ringen, Vektorrdumen, so haben auch die
Halme der Préigarbe diese Eigenschaft.

(iii) Fiir jeden Punkt p€X und jede offene Menge U C X, die den Punkt p enthbilt
bezeichne
:PU)— P ,sp sl ,
Py V) D P

die Abbildung, welche jeden Schnitt auf die Aquivalenzklassen abbildet, die diesen
Schnitt enthilt. Die Aquivalenzklassen sIp heift dann auch Keim von s im Punkt

P-

Beispiel: die Garbe der holomorphen Funktionen
Seien X eine Riemannsche Flache, p€X ein Punkt und cpEOX b ein holomorpher Keim

im Punkt p. Dieser Keim wird repréisentiert durch eine holomorphe Funktion

f:U—>C,

die in einer offenen Umgebung U des Punktes p definiert ist. Betrachten wir die
Potenzreihen-Entwicklung dieser Funktion im Punkt p, sagen wir

x \Y
> CV'(Z -p)".
v=0
Je zwei Reprisentanten des Keims ¢ stimmen in einer Umgebung des Punktes p
tiberein, besitzen also diese Potenzreihen-Entwicklung im Punkt p. Es besteht deshalb
eine Isomorphie

OX,p — C{z—p}
des Halms von OX im Punkt p mit dem Ring der konvergenten Potenzreihen in diesem

Punkt.

In analoger Weise kann man den Halm MX D

im Punkt p identifizieren mit dem Ring der Laurentreihen

der Garbe der meromorphen Funktionen

x \Y
> CV'(Z -p).
v=k
mit endlichem Hauptteil identifizieren.
Bemerkung
Fiir jeden Keim ¢ im Punkt p ist der Wert ¢(p) an der Stelle p wohldefiniert: er hingt
nicht von der speziellen Wahl des Représentanten ab.

1.6.6 Das Verschwinden von Schnitten und von Keimen
Seien F eine Garbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum X,

UC X

eine offene Teilmenge und s€F(U) ein Schnitt. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent.
1 s=0.

(i1) sIX = 0 fiir jeden Punkt x € U.

Beweis. Dies ist eine direkte Folge der Garben-Axiome.
QED.
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1.6.7 Der Etal-Raum einer Prigarbe

Seien X ein topologischer Raum und F eine Prigarbe auf X. Als Menge ist der Etal-
Raum der Préagarbe F die disjunkte Vereinigung

IFl .= \/XEX Fx

der Halme. Die natiirliche Projektion des Etal-Raums ist die Abbildung
p: IFl — X mit p(FX) = {x}

fiir jedes x&€X. Fiir jede offene Teilmenge U C X und jeden Schnitt s€EF(U) sei
[U, s]:={ sIX Ix €U} (C IF)

die Menge der Keime des Schnittes s.

1.6.8 Die Topologie des Etal-Raums

Seien X ein topologischer Raum und F eine Prigarbe auf X. Dann bilden die Mengen
der Gestalt
[U, s]

mit U C X offen und s€F(U) die Basis einer Topologie von IFl. Beziiglich dieser
Topologie ist die natiirliche Projektion

p:IFl— X

ein lokaler Homdomorphismus, d.h. eine unverzweigte Uberlagerung.
Beweis. 1. Schritt: die [U, s] bilden eine Topologie-Basis.
Wir haben die beiden folgenden Aussagen zu beweisen.

1. Jedes Element @€IF! liegt in mindestens einer Menge der Gestalt [U,s].
2. Fiir jedes ¢€[U’,s’](\[U”,s”] gibt es eine Menge der Gestalt [U, s] mit
eE[U, s] & [U, ’]M[U”, s7].
Zu 1. Sei s € F(U) ein Reprisentant von ¢. Dann gilt ¢€[U, s]
Zu 2. @ ist sowohl ein Keim von s’€F(U’) als auch von s”€F(U”),
s’IX == s”IX mit x € U’(U”.
Nach Definition des Keims gibt es eine Umgebung U von x mit
= s’IU = s”lU (und U C U’'MNU™).

Die Menge [U, s] enthilt dann ¢ und liegt im Durchschnitt [U’, s’](1)[U”, s”].
2. Schritt. p ist ein lokaler HomSomorphismus.
Sei p€IFI und p(p) = x. Wir wihlen einen Représentanten s€EF(U) des Keims ¢. Dann
gilt
€E[U, s]
und die Einschrinkung
p:[U,s]—U

von p auf die Menge [U, s] ist bijektiv (mit der Inversen u sIu ). Die Mengen der

Gestalt [U’, sIU,] mit U’C U offen bilden eine Topologie-Basis des Unterraums [U,s].

Sie werden bei p’ in eine Topologie-Basis des Unterraums U abgebildet. Also ist p’
eine stetige und offene Abbildung, also ein Homdomorphismus.
QED.
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1.6.9 Definition

Eine Préigarbe F auf einem topologischen Raum gentigt dem Eindeutigkeitssatz, wenn
die folgende Bedingung erfiillt ist.

Fiir jedes Gebiet U C X*” und je zwei Schnitte s’,s”EF(U) mit s’IX = s”IX fuir ein
x€U gilt s* =s7.

1.6.10 Ein Kriterium fiir die Hausdorff-Eigenschaft des Etal-Raums
Seien X ein lokal zusammenhingender Hausdorff-Raum und F eine Prigarbe, die dem
Eindeutigkeitssatz gentigt. Dann ist der Etal-Raum IF| von F ein Hausdorff-Raum.
Beweis. Seien
¢, ¢ EIFI
zwel verschiedene Punkte,
(p’ # (p”.
Wir haben disjunkte offene Umgebungen dieser Punkte zu finden.
1. Fall. p(¢’) =: x* # X" = p(9”).
Weil X ein Hausdorff-Raum ist, gibt es disjunkte offene Umgebungen von x’ und x”.
X €U ,x"eU”, UNU”=d.
Dann sind aber p‘l(U’) und p‘l(U”) disjunkte offene Umgebungen von ¢’ und ¢”.
2. Fall. p(¢’) = p(¢”) =: x.
Dann gibt es eine offene Umgebung U C X von x und Schnitte

s’€F(U) und s”€F(U)
mit
”lX - (p”'
Weil X lokal zusammenhingend ist, konnen wir durch Verkleinern von U noch
erreichen, daf3

s’l =@’ und s
X Y

U zusammenhéingend
ist. Dann sind
(1) [U, s’] und [U, s”]
offene Umgebungen von ¢’ bzw. ¢”. Es reicht zu zeigen, der Durchschnitt dieser
beiden Umgebungen ist leer. Angenommen, es gibt ein

Ve [U, 8’1 [U, s7].
Mit y = p(y) gilt dann
s’Iy = = s”Iy.
Weil F dem Eindeutigkeitssatz gentigt, folgt s” =s”, also ¢’ = @, im Widerspruch zur

Voraussetzung des zweiten Falls. Also ist der Durchschnitt der beiden Umgebungen (1)
leer.

QED.

1.7 Analytische Fortsetzungen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Konstruktion von Riemannschen
Fléachen fiir Funktionen, die man durch analytische Fortsetzung eine Funktionenkeims
erhlt.

1.7.1 Definition: analytische Fortsetzung
Seien X eine Riemannsche Fliche und

" d.h. jede zusammenhéingende offene Teilmenge.
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wl—X

eine Kurve von
a :=u(0) nach b := u(1).
Man sagt, ein Keim

wEOX b
entsteht durch analytische Fortsetzung aus eine’m Keim
cPEOX,a
wenn es eine Familie
@ e
von Keimen
PE0K u()

gibt mit der Eigenschaft, daB es fiir jedes T€l eine Umgebung TCI von T, eine offene
Menge
UC Xmitu(T)C U

und einen Schnitt SEOX(U) gibt mit
=, fiir jedes t € T.

sl
u(t)
Dabei bezeichnet sl den Keim der holomorphen Funktion s im Punkt u(t).

u(t)
Bemerkungen
(i)  Auf Grund der Kompaktheit des Einheitsintervalls I ist die Existenz der Familie
der Keime P dquivalent zur folgenden Bedingung.

Es gibt eine Unterteilung

O=t0<t1<...<tn_1<tn=1

des Einheitsintervalls I, offene Teilmengen
Ui C X mit u([ti_l, ti]) C Ui firi=1,..,n

und holomorphe Funktionen

fi € OX(Ui)
mit folgenden Eigenschaften.
1. @ ist der Keim von f1 im Punkt a.
2. Y ist der Keim von fn im Punkt b.
3. fil =f. |, firi=1,..,n-1

V. 1+1V.
1 1

Dabei bezeichne Vi die Zusammenhangskomponente von UimUi+l’ welche den
Punkt u(ti) enthdlt.

(i)) Die nachfolgende Aussage interpretiert den Begriff der analytischen Fortsetzung
mit Hilfe des Etal-Raums zur Garbe der holomorpen Funktionen.

1.7.2 Analytische Fortsetzung und Etalraum
Seien X eine Riemannsche Flache und
wl—X

eine Kurve von
a:=u(0) nach b := u(1).
Weiter seien Keime
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cpEOX’

gegeben. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) W entsteht aus ¢ durch analytische Fortsetzung entlang u.
(i)  Es gibt eine Anhebung

a und wEOX,b

A
wl— IOXI
der Kurve u entlang der natiirlichen Projektion
p: I(‘)XI — X
des Etalraums von (‘)X mit
A A

u(0) = @ und u(l) = .
Beweis. (i) = (ii). Der Keim 1 entstehe aus ¢ durch analytische Fortsetzung entlang u.

Sei
e

die zugehorige Familie von Keimen cptEO Wir verwenden die Bezeichnungen der

Definition 1.7.1. Die Abbildung
A
(D wl — IOXI, t P

X,u(t)

ist dann lokal die Zusammensetzung der Abbildung u mit der Abbildung
U—>IOXI,u|—> slu,

die jedem Punkt u der in der Definition erwihnten offenen Menge U in den Keim des
Schnittes s, der in der Definition erwihnt wird, im Punkt u zuordnet. Letztere Abbildung
ist gerade die Umgekehung des Homdomorphismus

pl[U s]: [Us] — U,
und als solche stetig. Also ist die Abbi’ldung als Zusammensetzung stetiger Abbildungen

stetig. Wegen cptEO gilt

X,u(t)
p(e,) = u(t) fiir jedes t E 1,

A
d.h. u ist eine Anhebung von u entlang p.
(i) = (). Sei

A

uwl— IOXI

eine Anhebung von u entlang p mit dem Anfangspunkt ¢ und dem Endpunkt 1,
A A
u(0) = ¢ und u(l) = .
Es reicht zu zeigen, die Familie der
A
¢ = u(t) mit tel

hat die in der Definiton 1.7.1 geforderten Eigenschaften.
A
Weil u eine Anhebung von u entlang p ist, gilt

A
P((Pt) = p(u(t)) = u(t),
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A A A
d.h. cPtEOX,u(t)' Nach Wahl von u ist ch =u(0) =@ und cp1 =u(l) =y.
Sei jetzt
T€l
vorgegeben. Wir wihlen eine offene Umgebung
[U,s]C I(‘)XI
A A

von ¢, = u(t). Weil u stetig ist, gibt es eine offene Umgebung T C I von T mit

A
u(T) C [U, s].
Dann ist aber

A
w(T) =p(u(T) Cp(U,f) =U

und fiir t€T gilt
A
0) A =u(t) (nach Definition von cpt)
A
= sIX (weil u(t) in [U,s] liegt)
A
Dabei ist x = p(u(t)) = u(t), d.h.
P =Sy -

Mit anderen Worten,  entsteht aus ¢ durch analytische Fortsetzung entlang u.
QED.

1.7.3 Monodromie-Satz
Seien X eine Riemannsche Fliche,

uo, u 1: I—X
zwei homotope Kurven von a € X nach b€X und
{us: I— X}SEI

eine Deformation der Kurve uO in die Kurve ul.

Weiter sei cpEOX a ein Keim, welche entlang jeder der Kurven

uS:I—>X

eine analytische Fortsetzung besitzt. Dann stimmen die beiden Keime von

O%b

welche aus ¢ durch analytische Fortsetzung entlang u . und u, entstehen, iiberein.

0 1
Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung 1.7.2 der analytischen Fortsetzung mit
Hilfe des Etal-Raums. Die zu beweisende Aussage iibersetzt sich dann gerade in die
Aussage von 1.4.14 zur Homotopie der Anhebungen homotoper Kurven, angewandt auf
die natiirliche Projektion

p: IOXI — X
des Etalraums der Garbe der holomorphen Funktionen auf X.
QED.

72



73

1.7.4 Unbeschriinkt fortsetzbare Keime
Seien X eine einfach zusammenhéngende Riemannsche Fléche,

a€ Xund cpE(f)X.
Der Keim ¢ sei unbeschriinkt fortsetzbar in X, d.h. fiir jede Kurve u von X, die im Punkt

a beginnt existiere die analytische Fortsetzung von ¢ entlang u. Dann existiert eine auf
ganz X holomorphe Funktione

fEOX(X)
mit dem Keim ﬂa = ¢ im Punkt a.

Bemerkung
Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes ist f durch den Keim ¢ eindeutig festgelegt.

Beweis. Fiir jedes xEX bezeichne wXEOX « einen Keim, der aus ¢ durch analytische
Fortsetzung entlang einer Kurve u entsteht. Weil X einfach zusammenhéngend ist, d.h.
Jje zwei Kurven mit demselben Anfangs- und Endpunkten sind homotop, hdngt le nicht

von der Wahl der Kurve uX ab. Wir setzen

f(x) := wx(x) fiir jedes xEX.
Dann ist f eine auf X holomorphe Funktion mit fIa = Q.

QED.

Bemerkung

Ist die analytische Fortsetzung entlang zweier Kurven mit denselben Anfangs- und
Endpunkten moglich, so sind die aus einem Keim entstechenden neuen Keime im
allgemeien verschieden. Durch Zusammensetzen Gesamtheit  aller analytischen
Fortsetzungen zu einer Funktion erhélt man deshalb im allgemeinen mehrdeutige
Funktionen. Der Begriff der mehrdeutigen Funktion erfordert jedoch eine Prazisierung.
Bezeichnung

Seien X und Y Riemannsche Flidchen und

pY —X
eine holomorphe unverzweigte Uberlagerung. Fiir jedes yEY induziert dann p (als
lokaler Hom6omorphismus) einen Isomorphismus der Halme

ES
L0 O sl op)l .
P Ox i)~ Vyy oy P EP

Wir bezeichnen mit

0, —0
, P Py y 77 VX op(y)
die Umkehrung von p*.

1.7.5 Definition: analytische Fortsetzung

Seien X eine Riemannsche Fléche, a € X ein Punkt und cpEOX a ein Keim. Das

Quadrupel

(Y,p.f,b)
heif3t dann (globale) analytische Fortsetzung des Keims ¢, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind.

(i) Y isteine Riemannsche Flidche und p: Y —X eine holomorphe unverzweigte
Uberlagerung.

i) fY— Clisteine holomorphe Funktion.
(i) b €Y ist ein Punkt iiber a, p(b) = a, und p*(flb) = Q.
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Eine analytische Fortsetzung (Y, p, f, b) des Keims ¢ heiflit maximal, wenn sie die
folgende Universalitétseigenschaft besitzt.

Fiir jede analytische Fortsetzung (Z, q, g, ¢) von @ gibt es eine fasertreue holomorphe
Abbildung F: Z — Y mit F(c) = b und F*(f) = g.
Bemerkung

Eine maximale analytische Fortsetzung des Keims ¢ ist, falls sie existiert, bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt.

Zum Beweis nehmen wir an, (Y, p, f, b) und (Z, q, g, ¢) sind zwei maximale analytische
Fortsetzungen des holomorphen Keims ¢. Dann gibt es auf Grund der
Universalitdtseigenschaft fasertreue holomorphe Abbildungen

F:Z — Y und G: Y — Z mit F(c) = b, G(b) = c, F¥*(f) = g und G*(g) =f.
Insbesondere sind dann
FG:Y—YundG°F:.Z—7Z

fasertreue holomorphe Abbildungen mit GeF(c) = ¢ und FeG(b) = b. Eine fasertrue
Abbildung, die einen Punkt fest laBt ist aber gleich der identischen Abbildung (nach
1.4.10), d.h. F und G sind zueinander inverse biholomorphe Abbildungen.

1.7.6 Globale und lokale analytische Fortsetungen

Seien X eine Riemannsche Fliche, a € X, cpEOX a ein Keim und

(Y.p.f.b)
eine analytische Fortsetzung von ¢. Weiter seien

viI—Y
eine Kurve von v(0) = b nach v(1) =: y. Dann entsteht der Keim
=p.(fl)eEO
= Pul y) X.p(y)

durch analytische Fortsetzung von ¢ entlang der Kurve u:= peov.
Beweis. Fiir jedes t€l setzen wir
= Pallly ) 0% uqey
Es gilt dann
Pp = Px(fly ) = Px(fl) =@
und
P =Pl )= p*(fly) =.

Sei jetzt tOEI beliebig vorgegeben. Da p: Y — X eine unverzweigte Uberlagerung ist,

gibt es offene Umgebungen V C Y und UCX der Punkte
V(tO) €V bzw. p(V(tO)) = u(to)

mit der Eigenschaft, da die Einschriankung von p auf V eine biholomorphe Abbildung

p = pIV: V—U
ist. Seien q' die Umkehrung von p' und

g:=q*(f) € 0, (U)
die Verpflanzung von f entlang q'. Dann gilt

p*(fln) = glp(ﬂ) fiir jeden Punkt nEV.
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Weil v eine stetige Abbildung ist, gibt es eine offene Umgebung T C I von t ., mit

0
v(T) € Valso u(T) C U.
Fiir jedes t€T gilt dann
glu ® = gIp (D) (nach Definition von u = pov)
= P*(ﬂv(t)) (wegen v(t) EV(T) C V)
=Q, (nach Definition von ¢ t).

Damit ist v analytische Fortsetzung von ¢ entlang u.
QED.

1.7.7 Existenz maximaler analytischer Fortsetzungen

Seien X eine Riemannsche Fliche, a€X ein Punkt und €0, ein Keim. Dann gibt es

X,a
eine maximale analytisdhe Fortsetung (Y, p, f, b) von .
Beweis. Seien Y die Zusammenhangskomponente des Etal-Raums IOXI , welche den

Punkt ¢ enthiilt,
b:=g€Y,
und
pY —X
die Einschrinkung der natiirlichen Projektion p': I(‘)XI — X des Etalraums. Dann ist p

eine unverzweigte Uberlagerung. Wir versehen Y mit der eindeutig bestimmten
komplexen Struktur, fiir welche p eine holomorphe Abbildung wird (vgl 1.4.8). Die
holomorphe Funktion

f: Y —C
definieren wir wie folgt. Jeder Punkt NEY ist nach Definition ein holomorpher Keim im

Punkt p(n). Wir definieren

f(n) :=n(pm))
den Wert von f im Punkt 1 als den Wert dieses Keims im Punkt n.

1. Schritt. Die Funktion f ist holomorph.
Sei nE€Y vorgegeben. Ist SEOX(U) ein Schnitt, der den Keim m) représentiert, so gilt f(n)

=s(p(m)), d.h. es ist

f(m) = s(p()) fiir jedes NE[U, s]
Bezeichnet q': U — [U, s] die Umkehrung x sIX der (biholomorphen)
Einschrankung von p' auf [U,s], so erhalten wir damit

(D) f(q'(x)) = s(x) fiir jedes x€U.

Mit anderen Worten, die Verpflanzung von f entlang der biholomorphen Abbildung q'
ist holomorph. Dann ist aber auch f (im vorgegebenen Punkt 1) holomorph.

2. Schritt. (Y, p, f, b) ist eine analytische Fortsetzung von .

Wegen (1) ist p fl )=sl =), d.h.
g (1 >k( ) m) n d.h

Insbesondere ist
P, =p, (Ml )=,
d.h. das Tupel (Y, p, f, b) ist eine analytische Fortsetzung von .
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3. Schritt: (Y, p, f, b) ist maximale analytische Fortsetzung von ¢.

Sei

(Z.9,8,0)
irgendeine analytische Fortsetzung von ¢. Wir definieren wie folgt die Abbildung

F-Z—Y
Sei

YASYA
vorgegeben und sei
x:=q(z) € X.

Der holomorphe Keim

d.(gl ) €05
entsteht dann aus ¢ durch analytische Fortsetzung entlang einer Kurve von a nach x (vgl.
1.7.6). Nach 1.7.2 besteht Y gerade aus allen Funktionskeimen, die durch analytische
Fortsetzung von ¢ entlang einer Kurve entstehen. Deshalb gibt es ein

ney
mit q*(glz) =1 (und nur ein solches 1). Wir setzen
F(z) = .

F ist holomorph in z: Weil q als unverzweige Uberlagerung lokal biholomorph ist, gibt
es eine holomorphe Funktion

s € OX(U)
auf einer Umgebung U von x, deren Verpflanzung entlang q gerade die Einschrinkung

von g auf eine Umgebung W C Z von zEZ ist,
o) gy = 4*(s).

Fiir weW gilt
. =00 T
d.h. F ist in der Umgebung W die Zusammensetzung von q mit der lokalen Umkehrung
q:x' B sIX,

von p'. Letztere ist holomorph, also ist F in einer Umgebung von z holomorph.

Speziell fiir z = c erhalten wir
Flo)=q,(el )=9=>
Wie wir im ersten Schritt gesehen haben (vgl. (1)) ist
I3k —_—
q (ﬂ[U,s]) =Ss.
Zusammen mit (2) erhalten wir
— a* — a*(q'* - o) * - *

lyy = %) = a5 @ D)= @D Wy )= FRE .
Wir lassen die Mengen W eine Uberdeckung von Z durchlaufen. Die zugehdrigen
Mengen U durchlaufen dann eine Uberdeckung von X und die Mengen [U,s] eine
Uberdeckung von Y. Es folgt

. o g =FED. .

Mit anderen Worten, F ist die Abbildung mit den geforderten Eigenschaften.
QED.
Bemerkungen
(1)  Inderselben Weise wie oben kann man anstelle der Keime holomorpher

Funktionen auch Keime meromorpher Funktionen betrachten und deren
analytische Fortsetzungen konstruieren. Man verwendet dabei die Uberlagerung

IMXI — X.
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(i) Bisher haben wir verzweigte Uberlagerungen aus unseren Betrachtungen
ausgeschlossen. Im nachfolgenden Abschnitt werden wir bei der Untersuchung
des Spezialfalls der algebraischen Funktionen auch Verzweigungen untersuchen.

1.8 Algebraische Funktionen

Die einfachsten Beispiele fiir mehrdeutige analytische Funktionen sind die Wurzel-
Funktionen. Diese sind Spezialfélle sogenannter algebraischer Funktionen, d.h.
Funktionen

w=w(2),
die einer algebraischen Bedingung
n-1

n . _
W +a1(z)w +...+an(z) 0

gentigen, wobei die Koeffizienten a, vorgegebene meromorphe Funktionen von z sind.

In diesem Abschnitt konstruieren wir Riemannsche Flichen algebraischer Funktionen.
Es wird sich zeigen, daf} es sich um eigentliche Uberlagerungen handelt, deren
Blitterzahl gleich dem Grad der algebraischen Gleichung ist (wenn diese irreduzibel ist).

1.8.1 Elementarsymmetrische Funktionen

Seien : Y —» X eine eigentliche unverzweigte holomorphe Uberlagerung mit n Blittern

und
f.Y-->C
eine meromorphe Funktion auf Y. Fiir jeden Punkt x € X gibt es dann eine offene
Umgebung U,
xeUC X,
fiir welche das vollsténdige Urbild

v )= v, U..Uv,
disjunkte Vereinigung offener Mengen Vi C Y ist mit der Eigenschaft, daB die

Einschridnkungen

nIVi: Vi — U

biholomorph sind. Bezeichne

._ 1.
T =Gy, ) U—

1

die Umkehrung von JtIV und
i

fi = ri*f: U-->C

die Verpflanzung von f entlang T

Weiter schreiben wir fiir beliebige Unbestimmte T, Zl""zn das Produkt

_h _ n-1 n-1 1\
) i]f[l(T—zi)—T s, T L s T e

d.h. die s, seien die elementarsymmetrischen Funktionen in z e

1
SI(ZI’"'Zn) =z, + ...+ z

SZ(ZI""Zn) =2,2, +..+ z 1%,

Sn(zl’”'zn) =z 002
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Wir setzen die Verpflanzungen f 1,...fn ein und erhalten

) ) =T"+c ™ +c
=1 1 1 n

mit einer auf U definierten meromorphen Funktion
—(1\V CIT .
¢, =(DYs (f..f):U-->C.
Wiederholen wir diese Konstruktion mit einer Umgebung U' eines anderen Punktes
X'EX,
so erhalten wir in den Punkten von U U' dieselben meromorphen Funktionen c, denn

die beiden Produkte auf der linken Seite von (2) unterscheiden sich nur in der
Reihenfolge der Faktoren. Mit anderen Worten, die lokal konstruierten meromorphen
Funktionen <, verheften sich zu global definierteen meromorphen Funktionen

c :X—)C.
v

Wir nennen sie auch elementarsymmetrische Funktionen von f beziiglich der

Uberlagerung m: Y — X.

1.8.2 Elementarsymmetrische Funktionen im verzweigten Fall
Seien
Y —X
eine eigentliche holomorphe Uberlagerung Riemannscher Fléchen mit n Blittern,
ACX
eine abgeschlossene diskrete Teilmenge, welche alle kritischen Punkte von 7 enthélt und
B:=ml(A).
Weiter seien
f:.Y-B-->C
eine holomorphe oder meromorphe Funktion und

€€y € O(X-A) bzw. € M(X-A)

die elementarsymmetrischen Funktionen von f bzgl. .

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) f besitzt eine holomorphe (bzw. meromorphe) Fortsetzung auf Y.

(i1) C oy besitzen holomorphe (bzw. meromorphe) Fortsetzungen auf X.

Bemerkung

Auf Grund dieser Aussage konnen wir im folgenden auch fiir verzweigte (eigentliche
holomorphe) Uberlagerungen elementarsymmetrische Funktion definieren.

Beweis. Seien

acA
und
b,,...b EB
1 m
die Urbilder von a bei it. Wir fixieren eine Karte
zU—VvCC

von  deren Koordinaten-Umgebung U relativ kompakt ist**, den Punkt a enthélt und
bei welcher der Punkt a dem Ursprung in der komplexen Ebene entspricht,

z@@)=0eC,

* d.h. die AbschlieBung von U in X ist kompakt.

78



79

Dann ist

-1
Vi=a"U)
eine relativ kompakte Umgebung fiir jeden der Punkte bi' Wir behandeln zunéchst den

Fall, daB f eine holomorphe Funktion ist.
1. Fall: f €0(Y-B).

1) = (11).

Wenn sich f auf Y holomorph fortsetzen 1d6t, so ist f auf der Menge
V- {bl""’bm}

betragsméBig beschrinkt. Dann sind aber auch die elementarsymmetrischen Funktionen
c, (als Polynome in den lokalen Verpflanzungen von f) beschrinkt auf A - {a}, d.h. sie

lassen sich zu im Punkt a holomorphen Funktionen fortsetzen.
i) = (i).
Wenn sich die elementarsymmetrischen Funktionen c, auf ganz X fortsetzen lassen, so
sind sie auf U - {a} betragsméBig beschrinkt. Fiir jeden Punkt
yEV - {bl""’bm}

gilt mit x := nt(y) nach Definiton der elementarsymmetrischen Funktionen

)™ + ¢ GO+ ke (1) =0,
Deshalb ist f auf der Menge V - {b
die Punkte bi fortsetzen.

1,...,bm} beschrinkt,*’ 148t sich also holomorph in

2. Fall: feEM(Y-B).

1) = (11).

Nehmen wir an, die Funktion f 14t sich meromorph auf ganz Y fortsetzen. Dann ist sie
in jedem der endliche vielen Punkte bi entweder holomorph oder hat dort einen Pol

(endlicher Ordnung). Die Verpflanzung
¥ (z)
der Karte z hat in jedem bi eine Nullstelle. Es gibt deshalb eine Potenz

) for @),

welche sich holomorph in alle diese Punkten bi fortsetzen 1aBt. Die i-te
elementarsymmetrische Funktionen von (i) ist gerade ci-zk'l. Letztere besitzt nach dem
ersten Fall eine holomorphe Fortsetzung in den Punkt a. Also besitzt < eine
meromorphe Fortsetzung in diesen Punkt.

i) = (1).

Nehmen wir an, die <, besitzen meromorphe Fortsetzungen in den Punkt a. Dann kann

man ein k wihlen mit der Eigenschaft, daf

P =1f lo..olf I=Is I=lc [,
1 n n n

d.h. Ifl = -\n ’Ic |, d.h. mit ¢ ist auch f beschrinkt.
n n
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fiir jedes v eine holomorphe Fortsetzung in den Punkt a besitzt. Dann 148t sich aber die
Funktion (1) holomorph in jeden der Punkte bi fortsetzen, d.h. die Funktion f selbst

besitzt eine meromorphe Fortsetzung.
.QED.

1.8.3 Vergleich der meromorphen Funktionenkorper fiir eigentliche
Uberlagerungen

Seien ;t: Y —» X eine eigentliche holomorphe Uberlagerung Riemannscher Fléichen,
welche n Blitter besitzt.

Weiter seien fEM(Y) und ¢

Funktionen. Dann gilt

1 ,...,anM(X) die zugehorigen elementarsymmetrischen

1 4 (ﬂ:*cl)fn'1+ ot n*cn =0.
Insbesondere beschreibt der Monomorphismus
7o M(X) — M(Y)
eine algebraische Korpererweiterung. Diese hat einen Grad =< n.

Erginzung.
Falls es ein fEM(Y) gibt und einen Punkt x€X mit den Urbildern yl,...,yHEY derart,

dal die Werte f(yi) paarweise verschieden sind, so ist der Grad der Erweiterung sogar

gleich n.

Bemerkung
Wir werden spiter sehen, da die in der Erginzung beschriebene Bedingung stets

erfiillt.
Beweis. Nach Definition der elementarsymmetrischen Funktionen in 1.8.1 besteht die
Identitét

1+ (rie )L+ s mre =0,
d.h. jedes Element
feL :=M()
ist algebraisch tiber
K :=m*M(X) (& L),
und das zugehdrige Minimalpolynom besitzt einen Grad < n. Sei jetzt

fOEL

ein Element, dessen Minimalpolynom einen Grad

%

besitzt, der maximal ist unter allen Graden aller Minimalpolynome von Elementen von L

(tiber K). Es reicht zu zeigen,
L= K(fO).

Angenommen, K(fO) ist echt enthalten in L,
K(fo) CL.
Dann gibt es ein fElL - K(fo) und K(fo, f) ist echt groBer als K(fO). Alle hier

betrachteten Korper enthalten die komplexen Zahlen, sind also von der Charakteristik 0.
Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein g mit
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K(g) = K(f,,H C L.
Weil K(g) echt groBer ist als K(fO) gilt

deg g = [K(g): K] > [K(fO): K] =deg fO.

Das steht aber im Widerspruch zur Maximalitét des Grades von f ..

0
Zur Ergénzung.
Hat das Minimalpolynom von f einen Grad m < n, so kann f in jedem Punkt von X

hochstens m Werte annehmen (da die Werte Nullstellen eines normierten Polynoms m-
ten Grades sind).
QED.

1.8.4 Fortsetzung eigentlicher unverzweigter Uberlagerungen
Seien X eine Riemannsche Fliche,

ACX
eine abgeschlossene diskrete Teilmenge,
X'=X-A
und
.Y —X

eine eigentliche unverzweigte holomorphe Uberlagerung. Dann 148t sich 7t zu einer
eigentlichen holomorphen Uberlageruing auf ganz X fortsetzen, d.h. es gibt eine
eigentliche holomorphe Uberlagerung

TmY —X
von Riemannschen Flidchen und eine biholomorphe Abbildung
eY-mlA) —Y
mit rcccp'1 =7
Beweis. Fiir jedes acA withlen wir eine Karte
z:U —Vv (CC

a a a
von X mit folgenden Eigenschaften:
1. z (a)=0.

a

2. V.= {z€C 11z < 1} = A ist die Einheitskreisscheibe.

3. UaﬂUa, =@ fiira # a'.
Wir setzen
k)
U, = Ua - {a}.
Weil ': Y' — X' nach Voraussetzung eigentlich ist, zerféllt das vollstandige Urbild
* % k
)= Vo1 U UV
disjunkte Vereinigung von offenen zusammenhéngenden Teilmengen
*
V,; © Y. Fiir jedes i ist die Einschrinkung

in eine endliche™

% Wir betrachten die Menge

M

aller offenen Teilmengen UCX' mit der Eigenschaft , daB die Zusammenhangskomponenten von

n ()
offen sind und deren Anzahl hochstens n ist, wobei n die Anzahl der Blitter von &' sei. Diese Menge sei
mit der Halbordung durch Inklusion versehen.
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%
(1) Vai— U

von w' auf V. eine eigentliche unverzweigte Uberlagerung. Die unverzweigten
>

Uberlagerungen der punktierten Einheitskreisscheibe A* haben wir in 1.5 vollstindig
beschrieben. Bezeichne

al
die Anzahl derBlitter der Uberlagerung (1). Nach 1.5.12 gibt es eine biholomorphe
Abbildung

ES
. . %
€, Vaj— A

und ein kommutatives Diagramm

% Gy

Voj—> A%

Ly

U —> A*

kai *
mit ™ i(C) =T 7. Wir fiigen jetzt zur Menge Y' fir jedes V, ; einen "kiinstlichen"
Punkt flinzu, d.h. wir setzen
Y=YU Ua&{pa,l’ ""’pa,n(a)}

mit irgendwelchen Elementen Py (aus irgendeiner Menge), die paarweise verschieden

sind und nicht schon 1n Y hegen Dann gibt es auf Y genau eine Topologie mit
folgenden Eigenschaften®'.

Weil die Blatterzahl von n':Y'— X' gleich n ist, gibt es fiir jeden Punkt xEX eine offene Umgebung U

derart, daf3 J'I:'-l(U) aus genau n Zusammenhangskomponenten besteht (die alle biholomorph sind zu U).
Insbesondere ist die Menge M nicht leer,

M # 3.
Zeigen wir, jede Kette in M besittzt eine obere Schranke in M. Sei also
0]
{ i}iEI
eine Kette in M. Es reicht zu zeigen,
U:=
UlEI i

liegt auch in M. (Die Offenheit der Zusammenhangskomponenten folgt aus der Offenheit dieser

Komponenten fiir die n"l(U,)). Angenommen, das ist nicht so. Dann besitzt n"l(U) mehr als n
i

Zusammenhangskomponenten, sagen wir

K ...K .
1 n+1

Wir wihlen n+1 Punkte c €K ,....c €K . Die endlichn vielen Punkte nt'(c ),...,w'(c ) liegen
1 1 n+1 n+1 1 n+l

samtlich in U. Da die U, eine Kette bilden, gibt es ein i mit
i
w'(c),..,.t'(c H)EU.
1 n+1 i
Es folgt
< exlu)
n+ i
Wegen U €M besteht n"l(U,) aus hochstens n Zusammenhangskomponenten, und jede von ihnen ist
i i

offen. Also miissen zwei der n+1 Punkte c. in derselben Zusammenhangskomponente liegen. Diese ist
i
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a) induzierte Unterraum-Topologie ist gerade die bereits auf Y' gegebene
Topologie (die von der Struktur der Riemannschen Fldache Y' kommt).

b) Ist {Wj }j ] eine Umgebungsbasis des Punktes aEUa, so bilden die Mengen

*
(@ WOV, U, 3 mit €1
eine Umgebungsbasis des Punktes Py inY.

Auf diese Weise wird Y zu einem Hausdorff-Raum. Wir setzen die Abbildung &' zu
einer Abbildung

mY —X

zusammenhéngend und (weil offen) auch lokal linear zusammenhéngend, also linear zusammenhéngend.

Es gibt also einen Weg in J'I:'-I(U_), der diese beiden Punkte verbindet. Wegen n'_l(U_) (- n'_l(U) ist
i i
dies auch ein Weg in n‘_l(U). Das steht aber im Widerspruch dazu, daf} jedes c, in einer anderen
i

Zusammenhangskomponente von n‘_l(U) liegen soll. Wir haben gezeigt, jede Kette in M besitzt eine
obere Schranke in M. Nach dem Zornschen Lemma gibt es in M ein maximales Element, saben wir

UO € M.
Es reicht zu zeigen, U0 = X. Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann gibt es einen Punkt
xeX-U.
0
Weil X als Riemannsche Flidche linear zusammenhinged ist, kann man x durch einen Weg mit einem
Punkt von U0 verbinden. Auf diesen Weg gibt es einen Punkt der auf dem Rand von U0 liegt. Wir

konnen annehmen
x € U
0

(d.h. jede Umgebung von x hat Punkte mit UO und Punkte mit X - UO gemeinsam). Wir wihlen eine

offene zusammenhéngende Umgebung U von x in X,
xeEUCX

mit der Eigenschaft, daf3 rc'_l(U) in n paarweise disjunkte offene Mengen V. zerfillt,
i

n"l(U)=V1U...UV
n
von denen jede durch m' biholomorph auf U abgebildet wird. Insbesondere ist jede von ihnen

zusammenhéngend, und weil U nicht ganz in U0 liegt, ist keine von ihnen ganz in der Menge n‘_l(UO)
enthilten. Wir fiigen jetzt nacheinander die Vi zu dieser Menge hinzu. Die Vereinigung einer
zusammenhéngenden Menge mit Vi’ die mit Vi gemeinsame Punkte hat, ist zusammenhingend. Die
Zusammenhangskomponenten von
U Uu)
0
entstehen also aus denen von n'_l(UO), indem man alle Komponenten der alten Menge mit denjenigen
Vi's vereinigt, mit denen sie Punkte gemeinsam haben (oder falls es keine solchen Vi‘s gibt, sie

unverédndert 146t). Die neuen Zusammenhangskomponenten sind wieder offen in Y, und ihre Anzahl ist
hochstens kleiner. Mit anderen Wort, UOUU ist ein Element von M. Das steht aber im Widerspruch

zur Maximalitit von UO.

>! Diese Konstruktion verallgemeinert die Fortsetzung einer Topologie auf einen durch einen Punkt
erginzten Raum, wie wir sie von der Ein-Punkt-Kompaktifizierung eines topologischen Raums
kennen..
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fort mit m(p, ;) = a. Man erhilt auf diese Weise eine eigentliche Abildung’>. Um Y zu

einer Riemannschen Fldche zu machen, fiigen wir zu den Karten der komplexen Struktur
von Y' noch die folgenden Karten

%
E;a,i: Va,i = Va,iU{pa,i} — A

hinzu. Dabei sei Z;a ; die Fortsetzung der biholomorphen Abildung

*
2 ¢, Va0
mit ?;a i(pa i) =0. Weil die urspriinglichen Abbildungen (2) biholomorph beziiglich der
kompl’exen’ Struktur von Y' sind, liefern deren Fortsetzungen Karten von Y, die

biholomorph vertréglich sind mit den Karten von Y' und definieren so eine komplexe
Struktur auf Y.

Die Abbildung m: Y — X wird auf diese Weise zu einer holomorphen Abildung. Nach
Konstruktion ist
y-nla)=v.
Als Abbildung
@Y - Jt"l(A) —Y
konnen wir deshalb die identische Abbildung nehmen. Damit ist die Existenz der

Fortsetzung m: Y — X von ': Y' — X' bewiesen.

QED.

Bemerkung

Die nachfolgende Aussage zeigt, daf} die Fortsetzung, deren Existenz wir gerade gezeigt
haben, bis auf [somorphie eindeutig bestimmt ist.

1.8.5 Eindeutigkeit der Fortsetzung
Seien
Y —Xundt:Z—X
eigentliche holomorphe Uberlagerungen und A C X eine abgeschlossene disjunkte
Teilmenge. Wir setzen
X =X-A, Y =rlx),z =v1x).

Dann léd6t sich jede fasertreue biholomorphe Abbildung

oY —7
fortsetzen zu einer fasertreuen biholomorphen Abildung

oY —7Z

Insbesondere besitzt jede Decktransformation®® o'EDeck(Y'/X') eine Fortsetzung zu
einer Decktransformation c&€Deck(Y/X).

Beweis. Seien a€Aundz: U — V QC eine Karte mit a€U und z(a) = 0. Wir kénnen
annehmen, daf}

V=A={zeC:1z<1}

k)
32 Da fiir jedes a€A die Anzabl der Vo, endlich ist, reicht es zu zeigen, jede der Einschriinkungen

)

*k
V =V . U .
ai a,IU{p a,i} — ai
ist eigentlich.
53 Zur Erinnerung, Decktransformationen sind fasertree Homéomorphismen. Im Fall von

Uberlagerungen Riemannscher Flichen sind diese automatisch biholomorphe Abbildungen.

84



85

die Einheitskreisscheibe ist. Wir setzen

U*:=U - {a}.
Wir konne weiterhin annehmen, U wurde so klein gewihlt, da3 s und T tiber U*
unverzweigt sind.”* Seien Vl""’Vn und Wl’ e Wm die Zusammenhangskomponenten

von n'l(U) bzw. ‘c'l(U),
L = v,U..UV, und L) = wU.Uw_.
Dann sind die
%
Vy = Vv - n:'l(a)

die Zusammenhangskomponenten von n'l(U*) und die
k
Wy =W -7l@

die Zusammenhangskomponenten von r'l(U*). Mit o' ist auch die Einschrankung
alun — vl
biholomorph (erhélt also die Anzahl der Zusammenhangskomponenten), d.h. es gilt
n=m
und bei geeigneter Wahl der Nummerierung induziert ¢' biholomorphe Abbildungen

—~

= k
(1) oV, — W,
fiir jedes v. Nun ist
%k
(2) m: V,, — U*

eine unverzweigte Uberlagerung der punktierten Einheitskreisscheibe mit endlich vielen
k

Bldttern (und V* zusammenhdngend). Nach 1.5.12 konnen wir V,, so mit der
punktiertern FEinheitskreisscheibe identifizieren, dal die Abbildung (2) zur
Potenzabbildung pk(z) = 7X wird. Insbesondere besteht

* -1
Vy Mo (a)
aus genau einem Punkt, sagen wir bv' Analog besteht
Ll
W, M1 (@)
aus genau einem Punkt, sagen wir c Deshalb kann man jede der Abbildungen (1) zu

einer bijektiven Abbildung fortsetzen (welche bv in c, tiberfiihrt). Diese Fortsetzung ist
k
stetig: eine Folge in V,, , die gegen bv geht, geht bei & in eine Folge tiber, die gegen a

*
geht.” Jede Folge aus t-Urbildern in W,, geht dann aber gegen cv.56 Nach dem Satz

tiber hebbare Liicken ist die Fortsetzung sogar holomorph. Durch Anwenden des
desselben Argument auf die Umkehrung von (1) sehen wir, daf} die Fortsetzung von (1)
eine biholomorphe Abbildung ist.

3 d.h. aist der einzige kritische Punkt von mt und t, der in U liegt. Wir verwenden die Tatsache, daB3 die
Menge der kritischen Punkte eine diskrete Menge ist.
% Man identifiziere 5t mit der Potenzabbildung P

% Man identifizieren T mit der Potenzabbildung: fiir jede Nullfolge ist die zugehérige Folge von k-ten
Wurzeln ebenfalls eine Nullfolge.
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Indem wir die angegebene Konstruktion fiir jeden Punkt acA anwenden, erhalten wir

die gesuchte Fortsetzung.
QED.

1.8.6 Verzweigte Galois-Uberlagerungen
Seien ;t: Y —» X eine eigentliche holomorphe Uberlagerung von Riemannschen
Fliachen und A C X die Menge der kritischen Punkte von st. Wir setzen
X':=X-Aund Y :=Y -7 l(A).
Die Abbildung it heiflit dann Galois-Uberlagerung, wenn die induzierte Abhildung
Y —X
eine Galois-Uberlagerung ist.

1.8.7 Auflosungssatz fiir algebraische Funktionen
Seien R > 0 eine reelle Zahl und

ComensC ! AR) — C
holomorphe Funktionen auf der offenen Kreisscheibe
AR) = {z€C : 1zI <R}

vom Radius R. Weiter sei WOEC eine einfache Nullstelle des Polynoms

T 4 cl(O)-Tn'l +..+c (0 €CT
Dann gibt es eine reelle Zahl r, 0 < r < R und eine homolomorphe Funktion

¢: Er) — C
mit (0) = w0 und

n -1 —
P9 +...+cn_0
auf E(r).

Beweis. Wir setzen

n-1

F(z, w) := wh + c,@W' .+ (2)

fir zEA(R) und wEC. Weil F als Funktion von w nicht konstant ist, gibt es ein €0
derart, daf} die Abbildung

w »F(@O,w)
auf der Kreisscheibe
{WEC : |W—W0| <2¢}
nur in w = w ., eine Nullstelle hat.”” Weil F stetig ist, gibt es ein r, 0 <r < R, derart, daf}

0
die Funktion F auf der Menge

{(z, weC?: 1l <, Iw-wl = €}

keine Nullstelle besitzt.”® Fiir jedes fest gewihlte z € A(r) ist durch
F (z,w)
(z) = 1 f N dw
)= 7 Fz,W)

Iw-w _|=¢

0

7 Wegen der isolierten Wertannahme nich-konstanter holomorpher Funktionen.
 Wir verwenden die Kompaktheit der Kreislinie.
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die Zahl der Nullstellen der Funktion w = F(z,w) auf der Kreisscheibe vom Radius ¢
mit dem Mittelpunkt w0 gegeben. Nun ist
n0)=1,

und die Funktion n(z) héngt in stetiger Weise von z ab fiir zEE(r). Deshalb gilt

n(z) = 1 fiir jedes z € E(r),
d.h. fiir jedes solche z hat F(z,w) nur eine einfache Nullstelle. Die Nullstelle selbst der
Abbildung w + F(z, w) berechnet sich nach dem Residuen-Satz zu’’

] FW(Z,W)
Cp(Z) = 2_3131 f w F(Z_,W)dw .

lw-w  |=¢
0

Der Ausdruck unter dem Integral hingt in holomorpher Weise von z ab. Deshalb ist die
Abbildung

Er) — C,z 5 @2),
holomorph. Nach Konstruktion gilt F(z, ¢(z)) = O fiir alle z € E(r).
QED.
1.8.8 Linearzerlegung von Polynomen mit holomorphen Koeffizienten
Seien X eine Riemannsche Fldche, x&X ein Punkt und

_7h n
P(T)=T +ClT +...+CnE(‘)X X[T]

ein normiertes Polynom mit Koeffizienten im Ring

OX,X

der Keime holomorpher Funktionen auf X im Punkt x. Das Polynom

p(T) =T + cl(x)Tn tote (OE Crty

% Fiir jedes feste z ist das Integral gleich der Summe der Residuen der Funktion
F(w) = F(z, w).
Sei w1 fiir fest vorgegebenes z die einzige Nullstelle von F(w) in der betrachteten Kreisscheibe, d.h.

_ : N
F(w) = al(w wl) + a2(w Wl) +...

F'(w) = a1 + 2a2(w-wl) + ...

1/F(w) =

1
b +b_(w-
o (wow ) T 0 Ty (wew
1 1
Fw) =1—+c +c (W-w_)+..
F(w) W-w1 1 2 1

Durch Multiplikation mit w = w1 + (W-Wl) erhalten wir

W
web ™ _ Ly hd (wew

= )+ ..
F(w) w—wl 1 1

1

Mit anderen Worten, das einzige Residuum von we =

(W)) ist gleich der einzigen Nullstelle w1 von F(w)
w

auf der betrachteten Einheitskreisscheibe. Mit anderen Worten, es ist ¢(z) = w1 wie behauptet.
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besitze die n paarweise verschiedenen Nullstellen

v, W eC.

W, .
1 n

Dann gibt es Keime PPy S OX « mit cpv(x) =W, firv=1,..,nund

P(T) =[] (T-q ).

v=I
Beweis: ergibt sich aus 1.8.7 durch Ubergang zu den Keimen.
QED.

1.8.9 Die Existenz der Riemannschen Fliche zu einer algebraischen Gleichung
Seien X eine Riemannsche Fliache und

P(T)=T" + clTn +o.tc € MX)[T]

ein normiertes irreduzibles Polynom mit meromorphen Koeffizienten. Dann gibt es eine
eigentliche holomorphe Uberlagerung

mY —X

mit n Bléttern und eine meromorphe Funktion FEM(Y) mit
(*P)(F) = 0.
Dabei ist das Tripel (Y, t, F) im folgenden Sinne eindeutig bestimmt.

Ist (Z, T, G) ein weiteres Tripel wie angegeben, so gibt es genau eine fasertreue

biholomorphe Abbildung 0: Z — Y mit G = o*F.

Bemerkungen

(i) Im folgenden werden wir das Tripel (Y, m, F) auch die durch das Polynom
definierte algebraische Funktion nennen.

(i) Den klassischen Fall erhilt man, wenn X = P! die Riemannsche Zahlenkugel ist.
Dann sind nach dem Satz von Liouville die Koeffizienten des Polynoms rationale

Funktionen einer Variablen, Weil P! kompakt ist und die Abbildung

oY — ]P’l
eigentlich, ist dann auch Y kompakt.
Beweis. Sei
D € M(X)

die Diskriminante des Polynoms P(T). Dies ist ein Polynom in den Koeffizienten von P.
Die Diskriminante kann nicht identisch Null sein, weil sonst P reduzibel wire.®® Deshalb
gibt es eine diskrete abgeschlossene Teilmenge

ACX
mit der Eigenschaft, daB fiir jeden Punkt
xeX’=X-A
das Polynom
p (T):=T"+ cl(x)-Tn'l +.+e (0 eCT]

% P und die Ableitung P’ hétten einen gemeinsamen Teiler positiven Grades, was wegen der
Irreduzibilitit von P (und weil die Charakteristik gleich O ist) nicht moglich ist.
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n paarweise verschiedene Nullstellen besitzt. Wir verwenden jetzt die zur Garbe O

X

gehorige Uberlagerung

I(‘)XI — X
(vgl. 1.6.7). Bezeichne

Y C IOXI
die Menge aller Keime ¢ holomorpher Funktionen auf X in den Punkten von X, fiir
welche

P(p) =0

gilt. Nach 1.8.8 gibt es zu jedem Punkt xEX’ eine offene Umgebung UCX",

x€U C X,
und holomorphe Funktionen f 1,...,fHE(‘)(U) mit
(1) P =] (T- 1)

v=1

auf U. Das bedeutet, es gilt®'
-1 _1 [
©(U) = Uy U £ ]

Die Mengen [U, fv] sind paarweise disjunkt®’, und die Einschriinkungen von r’,

w’: [U, fv] — U
sind Homéomorphismen. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dal3
U zusammenhéingend

ist. Die Einschrinkung w’: Y’ — X’ ist somit eine unbeschrinkt unverzweigte

Uberlagerung. Die Zusammenhangskomponenten von Y’ sind Riemannsche Flichen,

welche ebenfalls unbeschrinkt unverzweigt sind tiber X’. Wir betrachten die Abbildung
£Y —C o o).

Diese Abbildung ist holomorph.®® Nach Konstruktion gilt auBerdem®*

f@W+cﬁWWDﬂwml+m+cJWW»=0

8! Zur Erinnerung, [U, f] ist die Menge aller Keime der Funktion f in den Punkten von U. Wegen (1) ist
jeder Keim aus n‘-l(U) ein Keim eines f .
v

62 da die Keime der fV paarweise verschieden sind, kann man U so klein wihlen, daB es alle ihre Keime

in den Punkten von U auch sind.
83 Es reicht die Holomorphie der Einschriinkung dieser Abbildung auf [U, f ] zu beweisen. Diese
v

Einschrankung ist aber von der Gestalt
fl1 —f (v.
Vu V( )
Identifiziert man [U, f ] vermittels =’ mit U, so bekommt die Abbildung die Gestalt
v
up f(u.
v

Dies ist eine holomorphe Funktion.

# Ist yEY’ ein Keim im Punkt xEX, so ist f(y) = y(x) und die Relation bekommt die Gestalt
yo" + CI(X) y(x)n'1 +..+c x)=0.
n

Diese Relation besteht nach Definition von Y’.
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fiir jedes y € Y’. Nach 1.8.4 liBt sich die Uberlagerung fortsetzen zu einer eigentlichen
holomorphen Abbildung

Y — X
Wir identifizieren hier Y’ mit J'l:'l(X’). Nach 1.8.2% ist f fortsetbar zu einer
meromorphen Funktion FEM(Y) mit
(U*P)(F) = F + (n*cl)-Fn'l +.mre =0,

Zeigen wir jetzt, Y ist zusammenhingend, d.h. Y ist eine Riemannsche Fliche.
Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann zerfdllt Y in endlich viele
Zusammenhangskomponenten Y 1 Yk ,und die Einschrinkungen

T Yi —X
sind eigentliche holomorphe Uberlagerungen mit endlicher Blitterzahl, sagen wir, n..
Dabei ist

Eini=n.

Unter Verwendung der elementarsymmetrischen Funktionen von Fl, gewinnen wir

1

Y
Polynome
P.(T) € MCO[T]
des Grades n. mit®®
P(T) =P (T)-...+P, (D).

Das widerspricht aber der Irreduzibilitéit von P.

Beweis der Eindeutigkeit.

Sei (Z, T, G) eine weitere algebraische Funktion, welche durch das Polynom P definiert
wird. Wir bezeichnen mit

BC7Z

die Vereinigung der Polstellenmenge von G mit der Menge der Verzweigungspunkte
von T. Weiter seien

A’ :=1(B)
und

X” := X’ _ A” Y” := TE_I(X,’)’ Z” := r‘l(X”).
Wir definieren wie folgt eine fasertreue Abbildung
O_.,,: Z” ﬁ Y”.
Sei z € Z” vorgegeben und x :=t(z). Weiter bezeichne
Q= ’IZ*G|Z S OX,X

das direkte Bild des Funktionenkeims von G im Punkt z. Nach Wahl von (Z;1,G) ist G
Nullstelle des Polynoms t*P, also ¢ Nullstelle von P,

P(p) =0.
Nach Definition von Y’ ist damit ¢ ein Punkt von Y’. Wir setzen
07(z) = .

% Die Fortsetzbarkeit von f ist iquivalent zur Fortsetzbarkeit der elementarsymmetrischen Funktionen c.
i

% Die Faktoren T- fV der Linearzerlegung von P(T) verteilen sich auf die P (T).
i
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Nach Konstruktion gilt

weo” =1,
d.h. 0” ist fasertreu. Weil m’ lokal biholomorph ist, ist mit T auch ¢ eine holomorphe
Abbildung.’” Auf Grund der Definition von ¢” und F (= f auf Y”) gilt

(1) Gl,, = (6"*)(Fl,,,) "
Nach 1.8.5 148t sich 0” fortsetzen zu einer fasertreuen biholomorphen Abbildung

o/ —Y,
fiir welche wegen (1) gilt

G = o*F.
Wir haben noch zu zeigen, die Abbildung o ist durch diese Bedingung eindeutig
festgelegt. Andernfalls wiirde es eine von der identischen Abbildung verschiedene
Uberlagerung®

aY —Y
geben mit a*F = F. Das ist aber unmoglich, denn F nimmt in den Punkten jeder Faser

n'l(x), xEX’, paarweise verschiedene Werte an.”’
QED.

1.8.10 Beispiel
Sei

f2)=(z-a ). oz-a ) EClzl
ein Polynom mit paarweise verschiedenen Nullstellen

a,,..,4a EC.
1 n

Wir betrachten f als meromorphe Funktion auf der Riemannschen Zahlenkugel Pl,

femPh.

Das Polynom
P(T) := T2 - f€ MPH[T]
ist irreduzibel”" tiber M(]Pl) und definiert eine algebraische Funktion, die gewdhnlich

mit
Vi@

bezeichnet wird. Ihre Riemannsche Fliche
Y — P!
kann man auf Grund der obigen Konstruktionen wie folgt beschreiben.”* Sei’

57 Genauer: durch lokales Verpflanzen von G erhélt man eine holomorphe Funktion auf X, die einen
holomorphen Schnitt von Tt definiert. Die Abbildung o” ist lokal gerade die Zusammensetzung von T

mit diesem holomorphe Schnitt, also holomorph.
5 Auf der rechten Seite steht die Abbildung Fe0”: Z 1> .Gl b (‘E*Gl )T(2)) =Gl (z) =G(2)
F oz z z

% d.h. o permutiert die Fasern von .
" Die Werte sind gerade die Nullstellen von P iiber dem Punkt x, und diese sind wegen XEX’ paarweise

verschieden.
"' Nach 1.2.8 ist jede auf der Zahlenkugel meromorphe Funktion rational,

MPH =Cw).

Deshalb ist P ein Eisenstein-Polynom beziiglich der Primelemente z - a, des Polynom-Rings Clzl.
i

72 Nach 1.8.9 ist es eine 2-blittrige Uberlagerung (weil das Polynom P den Grad 2 hat).
7 Die Nullstellen von f sind die einzigen Punkte , auBer eventuel oo, in denen T2 - f(z) mehrfache

Nullstellen haben kann: die Nullstellen von T2 - f(z) unterscheiden sich nur im Vorzeichen.

91



92

A= {al, S o} (C ]Pl)

und
X =Pl Ay =xlx).
Dann ist die Einschrinkung
.Y —X

eine unbeschriinkt unverzweigte Uberlagerung. Deshalb kann man jeden
Funktionenkeim

cpEOX, X mit x€X' und cp2 =f
entlang jeder in X' liegenden Kurve analytisch fortsetzen. Betrachten wir jetzt die
Uberlagerung in den Punkten von A.

(a) Beschreibung von 7t tiber den endlichen Punkten von A.

Fiir j=1, ..., n wéhlen wir reelle Zahlen rj > 0, die so klein sind, daf} in der Kreisscheibe

U.:={z€Cl lz-al<r.
J { J J}

auller aj kein weiterer Punkt von A liegt. Die Funktion

g@= I z-a)
k#j
besitzt in U. keine Nullstelle. Weil Uj einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine

holomorphe Funktion’*
h: Uj —C
mit h% = g. Auf Uj kann man deshalb schreiben
f(z) = (z - aj)-h(z)z.

FirO<p< rj ,0€Rund € := aj + peie erhalten wir

| (8) = pel%h(®)? = 0,
d.h. \/ﬁ-elea/ 2h(E) ist eine einfache Nullstelle des Polynoms T2 . f(§).Nach dem

Auflosungssatz 1.8.7 gibt es einen Funktionenkeim cpE S OX‘ £ mit

2 .
9 = fund ¢ = Vp-e'Vn(®).
Fiir nahe beieinander liegende p und 0 lassen sich diese Keime durch Funktionen

(1) Vp-e'¥Zne)
in p und O reprisentieren, die auf dem gemeinsamen Teil ihres Definitionsbereichs
i0

tibereinstimmen. Diese Funktionen sind als Funktionen in § := aj + pe "~ holomorph

(da ihre Quadrate es sind - die Abbildung z 22 ist auBerhalb der Null lokal
biholomorph). Durch Fortsetzen des Keims cpg entlang der Kurve

%::aj+peie,05652n,

™ Die Fortsetzungen des obigen Keims ¢ hingen nur von den Endpunkten der Kurve und nicht von der
speziellen Kurve ab, entlang der man fortsetzt.
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erhdlt man wieder diesen Keim aber mit entgegengesetzen Vorzeichen: man erhéhe in
(1) den Wert 6 um 2.

Wegen
n:l(Uj) = nl(A*) = ﬂ:l(C*) = 7. (vgl. Beispiel (i) von 1.5.7)

sind alle Kurven in U. bis auf Homotopie ein ganzzahliges Vielfaches dieser einmaligen
Umkreisung des Punktes aj, d.h. cpSé und —cpEé sind die einzigen Keim in &, die man durch
analytische Fortsetzung aus cpE erhalten kann. Da dies fiir alle j gilt, ist dies sogar fiir die

Fortsetzung entlang beliebiger Kurven in X' richtig. Mit anderen Worten, die Faser von
' liber den Punkten

euU.
: J

bestehen aus zwei Punkten.

Die Einschriankung

xl (U ) — UJ

ist bis auf Biholomorphie eine zusammenhangende 2-blittrige Uberlagerung der
punktlerten Einheitskreisscheibe wie in 1.5.11 (i) mit k = 2: wiirde diese Abbildung in
zwei einblittrige Uberlagerungen zerfallen, so wiirde man aus ¢.. durch Fortsetzen

entlang der obigen Kreislinie wieder cpE (und nicht —q)%) erhalten.”” Insbesondere besteht
ﬁ%?
aus genau einem Punkt.

(b) Beschreibung von 7t liber dem Fernpunkt co.
Wir wihlen eine reelle Zahl r mit

r>max {lal, ..., Ianl}
und setzen
U* ={z€Cllzi>r}
U =U*J {0}
ve =g lu
vV o o=l
Dann ist U eine holomorphe Koordinatenumgebung von oo € Pl, welche

biholomorph zu einer Kreisscheibe um den Ursprung ist. Beziiglich geeigneter
Koordinaten bekommt f auf U die Gestalt

fzy =1 /(%— al)-...-(%— an)

7ZF(2),
Dabei ist

> Man beachte, das Fortsetzen entlang einer Kurve ist dasselbe wie das Anheben dieser Kurve entlang 7t
(nach 1.7.2).
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F(z) =(1-alz)'1-...-(1-anz)'1

eine auf U holomorphe Funktion ohne Nullstellen U(d.h. wie oben ist F Quadrat einer
wohldefinierten holomorphen Funktion auf U). Wir unterscheiden zwei Fille.
1. Fall: n ungerade.

Dann gibt es eine holomorphe Funktion h: U — P! mit
f(z) = z+h(2)*.
Wie im Fall (a) zeigt man, dal die Einschrinkung m: V* — U* eine

zusammenhingende 2-blittrige Uberlagerung ist , und daB iiber co € U genau ein Punkt
von V liegt.
2. Fall: n gerade.

Dann gibt es eine holomorphe Funktion h: U — P! mit
f(z) = h(z).
Anders als im Fall n gerade zerféllt die Einschrinkung st: V¥ — U* in zwei 1-blittrige

Uberlagerungen, d.h. iiber co € U liegen zwei Punkte von V.

1.8.11 Eine Darstellung der Gruppe der Decktransformationen in der
Automorphismen-Gruppe des meromorphen Funktionen-Korpers

Sei m: Y —» X eine holomorphe Uberlagerung Riemannscher Flichen. Dann besitzt die
Gruppe

Deck(Y/X)
eine Darstellung in der Automorphismen-Gruppe der Korpers M(Y) der meromorphen
Funktionen auf Y, d.h. es gibt einen Gruppen-Homomorphismus

Deck(Y/X) — Aut(M(Y)/M(X)), o i (f » o(f)),
welcher wie folgt definiert ist. Fiir
o€Deck(Y/X) und fEM(Y)
sei
ol
o(f) := foo'lz Y —>Y--->C.
Die Abbildung f » o(f) ist offensichlich ein Automorphismus des meromorphen
Funktionen-Korpers.”® AuBerdem ist dies tatséichlich ein Gruppen-Homomorphismus,
denn das Produkt zweier Elemente o, t€Deck(Y/X) wird gerade in die
Zusammensetzunbg der Bilder abgebildet:
(o0)() = fo(or) | = fortoo™! = o(x(h).
Schlielich werden die Elemente des Teilkorpers t*M(Y) in sich abgebildet, weil nach
Definiton die Elemente von Deck(Y/X) fasertrue Abbildungen sind.

1.8.12 Algebraische Funktionen und Korper-Erweiterungen
Seien X eine Riemannsche Fliche,
K =M(X)
deren meromorpher Funktionen-Koérper und
P(T) € K[T]
ein irreduzibles Polynom des Grades n mit dem hochsten Koeffizienten 1. Sei weiter
(Y, F)

76 d.h. Summen und Produkte von zwe meromorphen Funktionen werden in die Summe bzw. ins
Produkt der Bilder tiberfiihrt.
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die durch P(T) definierte algebraische Funktion und

L = M(Y).
Dann gilt:
(1) L/K st eine Korpererweiterung des Grades n, und es gilt
L = K[TJ/(X(T)).

(i) Jede Decktransformation o: Y — Y von & induziert einen Automorphismus

L—L fr of):= f°0_1,
welcher die Elemente des Korpers K invariant 1463t.
(ii1) Der so definierte Gruppen-Homomorphismus
Deck(Y/X) — Aut(L/K), o » (f » o(f)),
ist ein [somorphismus.

(iv) Die Uberlagerung m: Y —» X ist genau dann eine Galois-Uberlagerung, wenn

L/K eine Galois-Erweiterung ist.
Beweis. Nach 1.8.3 ist L/K eine Korpererweiterung eines Grade =< n. Nach
Konstruktion nimmt das Polynom nt*(P) in allen Fasern von m, die keine
Verzweigungspunkte enthalten n paarweise verschiedene Werte an. Auf Grund der
Erginung von 1.8.3 ist der Grad der Korpererweiterung gleich n,

[L:K] =n.
Wegen P(F) = 0, faktorisiert sich die Abbildung
K[T] — L, p(T)  p(F),
tiber K[T]/(P), induziert also einen Homomorphismus von K-Algebren
(1 K[T}/(P) — L.
Weil P irreduzibel ist tiber K vom Grad n, ist K[T]/(P) ein K&rper des Grades n tiber K.
Die Abbildung (1) ist somit ein Isomorphismus.
Zu (ii). Nach 1.8.11 ist die Abbildung
Deck(Y/X) — Aut(L/K), o » (f » o(f)),
ein Gruppen-Homomorphismus. Nach Definition von (Y, &, F) gilt
o(F) # o'(F) firo#0o'
(vgl. 1.8.9), d.h. die Abbildung ist injektiv. Beweisen wir die Surjektivitit. Sei
aEAut(L/K)

vorgegeben. Dann ist

(Y, 7, o(F))
ebenfalls eine algebraische Funktion, die durch das Polynom P definiert wird.”” Auf
Grund der Eindeutigkeitsaussage von 1.8.9 gibt es eine Decktransformation

1€Deck(Y/X)
mit
o(F) = T*F.
Mit 0 :=1 1 gilt dann
O(F) = Fog™ | = Fot = T#F = a(F).

Die K-Automorphismen o und o von L/K haben also an der Stelle F denselben Wert.
Wegen L = K[F] (siehe oben), miissen sie dann aber auf ganz L iibereinstimmen. Mit
anderen Worten, o hat die Gestalt f i o(f) mit cEDeck(Y/X).

QED.

7 Mit F ist auch o.(F) Nullstelle von P.
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1.9. Differentialformen

In diesem Abschnitt fiihren wir den Begriff der Differentialform auf einer
Riemannschen Fliche ein. Dabei betrachten wir nicht nur holomorphe und meromorphe
Differentialformen, sondern auch solche die nur im reellen Sinne differenzierbar sind.

1.9.1 Die Cauchy-Riemann-Differentialoperatoren

Sei U eine offene Teilmenge der komplexen Ebene C, welche wir hier mit dem R2
identifizieren werden. Seien

X, y: R2_LR
die tiblichen Koordinaten-Funktionen des ]Rz und sei
z:=x+iy:R2—>C.

Wir bezeichnen mit
E)

die C—Algebra der Funktionen U —s C, welche unendlich oft stetig differenzierbar
sind beziiglich der reellen Koordinaten x und y. Neben den partiellen Ableitungen

% und ai
betrachten wir noch die Cauchy-Riemann-Differentialoperatoren
dz " 2 0x ~dy 97 2 0x ay

Wie wir wissen, besagen die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gerade, dafl der
Vektorraum

O)

der holomorphen Funktionen auf U gerade der Kern der Abbildung
d
—:&(U) — EW)
0z

ist.

1.9.2 Glatte Funktionen auf Riemannschen Flichen

Den Begriff der differenzierbaren Funktion kann man mit Hilfe der komplexen Karten
wie folgt auf eine Riemannsche Fldche X iibertragen. Fiir jede offen Teilmenge

YCX
bestehe
E(Y)
aus allen Funktionen
1Y — (C,

mit folgender Eigenschaft. Fiir jede Karte z: U — V C CmituCy gibt es eine

Funktion T €&(V) mit fIU = Toz. (die Funktion T ist dabei eindeutig festgelegt, weil z

als biholomorphe Abbildung umkehrbar ist). Die Elemente von £(Y) heiflen
(komplexwertige) glatte Funktionen auf Y.

Zusammen mit den gewohnlichen Einschridnkungsabbildungen bilden die £(Y) eine
Garben

€= SX
auf X, welche Garbe der glatten Funktionen auf X heif3t.
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1.9.3 Partielle Ableitungen auf einer Koordinaten-Umgebung

Seiz=x+1y: U —V C(C eine Karte. Dann kann man in natiirlicher Weise
Differentialoperatoren

ax*dy’ oz’ 5, -
definieren.

1.9.4 Mehrfache Nullstellen von glatten Funktionen

Seien X eine Riemannsche Flache und a € X ein Punkt. Der Halm

€
a

von € besteht aus allen Keimen glatter Funktionen im Punkt a. Wir bezeichnen mit

mX,a =My < 8a
den Unterraum aller glatten Funktionenkeime, welche in a eine Nullstelle besitzen, und
mit

2 2

My 5 =My - ga
den Vektorraum aller Funktionenkeime, welche in a eine mehrfache Nullstelle besitzen.
Dabei sagt man, ein Keim

cpEma

besitzt eine mehrfache Nullstelle, wenn es einen Reprisentanten f von ¢ gibt mit
of of
=@ :W(a) =0.

beziiglich einer komplexen Karte z = x + iy: U —V von X mit a€U. Diese Bedingung
hingt nich von der speziellen Wahl der Karte ab.

1.9.5 Definition: Kotangentialraum

Seien X eine Riemannsche Flache und a&EX ein Punkt. Dann heif3t

(1 _ (1) _ 2
TX,a = Ta = mX’a/mxa

Kotangentialraum von X im Punkt a.
Seien U C X eine offene Umgebung von a€X und f € E(U) eine glatte Funktion auf
U. Dann heil3t das Element
daf =(f- f(a))la mod mg € Tgl)
Differential von f im Punkt a. Man beachte, der Keim der Funktion f - f(a) im Punkt a
hat in a eine Nullstelle, reprisentiert also ein Element
(f- f(a))la € m_ .

1.9.6 Basen des Kotangentialraums
Seien X eine Riemannsche Fliche, a € X ein Punkt und z. U — V eine Karte von X

mit a€U. Wir betrachten die Zerlegung

Z=X+1y
in Real- und Imaginirteil. Die Differentiale
d xundd y
a a
bzw.
d zundd z
a a
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(D

bilden dann eine Basis des reellen Vektorraums Ty, . Fiir jede in einer Umgebung von
a definierte glatte Funktion f gilt

of of of of —
d f=7Ha)d x + W(a)-day =5 2 + g(a%daz :

Beweis.
QED.

1.10 Integrierbare Differentialformen

1.11 Lineare Differentialgleichungen
2. Kompakte Riemannsche Flachen
3. Nicht-kompakte Riemannsche Flachen

Anhang
A. Zerlegung der Eins

B. Topologische Vektorrdume
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