Algebraische Geometrie und Zahlentheorie
Eine Einfuhrung in die Weilsche Vermutung zu den Nullstellen der Zeta-Funktion

Ort und Zeit der Vorlesung:
Mo  13.15-14.45 Hs 15
Mi 09.15-10.45 Hs 15

1. Vorbemerkungen

Gegenstand dieser Vorlesung ist die Anwendung der algebraischen Geometrie auf
Probleme der Zahlentheorie.

Genauer: wir wollen ein Prolblem der Zahlentheorie beschreiben, welches in der
Mathematik des vergangenen Jahrhunderts eine zentrale Rollen gespielt hat, und
angeben, wie es mit Hilfe von Begriffen und Konstruktionen der modernen
algebraischen Geometrie gelost wurde.

Mehr noch, wir wollen dieses Problem als Motivation fur die Einfuhrung dieser
Begriffe verwenden.

1.1 Diophantische Gleichungen

Das Problem, welches wir zu diesem Zweck ausgewahlt haben, sind die sogenannten
Weilschen Vermutungen. Es geht dabei um ein Problem der Theorie diophantischen
Gleichungssysteme, d.h. um Eigenschaften von polynomialen Gleichungssystemen

fl(xl’ e s Xn) =0

o (1)
m(Xl’ e xn) =0
mit ganzzahligen Koeffizienten
fl’ s frn = Z[Xl, e xn]
und deren Losungen in ganzen oder rationalen Zahlen.

Die Theorie der diophantischen Gleichungen ist insofern eine schwierige Diszilplin, als
daB selbst einfachste allgemeine Fragen nicht beantwortet werden konnen.

Zum Beispiel forderte Hilbert 1900 in seinem Milleniumsvortrag die mathematische
Gemeinde auf, ein Verfahren zu entwickeln, mit welchen man in endlich vielen
Schritten entscheiden kan eine diophantische Gleichung eine Losung besitzt. Es
gab dazu viele vergebliche Versuche einen Algorithmus zu finden. In den sechziger
Jahren des vergangenen Jahrhunderts konnte schlieBlich gezeigt werden, daf} dieses
zehnte Hilbertsche Problem keine Losung besitzt: fur jeden endlichen Automaten
(Tjurin-Maschine) gibt es eine diophantische Gleichung, fur welche der Automat nicht
entscheiden kann, ob diese Gleichung losbar ist.

Es gibt inzwischen Theorien und Sitze, die darauf hinweisen, dal} sich moglicherweise
jedes mathematische Problem in die Gestalt eines diophantischen Gleichungssystems
bringen 14ft."

' Mit anderen Worten, Hilbert hatte ein vollig falsche Vorstellung von der Natur der diophantischen
Gleichungen.



Bei der Formulierung von Vermutungen im Kontext der Theorie der diophantischen
Gleichungen ist deshalb eine gewissen Vorsicht und auch eine gewisse Bescheidenheit
angebracht.

Bei den Weilschen Vermutungen geht es um die Tatsache, daf} jede ganzzahlige Losung
des System (1) auch eine Losung dieses System modulo einer ganzen Zahl liefert.
Insbesondere erhalt man fur jede ganzzahlige Losung von (1) eine Losung mit

Koordinaten in jedem endlichen Korper q

Fur Losungen von (1) im F -Vektorraum IFS ist die Situation vollig anders: da dieser

Vektorraum nur endlich viele Punkte besitzt, kann man einfach durch Probieren in
endlich vielen Schritten samtliche Losungen finden. Insbesondere weifl man dann, ob
es Uberhaupt eine Losung gibt und wieviele es sind.

Bei den Weilschen Vermutungen geht es um die Anzahl der Losungen von (1) uber den
Korpern
IE‘qr
fur die verschiedenen Werte vonr,
r=1,2,3, ..

Eine Konsequenz dieser Vermutungen ist es, da3 man die Losungszahl fur samtliche r
kennt, wenn man sie nur fur endlich aber hinreichend viele r findet.

1.2 Zur Geschichte der Weilschen Vermutungen

Eine eine erste Formulierung der Weilschen Vermutungen im Fall algebraischer Kurven
d.h. im Fall, daB die Losungsmenge des Systems (1) im C" (komplex) eindimensional
ist, wurde 1924 von Emil Artin gegeben.

Die Vermutungen fur algebraische Kurven iiber endlichen Korpern wurden 1949 von
Weil bewiesen. Dieser Beweis basiert bereits auf der entscheidenden Idee, welche
letztlich zum Beweis der Vermutungen im allgemeinen Fall fuhrten.

Die Idee besteht darin, eine Theorie zu entwickeln, die es gestattet, Analoga bekannter

Satze der algebraischen Topologie fur die Objekte der algebraischen Geometrie zu
formulieren und zu beweisen.

Von besonderen Interesse ist dabei der Fixpunkt-Satz von Lefschetz, der die Anzahl der
Fixpunkte einer stetigen Abbildung

i X—X

mit Hilfe der linearen Abbildungen Hi(f): Hi(X’ R) — Hi(X’ R) berechnet, die f auf

den singularen Homologie-Gruppen von X induziert.

Eine fruhe Formulierung des Fixpunktsatzes ist die folgende (vgl. Spanier: Algebraic
topology). Ist X ein kompaktes Polyeder der Dimension n und ist

n
M= 3 (D" TrH(f)
i=0



von Null verschieden, so besitzt f einen Fixpunkt. Eine genauere Untersuchung gestatet

es, Mf) als Anzahl der Fixpunkte von f zu interpretieren (wobei manche Fixpunkte mit
Vielfachheiten zu zahlen sind).

Im Beweis von Weil wurden Kohomologie-Gruppen fur algebraische Kurven definiert
und fur diese Kohomologie-Gruppen der Fixpunktsatz von Lefschetz bewiesen. Die
Vermutungen von Artin ergaben sich daraus als eine Folgerung.

Weil formulierte daraufhin seine Vermutungen fur beliebige Dimensionen und schlug
vor, zu deren Beweis eine Kohomologie-Theorie fur algebraische Varietaten beliebiger
Dimension zu entwickeln.

Die Entwicklung einer solchen Theorie hat Jahrzehnte des vergangenen Jahrhunderts in
Anspruch genommen und geschah unter Beteiligung sehr vieler Mathematiker. Die
klassische algebraische Geometrie wurde in eine neue Sprache uibersetzt und dadurch
sehr weitgehend verallgemeinert.

Die Weil-Vermutungen wurden 1980 durch Pierre Deligne bewiesen. Eine Konsequenz
der Weil-Vermutungen war der Beweis von Uralt-Vermutungen von Gauf3 uber
Exponential-Summen.

Ohne die neu geschaffene Sprache der algebraischen Geometrie, wire der Beweis
anderer wichtiger Vermutungen in der Vergangenheit undenkbar gewesen. Das gilt
insbesonder fur

. den Satz von Hironaka uiber die Auflosbarkeit von Singularititen in der
Charakteristik 0.

. die Mordell-Vermutung uiber die Menge der rationalen Punkte einer algebraischen
Gruppe,

. die Existenz der Moduli-Varietaten algebraischer Kurven und schlieBlich

. den groBen Fermatschen Satz.

AuBerdem hat die Entwicklung dieser Theorie viele andere Dispziplinen beeinfluf3t, die
ebenfalls versuchten die Sitze der algebraischen Topologie in eine fur die Disziplin
passende Sprache zu uibersetzen. Dies gilt insbesondere fur die Theorie der komplexen
Mannigfaltigkeiten, die globale Theorie der elliptischen Differentialgleichungen (Index-
Satz von Atiyah-Singer) aber auch fur die mathematische Logik. Es entstand schlieB3lich
die Topos-Theorie, die es gestattet Homologie- und Kohomologie-Theorien in
beliebigen mathematischen Disziplinen zu konstruieren.

In dieser Vorlesung wollen wir versuchen, die Entwicklung der algebraischen
Geometrie im vergangenen Jahrhundert zu beschreiben, wie sie durch den Versuch die
Weil-Vermutungen zu beweisen, motiviert wurde.

1.3 Eine erste Formuliertung der Weil-Vermutungen

1.3.1 Affine algebraische Schemata

Definition

Zur Formulierung der Weil-Vermutungen mussen wir zunachst den Begriff der
diophantischen Gleichung verallgemeinern.

Zunachst ersetzen wir Z durch einen beliebigen kommutativen Ring A mit 1 und
betrachten ein polynomiales Gleichungssystem
fl(xl’ - Xn) =0



(D
fm(Xl’ e xn) =0

mit Koeffizienten aus A,

fl’ s fm = A[Xl, e Xn]

Fur jede kommutative A-Algebra B (d.h. fur jeden Homomorphismus h: A — B von
kommutativen Ringen mit 1) betrachten wir die Menge

X(B):={b:=(b,...b )EBIf () =..=f (b)=0}

Dabei bezeichne fi(b) das Element von B, welches man erhilt, indem man zunéachst h

auf die Koeffizienten von ’fi anwendet und so ein Polynomb f? mit Koeffizienten aus B

gewinnt und dann in dieses Polynom die Koordinaten von b einsetzt,

fi(b) = f?(b).

Die Menge X(B) heifft Menge der B-rationalen Losungen des Gleichungssystem (1). Es
ist leicht zu sehen, daf3 so ein Funktor

X: A-Alg — Ens, B » X(B),
von der Kategorie der kommutativen A-Algebren in die Kategorie der Mengen definiert
ist. Einen Funktor, der zu einem Funkter dieser Gestalt isomorph ist, heif3t affine
algebraische Menge oder auch affines Schema. Speziell den Funktor X nennt man auch
das durch das Gleichungssystem (1) definierte Schema und bezeichnet ihn mit

Sp(A).

Diese Bezeichnung soll an Spec(A) erinnern - das spater zu definierende Spektrum des
Rings A. Wir werden sehen, da man Sp(A) und Spec (A) auseinander berechnen
kann, sodaB es egal ist, ob man X = Sp(A) oder Spec(A) betrachtet. Die Elemente von
X(B) heiflen dann B-rationale Punkte von X.

Um die Abhéngigkeit von X von den Gleichungen fi auszudriicken, schreibt man auch
X = V(fl’ fm).

Mit den gerade eingefuhrten Bezeichnungen bedeutet die Losung des diophantischen
Gleichungssystem (1) uber A = Z gerade die Bestimmung der Menge X(Z) der Z-

rationalen Punkte von X bzw. der Menge X(Q) der rationalen Punkte bzw. Q-
rationalen Punkte von X.

Darstellbarkeit der affinen Schemata
Ist die Menge der Gleichungen (1) leer, so erhalten wir

X®B)=B" = Hom, ) (Alx} . x 1 B).
(h(x ), .. h(x ) “ h

Man beachte, eine A-Algbra-Homomorphismus A[x , xn] —> B ist bereits

Lo
eindeutig festgelegt, wenn man die Bilder der Unbestimmten X, kennt. Umgekehrt kann
man die Bilder der X, in B beliebig vorgeben und erhdlt so einen A-Algebra-

Homomorphismus. Die Hom-Menge rechts kann man also mit der Menge der n-Tupel
mit Koordinaten aus B identifizieren.



Die Menge der Punkte des B™, die den Gleichungen (1) geniigen, entspricht dabei
gerade den Homomorphismen h mit

0= f?(h(xl), e h(xn)) = h(fi(xl’ s Xn)),

d.h. X(B) kann man gerade mit der Menge der Homomorphismen identifizieren, die alle
fi in die Null abbilden.

XB)={he HomA—Alg(A[Xl’ e s xn], B) | h(fi) =0 furallei }
Mit den fi wird aber auch jede Linarekombination der fi mit Koeffizienten aus dem
Polynomring A[x Lo xn] in die Null abgebildet, d.h. das gesamte von den fi
erzeugte Ideal

(fl’ e fm) = -{p1f1+...+pmfm [ pl,...,pm € A[Xl’ e xn]}

wird in die Null geschickt. Nach dem Homomorphiesatz sind die Homomorphismen
mit dieser Eigenschaft gerade diejenigen, die sich uber den naturlichen
Homomorphismus

A[Xl’ s xn] — A[Xl’ s Xn]/(fl’ s fm)

faktorisieren. Wir konnen deshalb X(B) mit der Menge der auf dem Faktorring
definierten Homomorphismen identifizieren,

X(B) = HomA-Alg (A[Xl’ e s xn]/(fl, e s fm), B).

Im allgemeinen Fall ist das affine Schema X gerade der Hom-Funktor
—_— {)
X HomA—Alg (A[Xl’ - Xn]/(fl’ - fm), 7)),

der durch den Faktorring
A[Xl’ e s Xn]/(fl’ s fm) (2)

dargestellt wird. Da das darstellende Objekt bis auf natiirliche Isomorphie durch den
Funktor eindeutig bestimmt ist, haben wir so eine Identifikation der affinen Schemata
mit den Faktorringen der Gestalt (2). Diese heilen auch Koordinatenringe des Schemas.

LaBt man jetzt noch beliebig viele Unbestimmte im Gleichungssystem (1) zu (also auch
unendlich viele) und auch beliebig viele Gleichungen, d.h. in (2) tritt anstelle der X, eine

beliebige Familie von Unbestimmten und anstelle der fi ein beliebige Familie von

Polynomen auf, so sieht man daf} jede beliebige A-Algebra in der (2) entsprechenden
Gestalt auftreten kann.

Die Kategorie der affinen Schemata uber A wird so mit der Kategorie der A-Algebren
identifiziert, und die Theorie der diophantischen Gleichungen wird zur Theorie der
Algebren uiber einem kommutativen Ring mit 1, d.h. zur kommutativen Algebra.

Topologie

Die eben eingefuhrte Verallgemeinerung reicht immer noch nicht aus zur Formulierung
der Weil-Vermutungen. Wir miissen noch eine weitere Art von algebraischen Schemata
einfuhren: die projektiven Schemata.

Das hangt damit zusammen, dafl man in der Mathemaktik tiefliegende Aussagen meist
nur dann formulieren kann, wenn in irgendeiner Weise Endlichkeitsbedingungen oder
Kompaktheitsbedingungen erfullt sind, und damit, daf die Teilmengen

X(R) C R" oder X(C) C C"
(im Fall A = Z) eher selten kompakt sind (ndmlich nur, wenn sie endlich sind). Wir

brauchen deshalb irgendeine Art Kompaktifizierung dieser Mengen, die deren
algebraische Natur erhilt.



Um von Kompaktheit zu reden, benotigt man eine Topologie. Fir Teilmengen des R™

oder C" ist das kein Problem. Wir wollen anstelle von R oder C aber beliebige
kommutative Ringe mit 1 zulassen und brauchen deshalb einen Ersatz fur die
gewohnliche Topologie der reellen oder komplexen Vektorraume. Eine erste Wahl fur
eine solche Topologie ist die sogenannte Zariski-Topololgie. Man erhilt sie, indem man
fur jede A-Algebra B die abgeschlossenen Mengen von
X(B)

angibt. Jedenfalls ist klar, daB sich die Menge X(B) verkleinert, wenn man zu den
Gleichungen (1) weitere polynomiale Gleichungen hinzufugt (eventuell auch unendlich
viele). Die so entstechenden Teilmengen von X(B) sind nach Definition gerade die
abgeschlossenen Mengen der Zariski-Topologie von X(B). Es ist leicht zu sehen, daf3
auf diese Weise tatsachlich eine Topolgie auf X(B) definiert ist.

1.3.4 Der projektive Raum

Die Idee fur die Kompaktifizierung besteht darin, den affinen Raum in einen Raum
einzubetten, der kompakt ist, und dann die affinen Mengen in diesem Raum
abzuschlieBen. Auf diese Weise erhalt man Mengen, die kompakt sind, und fur die man
dann die Weil-Vermutungen formulieren und beweisen kann.

Uber dem Korper der komplexen Zahlen kann man den C" in den n-dimensionalen
projektiven Raum einbetten,

no_ n+l_
P(C = {[XO,...,xn] I (XO,...,Xn) e C 0}
Dabei sei
[XO,...,Xn] = (XO,...,Xn)-(C
die Gerade durch den Ursprung und den Punkt (XO,...,xn). Die Xi heilen projektive

Koordinaten des Punktes [xo,...,xn] von IP’?C . Zwei (n+1)-Tupel beschreiben genau
dann denselben Punkt, wenn sie proportional zueinander sind:

[xO,...,xn] = [yO,...,yn] =Y (xo,...,xn) = X-(yo,...,yn) fur eine A& C-0.

Nach Definition gibt es eine Abbildung
n+1 n
C"'-0— ]PC , (XO,...,xn) (RN [XO,...,Xn],

deren Fasern gerade die Geraden durch den Ursprung sind, aus denen man den
Ursprung entfernt hat. Man kann diese Abbildung zur Definitoin einer Topologie auf

dem projektiven Raum verwenden: eine Teilmenge des IP’?C wird als offen definiert,

wenn deren Urbild offen ist.

Der projektive Raum ist als stetiges Bild der (2n+2)-Sphéare kompakt:
2n+2 . _ n+1 2 2 _
S = {(XO,...,Xn) e C™ |XO| +...+Ixnl =1}
ist abgeschlossen und beschrankt, also kompakt, und die Abbildung

2n+2 n
S — IPC7 (XO"“’XH) d [XO’W’XH]’

ist stetig und surjektiv, denn jeder Vektor von e+l g = R20+2 g st proportional zu
einem Vektor der Lange 1.



Den affinen Raum C™ kann man auf viele verschiedene Arten in den projektiven Raum

IP’?C einbetten. Eine Einbettung ist die folgende.

n
ct P(C , (xl,...,xn) B (1, Xl""’xn]'

Man sieht sofort, diese Abbildung ist injektiv (und stetig), denn zwei proportionale
Tupel mit der O-ten Koordinate 1 sind gleich. Das Bild dieser Abbildung besteht gerade
aus allen Punkten, deren O-te Koordinate ungleich Null ist,

n
UO = {[XO,...,xn] = ]P’(C I XO #Z 0}.

Der C™ wird so mit einer offenen Teilmenge des projektiven Raums identifiziert. Die
Umkehrung der Einbettung hat die Gestalt
X X

n 1
UO — IP’C , [XO,...,Xn] R (X—, vy, =),
0 0
Wir haben uns jetzt mit der Frage zu befassen, welche Mengen man erhilt, wenn man

durch Polynome definierte Teilmengen des C" im projektiven Raum abschliet. Der
Einfachheit halber beschrianken wir uns auf den Fall von affinen Schemata, die durch
ein Polynom definiert sind. Der Fall einer beliebigen Menge von Polynomen wird
analog behandelt. Sei also

X =V({) mit f € C[xl,...,xn],
d.h.
— n —
X(C) = {(Xl,...,xn) eC" | f(Xl""’Xn) =0}

Als Teilmenge des projektiven Raums hat X(C) die Gestalt
X X

n 1 n
X(C) = {[XO,...,Xn] = ]P’C I XO #Z 0, f(X—, e X—) =0}
0 0
X X
n d 1 n
= {[XO,...,xn] e ]P’(C [ Xy # 0, xo-f(% Y e %) =0}
Weil XO in allen Punkten von Null verschieden ist, konnen wir den Exponenten in der
zweiten Darstellung beliebig wiahlen. Insbesondere konnen wir
d=degf
setzen. Dann ist die definierende Gleichung
d . *1 *n
Xt s oy 2 =0 3)
0 0

ein Polynom des Grades d, in welchen alle auftretenden Potenzprodukte denselben
Grad d besitzen, also ein homogenes Polynom vom Grad d. Dieses Polynom ist dabei
kein Vielfaches von X (dann hatte f einen Grad < d), d.h. die Hyperebene

X = 0
ist in der Nullstellenmenge von (3) nicht enthalten und schneidet diese Nullstellenmenge
in einer echten (und damit nirgends dichten) Teilmenge. Das bedeutet aber, die

AbschlieBung von X(C) im projektiven Raum ist gerade durch die Nullstellen von (3)
gegeben.

n . d.M *n
X 1€ P I xgef )=0}

XO, -y X

X(C) =A{lx

0



Die projektive AbschlieBung von X(C), d.h. die AbschlieBung von X(C) im

projektiven Raum erhalt man, indem man die definierende Gleichung von X(C)
homogenisiert. Setzt man X0 erhdlt man die alte definierende Gleichung f = 0

zuruck (wie es der Fall sein sollte):

X(C) M C1 = X(O).

Die analogen Aussagen sind auch richtig fur Mengen X(C), die durch beliebig viele

Gleichungen definiert sind: die AbschlieBungen der Mengen X(C) im projektiven Raum
sind durch homogene Polynome definiert.

Die Umkehrung ist auch richtig: durch homogene Gleichungen definierte Mengen im
projektiven Raum sind AbschlieBungen von polynomial definierten Mengen des affinen

Raums (wobei man eine geeignete Einbettung von C" in den projektiven Raum wihlen
muf).

Wir haben jetzt den projektiven Raum in derselben Weise als Funktor zu definieren, wie
wir das im affinen Fall getan haben, d.h. fur jeden kommutativen Ring A mit 1 und

jeden Homomorphismus h: A — B von Ring mit haber wir die Menge
P\ (B)
zu definieren. Ist B = K ein Korper, so sollte

]P’X(K) = Menge der 1-dimensionalen Unterraume von Kn"'1

sein. Das Problem bei der Verallgemeinerung auf den Fall von Ringen ist die Tatsache,
daf} der Begriff der Dimension eines Vektorraums auf den Fall von Moduln tiber Ringen
verschiedene Verallgemeinerungen besitzt, namlich den Begriff der Lange eines
Moduls, den Begriff der Dimension im Sinne der kommutativen Algebra (der durch die
maximale Lange von aufsteigenden Ketten irreduzibler Unterraume definiert ist) und
den Begriff des Rangs.

Der Begriff der Lange kommt hier nicht in Frage, weil im Fall beliebiger Ringe die
Lange von Moduln so gut wie immer unendlich ist.

Der Begriff der Dimension in Sinne der kommutativen Algebra fillt aus denselben
Grunden: im Fall beliebiger Ringe sind die auftretenden Dimension unendlich.

Bleibt der Begriff des Rangs. Man konnte also definieren

]P’g(B) = Menge der Teilmoduln des Rangs 1 von g+l

Zur Erinnerung: der Rang eines Moduls uber dem Ring B ist definiert als die
Maximalzahl B-linear unabhangiger Elemente des Moduls.

Diese Definition ignoriert jedoch eine wichtige Eigenschaft des projektiven Raums.
Erinnert wir uns an die Entstehung des projektiven Raums in der Renaissance:

a) Die wichtigste Invariante der euklidischen Geometrie ist der Abstand. Die
Automorphismen, des euklidischen Raums sind diejenigen,die den Abstand zweier
Punkte invariant lassen, d.h. die Bewegungen. In der euklidischen Geometrie betrachtet
man zwei Objekte als im wesentlichen gleich, wenn sie sich durch eine Bewegung
ineiander Uberfuhren lassen.

b) In der affinen Geometrie ist der Abstand keine wohldefinierte Invariante mehr, weil
in der Ahnlichkeitsgeometrie Objekte, die durch Streckungen und Stauchungen
ineinander uibergehen, als im wesentlichen gleich angesehen werden. Invariant bleiben
aber alle Winkel.

¢) In der projektiven Geometrie ist der Winkel (zum Beispiel zwischen zwei Geraden)
kein wohldefinierte Invariante mehr. Bei projektiven Transformationen kann sich der



Winkel andern. Die zentrale Invarianten der projektiven Geometrie ist das
Doppelverhaltnis. Eine Konsequenz der Invarianz des Doppelverhéltnisses ist es, daf3
auch die Eigenschaft zweier Vektoren, senkrecht aufeinander zu stehen, erhalten bleibt.
Diese Eigenschaft ist im wesentlichen sogar @aquivalent zur Invarianz des
Doppelverhaltnisses.

Die Erhaltung der Orthogonalitat hat zur Folge, dafl es im projektiven Raum zu jedem
linearen Unterraum ein orthogonales Komplement gibt, und die Eigenschaft zweier
linearer Unterraume orthogonale Komplemente voneinander zu sein, bei projektiven
Transformationen erhalten bleibt. Die Eigenschaft, orthogonale Komplemente
voneinander zur sein, entspricht im affinen gerade der Bedingung, daf3 der Gesamtraum
direkte Summe der beiden betrachteten Unterraume ist.

Die obige Definition ist insofern problematisch, als daB beliebige Teilmoduln des Rangs
1 keine direkten Summanden sein mussen. Es liegt deshalb nahe, dies als Bedingung zu
fordern. Wir erhalten so die folgende Defintion, die sich spater auch als die ‘richtige’
erweisen wird:

PX(B) = Menge der direkten Summanden des Rangs 1 von i+l

Auf diese Weise ist ein Funktor
IP’X: A-Alg — Ens, B » PX(B),
definiert, der auch projektiver n-Raum genannt wird. Fur jeden Homomorphismus

h:B—B’ von Ringen mit 1 ist die zugehorige Abbildung durch das Tensorprodukt
definiert:

n n ., ,
PAB) — Pp(B),M M®BB .

Eine leichte Variation dieser Definition fuhrt ubrigens zu einer weiter Reihe von
Funktoren, die ebenfalls eine gro3e Bedeutung in der algebraische Geometrie besitzen.
Fur je zwei naturliche Zahlen n und r kann man setzen

Gg’r(B) := Menge der direkten Summanden des Rangs r von BT,

Der so definierte Funktor
Gg,r: A-Alg — Ens

heifft GraBmann-Schema oder auch GraBmann-Varietit. Wie im Fall der projektiven
Raume wird die Funktorialitat durch das Tensorprodukt realisiert.

Offensichtlich ist

n n,1

G%r(C) ist eine komplexe Mannigfaltigkeit (die sich in einen komplexen projektiven

Raum einbetten lat), deren Punkte gerade den r-dimensionalen komplex-linearen

CH+I‘

Unterraumen des entsprechen.

1.3.5 Projektive algebraische Schemata

Wir haben noch den Funktor zu definieren, der den Teilmengen des projektiven Raums
entspricht, die Nullstellen von Familien homogener Polynome sind. Dabei kann man im
projektiven Raum eine Topologie so einfuhren, dal diese Teilmengen gerade den
abgeschlossenen Teilmengen des projektiven Raums entsprechen.
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Wir werden so vorgehen, da3 wir zunachst den Begriff des offenen Teilfunktors eines
projektiven Schemas definieren, wobei die Definition so gewahlt wird, daf} diese
Teilfunktoren gerade den offenen Teilmengen des projektiven Raums entsprechen.

Die Komplemente dieser offenen Teilfunktoren (d.h. die abgeschlossenen
Teilfunktoren) sind dann gerade die uns interessierenden Objekte, die wir projektive
Schemata nennen werden.

Bei der Definition der offenen Teilfunktoren beachten wir zunachst, daf} der
gewohnliche projektive Raum eine offene Uberdeckung durch affine Mengen besitzt:

n
mit
n
Ui = {[XO,...,Xn] S IP’C | X, #= 0}.

Jedes der Ui kann man mit C™ identifizieren. Jedes der Ui ist eine offene Teilmenge des

projektiven Raums. Eine Teilmenge von IP’% ist deshalb genau dann offen, wenn ihr
Durchschnitt mit allen Ui offen ist. Fur jeden Morphismus algebraischer Varietiten uber

den komplexen Zahlen,
n
@ X — P(C

und jede offene Teilmenge U C IP’?C ist trivialerweise cp'l(U) offen in X. Die gerade

durchgefuihrten Betrachtungen zeigen, dal in gewissem Sinne auch die Umkehrung gilt:

UC IP’I(E: ist offen

& (p'l(U) ist offen in X fur jeden Morphismus ¢: X — IP’I(E mit X affin.

Wir haben jetzt diese Tatsache in die Sprache der Funktoren zu ubersetzen. Dazu
bendtigen wir den Begriff des affinen Spektrums.

Das Spektrum eines kommatativen Rings mit 1
Sei A ein kommativer Ring mit 1. Das Spekturm von A ist ein topologischer Raum, der
mit

Spec A
bezeichnet wird, auf welchen der Begriff der reguldren Funktion definiert ist (das
Analogon der holomorphen Funktion auf einer komplexen Mannigfaltigkeit). Diese
Funktionen bilden einen kommutativen Ring mit 1, der sich mit A identifizieren 1af3t.

Wir werden uns hier zunédchst darauf beschrankten, das Spektrum als Menge und als
topologischen Raum zu definieren.

Spec als Menge

Die Definition von Spec A als Menge ist einfach:
Spec A = Menge der Primideale von A.
Die Elemente von A als Funktionen auf Spec A.

Jedem Element von A 146t sich auch in recht einfacher Weise eine Abbildung zuordnen:
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Fur p € Spec A und f € A setzen wir
f(p) :=fmodp
= Bild von f beim naturlichen Homomorphismus

A—A/p © Q(A/p) =k(p).

Der Korper x(p) heiit Restekorper des Punktes p. Durch diese Definition wird dem
Element f die ebenfalls mit f bezeichnete Funktion

f: Spec(A) — U x(p), p b f(p), (D

zugeordnet, die ihre Werte in der disjunkten Vereinigung der Restekorper annimmt.

Diese Definition mag exotisch aussehen. Immerhin lassen sich die so definierten
Funktionen addieren und multiplizieren, indem man ihre Werte addiert bzw.
multipliziert. Wir erhalten so einen kommutativen Ring mit 1, dessen Elemente solche
Funktionen sind.

Kommen wir zur Topologie. Fr jede Teilmenge M C A definieren wir die Menge der
gemeinsamen Nullstellen der als Funktionen aufgefafiten Elemente von M:

VM) :={p € Spec A | f(p) =0 fur jedes f € M} = {pESpec A IM C p}

Eigenschaften der Mengen V(M).
6)) Fur jede Teilmenge M C A des Rings A gilt
VM) = V(M+A)
wobei M+A das von M in A erzeugte Ideal bezeichne.

(i1) Fur Ideale J°,J”, J ,von A gilt

VA VA = V7)) = VI )

M e YD =V 1)
i€l

VA =0

V({0}) = Spec A.

Die Mengen der Gestalt V(M) sind also gerade die abgeschlossenen Mengen einer
Topologie von Spec A, die wir Zariski-Topolgie von Spec A nennen wollen. Wir
werden Spec A stets als topologischen Raum, der mit der Zariski-Topologie versehen
ist, betrachten. Die zu den V(M) gehorigen offenen Mengen werden mit

DM) =Spec A- V(D) ={pESpec AIMZp}

bezeichnet. Falls M aus nur einem Element f besteht, nennt man D(f) offene
Hauptmenge,

D(fy ={pESpecAlf&p}={pESpecAlf(p) #0}.
Das Besondere an diesen Mengen ist, dal sie eine Topologie-Basis der Zariski-
Topologie bilden:

Jede offene Menge von Spec A ist Vereinigung offener Hauptmengen.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, fur jedes Ideal I von A gilt
D(D) = Uy DO
Fur jedes p € Spec A gilt:
pEDDH  wIZp
o esgibteinfEImitf&p

& es gibt ein f € I mit p € D(f).
QED.

Mit Hilfe der offenen Hauptmengen sieht man leicht, da3 Spec A quasi-kompakt ist:

Jede offene Uberdeckung von Spec A enthilt eine endliche Teilfamilie, die Spec A
uiberdeckt.

Beweis. Sei {Ui}i o1 eine offene Uberdeckung von Spec A. Wir haben zu zeigen,

endlich viele der Ui uberdecken Spec A. Wir schreiben jedes Ui als Vereinigung offener

Hauptmengen und erhalten so eine Uberdeckung von Spec A durch offene
Hauptmengen. Es reicht zu zeigen, diese letztere Uberdeckung besitzt eine endliche
Teilfamilie, die bereits Spec A uberdeckt.

Wir konnen also annehmen, die Ui sind offene Hauptmengen, sagen wir

Ui = D(fi)’ fi EA.

Es gilt
Spec A = Ui a1 D(fi)
= UiEI Spec A - V(fiA)
=Spec A - ﬂi a1 V(fiA)
= Spec A - V(z fiA)
d.h. es ist 1

V(3 A = 2.
i

Mit anderen Worten, kein Primideal von A enthalt das Ideal Y fiA' Es muB also
i

EifiA =A

gelten. Insbesondere liegt 1 in diesem Ideal, sagen wir
I=af +.+af. .
1 L i
Es folgt
r
D fi A=A.

=1
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r
Wir fuhren die obige Rechnung riickwirts aus mit der endlichen Summe Y anstelle der

=1

Summe Y und erhalten
i

Spec A = U}:l D(fi ).
]
Dies ist die gesuchte endliche Uberdeckung.
QED.

Als nachstes wollen wir uns von der funktoriellen Natur der gerade durchgefuhrten
Konstruktion uberzeugen.

Spec als Funktor

Fur jeden Homomorphismus h: A — A’ von Ringen mit 1 ist durch

h. Spec A’ — Spec A, p’ b h_l(p’),

eine stetige Abbildung definiert: fur Ideale I von A gilt namlich
pe vy e np) e vy e 1CH (p) =1l p) & hOCp’
& p € V(h(D)),
d.h.
@y v = vi).

Mit anderen Worten, das Urbild einer abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen, d.h.
h ist eine stetige Abbildung.

Die Abbildung, die jedem Ring dessen Spektrum zuordnet, wird auf diese Weise zum
kontravarianten Funktor,

Spec: (kommutative Ringe mit 1)0 — Top, A » Spec A,h » h,

Ein Mangel der Konstruktion

Die hier eingefuhrten Funktionen der Gestalt (1) sind zwar recht nutzlich. Es sind aber
nicht die Sorte von Funktionen, die es uns gestatten werden, A als Ring von
Funktionen zu betrachten, die auf Spec(A) definiert sind.

Fur die Abbildungen der Gestalt (1) besteht zum Beispiel die Implikation

2=0= =0,
weil ihre Werte in einem Korper liegen. Der Ring

A = Cx])/(x3)

besitzt aber Elemente, die dieser Implikation nicht gentigen. A kann also niemals als ein
Ring von Funktionen der Gestalt (1) aufgefalt werden. Um unser Ziel trotzdem zu
erreichen, werden wir den Funktionen-Begriff verallgemeinern miissen, was uns zum
Begriff der Garbe fuhren wird.
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Spektren und klassische algebraische Geometrie

Seien k ein Korper,

A = k[x]/J mit x = x WX und J =(f,,....f ).

1 see 1 geee m
Weiter sei p = (pl,...,pn) € k" eine gemeinsame Nullstelle der fi ,
f1 (p)=..= fm(p) =0.

Dann liegen die fi im Kern der Auswertungsabbildung
Py’ k[x] — k, f(x) » f(p),
die Abbildung faktorisiert sich also uber die naturliche Abbildung k[x] — A und

definiert so einen k-Algebra-Homomorphismus
¢ A—k
cPp ~
Als k-Algebra-Homomorphismus ist cpp surjektiv, induziert also einen Isomorphismus

A/ker@p) = k.
Insbesondere ist
ker(cpp) = (xl-pl, s X pn)/J

ein maximales Ideal, also insbesondere ein Primideal. Wir haben damit eine Abbildung
{pEKI f,()=..=f_(p)=0} — Spec k[x]/J

p= (pl,...,pn) (B (xl-pl, s X pn) mod J
Diese Abbildung ist injektiv. Ist k algebraisch abgeschlossen, so besteht ihr Bild nach
dem Hilbertschen Nullstellensatz gerade aus den maximalen Idealen von A = k[x]/J.

Ersetzt man also in der obigen Konstruktion die Primideale durch die maximalen Ideale,
d.h. betrachtet man anstelle von Spec A das maximale Spektrum,

Specm A := Menge der maximalen Ideale von A,
so erhalt man gerade die Situation der klassischen algebraischen Geometrie.

Insbesondere entsprechen die oben definierten zu f € A = k[x]/J gehorigen Funktionen

Specm A — k(p), f » f(p)
gerade der gewohnlichen Auswertung an der Stelle p:

Furp= (xl—pl, s X pn)/J gilt nach Definition
f(p) = Bild von f € A = k[x]/J bei der natiirlichen Abb. A —» A/p C k(A/p).

Wird f durch das Polynom T eklx] reprasentiert, so erhalten wir
f(p) =fmodp
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27 _ -
= f(xl, ,xn) mod (xl pl, s X pn)

= f(pl’ s pn) mod (xl—pl, s Xn - pn)

37
= f(pl, ,pn)Ek

Probleme:

1)  Wir wollen nicht annehmen, daf} k algebraisch abgeschlosen ist.

2)  Ersetzt man Spec durch Specm, so ist die Konstuktion nicht mehr funktoriell.
Sei zum Beispiel

h: k[x] — k(x)
die naturliche Einbettung des Polynomrings in seinen Quotientenkorper. Das
einzige maximale Ideal von k(x) ist das Nullideal 0. Sein vollstandiges Urbild bei
h ist das Nullideal des Polynomrings. Letzteres ist nicht maximal in k[x] (wenn

die Anzahl der Unbestimmten 7 0 ist). Also induziert h keine Abbildung der
maximalen Spektren.

Andern wir jetzt die Situation etwas ab und betrachten die Nullstellen der fi mit
Koordinaten in einer Korpererweiterung K von k:

p= (pl,...,pn) € K" mit

fl(p) =..= fm(p) =0.
Die Auswertung in p definiert dann k-Algebra-Homomorphismen

Py k[x] — K, f(x) » f(p),

cpp A — K, A =k[x]/1],]:= (fl""’fm)'

Da ¢ _ nicht mehr surjektiv sein muB, erhalten wir nur noch eine injektive (und nicht

mehr notwendig surjektive) Abbildung
A/ker@p) S K

Insbesondere konnen wir nur noch sagen, daf3 ker@p) ein Primideal ist. Das Bild der
Abbildung
{pEK" f,(p)=...=f_(p)=0} — Spec K[x]/J

b ker(o
p (cpp)

mul nicht mehr in der Menge der maximalen Ideal von A = k[x]/J liegen. Es ist sogar
leicht zu sehen, daf} es fur jedes Primideal von Spec A eine Korpererweiterung K von k
und eine Nullstelle p der fi mit Koordinaten in K gibt, die in dieses Primideal abgebildet

wird. Man kann also Spec A als die Menge der gemeinsamen Nullstellen der fi in allen

Korpererweiterungen von k auffassen.*

Sei namlich » € Spec A. Dann ist A/p eine nullteilerfreie k-Algebra, der
Quotientenkorper

2 Wir verwenden A/p = (K[xJ/D/(Xx.-p_, ..., x -p YI=Kk[XI/Xx -p.,....,X -p)
171 n n 11 n n

? Wir verwenden A/p =k[x]/x_-p.,...,x -p )=k
171 n n

* Uber k konjugierte Nullstellen gehoren dabei allerdings zum selben Primideal.
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K:=Q(A/p)
also eine Korpererweiterung von k. Sei o € K das Bild von X, bei der

Zusammensetzung naturlicher Abbildungen

o
ok[x] 2 K[x1T = A -5 Alp & Q(A/g) =K.
Dann gilt
_ n
a= (ocl,..., (xn) € K
und
fi(oc) = fi(cp(x)) (nach Definition von o)

= cp(fi(x)) (weil @ ein k-Algebra-Homomorphismus ist)
= o(p(t,)
=0(0) (wegen fi SH))
=0.
Mit anderen Worten, a ist eine gemeinsame Nullstelle der fi mit Koordinaten aus K.
Behauptung: das zu o gehorige Primideal von A ist gerade g., d.h.
ker(p ) = o
Das Bild von X, bei ¢ ist nach Defintion gerade 0. Das Bild eines Polynoms F € k[x]
ist deshalb gerade
o(F)) = cp(F(xl,...,xn)) = F(cp(xl),...,cp(xn)) = F(al,...,an) = F(a).
Die Auswertung an der Stelle o,
¢, Klx] — k(@) =K, F » Fla) = o(F),

ist damit gerade ¢. Durch Faktorisierung uiber die natiirliche Abbildung p: A — A/J
erhalten wir gerade

CP0L=0’

d.h. es ist ker@a) = ker(o) = g.
Beispiel
A= k[x,y]/(yz—x3) = k[t2,t3], X B t2, y B t3.
Spec (A) enthélt auBBer den gewohnlichen Punkten der semikubischen Parabel noch den
weitern Punkt

(t2, £ ) € k(t), t ein Unsbestimmte.

Das zugehorige Primideal ist gerade das Nullideal des Intergritatsbereichts A. Ein Punkt

wie der Punkt (t2, t3), der zum Null-Ideal eines Integrititsbereichs gehort, heillit auch
allgemeiner Punkt.

Einen weiteren allgemeinen Punkt der Kurve y2 = x> erhilt man, indem man die

Unbestimmte t durch eine andere, sagen wir s, ersetzt. Die Punkte (t2, t3 ) und (sz, s3)
sind konjugiert, wie dies fur Punkte zum selben Primideal der Fall sein sollte: der k-
Automorphismus der rationalen Funktionenkorper

k(s) — k(t), s b t,
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uberfuhrt (52, 33) in (t2, t3).

Teilfunktoren
Sei P: A-Alg — Ens ein Funktor . Ein Teilfunktor von P, ist ein Funktor
F: A-Alg — Ens
mit
F(B) C P(B)
fur jede A-Algebra B, wobei diese Einbettungen einen funktoriellen Morphismus

definieren, d.h. fur jeden Homomorphismus h: B — B’ von A-Algebren ist das
Diagramm

F(B) C P(B)
F(y|  |Ph)
F(B*) C P(B’)
kommutativ.
Wir werden oft
FCP

schreiben, um auszudriicken, daf3 F ein Teilfunktor von P ist.

Bemerkungen
(i)  Unser nachstes Ziel ist es jetzt, unter Verwendung der offenen Teilmengen D(I)

C Spec A den Begriff des offenen Teilfunktors zu definieren.

(i)  Wir werden diese Definition zunéchst fur affine Schemata angeben.
(iii)) In einem weitern Schritt verallgemeinern wir diese Definition auf beliebige
Funktoren

A-Alg — Ens.
(iv) Insbesondere konnen wir dann von den offenen Teilfunktoren von
Pg: A-Alg — Ens

sprechen. Die zugehorigen komplementaren abgeschlossenen Teilfunktoren sind
dann die von uns benotigten projektiven Schemata.

Offene Teilfunktoren affiner Schemata

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und I C A ein Ideal von A.
Wir haben jetzt fur jede A-Algebra B diejenigen Elemente von

Sp(A) (B) = Hom A Alg(A, B)

zu bestimmen, die der durch I definierten offenen Menge D(I) entspricht.
Sei

h: A— B

ein Homorphismus von Ringen mit 1, d.h. ein Element von Sp(A)(B). Wir betrachten
die durch h definierte stetige Abbildung

b Spec B—» Spec A, p » h'l(P),
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und werden h als zur offenen Menge D(I) gehorig betrachten, wenn das Bild von h
ganz in D(I) liegt, d.h. wenn gilt

h gehort zur offenen Menge D(I) & h#(Spec B) C D(I).
Diese Bedingung ist aquivalent zur Bedingung

Spec B = (h") (D) = D(h(1)) = D((DB).

d.h. zu
V(h(HB) = 4.

Mit anderen Worten, kein Primideal von B enthilt das Ideal h(I)B, d.h. es gilt
h(I)sB = B.

Definition
Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Ein offener Teilfunktor von

Sp(A): A-Alg — Ens
ist ein Teilfunktor F C Sp(A) mit der Eigenschaft, daB es ein Ideal I C A gibt mit

F(B) = {h € Sp(A)B) |h()B =B }

fur jede A-Algebra B. Bezeichnung:
Sp(A)I =F.

Beispiel
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, s € A ein Element und

hiA—A ={%1a€An=0,12 .}
S
der natirliche Homomorphismus in den Quotientenring bezuglich der Potenzen von s.
Fur jede A-Algebra B induziert h eine Abbildung

Sp(A)(B)  —  Sp(A)B)

H g(AgB) —> Hom .\ (AB)

omA_A

P P ¢°h
Diese Abbildungen setzen sich zusammen zu einem funktoriellen Morphismus

Sp(A), —> Sp(A)

von Funktoren auf A-Alg mit Werten in Ens. Auf Grund der Universalitatseigenschaft
der Quotientenringe sind die natiirlichen Homomorphismen

Sp (A)(B) — Sp(A)(B)
injektiv (d.h. Sp(A)S sich als Teilfunktor von Sp(A) auffassen) und das Bild

besteht gerade aus denjenigen Homomorphismen, welche s € A in eine Einheit von B
abbilden, d.h.

Sp(A)  (B) ={f € Sp(A)(B) Ih(s)B =B }
Mit anderen Worten, Sp(A)S ist der offene Teilfunktor von Sp(A) zum Ideal I = sA.
Spezialfall
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A =Kk[x]
s=XxEA
Es gilt
1
AS =k[x, o = k[x.yl(xy - 1.
Dann beschreibt Spec(A) die affine Gerade und Spec AS die Hyperbel xy - 1 = 0 in der

affinen Ebene.

Das Bild von Spec(AS) in Spec(A) kann man sich als das Bild der Hyperbel xy - 1 = 0
bei der Projektion der Ebene auf die x-Achse vorstellen, d.h. Spec(AS) a6t sich mit der

punktierten affinen Geraden ohne den Ursprung identifizieren.
Die naturrliche Einbettung
h
A =k[x] & k[x, I/x] =k[x,y]/(xy - 1) = AS
Induziert auf den Spektren gerade die Projektion parallel zu y-Achse der Hyperbel
xy =1

auf die x-Achse, d.h. h identifiziert die Hyperbel mit der affinen Geraden, aus welcher

der Ursprung entfernt wurde.

L P
N

Offene Teilfunktoren
Seien P: A-Alg — Ens ein Funktor und F: A-Alg — Ens ein Teilfunktor von P.

Der Teilfunktor F von P heif3t offen, wenn fur jede A-Algebra B und jeden Morphismus
f: Sp(B) — PlB—Alg
von Funktoren auf der Kategorie B-Alg das vollstandige Urbild bei f des Teilfunktors

FIB_ Alg in Sp(B) ein offener Teilfunktor von Sp(B) ist.

f
SP(B) — Pl o

U U

1
£F—Fp

Genauer, der Teilfunktor f 1(F) von Sp(B) mit
1
£ LE)©O) = f(F(©C)
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fur jede B-Algebra C ist offen in Sp(B). Dabei bezeichne fC die durch f induzierte
Abbildung
fC: Sp(B)(C) — P(O).

Die Funktoren der Gestalt
A-Alg — Ens, B » P(B)-F(B),

mit F offen heilen dann abgeschlossene Teilfunktoren von P.

Ein Funktor P: A-Alg —» Ens heift lokal’, wenn fur jede A-Algebra B und jede
Familie {bi}i <1 von Elementen aus B mit

> biB =B (1)
i€l
die folgende Sequenz exakt ist in dem Sinne, da} o gerade der Differenzkern der .
o p
P(B) — [[P(B, ) =% [] P(B,_,)
et YV ogje b
Abbildungen f und y ist. Genauer: o ist injektiv und hat als Bild die Menge der
Elemente des Proodukts in der Mitte, in denen [ und y denselben Wert haben.

Dabei sei a die Abbildung, deren i-te Koordinaten-Funktion

> vgl. Demazure & Gabriel: Introduction to algebraic geometry and algebraic groups, Chapter I,
§1.3.11. Spater werden wir die Elemente der Menge P(B) mit Funktionen auf der Menge Spec(B)
identifizieren. Den Funktor P kann man dann als Funktor auffassen, der den offenen Mengen gewisser
topologischer Raume Mengen zuordnet. Die Forderung der Lokalitét entspricht dann gerade der
Bedingung, daf} der in dieser Weise betrachtete Funktor eine Garbe ist.

Bedingung (1) bedeutet namlich gerade, es gilt

Spec B= D(b).
pec B=UJ, D(b)

wobei die naturliche Abbildung auf den Quotientenring B — Bb die Menge D(b,) mit Spec Bb
1
i i
identifiziert,
D(b.) = Spce B
i b.
1
Analog hat man
D(b,) (1 D(b,)=D(b.b.) = Spec B, _ .
i ] i] b.b,
1]
Die Injektivitat von o Uibersetzt sich dann in die Aussage, daB3 zwei Funktionen auf
Spec(B), deren Einschrankungen auf jedes der D(b,) gleich sind, selbst schon gleich
1

sind. Die obige Beschreibung des Bildes von o bedeutet, dafl jede Familie {fi}i ey Von
Funktionen mit der Eigenschaft, daf} fi auf D(bi) definiert ist und fi und fj auf D(bi) N

D(b.) uibereinstimmen, durch Einschrianken einer auf Spec(B) definierten Funktion entsteht. Dies sind

gerade die Garben-Axiome.
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P(B) — P(B)
1

gerade durch Anwenden von P auf die natuirliche Abbildung B— B, , b » b/l in den

b.’
i

Quotienten-Ring ist. Weiter sei B die Abbildung, deren Koordinatenfunktion zum Paar
(i,j) die folgende Komposition ist

= i i i]
Dabei sei die erste Abbildung links die Projektion auf den i-ten direkten Faktor und die
zweite Abbildung rechts entstehe durch Anwenden von P auf die naturliche Abbildung

—B

in den Quotienenring Bb
i

bibj = (Bbi)bj. Abbildung y sei in derselben Weise wie
[ definiert, nur dal die Rollen von i und j zu vertauschen sind (d.h. die Koordinaten-

Funktion von y zum Paar (i,j) ist gerade die Koordinatenfunktion von 3 zum Paar (j,1)).

. n
Beispiel: der Funktor P A

Der Funktor }P’gz A-Alg — Ens ist ein Beispiel fur einen lokalen Funktor. Der Beweis

ist technisch etwas zu aufwendig fur diese Vorlesung. Wir verweisen deshal auf das
Buch von Demazure & Gabriel: Introduction to algebraic geometry and algebraic groups
(Chapter I, §1.3.13).

Ein (algebraisches) Schema uiber dem Ring A ist ein lokaler Funktor
X: A-Alg — Ens,

der eine Uberdeckung durch offene Teilfunktoren besitzt, welche affine Schemata sind,
d.h. es gibt eine Familie {Ui}i ey von offenen Teilfunktoren von X, welche affine

Schemata sind mit
X(B) = U, Ui(B) o)

fur jede A-Algebra B, welche ein Korper ist.

Bemerkungen

(1)  Es stellt sich hier die Frage, warum man sich bei der letzten Bedingung auf
Korper beschriankt. Zur Motivierung stellen wir uns die Elemente von X(B)
wieder als auf Spec B definierte Funktionen vor. Ist B ein Korper, so besteht

Spec B

aus genau einem Punkt. Bedingung (2) bedeutet dann gerade, dal das Bild dieses
Punktes genau dann in X liegt, wenn es in einem der Ui liegt.

(i)  Schon im Fall, da3 B das direkte Produkt eines Korpers mit sich selbst ist, Spec
B also aus zwei Punkten besteht, kann man leicht einen Morphismus auf Spec B
finden, bei welchem die beiden Bildpunkte nicht im selben Ui liegen.

Offenheitskriterium

Seien X: A-Alg — Ens ein Funktor und U C X ein Teilfunktor. Dann sind folgende
Bedingungen dquivalent.

(i) U C Xist offen.
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(i) Fur jede A-Algebra B und jedes Element BEX(B) gibt es ein Ideal ] & B, sodal3
fur jeden Homomorphismus ¢: B — C von Ringen mit 1 gilt.
X(@)B € UC) & ¢)C =C.

Beweis. Nach Definition ist die Offenheit von U in X aquivalent zu der Bedingung, daf3

es fur jede A-Algebra B und jeden funktoriellen Morphismus f: Sp(B) — XIB_ Alg ein

Ideal J von B gibt mit
£1(U(C) = {¢ € SpB)(©C) 1 €0)C = C}
d.h. fur jeden Homomorphismus ¢: B —s C von Ringen mit 1 gilt
¢erluE) e loc=c

Nun ist
f 1(U(C)) ={{e SpB)(O) | () € U(C)}

Weil f ein funktorieller Morphismus ist, besteht ein kommutatives Diagramm

Sp(B)(C) —f> X(©)

spO  Tx@

Sp(B)(B) —f> X(B)

Wir erhalten damit
rluc)y =B —CIf@®)euc)
={¢:B —Cl| X(Z)f(IdB) e uo) }
Die Offenheitsbedingung bekommt damit die Gestalt
X(Of(ldg) € U(C) & €M)C =C.

Dies ist gerade Bedingung (ii) fur § = f(IdB). Bedingung (ii) ist damit hinreichend.

Umgekehrt gibt es fur jedes BEX(B) einen funktoriellen Morphismus

f: Sp(B) — XIB_Alg mit f(IdB) = .

Fur Homomorphismen h: B — C von Ringen mit 1 definiert man f durch

. Sp(B)(C) — X(C), B 2 C e XP).

Wir haben gezeigt, jedes Element BEX(B) hat die Gestalt f(IdB) mit einem geeigneten

funktoriellen Morphismus. Bedingung (ii) ist damit notwendig.

QED.

Der Funktor PX als algebraisches Schema

Die Tatsache, dall sich der n-dimensionale projektive Raum durch die offenen
Teilmengen UO’ s Un uberdecken 1a6t, ibersetzt sich gerade in die Aussage, daf} der

Funktor IP’IA ein algebraisches Schema ist.

Genauer:
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Seii:Q & A ein direkter Summand vom Rang n von AN pr jede A-Algebra B
identifizieren wir Q& AB mit seinem Bild bei

i®B: Q® ,B — A™!® B=B"!
Wir betrachten die naturliche Abbildung
.ph+1 n+1
Ty B — BT /Q® AB.
Weiter sei

UQ: A-Alg — Ens

der Teilfunktor von IP’X mit

U Q(B) := Menge der zu Q® AB komplementiren Teilmoduln® von Bn"'1
n . )
={MeP AB) | JrBIM ist ein Isomorphismus }
Behauptung:
@ U Q ist fur jedes Q ein offener Teilfunktor von IP’Z.
(i) Die UQ bilden eine offene Uberdeckung von ]P’Z wenn Q die Teilmoduln der
Gestalt
Qi = A'eO+'"+Aei—1+Aei+1+"'+A'en

durchlauft.

(iii) UQ. ist fur jedes 1 isomorph zum affinen Raum Ag = Sp(A[x1 ,...,xn]).

i
Beweis. Zu (iii). Wir beschranken uns auf den Fall i = 0. Die anderen Falle werden

analog behandelt. Fur Q = QO = A-e1+...+A-en ist
n _ ph .
AA(B) - B — UQ(B)’ (bl?"-’bn) = (l,bla""bn) B (1)
wohldefiniert.

Fur jedes Me U Q(B) enthalt M ein Element m, welches bei
.+l n+l1 _
nB.B — B /QO®AB—Be
in € ubergeht, d.h. ein Element von der Gestalt
m = (l’bl""’bn)'
Da das Bild von g von €, erzeugt wird und die Einschrankung von Ty auf M ein

Isomorphismus ist, wird M von m erzeugt. Mit anderen Worten, M liegt im Bild von
(1). Die Abbildung (1) ist damit bijektiv, d.h.

0

__ N

ist das affine Schema zum Polynomring in n Unbestimmten.

n+1

® Man beachte, als direkte Summanden von B sind diese komplementaren Moduln M endlich

erzeugt: es gibt eine B-lineare Surjektion Bn+1 — M.
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Zu_(ii). Sei B ein Korper. Die Elemente M C IP’X(B) sind dann gerade die

Teilvektorraume der Dimension 1 von Bn+1. Die Vektoren aus Qi haben als i-te

Koordinate die Null. Fur die Vektoren aus dem Durchschnitt gilt dies fur alle i, d.h. der
Durchschnitt der Qi ist der Null-Vektorraum. Deshalb liegt M nicht im Durchschnitt der

Qi' Sei jetzt i so gewidhlt, dal M nicht in Qi liegt. Dann ist M komplementar zu Qi’ d.h.

MEU, B).

1

Wir haben gezeigt, die U . uberdecken IP’&.

Ql
Zu (i). Wir haben zu zeigen, fur jede A-Algebra B, jedes BEIP’X(B) gibt es ein Ideal J
C B, sodaB fur jeden Homomorphismus h: B — C von Ringen 1 gilt
n
P B E UQ(C) < h(J)C=C.

Sei also pE IP’I[;(B) ein direkter Summand von B™*!

PA(B = B@LC

ist genau dann komplementar zu Q® AC’ wenn die Einschrankung von

vom Rang 1. Der Modul

C auf B@BC

ein [somorphismus ist:

n — . n+1 N
PA(hB € UQ(C) &V, = nCIB®BC : B@BC —C /Q@AC bijektiv.

C

Da % eine C-lineare Abbildung zwischen endlich erzeugten projektiven C-Moduln

desselben Rangs ist, ist die Bijektivitit aquivalent zur Surjektivitat,” d.h. dquivalent zu
0 = coker Vo= (coker VB)®BC

Sei J der Annullator von coker Vg Dann ist die letzte Bedingung genau dann erfullt,

wenn gilt®
h(J)C =C.

QED.

Projektive Schemata
Ein projektives Schema uber dem Ring A ist ein abgeschlossener Teilfunktor des

n
Funktors P A -

Wir sind jetzt soweit, den wichtigsten Gegenstand der Weil-Vermutungen zu definieren.

1.3.6 Die Zeta-Funktion eines projektive Schemas
Seien k ein endlicher Korper und

" siche den Anhang ‘Kommutative Algebra’, Abschnitt ‘projektive Moduln’.
¥ siche den Anhang ‘Kommutative Algebra’, Abschnitt ‘Triger und Annullatoren’.
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X: k-Alg — Ens
ein projektives Schema uiber k. Weiter bezeichne kr die Erweiterung vom Grad r des

Korpers k und
Nr = Nr(X) =# X(kr)

die Anzahl der k"-rationalen Punkte von X. Dann heiBt die formale Potenzreihe mit
rationalen Koeffizienten
00 ti
Z(t) =Z(X, t) :=exp( Y, Ni(X)'i_)
i=1
Zeta-Funktion von X.

Beispiel

f

Seien k = IE‘q der Korper mit q = p* Elementen X = IP’11( die projektive Gerade. Dann gilt

Py(k) = {Ixyl 1 (xy) € ()% - {0})
= Uy U {10311 (xy) € (k) - {03}
=U, U {1011}

also

Nr =#U0+1

=#k +1
r

r
=q +1
denn kr ist ein r-dimensionaler Vektorraum uiber dem g-elementigen Korper k. Damit ist

1 00 ; ti
Z(P,=exp( 3 (q + D7)
i=1
o0 .1

Wegen log(1-t) =- > ti— erhalten wir
i=1
1 1
2P 9 = A0
Man beachte, es gilt
1 1
Toaqn - e*Plog(rpmgp)
= exp(-log(1-t) - log(1-qt))

0,1 o0 1
=exp( > ti—+ D (%)
i=1 i=1

© . d
=exp( 3 (q'+1)+3)
i=1
= Z(t).
Die Zeta-Funktion der projektiven Geraden ist also eine rationale Funktion.

Bemerkungen

(i)  Uns fehlt noch ein Begriff zur Formulierung der Weil-Vermutungen, namlich der
Begriff des glatten Schemas. Glatte Schemata sind solche ohne Singularititen,
zum Beispiel Kurven ohne Selbstschnitte oder Spitzen. Uber den komplexen
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Zahlen bedeutet die Bedingung der Glattheit, dal die Schemata komplexe
Mannigfaltigkeiten sind.

(i) Leider ist eine formale Defintion des glatten Schemas komplexer und technischer
als die bisher eingefuhrten Begriffe. Wir werden die Definition deshalbt auf spater
verschieben und Weil-Vermutugen formulieren ohne diese Definition vorher
anzugeben. Sie sollten deshalb im Auge behalten, daf} die betrachteten Schemata
noch eine weitere Bedingung erfullen miuissen, die erst spater prazise angegeben
wird.

(iii)) Der unten verwendete Begriff der Irreduzibilitat ist einfacher Natur: ein Schema
hei3t reduzibel, wenn es Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen
Teilvarietaten ist, und andernfalls irreduzibel.

1.3.7 Die Weil-Vermutungen
Seien k ein endlicher Korper,
X: k-Alg — Ens

ein glattes irreduzibles projektives Schema der Dimension n und Z(t) dessen Zeta-
Funktion. Dann gelten die folgenden Aussagen.

Rationalitdit

Z(t) ist eine rationale Funktion in t, d.h. ein Quotient von zwei Polynomen, mit
rationalen Koeffizienten.

Funktionalgleichung

Es gibt eine ganze Zahl E mit’
1

2(—) =+ q"E2 Ez).
n
qt
Analogon der Riemann-Vermutung
Pl(t)-P3(t)-...-P2n_l(t)
PO(t)-Pz(t)-...-Pzn(t)
Dabei sind die Pi ganzzahlige Polynome mit
PO(t) =1-t

(1) =

_1._.0
P, (0 =1-q"

Pi(t) =[1q - (xijt) furi=1,...,.2n-1
j

wobei die aij algebraische ganze Zahlen sind mit Iozijl = qi/ 210

Betti-Zahlen
Sei Bi = Bi(X) der Grad des Polynoms Pi(t). Dann gilt

? Die Zahl E wird genau beschrieben: es ist die Selbstschnittzahl der Diagonalen von XxX und

aquivalent die hochst Chern-Klasse des Tangentialbiindels von X.

' Man kann zeigen, diese Bedingungen bestimmen die Polynome P, eindeutig, falls sie existieren.
i

Die Bedingungen la. | = q1/2 implizieren, die Nullstellen von P, liegen auf der Geraden mit dem Realteil
ij i

/2.
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2n ;
E= 2 (-1) Bi

1=0

Seien
Y: R-Alg — Ens
ein projektives irreduzibles Schema uber dem Ring R der ganzen Zahlen eines
algebraischen Zahlenkorpers, p ein Primideal von R und
R — R/p C QR/p) =k

der naturliche Homomorphismus auf den Restklassenkorper modulo p. Dann ist jede k-

Algebra auch eine R-Algebra und (weil R ganze in R liegt) auch jede C-Algebra auch
eine R-Algebra.

Es gelte

X=Yl Alg

Z=Yle Al

Dann ist furi =0,...,2n _
— A; 1
Bi = dlmR H'(Z, R)

Dabei bezeichne Hi(Z, R) die i-te singulaire Kohomologie der komplexen
Mannigfaltigkeit Z.

Zur Definition der singuliren Kohomologie eines topologischen Raumes

Definition
Fur jede nicht-negative ganze Zahl n ist das n-dimensionale Standard-Simplex definiert

als der folgende topologische Unterraum des RO+

n
,_ n+l — W :
An = {(XO, s xn) SN ) X, = 1, X = O fur jedes i }

i=0
Beispiele
Fur n = 0 besteht An offensichtlich aus nur einem Punkt auf der reellen Geraden,
A 0= {1}.
A
0
—e ® =
0 1

Fiar n = 1 ist An die Strecke der reellen Ebene, welche die Punkte (1,0) und (0,1)

verbindet.
A

—

.
-

Furn =2 ist An das Dreieck im Raum mit den Ecken (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1).
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Furn=3ist An ein Tetraeder im 4-dimensionalen Raum.

Definition
Sei X ein topologischer Raum. Ein singuldres n-Simplex oder auch n-dimensionales
singuldres Simplex von X ist eine stetige Abbildung

oA —X.
n

Bemerkungen
(i) Im Fall n = 0 ist o im wesentlichen dasselbe wie ein Punkt. Im Fall n = 1

verbindet man mit o die Vorstellung einer Kurve in X, im Fall n = 2 die eines
gekrimmten Dreiecks, im Fall n = 3 die eines gekrimmten Tetraeders, usw.
(ii) Das Wort singuldar soll darauf hinweisen, dafl diese geometrischen Objekte

entarten konnen, im Extremfall zu einem Punkt, wenn o eine konstante Abbildung
ist. Wir miuissen das Entarten zulassen, weil andernfalls die zu konstruierenden
Homologie- und Kohomologie-Gruppe keine Funktoren wiren.

Definition

Sei € eine additive Kategorie''. Ein Komplex K tiber € besteht aus einer Folge von

Morphismen aus € der Gestalt

d; d;
1 1 i-1
= 0" fur jedes i. Das Objekt K. heifit dann der Bestandteil des Grades i von

K:..— Ki+

mit d.eod.
11+l
K oder auch die Komponente des Grades i von K. Manchmal sagt man auch Dimension
anstelle von Grad. Der Morphismus di heift i-ter Randoperator von K oder auch i-tes

Differential.
Seien K und L zwei Komplexe uiber C. Ein Morphismus

fK—L

von Komplexen uiber € ist ein kommutatives Diagramm
d; d;
1+1

i+1 1 i-1

fi+ll diyt fil d& fi-ll ’

1
w.— L  —L —L  —..
i+ 1 I-

1 1
dessen obere Zeile gerade der Komplex K und dessen untere Zeile der Komplex L ist.
Das Objekt

Hi(K) = Ker(di)/Im(di+ 1)

' Es sollen Kerne, Kokerne (also auch Bilder) und ein Nullobjekt existieren. Weiter sollen die Hom-
Funktoren Werte in der Kategorie der abelscen Gruppen annehmen, d.h. fur jedes Objekt X von C
erhalt man Funktoren

h%: Hom o(X.2: € — Ab und hy : Hom (2, X): @OP _ Ab.

X

2 Jede Hom-Menge einer additiven Kategorie enthalt als abelsche Gruppe genau ein 0-Element. Es ist
gerade der eindeutig bestimmte Morphismus, der sich tiber ein Null-Objekt faktorisiert.
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heift i-tes Homologie-Objekt oder auch i-te Homologie von K.

Bemerkungen
(i) Die Komplexe tiber € bilden zusammen mit den so definierten Morphismen (und
der offensichtlichen Morphismen-Komposition) eine Kategorie

oL
welche wieder additiv ist.
(i)  Fur jedes i definiert die i-te Homologie einen Funktor

}HGZ—+QKhﬁ¥K)
Dieser Funktor ist additiv, d.h. fur je zwei Komplexe K und L ist die Abbildung
f H;(®)
Hom(K.L) — Hom(H,(K), H.(L)), K — L » H.(K) — H.(L),

ein Gruppen-Homomorphismus.
Bezeichnungen

K'=K_,d'=d_ H:=H_
Beispiel
Sei X ein topologischer Raum und € := Ab die Kategorie der abelschen Gruppen. Fur
jede nicht-negative ganze Zahl n sei
S (X)

die von den singularen n-Simplexen von X erzeugte freie abelsche Gruppe. Die so
definierten abelschen Gruppen bilden einen Komplex

S(X)
mit den wie folgt definierten Randoperatoren

dn: Sn(X) — S

welcher singuldrer Komplex heif3t.
Zur Definition von dIl genugt es, die Werte von dn auf den Elementen eines freien

10,

Erzeugendensystems anzugeben, d.h. es reicht
d (o)
zu definieren fur jedes n-Simplex o: An—> X. Dazu betrachten wir die i-te
Randabbildung
8i:An-l

welche das (n-1)-Standardsimplex mit der der i-ten Seite des n-Standardsimplex
identifiziert (d.h. mit der Seite, die der i-ten Ecke gegenuberliegt). Die

— An, (xO,...,xn_l) [ (XO, e Xi-l , 0, xi ) e s Xn-l)

Zusammensetzungen von o mit den Abbildungen e sind singulare (n-1)-Simplexe des
Raums X. Wir setzen
n .
— 1o
dn(O) =Y (1o e

i=0
Zum Beweis der Komplex-Eigenschaft.

n—lodn =0.

Das Simplex O°€, entsteht aus o durch Weglassen der i-ten Ecke. Wendet man den

Randoperator zweimal an, so werden auf alle moglichen Weisen zwei Ecken
weggelassen und aus den Ergebnissen eine vorzeichenbehaftete Summe gebildet. Fur je
zwel Indizes i, j werden die i-te und die j-te Ecke zweimal weggelassen: einmal zuerst
die i-te und dann die j-te und zum anderen erst die j-te und dann die i-te. Im Fall i < j ist
das zugehorige Vorzeichen im ersten Fall
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(_1)i+j -1
und im zweiten Fall
(_1)i+j.
Die Vorzeichen sind unterschiedlich, d.h. die beiden Summanden heben sich weg.

Bemerkungen
(1)  Der Ubergang zum singularen Komplex definiert einen Funktor

S: Top —» AbZ, X 1> S(X).
Fur jede stetige Abbildung f: X — X’ bildet der zugehorige Komplex-
Morphismus
S(): S(X) — S(X7)
das Simplex o: An — X von X ab in das Simplex feo: An — X — X’ von

X’. Man beachte die Simplexe o von X bilden freien Erzeugendensysteme der Sn

(X).
(i)) Die Zusammensetzung des Funktors S mit dem Funktor Hi heiflt i-te singulare

Homologie. Bezeichnung:
Hi(X) = Hi(S(X)).
(ii1) Sei A ein abelsche Gruppe. Die Zusammensetzung der Funktoren S, ®A und Hi
heift i-te singulare Homologie mit Koeffizienten in A. Bezeichnung:
Hi(X,A) = Hi(S(X)®ZA)'

Man beachte, ist A ein Ring, so liegen die Werte dieses Funktors in der Kategorie
der Moduln Mod-A uber diesem Ring. Ist A ein Korper, so erhilt man
insbesondere Vektorraume.

(iv) Sei A eine abelsche Gruppe. Die Zusammensetzung der Funktoren S, h A und H!
heillt i-te singuldre Kohomologie mit Koeffizienten in A. Bezeichnung:
H!(X,A) := Hi(Hom , , (S(X), A).
Man beachte, der singulare Komplex S(X) hat die Gestalt
...—>82(X)—>SI(X)—>SO(X) — 00— 0— ..,

sodall man nach Anwenden des kontravarianten Hom-Funktors einen Komplex
der Gestalt

—>0—0— Hom(SO(X), A) — Hom(Sl(X), A) — Hom(Sz(X), A — ..
erhalt.

Der Fall der projektiven Geraden

Fur X = ]P’11< mit einem Korper aus q = pf Elementen haben wir bereits gesehen,
1 1
2P O = T

ist eine rationale Funktion. Durch direktes Nachrechnen sieht man, es besteht die
Funktionalgleichung
1

1
2P = T g0 T-a/q0)

2.2

e

~ (qt-1)(qt-q)
2

__q?

= Tq0(10
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= qt?Z(1)
mit E = 2.

Dies soll gerade die Selbstschnittzahl der Diagonalen
A C PP,
sein. Die Diagonale ist durch die Gleichung
ad-bc=0

gegeben. Identifiziert man IP’&XIP& vermittels der Einbettung

PP, s Py, ([abllcd 5 [ac,adbe,bdl,

mit der Quadrik
Q:=V@xw-yz) C ]P)lz

so wird die Diagonale gerade zu der Kurve mit der Gleichung
y =2z

Da das Schnittverhalten von Flachen im ]P’lz nur von deren Grad abhangt, konnen wir

statt A mit sich selbst auch A mit einer beliebigen anderen Hyperebene schneiden,
sagen wir mit X = z. Wir erhalten fur die Schnittmenge die Gleichungen

X:=x-z =0

Yi=y-z =0

X+z2)w - (Y+2)z =0
d.h.

X=O,Y=O,ZW-22=O.
d.h.

X=0,Y=0,z(w-2)=0.

In den neuen Koordinaten X, Y, z, w erhalten wir die Punkte [0,0,0,1] und [0,0,1,1]
als Schnittmenge, d.h.

AeA =12,
Das Analog der Riemannschen Vermutung gilt trivialerweise mit
Pt =1-t
0
Pl(t) =1
Pz(t) =1-qt
Die Polynome haben die Grade B0 =1, B1 =0, B2 = 1. Nun ist k eine Z-Algebra
bezuglich der Algebra
7Z —k,np n-lk s
und es gilt
PL=P) |
k™" Z k-Alg
1 1
Pe=Pzlc Alg

Nach den Weilschen Vermutungen iiber die Betti-Zahlen, muissen die Betti-Zahlen der

komplexen projektiven Geraden ]P(C gerade 1, O und 1 sein.

|
—A; 1 e
Bi_dlmRH(PC,R) furi=0, 1, 2.
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1
Nun ist P(C aber gerade die Riemannsche Zahlenkugel. Die angegebenen Betti-Zahlen

bedeuten gerade folgendes:

1
B 0= 1: Je zwei Punkte im IP’(C unterscheiden sich um einen Rand, d.h.
sie lassen sich durch eine Kurve verbinden.
1
B1 =0: Jede geschlossene Kurve im IP’(C ist Rand eines Flachenstucks.
1
B )= 1: Jede randlose Flache im IP’(C bildet zusammen mit einem

1
Vielfachen von IP’(C einen Rand.

Bemerkungen
(1) Zum Vergleich, die Betti-Zahlen eines Torus sind 1, 2, 1.

(i)  Allgemein kann man zeigen, B 0 ist die Dimension der R-Vektorraums, der von

den linearen Zusammenhéngskomponenten erzeugt wird. Die obigen Betti-Zalen

BO drucken also nur aus, daB die 2-Sphiare und der Torus linear

zusammenhangend sind.

(iii) Allgemein kann man zeigen, eine kompakte n-Mannigfaltigkeit hat die Betti-Zahl
Bn wenn sie orientierbar ist und andernfalls die Betti-Zahl Bn = 0. Die

obigen Betti-Zahlen B, driicken also nur aus, dafl die Sphare und der Torus

2
orientierbar sind.

(iv) Die Berechnung der (Ko-) Homologie-Gruppen ist Gegenstand der algebraischen
Topologie aber auch der Differentialtopologie. Klassische Lehrbiicher in diesem
Kontext sind zum Beispiel die folgenden.

Milnor: Morse theory, Princeton University Press 1963
Hirsch: Differential topology, Springer, New York 1994
De Rham: Varieties differentiables, Paris 1954.

1.3.8 Zum weiteren Verlauf

Unser Ziel im weiteren ist eine genauere und weniger formale Beschreibung der oben
auftretenden Begriffe und eine formal korrekte Einfuhrung der Begriffe, die noch nicht
definiert wurden.

Insbesondere wollen wir fur die ‘Schemata’ genannten Funktoren X eine
geometrischere Beschreibung finden: wir wollen X(B) interpretieren als Menge von

Funktionen Spec(B) — X mit einem geeignet gewahlten Raum X. Dies zwingt uns,

den Funktionenbegriff zu axiomatisieren durch die Einfuhrung des Begriffs der Garbe.
Das klassische Lehrbuch zur Garben-Theorie ist das von Godement,

Godement, R.: Topologie algebrique et theorie des faisceaux, Hermann, Paris.
Die von uns benotigten Teile der Garben-Theorie (zusammen mit den fur uns wichtigen
Beispielen) findet man im Buch von Hartshorn zur algebraischen Geometrie.

Danach wollen wir eine Kohomologie-Theorie entwickeln, die Garbenkohomologie der
algebraischen Schemata.

Diese ist leider nicht die Kohomologie-Theorie, die wir fur den Beweis der Weil-
Vermutungen brauchen und die sich Etal-Kohomologie nennt. Wir werden aber die
Eigenschaften der Etal-Kohomologie beschreiben und angeben, wie sich daraus die
Weil-Vermutungen ableiten.
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2. Garben

2.1 Topologische Raume als Kategorien

Sei X ein topologischer Raum. Wir identifizieren X mit der wie folgt definierten
Kategorie, welche ebenfalls mit X bezeichnet wird.

Die Objekte der Kategorie X sind gerade die offenen Mengen von X,
Ob(X) = 1X1:= {U C X | U offen in X}.

Die Morphismen von X sind die natiirlichen Einbettungen offener Mengen ineinander,
d.h. fur je zwei offenen Mengen U’, U” von X besteht
Hom (U’, U”)
X
nur aus der natiirlichen Einbettung U’ U” von U’ in U”, falls U’ eine Teilmenge von

U” ist, und andernfalls ist diese Hom-Menge leer. Die Morphismenkomposition in
dieser Kategorie ist die gewohnliche Zusammensetzung von Abbildungen.

2.2 Pragarben

Seien X ein topologisdcher Raum und € eine Katorie. Eine Pragarbe auf X mit Werten
in € ist ein kontravarianter Funktor auf X mit Werten in €, d.h. ein Funktor

F:XP ¢
Dabei bezeichne DOP fur jede Kategorie D die zu D duale Kategorie.
Jeder offenen Menge U von X wird also ein Objekt
FU)ece

zu geordnet. Ist € eine Kategorie, deren Objekte Mengen sind, so heilen die Elemente
von F(U) auch Schnitte von F tiber U. Fur

s € F(U)
sagt man auch, s ist ein auf U definierter Schnitt von F.

Fur je zwei offene Mengen U’,U” €X mit U’ C U” hat man einen Morphismus von C,
der Restriktion von F heifit und wie folgt bezeichnet wird.
U ’ 29 b
pU,,:F(U ) — F(U).
Ist C eine Kategorie, deren Objekte Mengen sind, und ist s € F(U”) ein Schnitt von F
uber ““, schreibt man auch

U’
SlU, = pU”(S)

und nennt s die Einschrankung von s auf U’. Fur jeden Punkt x € X bilden die offenen
Mengen von X, welche den Punkt x enthalten ein (kofiltriertes) inverses System der
Kategorie X, also ein (filtrieres) direktes System im Dual von X. Der direkte Limes
F .= M g
X xeu
heifit Halm von F im Punkt x.

Ist C eine Kategorie, deren Objekte Mengen'® sind, so heiBen die Elemente der Menge
FX Keime. Einen Keim kann man als Aquivalenzklasse auf der Menge der Paare

" Genauer: die Mengen sollen mit gewissen Operationen
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(U, s)
auffassen mit

U C X offene Umgebung von x und s € F(U).

Dabei werden zwei Paare (U’, s’) und (U”, s”) als dquivalent angesehen, wenn es eine
offene Menge W C X gibt mit

xEWC U (MU und s’l I

w =S
Die durch den Schnitt s € F(U) definierte Aquivalenzklasse wird mit

S
X

bezeichnet und heiflt Keim von s im Punkt x € U.
Die Menge der Aquivalenzklassen ist dann wieder ein Objekt der Kategorie C."*

Ein Morphismus F — G von Prigarben F, G: XO%P __5 @ ist eine natirliche
Transformation (oder auch funktorieller Morphismus).

Beispiel 1
Seien X und Y zwei topologische Raume. Fiir jede offene Menge U C X sei
CX(U) = HomTOp(U, Y)

die Menge der stetien Abbildungen U — Y. Dann ist C, eine Pragarbe auf X mit

X
Werten in der Kategorie Ens der Mengen. Ist Y ein topologischer Ring, zum Beispiel

Y =R,
SO 1st CX sogar eine Pragarbe mit Werten in der Kategorie der Ringe, d.h. eine Garbe
von Ringen.
Beispiel 2
Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Fur jede offene Menge U C X sei
Ff(U) :={s: U— Y | s stetig und fes = IdU}

die Menge der auf U definierten Schnitte von f. Dann ist I' ¢ eine Pragarbe von Mengen.

Sind die Fasern von f Mengen, die mit gewissen Operationen ® versehen sind, so
definieren diese Abbildungen auf den Faserproddukten'

X X — X, (Xl’ s xn) [N (n(xl, s xn).

X X

., )p 0(s ,...,s)
1 n 1 n
versehen sein, wobei die Restriktionen der Pragarbe F mit diesen Operationen kommutieren,

PO(s o8 ) = O(P(s e PGS ).

' Die Operationen auf F  werden représentantenweise definiert:
X

w((sl)x, s (sn)X) = oo(sl, - sn)X.

Diese Definition ist korrekt, weil die Restriktionen von F mit w kommutieren.
15 Ein Punkt von XXY...XYX ist ein n-Tupel von Punkten aus X, dessen samtliche Koordinaten in

derselben Faser von f liegen.
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Ist letztere Abbildung stetig, so 146t sich die Operation w auf die Mengen der Schnitte

von Ff fortsetzen, d.h. I

Kategorie.

¢ ist eine Pragarbe mit Werten in einer entsprechenden

Beispiel 3
Sei X = R™. Firr jede offene Menge U C X sei

C%(U) :={f: U — R | fist r-mal stetig differenzierbar}

Dann ist C;i eine Pragarbe von Ringen furr=0, 1, ... , 00)
Bezeichnet

o
)

die Menge der Funktionen U — R, die sich in jedem Punkt von U lokal in eine
Potenzreihe entwickeln lassen (d.h. die Taylor-Entwicklung konvergiert), so ist
C(D
X
eine Pragarbe von Ringen. Fur x € X ist der Halm
C(D
X, X
gerade der Ring der in x konvergenten Potenzreihen mit reellen Koeffizienten.
Beispiel 4
Sei X = C™. Fur jede offene Menge U C X sei
05 (V)

die Menge der holomorphen'® Funktionen f:U —s C. Dann ist OX eine Pragarbe von

Ringen. Fur x € X ist der Halm

OX,X

gerade der Ring der in x konvergenten Potenzreihen mit komplexen Koeffizienten.

Beispiel 5
Sei Spec A das Spektrum eines kommutativen Rings A mit 1, versehen mit der

Zariski-Topologie'’. Fur jede offene Menge U C X sei

16 d h. f:f(zl,...,zn) ist stetig differenzierbar als Funktion der Real- und Imaginarteile der z, und es gilt
i

fur jedes i (d.h. f ist Losung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen). Aquivalent: f 148t sich
lokal in jedem Punkta = (al,...,a ) € U in eine konvergente Potenzreihe
n

A% A%
(z-a) Yooz -a)"
v 11 n n
1 n

>

a
v
v
1" 'n

v
entwickeln.
'7 d.h. die abgeschlossenene Mengen sind geraden die Mengen der Gestalt

V(M) := {x € Spec A | f(x) =0 fur jedes f E M} mit M C A.
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Oy (U)

die Menge der auf U definierten regularen Funktionen, d.h. der Funktionen, die sich
lokal als Quotienten von Elementen aus A schreiben lassen. Genauer, die Schnitte von
OX uber U sind die Abbildungen

EU— vxESpec A A

welche auf U definiert sind, welche Werte in der disjunkten Vereinigung der
Lokalisierungen AX von A in den Primidealen x von A annehmen und welche die

folgendne Bedingungen erfullen.
1. f(x) € Ax fur jedes x € U.

2. Fur jedes x € U gibt es eine offene Menge W und Elemente u, v € A mit
(a) xeWCU.
(b) v liegt in keinem Primideal von W.
(©) f(w) = %E AW fur jedes w € W.

Dann ist OX eine Garbe von kommutativen Ringen mit 1 auf X mit

1) OX,X = AX fur jedes x € X.
(i1) OX(D(f)) = Af fur jedes f € A.

(iii) OX(X) =A."

Beweis Siehe Hartshorne: Algebraic geometry, Proposition I1.2.2. An dieser Stelle
wird sogar gezeigt, dal OX eine Garbe ist. Der Beweis ist vergleichsweise technisch.

Einen einfachereren Beweis in einem Spezialfall, bei welchem die Beweisidee etwas
besser erkennbar ist, findet man im Buch von Schafarevic:

Scharfarevic: Basic algebraic geometry, Part II, Chapter V, § 2.3.
QED.

Vereinbarung

Im folgenden sei C eine Kategorie, deren Objekte Mengen mit gewissen Operationen
und deren Morphismen Abbildungen sind, die diese Operationen respektieren.

2.3 Garben

Seien X ein topologischer Raum und € eine Kategorie. Eine Garbe auf X mit Werten in
C ist eine Pragarbe

F: X°P ¢,
mit der Eigenschaft, daf fur jede offene Menge U C X und jede offene Uberdeckung
U=Ug Y
die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind.

(i) Zwei Schnitte s’, s” von F uber U sind genau dann gleich, wenn ihre
Einschrankungen auf alle Ui gleich sind:

S’ — S” o S,l — S”I

U U. fur jedes i 3I.

1 1

Dabei sei f(x) gerade das Bild von f bei der natiirlichen Abbildung A —» A/X.
'8 Das ist gerade die Aussage von (ii) im Fall f = 1.
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(i) Fur jede Familie (Si)i o Von Schnitten SiEF(Ui) mit
SilUimUj = slei(-“]j fur je zwei i, jEI

gibt es einen Schnitt s € F(U) mit sl . = s fur jedes 1€l.

U.
1

Bemerkungen

(i) Der Garben-Begrif axiomatisiert die Tatsache, da3 sich die meisten Arten von
Funktionen, die in der Mathematik eine Rolle spielen, lokal definieren lassen.

(i) Die beiden Axiome druickt man oft auch dadurch aus, dafl man sagt, die folgende
Sequenz ist exakt.

p o’
F(U) — [[F(U) =3 [] FUNU)
o J
i€l L,jEI
Dabei sei 3 der Morphismus,

S b (SlUi)iEI’
o’ der Morphismus

Sier P (SilUiﬂUj)i,jEI .

und o’ der Morphismus
Sier P (SleiﬂUj)i,jEI '
Die Forderung der Exaktheit soll dabei bedeuten, dafl 3 injektiv sein soll und ein

Element x des direkten Produkts in der Mitte genau dann im Bild von f liegt,
wenn es bei o’ und o’ dasselbe Bild hat:

x € Im(B) & o’ (x) = a”(x).

(1) Die in 2.2 angegebenen Beispiele fur Pragarben sind sogar Garben.

(iv) Der Etal-Raum. Jede Garbe F: X — Ens mit Werten in der Kategorie der
Mengen ist isomorph zur Garbe der Schnitte einer stetigen Abbildung

Y — X
Den topologischen Raum kann man wie folgt konstruktieren. Als Menge ist
Y= VXEX Fx

die disjunkte Vereinigung der Halme von F. Die stetige Abbildung st bildet alle
Elemente von FX in x ab,

n(F ) = {x},

und als Topologie von Y nimmt man die stirkste Topologie (die mit den meisten

offenen Mengen) mit der Eigenschaft, daf} fur jeden Schnitt s € F(U) von F die
Abbildung

U—Y,xp sX (:= Halm von s in X),
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stetig ist. Man kann dann zeigen, die Fasern von s sind diskret und s ist ein

lokaler Homodomorphismus. Der Raum Y zusammen mit dieser Abbildung m
heiBt Etal-Raum der Garbe F.

(vii) Die Garben auf X mit Werten in € bilden eine Kategorie, die mit
Sh,(C)
X
bezeichnet wird. Ist C eine abelsche Kategorie, so gilt dasselbe fur ShX(G). Eine
Garbe mit Werten in Ab heif3t abelsche Garbe.

2.4 Lokale Definition von Garben

Seien X ein topologischer Raumd mit der Topologie-Basis B und € eine Kategorie mit
unendlichen direkten Produkten und Differenzkernen Es gelte:

(i) Furjedes U € B sei ein F(U) € C gegeben.
(i) Furje zwei U, V €B mit U C V sei ein Morphismus
F(V) — FU), s » sIU ,
von C gegeben, der fur U =V gerade der identische Morphismus sei.
(iii) Fur je drei U, V, W €B mit U C V C W sei das folgende Diagramm

kommutativ.
F(W) — F(V)
N
F(U)
(iv) Fur jedes U € B, jede Uberdeckung
U=Uig Y;

von U durch offene Mengen UiEB und jede Familie (Si)i ey Von Elementen

siEF(Ui)

SiIU = SjIU fur je zwei i, j € I und jedes UEB mit UgUiﬂUj

existiere genau ein Schnitt s € F(U) mit sl . = s fur jedes iE€l.

U.
1

Dann gibt es bis auf Isomophie genau eine Garbe F auf X mit Werten in € mit

F(U) = F(U)
fur jedes U €3B, deren Restriktionen zwischen den Mengen aus B mit den oben
angegebenen Morphismen uibereinstimmen.

Beweis. Fiur U C  offen uiberdecke man U durch die offenen Mengen von B, die
ganz in U enthalten sind, d.h. man schreibe

U=Uig Y;-
wobei {Ui}i o1 die Familie der offenen Teilmengen von U sei, die Elemente von B

sind. Dann kann man
F(U) := Differenzkern von o’ und o”
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setzen, wobei &’ und o’ die Morphismen von Bemerkung 2.3. (ii) seien.
QED.

Beispiel 1
Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Dann bilden die offenen Hauptmenge

D(f) := {x € Spec A | f(x) # 0} = {x € Spec A | f & x}

eine Topologie-Basis fur die Zariski-Topologie von Spec A. Wir setzen
F(D() = A,

und fur D(f) C D(g) sei
F(D(g)) — F(D(1))
die naturliche Abbildung Ag — A f

obigen Bedingungen an F, und liefern eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte
Garbe F mit

" Die so definierten Abbildung geniigen den

F(D(f)) = A. Dies ist gerade die oben definierte Strukturgarbe des Spectrums von A,

F=OX,X=SpeCA.

f

Beispiel 2
Sei
_ 00
R = @n:O Rn

1.7

ein graduierter kommutativer Ring mit Wir schreiben

00
R+ = @n=1 Rn
fur das irrelevante Ideal von R und setzen
X :=Proj R := {p & R | p homogenes Primideal mit R+_¢_ P}

Fur jede Menge M C R von homogenen Elementen von R setzen wir

¥ D(f) C D(g) bedeutet, fiir jedes Primideal x von A mit f&x gilt g&x. Mit anderen Worten, es besteht
die Implikation
xA echt = XA echt.
f g

Weil jedes echte Ideal in einem Primideal liegt, ergibt sich damit fur jedes Ideal I von A:
IA _echt = IA echt.
f g

Speziell fur I = gA sehen wir so, daf} gAf nicht echt ist, also g eine Einheit in Af, Die naturliche

Abbildung A — A ¢ faktorisiert sich also iber A und induziert so die Abbildung A — A ¢
g g
% Mit anderen Worten, die additive Gruppe des Rings R zerfalle in der angegebenen Weise in eine
dirrekte Summe von Untergruppen R , wobei
n
R-R CR .
i i+j

gelte fur beliebige nicht-negative ganze Zahlen i und j.
Sei zum Beispiel R der Polynomring R := k[XO,...,XN] uber dem Korper k und

i i
R = Y X 0. XN
n
i +..+i_=n 0 N
0 N

bestehe aus den homogenen Polynomen des Grades n.
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VM) :={pEProjRIMCp}.
Die Mengen der Gestalt V(M) bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie von

Proj R, welche Zariski-Topologie von Proj R heif3t. Fur jedes homogene Element F von
R ist die Menge

D+(F) :=ProjR - V{F}) ={ p €EProjR I F & p}
offen in der Zariski-Topologie und heiflt offene Hauptmenge zu F. Die offenen
Hauptmengen bilden eine Topologie-Basis fur die Zariski-Topologie. Man kann sich

dabei sogar auf offene Hauptmengen zu homogenen Elementen positiven Grades
beschrinken.”’

Wir setzen??

OX(D+(F)) =R _ = {%E R_.1U &R homogen vom Grad nedeg F} (1)
F

(F) F

fur jedes homogene F € R+

Fur je zwei homogene Elemente F und G von R mit D+(F) C D+(G) fuhren wir die
Abbildung

04 (D, (G) — O, (D (F)) 2)
ein, die gerade die naturliche Abbildung
R _..—R
(G) (F)
sei (d.h. die naturliche Abbildung RG — RF eingeschrankt auf die Elemente Null-ten

Grades). Die Ringe (1) genuigen zusammen mit den Homomorphismen (2) den
Bedingungen der obigen Aussage und definieren so eine Garbe OX von Ringen mit 1,

deren Halme gerade die Ringe

O =R

U )
={=€ER |U, Vhomogen vom gleiche Grad, V

*' Fur f €R gilt

V({F | F€R+ homogen) = {PEProj R | fF € P fur alle F€R+ homogen}

Weil es fur jedes PEProj R ein homogenes F € R+ gibt, welches nicht in P liegt, und
weil P ein Primideal ist, folgt
V(fF | F€R+ homogen) = {PEProjRIfE P } = V(f),

also

v = mFER+ homogen DB
Wir gehen zu den Komplementen in Proj R tiber und erhalten

D+(f) - UFER+ homogen D+(fF)'

Man kann also die D+(f) mitf € R0 weglassen, ohne daf} die Eigenschaft, Topologiebasis zu sein,

verloren geht.
2 Dies ist gerade die Menge der homogenen Elemente des Grades 0 von RF bezuiglich der natuirlichen

Z-Graduierung von RF'
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und welche Strukturgarbe von X := Proj R heifit. Der Raum X zusammen mit dieser
Garbe heif3t projektives Spektrum von R.

2.5 Die Garbe zu einer Pragarbe

Seien X ein topologischer Raum und F eine Pragarbe. Dann kann man in derselben
Weise wie fur Garben, den Etal-Raum

Y — X

von F konstruieren. Die Garbe der Schnitte von 7t wird mit

Y

F
bezeichnet und hei3t die zu F gehorige (oder assoziierte) Garbe. Nach Konstruktion

definiert jeder Schnitt s € F(U) von F einen Schnitt s € F(U). Wir erhalten so
Morphismen
F(U) — F(U)

fur beliebige offene Mengen U von X. Diese setzen sich zu einem Pragarben-
Morphismus

¢:F — F (D
fort. Dieser ist in dem Sinne universell, daB sich jeder Pragarben-Morphismus

F—G

mit Werten in einer Garbe G auf genau eine Weise uiber (1) faktorisiert. Man erhalt so
eine bijektive Abbildung

(F, G) — Hom (F,G), & b E°q,

Hom ,
ShX(G) PragarbenX(G)

fur jede Garbe G € ShX( C). Diese Abbildungen setzen sich fort zu einem
Isomorphimus von Hom-Funkotren. Die Zuordnung
Fis F
wird damit zu einem Funktor
PragarbenX(G) — ShX(G),
der linksadjungiert ist zur naturlichen Einbettung
ShX(G) S Pr'élgarbenX(G).

Bemerkungen
(i)  Der Ubergang zur assoziierten Garbe kommutiert mit direkten Limites.>’

2 Weil der kontravariante Hom-Funkor direkte Limites in inverse uberfuhrt:

lim ~ lim
H F.) ,G) =H F,G
OmSh((_i> i) ) OmPresh(T) i )
lim
= H F..G
— OmPresh( i )

1
lim ~
=My F.G
< omg, (F,.G)

lim ~
-H F
OmSh(_i) p 9
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(1) Der naturliche Morphismus F — F induziert fur jeden Punkt x des

topologischen Raums einen Isomorphismus FX — fl\fx.“

(1) Fur jede Garbe F ist der naturliche Morphismus F — F ein Isomorphismus.

2.6 Direkte Bilder von Garben
Seien f: X — Y eine stetige Abbildung und F eine Garbe auf X. Fur jede offene
Menge V C Y setzen wir

(£, F)(V) = FE L (vy).

Fir je zwei offenen Mengen V’, V” von Y mit V' C V”, sei
vV’ ” ,
py»: LFV?) — £,E(V?)
gerade der Restriktionsmoprhismus
F v — Rl ovy).
Auf diese Weise ist eine Garbe f F auf Y definiert, die direktes Bild von F entlang f

heilt. Fur jede stetige Abbildung f definiert f,, einen Funktor

£, Shy (€) —> Shy, (@),

welcher direktes Bild entlang f heiflt. Aulerdem ist der Ubergang zum direkten Bild
funktoriell:

(1 g.f, = (gf), fur je zwei stetige Abbildungen f:X—Y und g:Y—Z.

(i1) id, =1id.

Bemerkung

24 Bezeichne m: E—»X den Etalraum von F. Sind s undt zwei Keime von F , deren Bilder in F
X X X X

gleich sind. Dann gibt es eine offene Umgebung U C X von x, so daB die Keime von Schnitten s,t €

F(U) kommen und die zugehorigen Abbildungen
U—Eups undupt,
u u

gleich sind. Insbesondere sind dann s und t gleich. Die Abbildung F — F st somit injektiv.
X X X X

Sei jetzt o€F . Dann gibt es eine offene Umgebung U von x und einen Schnitt a: U — E des
X

Etaltraums welcher den Keim o représentiert. Sei
s =ax)€F CE.
X X

Wir konnen U so klein wahlen, dafl der Keim s von einem Schnitt s € F(U) kommt. Dann sind die
X
Abbildungen

a:U—>Eund::U—>E
Schnitte von 7t: E —» X, die im Punkt x denselben Wert s haben. Nun n: E — X ein lokaler
X

Homobomorphismus. Diese Schnitte stimmen also lokal in einer Umgebung von x mit der Umkehrung

von xt Uiberein, sind dort also gleich. Die Keime von a und ? in x sind deshalb gleich, d.h. o =a st
X

das Bild von s bei der Abbildung F — F .
X X X
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Der Funktor ist leicht zu definieren und schwer zu berechnen. Wir werden spiter einen
Funktor f* kennenlernen, von dem man das Gegenteil sagen konnte: er ist schwer zu
definieren und leicht zu berechnen. Dabei hangen die beiden Funktoren eng miteinander
zusammen. Ein erster Schritt hin zu diesem Funktor stellt der nachste Abschnitt dar.

2.7 Topologische inverse Bilder von Garben
Seien f: X — Y eine stetige Abbildung und G eine Garabe auf Y. Fur jede offene

Mengen U C X betrachten wir das projektive System der offenen Mengen von Y,
welche die Menge f(U) enthalten, und setzen®

v lim
TG(U) := G(V).
{O)CV

Fur je zwei offene Mengen U’, U” von X mit U" C U” definiert die
Universalitatseigenschaft des direkten Limes einen Morphismus

V, ~ ~

py~ FG(U”) — £GU).
Auf diese Weise ist eine Pragarbe auf X definiert. Die zugehorige Garbe wird mit el
bezeichnet und heiflit topologisches inverses Bild von F entlang f. Fur jede stetige
Abbildung f definiert f I einen Funktor
1.
f .ShY(G) — ShX(G),

welcher topologisches inverses Bild heif3t.
Beispiel 1

Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe auf X, U C X eine offene Teilmenge
und
U X
die naturlichen Einbettung. Jede offene Teilmenge U’ von U ist auch offen in X.
Deshalb gilt
~ lim
1FU’) = F(V) =FU’).
UCv

Insbesondere ist 1F bereits eine Garbe und
i"lrU) = FU)

fur jede offene Teilmenge U’ von U. Die Garben i"IF und F stimmen fur alle
Teilmengen U’ C U uberein, d.h. iIF ist gerade die Einschrankung des Funktors F
auf die Teilkategorie U. Man schreibt deshalb auch

i'F=F
Beispiel 2
Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe auf X, x € X und

t{x}o X
die naturliche Einbettung. Da der einpunktige topologische Raum nur eine einzige nicht-

leere Menge besitzt, kann man jede Garbe mit ihrem Wert auf dieser Menge
identifizieren, d.h. man hat eine Isomorphie von Kategorien

% Wie im Fall des Halms einer Garbe in einem Punkt kann man die Schnitte von ?G(U) beschreiben
als Aquivalenzklassen von Schnitten von G, die auf einer Umgebung von f(U) definiert sind, wobei
zwei solche Schnitt als Aquivalent anzusehen sind, wenn deren Einschrankungen auf eine Umgebung
von f(U) gleich sind.
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Sh{x}(e) — 3,G » G({x}).

Fur die einzige nicht-leere offene Menge {x} des Unterraums {x} gilt

~ lim
F = F(V)=F .
TR = B FV)=F,

d.h. das inverse Bild entlang i ist gerade der Ubergang zum Halm in s,

ilp=F .
X

Bemerkungen

(@)

(i)

(iii)

Der Ubergang zum topologischen inversen Bild ist (ko-)funktoriell:
(a) f lg‘1 = (gf)'1 fur je zwei stetige Abbildungen f:X—Y und g:Y—Z.

(b) id !l = ia.

Es gibt fur jede stetige Abbildung f:X—Y, jede Garbe F auf X und jede Garbe
G auf Y eine Bijektion®®

1 =
HomShX e GPH— HomShY G £,

welche sich funktoriell bezuiglich F und G verhilt. Mit anderen Worten, { 1 ist
linksadjungiert zu f, und f, ist rechtsadjungiert zu 1 Insbesondere sind die
beiden Funktoren durcheinander bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Wir schreiben hier £ ! und nicht t*, weil wir die Bezeichung f* fur die spater zu
definierenden inversen Bilder in der Kategorie der algebraischen Schemata
reservieren wollen.

2.8 Exaktheit

Seien X ein topologischer Raum und € eine Kategorie. Ist C eine abelsche Kategorie,
so gilt dasselbe auch fur die Kategorien

ShX(G) und PreshX((?)

der Garben auf X mit Werten in € und analog fur die Kategorie der Pragarben auf X mit
Werten in C.

2.8.1 Kerne und Kokerne von Pragarben

Sei

*° Firr jeden funktoriellen Morphismus & G — fF, jede offene Menge U C X und

jede offene Menge V C Y mit f(U) C V hat man einen Morphismus

6v) =5 B vy 25 B,

Die Universalititseigenschaft des direkten Limes fuhrt zu einem Morphismus

~ lim
fGU) = G(V) — F(U)
OV

fur jedes offene U C X und damit zu einem Pragarben-Morphismus ?G—)F. Weil F eine Garbe ist,

induziert letzterer einen Garben-Morpshismus f'lG —F.
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F G

ein Morphismus von Pragarben auf dem topologischen Raum X mit Werten in der
abelschen Kategorie C. Dann hat man fur jede offene Menge U von X das Teilobjekt

P
K(U) := Ker(F(U) —U> G(U))
Diese Teilobjekte setzen sich zusammen zu einer Teilgarbe K von F, welche die

Universalitatseigenschaft eines Kerns von F — G besitzt.
Analog hat man fur jedes U ein Faktorobjekt

¢
C(U) := Koker(F(U) —U> G(U)).
Diese Faktorobjekte setzen sich zusammen zu einer Faktorgarbe C von G, welche die
Universalitatseigenschaft eines Kokerns von F — G.

Diese Aussagen gelten auch analog fur Bilder und Kobilder von Prigarben
Morphismen. Insbesondere ist die Pragarbe

Up Im(ch)

gerade das Bild von ¢,
Ker(Koker(g)) = Im(p).

Eine Sequenz von Pragarben auf X mit Werten in C, sagen wir
. — Fi+1 — Fi — Fi-l — ..
ist genau dann exakt, wenn fur jede offene Menge U C X die zugehorige Sequenz der
Schnitte
. — Fi+1(U) — Fi(U) — Fi-l(U) —_— ..
exakt ist.

Bemerkungen

(i) Ist C eine abelsche Kategorie und x ein Punkt des topologischen Raumes, so ist
der Ubergang zu den Halmen ein exakter Funktor.”’

2 Seien

B

o
F’ — F — F”
eine exakte Sequenz von Priagarben auf X und x € X. Weil der Ubergang zum Halm in

x ein additiver Funktor ist, gilt mit Bea = 0 auch onocx =0, also
Ima C Kerf .
X X
Sei jetzt S im Kern von BX. Wir wihlen eine offene Umgebung U von x derart, daf} Sy

von einem Schnitt s € F(U) kommt. Dann ist der Keim von [(s) in x gleich Null. Wir
konnen deshalb U so klein wihlen, daf3 gilt

B(s) = 0.
Dann gibt es aber einen Schnitt t €F’(U) mit a(t) = s. Es folgt

ocx(tx) = oz(t)X =S,
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(i) Ist C eine abelsche Kategorie, so ist der Ubergang zur assoziierten Garbe ein
exakter Funktor.*®

2.8.2 Kerne und Kokerne von Garben
Sei

F— G
ein Morphismus von Garben auf dem topologischen Raum X mit Werten in der
abelschen Kategorie C. Dann kann man diesen als Morphismus in der Kategorie der
Pragarben auffassen und dort den Kern bilden. Die so definierte Pragarbe ist
automatisch eine Garbe und hat die Universalitatseigenschaft eines Kerns auch in der
Kategorie der Garben.

Der Kokern dieses Morphismus in der Pragarben-Kategorie ist im allgemeinen keine
Garbe. Man kann jedoch zur assoziierten Garbe uibergehen. Die so gewonnene Garbe
hat dann die Universalitiatseigenschaft eine Kokerns.

In analoger Weise erhélt man das Bild eines Garben-Morphismus, indem man zunachst
das Bild in der Pragarben-Kategorie bildet und dann zur assoziierten Garbe iibergeht.*

Wir haben gezeigt, es gilt sogar
Ima_ =Kerf .
X X

% Alle Hom-Funktoren mit Werten in einer abelschen Kategorien sind linksexakt, insbesondere ist also

F HomPresh(F’ G) = HomSh(F, G)

linksexakt. Fur jede exakte Sequenz von Pragarben

o
0—F —>F—F —0
und jede Garbe G erhilt man also eine exakte Sequenz

~ * ~ o ~
0 — Hom(F”, G) — Hom(F, G) — Hom(F’,G) (1)
Betrachten wir die zugehorige Sequenz
N’ a’ Yy rBJ N”
00— F —F—F —0 2)

Weil (1) exakt ist in der Mitte, hat jeder auf %J definierte Morphismus, dessen Zusammensetzung mit (r;
gleich 0 ist, die Eigenschaft, daf} er sich uber E faktorisiert. Weil (1) an der linken Stelle exakt ist, ist
die Faktorisierung eindeutig. Mit anderen Worten, E ist der Kokern von o , d.h. die Sequenz (2) ist in

der Mitte exakt. Die Exaktheit von (1) an der linken Stelle iibersetzt sich gerade in die Aussage, daf3 E
ein Epimorphismus ist, d.h. (2) ist an der rechten Stelle exakt.

Die Exaktheit von (2) an der linken Stelle ergibt sich aus der Tatsache, daB der Ubergang zu den Halmen
ein exakter Funktor ist zusammen mit den Garben-Axiomen.

¥ Sei f: F — G ein Garben-Morphismus. Wir bezeichnen hier mit Ker, Koker und Im die
Konstruktionen in der Pragarben-Kategorie und kennzeichnen die entsprechenden Konstruktionen in der

Garben-Kategorie durch ein ~. Aus Bemerkung 2.7.1(ii) ergibt sich dann:

Im(f)N = (Ker(Koker(f))N (nach Definition des Bildes)
= Ker( Koker(f)N ) (weil exakte Funktoren mit Kernen kommutieren)
= Ker( KokerN ) (nach Definition des Kokerns von Garben)

= KerN (Kokerw(ﬂ) (Weil Pragarbenkern auch Garbenkerne sind)
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Bemerkungen
(1) Die Garben-Kategorie ShX(G) besitzt Kerne, Kokerne und Bilder, und der

Begriff der Exaktheit von Garben-Sequenzen ist wohldefiniert.
(1) Sind
a P
F’ — F LN F”
zwei Morphismen von Garben auf X mit Werten in €, deren Zusammensetzung
gleich Null ist, so gilt

Im(a) © Im(P). (1)
Fur jeden Punkt x € X erhalten wir somit einen injektiven Morphismus
Im(c) <5 Im(B), @)

von C. Dies ist trivialerweise ein Isomorphismus, falls in (1) das
Gleichheitszeichen gilt. Auf Grund der Garben-Axiome gilt aber auch die
Umkehrung: sind die Morphismen (2) fur jeden Punkt x von X Isomorphismen,
so gilt in (1) das Gleichheitszeichen.™
(i) Seien
o §

FF—F—>F 3)
zwei Morphismen von Garben auf X mit Werten in C. Diese bilden genau dann
eine exakte Sequenz, wenn fur jeden Punkt x von X die zugehorige Sequenz der
Halme

Poo%E Pxp @)
X X X

exakt ist.*!

Mit andern Worten, Im(f)N ist tatsachlich das Bild von f in der Garben-Kategorie.
3 Seien F eine Garbe auf X mit Werten in C und
GCF

eine Teilgabe mit GX = FX fur jeden Punkt x. Wir haben zu zeigen, dann gilt G = F.
Sei s € F(U) ein Schnitt von F uiber der offenen Menge U. Fir jedes x € U ist dann sX S FX Keim
eines Schnitts von G, d.h. es gibt eine offene Menge Ux mit x € Ux C U und einen Schnitt
tx) €GU )mitt(x) =s .
X X X

Nach Definition des Keim-Begriffs sind dann die Einschrankungen von t(x) und s auf eine geeignete

Umgebung von x gleich (als Schnitte von F). Wir konnen deshalb U so wihlen, daf} gilt
X

t(x) = sIU
X

Dann geniigt aber die Familie der Paare (U , t(x)) den Bedingungen des zweiten Garben-Axioms, d.h. es
X

gibt einen Schnitt t € G(U) mit tl = t(x) = sl__ fur alle x. Auf Grund des ersten Garben-Axioms
Ux Ux
erhalten wir
s =t € G(U).
31 Nach Bemerkung 2.7.1(i) folgt aus der Exaktheit von (3) die der Sequenzen (4). Seien umgekehrt die
Sequenzen (4) exakt. Dann gilt fur jedes x € X

(Bea) =P ca =0.
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2.8.3 Beispiel

Wir geben hier ein Beispiel an, welches zeigen soll, daB sich die Konstruktion des
Kokerns in der Garben-Kategorie von der in der Pragarben-Kategorie unterscheidet. Da
das Bild eines Morphismus definiert ist als der Kern des Kokerns, reicht es einen
Garben-Morphismus anzugeben, dessen Bild in der Kategorie der Garben verschieden
ist von dessen Bild in der Kategorie der Pragarben.

Es reicht also, einen Morphismus von Garben anzugeben, der in der Kategorie der
Garben surjektiv ist, diese Eigenschaft also Pragarben-Morphismus jedoch nicht besitzt.

Seien X ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe. Bezeichne

Sx

die Garbe der lokal konstanten Abbildungen auf X mit Werten in G, d.h. fur jede offene

Teilmenge U C X ist
GX(U)

die abelsche Gruppe der lokal konstanten Abbildungen s:U — G. Mit anderen

Worten, fur jeden Punkt von U gebe es eine Umgebung, auf welcher s konstant ist.
Versieht man G mit der diskreten Topologie, so ist dies gerade die Garbe der stetigen
Abbildungen auf X mit Werten in G. Sei jetzt Y ein Unterraum und

tYSX
die naturliche Einbettung. Durch Einschranken von Abbildungen auf Y ist ein Garben-
Morphismus

@: GX —> i*GY
definiert. Genauer: fur jede offene Menge U von X erhialt man eine Abbildung
GX(U) — (I*GY)(U) = GY(UﬂY), S b SlUﬂY ,

und diese Abbildungen setzen sich zu einem Garben-Morphismus zusammen.

Betrachten wir jetzt den Spezialfall
X=R,Y={0,1},

Dann ist der Garben-Morphismus ¢ surjektiv: Die Halme von i*GY in den Punkten x €

R sind Null fur x € {0, 1} und werden fur x € {0, 1} durch Funktion gegeben, die in

einer Umgebung von x konstant ist und dort genau einen Wert aus G annimmt. Diese
Funktion reprasentiert aber auch ein Element von GX < und dieses ist ein Urbild des
egebenen Elements von (i, Gy,) . ’
geg von (1,Gy,)
Damit ist gezeigt, ¢ ist als Garben-Morphismus surjektv.

Fiir jeden Punkt x gibt es somit eine Umgebung, auf welcher feat identisch Null ist. Auf Grund
des ersten Garben-Axioms ist dann aber Bea = 0, d.h. es gilt

Im(a) C Ker(B).
Zum Beweis des Gleichheitszeichens reicht es zu zeigen,

Im(a) =Ker(p) furjedesx €X.
X X

Weil der Ubergang zum Halm in x ein exakter Funktor ist, kommutiert dieser Funktor mit dem
Ubergang zum Kern, mit dem Ubergang zum Korkern und mit dem Ubergang zum Bild. Es reicht also
Zu zeigen,

Im(otx) = Ker([ﬂx) fur jedes x € X.

Das ist aber der Fall, weil die Sequenzen (4) exakt sein sollen.



49

Als Pragarben-Morphismus kann ¢ jedoch nicht surjektiv sein, dann dann wire
Gy (X) — (1,G)(X) =Gy, (Y)

surjektiv. Dem ist aber nicht so: weil X = R zusammenhiangend ist, sind alle Elemente
von GX(X) konstante Funktionen. In GY(Y) liegt jedoch zum Beispiel die Funktion,

welche in 0 den Wert O und in 1 den Wert 1 hat (also nicht konstant ist).

3. Geometrische Raume

3.1 Definition
Ein geometrischer Raum’* (X, OX) besteht aus einem topologischen Raum X und einer

Garbe OX von kommutativen Ringen mit 1 auf X, deren Halme

OX,X

(x€X) lokale Ringe sind. Das maximale Ideal von OX X wird mit

”

mX,x
bezeichnet.
Bemerkung

Die Schnitte von OX einer offenen Menge U C X sind in den meisten Féllen

gewisse auf U definierte Funktionen, die die Struktur des topologischen Raums X

bestimmen. Die Elemente von mX X sind dabei meist Keime von Funktionen, die in x
9

den Wert 0 annehmen.

Beispiel 1
Seien X ein topologischer Raum und
O% =
die Garbe der stetigen Funktionen mit Werten in den reellen Zahlen. Ist x € X ein Punkt
und

f:U—R

eine stetige Funktion, die auf einer offenen Umgebung U C X von x definiert ist und
in x einen von Null verschiedenen Wert annimmt,

f(x) Z 0,
so ist die Funktion y i 1/f(y) auf einer Umgebung von x definiert und dort stetig. Mit
anderen Worten, der Keim von f in x ist eine Einheit von O . Die Keime der

X,x
Funktionen, die in x eine Nullstelle haben, bilden ein Ideal von OX «

fur jedes x ein lokaler Ring.

, und zwar das

einzige maximale Ideal. Insbesondere ist OX X

Damit sist (X OX) ein geometrischer Raum.
Beispiel 2

Seien X eine offene Menge des R" und O = ng die Garbe der r-mal stetig

X
differenzierbaren reellwertigen Funktionen (mit r = 0, 1, ... , ©0, ). Dieselben

32 Englisch: locally ringed space.



50

Argumente wie im vorangehenden Beispiel zeigen, dafl dann (X, OX) ein geometrischer

Raum ist.

Im Fall r = w ist OX X gerade der Ring der Potenzreihen mit reellen Koeffizienten, die

in einer Umgebung von x konvergieren.
Beispiel 3

Seien X eine offene Menge des C" und OX die Garbe der holomorphen Funktionen.
Dann ist (X, OX) ein geometrischer Raum, dessen lokale Ringe gerade Ringe von

konvergenten Potenzreihen mit komplexen Koeffizienten sind.
Beispiel 4
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, X = Spec A und OX die Strukturgarbe von X.

Dann ist (X, OX) ein geometrischer Raun, dessen lokale Ring gerade die

Lokalisierungen von A in den Primidealen von A sind,

OX,X = AX fur x € X = Spec A.

3.2 Morphismen geometrischer Raume, Schemata
Seien (X, OX) und (Y, OY) geometrische Raume. Ein Morphismus

(£ ): (X, 05) — (Y, 0,)
geometrischer Rdume besteht aus einer stetigen Abbildung

X—Y
und einem Morphismus

0, —£,0,

von Garben von Ringen mit 1, wobei die folgende zusiatzliche Bedingung erfullt sei.

Fur jeden Punkt x € X und jede offene Umgebung V des Punktes y = f(x) betrachten
wir den Morphismus
_ 1
OY(V) — f*OX(Y) = OX(f' V) — OX,X
Aus der Universalititseigenschaft des direkten Limes OX « erhalten wir einen
Homomorphismus von Ringen mit 1, ’
fX:OY,y — OX,X , ¥ = f(x). (1)

Als zusatzliche Bedingung wird gefordert, daf3 dieser Homomorphismus lokal sein sein

soll fur jeden Punkt x € X, d.h. er soll die maximalen Ideale dieser lokalen Ringe
ineinander abbilden:

fx(mY,y) C mX,x fur jedes x € X.

Bemerkungen

(1)  In vielen Fallen ist der Morphismus il gerade die Verpflanzung entlang f, d.h. fur
jede offene Menge V C Y uberfuhrt die Abbildung

. 0,(V) — OX(fl(V)), s b sof,

die auf V definierte Funktion s in die Zusammensetzung sef (welches eine auf 1
(V) definierte Funktion ist). Hat dabei s im Punkt y = f(x) eine Nullstelle, so hat
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die Zusammensetzung sef in x eine Nullstellen. Die Verpflanzung entlang f bildet

also die Keime aus m in solche von m ab.
Y,y X,x

(1) Wir werden spater sehen, da in einem gewissen Sinne durch den
Garbenmorphismus f# auf Grund der Lokalitit der Homomorphismen (1) auch
umgekehrt die stetige Abbildund f festgelegt ist.

(1) Die geometrischen Réaume bilden zusammen mit den gerade definierten
Morphismen eine Kategorie.

(iv) Die wichtigsten Klassen von geometrischen Raumen sind dadurch definiert, dafl
deren Struktur lokal festgelegt wird.

Beispiel 1
Eine topologische n-Mannigfaltigkeit ist ein geometrischer Raum (X, OX) mit der

Eigschaft, dal X ein Hausdorff-Raum ist und es fur jedes x € X eine offene
Umgebung U C X von x gibt derart, daB der geometrische Raum (U, OXIU) isomorph

ist zum R™ mit der Garbe der stetigen Funktionen,

~ (i
(U, (‘)XIU) = (R"Y, CRn).

Beispiel 2

Farr=0, 1, 2, ... , o0, m ist eine n-Mannigfaltigkeit der Classe CL oder auch r-mal

stetig_differenzierbare Mannigfaltigkeit ein geometrischer Raum (X, OX) mit der

Eigenschaft, da3 X ein Hausdorff-Raum ist und es fur jeden Punkt x € X eine offene
Umgebung U C X von x gibt derart, daB der geometrische Raum (U, OXIU) isomorph

ist zu einer offenen Mengen V des R™ mit der Garbe der stetig r-mal differenzierbaren
Funktionen,

- r
Im Fall r = oo heilit (X, (‘)X) auch glatte Mannigfaltigkeit und im Fall r = w auch
analytische Mannigfaltigkeit.

Beispiel 3

Eine komplexe n-Mannigfaltigkeit ist ein geometrischer Raum (X, OX) mit der
Eigschaft, daB es fur jedes x € X eine offene Umgebung U C X von x gibt derart, dal
der geometrische Raum (U, OXIU) isomorph ist zu einer offenen Menge V C C™ mit

der Garbe der holomorphen Funktionen,
(U, Ogly) =V, 0,).
Beispiel 4
Ein algebrarisches Schema ist ein geometrischer Raum (X, OX) mit der Eigschaft, daf}

es fur jedes x € X eine offene Umgebung U C X von x gibt und einen kommutativen
Ring A mit 1 derart, dal der geometrische Raum (U, (‘)XIU) isomorph ist zum affinen

Spektrum von A mit der Garbe der regularen Funktionen, d.h. der Strukturgarbe,
(U, OXIU) = (Spec A, OSpec A)'
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3.3 Projektive Spektren

Seien
0O
R := @n=0 RIl
eine graduierter Ring (kommutativ mit 1) und
X :=ProjR

die Menge der homogenen Primideale, welche das irrelevante Ideal R+ nicht enthalten,

versehen mit der Zariski-Topologie und

9%

die in Beispiel 2 von 2.4 konstruierte Strukturgarbe von X. Dann ist
(X, 0y)

ein algebraisches Schema.

Beweis. Seien F € R ein homogenes Element von R+ und

U= D+(F) := {P € Spec R | P homogen, F & P}

die durch F definierte offene Hauptmenge. Wie wir wissen, bilden diese offenen
Hauptmengen eine Topologie-Basis von X, also insbesondere eine offene
Uberdeckung. Es reicht also zu zeigen,

(U, 0y )
ist isomorph zu einem affinen Spektrum (fur jedes F). Far P€ U, d.h. FE P, ist

PRF

. Weil F homogen ist, hat R die Struktur eines

ein Primideal des Quotienten-Rings R E

F
(ganzzahlig) graduierten Rings. Bezeichne

U
R F) = {F—ne RF | UER homogen vom Grad nedeg F}

den homogenen Bestandteil des Grade O von RF' Dies ist ein Teilring von RF’ welcher
das Einselement enthalt. Insbesondere ist
p:= PRF MR ")

ein Primideal von R (Fy Wir haben damit eine Abbildung

@: D+(F) —> Spec R(F)’ P p:i= PRF N R(F)' (D
konstruiert.
1. Schritt. @ ist injektiv.
Seien P’, P’ € D+(F) Punkte mit P RF (N R F) = P RF (N R (F) Fir jedes

homogene UEP’ gilt dann
ydeg F
pdeg U
Es gibt somit eine naturliche Zahl n mit
ph.pdeg F < p»
Weil P” ein Primideal ist und F nicht in P” liegt folgt, U € P”. Wir haben gezeigt, P’

EPRL MR =PR. MR PR

(F) F)— F

C P”. Die umgekehrte Inklusion ergibt sich aus Symmeterie-Grunden.

2. Schritt. ¢ ist surjektiv.”’

3 vgl. EGA 11, 2.3.6 und 2.1.9.
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Sei p € Spec R, ein vorgegebens Primideal. Fur jede nicht-negative ganze Zahl n

_ (F)
setzen wir
deg F

FIl

pn:={x€RnI € p}.
Die Menge P, ist offensichtlich eine additive Untergruppe von SIl ,und es gilt
Py =P:
Furx € Rm undy € P, gilt
(Xy)deg F (degF ydeg F
pm+n  pm o

Der erste Faktor rechts ist ein Element von R . und der zweite Faktor liegt nach

(F)
Definition von P, in p. Also liegt auch das Produkt in p, d.h. es ist xy € Pon Wir

haben gezeigt,

Insbesondere ist damit
PN
P:= @0 P,
ein Ideal von R. Weil p ein echtes Ideal von R ()
F & P.

ist, gilt

AuBlerdem ist

U
PRFﬂR F) = {F_n | U€ P homogen vom Grad nedeg F}
deg F
U U
={—IUER ,————=C
{Fn nedeg F phedeg F P}
=p (weil p ein Primideal ist).

Zum Beweis der Behauptung reicht es somit zu zeigen,

P ist ein Primideal von R.

Seien x, y € R zwei Elemente, mit xy € P liegen. Wir haben zu zeigen, einer der

beiden Faktoren liegt in P.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl der von Null verschiedenen
homogenen Bestandteile von x plus der Anzahl der von Null verschiedenen homogenen
Bestandteile von y.

Falls einer der beiden Faktoren x bzw. y Null ist, d.h. die Anzahl der homogenen
Summanden ist 0, ist die Behauptung trivial. Die Induktion beginnt damit mit der
Anzahl 2, d.h. der Induktionsanfang entspricht der gerade der Situation, dal x und y
homogen sind.

Induktionsanfang: x und y sind homogen.
SeixERaundyER

. Wegen xy € P, d.h. xy € Poih gilt dann

(xy)deg F
Tpab o P

b



54

cdeg F degF
d.h. — € p. Weil p ein Primideal ist, folgt
F2 F

sdeg F xdeg F
€ p oder 5 € p,
F

Fa
alsopragpoderyprgP.

Induktionsschritt.

Bezeichne XaERa den homogenen Bestandteil niedrigsten Grades, der ungleich Null ist,

und analog sei y, €R, definiert. Dann ist XY der homogenen Bestandteil niedrigsten

b b
Grades von xy, der ungleich Null ist. Mit xy € P gilt also auch XYy € P, also X eP

oder Yy € P, also

(x —xa)y € P bzw. x(y—yb) eP.
Im ersten Fall gilt auf Grund der Induktionsvoraussetzung
x—xaEPoderyEP,

und wegen X € P folgt die Behauptung. Im zweiten Fall gilt auf Grund der

Induktionsvoraussetzung
X € P oder y—yb € P,

und wegen Y € P folgt die Behauptung.

3. Schritt. Die Unterraum-Topologie von D+(F) C Proj R entspricht bei (1) der

(F)
Sei G € R ein weiteres homogenes Element. Fur P € D+(F) gilt dann:

PED, (MND,(G) «GEP

Zariski-Topologie von Spec R

&Ge PRF
deg F
G
< g.—mﬁ PRFﬂR(F)
& g & @(P) (¢ bezeichnet die Abbildung (1))
< ¢(P) €D(g)
Wir haben gezeigt,

¢(D_(HMD_(G)) =D(),

d.h. die Durchschnitte von D+(F) mit offenen Hauptmengen entsprechen bei ¢

gewissen offenen Hauptmengen von Spec R Insbesondere ist ¢ eine offene

Abbildung.

(F)

¥ Wegen PRFﬂR = P fur jedes Primideal P mit F&P.



55

Sei umgekehrt g € R (F) vorgegeben, d.h.
g= %mit U € R homogen vom Grad nedeg F.
Es gilt s
9(P)ED(R) ¢ g o) =PRR
oUd PRF
& UéEP
& PE D+(U).

Wir haben gezeigt, das Urbild einer offenen Hauptmenge von Spec R, bei @ ist offen.

(F)

Mit anderen Worten, @ ist stetig, also insgesamt ein Homoomorphismus.

Wir konnen deshalb bei Bedarf im folgenden, den topologiischen Raum D+(F) mit dem

topologischen Raum Spec R _. identifizieren. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu

(F)
zeigen, daf} die folgende Aussage gilt:

4. Schritt. Ol =0 .
X D+(F) Spec R (F)

Zum Beweis reicht es zu zeigen, die beiden Garben haben auf einer Topologie-Basis
dieselben Schnitte und dieselben Restriktionen (vgl. 2.4). Dazu reicht es zu zeigen, fur

jedes homogene Element G € R gilt

Ox (D, BND (G)=0g R(F)(cp<D+(F)ﬂD+(G)))
Beim Beweis des dritten Schrittes haben wir gesehen
deg F
(D, (H)ND, (G) = D(g) mit gr=g—5
e, " =D g'_Fde 2 G

Es reicht also zu zeigen,
Ox(D,F) = Ogpec PO

Nach Definition der beiden Garben reicht es zu zeigen,

RFG) = Rip)g @)

Der Ring auf der linken Seite besteht aus den homogenen Elementen des Grades 0 von
RFG = (RF)G = RF[l/G] in (RF)G

deg F - 1
_ deg F 1.6 °
= RF[I/G ] (wegen G~ Gdeg E )
= RF[l/ g] (weil F eine Einheit in RF ist)

=" Rp),

 Die Universalitatseigenschaft des Quotientenrings liefert eine Abbildung
a n
R ) — R _[1/g],—m as(1/g)",
(Rp), —> Rel1/el,~-> as(1/g)

welche surjektiv ist (man bringe die Polynome in 1/g auf den Hauptnenner). Wegen
RF[I/g] = RF[l/G] = (RF)G
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Weil g homogen vom Grad 0 ist, folgt die Behauptung (2).

QED.
3.4 Eine affine Uberdeckung von Proj R
Seien R ein graduierter Ring, X = Proj R und {Fi}i oI eine Familie von homogenen
Elementen, die das irrelevente Ideal von R erzeugen. Dann gilt
X=Uig D, (Fp-

Beweis. Sei P € X. Weil das irrelevante Ideal von R nicht vollstandig in P liegt, gibt
es ein homogenes Element F mit

F & P.

Weil F im irrelevanten Ideal liegt, 1a3t es sich als Linearkombination der Fi schreiben,
sagen wir

F=3% GiFi'

i€l
Wegen FEP konnen somit nicht alle Fi in P liegen, sagen wir Fi ¢&P. Dann gilt aber
0
Pe D+(Fi )
0
QED.
Beispiel: der projektive Raum
Seien k ein Korper und
R := k[XO, e s XN]

der Polynomring uiber k mit der ublichen Graduierung (vgl. die erste FuBnote zu
Beispiel 2 von 2.4). Dann gilt

Proj R = D (X,)UD,, (X pU..UD_ (X

Dabei ist

X X
= Spec k[X—O, —N] = Allj
1

D+(Xi) = Spec R , Xi

X))

i
gerade der N-dimensionale affine Raum tiber k. Das projektive Spektrum von R wird
also von N+1 Exemplaren des N-dimensionalen affinen Raums iuberdeckt. Der
abgeschlossene Punkt

(oco, e ai-l’ai+l’ s OLN)
des affinen Raum ist durch das Primideal

X X. X. X
0 i-1 i+1 N
p:= (_X. - OLO, N ai-l’_X. ozi+1, S ocN) von Spec R
1 1 1 1

(X))

gegeben. Mit o, 1= 1 erhalten wir

besteht der Kern aus den Quotienten <, deren Zihler a € RF von einer G-Potenz
n

annulliert wird. Das ist aber genau dann der Fall, wenn er von einer Potenz von g
annulliert wird. Mit anderen Worten, der Kern ist trivial.



57

0 07 N N X
also
pRXiﬂR = (XO - aOXi, s XN - aNXi)R
= (ociXO - aOXi, s ociXN - OLNXi)R

=(a X -a X luv=0,..,NR
u v vV Vv

Man beachte, das letzte Ideal bleibt unverandert, wenn man alle ocj mit demselben

Element aus k* multipliziert.
Ist der Korper k algebraisch abgeschlossen, so entsprechen die abgeschlossenen Punkte
von

D+(Xi)
also gerade den (N+1)-Tupeln mit Koordinaten aus k, deren i-te Koordinate von Null
verschieden ist.
Zusammen ergibt sich, daf} die abgeschlossenen Punkte von Proj R gerade den (N+1)-
Tupeln mit Koordinaten aus k entsprechen mit mindestens einer von Null verschiedenen
Koordinate, wobei proportianale Tupel denselben Punkt beschreiben.

Die abgeschlossenen Punkte von Proj R enstprechen also gerade den Punkten des N-
dimensionalen projektiven Raums uiber k. Deshalb wird auch das Schema Proj R mit

N .
]P’k := Proj k[XO, ,XN]
bezeichnet und heilit (fur beliebige Korper k) ebenfalls projektiver Raum uiber k.

3.5 Die globalen Schnitte der Strukturgarbe des IP’:;l

Seien k ein Korper und
N .
X := IP’k = Proj k[XO, e, X
der N-dimensionale projektive Raum uiber k. Dann gilt
F(OX) = (‘)X(X) =Kk,

d.h. jede auf ganz X definierte regulare Funktion ist konstanat.
Bemerkung

N]

Fur N = 1 und k = C ist ]P’llzI gerade die Riemannsche Zahlenkugel. Jede regulare

Funktion auf der Riemannschen Zahlenkugel ist somit konstant. Der Satz kann als
algebraisches Analogon zum Satz von Liouville angesehen werden.

Beweis. Wir schreiben

XO XN
X = UOU...UUN mit Ui = D(Xi) = Spec k[X—i, s Ti].
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Weite sei & := (0) € X der durch das Null-Ideal gegebene “allgemeine Punkt” von X. Er

X X
liegt in jedem der Ui und ist dort durch das Null-Ideal von k[X_O s e s TN] gegeben.
i i
Insbesondere gilt
o X % X
XE "Xy Xg ) Xy T Xy

Die Garben-Restriktionen definieren einen injektiven Homomorphismus

F(OX) — OX(UO)X...XOX(UO), S b (slUO,...,slUN)

(auf Grund es ersten Garben-Axioms). Wir konnen F(OX) somit als Teiring des

direkten Produkts auf der rechten Seite ansehen, d.h. als Teilring des direkten Produkts

der Polynomringe

0 N
xoo xH
i i
Die naturliche Abbildung OX(Ui) — OX £ in den Halm ist gerade die naturliche
Einbettung
WD N B TN
[X. X‘]Q (X ¢ ).
i 1 0 0

Die Menge F(OX) besteht somit aus (N+1)-Tupeln

X X
. 0 N
. FN) mit Fi € k[X—1 s ey Tl],

(FO’

mit der Eigenschaft, da3 die Koordinaten dieser Tupel im Halm OX , dasselbe Bild

g
haben, d.h.

XO XN
F.=..=F ink(X—, ey X—)g k(XO, ,X

)
0 N 0 0 N

Wir schreiben
Ui
Fi = ———mit Ui e k[X

XP(i) ,...,XN] homogen vom Grad n(i).
i

0

Dabei konnen wir annehmen, daf3 Fi teilerfremd zu Xi ist. Fur je zwei verschiedene
Indizes 1,j gilt dann

U.ex"0) o
1] ] 1
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Nach Wahl der Ui folgt X?(l) I X}l(]), also n(i) = O fur alle i. Insbesondere sind die Fi

die Polynome vom Grad 0, d.h. Elemente von k. Wir haben gezeigt, F(OX) laBt sich

identifizieren mit einer Teilmenge von

{(c,..,0)lcEK} =Kk
Da sich jedes Element von k als global definierte reguldare Funktion ansehen 1at, folgt

F(OX) =k.
QED.
3.6 Projektive Varietaten
Seien k ein Korper,
R = k[XO, e s XN]
der Polynomring iiber k mit der iiblichen Graduierung und
ICR

ein homogenes Ideal. Die Punkte von
Proj R/1
entsprechen dann gerade den Punkten P € Proj R mit I & P, d.h. als Punkt-Menge
kann man Proj R/I identifizieren mit der abgeschlossenen Teilmenge
ProjRI=V(I)={PEProjRI TC P}
Sei jetzt
a a
P= [aO, ...,ocN] = [—0, e s 1y %]

.
1 1

ein k-rationaler Punkt, dessen i-te Koordinate von Null verschieden ist, d.h. ein Punkt
der Gestalt

a o

0 N
P—(XO—OLO, ,XN—aN)— (XO—;, ,Xi -1, .. ’XN —?).
i i
Liegt P in V(I), d.h. gilt I C P, so ist jedes homogene Polynom F aus I eine
a N
Linearkombination der Polynome X .-—, ... , X. - 1, ... , X, - — . Insbesondere
0 @, 1 N q.
i i
ist
a a
g2 N deg F,
0= F((x. s Ly, . ) = (1/ai) F(aO, e aN).
i i
also
F(OLO, s OLN) =0.
Umgekehrt ist jedes homogene Polynom mit der Nullstelle (OLO, ST aN) eine
Linearekombination der der Xi—ai 2% Ist also (oco, - aN) eine gemeinsame Nullstelle

der homogenen Polynome aus I, so gilt I & P, d.h. P € V(I).

% Man betrachte die Taylorentwicklung des Polynoms F im Punkt (OLO, s (xN).
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Wir haben gezeigt, die k-rationalen Punkte von V(I) entsprechen gerade den
gemeinsamen Nullstellen der homogenen Polynome aus I.

Die analoge Aussage gilt auch®’ fur die nicht-notwendig k-rationalen Punkte von Proj P,
d.h.die Punkte von
V() = Proj R/

entsprechen gerade den gemeinsamen Nullstellen der homogenen Polynome aus I. Man
erhalt dann

Proj R/1 = {[(xO,... I o ek, F(cxo,....ocN) = 0 fur FEI homogen}/~

.(xN]
Dabei bezeichne k die algebraische AbschlieBung und die Aquivalenz-Relation ~
identifiziere konjugierte Punkte, d.h. Punkte im selben Orbit der Automorphismen-

Gruppe von k/k liegen.

3.7. Der projektive Raum uber Spec A

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und

R=A[X, . Xyl

der graduierte Ring mit

TIstP e Proj R ein Punkt, dessen i-te Koordinate ungleich Null ist, d.h. X &P, so bedeutet PEV(I),
i

daB der P entsprechende Punkt von Spec R(X ) Nullstelle der inhomogenen Polynome F/Xldeg F m

it
Fel ist. Allgemeiner:
Fur P € V(I) und homogenes F & P gilt:

ICp

IR_C PR
F F

IR R Cp:=PR R _,
F RSP = RO
d.h. jedes f € IRFmR(F) hat im P entsprechenden Punkt p € Spec R(F) eine Nullstelle. Man beachte,

die Elemente der Gestalt f sind Quotitenten aus homogenen Elementen von I und einer Potenz von F.
Sei umgekehrt f(p) = 0 fur jedes f € IRFmR(F)’ d.h. es gelte

IRFmR(F - PRFmR(F

Fur jedes homogene U €1 gilt dann auch

) )

a
U—EIR (MR __C PR (MR __C PR,
Fo F (F F ' (F) F
wenn man a und b so wahlt, dal im Zahler und Nenner homogene Polynome desselben Grades stehen.

Es folgt ULFCep (mit ¢ geeignet). Weil F nicht in P liegt und P ein Primideal ist, erhalten wir U €
P. Wir haben gezeigt | C P, d.h. P € V().

Die homogenen Polynome von R lassen sich als globale Schnitte eines Vektorraumbiindels auf Proj R
betrachten. Die Punkte von P € V(I) sind dann gerade die gemeinsamen Nullstellen der Schnitte, die in I
liegen.
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1 1
R = S on(?-...-x N
igtetipg=n
Fur jedes PEProj R ist
p:=AP

ein Primideal von A, d.h. man hat eine Abbildung
@:Proj R — Spec A, P » A[P.
Fur f€ A C R gilt
¢(P) ED() & f £ AP & &P« PED (D),

d.h.

o' (D) =D, (.
Das Urbild einer offenen Hauptmenge von Spec A bei ¢ ist eine offene Hauptmenge
von Proj R. Insbesondere ist die Abbildung ¢ stetig.

Auferdem ist
D+(f) = D+(fXO) U..uU D+(an)
also auf Grund der Garben-Axiome
05D, () T O D, (FX ) x ... x O (D_ (X))

mit

O (D (fX))=R . . =(R.) :A[ﬁ,...,X—N]

e (A SRR (SR e X
Dieselben Betrachtungen wie in A1/4.2.5 mit Af[XO’ , XN] anstelle des
Polynomrings k[X . ..., X\] zeigen®

-1 3 . o
OX(cp (D)) = OX(D+(D) = Af = OSpec A(D(f)) fur jedes f € A.
Nach 2.4 erhalten wir einen Isomorphismus

#, =
¢ 'OSpec A 0%

und damit einen Morphismus von geometrischen Raumen

(@, ¢): (Proj R, O . ) —» (Spec A, O

Proj R Spec A)'

Fur jeden abgeschlossen Punkt p € Spec A ist
o L (V(p) = ¢ (Spec A/p)

eine abgeschlossene Teilmenge von Proj R. Man kann zeigen, diese ist gerade durch
das homogene Ideal

3 Anstelle des rationalen Funktionenkorpers k(XO, . XN) mufB man dabei den Quotientenring
AX ,.., X
( 0 N)
von A[XO, s XN] beziiglich der multiplikativen Menge S & A[XO, s XN] der Nicht-Nullteiler

betrachten. Ein Polynom f € A[XO, s XN] - {0} dabei genau dann ein Nullteiler, wenn alle seine

Koeffizienten von ein und demselben Element aus A - {0} annulliert werden, vgl. Nagata, Local
Rings,das Kapitel tiber Quotientenringe.
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p*R = p-A[XO, Xn]

definiert und l1aBt sich damit mit dem Schema

. . N
Proj R/pR = Proj (A/p)[XO, Xn] = PA/p .
Die Fasern der Abbildung ¢ sind also projektive Raume uber den Korpern A/p. Wir
schreiben
N .
IP’A := Proj A[XO’ Xn]

und nennen dieses Schema auch N-dimensionalen projektiven Raum uber A bzw. uber
Spec A.

Proj R —CP> Spec A

U U
Proj R/pR — Spec A/p
I I

N
P Alp Spec A/p
Man beachte, fur A = Z sind Fasern von @ projektive Rdume itber den Korpern der

N
Gestalt Fp := Z/p (und die Faser iiber dem allgemeinen Punkt der Raum IP’Q).

3.8 Abgeschlossen Einbettungen
Ein Morphismus von Schemata

EX—Y
heif3t abgeschlossene Einbettung, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfullt sind.

1. f(X) ist eine abgeschlossene Teilmenge von Y.
2.  finduziert einen Homodomorphismus X — f(X).

3.  Fur jeden Punkt x € X ist die induziete Abbildung fX: OY, £(x) — OX,X
surjektiv.
Bemerkungen

(i) Seien Y eine komplexe Mannigfaltigkeit, X C Y eine Teilmannigfaltigkeit und
fe OX

X
eine Potenzreihe, die auf X in einer Umgebung des Punktes x €X konvergiert.

Aus der Formel fur den Konvergenzradius von f ergibt sich, da} dann f auch im
umgebenden Raum Y in der Nahe von x konvergiert. Mit anderen Worten, die
Einschrankung auf X der holomorphen Funktionen von Y definiert zusammen mit

der naturlichen Einbettung X <& Y eine Morphismus geometrischer Rdume
(X, 0,) — (Y, 0y).

fur welchen obige Bedingung 3 erfullt ist.
(i)  Ein Morphismus affiner Schemata

f: Spec A — Spec B

ist genau dann eine abgeschlossene Einbettung, wenn A = B/J mit einem Ideal J
gilt und f der Morphismus zum Ring-Homomorphismus

B—BlJ=A
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ist.

Zum Beweis von (ii).
Im Fall A = B/J ist erhélt man die Abbildungen

L Oy 00 ™ Oxx
aus der naturlichen Surjektion

B—»B/J=A
durch Ubergang zu den Lokalisierungen bezuglich der Primideale
x € Spec B/J = V(J) C Spec B.
Diese sind somit von der Gestalt
B — (B/J) =B /JB_,
X X X X

also insbesondere surjektiv.

Ist f eine abgeschlossene Einbettung, so ist der Garben-Morphismus

f#:C)Spec B f>*<oSpec A

surjektiv, d.h. man hat eine exakte Sequenz von O -Moduln
Spec B

SpecB f”‘OSpec A0
Ubergang zu den globalen Schnitten liefert
0 — I(Spec B) — O . B(Spec B) — 1,0

d.h.

0—I1I—0

. A(Spec B)) — Hl(Spec B, )

Spe Spe

0—IJd—DB—05A— Hl(Spec B, ).

Die Behauptung folgt jetzt mit J := I'(I) aus dem Satz von Serre, nach welchem die

Kohomologie kohdrenter Garben fur affine Schemata trivial ist.
QED.

3.9 Eine abgeschlossene Einbettung projektiver Spektren
Seien R ein graduierter Ring, I C R ein homogenes Ideal und

p: R — R/
die naturliche Abbildung auf den Faktorring. Letztere induziert eine Abbildung

0*: Proj R/l —s V(I) C Proj R, P » p™L(P),

welche das projektive Spektrum Proj R/I als Menge mit V(I) identifiziert. Fur FER
homogen und PEProj R/I gilt
PEP) (D, (F) «p*P)ED
sFEplp
& p(F) EP

< PED (p(F)),
d.h.
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sy-1 _
(0% (D,(F)) =D, (p(F)).
Insbesondere ist p* eine stetige Abbildung. Weiter induziert p fur jedes homogene F
eine Surjektion
RF —» (R/I)F = (R/I)ﬁ mit F := p(F)

die den Grad homogener Elemente unverandert 1af3t,
also eine Surjektion

R(F) —» (R/D)
auf den Elementen des Grades 0, d.h.
Oproj RP+FN = Op 0 g P L)

= Opyoj (@) (D)) (1)

® = RE)

- *
= (PO 05 R Oproj R/
Diese Homomorphismen setzen sich zusammen zu einen Homomorphismus von Ring-
Garben
®H"Opoir = P:Opgi ry1-
Zusammen erhalten wir einen Morphismus geometrischer Raume

% (V- . )
(p*, (p*)"): (Proj R/, OProj R/I) —> (Proj R, oProj R),

Welcher die abgeschlossene Teilmenge V(I) & Proj R mit dem Schema Proj R/I

identifiziert. Wegen der Surjektivitat der Homomorphismen (1) handelt es sich um eine
abgeschlossene Einbettung.

3.10 Kategorien von Schemata

Die Schemata bilden zusammen mit den Morphismen von geometrischen Rdumen eine
Kategorie, die mit

Sch
bezeichnet wird.
Die Schemata, welche zu einem Schema der Gestalt Spec A isomorph sind, bilden eine
volle Teilkategorie von Sch, welche Kategorie der affinen Schemata heiflit und isomorph
ist zum Dual der Kategorie der kommutativen Ringe mit 1.

Sei S ein Schema. Eine Schema uiber S oder auch S-Schema ist ein Morphismus von
Schemata

p: X — S.

Der Morphismus ¢ heifft dann auch Struktur-Morphismus des S-Schemas X. Im Fall
S = Spec A
sagt man auch, X ist eine Schema iiber A oder auch ein A-Schema.
Ein Morphismus von S-Schemata oder auch S-Morphismus ist ein Schema-
Morphismus

i X—Y,
wobei X und Y Schemata tiber S sind und das folgende Diagramm kommutativ ist,
f
X — Y

PN\ W
S
Dabei seien ¢ und  die Struktur-Morphismen von X bzw. Y.
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Die S-Schemata bilden zusammen mit den S-Morphismen fur jedes Schema S eine
Kategorie, welche mit
Sch/S

bezeichnet wird.
Beispiel 1
Fur jeden Homomorphismus h: A — B von kommutativen Ringen mit 1 gibt des
zugehorigen Schema-Morphismus

Spec B — Spec A,

dem Schema Spec B die Struktur eines A-Schemas. Da es fur jeden kommutativen Ring
A mit 1 genau einen Homomorphismus

7 — A
gibt, besitzt jedes affine Schema Spec A die Struktur eines Z-Schemas. Dies gilt

insbesondere fur die affinen Schemata, die ein vorgegebenes Schema uiberdecken. Weil
die Morphismen

Spec A — Spec Z
eindeutig bestimmt sind, setzen sie sich zu einem auf dem ganzen Schema definierten
Morphismus mit Werten in Spec Z zusammen. Jedes Schema besitzt somit auf genau

eine Weise die Struktur eines Z-Schemas,

Sch = Sch/Z.
Beispiel 2

Nach 3.7 besitzt IP’E = Proj A[XO,...,XN] fur jeden kommutativen Ring mit 1 die

Struktur eines Schemas tiber A.
Nach 3.9 definiert jedes homogene Ideal I C A[XO,...,XN] ein abgeschlossenes

Teilschema von IP’II;I. Dieses bekommt so ebenfalls die Struktur eines A-Schemas:

Vi) & IP’}:I — Spec A.

3.11 Faserprodukte
Seien C eine Kategorie und

f:X—Zundg¥Y —Z

zwei Morphismen von € mit demselben Ziel Z. Das Faserprodukt von f und g ist ein
Objekt

W = XXZY

von € zusamme mit zwei Morphismen
"W — Xund g W — Y,
fur welche das Diagramm
f’
W — X
g’l lg
Yy 5z

kommutativ ist und welche im folgenden Sinne universell sind bezuglich der
angegebenen Eigenschaft: fur je zwei Morphismen

W — Xund g”: W’ — Y,
fur welche das Diagramm
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2

W — X

g”l . lg

Y —» Z

kommutiv ist, gibt es genau eine Morphismus @:W” — W mit f” = f’e¢p und g” =

g’oQ.

Bemerkungen

(@)

(i)

(iii)

(iii)
(iv)

In der Kategorie Ens hat die Menge
X3, Y ={(x,y) € XY If(x) = g(y) }
zusammen mit den natiirlichen Projektionen

XXZY — X, (X,y) & X,

XXZY _) Y9 (Xsy) |_> Y9

gerade die Universalitatseigenschaft des Faserprodukts.

Durch die obige Beschreibung des Faserprodukts in Ens kann die allgemeine
Universalitatseigenschaft des Faserprodukts in die Gestalt einer Bijektion bringen:
die Universalitatseigenschaft in der Kategorie C besagt gerade, daf} die Abbildung

Home(W , XXZY) — Home(W ,X) XHome (W”.2) Home(W Y),
f’o )
W”i) XXZY (BN (W”—(>pX, W”g—(>pY)

bijektiv ist fur jedes Objekt W von C.
Ist Z ein terminales Objekt (zum Beispiel eine einelementige Menge in Ens), so
fallt das Faserprodukt tiber Z gerade mit dem gewohnlichen Produkt zusammen,

XXZY = X x Y fur Z terminal.

Nach (i) iberfuhrt der kovariante Hom-Funktor hY (2) = Hom(W”, ?)
Faserprodukte in Faserprodukte.
Je zwei Morphismen von affinen Schemata

Spec A — Spec C und Spec B — Spec C
werden definiert durch die zugehoriben Ring-Homomorphismen
¢:C— Aund y: C — B.
Diese wiederum definieren Ring-Homomorphismen

A— A®CB, ap a®l,und B— A®CB, b 1®Db,
und damit Morphismen affiner Schemata
Spec A®CB — Spec A und Spec A®CB — Spec B.
Aus der Kommutativitat des Diagramms
c A ¢ b (c)

o v ’

B — A®.B YE©) b )@ 1=1®y(c)

ergibt sich die Kommutativitat des zugehorigen Diagramms affiner Schemata
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Spec A®CB — Spec A

l l

Spec B — Spec C
Die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts tbersetzt sich dabei gerade in
die Aussage, dafl Spec A® CB gerade das Faserprodukt

Spec A XSpec C Spec B
ist:

(Spec R, Spec A®CB) = Hom

z-Alg AOCBR)

Homg e
= { ¢: AXB — R | @ bilinear tiber C }

f
= { (A—>R,Bi>R) | f, g&EMor(Z-Alg), f(c-lA) = g(c.lB) )

= Hom(A, R) XHom (CR) Hom(B, R)
= HomSpec (Z)(Spec R, Spec A)
X Hom (Spec R, Spec B)
HomSpec (Z)(Spec R,Spec C) Spec(Z)
Mit anderen Worten, Spec A® CB hat in der Kategorie der affinen Spektren die
Universalititseigenschaft des Faserprodukts Spec Ax Spec C Spec B.
(v) Aus der vorhergehende Aussage kann man die Existenz der Faserprodukte
beliebiger Paare von Schema-Morphismen
X—ZundY —7Z (D)
ableiten: man uberdecke Z durch affine Schemata und mache dasselbe fur deren
Urbilder in X und Y. Danach bilde man die zugehorigen Faserprodukte affiner
Schemata und klebe die Ergebnisse in geeigneter Weise zusammen. Vom
Ergebnis kann man zeigen, dal es die Universalitatseigenschaft des
Faserprodukts der Morphismen (1) hat.
Beispiel 1

PN® B .= PN x Spec B = Pa
A®C® T FSpec A"gpec ¢ PPC P T A LB

Sei R := A[X] mit X = X X ;- Betrachten wir das projektive Schema links und

0NN

dessen offene Hauptmengen. Diese sind gerade die affinen Spektren der Ringe der
folgenden Gestalt

o 1
REp®cB =Re®cB=Unzo mn

AIX]® (B
= Uiy 5 (A® (BIXI )

= (A® B)X] b1

d.h. die offenen Hauptmengen den projektiven Raums iiber A® CB.

Beispiel 2

* Fur gegebenes ¢ setze man f(a) := ¢(a,1) und g(b) = ¢(1,b). Wegen ¢(cea, b) = ¢(a, c*b) besteht dann
die angegebene Identitét fur f und g.

Fur gegebenes f und g setze man ¢(a,b) = f(a)g(b). Weil f und g der angegebenen Identiat genuigen, gilt
dann @(cea, b) = @(a, c*b).
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Fur jeden Morphismus f: X — Y von Schemata und jede Einbettung i: V & Y einer
offenen Teilmenge V in Y 146t sich die Projektion des Faserprodukts

XXYV —V

in naturlicher Weise identifizieren mit der Einschrankung

vy v
von f auf V: es ist nicht schwer zu sehen, daf der letztere Morphismus zusammen mit
der der naturlichen Einbettung f l(V) & X die Universalitatseigenschaft des
Faserprodjukts Xx_,V besitzt. Offensichtlich ist

Y
f

X —Y

U U

rlu)y— U

kommutativ, und jeder Morphismus g: W — X, fur welchen sich feg sich uber die
natuirliche Einbettung U & Y faktorisiert, faktorisiert sich uiber 1 (U).

Dies kann man als Motivation fur die Bezeichnung Faserprodukt ansehen: das
Faserprodukt mit U ist gerade die “Faser” 1(U) uber U.
Analog kann man das Faserprodukt von f: X — Y mit einer abgeschlossenen

Einbettung Z & Y als Einschrankung 1(Z) — Z von f auf die Faser uber Z
interpretieren, das Schema

Lo .
£1(2) = XxyZ

heiflt schematheoretischen vollstandiges Urbild von Z bei f.

3.12 Projektive Morphismen
Ein Morphismus von Schemata

X—Y
heiflt projektiv, wenn er lokal von der Gestalt

i
ZQPgiSpecB (1)
ist. Dabei seien B ein kommutativer Ring mit 1, ¢ der Morphismus von 3.7 und 1 eine

abgeschlossene Einbettung. Genauer: fur jedes Punkt y € Y gebe es eine affine
Umgebung
SpecB=VCY,yeV
derart, daB der durch f induzierte Schema-Morphismus
rlv)y—v
in der angebenen Weise zerfallt in eine abgeschlossene Einbettung in einen projektiven

Raum uber einem affinen Spektrum und den naturlichen Morphismus auf das Basis-
Spektrum.

Man sagt in der beschriebenen Situation auch, X ist projektiv uiber Y bezuglich f und

spricht vom Struktur-Morphismus f des projektiven Schemas X uber Y. Ein Schema X

heift projektiv (itber dem Korper k), wenn es projektiv uber Spec k ist.

Bemerkungen

(1)  Projektive Morphismen sind abgeschlossen, d.h. sie bilden abgeschlossen
Teilmengen in abgeschlossene Teilmengen ab.
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Die Eigenschaft eines Morphismus projektiv zu sein, bleibt bei Basiswechsel
erhalten, d.h. fur jeden projektiven Morphismus

£X—Y
und jeden beliebigen Morphismus g: Y’ — Y von Schemata ist der induzierte
Morphismus
X =Xx, Y — Y’

Y
projektiv.
f
X — Y DU
T T
X —Y DV
Seien

U:=SpecBCY
derart, daB 1 (U) —s U die Gestalt (1) hat und
V :=Spec C C gL (U)
eine affine Umgebung, so ist die Einschrankung

XXYV —V

von X’ — Y’ auf V von der Gestalt
7®.C 5 PR®_C %5 (Spec B)®. C
B B¥p- P B
iI®C _N e®C
Z®BC S IP’B®BC — (Spec B)®BC
I I

]P’g — Spec C

Man beachte, das Faserprodukt uberfuhrt abgeschlossene Einbettungen in
abgeschlossene Einbettungen: ein Morphismus der Gestalt

Spec R/J — Spec R

wird durch tensorieren mit einer einer R-Algebra S zu einem Morphismus der
Gestalt

Spec (R/J)®RS —> Spec R®RS
Spec (R/J)®RS — Spec R®RS

Spec S/JIS —  Spec S

Das Gleichheitszeichen rechts ergibt sich aus der Rechtsexaktheit des
Tensorprodukts.

Wegen (i) und (ii) sind projektibve Morphismen universell abgeschlossen, d.h.
sie bilden abgeschlossene Mengen in abgeschlossene Mengen ab, und diese
Eigenschafte bleibt bei Basiswechsel erhalten. (Separierte) Morphismen
(endlichen Typs) mit dieser Eigenschaft heien auch eigentlich. Projektive
Morphismen sind eigentlich. Es gibt eigentliche Morphismen, die nicht projektiv
sind.* Die projektiven Morphismen bilden den Kontext, in welchem sich die

“ vgl. Anhang B des Buches von Hartshorne: Algebraic geometry.
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meisten zentralen Satze der algebraischen Geometrie in natirlicher Wesie
formulieren lassen.
(iii) Sind
f g
X—Y—Z

Morphismen von Schemata mit der Eigenschaft, da8 die Zusammensetzung gef
projektiv ist, so ist auch f projektiv.

3.13 Beschreibung von Morphismen

3.13.1 Affiner Fall
Betrachten wir die folgenden Morphismen:

Spec B i) Spec A & Allj = Spec k[xl,...,xN]
2 N
Spec B— Spec A & Ay = Spec k[xl,...,x
lxi l

1
Ak Spec k[Xi]

N]

mit einem Korper k, welche von k-Algebra-Homomorphismen induziert werden:

Y
B«— A« k[Xl""’XN]

k[xi]
Der Homomorphismus k[Xi] — B ist als k-Algebra-Homomorphismus durch ein
Element fiEB festgelegt, namlich durch das Bild von X Dabei kann man fi als die
Verpflanzung entlang ¢ der i-ten Koordinatenfunktion
X Allj — AII(, PP Xi(p)’

betrachten, d.h. X.°¢ entspricht gerade der Abbildung

X.oQ: Spec B — Ali, PP fi(p).
Der Morphismus ¢ ist durch die Bilder der X, in B gegeben:

@: Spec B— Spec A & Allj PP (fl(p), s fN(p)).

Als zugehorigen Morphismus der (globalen Schnitte der ) Strukturgarben erhalten wir
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B « k[xl,...,XN]

P(f , ) <« P(xl,...,x

o N).

Dieser faktorisiert sich iiber den natirlichen Homomorphismus

p: k[x ,...,XN] —> A= k[Xl,...,XN]/I,

1

d.h. die definierenden Gleichungen o€l von Spec A in AII:I werden in die Null

abgebildet:

a(f , ) =0 fur a€l.

o
Umgekehrt definiert jedes N-Tupel von Elementen aus B, welches dieser Bedingung

genuigt, einen Morphismus

Spec B — Allj,

der sich uiber die naturliche Einbettung Spec A & AII{\I faktorisiert.

3.13.2 Projektiver Fall
Betrachten wir die folgenden Morphismen von algebraischen Schemata.

X %Ly o Pllj = D, (Y)U..UD (Y

N Il
M .
IPk Proj k[YO YN]
Lokal uiber U := D+(Yi) erhalten wir einen Morphismus der Gestalt
Spec B C cp'l(U) — U = Spec k[YO,...,YN]

N
Spec k[XO""’XM](F)

welcher von Ringhomomorphismen

(Y,

Y0 Yn
B <« k[Tw L) T]
A 1 1
Te
k[XO e XM](F)
Y. F.
kommt. Die Bilderfj der ?J lassen sich reprasentieren durch homogene Quotienten —ﬂl
i F
i

mit deg Fj = nedeg F. O.B.d.A. konnen wir annehmen n = 1 (da sich F durch F!

ersetzen laBt). Damit ist h die Zusammensetzung des k-Algebra-Homomorphismus
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YO YN Y.
K+ o v1— k[XO""’XM](F)’ %H T
1 1 1

T

mit dem naturlichen Homomorphismus p auf den Faktorring. Diesen
Homomorphismus kann man sich entstanden denken aus dem k-Algebra-
Homomorphismus (der homogen vom Grad deg F ist)

KLY e Y| = KIX X 1, Yib F

(mit Fi :=F). Auf Spec B C IP’IIZI ist damit ¢ gegeben durch

M N
Pgpec g1 SPee B S P — Y C P p b [Fy(p)...F(p)]:
Wegen @(Spec B) C X gilt

a(F .,FN) € I :=Ideal von X in IP’ll\(/[

0
fur alle o&J :=Ideal von Y in Pllj .

Zusammenfassung
(i) Seien k ein Korper,

X=vVM) C P} und Y = V() C Py
abgeschlossene Teilschemata mit den homogenen Idealen®’

1C k[XO, e s XM] JC k[YO, ,YN]

und

X—Y
ein Morphismus (welcher wegen der Projektivitit von X uber k automatisch
projektiv ist). Dann gibt es fur jeden Punkt x&X homogene Polynome

F.,. F_€KkX

0 N 0 ’XM]’

mit
G(FO, s FN) el furjedesGeEJ
die nicht alle in x gleich Null sind**, und eine offene Umgebung
uC X
von x derart da3 die Einschrankung von f auf U durch die Abbildungsvorschrift
U— IP’llzI ,u= [uO s e uM] (=S [Fo(u), s FN(u)]

gegeben ist.*’

“'dh. X=Projk[X , .., X ]TundY =Proj k[Y ,...,Y ]/
0 M 0 N
2 d.h. fur mindestens ein i liegt die Restklasse von F, im projektiven Koordinatenring von X,
i
Fl_€eR:=k[X,..,X ]I,
1X 0 M

nicht im Primideal x € Proj R. Dabei bezeichne I das homogene Ideal, welches X definiert,
X =V({).
* Die homogenen Polynome F, des Grades d definieren einen Homomorphismus graduierter Ringe
i
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k[YO, s YN] — k[XO, ,XM] , Yi B Fi ,

(des Grades d). Nach Wahl der Fi wird dabei das Ideal J in das Ideal I abgebildet, d.h.

die Abbildung induziert eine Homomorphismus graduierter Ringe

Si= KLY, s Yo I — Re=k[X .o, X VL

N 0

0O.B.d.A. liege die Restklasse Fi von Fi nicht in x. Weil diese das Bild der Restklasse

von Yi bei dieser Abbildung ist, erhalten wir einen Homomorphismus

SYi - RFi

und damit einen Homomorphismus

also einen Morphismus affiner Spektren
X E D+(Fi) = Spec R(F.) — Spec S(Y.) = D+(Yi)'

1 1

Die obige Aussage soll bedeuten, da3 dieser Morphismus mit dem Morphismus f in
einer Umgebung von x iibereinstimmt.
Anschaulich gesprochen ist ein Morphismus eine Abbildung, die lokal von der Gestalt

r,(x) r.(x)
X B f(x):(sl(—x), - f(—x))

ist mit Polynomen r , I, und s, wobei s in einer Umgebung des betrachteten

Lo
Punktes x = x* ungleich Null ist. O.B.d.A. liege 0 in D+(XO) und das Bild von x° in

Xl XN X
D (Y,). Dann kénnen wir schreiben x = (—, ... , ——) = o—und das Bild von x hat
-0 Yo 77 %0 %o

in projektiven Koordinaten die Gestalt

rl(x) rN(x)
f(x) =11, SO0 SO0 ] = [s(X), 1, (X), ..., I (X)]

X X X
= [5G0 1, () - » T ()]
XO X0 X0

m X m X m X
=[Xp s X o1 (s - X T
0 0 0
Fur m hinreichend grof sind die projektiven Koordinaten von f(x) in der letzten

Darstellung homogen vom selben Grad m, und die erste Koordinate ist in einer
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(i) Seien k ein Korper,
X =V C IP’gI und Y = V(J) C IP’II;I
abgeschlossene Teilschemata mit den homogenen Idealen**

1C k[XO, ,XM] I & k[YO, ,YN].
Weiter seien eine offene Uberdeckung
x=Uu,

von X gegeben und fur jedes Uoc homogene Polynome

F%, ..., F% KXy - Xyl

0 N M

gleichen Grades mit

G(Fg, o F%) € I fur jedes G € J,
die in keinem Punkt von Ua gleichzeitig Null sind. Diese definieren fur jedes o
einen Morphismus von Schemata
. N _ o o
foc'Ua — Y (C P u= [uO s e uM] =% [FO (v, ..., FN(u)].
Gilt auBerdem fur je zwei Indizes o’, o

FOEY _FYRY € [ furd, j=0, ..., N,
i j i
so stimmen die Morphismen f(x’ und f(x” auf Uoc’mU(x” uberein (fur je zwei

Indizes o’, &””) und definieren so einen Morphismus

f: X — Ymitfl  =f furjedesa.
Ua o

3.13.3 Beispiel: Die Veronese-Einbettung

0 XN
des Grades d in den Xi . Dann ist der Morphismus

Seien k ein Korper, X Unbestimmte und MO’ die Potenzprodukte

’MM

N M
Pk — ]P)k » X = [XO, eee XN] = [MO(X)’ cee “‘M(X)]’

eine abgeschlossene Einbettung.
Beispiel 1
Die Abbildung

Umgebung von x0 ungleich Null (weil Y in D+(XO) liegt, d.h. UO(XO) # 0, und f(XO)

wohldefiniert ist, d.h. s(%(xo)) = sx0) = 0.
0

“dh. X=Projk[X ,..,X JlundY =Projk[Y ,..,Y ]/
roj k[ 0 M]/ un roj k[ 0 N]/
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12
P — Py, [s.0 - [s%, st, €],

identifiziert die projektive Gerade mit der durch die Gleichung

XZ- Y% =0,
gegebenen Quadrik der projektiven Ebene. Dies ist eine Parabel x - y2 = 0, wenn man
V(Z) als Fernhyperebene auffaflt, und eine Hyperbel xz - 1 = 0, wenn man V(Y) als
Fernhyperebene ansieht.
Beispiel 2
Die Abbildung

]P’II{ — Pi, [s,t] » [53, szt, stz, t3],

identifiziert die projektive Gerade mit der durch die Gleichungenn

XW-YZ=0,Y2-XZ=0,Z2-YW=0

gegebenen projektiven Raumkurve dritten Grades.

3.13.4: Die Segre-Einbettung
Die Abbildung

M N
IP’k X Pk — P(M+D)(N+1)-1, ([xo, -y xM], [yO, s yN]) B [ XYoo 1,

ist eine abgeschlossene Einbettung, welche das direkte Produkt links mit der
abgeschlossenen Teilvarietat mit den folgenden Gleichungen identifiziert.
X%t Xy Xiee =0
Dabei sollen die Indizes i, j, k, €, i, j’, k’, € alle Werte durchlaufen mit
i+k=i+kundj+€=j+0.
Beispiel
Die Segre-Einbettung identifiziert IP’ll( X ]P’ll( mit der Quadrik des Pi , welche durch die
Gleichung
X01%10 " %00% 11 =
gegeben ist. Die Projektionen des Produkts ]P’II( X Pll( auf die beiden Faktoren definieren

Morphismen

1
Q—)IP’k
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deren Fasern uber den rationalen Punkten samtlich isomorph sind zur projektiven

Geraden IPII(.“

3.13.4 Beispiel: Aufblasung des Ursprungs im Allj

Wir beginnen mit einer Betrachtung der klassischen algebraischen Geometrie. Seien

N
X = Ak
. N ) ) > ) N __N-1
der affine Raum tiber k der Dimension N und X das Teilschema von Ak XIP’k ,
> N__N-1
XC A xP
mit den Gleichungen
xin - XjYi =0(,j=1,..,N) (D
.. . . . N .
Dabei seien Xpo e s Xy die affinen Koordinaten des Ak und Yl’ e YN die

projektiven Koordinaten des IP)II(\I _1. Weiter sei

X —s Allj

* Die Faserprodukte dieser Morphismen mit den natiirlichen Einbettungen {x} <& ]P)li der

abgeschlossenen Punkte von ]P)li sind isomorph zu projektiven Geraden uiber den Restekorpern x(x)

dieser Punkte.
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die Einschrankung auf X der Projektion plell(\I X]P’llzI . — Allj auf den ersten Faktor.
Fur jeden rationalen Punkt

N
a—(al,...,aN)EAk,al,...,a € k,

N
der vom Ursprung verschieden ist, sagen wir a, #= 0, besteht

L)
aus den Punkten der Gestalt (a,[yl, s yN]) mit
aiyj - ajyi =0,
a.
d:h. mity, = a—in fur alle j, d.h. es ist
1
a a
1 N
[yla cee YN] - [ gyla ER ] a_lyl] - [ala ety aN] - [a]

Die Faser uiber a besteht also aus nur einem Punkt,
7 L) = {(a, [a])} fir a = 0. )

Die zweite Koordinate ist also durch die erste eindeutig festgelegt. Dagegen kann fur a =
0 die zweite Koordinate beliebig sein: sind in (1) die “kleinen” Koordinaten gleich Null,

so konnen die “groBen” beliebig sein, d.h.

w10 = (ol ! 3)

Die Identitaten (2) und (3) sprechen dafur, dal man X und X identifizieren kann, wenn

man aus X den Punkt O und aus X den Ausnahme-Divisor*® {O}X]P’ll:I -1 entfernt.

Genauer: die Abbildung

Ap - {0} — X -7l ©0), a (@, [aD),

ist in allen Punkten regulér und ist invers zu 7, also ein Isomorphismus von Schemata.

Zusammengefalit kann man sagen, dal3 X aus X dadurch entsteht, dafl aus X der Punkt

0 entfernt und der Divisor Pllj 1 hinzugefugt wird. Die Abbildung wt heiflit Aufblasung,

“ Ein (Weil-) Divisor_eines Schemas X ist eine formale ganzzahlige Linearkombination von

irreduziblen abgeschlossenen Teilschemata von X , deren Dimension um 1 kleiner ist als die von X. Der
Begriff kommt aus der Theorie der Riemannschen Flachen, wo es sich als nutzlich erwiesen hat, formale
Linearkombinationen von Punkten zu betrachten, um das Polstellen-Nullstellen-Verhalten von
meromorphen Funktionen zu untersuchen.
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von X im Punkt 0. Analog definiert man die Aufblasung von X in einem beliebigen

anderen rationalen Punkt von X.

Bemerkung zum Ausnahme Divisor.
Nach (1) und (2) ist fur jede Gerade

g=ka
durch den Ursprung das V das vollstandige Urbild

wl@=EUY
die Vereinigung des Ausnahme-Divisors E := {O}XIP’11:I 1 mit einer abgeschlossenen
Teilvarietat

g CX

die bei m isomorph auf g abgebildet wird. Die Kurve ’5 heiflt strikte Transformierte von

g bei . Sie schneidet sich mit dem Ausnahme-Divisor in genau einem Punkt,

2N E={(a [a])}.

Umgekehrt gibt es zu jeden (rationalen) Punkt p = (a, [a]) € E des Ausnahme-Divisors

genau eine Gerade g = ka durch den Ursprung, so daf3 sich die strikte Transformierte
mit E in p schneidet.

Die (rationalen) Punkte von E entsprechen also gerade den Geraden von X durch den
Urspung (oder den moglichen Richtungen in 0, die es auf X gibt).

Formale Beschreibung der Aufblasung.

Ubersetzen wir die obige Konstruktion in die Sprache der Schemata. Es gilt
X = Spec A mit A:= k[xl, s xN]

und

AEXPEJ = Spec A X, Proj k[Yl’ Y

k N]
= Proj A®kk[Y1, s YN]

= Proj A[Yl’ s YN]

= Proj A[Y]

Der Ursprung O € X entspricht gerade dem maximalen Ideal

m := (Xl’ e, X

N)'

Die abgeschlossene Teilvarietit X wird durch das Ideal I von A[Yl’ ..., Y__] definiert,

N]
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L= 0qY - xY ij = 1N} C A[Y]

welches von den linken Seiten von (1) erzeugt wird. Betrachten wir den

Homomorphismus graduierter Ringe

o n

h: A[Y] — ®n=0 m

mit h(p(Y)) = p(x) € m" fiir jedes homogene Polynom p € A[Y] des Grades n. Fur

p= xin - xJ.Yi

gilt h(p) = Xin - iji = 0. Die Erzeuger des Ideals I liegen also im Kern von h, d.h. es
gilt
I C Ker (h).
Durch direktes Nachrechnen sieht man, da} sogar das Gleichheitszeichen gilt, d.h. es
ist
AYYT=@22 m",

also

o~ . 00 n
X = Proj @n=0 m

3.13.5 Aufblasung eines affinen Schemas entlang eines abgeschlossenen
Teilschemas.

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und I C A ein Ideal und R die graduierte A-
Algebra

e @R . ._1h
R := ®n=0 Rn mit Rn.— I

Dann induziert die natirliche Einbettung
A= R0 SR
einen Morphismus von Schemata
m: X :=ProjR —» Spec A=X, p » A(p,

welcher Aufblasung von X entlang des abgeschlossenen Teilschemas

Y =V(I) C SpecA=X
heif3t. Dieser Morphismus induziert einen Isomorphismus (offener Teilschemata)

X-al(y) —X-Y. (1)
Das Teilschema

7 Lly) )
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ist ein effektiver (Cartier-) Divisor *’ von X und als Schema isomorph zu

1Y) = Proj @ 1M+, 3)

Es heifit Ausnahme-Divisor der Aufblasung .
Beispiel
In der Situation des vorangehenden Abschnitts kann man
mh /mn+1
identifizieren mit dem k-Vektorraum, der von den Potenzprodukten des Grades n in X

.. » Xy erzeugt wird. Der graduierte Ring

N

®OO

n,yn+l1 ~
N OI/I _k[xl,...,x

N
ist somit isomorph zum Polynomring in n Unbestimmten. Der Ausnahme-Divisor
. ~00 myn+l ~ pN-1
Proj @ =0 | | =P

ist der projektive Raum der Dimension N-1 uiber k.

Beweis._1. Schritt. Der Morphismus (1) ist ein [somorphismus.

Die offenen Hauptmengen D(f) C Spec A mit f&] liegen im Komplent des Zentrums Y

= V(D) und bilden eine offene Uberdeckung dieses Komplements. Es reicht also zu

zeigen, die Einschrankungen

X -7 (D) — Dby @
von (1) sind Isomorphismen. Die Morphismen

)’?:Proj R — Spec A

U
D(f)

kommen von den Ringhomomorphismen

*T Ein (effektiver) Cartier-Divisor D eines Schemas )? ist ein abgeschlossenes Teilschema von )A(J .
welches sich lokal durch nur eine Gleichung definieren laf3t, wobei diese Gleichung kein Nullteiler von

O~ ist. Genauer: fur jeden Punkt x€X gibt es eine affine Umgebung U = Spec A C X von x und
X
einen Nicht-Nullteiler f € A mit

D U=V (in U = Spec A).
Die Nicht-Nullteiler-Bedingung sorgt gerade dafur, da die Dimension von D in jedem Punkt um 1

kleiner ist als die von X.
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Also wird (4) induziert durch den naturlichen Homomorphismus von Ringen mit 1,

_ n _ P m
A;—R®, A =0 7 I"® A)=® — T"A;

Wegen 1M enthalt I"A peine Einheit des Rings A, d.h. es ist 1A = Apdhesist
0.0]
R®, A, =@ Z) Ac=AlT]

mit einer Unbestimmten T. Damit bekommt (4) die Gestalt
Proj B[T] — Spec B, p » p[ B,

mit B=A e Da das irrelevante Ideal von B[T] vom Element T erzeugt wird, gilt

Proj B[T] = D+(T) = Spec B[T] (T)

und

b

B[T].. ={>~—IbEB}=B.
Tn

(T)
Mit anderen Worten, (4) hat bis auf Isomorphie die Gestalt

Spec B — Spec B

und wird von der identischen Abbildung B — B induziert.

2. Schritt. Das abgeschlossene Teilschema (2) ist ein effektiver Cartier-Divisor.

Die Elemente f € I, aufgefa3t als homogene Elemente des Grades 1 von

0¢]

R=@2,1

erzeugen das irrelevante Ideal von R (weil fur jedes n die Potenz I" von
Potenzprodukten des Grades n solcher Elemente erzeugt wird). Deshalb bilden die

affinene offenen Teilschemata der Gestalt
D :=Spec R
+(D:=SpecR o

eine offene Uberdeckung von X, und 7 ist lokal von der Gestalt

Spec R . — Spec A,

®

d.h. wird lokal induziert von den naturlichen Abbildungen

. _ra n
h.A—)R(ﬂ—{ntaEI } (ng)

w I
n=0 M

-U
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I
= Al (S A.
Die Aufblasung rt ist somit lokal von der Gestalt

nf:D+(f) = Spec A[%] —> Spec A, fe L

Betrachten wir jetzt die Faser des Zentrums Y = V(I). Die Morphismen
D+(f) = Spec A[%] — Spec A
U

V(D
kommen von den Ringhomomorphismen
I
Al «— A
Al

Das abgeschlossene Teilschema Jr'l(Y) ist also auf D+(f) isomorph zu

Spec A[%]@ A A/l = Spec A[%]/IA[%]

wird also auf D+(f) durch das Ideal
I
IA[g]
von A[%] (CA t) definiert. Wegen
I I I, 1 |
fA[f C IA[f] = f-7Al] C fA[z]
gilt IA[%] = fA[%], d.h. das Ideal wird vom Element f erzeugt. Dieser Erzeuger f ist

auBerdem ein Nicht-Nullteiler von A[%] (CA t).

3. Schritt. Der Ausnahme-Divisor ist als abgeschlossenes Teilschema von X isomorph
zur rechten Seite von (3).

Durch die naturrliche Surjektion

P o mqmn+l _.
R._@nzol —>®H=OI/I =:S

wird die rechte Seite von (3) ein abgeschlossenes Teilschema von X. Zum Beweis der

Behauptung reicht es zu zeigen, daf es lokal durch dasselbe Ideal definiert wird wie der

Ausnahme-Divisor. Die naturliche Einbettung Proj S & Proj R ist auf D+(f), fe 1, von
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der Gestalt Spec S (?) S R fy wenn f € I/I2 das Bild von f beim naturlichen

Homomorphismus R — S bezeichnet. Lokal wird die natirliche Einbettung also von

der naturlichen Surjektion

R(f) —> S(¥) 5)

induziert. Das Ideal der rechten Seite von (3) in D+(f) ist somit gerade der Kern des

Homomorphismus (5).

Den Ring links haben wir oben bereits beschrieben,

— AL
R = Algl

Wegen S = R/IR folgt Sf = (RIR)f = Rf/IRf' Der Kern von (5) ist somit die

Einschrankung des Kerns von

Rf—>R{IRf

auf die Elemente des Grades 0. Das gesuchte Ideal ist somit gleich IRf R ) Zum

Beweis der Behauptung, reicht es zu zeigen,

R.R =R

RG]
Wegen f € 1 gilt trivialerweise “_)”. Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Ein

Element des Grades 0 von IR. ist eine Linearkombination mit Koeffizienten aus I von

f

Elementen des Grades 0 aus R e Es kann also in der Gestalt

o= imit aEe In_"l

fn
geschrieben werden. Dann gilt aber
= f—2_EfR

= (f)
QED.
Bemerkungen

(1) Sei k ein Korper. In der klassischen algebraischen Geometrie hat man einen
Morphismus

AT 0r — PR a s [al,
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der jeden vom Ursprung verschiedenen Punkt a abbildet auf die Gerade durch a

und den Ursprung. Fur jedes homogene Ideal ] C k[X ,...,XN] induziert diese

0
Abbildung auflerhalb des Ursprungs O einen Morphismus
w X -{0} — X

der durch J definierten affinen algebraischen Menge

X =Vl C AR

auf die durch J definierte projektive algebraische Menge

X :=v(QJ) C Pllj .
Fur jeden Punkt [a] = ka € X ist

L ([a]) = [a] - {0}

die Gerade durch a und den Ursprung, wobei der Ursprung entfernt wurde.

Die affine Menge V(J) C Allj *l ist fur homogene Ideal J ein Kegel mit der Spitze

0, d.h. eine algebraische Menge mit der Eigenschaft, da3 mit jedem Punkt die
Verbindungsgerade mit dem Ursprung ganz in der Menge liegt. Fur jeden
(kommutativen) graduierten Ring R (mit 1) nennt man deshalb

Spec R
den affinen Kegel itber dem projektiven Schema Proj R.

Den affinen Kegel iber dem Ausnahme-Divisor,
© myn+l
Spec @n:O e, (1)

kann man im klassichen Kontext identifizieren mit der Menge der Tangenten an X
in den Punkten von V(I). Die Punkte des Ausnahme-Divisors entsprechen also
wieder den moglichen Richtungen in den Punkten von V(I). Das Schema (1) heif3t

deshalb auch Tangentialkegel von X entlang V().
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Tangentialkegel
H Yo X im Punkbp

Die Ideal-Garbe eines abgeschlossenen Teilschemas. Um den Begriff der

Aufblasung auf den Fall nicht notwendig affiner Schemata zu verallgemeinern,
brauchen wir eine Beschreibung der abgeschlossenen Teilschemata mit Hilfe von

Garben. Zu jeder abgeschlossenen Einbettung
Yo X
von Schemata gehort eine Surjektion von Ring-Garben
i 0 —i,0y
also eine exakte Sequenz von Garben
0—I

y — Ox — 1.0y —0,

wobe IY eine Garbe von Idealen von OX ist. Fur jede offene Teilmenge U C X

besteht

I,U)
aus den reguliren Funktionen auf U, welche auf U()Y gleich Null sind.
Umgekehrt ist durch die Ideal-Garbe IY das abgeschlossene Teilschema Y von X

festgelegt. Fur affine offene Teilmengen U = Spec A von X ist IY(U) gerade das

Ideal von OX(U) = A, welches das Teilschema Y[ U von U definiert. Fur jede
affine offene Teilmenge U C X kann man dann die Aufblasung

n :Proj @

U © 1,(U)" —s Spec 0, (U)=U 2)

n=0"Y
betrachten. Fur je zwei solche affine offene Mengen U’ und U” und beliebige

offene Mengen U C U’(\U” sind dann die vollstindigen Urbilder von U

bezuglich der Aufblasungen von U’ und U” isomorph zur Aufblasung von U.



(iii)

(iv)

)
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Man kann deshalb die Aufblasungen (2) entlang dieser gemeinsamen Urbilder

identifizieren und erhalt so einen Uiber ganz X definierten Morphismus
' I
m: Proj ®n=0 Iy —X

der die Konstruktion der Aufblsung im affinen Fall verallgemeinert. So ist
aullerhalb der Punkte tiber dem Zentrum Y ein Isomorphismus, die Faser uber
dem Zentrum ist ein Cartier-Divisoer, den man mit

. 00 N, n+l
PrOJ @n=0 IY/IY

identifizieren kann. Fur jede affine offene Teilmenge U C X erhalt man durch

Einschrianken auf U eine Aufblasung der Gestalt (2).

Nicht jede Ideal-Garbe von OX ist die Garbe eines abgeschlossenen Teilschemas

von X. Um Ideal-Garben zu abgeschlossenen Teilschemata zu erhalten, mufl man
eine Zusatzforderung stellen: man muf3 von fordern, daf es sich um sogenannte
koharente Garben handelt. Um die Bedingung der Koharenz zu verstehen, ist es

sinnvoll sie im Zusammenhang mit dem Begriff des Vektorraumbundels zu

betrachten, den wir demnachst behandeln werden.
Aufblasungen lassen sich durch eine Universalitatseigenschaft beschreiben: jeder

Morphismus
f: X’ — X,

fur welchen f 1(Y) ein effektiver Cartier-Divisor ist, faktoriseirt sich eindeutig

uber die Aufblasing von X mit dem Zentrum Y.

Jeder Morphismus f: X’ — X von projektiven Schemata, der auf irgendwelchen

offenen Teilmengen U’ C X und U C X einen Isomorphismus U — U’

induziert 14t sich mit einer Aufblasung identifizieren.

3.14 Dimension

3.14.1 Vorbetrachtungen

@

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der Dimension eines Schemas X
einfuhren. Dies ist eine nicht-negative genze Zahl oder oo, die wir mit

dim X
bezeichnen werden. Gleichzeitig werden wir den Begriff der Dimension eines
kommutativen Rings A mit Eins einfuhren,

dim A.
Die Definitionen sind so gewahlt, daf§ gilt

dim Spec A = dim A.

Diese Definitionen sind spezifisch fur die Theorie der Schemata bzw. die
kommutative Algebra. Um sie von anderen Dimensionsbegriffen zu
unterscheiden, nennt die hier betrachtete Dimension auch Krull-Dimension. Wir
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(iv)

v)

(vi)
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beginnen damit, Eigenschaften zu sammeln, die ein vernuftiger Dimensionsbegriff
haben sollte.
Die Definition sollte naturlich so beschaffen sein, daf3

. N _
dim Ak = dim k[Xl’""Xn] =n
gilt.
Falls ein surjektiver Morphismus f: X —» Y existiert, sollte

dim X =dim Y
gelten, denn man kann sich Y aus X entstanden denken durch Identifikation der
Punkte von X, die in derselben Faser von liegen. Falls die Fasern von f endlich
sind, sollte sogar

dim X =dim Y

gelten.

Falls X ein abgeschlossenes oder offenes Teilschema von Y ist, so sollte
dimXC dimY

gelten.

Die Vereinigung von zwei Kurven sollte als eindimensional, die Vereinigung von
zwei Flachen als zweidimensional angesehen werden. Aber welche Dimension
sollte die Vereinigung einer Kurve mit einer Flache haben ? Wegen (iv) fuhrt dies
zu folgender Antwort.

dim X = max {dim X’, dim X"’}
falls X’ und X abgeschlossene Teilschemata des Schemas X sind mit

X=X UX"

Die Frage legt aber auerdem nahe, daf} es einen lokalen Dimensionsbegriff geben
sollte, der nur von einer beliebig kleinen Umgebung eines vorgegebenen Pumktes
abhéngt.
Wie sich herausstellt, ist durch die obigen Bedingungen die Dimension bereits
festgelegt. Wir beginnen mit dem Fall spezieller affiner Schemata

X = Spec A.

3.14.2 Die Dimension eines reduzierten, irreduziblen affinen Schemas
endlichen Typs (Dimension und Transzendenzgrad)

Seien k ein Korper und

X =Spec A

ein reduziertes irreduzibles affines Schema endlichen Types uiber k. Dann ist die
Dimension von X gerade der Transzendenzgrad des Quotientenkorpers von A,

dim X = tr-deg Q(A).

Bemerkungen

(1)
(i1)
(iii)

Die Bedingung reduziert zu sein, bedeutet, dall die Werte der Strukturgarbe von X
Ringe ohne nilpotente Elemente (auBer der Null selbst) sind.

Die Bedingung irreduzibel zu sein, bedeutet, dafl der topologische Raum X nicht
Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen Unterraumen ist.

Die Bedingung, endlichen Typs tiber k zu sein, bedeutet hier, da3 A als k-Algebra
endlich erzeugt ist,

A = k[al,...,ocn].

Allgemeiner, ein Morphismus von Schemata ¢: X — Y heifit lokal vom

endlichen Typ, wenn es fur jedes y € Y ein affine offene Umgebung V = Spec B

von y gibt, sodal} jeder Punkt
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x€g7!(V)
eine affine Umgebung U = Spec A besitzt, so dal durch die Einschrankung
Py Spec A=U — V =Spec B
der Ring A zu einer endlich erzeugten B-Algebra wird. Kann man V sogar derart

wihlen, dal} sich cp_l(V) durch endlich viele offenen Mengen U der beschriebenen

Art uberdecken 1aBt, so sagt man ¢ ist ein Morphismus endlichen Typs. Im

Spezialfall Y = Spec A, sagt man auch, X ist vom endlichen Typ uber A (bzw.
lokal vom endlichen Typ).

(iv) Zusammen bedeuten die Bedingungen, dal X affines Spektrum einer endlich

erzeugten nullteilerfreien k-Algebra ist*® .

Beweisskitze.

Der QuotientenkOrper
QA) = k(ocl,...,an)

besitzt einen Transzendenzgrad < n, sagen wir
m = tr-degk Q(A) =n.

Sei [31, [Sm eine Transzendenzbasis von Q(A) uiber k, d.h. Q(A) sei algebraisch iber
k([:’)l, Bm). Zeigen wir, die Bi kann man bereits in A finden. Dazu schreiben wir

f.=a./amita,,.,a ,a€E A.
i i m

1

8 Weil X affin ist, gilt
X = Spec A.
Weil X vom endlichen Typ ist uiber k, ist A = k[al,...,oc ] und insbesondere ein Noetherscher Ring.
n

Die Menge der minimalen Primideale ist insbesondere endlich, sagen wir gleich
{pl,...,pm}.

Dann ist aber
X =Spec A = V(pl) U..u V(pm).

Weil X irreduzibel ist, folgt m = 1. Sei p das einzige minimale Primideal. Ein von Null verschiedenes
Element f € p liegt dann in jedem Primideal von A, d.h. Af besitzt kein Primideal, d.h. Af ist der Null-

Ring. Die 1 € A wird somit von einer Potenz von f annulliert, d.h. f ist nilpotent. Weil X reduziert ist,
besitzt A = (?X(X) keine solchen Elemente f. Wir haben gezeigt, p ist das Null-Ideal, d.h. A ist ein

Integritatbereich.
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Sind die a, algebraisch unabhdngig, so ist nichts zu beweisen. Sind sie

algebraisch abhédngig, so gilt fur ein i,

m-1 = tr—degk k(al,...,a. )

,a. o ...,a
1-171+1 m

= tr—degk k(al,...,am)
= tr-deg k(al,...,am,a) -1

= tr-deg Q(A)
=m-1

d.h. a ist algebraisch unabhdngig von a ,...,am also auch von a_,...,a. ]

1 (el B R PR
In jedem Fall gibt es m Elemente in A, welche algebraisch unabhangig uiber k sind. Wir

konnen annehmen,

Nach Konstruktion ist jedes Element von A algebraisch tiber k(Bl, Bm). Der

Normalisierungssatz der kommutativen Algebra*® sagt aus, daB man die [Si sogar so

wahlen kann, da3
A ganz uber R := k[[:’)l, Bm]

ist. Weil A endlich erzeugt ist iiber uiber k, also erst recht tiber k[Bl, Bm], bedeutet

dies,
A ist ein endlich erzeugter R-Modul,
sagen wir

A= R-u1+...+R-uZ (1)

Die naturliche Inklusion R = k[Bl, Bm] S A induziert einem Morphismus affiner
Schemata

f: Spec A — Spec R = Spec k[[:’)l, [3m] = A{(n
Fur jeden Punkt x € Spec R gilt

f 1(x) = Spec A x_ Spec K(x)

R
= Spec A®RK(X)

Wegen (1) ist A®RK(X) ein endlich-dimensionaler Vektorraum uiber dem Korper k(x).

Fur jedes Primideal ist p von A®RK(X) ist der Faktorring

A®K(X)/p

* von E. Noether, siche den Anhang Kommutative Algebra, Endliche Erweiterungen.
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eine endlich-dimensionale k(x)-Algebra ohne Nullteiler, d.h. ein Korper. Jedes
Primideal von A®RK(X) ist somit maximal und damit auch minimal. Weil der Ring

A®RK(X) als endlich erzeugte k(x)-Algebra noethersch ist, ist die Anzahl dieser
Primideale endlich, d.h.
Spec A®RK(X)
ist endlich. Der Morphismus f hat somit endliche Fasern. Nach (iii) erhalten wir
dim Spec A =dim A = m = tr-deg Q(A).

Wir haben damit eine erste Dimensionsformel bewiesen.

3.14.3 Der Fall noetherscher affiner Schemata (Dimension und
Primidealketten)

Seien jetzt k ein Korper, A eine beliebige noethersche k-Algebra und
X = Spec A.

Dann besitzt A nur endlich viele minimale Primideale, sagen wir pl, ey pn , und es
gilt
X=VippU..U V.

Nach unseren Bedingungen an den Dimensionsbegriff ist dann

dim X = max { dim Spec A/pi li=1,..,n}. (D)
Da A/pi eine nullteilerfreie k-Algebra ist, sollte
dim Spec A/pi = tr.—deg.k Q(A/pi)

Sei jetzt p irgendein Primideal von A. Dann gibt es ein i und ein maximales Ideal m von
A mit

m2p2p,.
Nach dem Nullstellensatz von Hilbert gilt auerdem (wenn A endlich erzeugte k-
Algebra ist)

p maximal in A < Q(A/p) ist algebraisch uber k.

Mit anderen Worten, wenn p von m verschieden, also nicht maximal ist, gilt
tr.-degk Q(A/p) =1,

d.h. A enthalt mindestens ein uber k transzendentes Element. Im Fall endlich erzeugter
k-Algebren A kann man zeigen,

tr.-degk Q(A/p) = 1 & p ist maximal unter allen echten Primidealen in m.

Treibt man diese Betrachtungen noch etwas weiter, ergibt sich

tr—deng(A/pi) = sup{/ | es gibt eine Kette von Primidealen p,= pO C p1 Cc..C pg}
Eine echt aufsteigende Kette
0 Cpl C..Cf

von Primidealen pJ von A heiflt auch Primidealkette der Lange ¢ in A, welche mit p
14

0

beginnt und mit p* endet. Zusammen mit (1) erhalten wir damit

dim X = sup { | es gibt eine Primidealkette der Lange ¢ in A}
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Da die Primideale von A gerade den irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von Spec
A entsprechen, kann man anstelle der Primidealketten auch echt absteigende Ketten

XODXID"'DXZ

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen betrachten (die mit XO

enden). Die Zahl ¢ heift dann ebenfalls Linge einer solchen Kette. Das legt die
nachfolgenden Dimensionsdefinitionen nahe.

beginnen und X ¢

3.14.4 Definitionen
Sei X ein algebraisches Schema. Dann ist die Dimension

dim X

von X definiert als das Supremum iiber alle nicht-negativen ganzen Zahlen ¢ mit der
Eigenschaft, daB} es eine echt absteigende Kette

X03X13'“DXZ
von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen Xi gibt.

Beschrankt man sich auf Ketten mit der Eigenschaft, dafl X ( einen vorgegebenen nicht

notwendig abgeschlossenen Punkt x € X enthilt, so wird die zugehorige Zahl mit
dimX X
bezeichnet und heifit (lokale) Dimension von X in X.

Seien X ein Schema und Y C X ein abgeschlossenes Teilschema. Dann heift

codimX Y =dimX-dimY

Kodimension von Y in X. Ist auerdem y € Y ein Punkt, so heil3t
codim,, Y :=dim X-dim_ Y
‘ ‘ - Xy y y
(lokale) Kodimension von Y in X im Punkt y.
Das Schema X heif3t equidimensional, wenn dimX X fur jeden abgeschlossenen Punkt x

€ X denselben Wert hat.

dimXX = 1 (die Kurve liegt auf keiner Flache)
dim X =2

y
dim X =2

z

Bemerkungen
(1)  Unmittelbar aus den Definitionen folgt

dim X = sup {dimXX I x € X}.

Da sich jede Kette von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen verlangert
werden kann, wenn sie mit einem Teilschema endet, das einen nicht-
abgeschlossenen Punkt enthilt (jedes Primideal liegt in einem maximalen Ideal),
gilt sogar



(i)

(iii)

(iv)
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dim X = sup {dimXX | x € X, x abgeschlossen}.

Sei Y & X ein abgeschlossenes Teilschema. Wir nehmen an, X und Y sind

equidimensional (und exzellent). Dann kann man

codlmX Y

beschreiben als die Anzahl der Gleichungen, die man braucht um Y als Teilmenge
von X (nicht als Teilschema!) zu definieren, zumindest gilt dies lokal in einer
Umgebung der Punkte einer dicht liegenden offenen Teilmenge von X. Aus dieser
Beschreibung ergibt sich

codlmX Y (Y’ = codlmX Y + codlmX Y
fur je zwel equidimensionale abgeschlossene Teilschemata Y’, Y” von X. Denn
zur lokalen Definition des Durchschnitts kann man die lokalen Gleichungen von
Y’ zusammen mit denen von Y’ verwenden (wobei eventuel manche dieser
Gleichungen nicht benotigt werden).
In der Abschitzung von (ii) braucht nicht das Gleichheitszeichen zu gelten. Zum
Beispiel ist das nicht der Fall fur Y’ = Y” (und positiver Kodimension). Gilt das
Gleichheitszeichen aber doch, so sagt man, Y’ und Y” schneiden sich regular.
Irreduzible Schemata endlichen Typs sind equidimensional. Im Fall von Schemata
endlichen Typs bedeutet Equidimensionalitit gerade, dafl alle irreduziblen
Komponenten dieselbe Dimension besitzen.
Wir werden gleich sehen, die Dimension eines Schemata hangt nicht von dessen
infinitesimaler Struktur ab in dem Sinne, daf3 die doppelt gezéihlte y-Achse der x-
y-Ebene mit der Gleichung

y2=0
(genauer das Schema Spec k[x,y]/(yz)) dieselbe Dimension hat wie die einfach
gezahlte y-Achse mit der Gleichung

y=0
(d.h. das Schema Spec k[x,y]/(yz)). Allgemeiner, fur jeden kommutativen Ring
A mit 1 haben

Spec A und Spec AR

dieselbe Dimension. Das liegt einfach daran, daf3 A0 in jedem Primideal von A
liegt. Unser Ziel im néachsten Abschnitt ist es, diese Aussage auf den Fall
beliebiger Schemata zu verallgemeinern.

3.15.5 Das zu einem Schema gehorige reduzierte Schema

Ein kommutativer Ring A mit 1 hei3t reduziert, wenn O das einzige nilpotente Element
ist. Zum Beispiel ist fur jeden kommutativen Ring A der Ring

Ay = AAJO .

reduziert. Ein Schema X mit der Strukturgarbe OX hei3t reduziert, wenn fur jede offene

Teilmenge U C X der Ring OX(U) reduziert ist.

Kriterium
Ein Schema X ist genau dann reduziert, wenn samtliche lokalen Ringe O, reduziert

sind.

X,X

Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Sei X reduziert. Ist f € OX X ein nilpotentes

2

Element, sagen wir 1 = 0, so 148t sich f durch einen Schnitt s € OX(U) tiber einer

offenen Umgebung U von x reprasentieren mit s = 0. Da X reduziert ist, folgt s = 0,
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also f = 0. Wir haben gezeigt, die lokalen Ringe eines reduzierten Schemas sind
reduziert.

Die Bedingung ist hinreichend. Seien die Halme von OX reduziert, und sei s € OX(U)

ein nilpotenter Schnitt von O, sagen wir s = 0. Die Keime von s in den Punkten von

X’
U haben dann eine n-te Potenz, die ebenfalls O ist. Da die Halme von OX reduziert
sind, sind damit die Keime von s in allen Punkten von U gleich Null. Dann besitzt aber
U eine offene Uberdeckung, auf deren Mengen s gleich Null ist. Damit muf} aber s
selbst gleich Null sein.

QED.

Beispiel 1

Spec Are d ist reduziertes Schema fur jeden kommutativen Ring A mit 1. Nach dem

Kriterium reicht es zu zeigen, fur jedes Primideal p von A ist
(Are d)p = Ap/‘\/O-AAp
reduziert. Dazu wiederum reicht es zu zeigen,

‘\/O-A-Ap = A /0°Ap.

Jedes Element der linken Seite ist eine A -Linearkombination von nilpotenten

Elementen von A, also selbst nilpotent, also ein Element der rechten Seite.
Sei umgekehrt OLEAP ein Element der rechten Seite. Wir schreiben a in der Gestalt

az%mitaEAundsEA—p.

Weil o nilpotent ist, wird eine Potenz von a, sagen wir a"" von einem Element t € A-p

annulliert. Dann gilt (a) = 0, d.h. at € \0-A. Also ist
a == apk e \J0eAA
S st p

ein Element der linken Seite.
Bemerkungen
(1)  Auf Grund der obigen Argumentation gilt fur jeden kommutativen Ring A mit 1
und jedes Primideal p von A,
(Ared)p - (Ap) red

(genauer, die naturlichen Surjektion A — Are d induziert einen naturlichen

Isomorphismus zwischen diesen beiden Ringen).
(i)) Dieselbe Argumentation zeigt

(Ared)? - (Af)
fur jedes Element fEA und dessen Bild f beim naturlichen Homomorphismus
A—A d.h. es gilt

OSpec(Are d)(D(f) )= (OSpec A(D(f)))red

(iii)) Seien X =Spec A, Y = Spec(Are d). Als topologische Raume kann man X und Y

red

red’

identifizieren. Die Strukturgarbe OY ist dann gerade die assoziierte Garben zur
Pragarbe
F: U |—>((‘)X(U))red

Beweis von (iii).
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Sei
U=Ug D®)
eine Uberdeckung durch offene Hauptmengen. Betrachten wir Abbildungen
F(U) — [ FD(E) — [[FOEL)
i€l L,jEI
D(fi))iEI Sier P 6789 ser
Weil F ein Funktor ist, liegt das Bild der ersten Abbildung im Kern der zweiten. Nach

(ii) gilt aber
T = Oy

S (sl

F(D()) = (A (A

fi)red =~ Yred

und analog
F(D(fifj)) = OY(D(fifj))'

Auf Grund der Garbenaxiome ist der Kern der zweiten Abbildung gerade (‘)Y(U). Wir

erhalten so fur jedes offene U eine naturliche Abbildung F(U) — OY(U). Diese
Abbildungen setzen sich zu einem Pragarben-Morphismus

F— OY’
zusammen, wobei wir uUber den offenen Hauptmengen nach (ii) Isomorphismen

erhalten. Da die offenen Hauptmengen eine Topologie-Basis bilden, induziert dieser
Morphismus Isomorphismen der Halme. Weil OY eine Garbe ist, induziert der

Morphismus auflerden einen Morphismus

F—)(‘)Y

der assoziierten Garbe F mit Werten in OY. Da sich beim Ubergang zur

assoziierten Garbe die Halme nicht andern, induziert der letzte Morphismus auf den
Halmen ebensfalls [somorphismen. Als Morphismus von Garben ist es somit selbst ein
Isomorphismus.

QED.

Beispiel 2

Sei X ein Schema. Dann ist durch

Up OX(U)re d

eine Pragarbe von kommutativen Ringen mit 1 definiert. Die assoziierte Garbe wird mit

OX bezeichnet. Der topologische Raum X zusammen mit Ring-Garbe OX ist ein
red red

reduziertes Schema und wird mit Xre d bezeichnet,

X =X mit der Strukturgarbe O

red X

red

Es hei3t das zu X gehorige reduzierte Schema oder auch Reduktion des Schemas X.

Es ist ein abgeschlossenes Teilschema von X,

Xied X &
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und besitzt dieselben offenen und damit dieselben abgeschlossenen Teilmengen wie X.
Insbesondere hat es dieselbe Dimension und dieselben lokalen Dimensionen wie X.

Das reduzierte Teilschema Xre laBt sich durch folgende Universalitatseigenschaft

d
charakterisieren:

Jeder Morphismus von Schemata Y — X mit Y reduziert faktorisiert sich auf
genau eine Weise uiber die naturliche Einbettung (1).

Beweis. 1. Schritt. (X, OX ) ist ein Schema.
red
Es reicht zu zeigen, fur jede affine offene Teilmenge U = Spec A von X ist
(U, (‘)X IU)
red
ein affines Schema.

Weil OX eine Garbe ist, ist OX bis auf Isomorphie die Garbe der Schnitte des
red red
Etal-Raums

. E = \/XEX OX X — X.
red

Indem wir X durch U = Spec A und E durch n'l(U) ersetzen, erhalten wir gerade den
_ 50 .
Etalraum von OU =0 Spec( Ared). Es gilt also

red
V) . =0 ,
Xred u Ured
d.h. es reicht zu zeigen,
U, 0 ) mit U = Spec A
U
red
ist ein affines Schema.

Zum Beweis betrachten wir die natuirliche Einbettung
d < Spec A.

Die zugrunde liegende Abbildung topologischer Rdume ist ein Homdomorphismus (und
kann als die identische Abbildung angesehen werden)’'. Der Garben-Morphismus

1: Spec Are

O — 1,0
Spec A Spec(Are d)

% Die Halme der Garbe O in den Punkten von U andern sich nicht, wenn man X durch U ersetzt.
red
Nach Beispiel 1 gilt deshalb
9] =0 =0 =0 ,
X ) U [} S A 5 S A 5
red X red X (Spec )red X pec( red) X

d.h. uber U = Spec A ist E gerade der Etal-Raum der Strukturgarbe von Spec(A d).
re

TSeip: A— A d die natiirliche Abbildung auf den Faktorring. Da das Radikal von A in jedem
re
Primideal von A liegt, ist die Abbildung
Spec A —>Spec A,p P_l(P),
red
bijektiv, d.h. wir konnen die beiden Mengen mit Hilfe dieser Abbildung identifizieren, und p wird so zur

identischen Abbildung. Beide Mengen haben dieselben abgeschlossenen Teilmengen (wegen ‘\/6 - ‘\/i fur
jedes Ideal I von A).
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definiert fur jede offene Menge U einen Ring-Homomorphismus

Ogpec AW — OSpec(Are d)(U)‘
Weil Spec(Are d) ein reduziertes Schema ist, induziert dieser einen Ring-
Homomorphismus
Ogpec AN — Ogpec( Ared)(U)
Zusammen definieren diese Ringhomomorphismen einen Homomorphismus von
Pragarben auf Spec A. Da O eine Garbe ist, induziert dieser einen
S ec(Are d)
Homomorphismus von Garben
V) — 0 .
(Spec A)re d Spec Are d

Es reicht zu zeigen, dies ist ein Isomorphismus. Dazu reicht es zu zeigen, daf} auf den
Halmen Isomorphismen induziert werden.

Weil die Halme der assoziierten Garbe gleich denen der Pragarbe sind, erhalten wir fur
p € Spec A:

V) (Spec A) =Halminpvon U » O (U)/\/—
red’
lim
- p_EI>J OSpec A(U)/\/6
52 11m
= pED(ﬂ Ogpec ACDINO
.\/_
PED(D AV
= I a0,
pED()
hm
=i =, Yspecan)
= lm V)

peU Spec(Are d)

2. Schritt: Spec(Are d) = (Spec A)re J
Im ersten Schritt haben wir gerade gezeigt, der Homomorphismus der Strukturgarben

zur natuirliche Einbettung Spec A | & Spec A definiert einen solche Isomorphismus.

red

3. Schritt: Xre J ist ein reduziertes Schema.

Nach dem 1. und 2. Schritt ist Xre d lokal von der Gestalt Spec(Are d). Insbesondere

sind die Halme von Xre d reduzierte Ringe, d.h. Xre d ist ein reduziertes Schema.

4. Schritt. Xre d besitzt dieselben offenen und abgeschlossenen Teilmengen.

Nach Definition von Xre d entsteht Xre g aus X, indem man lediglich die Strukturgarbe

abandert, jedoch nicht den zugrundeliegenden topologischen Raum.

32 die offenen Hauptmengen bilden eine Topologie-Basis und bilden damit ein finales System.
%3 Die Operation des Reduzierens kommutiert mit der Quotientenbildung, vgl. Beispiel 1.
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5. Schritt: Xre J ist abgeschlossenes Teilschema von X.

Nach Definition sind OX und OX Garben auf demselben topologischen Raum X.
red
Die Garbe O ist die assoziierte Garbe zur Pragarbe

Xred

U b 05 (WA0

Die natirliche Abbildung auf den Faktorring definiert deshalb einen Pragarben-
Homomorphismus auf OX mit Werten in dieser Pragarbe. Durch Zusammensetzung mit

dem Morphismus der Pragarbe in die assoziierte Garbe erhalten wir einen Garben-
Morphismus
Oy — Oy 2)
red
von Garben auf X.

Wie wir im ersten Schritt gesehen haben, hat dieser lokal tiber den affinen offenen
Teilmengen U = Spec A von X die Gestalt

O — 1,0
Spec A Spec Are d

des Morphismus, der von der naturlichen Einbettung Spec Are < Spec A kommt, d.h.

d

von der naturlichen Abbildung A — Are d auf den Faktorraum. Insbesondere sind die

Ringhomorphismen, die auf den lokalen Ringen induziert werden, surjektiv. Der durch
(2) gegebene Morphismus von Schemata
X . —X
red
(der auf den zugrundeliegenden topologischen Raumen die identische Abbildun ist) ist
damit eine abgeschlossene Einbettung.

6. Schritt: Universalitatseigenschaft von Xre "

Sei f: Y — X eine Morphismus von Schemata mit Y reduziert. Der zugehorige
Garben-Morphismus
0, — £,0,,
definiert fur jedes offene Menge U C X einen Homomorphismus von Ringen mit 14,
_ 1
OX(U) — f*OY(U) = OY(f' U)).
Weil Y reduziert ist, liegt das Ideal /0 von OX(U) im Kern dieser Abbildung, d.h. wir
erhalten Homomorphismen
_ 1
OX(U)/\/6 — f*OY(U) = OY(f )),

die sich zu einem Pragarben-Morphismus zusammensetzen. Da rechts eine Garbe steht,
induziert dieser Pragarben-Morphismus einen Garben-Morphismus
OX — f*OY.
red
Fassen wir die stetige Abbildung f: Y — X als eine Abbildung mit Werten im
topologischen Raum Xre d auf, so erhalten wir auf diese Weise einen Morphismus von

Schemata
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f ' Y—X
re

red d

Dessen Zusammensetzung mit der natirlichen Einbettung Xre <& X ist nach

d
Konstruktion gerade der gegebene Morphismus f. Es ist nicht schwer, einzusehen, daf3

fre J durch f eindeutig festgelegt ist.

QED.

Bemerkungen

(1) Wie wir wissen, reicht es zur Bestimmung der Dimension eines Schemas, die
lokalen Dimensionen in den abgeschlossenen Punkten eines Schemas zu kennen.
Wir wollen uns deahalb an dieser Stelle mit den Berechnungsmoglichkeiten der
lokalen Dimension beschiftigen.

(i)) Wie sich herausstellen wird, reicht zur Bestimmung von dirnX X der lokale Ring

OX L von X im Punkt x. Man kann diese Dimension an ganz unterschiedlichen

Daten des Rings O, ablesen. Die wichtigsten davon sind die folgenden.

X,x

a) Die Primidealketten in O, .
X, x

b) Der Grad des Hilbert—Poly’noms von OX

b

¢) An der Minimalzahl der Erzeuger von Definitionsidealen.

Wir wollen diesen Zusammen mit der lokalen Dimension im folgenden etwas genauer
beschreiben. Dabei beschranken wir uns auf den Fall der noetherschen Schemata X,
d.h. der Schemata, fur welche jede aufsteigende Kette von offenen Teilschemata
stationdr ist.

3.14.5 Lokale Dimension und Primidealketten in O

X,x
Seien X ein noethersches Schema und x € X ein Punkt. Dann gilt
dim_ X =dim O

X X,x

Beweis. Wir fixieren ein offenes affines Teilschema
U =Spec AC X mitx € U.
Sei
ijxﬂjmjxg (D

eine echt absteigende Kette von irreduziblen abgeschlossenen Teilschemata von X mit

Die Durchschnitt XiﬂU dieser Teilschemata mit U sind nicht leer, da x in diesen

Durchschnitten liegt. AuBerdem liegt, die AbschlieBung von XiﬂU ganz in Xi’

(Qmm_gxf
Weil Xi irreduzibel ist, liegt jede nicht-leere offene Teilmenge dicht™ in Xi’ d.h. es gilt

sogar

3 Sei Y irreduzibel und U C Y offen und nicht dicht in Y. Dann gilt
Y=(Y-U)UU
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(XiﬂU)_ =X..
Fur unterschiedliche i sind damit die Durchschnitte XiﬂU verschieden. Wir erhalten
eine echt absteigende Kette
XOﬂU D) XlﬂU DD XéﬂU
von abgeschlossenen irreduziblen® Teilmengen von U = Spec A. Wir wihlen
Primideale P, mit V(pi) = Xi () U und erhalten so eine echt aufsteigende Kette

Wegen x € X,(\U = V(p,) gilt auBerdem p, & x. Wir lokalisierung nach x und
¢ ¢ ¢

erhalten™
PoA C A, C o CppAy
Wir haben gezeigt, also ¢ < dimX X folgt £ < dim Ax' Nun ist aber AX = OX . d.h. es
gilt ’
d1mX X = dim OX . 3)

9

Umgekehrt erhdlt man aus einer echt aufsteigenden Primidealkette in AX durch

Ubergang zu den vollstandigen Urbildern in A eine echt aufsteigende Primidealkette (2),
also eine echt absteigende Kette von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von U =
Spec A. Durch Ubergang zu den AbschlieBungen in X entsteht eine echt absteigende
Kette (1) in X. Es gilt deshalb sogar das Gleichheitszeichen in (3).

QED.

3.14.6 Die Hilbert-Funktion eines noetherschen lokalen Rings

Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring A mit dem einzigen maximalen Ideal m. Dann
werden die Potenzen des maximalen Ideals m wie alle Ideale von A von jeweils endlich
vielen Elementen erzeugt. Die Faktoren

mYymh+!

sind endlich erzeugte A-Moduln, welche von m annulliert werden, d.h. es sind endlich-
dimensionale Vektorraume itber dem Korper A/m,
0 ._ n, n+l
HA(n) = dlmA/m m-/m < 00
fur jede nicht-negative ganze Zahl n (die O-te Potenz von m soll gleich A sein). Fur
negatives n setzen wir

mit echten offenen Teilmengen Y - U und U von Y. Das steht aber im Widerspruch zu Irreduzibilitat
von Y.
% Offene Teilmengen U von irreduziblen Mengen Y sind irreduzibel: sei U=F |J F’ mit F’, F”
abgeschlossen in U und von U verschieden. Dann gibt es Punkte

x€EU-FPundyeU-F
mit einer zu F” bzw. F’ disjunkten offene Umgebung. Insbesondere liegt x nicht in der AbschlieBung
von F” und y nicht in der von F’. Wegen U = F* | F” folgt durch Ubergang zu den AbschlieBungen

Y=U=F UF".

Weil x nicht in F” und y nicht in P liegt, stehen rechts echte abgeschlossene Teilmengen von Y. Das
ist aber nicht moglich, da Y irreduzibel sein soll.
% Die Inklusionen bleiben echt, weil fir multiplikativ abgeschlossene Teilmengen S C A und
Primideale p von A mit S( \p = & gilt

pASﬂA=p.
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Hg(n) =0furn<0.

Auf diese Weise ist dann eine Funktion

HO i Z—s Z

definiert, welche Hilbert-Funktion des lokalen Rings A heif3t. Induktiv definiert man

i+1 it 1 i
und nennt Hk i-te Summen-Transformierte der Hilbert-Funktion. Die erste Summen-

Transformiert H}“ heilit auch Hilbert-Samuel-Funktion von A. Es gilt

1
H p(n) := length A(A/mn'"l).
Dabei ist die Lange length A(M) eines A-Moduls M definiert als das Supremum uber alle

nicht-negativen ganzen Zahlen ¢ fur die es eine echt aufsteigende Kette

M,CM, C..CM, &)
von Teilmoduln von M gibt.
Mit denselben Symbol wie die Funktionen bezeichnet man auch die zugehorigen
Potenzreihen

1 1 i 1 1 9) 1 3
H) =Hp(0) + Hy\(1)T" + Hp (2)sT* + Hp (3)-T + ...

Man spricht dann auch von der Hilbert-Reihe (i = 0), der Hilbert-Samuel-Ringe (i = 1)
bzw. der i-ten Summentransformierten der Hilbert-Reihe. Nach Definition gilt

i+1 1 i
HA =ﬁ' HA .
also
0
i Hp
HA = 1
(1-T)

Seien jetzt R = @r?io Rn ein graduierter Ring und M ein graduierter R-Modul, d.h. M
zerfalle in eine direkte Summe von additiven Untergruppen
00
M= @nzk Mn
mit k € Z und RaoMb C Ma+ -Modul eine endliche Lange hat,

SO setzt man

. Falls jedes Mn alsR

b 0

0
HR,M(n) = lengthRO(Mn)

und spricht von der Hilbert-Funktion des graduierten R-Moduls M bzw. von dessen
Hilbert-Reihe. Im Fall M = R schreibt man auch
0 0

Hp =Hp R
Beispiel 1
Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring und

—@® _n, n+l

grm(A) = @nzo m/m

der zugehorige graduierte Ring (beziiglich der Potenzen des maximalen Ideals). Dann
gilt
HO H0
A=Hgr (A)
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Beispiel 2
Seien R ein graduierter Ring, dessen homogene Bestandteile Rrl von Moduln endlicher
Lange uber R | sind, und x eine Unbestimmte. Dann besitzt der Polynom-Ring

R[x]

0

die Struktur eines graduierten Rings mit
R oD o n-1
R[x]n = RO X +R1 X 4.+ Rn.
Die homogenen Bestandteile von R[x] sind ebenfalls Moduln endlicher Lénge uber
R[x], =R, , und des gilt
0 0

0 0 0 0

HR[X] (n) ES HR(I’I) + HR(n'l) + ...+ HR(O),

d.h. fur die Reihen gilt
0 1 0
HRx1 =177 Hr

Beispiel 3
Seien k ein Korper und R = k[xl,...,xN] der Polynomring mit der ublichen

Graduierung. Wir fassen k als graduierten Ring auf, dessen samtliche homogene
Bestandteile positiven Grades gleich Null sind. Durch wiederholtes anwenden von
Beispiel 2 erhalten wir fur die Hilbert-Reihen

0

Hk = 1
0 1

Hs =
R™aoN

und fur die Hilbert-Funktionen

0

Hk[xl] (n) =1 furn = 0.
0

Hk[xl,xz] (n) =n+1 furn = 0.
0 n+2)(n+1 n+2

Hk[xl,xz,x3] (n) = %= ( ’ Yfur n = 0.
0 N+n-1 ) .

Hp (n) = ( N-1 ) furn = 0.

Insbesondere ist die Hilbert-Funktion eines Polynom-Rings in N Unbestimmten fur
Argumente = 0 ein Polynom des Grades N-1.
Der Potenzreihenring

A= k[[xl,...,xd]]

ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal m = (x1 yeeesX d) der zugehorige graduierte
Ring ist isomorph zum Polynomring in d Unbestimmten,
grm(A) = k[Xl,...,Xd].
Insbesondere ist
0 0
H () = ngm(A)(n)

fur n = 0 ein Polynom des Grades d-1 in n und entsprechend die Hilbert-Samuel-
Funktion

1
H \(n)
ein Polynom des Grades d.

" Fur N = 1 und N = 2 ist dies offensichtlich richtig. Die tibrigen Fille ergeben sich durch Induktion
mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks.
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Beispiel 4
Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring der Dimension 0. Dann ist m das einzige
Primideal von A, und insbesondere ist

‘\/6 = Durchschnitt aller Primideale = m.

Das Ideal m ist wird von endlich vielen Elementen erzeugt, die samtlich nilpotent sind.

Deshalb ist m selbst nilpotent, es gibt ein ny mit

m'=0firn=n,.

0
Damit ist
Hg(n) =0furn= ny
also ist
1
H A(n)

unabhdngig von n fur n = n_ , also ein Polynom des Grades O.

0 9
3.14.7 Lokale Dimension, Hilbert-Funktionen und Definitionsideale

Sei X ein noethersches Schema und x € X ein Punkt. Dann stimmt die lokale
Dimension von X in x Uiberein
1
d1mX X =dim OX,X =deg HOX
mit dem Grad des Hilbert-Polynoms zur Hilbert-Funktion von OX X und gleichermaf3en

9

mit der minimalen Anzahl der Erzeuger eines Definitionsideals von O

2

X x
(siche Anhang Kommutative Algebra).

3.14.8 Die Dimension des IE"%:I
Sei k ein Korper. Dann gilt
. =N
dim ]P)k =N.
Beweis.Jeder Punkt des IP’llj besitzt eine offene Umgebung, die isomorph ist zum AE .
Jede lokale Dimension von IPIIZI ist deshalb gleich der lokalen Dimension des
entsprechenden Punktes des Allj . Es folgt
dim P, =dim Ay = N.
QED.

3.14.9 Satz von der Dimension der Faser

Sei f: X — Y ein dominanter Morphismus®® von integren’® Schemata vom endlichen
Typs® uiber einem Korper k.

 d.h. f(X) liege dicht in Y.

% (englich ‘integral’), d.h. die Schnitte der Strukturgarbe sind keine Nullteiler (bilden
Integritétsbereiche). Das ist Aquivalent zur Forderung, daB das Schema irreduzibel ist und die
Strukturgarbe keine nilpotenten Elemente besitzt. Fur jede affine Umgebung U = Spec A des Schemas

ist dann das Nullideal O ein Punkt 7] von U mit der Eigenschaft daf} die AbschlieBung von {1} in U
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(i) Seien X’ C Xund Y’ C Y irreduzible Teilmengen mit
(a) f(XH)Cv.

(b) fIX,: X’ —» Y’ dominant.®!
(c) X’ ist irreduzible Komponente von 1(Y’).
Dann gilt codimX X = codimY Y’

(i) Seie=dim X - dim Y die relative Dimension von f. Fur y € f(X) hat dann jede

Komponente von 1(y) eine Dimension = e.
(iii) Es gibt eine dichte offene Teilmenge U C X derart, daB fur y € f(U) jede

Komponente von f 1(y) () U die Dimension e hat.

(iv) Fur jede ganze Zahl h sei
Es gibt eine irreduzible Komponente

E, ={xeXlI
p= X Z von £ (f(x)) mit X€Z und dim Z = h’
Dann gilt:
(a) Eh ist abgeschlossen in X.
(b) Eh ist fur h > e nirgends dicht in X.
(©) Eh=Xfurh=e.

Beweis. Siehe Hartshorne: Algebraic geometry, Ex. 11.3.22, oder Shafarevich: Basis
algebraic geometry, Part I, Chapter 1, §6, Section 3.
QED.

Folgerung

gleich U ist. Weil U dicht liegt im Schema, ist die AbschlieBung von {1} im Schema das ganze
Schema. Ein solcher Punkt heifit generischer Punkt oder auch allgemeiner Punkt des Schemas. Weil
{M} als einelementige Menge irreduzibel ist, gilt dasselbe fur deren AbschlieBung, d.h. die irreduziblen
Schemata sind gerade die Schemata, die einen generischen Punkt besitzen. Jedes irreduzible Schema
besitzt dabei genau einen generische Punkt: seien U und V nicht-leere affine offene Teilschemata, u € U
und v € V deren generische Punkte. Weil U () V nicht leer ist, konnen wir ein weiteres nicht-leeres
offenes affines Teilschema W C UV wihlen und einen weiteren generische Punkt w € W. Wegen
wewWCUNVvCu
ist w eines der Primideale von U. Insbesondere liegt w in der Abschliefung von {u} in U, d.h. es gilt
uC w.

Weil die AbschlieBung von {w} im Schema das ganze Schema ist, ist die AbschlieBung von {w} in U
gleich U. Insbesondere liegt u in der AbschlieBung von {w}, d.h. es gilt
wC u.

Wir haben gezeigt, w = u. Aus Symmetrie-Griilnden gilt auc w = v, also u = v. Wir haben gezeigt, je
zwei generische Punkte sind gleich.

Beispiel: Seien X = Spec k[x, y]/(xz-y3) die semi-kubische Parabel und t eine Unbestimmte. Dann ist

der Punkt (t3,t2) mit Koordinaten in der Erweiterung k(t) von k ein allgemeiner Punkt von X.

% Ein Schema X tiber einem Ring A heiBt vom endlichen Typ tiber A, wenn X Vereinigung von
endlich vielen affinen Schemata Spec B ist mit B endlich erzeugte Algebra uiber A.

5! Damit liegt eine offene Teilmenge von Y’ in f(X’), d.h. das Bild enthilt also den generischen Punkt
von Y’. Liegt umgekehrt der allgemeine Punkt von Y’ in f(X’), so liegt die AbschlieBung des
allgemeinen Punkt (d.h. Y’) ganz in der AbschlieBung von f(X”), d.h. es gilt (b).
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Sei f: X — Y ein eigentlicher surjektiver Morphismus von reduzierten Schemata
endlichen Typs uber einem Korper k. Weiter seien die folgenden Bedingungen erfullt.

@) Y ist irreduzibel.
(i1) Die Fasern f~ 1(y) sind irreduzibel fur alley € Y.

(1)  Die Dimension der Fasern { 1(y) ist unabhangig von y.
Dann ist X irreduzibel.

Beweis. Sei n die gemeinsame Dimension der Fasern,
n:=dim fl(y) furyey.
Angenommen, X ist reduzibel. Wir betrachten die Zerlegung in irreduzible
Komponenten, sagen wir
X = XIU'"UXr'

Weil f surjektiv ist, folgt
Y =1f(X) = f(Xl)U...Uf(Xr).
Weil f eigentlich ist, sind die f(Xi) abgeschlossene Teilschemata. Weil Y irreduzibel ist,
muf f(Xi) =Y gelten fur mindestens ein i. Wir kobnnen annehmen, dies ist der Fall fur
genau die ersten s Indizes i,
f(Xi) =Y&eie {l,..,}.

Wir entfernen die Bilder, fur das nicht der Fall ist aus Y und setzen

Y =Y - (f(XS+1) U..U f(Xr))'
Dies ist eine offene Teilmenge von Y. Wir schreiben

X =1y = X U..ux.,
mit X’i offen in Xi und nicht leer. Insbesondere ist mit Xi auch X’i irreduzibel. Wir
versehen X’. mit der Struktur eines reduzierten Teilschemas von X und betrachten die

i
durch f induzierten Morphismen

fi: X’i — Y, i=1, ...,s.

Der Morphismus fi ist gerade die Einschrankung von flX auf X’i.

i
Sei

. | ,
m, :=min {dim fi ylyeY’}.

Nach dem Satz von der Dimension der Faser gibt es eine nicht-leere (also dichte) offene
Menge

uCyY
mit
| i
m, := dimf,"(y) fary € U.
Nach Wahl der Mengen X’i und der Abbildungen fi liegt fur y € U jeder Punkt der

Faser 1(y) in einem der X’i und damit in einer der Fasern fi_ 1(y), d.h. es ist

fly= o U ..U .
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Nach Voraussetzung ist f 1(y) irreduzibel von der Dimension n. Die m, sind
Dimensionen abgeschlossener Teilmengen und damit hochstens gleich n. Wegen der

Irreduzibilitat von 1(y) mub diese Faser gleich einem der fi_ 1(y) sein, sagen wir fur ein
y € Uund i = 1. Dann gilt aber, weil die Dimension der Fasern uibber U konstant ist,

m = dim f_ll(y) =nfuralley € U.
Nun besteht U gerade aus Punkten von Y, in denen die Dimension der Fasern von fIX
1

minimal ist. Wegen fIX = f1 uber den Punkten von U hat die Dimension der Fasern
1

dort aber auch den maximalen Wert n. Es folgt
dim fly; (y) = dim £'\(y) furalle y € Y.
1

Dann kann aber fli(1 (y) keine echte abgeschlossene Teilmenge der irreduziblen Menge
1

f 1(y) sein (denn dann hitte sie eine kleinere Dimension). Es gilt also
fiy () =1y fralley €.
1

Jeder Punkt von X liegt in einer der Fasern von f, also auch in einer der Fasern von
fl,, und damit in X, . Wir haben gezeigt X liegt ganz in der Teilmenge X, d.h. es ist

X1 1 I’
X = Xl'
Insbesondere ist X irreduzibel.
QED.
Beispiel
Seien k ein Korper und XO, ey XN Unbestimmte. Wir betrachten den Morphismus

N N
f: Ak -{0} — IP’k , (XO, s XN) (RN [XO, -y XN]
Auf der offenen Hauptmenge D(Xi) hat der Morphismus die Gestalt
X X. ; X. X
N 0 i-1"i+1 N

D(Xl) éD"'(Xl) - Ak s (X()’ ey XN) = (g’ ’X_l Xi AR X_l) (1)
Etwas verkiirzend konnen wir auch sagen, der Morphismus ist lokal auf D(Xi) durch die
Vorschrift®

b

1
X b (; X)’
i
gegeben und analog auf D(xj) durch

X b (% X)’
: N
Dies ist vertraglich mit den Isomorphismen, welche den Ak mit D+(Xi) bzw. D+(Xj)
identifizieren:

Allj — D+(Xi)’ (Xl—ix)’ > [XLix] = [x]

52 Der Strich soll bedeuten, daB die i-te Koordinate des (N+1)-Tupel gestrichen wurde.



106

A — D, (). G0 1 [x] = [x

J
Die lokal definierten Morphismen (1) verheften sich deshalb zu einem global definierten
Morphismus. Fur jedes projektive Teilschema

XC Py
induziert f einen Morphismus
i) — X, )
Dabei ist
Cy=F oo U (0} 3)

gerade das affine Teilschema des Allj welches dort durch dieselben Gleichungen

definiert wird wie X im IP’E (nur aufgefalt als affine Gleichungen). Das Schema (3)

heiflt affiner Kegel tiber X. Die Fasern von (2) sind affine Geraden, aus denen der
Urspung entfernt wurde. Insbesondere sind alle Fasern irreduzibel und von der
Dimension 1. Auf Grund der obigen Folgerung ist mit X auch der affine Kegel uiber X
irreduzibel und hat die Dimension

dim CX =dim X + 1. 4

Fur nicht notwendig irreduzibles X kann man X in irreduzble Komponenten zerlegen,

sagen wir
X = X1 U...UXr
Versieht man alle Schemate mit ihrer reduzierten Struktur, so erhalt man

CX = CXIU...UCXr.
Deshalb ist (4) auch fur reduzible (nicht notwendig reduzierte) Teilschemata des
projektiven Raums richtig.

3.14.10 Die Hilbert-Funktion eines projektiven Schemas

Seien R = k[xo, s XN], I C R ein homogenes Ideal und

A =R/
Weiter bezeichne
m = (XO, s XN)
das Ideal des Ursprungs im affinen Raum und
—@® ..n, n+l
grm(A) =@ =0 M A/m™TA

den zugehorigen graduierten Ring.®® Die Liange der graduierten Bestandteile von grm(A)
uber gr?n(A) = R/m =k ist dann endlich und die Hilbert-Funktion

H
gr(A)
von grm(A) als Modul uber sich selbst ist wohldefiniert. Der Grad des zugehorigen

Hilbert-Polynom ist gerade die Dimension des durch I definierten projektiven Schemas.

53 Weil I homogen ist, ist gr (A) isomorph zu R/I: dimk grnm(A) ist die Maximalzahl von
m
Potenzprodukte des Grades n in den Unbestimmten XO, e XN , welche modulo der homogenen

Polynome des Grades n aus I linear unabhéngig sind.
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dim Proj R/ I =deg H .
: #ler ()

Beweis. Weil die Dimension des affinen Kegels tiber Proj R/I um 1 groier ist, erhalten
wir

dim Proj R/ =dim Spec R/I -1
=% dim Spec (IUI)m -1

=dim (R/I)m -1
Als einziges maximales Ideal von (R/I)m ist m-(R/I)rrl ein Definitionsideal. Damit ist

dim Proj R/  =deg X((R/I)m, m(R/I)m, T)-1

1
= deg ngm(R/I) -1
Zur Gultigkeit des letzten Gleichheitszeichens beachte man, das Ideal me(R/I) liegt im

Annullator des R/I-Moduls grnm(R/I) = mn-(R/I)/mn+1-(R/I). Die Primideale zur

Primérzerlegung des Annullators enthalten deshalb dieses Ideal, und weil letzteres
maximal ist, ist es das einzige Primideal zur Primérzerlegung des Annullators. Auf
Grund von Eigenschaft (iii) der Langen-Funktion (siehe Anhang) andert sich die Lange

length. — (m™(R/D/m™Le®R/T))

R/

nicht, wenn man Ring und Modul beziiglich des Primideals me(R/I) lokalisiert. Mit
anderen Worten, die Hilbert-Funktion andert sich nicht, wenn man

gr . R /I)m((R/I)m) durch grm(R/I)
ersetzt.®® Damit erhalten wir
0
dim Proj R/I =deg Hgr (R/T)
m

QED.
Bemerkung
Die Dimension des n-ten graduierten Bestandteils von R/I iiber dem Grundkorper andert
sich nicht, wenn man k durch einen groleren Korper ersetzt. Insbesondere ist fur jede
Korpererweiterung K/k

dim Proj R/I = dim Proj (R/I)®kK.

Beispiel
Die Hilbert-Reihe des N-dimensionalen projektiven Raums
N .
]Pk = Proj k[xo,...,xN]
ist gleich
0 1

H = —.
k[XO,...,XN] (I-T)N

Insbesondere ist

dim IP’II(\I = d(k[xo,...,x = N.

N

% Wir nutzen hier, daB endlich erzeugte k-Algebren wie der Ring R/I katenir sind, d.h. jede
Primidealkette, die sich nicht verlangern 4Bt hat dieselbe Lange.
% Man zeigen, die beiden graduierten Ringe sind isomorph.
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3.14.11 Durchschnitte mit Hyperebenen im projektiven Raum

Seien k ein Korper, X & IP{I eine equidimensionale abgeschlossene Teilmenge und

H=VFE C ]PE

eine Hyperflache. Wir setzen
d :=dim X.

Dann besitzt jede irreduzible Komponente von X( \H die Dimension d-1 oder d. Der

zweite Fall tritt nur fur Komponenten von X(H ein, die auch Komponenten von X

sind.
Beweis._1. Schritt. der Fall k algebraisch abgeschlossen.

Sei Z C X(H eine irreduzible Komponente. Wir fixieren einen Punkt
YASYS

und wahlen eine offene Umgebung U C IPll(\I dieses Punktes z, welche isomorph ist
zum affinen Raum,
U=Ay.
Es gilt
z€Z(UC XM HNU)
Dann ist Z( U eine irreduzible Komponente des Durchschnitts von X( \U mit der
Hyperfliche H(\U.%® Es folgt

dim X(U-1=dimZ( U =dim X( U =dim X =d
Wir lassen U eine Uberdeckung des projektiven Raums durchlaufen und erhalten
dimZ < d.
Weil dim X gleich dem Supremum uber alle lokalen Dimensionen ist (und dieses

endlich ist) gibt es einen Punkt x € X mit dim X = dimX X. Wir konen U so wahlen,

daB U auBer z auch den Punkt x enthlt.®” Es folgt
d-1=dimX-1 =dimXX- I =dimX(\U-1=dimZ( U = dim Z.
2. Schritt. k beliebig.

Wir schreiben
X =V({1),H=V(F)

mit einem homogenen Ideal I C R := k[x O,...,xn] und einem homogenen Polynom F.

Die Hilbert-Funktion der projektiven Koordinatenringe
R/, R/FR, R/(I+FR)
von X, H und X(H #andern sich nicht, wenn man k durch die algebraische

AbschlieBung von k ersetzt. Die Behauptung ist damit auf die Aussage des ersten
Schritts reduziert.

6 Z(U ist irreduzibel, weil jede nicht-leere offene Teilmenge von Z( U dicht liegt in der irreduziblen
Menge Z, also erst recht in ZU.

Durchliuft Z die Komponenten von X[ JH die U schneiden, so erhalt man eine Darstellung von
X(H( U als Vereinigung der irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen Z{ \U. Kein dieser
Teilmengen Z( U kann man weglassen, weil man sonst Z in der Darstellung von X{ |H weglassen
konnte.

7 Wegen k algebraisch abgeschlossen, also k unendlich, konnen wir eine Hyperebene so wihlen, daB sie
die beiden Punkte z und x. Deren Komplement ist ein geeignetes U.
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QED.

3.24.12 Durchschnitte abgeschlossener Teilschemata im ]P’llzI
Seien k ein Korper und X, Y zwei equidimensionale abgeschlossene Teilmengen im N-

dimensionalen projektiven N-Raum ]P’ll(\I . Dann besitzt jede irreduzible Komponente von

XY
eine Dimension = dim X + dim Y - N. Insbesondere gilt
codimX XY = codimPll(\I Y.
Falls fur eine Komponente C des Durchschnitts sogar das Gleichheitszeichen gilt, sagt
man, X und Y schneiden sich eigentlich in C. Falls dies fur jede Komponente gilt, so

sagt man X und Y schneiden sich eigentlich.
Beweis. Wir schreiben

N ) )
]P’k =Proj R mit R := k[XO,...,XN]
X = Proj R//1
Y := ProjR/J

mit homogenen Idealen I und J von k[xO,...,xn]. Fur den Durchschnitt erhalten wir®®

XY = Proj k[xO,...,xN]/(I+J).
Dabei ist
k[xo,...,xN]/(I+J) = k[xo,...,XN,yO,...,yN]/(I,J ,XO-yO,...,xN-yN).

wobei J’ das Ideal von k[yo,.. ] bezeichne, das aus J ensteht, wenn man jede

LY
N
Unbestimme X, durch Y, ersetzt. Wir erhalten so
k[xo,...,xN]/(I+J) = (k[xo,...,xN]/I ® K k[yo,...,yN]/J) / (xo-yo,...,XN-yN)
=R/ ®k R/J)/(XO—yO,...,XN—yN)
d.h.
XAY=XxY) A
Dabei betrachten wir (XxY)’ als abgeschlossenes Teilschema von
2N+1 .
P = Proj k[xo,...,XN,yO,...,yN]
welches durch das durch I und J erzeugte homogene Ideal gegegen ist. Mit anderen
Worten (XxY)’ ist das projektive Teilschema mit dem affinen Kegel CXXCY.
Mit
A = V(XO—yO,...,XN—yN)
bezeichnen wir die Diagonale des Projektiven Raums IP’I%N-H mit dem definierenden
Ideal
(xo—yo,...,XN—yN)
Wir wenden den Satz von der Dimension der Faser auf die naturliche Projektion
CXXCY — CX’ x,y) —x

% Genauer: rechts steht ein abgeschlossenes Teilschema des projektiven Raums, dessen
zugrundeliegender topologischer Raum gerade X( )Y ist. Man kann die Identitit als Definition (fir

Teilschemate eines gegebenen projektiven Raums) ansehen.
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(genauer, auf die analogen Abbildungen, die man erhalt, wenn man die Mengen X und
Y durch deren irreduzible Komponenten ersetzt), und erhalten

dim CXXCY =dim CX + dim CY =dimX+dimY +2,
also

dim (XxY)’ =dim X +dim Y + 1
Weil A der Durchschnitt von N+1 Hyperflachen ist, erhalten wir fur jede Komponent C
von X[ Y die Abschitzung

dimC=dimX+dimY+1-N-1.
QED.

3.15 Bemerkungen zur Schnitt-Theorie

3.15.1 Der Grad eines projektiven Schemas
Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und X eine abgeschlossene Teilmenge

des ]P’llzI . Dann kann man eine Hyperebene H wihlen, die keine der Komponenten von

X enthilt,” also X eigentlich schneidet. Durch Wiederholen dieser Konstruktion findet
man
d:=dim X

Hyperebenen H ..,Hn derart, daf3

dim X (VH .. M Hy=0

ist, d.h. der Durchschnitt besteht aus endlich vielen Punkten. Man kann zeigen, die
Anzahl der Punkte aus diesem Durchschnitts ist nach oben beschrankt und fur fast alle
solcher Hyperebenen-n-Tupel gleich. Man nennt diese Anzahl Grad von X und
bezeichnet sie mit

deg X :=max {# X[ (LILC Pllj linearer Unterraum mit dim X( )L =0 }

1

Indem man die Punkte aus X[ L mit geeigneter Weise mehrfach zéihlt (zum Beispiel,

wenn L aus Tangenten in diesem Punkt besteht), kann man sogar erreichen, daf die
Anhzahl der Punkte fur jedes L mit codim L = d dieselbe ist.

3.15.2 Der ebene Fall

Sei F € k[x ] homogen vom Grad d und

012
X :=D(F) C IP’I%
Weiter sei H eine Hyperfliche, welche X eigentlich schneidet. Durch eine geeignete

Wahl der Koordinaten erreicht man,
H= D(xo).

Weil der Schnitt eigentlich ist, ist X, kein Teiler von F. Insbesondere ist F(0,x

0 12
homogen vom Grad d. Der Durchschnitt X () H ist auf der projektiven Geraden H

durch die Gleichung
F(O,xl,xz) =0

% Man wihle auf jeder Komponente einen Punkt mit Koordinaten aus k und zu diesen endlich vielen
Punkten eine Hyperebene, die keinen dieser Punkte enthilt.
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gegeben. Als homogenes Polynom in zwei Unbestimmten ist aber F(0,x
Gestalt™

1’X2) von der

F(0 - box) | bx) T

( X Xy) = c(alxl- 1)(2) (arxl- 1rxz)

wobei wir annehmen konnen, daB keine zwei der Paare (ai’bi) proportional sind, d.h.
keine zwei der Punkte Punkte [ai’bi] sind gleich. Zahlt man [ai’bi] mit der Vielfachheit

n, so erhalt man als Anzahl der Schnittpunkte von X und H gerade

r
El n, = deg F =d.
Fur die Hilbert-Reihe H = HX = Hk[xo’xl’xz] IF des Schemas X = V(F) = Proj k[x0

’XI’XZ]/(F) gilt auf Grund der exakten Sequenz

0— k[XO’Xl’XZ] — k[XO’Xl’XZ] — k[XO’Xl’XZ]/(F) — 0
d
0 = T H - H + H )
k[XO’Xl’XZ] k[XO’Xl’XZ] k[XO’Xl’XZ]/F
d.h. es ist
d
H = (1-T)-H
k[XO’Xl’XZ
= (1-T%/(1-T)3
_ 1+T+..+T9"!
(1-T)2
1 N+n-1

= (14T+..+The 3 ¢ Wy )T mitN=2
i=0

also

n-d+1

H(n) =(nJ1’1)+(111)+(n11)+...+( ) (dSummanden)

=den + const.
Der Grad von X ist also gerade der hochts Koeffizient des Hilbert-Polynoms.
Allgemein kann man zeigen

n) = dedL,X « n! + Glieder kleineren Grades

H, (n)

fur beliebige reduzierte projektive Schemata der Dimension Dimension d. Diese Identitét
gestattet eine Definition des Grades fur nicht notwendig reduzierte projektive Schemate
uber einem nicht notwendig allgebraisch abgeschlossenen Korper k.

3.14.3 Die Schnitt-Vielfachheit projektiver Teilschemata und der Satz
von Bezout
Seien X und Y abgeschlossene Teilschemata des projektiven Raums ]P’II:I uber einem

Korper k. Wir nehmen an, dal sich X und Y eigentlich schneiden und komplementare
Dimensionen besitzen, d.h. es gelte

7 Man betrachte das Polynom F(O,l,xz/xl) bzw. F(O’XI/XZ’D und nutze die Tatsache, daf jedes

Polynom in einer Unbestimmten itber einem algebraisch abgeschlossenen Korper in Linearfaktoren
zerfallt.
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dimX[()Y=0.
Fur jeden Punkt p von X[ )Y kann man dann eine naturliche Zahl
i(p, X, Y)
definieren mit der Eigenschaft, da der Satz von Bezout gilt:
deg X +deg Y =Y i(p, X, Y)+deg C
p
wobei die Summe rechts iiber alle Punkte von X[ )Y erstreckt wird.

Bemerkungen

Der ebene Fall (N = 2) wurde bereits von Newton und Bezout behandelt. Die Definition
der Schnitt-Multiplizitait im allgemeinen Fall ist erst in der Mitte des vergangenen
Jahrhunderts gelungen. Man braucht dazu Methoden der homologischen Algebra, die
erst dann zur Verfugung standen.

Den ersten Existenzbeweis fur diese Zahl durch A. Weil findet man in der Monographie

Weil, A.: Foundations of algebraic geometry, Amer. Math. Soc., Coll. Publ. 29,
Providence 1962.

Die erste kompakte Formel fur diese Zahl findet man in

Serre, J.-P.: Algebre locale - Multiplicités, Lecture Notes in Math. 11 (1965),
Springer Verlag.

Das Standard-Lehrbuch zur Schnitt-Theorie von Schemata ist das Buch von
Fulton, W.: Intersection theory, Springer, Berlin 1984

Wir beschrianken uns hier auf die Beschreibung des von Newton und Bezout
behandelten ebenen Falls.

3.14.4 Der ebene Fall

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und F,G € k[x,y,z] homogene
Polynome der Grade d bzw. e und

X :=D(F)

Y :=D(G)
die zugehorigen Kurven in der projektiven Ebene IP’12(. Wir nehmen an, die beiden

Kurven schneiden sich eigentlich (d.h. sie haben keine gemeinsamen Komponenten,
d.h. F und G sind teilerfremd). Dann ist die Menge

XNY

endlich. O.B.d.A. sei
e=<d.

O.B.d.A. enthalte die Hyperebene V(x) keinen der Punkte von X[ Y, d.h.
XN YCP,-H=Af

Wenn wir x = 1 setzen, konnen wir y und z als Koordinaten im Ak ansehen. Durch eine
Drehung des y-z-Koordinatensystems konnen wir noch erreichen, dafl dafl die z-
Koordinaten der verschiedenen Punkte von X[ )Y verschieden sind.

Wir schreiben
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F(x, y,z) = Fo(x,y)-zd+F1(x,y)-zd‘1+...+F L)
G(x, y,2) = Go(x,y)-ze+G1(x,y)-ze'1+...+Ge(x,y)

mit homogenen Polynomen Fi und Gj in x und y der Grade i und j

Betrachten wir das Polynom

dp d1 0
(FOZ FIZ Fdz 0 O\

0 FOZ .. Fd-lz FdZ .0

D(Xay’z):det cee e e

A4l GcAe o ..o

0 1 e
0 G4 .G detlg e o
0 e-1 e

\ . /

Jeder Eintrag der Matrix ist ein homogenes Polynom des Grades d. Deshalb ist D(x,y,z)

homogen vom Grade d(d+e) = d2+de. Entwickelt man die Determinante d-mal nach der
2

ersten Spalte, so sieht man, D(x,y,z) ist durch zd-...-zd = zd

ist ein Polynom in x und y:

teilbar, und der Quotient

2
D(x,y,z) = E(x,y)-zd , E(x,y) homogen vom Grad de.

Damit ist

ResZ(F,G) = E(x,y) =det

homogen vom Grad de. Dies ist aber gerade die Resultante von F und G bezuglich z,
d.h. dieses Polynom ist genau gleich Null in einem Punkt (x,y) = (a,b), wenn

F(a,b,z) und G(a,b,z)
eine gemeinsame Nullstelle besitzen.

Weil die Hyperebene H = V(x) keine gemeinsame Nullstelle von F und G enthalt, ist
E(0,y) nicht identisch 0, d.h. E(x,y) ist nicht durch x teilbar. Insbesonder ist

E(1,y) ein Polynom des Grades de in y.

Fur x = 1, d.h. in den Punkten von
Pf-H=AL
bekommen aber die Gleichungen von X und Y die Gestalt
X: f(y,z) :=F(Ly,z) =0
Y: gy,2) := G(l,y,2) = 0
Aus den obigen Entwicklungen von F und G nach den Potenzen von z erhalten wir
Entwicklungen
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f(y, z) = fO(y)-zd+f1(y)-zd'1+...+f L)

8(y2) = g )7+ (7= 4 g (1)
mit
f.(y) =F.(Ly) und gj(y) = Fj(l,y)
Es folgt
[lo Ty tg 00y
0f

P PR S

ResZ(f,g) = E(l,y) =det

ist ein Polynom des Grades de, hat also de Nullstellen, wenn man diese mit ihren
Vielfachheiten zahlt. Nun ist aber y = ¢ € k genau dann eine Nullstelle der Resultante,

wenn es ein z = d € k gilbt mit f(c,d) = g(c,d) = 0. Mit anderen Worten, die Nullstellen
der Resultante entsprechen gerade den Punkten von X (1) Y. Die Anzahl der Punkte von

X ()Y ist somit gleich dee (wenn man diese mit ihren Vielfachheiten zéhlt).

3.15.5 Lineare und rationale Aquivalenz

Seien X und Y abgeschlossene Teilschemata des projektiven Raums Pllj uber einem

Korper k, die sich eigentlich schneiden und komplementiare Dimension besitzen. Dann
ist die Zahl

(XeY) := Yi(p, X, Y)+deg C,
p
wobei iiber die Punkte des Durchschnitts X()Y summiert wird, wohldefiniert und hei3t
Schnitt-Zahl oder Schnitt-Index oder Schnitt-Multiplizitat von X und Y.

Nach dem Satz von Bezout hiangt diese Zahl nur von den Graden von X und Y ab. Es
liegt deshalb nahe, Aquivalenzklassen von Teilschemata des projektiven Raums zu
betrachten, die so beschaffen sind, dal die Schnitt-Zahl nur von den Aquivalenz-
Klassen statt von deren Reprasentanten abhangt.

Genau dies ist Gegenstand der Schnitt-Theorie algebraischer Schemata. Statt
Teilschemata betrachtet man formale ganzzahlige Linearkombinationen
nX,+..+nX ,n.€Z,
1I''1 rr’ i
von reduzierten und irreduziblen Teilschemata Xi von vorgegebener Kodimension ¢ und

nennt diese c-Zyklen. Man kann solche Linearkombinationen als eine vergroberte
Variante der Primérzerlegung eines equidimensionalen Schemas ansehen und setzt die
Definition der Schnitt-Zahl linear fort,

r S r or
(¥nX.» Ym.Y.):= Y+ ¥Ynm. (X.-Y.)
T B
und geht dann zu den Aquivalenzklassen uiber. Die Aquivalenz-Klassen wéhlt man so,

dal gilt:
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1.  Die Schnitt-Zahl hangt nur von den Aquivalenz-Klassen der Zyklen ab.
2. Je zwei Zyklen lassen sich aquivalent so abandern, dal} sich jedes Xi mit jedem Yj

eigentliche scheidet (die Schnitt-Zahl also wohldefiniert ist).

Man erreicht so, dafl die Schnitt-Zahl fur je zwei beliebige Klassen definiert ist. Man
kann die Definition der Schnitt-Zahl auBerdem noch auf den Fall erweitern, da3 man auf
die Forderung der komplementaren Dimension verzichtet. Das Schnitt-Produkt von
zwei Zyklen der Kodimensionen a und b ist dann ein Zyklus der Kodimension der
Kodimension a+b, dessen Aquivalenzklasse nur von den Aquivalenzklassen der beiden
Faktoren abhéngt. Bezeichne

Ch?
die abelsche Gruppe der Aquivalenzklassen der Kodimension a (fur a = 0 erhalt man Z)
Das Schnitt-Produkt definiert dann Abbildungen

Ch? x Ch® —s chatb
Die direkte Summe

RN n
Ch = @n=0 Ch

bekommt so die Struktur eines graduierten Rings, welcher Chow-Ring des IP’llj heift.

Die Konstruktionen funktionieren auch, wenn man den projektiven Raum durch eine
beliebiges eigentliches reduziertes und irreduzibles Schema uiber einem Korper ersetzt,
daB keine singularen Punkte besitzt.

Die zu definierende Aquivalenz-Relation heiOt im Fall der Kodimension 1 lineare
Aquivalenz und im allgemeinen Fall rationale Aquivalenz.

Ein Zylus der Kodimension 1 (im Z := IP’IIZI eigentlichen, reduzierten ,
irreduziblen und simgularitatenfreien Schema Z, auf welchem das Schnitt-Produkt
eingefuhrt werden soll) heifit auch Divisor, genauer Weil-Divisor. Zwei Divisoren
heiflen linear aquivalent, wenn ihre Differenz der Nullstellen-Polstellen-Divisore einer
rationalen Funktion auf Z ist.

Zur Definition des letzteren beachten wir, da$} eine rationale Funktion

fek®)
5
t
singularitatenfrei ist, konnen wir s und t so wiahlen, dafl der groflite gemeinsame Teiler
gleich 1 ist. Der Nullstellen-Divisoer f ist dann lokal durch die Gleichung s = 0 und der
Polstellen-Divisor durch die Gleichung t = 0 gegeben. Durch diese Gleichungen sind
Hyperflachen auf Z gegeben, d.h. Teilmengen der Kodimension 1. Zur Definition des
Nullstellen-Polstellen-Divisors fuhren wir fur jeden irreduzible abgeschlossene
Teilmenge

lokal von der Gestalt f = — ist mit lokal definierten regularen Funktionen s, t. Weil Z

w(CZ
der Kodimension 1 eine Abbildung

VW' kK(Z) — Z | {0},

ein, die jeder rationalen Funktion f € k(Z) - {0} die naturliche Zahl n zuordnet,

Vw(f) =n,
wenn f eine n-fache Nullstelle entlang W besitzt, fur welche
Vw(f) =-n

gilt, wenn f einen n-fachen Pol entlang W besitzt, und fur welche
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vy =0

gilt, wenn es auf W einen Punkt gibt, in welchem f regular ist und keine Nullstelle
besitzt. Aulerdem setzen wir

VW(O) = 00.

Beispiel 1
SeiZ = IP’li. Dann gilt k(Z) = k(All() = k(T) mit einer Unbestimmten T. Weiter sei pEZ
ein Punkt mit der Koordinate a € k.
Fur jede rationale Funktion f € k(T) setzen wir
Vp(f) =n(E2),

wenn in der Primfaktorszerlegung von f das Polynom T - a mit der n-ten Potenz
vorkommt, und

VoM =0,

wenn in der Primfaktorzerlegung von f(1/T) das Polynom T mit der n-ten Potenz
vorkommt (d.h. Voo(f) = - deg(f)).

Beispiel 2

Sei Z = Pllj. Dann gilt k(Z) = k(AE) = k(Tl""’TN) mit Unbestimmten T _,...,T

1 N°

Weiter seien ¢ € k[Tl,...,T ] ein irreduzibles Polynom und

N N N
p:= cpk[Tl,...,TN] € Spec k[Tl"“’TN] = Ay C Py
das von ¢ erzeugte Primideal und
W= Wp)
die AbschlieBung der irreduziblen Menge V(p) & AE im projektiven Raum. Fur jede

rationale Funktion f € k(Tl""’TN) setzen wir

Vw(f) = Vp(f) =n€Z,
wenn in der Primfaktorzerlegung von f das Polynom ¢ mit der Potenz n vorkommt.

Allgemeiner Fall
Im allgemeine Fall betrachtet man den generischen Punkt & von W und den lokalen Ring

U7

von Z im Punkt §. Weil W die Kodimension 1 hat, ist dies ein lokaler Ring der
Dimension 1. Auf Grund der Singularitatenfreiheit von Z kann man zeigen, daf das
maximale Ideal dieses Rings ein Hauptideal ist, sagen wir

Mz5= 28
und damit insbesondere ein ZPE-Ring.
Fur jede rationale Funktion
fek®) = Q(OZ,E)
setzen wir
v =n,

wenn in der Primfaktorzerlegung von f das Element & in der n-ten Potenz vorkommt.

AuBerdem setzen wir
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div(f) := 3 vy, ()W,
&'w

wobei rechts uber alle irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen W von Z summiert
wird. Weil in der Primfaktorzerlegung von f nur endlich viele Faktoren vorkommen, ist
diese Summe endlich, d.h. rechts steht ein Divisor, der Nullstellen-Polstellen-Divisor
der rationalen Funktion f. Zwei Divisoren heiflen linear dquivalent, wenn ihre Differnz
ein Divisor der Gestalt div(f) ist.

Diese Definition lat sich auf den Fall beliebiger Z (die Singularititen haben konnen)
verallgemeinern, indem man anstelle der Funktionen Vw alle diskreten Bewertungen

des Rangs 1 von k(Z) betrachtet, die trivial auf k sind.

Zwei Zyklen der Kodimension ¢ heiflen rational dquivalent, wenn es endlich viele
irreduzible abgeschlossene Teilmengen
Wl’ ces Wr cCz
der Kodimension c-1 gibt und rationale Funktionen
f1 € k(Wl)’ s fr € k(Wr)
derart, daf} die Differenz der beiden Zyklen die Gestalt
diV(fl) + ..+ diV(fr)

besizt.

3.16 Singularitaten

3.17 Koharente Garben

Vektorraumbiindel und lokal freie Garben
In der Theorie der komplexen Mannigfaltigkeiten ist ein (komplexes) Vektorraumbiindel

eine holomorphe Abbildung
.Y —X
von komplexen Mannigfaltigkeiten, die lokal von der Gestalt
C"™U — U, (v,u) pu,

ist, wobei U eine geeignete offene Uberdeckung von X durchlaufen soll. Ein

Beispiel fur ein solches Vektorraumbiindel ist das Tangentialbiindel, dessen Fasern
1
TxX =1 (x)
gerade die Tangentialraume an die Manngfaltigkeit X sind.

Die holomorphen Schnitte des Vektorraumbiindels f uber den oben erwéhnten

Mengen U kann man identifizieren mit den n-Tupeln von holomorphen auf U

definierten Funktionen. Die Garbe Ff der holomorphen Schnitte von f hat also die

Eigenschaft, daB es fiir jeden Punkt von X eine offene Umgebung U C X gibt mit
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__ ah
Tl =0y

Mit anderen Worten, die Garbe I ist lokal isomorph zu einer direkten Summe von n

f

Exemplaren der Strukturgarbe OX der holomorphen Funktionen auf X. Solche

Garben heilen lokal frei vom Rang n. Man kann zeigen, daf} jede lokal freie Garbe
des Rangs n von einem holomorphen Vektorraumbundel des Rangs n auf X kommt
und dal zwei solche Garben genau dann isomorph sind, wenn es die
zugrundeliegenden Vektorraumbuindel sind. Man kann deshalb die Kategorie der
holomorphen Vektorraumbuindel mit der Kategorie der lokal freien Garben auf X
identifizieren.

(v) Morphismen von Vektorraumbiindeln. Seien

ffY—>XundgZ—X

zwel holomorphe Vektorraumbiindel auf der komplexen Mannigfaltigkeit. Ein
Morphism dieser Vektorraumbiindel ist eine holomorphe Abbildung
oY —7Z,

fur welche das Diagramm

y & 7z

N\ug

X

AuBerdem fordert man, dal} fur jedes x € X die induzierte Abbildung
fl -1
¢ 00— g

linear sind. Man beachte die Fasern f~ 1(x) und g'l(x) uber x sind fur jeden Punkt

komplexe Vektorraume. Man kann sich deshalb Morphismen von Vektorraumbiindel

als Familien von linearen Abbildungen Py vorstellen, die in holomorpher Weise vom

Punkt x&€X abhéngen.

Die holomorphen Vektorraumbiindel uber X bilden zusammen mit diesen
Morphismen eine Kategorie. Diese Kategorie besitzt im allgemeine weder Kerne

noch Kokerne. Das hdngt damit zusammen das die Dimension der linearen Raume

Ker(cpx) bzw. Koker(cpx) im allgemeinen nicht konstant ist.

(vi) Analog sind die Kerne und Kokerne von Morphismen lokal freier Garben im

allgemeinen keine lokal freie Garben. Die Kategorie der koharenten Garben auf der
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komplexen Mannigfaltigkeit X ist die kleinste Kategorie, welche alle lokal freien
Garben (endlichen Rangs) enthélt und Kerne und Kokerne besitzt. Diese Kategorie

ist eine abelsche Kategorie.

Anhang

In diesem Anhang fassen beschreiben wir einige Ergebnisse, die wir im Haupttext
verwenden.

Kommutative Algebra

Alle Ringe in diesem Abschnitt sind, falls nicht ausdricklich anders erwahnt,
kommutativ und besitzen ein Einselement. Alle Ring-Homomorphismen bilden 1-
Elemente in 1-Elemente ab.

Vorbereitungen (frei nach Matsumura)

Ideale, die nicht in einer Vereinigung von Primidealen liegen
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und I, pl,..., pr Ideale von A. Wir nehmen an,

alle p; mit eventueller Ausnahme von zweien sind Primideale.

Wenn dann I in keinem p; liegt, so liegt I auch nicht in der Vereinigung der p;-
Beweis. Wir konnen alle p; weglassen, die in einem anderen P; enthalten sind, also
annehmen, daf} zwischen den pi keine Inklusionen bestehen.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach r.

Der Fall r = 2. Angenommen es gilt
1Cp, Up, (1)

Wir fixieren Elemente

xEI—pzundyEI—pl.
Wegen (1) gilt dann x € Py alsox +y & Py Also liegen die Elemente y und x+y beide
in Py liegen. Dann liegt aber x in Py im Widersprucht zur Wahl von x.
Der Fall r > 2. Wir konnen annehmen, P, ist ein Primideal. Auf Grund der Annahmen
gilt dann

Ipeep, & P,
Wir fixieren ein Element
X E Iplo...-pr_1 P,

Sei

S:=1- (pIU"'Upr—q)'
Nach Induktionsvoraussetzung ist S nicht leer. Angenommen, es gilt

1Cp,U - Up,
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Dann liegt S ganz in P Farse Sgilts+x € S. Weil S ganz in P, liegen damit s und
S+X in P d.h. auch x muB} in P, liegen, im Widerspruch zur Wahl von x.
QED.

Bemerkung
Enthalt A einen unendlichen Korper, so ist die Annahme, daf3 p3 yeues pr Primideale
sind, Uberflussig: denn alle Ideale von A sind dann Vektorrdaume, und I kann nicht

Vereinigung der endliche vielen echten Unterrdume Iﬂpi sein.

Chinesischer Restesatz
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und Il’ s Ir C_ A Ideale mit
Ii+Ij =Afuri # j.
Dann gilt
Ilﬂ...ﬂlr= Il-...-I (D

r
Der naturliche Homomorphismus
A—)A/I1 X ... XA/Ir,a|-> (amod I
ist surjektiv und hat das Ideal (1) als Kern.
Beweis: Fur r = 1 ist die Aussage trivial. Wir konnen deshalb annehmen, es gilt
r>1.

P a mod Ir)’ )

Sei m maximales Ideal mit
Ii C m.

Nach Voraussetzung liegt dann kein Ij mit j #1 ganz in m. Es gibt deshalb ein

yEIi:_ I1 _Ij’
]# 1
welches nicht in m liegt, d.h.
Ii + I’i
liegt nicht in m. Das ist richtig fur jedes maximale Ideal. Das bedeutet, die obige Summe
liegt in keinem maximalen Ideal, ist also gleich A. Damit kann mit 1 € A in der Gestalt
I=x.+x.
i i
schreiben, wobei der erste Summen im i-ten Ideal Ii liegt und der zweite in allen

ubrigen. Das Bild von X’i bei der Abbildung (2) ist deshalb ein r-Tupel, dessen i-te

Koordinate 1 und dessen uibrige Koordinaten O sind. Folglich ist das Bild von

a x  +...+ax’
171 rr

bei (2) ein r-Tupel, dessen i-te Koordinate gleich ai mod Ii ist(furi= 1, ..., r). Wir

haben gezeigt, (2) ist surjektiv. Der Kern von (2) ist trivialerweise der Durchschnitt auf
der linken Seite von (1).
Sei jetzt a aus diesem Durchschnitt. Wir schreiben

a=ax + ax’i.

Der zweite Summand rechts liegt dann im Produkt auf der rechten Seite von (1). Fur
den ersten Summand gilt immerhin

ax. € (1,N .. N DL S @N.NL AL NN

1+1
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Nach Induktionvoraussetzung ist der erste Faktor rechts gleich dem Produkt der
entsprechenden Ideale. Damit liegt aber auch der ersten Summand ax, in der rechten

Seite von (1). Wir haben gezeigt, die linke Seite von (1) liegt in der rechten. Die
umgekehrte Inklusion besteht trivialerweise.
QED.

Das Radikal eines Ideals und das Nil-Radikal
Proposition
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und S C A ein multiplikative abgeschlossene

Teilmenge’', welche das 0-Element nicht enthélt. Dann gibt es ein Primideal p von A
mit

Sp=9.
Beweis.Sei M die Menge aller Ideale I von A mit I(|S = &. Diese Menge ist nicht
leer, denn sie enthalt das Null-Ideal. Nach dem Zornschen Lemma enthélt die Menge ein
maximales Element p. Zeigen wir, p ist ein Primideal. Dazu fixieren wir Elemente
XEA-pundy €A -p.

Dann sind die Ideale p + XA und p + yA echt groler als p. Auf Grund der Maximalitat
von p haben diese Ideale gemeinsame Elemente mit S, sagen wir

s€Sunds=axmodp fureina€ A
und

tE Sundt=by modp fureinb € A.
Es folgt

st = abxy mod p und st € S.

Weil S disjunkt ist zu p, folgt xy € A - p. Wir haben gezeigt, p ist ein Primideal.
QED.
Folgerung
(i) Die Menge der nilpotenten Elemente von A,
nil(A) = {a € A | a! = 0 fur eine natiirliche Zahl n}

ist gleich dem Durchschnitt aller Primideale von A und heif3t Nil-Radikal von A.

(i1)) Das Radikal eines Ideals I von A,
\ﬁ = {a € Al a" €1 fur eine naturliche Zahl}

ist gleich dem Durchschnitt allser Primideale von A, die I enthalten.
Beweis.
Zu (1) Trivialerweise liegt nil(A) in jedem Primideal von A. Sei jetzt s € A - nil(A).

Dann bilden die Potenzen von s eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S C A,

welche das Nullelement nicht enthélt. Auf Grund der Proposition existiert ein Primideal
p von A mit

Sp=9.
Das Element s liegt also nicht in p und damit nicht im Durchschnitt aller Primideale.

Zu (i1). Die Behauptung folgt aus (i), weil VI gerade das vollstandige Urbild des Nil-
Radikals bei der natuirlichen Abbildung

A— A/l
ist.
QED.

" d.h. mit a, b € S gilt auch ab € S.
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Das Jacobson-Radikal und das Lemma von Nakayama

Das Jacobson-Radikal

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Der Durchschnitt aller maximalen Ideale von A wird
mit
rad(A)
bezeichnet und heifit Jacobson-Radikal.
Bemerkungen

(i)  Jedes Element der Gestalt 1+x mit x&rad(A) ist eine Einheit von A (weil es in
keinem maximalen Ideal liegt).

(i) IstI ein Ideal mit der Eigenschaft, dal 1+x fur jedes xEI eine Einheit ist, so gilt

I C rad(A).
Beweis von (ii). Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann gibt es ein maximales
Ideal m von A und ein Element

x&el-m.

Das Element x reprasentiert dann eine Einheit von A/m, d.h. es gibteiny € A und z €
m mit
l=xy+z,y€EA, zEM.
Wegen -xy € I und unserer Annahme iber das Ideal I, ist dann
l-xy=z
eine Einheit von A im Widerspruch zu z € m.
QED.

Das Lemma von Nakayama

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein endlich erzeugter A-Modul und I C A ein

Ideal. Wir nehmen an, es gilt
IM =M.
Dann gilt

(1+x)sM =0 fureinx € L.

Im Fall I C rad(A) gilt sogar
M =0.
Beweis. Wir wihlen endliche viele Erzeuger von M und schreiben

M=Am, +..+Am .
1 r

Den Beweis fuhren wir durch Induktion nach r. Im Fall r = O ist nichts zu beweisen. Sei
also r > 0. Wir setzen

M’ = M/Amr.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein X € I mit
(1+x)*M’ =0,
d.h. mit
(1+x)M C Amr

(im Fall r = 1 konnen wir x = 0 setzen). Wegen M = IM erhalten wir
(1+x)M = 1(1+x)M C Imr

Es gibt also ein y € I mit (1+x)mr =ym. Damit gilt

(1+x-y)(1+x)M C (1+x—y)Amr =A+0=0.
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AuBlerdem ist
(1+x-y)(1+x) = 1 mod L.
Wir haben damit den ersten Teil der Behauptung bewiesen. Der zweite Teil folgt aus
dem ersten, weil 14+x im Fall x €1 C rad(A) eine Einheit ist.
QED.

Allgemeines Lemma von Nakayama
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul, N, N> C M Teilmoduln und I

C A ein Ideal. Es gilt
M =N +IN’.
Wir nehmen auBlerdem an, daf} eine der beiden folgenden Bedingungen erfullt ist.
(a) I ist nilpotent.
(b) I C rad(A) und M ist endlich erzeugt.
Dann gilt
M =N.
Beweis. Nach Voraussetzung ist
M/N = I+(M/N).
Im Fall (a) erhalten wir

M/N = I"«(M/N) = 0 fur hinreichend grof3es n,
also M = N.

Im Fall (b) ist (N’+N)/N endlich erzeugt und
I+«(N’+N)/N = (IN” + N)/N = M/N O (N’+N)/N
also
I[«(N’+N)/N = (N’+N)/N.

Nach dem Lemma von Nakayama gilt
(N’+N)/N =0,

d.h. IN° C N’ C N und damit

M=N+IN" =N.
QED.

Filtrationen und Topologien

Definitionen
Seien A ein kommutiver Ring mit 1, I ein Ideal von A und M ein A-Modul. Eine
Filtration von M ist eine absteigende Folge

M=M,DM DM,D.. (1)

von Teilmoduln von M. Die Filtration heif3t I-zulassig, wenn IMi C Mi+
Sie heil3t I-adisch, wenn IMi = Mi+

1 fur alle i gilt.

fur alle 1 gilt. Sie heiBit im wesentlichen I-adisch,

1
wenn sie [-zuléssig ist und es ein I gibt mit IMi = Mi+1 furi= Iy
Bemerkungen
(1)  Jede Filtration (1) definiert eine Topologie auf M, fur welche die Mengen

x+Mi

eine Umgebungsbasis des Punktes x € M bilden. Die durch die [-adische
Filtration definierte Topologie heif3t I-adische Topologie von M.

(i)  Eine im wesentlichen I-adische Filtration (1) definiert die I-adische Topolgie von
M, denn es gilt
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M C M, C oM.

Kriterium fiir im wesentlichen I-adische Topologien

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, I & A ein Ideal und M ein A-Modul mit einer

Filtration (1). Wir nehmen an, die folgenden Bedingungen sind erfullt.
1. Die Filtration ist I-zulassig.

2. Die Filtrationsmoduln Mi sind endlich erzeugt uiber A.
Seien X eine Unbestimmte, A’ der graduierte Teilring
o)
A= IXD
i=0

des Polynomrings A[X] und

2 n
M’ = E() MnX
die direkte Summe der Filtrationsmoduln. Mit der offensichtlichen Multiplikation ist
dann M’ ein graduierter A-Modul. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
) Die Filtration der Mi ist im wesentlichen I-adisch.

(i1) M’ ist ein endlich erzeugter A’-Modul.
Beweis. A’ ist ein graduierter Teilring von A[X] und M’ ist eine Untergruppe von

M® AA[X] mit A’M’ C M. Deshalb ist M’ ein graduierter A’-Modul.

(ii) = (). Sei
M =A §l+...+A Er
mit homogenen Elementen Egj der Grade dj. Fur die homogenen Elemente des Grades n

erhalten wir
I n-d; n-d;
M Xn — E I lX I.E. ,
n - i
wenn wir die negativen Potenzen von I als Null definieren. Fur n > max(dl,...,dr)

konnen wir rechts den Faktor IX ausklammern und erhalten

M xM=1x.M  x"!
n n-1

also

M =M _,

n n-1
Die Filtration ist somit im wesentlichen I-adisch.
(1) = (11). Sei Mn = IMn—l fur n > d. Dann gilt
M X" = oM dxd firr alle n > d.

Also wird M’ uiber A’ durch den A-Modul M dXd + ... +M 1X + MO erzeugt. Uber A

wird dieser Modul von endlich vielen Elementen erzeugt. Also ist M’ endlich erzeugt
uber A’.

QED.
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Lemma von Artin-Rees
Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1, 1 C A ein Ideal, M ein endlich

erzeugter A-Modul und N C M ein Teilmodul.
Dann gibt es eine natiirliche Zahl r mit

"™ N =I"T1™ M N) fur jedes n >r.

Mit anderen Worten, die I-adische Filtration von M induziert auf N eine im wesentlichen
I-adische Filtration.
Beweis. Trivialerweise gilt

"M N NDI'N,
d.h. die Filtration der Teilmoduln I"M (] N ist I-zulissig. Wir setzen

oo
A= 3 IXP
n=0
und

o0
N := 3 I"™™ M NxX™.
n=0
Dann ist N’ ein graduierter A’-Modul und ein Teilmodul von

o0
M = 3 I"™MX" = M-A’
n=0
Als A’-Modul wird M’ erzeugt von den Erzeugern von M tiber A. Es ist also ein endlich
erzeugter A’-Modul. Weil A noethersch ist, wird I von endlich vielen Elementen
erzeugt, sagen wir

I =Ao +..+A0 .
1 r

Dann gilt aber

A’ = A[alX,...,arX],

d.h. A’ ist als A-Algebra endlich erzeugt und damit ebenfalls noethersch. Folglich ist
der Teilmodul N’ von M’ ebenfalls endlich erzeugt. Nach dem Kriterium fur im

wesentlichen I-adische Filtrationen bilden die Teilmoduln ™ () N eine im

wesentlichen I-adische Filtration.
QED.

Durchschnittssatz von Krull

Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1, 1 C A ein Ideal und M ein endlich
erzeugter A-Modul. Wir setzen
— o m
N = mn:l I"M.
Dann gilt IN = N.
Beweis. Nach dem Lemma von Artin-Rees gibt es eine naturliche Zahl r mit
N=I"™MNON="T.I'MONCINCN

furn >r.
QED.

Folgerung 1
Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1,

I C rad(A)
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ein Ideal und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt

N2, ™M =0.
Mit anderen Worten, M ist separiert bezuglich der I-adischen Topologie.
Beweis. Dies folgt aus aud Durchschnittssatz von Krull und dem Lemma von

Nakayama.
QED.

Folgerung 2

Seien A ein noetherscher Integrititsbereich und I C A ein echtes Ideal. Dann gilt

00] n _
N2, 1" =o.

Beweis. Mit N := mﬁil I gilt nach dem Krullschen Durchschnittssatz IN = N. Nach

dem Lemma von Nakayama gibt ein Element x € I mit
(1+x)N = 0.
Well I ein echtes Ideal ist, ist das Element 1+x von Null verschieden. Weil A ein
Integritatsbereich ist, folgt
N =0.
QED.

Zariski-Topologie

Definitionen

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Die Menge aller Primideale von A heif3t (affines)
Spektrum von A und wird mit
Spec A

bezeichnet. Fiir jedes Teilmenge M C A heilt

VM) :={p € Spec AIM C p}
die durch M in Spec A definierte_algebraische Menge. Im Fall M = {ml,...,mn}

schreibt man auch
V(ml,...,mn) = V({ml,...,mn}).

Die nachfolgend angegebenen Eigenschaften der algebraischen Mengen, zeigen, diese
sind gerade die abgeschlossenen Mengen einer Topologie von Spec A. Diese Topologie
heift Zariski-Topologie von Spec A.

Eigenschaften algebraischer Mengen

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und
X :=Spec A.
Dann gelten die folgenden Aussagen.
i VvV)=»a.
(i)  V(0)=Spec A

(iii) V(Me+A) = V(M) fur jede Teilmenge M C A. Dabei bezeichne M+A das von M
erzeugte Ideal von A.
(iv) V(M) C V(M) fur Teilmengen M’, M” von A mit M* 2O M”.

v) VIOUVI?) = V('.T?) = V') fur Ideale I, I” von A.

~vi) N V(Ia) =V Ia) fur jede Familie von Idealen Ioc von A.
a
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(vi) V() = VWD fur jedes Ideal I von A. Dabei bezeichne /1 das Radikal von I,
Vi={a€E Ala" E1fureinn € N}.
Man beachte, \ﬁ ist wieder ein Ideal von A.
(viii) I C /7 fur Ideale I, J von A mit V(I) 2 V(J). Insbesondere gilt
VD =V(A) V=]
fur Ideale I, J von A.
(x) I= ﬂp v p fur jedes Ideal I von A.

Beweis. Zu (i) und (ii). 1 liegt in keinem Primideal und O in jedem.
Zu (iii). Sind ml,...,mr1 Elemente aus einem Primideal von A, so gilt dasselbe fur jede

Linearkombination der m m mit Koeffizienten aus A.

Py
Zu (iv). Ist p ein Primideal mit M” C p, so gilt auch M” C p.
Zu (v). Wegen

rerrCrrCrudl-rcrrcr
gilt nach (iv)

V(I-I”) 2 V(1) 2 V(I’) und V(I'+1”) 2 V(") 2 V(I7),
also
V(1) 2 V(I MI) 2 VI)Uva).
Sei jetzt p € V(I+I”). Es reicht zu zeigen, p € VI")UV(I”). Angenommen, p & V(I’).
Dann gibt es ein a €I’ - p. Nach Voraussetzung gilt
pII” Dal”.
Weil p ein Primideal ist, welches das Element a nicht enthalt, folgt I” C p, also p €

va).
Zu (vi). Jedes Pimideal p von A gilt

pPEN va,) <1 C p fur jedes o

> Ioc C p (weil p ein Ideal ist)
o
SPEVEI ).
o
Zu (vii). Mit I C /1 gilt V() 2D V@) (nach (iv)). Seien p € V(I) und a €41 . Dann gibt
es eine natiirliche Zahl n mit a € I C p. Weil p ein Primideal ist, folgt a € p. Wir
haben gezeigt, mit p € V(I) gilt Vi p,alsop € V(A /1). Zusammen erhalten wir

V(D) = VAD).
Zu (viii). Fura€ I und p € V() gilt p € V(I), also a €I € p. Es gilt also

Es reicht also zu zeigen, daf} (ix) gilt.
Zu (ix). Wir betrachten die natiirliche Abbildung

p:A-)K::A/I,aHa+I.

Es reicht zu zeigen, in A gilt
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\J0 =) Spec A,

denn durch Ubergang zu den vollstandigen Urbildern bei p ergibt sich daraus die

Behauptung. Mit anderen Worten, wir konnen annehmen,
I=0.

Fur jedes a € \0 gibt es ein n mit a” = 0. Damit liegt a” in jedem Primideal, also auch a.
Es gilt also

VO C M Spec A,
Sei jetzt a € () Spec A, d.h. a liege in jedem Primideal von A. Dann besitzt Aa keine

Primideale, ist also der Nullring, d.h. es gilt%:% in Aa' Das bedeutet, as1 - O0sa wird

von einer Potenz von a annulliert, d.h. a ist nilpotent in A, d.h. a € ‘\/6 Zusammen
ergibt sich

A0 =) Spec A,
d.h. es gilt die Behauptung.

QED.

Irreduzible algebraische Mengen

Ein topologischer Raum X heif3t reduzibel, wenn es zwei echte abgeschlossene
Teilmengen X, X von X gilt mit

X=X U X"
Andernfalls hei3t X irreduzibel.
Beispiel
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und I C& A ein Ideal. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent.
) V(D) ist irreduzibel (bezuiglich der Zariski-Topologie).

(i)  4/list ein Primideal.
Beweis. (i) = (). Sei V() = V(") U V(I”) (= V(I’+I"")). Dann gilt
IeI” CHl.
Weil /T prim ist, folgt, I' C AT oder I” C /I, also V(I") D V(I) oder V(I") 2D V(I). Da die
umgekehrten Inklusionen trivialerweise bestehen, folgt

V) =V@)oder V(I) =V({”),
d.h. V(I’) und V(I”’) konnen nicht beides echte Teilmengen sein: V(]) ist irreduzibel.

(1) = (i1). Angenommen, /I ist nicht prim. Es gibt dann Elemente f,g € A mit
feg EATund f & \Tund g & /I.

Wir setzen
I':= \ﬁ +fAund I” := \ﬁ + gA.

Dann sind V(I') und V(I”) echte Teilmengen von V(I), denn zum Beispiel aus V(I) =

V(") wiirde folgen, I' & \ﬁ, alsof € \ﬁ im Widerspruch zur Wahl von f. Es reicht zu
zeigen,

VD =v@) U v,
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denn dann ist V(I) reduzibel im Widerspruch zur Annahme. Die Inklusion “_O” besteht
nach Definition von I’ und I”. Sei p € V(I). Wegen fog C VIC p gilt dann f € p oder
gEp,alsol’ C p oder I” C p, also p € V(I) oder p € V(I”), also

peVI@) U V).

Zerlegung in irreduzible abgeschlossene Teilmengen im noetherschen
Fall

Sei A ein noetherscher kommutativer Ring mit 1. Dann ist jede abgeschlossene
Teilmengen X von Spec A Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen,

X=X, ..U X mit X, irreduzibel. (1)

Insbesondere ist die Anzahl der minimalen Primideale von A endlich.
Beweis. Angenommen, es gibt ein X = X, welches sich nicht in dieser Gestalt

1 b
schreiben lIat. Dann muf X reduzibel sein, sagen wir
X = X’ U X”

mit echten abgeschlossenen Teilmengen X’ und X von X. Diese Teilmengen konnen
nicht beide von der Gestalt (1) sein, denn dann wére X von dieser Gestalt. Es gibt also

eine echte abgeschlossene Teilmenge X2 von Xl’ die sich ebenfalls nicht in der Gestalt

(1) schreiben I4aBt. Indem wir so fortfahren, erhalten wir eine unendliche echt
absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen

X, D) X, ..
von Spec A. Wir gehen zu den Radikalen der die Xi definierenden Ideale uiber und

erhalten eine unendliche echt aufsteigende Kette von Idealen
I1 C 12 C ..

von A. Das ist aber unmoglich, weil A noethersch ist.
Wir haben damit insbesonder gezeigt, dal sich Spec A in der Gestalt

Spec A=V(p) U .. U V(p) 2)
schreiben a6t mit endlich vielen Primidealen p;- Jedes minimale Primideal p von A liegt

in Spec A , also in einem der V(pl), ey V(pn), sagen wir

pEVp.
Dann gilt p; C p, also - weil p minimal ist - p; = p- Jedes minimale p ist also gleich
einem der p;- Insbesondere ist die Anzahl der p endlich, da sie alle unter den P, auf der

rechten Seite von (2) vorkommen.

QED.

Bemerkungen

(i)  Jedes Primideal eines kommativen Rings mit 1 enthilt ein minimales Primideal:
denn fur jede durch Inklusion geordnete lineare Kette von Primidealen, ist der
Durchschnitt ein Primideal. Nach dem Zornschen Lemma enthilt deshalb die
Menge der Primideale, die ganz in einem gegeben Primideal liegen, ein minimales
Element.

(i) Insbesondere kann man in (2) jedes p; durch ein minimale Primideal ersetzen,

d.h. (2) gilt mit
{pl, ves pn} = Menge der minimalen Primideale von A.
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v)
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Nach dem Satz von Noether zur Primérzerlegung sich jedes Ideal I eines
noetherschen Rings A als Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen
schreiben, sagen wir,

I=qlﬂ...ﬂqn. (3)
Ein Ideal q = q, von A heif3t Primarideal, wenn fur je zwei Elemente f,g € A mit
feg€q
und der Eigenschaft, daf} keine Potenz von f in q liegt, stets gilt
gE€q.

Hort in (3) das Gleichheitszeichen auf zu gelten, sobald man eines der q weglaft,

so heillt (3) unverkiirzbare Primarzerlegung, und die q, heiflen
Primarkomponenten von 1.

Ein Beispiel ist die Zerlegung einer natirlichen Zahl n in ein Produkt von
paarweise teilerfremden Primzahlpotenzen, sagen wir,

n n

n= p1 1 -...-prr P paarweise verschiedene Primzahlen.

n.
MitA =7, 1 = nA und q, =P 1A gilt dann (3), und die q; sind Primérideale im
i

Ring der ganzen Zahlen.
Aus (3) ergibt sich
VD =Va@pU..UV@)=VepU..UVe) @
mit
P = \/ai'
Aus der Definition des Primérideals folgt, daf} die pi Primideale sind, d.h. (4) ist

die Zerlegung von V(I) in irreduzible Komponenten, Man kann deshalb (3) als
eine arithmetische Verfeinerung der Zerlegung in irreduzible Komponenten
ansehen.

Der Satz von Noether macht aulerdem eine Eindeutigkeitsaussage: fur jedes i, fur
welches p; ein minimales Primoberideal von I ist, ist q durch I eindeutig

bestimmt. Genauer, es ist

q, = IApi M A.
Die ubrigen q sind im allgemeinen nicht eindeutig festgelegt. Sie heiflen

eingebettete (Primér-)Komponenten von 1.

Auf diese Weise ist fur jede irreduzible Komponente V(qi) von V(I) in naturlicher
Weise eine Schema-Struktur Spec A/qi definiert (falls p; minimale Primoberideal

von [ ist). Sie Zerlegung (4) von V(I) in irreduzible Komponenten verfeinert sich
zu einer Zerlegung des Schemas Spec A/l in abgeschlossene Teilschemata
Spec A/qi.

Trager und Annullatoren

Definitionen
Seien A ein Ring und M ein A-Modul. Dann heif3t die Menge

SuppM) = SuppA(M) :={p &€ Spec Al Mp #0}
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Trager von M uber A.
Dabei bezeichne

~ — .
M =M®AAp_{S ImEeM,s e A-p}

den Quotientenmodul von M bezuglich des Primideal p.
Der Annullator von M in A ist definiert als das folgende Ideal von A.

Ann(M) =AnnA(M) ={a€AlaM=0}.

Beispiel
Seien A ein Ring und I C A ein Ideal von A. Dann gilt
I = Ann A (A/T).

V(D) =Supp (A,

Man beachte, fur jedes Primideal p von A gilt
(A = A /IA .
p P P

Eigenschaften

Satz 1

Seien A ein Ring und M ein A-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) M #= 0.

(11) Supp A(M) #= .

(i) Ann, (M) = A.

Beweis. Die Aquivalenz (i) <> (iii) und die Implikation (ii) = (i) bestehen

trivialerweise. Die Implikation (i) = (ii) ergibt sich aus Corollar 2 von Theorem 1 in

Kapitel II, §3.3 von N. Bourbaki, Algebre commutative. Dort wird gezeigt, daf} die
naturliche Abbildung

M— [I M

pESpecm A
injektiv ist. Ist M vom Nullmodul verschieden, so gibt es also mindestens ein
maximales Ideal p von A mit Mp #= 0.

QED.

Satz 2

Seien A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt
Supp A(M) = V(Ann A(M)).

Beweis. siehe Bourbaki, Algebre commutative, Kapitel 11, §4.4 Propositin 17.
QED.
Satz 3

Seien A ein Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und h: A — B ein Ring-
Homomorphismus. Weiter bezeichne

h: Spec B— Spec A,p » h'l(p),
die induzierte Abbildung auf den Spektren.

Dann gilt
Supp,(M® , B) = (h")(Supp, (V).
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Beweis. siehe Bourbaki, Algebre commutative, Kapitel 11, §4.4, Proposition 19.

QED.

Folgerung

Seien A ein Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und h: A — B ein Ring-
Homomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) M® AB =0.

(i)  Ann,(M)B=B.

Beweis. (i) = (ii). Sei M®B = 0. Nach Satz 1 gilt dann Supp(M®B) = I, also
(%) = Supp A(M) (nach Satz 3)

=V(Ann A(M)).

Da jedes echte Ideal ganz in einem maximalen Ideal lieft, kann Ann(M) kein echtes Ideal
sind. Es folgt Ann(M) = A. Dann gilt aber auch (i1).

(i1) = _(1). Nach Voraussetzung (i1) liegt das 1-Element in Ann(M)B, d.h. es gilt
l=a 1b1 + ...+ arbr mit aiEAnn(M) und biEB fur alle i.

Fur m € M und b € B erhalten wir dann in M®B:

r
m®b = m®(izlaibi)b
r
i§1m®aibib
r
Elmai®bib (weil das Tensorprodukt ibber A genommen wurde)

r
=3 O®bib (weil a, im Annullator von M liegt)
i=1
=0.
Da die Elemente der Gestalt m&®b den Modul M®B erzeugen, folgt M®B = 0.
QED.

Assoziierte Primideale

Definition

Seien A eine noetherscher Ring und M ein A-Modul. Ein Primideal p € Spec A ist ein

zu M7glssoziiertes Primideal, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfullt
sind.

72 Ist m ein Element wie in der ersten Bedingung, so hat die Abbildung

A— M, a P am,

den Kern Ann(m) = p, d.h. das Bild ist ein zu A/p isomorpher Teilmodul. Ist
umgekehrt N C M ein zu A/p isomorpher Teilmodul und

f: Alp— N

ein Isomorphismus, so hat das Bild m € M des 1-Elements von A/p bei f den
Annullator p.
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(i) Esgibtein m € M mit Ann(m) = p.
(i) M enthilt einen zu A/p isomorphen Teilmodul.

Die Menge der zu M assoziierten Primideale von A mit mit
Ass(M) = Ass A(M)

bezeichnet.

Maximale Annullatoren von Modul-Elementen

Seien A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann liegt jedes Ideal der Menge
{Ann(m)  m&EM - {0}} (1)

in einem maximalen Element dieser Menge. Jedes dieser maximalen Elemente liegt in

Ass(M)

Beweis. Die Aussage, daB jedes Ass(m) in einem Ass(m) liegt, das maximal in (1) ist,
gilt weil A noethersch ist.
Sei jetzt
p := Ass(m)
maximal in der Menge (1). Wir haben zu zeigen, daB} p ein Primideal ist. Seien a,b€EA
zweil Elemente mit
abE pund b & p.

Dann gilt

bm # 0 und abm = 0.
Damit ist Ann(bm) ein Element von (1), und trivialerweise gilt

Ann(bm) D Ann(m).
Weil der rechte Annullator maximal in (1) sein soll, folgt

a € Ann(bm) = Ann(m) = p.

Wir haben gezeigt, p ist ein Primideal.
QED.

Moduln ohne assoziierte Primideale

Seien A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

(1) Ass(M) = Q.
(i) M =0.
Beweis. (i) = (ii). Angenommen M # 0. Dann gibt ein Element m € M - {0}, und

Ass(m) ist ein Element der Menge (1), liegt also in einem maximalen Element dieser
Menge. Dieses ein assoziiertes Primideal von M. Dies steht im Widerspruch zur
Annahme (1).

(i1) = _(1). Angenommen Ass(M) ist nicht leer. Sei p ein solches Element. Dann gibt es

ein Element m € M mit
Ann(m) =p # A.
Das Element m € M kann nicht Null sein. Dies steht im Widerspruch zur Annahme M =

0.
QED.

Assoziierte Primideale und Nullteiler
Seien A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann ist

U Ass(M) ey
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gerade die Menge der Nullteiler fur M (d.h. die Menge der Elemente von A, die ein
Element von M - {0} annullieren.

Beweis. Sei a € A ein Element von (1). Dann liegt a in einem Primideal der Gestalt
p=Ann(m) mitm €M - {0}.
Insbesondere gilt am = 0, d.h. a annulliert ein von O verschiedenes Element von M.
Sei umgekehrt a € A ein Element, welches ein m € M - {0} anulliert, d.h.
a € Ann(m).

Nun liegt Ann(m) in einem maximalen Annullator eines Element von M. Ein solcher
Annullator p ist ein assoziiertes Primideal von M.

a € Ann(m) C p € Ass(M).

Damit liegt a in der Menge (1).
QED.

Assoziierte Primideale und Quotienten

Seien A ein noetherscher Ring, M ein A-Modul und S C A eine multiplikativ
abgeschlossene Teilmenge. Dann gilt

AssA(S'lM) - f(AssS_lA(S'lM)) = Ass, (M) " {p ESpec A IpS=D} (1)
Dabei sei f: Spec sia — A induziert durch die naturliche Abbildung A — sIA.

Beweis. Sei p aus der linken Menge von (1). Dann gibt es Elemente m € M und sES

mit
p :{aEAIa-?:O}
={a€AIZ+T=0}
' =f(q)
mit
q={beslal bet} = Anns_lA(%). )

. o c . c m
Ein Element von q ist ein Element der Gestalt 5 mit cEA, s’ES und e 0. Letzteres

bedeutet, dal cm € A von einem Element s” € S annulliert wird. Weil s” in S'lA eine
Einheit ist, folgt CS—S € p. Damit ist

-1
q=pS A
Insbesondere ist q in Primideal, d.h. p = f(q) liegt in der mittleren Menge von (1). Wir
haben gezeigt, die linke Menge von (1) liegt in der mittleren.
Sei jetzt p ein Element der mittleren Menge. Dann gilt

p=1(q)
mit einem Primideal q von S7LA der Gestalt (2). Lage p nicht in der rechten Menge von

(1), so gabe es ein s € S mit s € p. Dann wuirde aber SS—SE q gelten. Weil %eine
Einheit in S"1A ist, ware dann q = sIA. Dieser Widerspruch zeigt, dal die mittlere
Menge von (1) in der rechten liegt.

Sei jetzt p eine Element der linken Menge von (1). Dann gibt es ein m € M mit
p = Ann(m)
={a€Alam=0}

={a€Ala==0in s'Imy
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Man beachte, aus a-%= 0in S'IM folgt s’am = 0 in M fur ein Element s’E€S, also

s’a € Ann(m) = p.

Wegens’ € Sund p () S = D folgt s” & p, also a € p. Damit ist gezeigt, die rechte
Menge von (1) liegt in der linken.

Assozierte Primideale und der Trager eines Moduls
Seien A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann gilt:
(i  AssM) C Supp(M).

(ii) Die minimalen Elemente von Supp(M) liegen in Ass(M).
Insbesondere haben Ass(M) und Supp(M) dieselben minimalen Elemente.

Beweis. Zu (i). Sei p € Ass(M). Dann existiert eine exakte Sequenz von A-Moduln
00— Ap—M.
Weil Ap flach ist tiber A, erhalten wir durch Anwenden des Funktors &® AAp eine exakte
Sequenz
0—A/pPA — M ,
PP P
d.h. es gilt p € Supp(M).
Zu (ii). Sei p ein minimales Element von Supp(M). Auf Grund der Identitaten, welche

das Verhalten von Ass(M) beim Ubergang zu Quotientenringen S'lA beschreiben (mit
S =A-p) gilt

f(Ass, (M )=Ass, (M) () {q € Spec Alq Cp},

wenn f die Abbildung
f: Spes Ap —> Spec A, x b x[ A,

bezeichnet, welche durch die naturliche Abbildung A — Ap induziert wird. Die
Abbildung
{q € Spec A1qC p}— Spec Ap, y b yAp,
ist ein Schnitt von f. Wir sehen so, daf die folgende Aquivalenz besteht.
pEAss(M) & pAp € Ass Ap(Mp).
Es reicht also, zu zeigen, es gilt

A (
p
Wegen pAp € Supp A (Mp) =f{ 1(Supp A(M)) ist pAp ein minimales Element des

A E Ass M ).
p D p)

Tragers von Mp uber Ap.i Es reicht also, die Behauptung fur Ap und Mp anstelle von A

und M zu beweisen, d.h. wir konnen annehmen p ist nicht nur minimal, sondern auch
maximal in Supp(M), d.h.
Supp(M) = {p}-

Wegen M # @ ist Ass(M) nicht leer, und nach (i) liegt Ass(M) ganz in Supp(M). Damit
gilt

' _ Ass(M) = Supp(M) = {p}.
Insbesondere liegt p in Ass(M), wie behauptet.
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QED.

Die minimalen Primideale von Ass(A/I) und V()

Seien A ein kommuativer noetherscher Ring mit 1 und I C A ein Ideal. Dann sind die

Mengen der minimalen Elemente von
Ass(A/T) und V(I) ( = Supp(A/))
dieselben, d.h. die minimalen Elemente von Ass(A/I) sind gerade die minimalen
Primoberideale von 1.
Beweis. Fur jedes Primoberideal p von I hat man eine Surjektion

A/l —» Alp

Durch Lokalisieren nach p sieht man, es gilt p € Supp(A/I). Ist pESpec(A) kein
Primoberideal von I, so enthalt IAp eine Einheit, ist also gleich Ap, d.h.

(A) =A_/IA
P 'p P

ist der Nullmodul. Wir haben gezeigt
Supp(A/T) = V(1)
Die Behauptung folgt damit aus der vorhergehenden Aussage.
QED.
Teilmodulketten mit Faktoren der Gestalt A/p

Sei A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1 und M # 0 ein endlich erzeugter A-
Modul. Dann gibt es endliche aufsteigende Kette von Teilmoduln, sagen wir

O=M0CM1 C...CMr=M
sodal} furi=1,...,r gilt
Mi/Mi— | = A/pi mit P; € Spec(A) (D)

Beweis. Weil A noethersch ist und M endlich erzeugt ist uber A, ist M ein
noetherscher Modul.

Wegen M # 0 ist Ass(M) nicht leer, d.h. es gibt ein ple Ass(M) und damit einen

Teilmodul M1 C Mmit M = A/pl. Falls M1

wiederholen wir diese Argumentation mit M/M1 anstelle von M. Wir erhalten so eine

ein echter Teilmodul von M ist,

echt aufsteigende Folge von Teilmoduln Mi von M, fur welche (1) gilt.

Weil M noethersch ist, mufl diese Folge endlich sein, d.h. das Verfahren muf}
abbrechen. Das bedeutet aber, es gibt einen Index r mit Mr =M.

QED.

Verhalten von Ass(M) bei exakten Sequenzen
Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1 und

0O—mM —-M-—5M’"—0
von A-Moduln. Dann gilt

Ass(M) C Ass(M’) U Ass(M™).
Beweis. Sei p € Ass(M). Wir wihlen einen Teilmodul
N C M mitN = A/p.

Jedes von Null verschiedene Element n € N - {0} hat dann den Annullator p,
Ann(n) =p."
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Falls N () M’ # 0 ist, gibt es ein solches Element n in diesem Durchschnitt, d.h. es
gilt

p € Ass(M’).
Falls N () M’ = 0 ist, wird N bei der Abbildung M —» M” isomorph auf einen
Teilmodul von M” abgebildet, d.h. M” enthilt einen zu N isomorphen Teilmodul. Es
gilt also

p € Ass(M”).
QED.

Die Endlichkeit der Menge Ass(M)

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist
die Menge Ass(M) endlich.
Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen gibt es eine echt aufsteigende Folge

O=M0CM1 C...CMr=M
sodaB} furi=1,...,r gilt

MiMi—l = A/pi mit p; € Spec(A).
Im Fall r =0 gilt M = 0 und Ass(M) ist leer, also endlich. Im Fall r = 1 gilt

Ass(M) = Ass(A/pl) = {pr}.
Also ist auch in diesem Fall Ass(M) endlich. Sei jetzt r > 1. Dann gilt
Ass(M) C Ass(Ml) U Ass(M/Ml).

Die Menge Ass(Ml) besteht, wie eben gesehen, aus einem Element, ist also endlich.
Die Menge Ass(M/Ml) besteht nach Induktionsvoraussetzung beziiglich r aus nur

endlich vielen Elementen. Also ist auch Ass(M) endlich.
QED.

Projektive Moduln

Definitionen

Seien A ein Ring. Ein A-Modul heif3t projektiv, falls er ein direkter Summand eines
freien Moduls ist.

Satz 1

Seien A ein lokaler Ring’” und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) M ist projektiv.

(i)  Mist flach™.

(i) M ist frei.

Beweis. siehe Bourbaki, Algebre commutative, Kapitel II, §3.2, Corollar 2 zu
Proposition 5.

QED.
Satz 2

Seien h: A — B ein Ringhomomorphismus und M ein projektiver A-Modul. Dann ist
M® AB ein projektiver B-Modul.

¥ d.h. A besitze genau ein maximales Ideal.
™ d.h. der Funktor ®AM uiberfuhrt exakte Sequenzen von A-Moduln in exakte Sequenzen.
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Beweis. Das Tensorprodukt einer direkten Summe ist isomorph zur direkten Summe
der Tensorprodukte der Summanden.

QED.
Folgerung

Seien A ein Ring und f: M — N eine A-lineare Abbildung von endlich erzeugten

projektiven A-Moduln desselben Rangs. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist bijektiv.

(i1) f ist surjektiv.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist trivial. Es reicht (ii) = (i) zu beweise.

1. Fall. M und N sind freie A-Moduln.

Bezeichne r den gemeinsame Rang der beiden Moduln. Wir konnen annehmen,
M=N=A"

Weil f surjektiv ist, gilt dasselbe fur die durch f auf der hochsten dufleren Potenz

induzierte Abbildung

AT AT™™ — AN, m /\.../\mr > f(ml)/\.../\f(mr).

1
Identifiziert man A'M und A'™N mit A, so wird diese Abbildung gerade die

Multiplikation mit der Determinante von f. Es gibt deshalb ein a € A mit

asdet(f) = 1.
Insbesondere ist det(f) eine Einheit von A. Dann ist aber f umkehrbar, also bijektiv.
2. Fall. M und N beliebig.
Nach Voraussetzung ist f surjektiv. Es gibt also eine exakte Sequenz von A-linearen
Abbildungen

0—K—>>M-—N—70
(wobei K den Kern von f bezeichne). Wir haben zu zeigen K = 0. Dazu reicht es zu
zeigen,
Supp(K) = I,
d.h. es reicht zu zeigen,
Kp =0 fur jedes p € Spec A.
Zum Beweis der letzteren Ausage tensorieren wir die kurze exakte Sequenz mit Ap uber

A und erhalten eine kurze exakte Sequenz

f
0—K —M 5N —0
P P Y

Weil M und N projektiv und endlich erzeugt und vom selben Rang sind uber A, gilt
dasselbe fur Mp und Np uber Ap' Weil Ap ein lokaler Ring ist, sind Mp und Np sogar
freie Moduln. Nach dem ersten Fall folgt aus der Surjektivitit von fp sogar die

Bijektivitit. Dann ist aber
K =0.
P
QED.

Diskrete Bewertungsringe

1. Definition
Ein diskreter Bewertungsring ist ein Integritatsbereich A mit genau einem maximalen

Ideal m # 0, das von einem Element erzeugt wird, m = pA.
Beispiel
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Seien a € U ein Punkt der komplexen Ebene C und A der Ring der in einer Umgebung

von a konvergenten Potenzreihen. Wir betrachten die Menge

m = (z-a)A
der konvergenten Potenzreihen mit dem Absolutglied 0. Diese bilden ein Ideal von A.
Jede konvergente Potenzreihe, welche nicht in m liegt, also ein von 0 verschiedenes
Absolutglied hat, ist eine Einheit in A. Deshalb ist m das einzige maximale Ideal von A.
Es wird vom Element z-a erzeugt.

2. Die Ideale eines diskreten Bewertungsrings

Jedes Ideal eines diskreten Bewerungsrings A ist ein Hauptideal. Insbesondere sind
diskrete Bewertungsring noethersch.

Genauer:

6)) Die einzigen Ideale von A sind 0, A und die Potenzen von m = wA.

(i1) Jedes Element von A - {0} hat die Gestalt an™ mit einer Einheit a von A.

Beweis. Sei
m=mA
das maximale Ideal von A.
1. Schritt: Krullscher Durchschnittsatz.
Wir setzen

P n
I:= ﬂn:O m.
Fur x €1 -{a}und jede naturliche Zahl n gilt dann x € m" also,
N | R i
Xx=ymn mit ynEA {0}.
Wegen
n_ -X =
(yn+1n yn)n =x-x=0
folgt, weil A ein Integritatsbereich ist,

_ _ 2
Yn = Y0417 = Yl

also Yy €1, also auch x = ynnn € ml. Wir haben gezeigt, I = ml. Nach dem Lemma

von Nakayama folgt I = 0 (wegen I C m =rad(A)).
2. Schritt. Jedes Ideal ist Hauptideal.

Sei I ein echtes Ideal von A. Im Fall I =0 ist nichts zu beweisen. Sei also I #0. Nach
dem 1. Schritt gibt es ein n mit

ICmMundI €& it
Seix €1-m", Wegen I C m" gilt
x = yn mity € A.
Wegenx €1 - m™1 kann y nicht m liegen, d.h. y ist eine Einheit. Es folgt
I DxA=yn"A=a"A=m" DI,
also
I[=m"=na"A.
Man beachte, fur jedes von Null verschiedene Element x gibt es eine nicht-negative
ganze Zahl n mit x € m%m™*! Die obige Rechung mit I = m" zeigt, x hat die Gestalt
x =y

mit einer Einheit y von A.
QED.
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3. Diskrete Bewertungen
Sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung’” auf k ist eine surjektive Abbildung

v:k-{0} —- Z

mit

1. v(ab) = v(a) + v(b) fur a, b € k - {0}.

2. v(a + b) = min {v(a), v(b) }

Wir setzen dann v auf k fort, indem wir setzen
v(0) = 0.

Beispiel 1
Sei p ein Primzahl. Fur jede rationale Zahl ¢ € QQ - {0} setzen wir
Vp(c) =r

falls p in der Primfaktorzerlegung von ¢ mit dem Exponenten r € Z vorkommt.
Auf diese Weise ist eine diskrete Bewertung von Q definiert.
Beispiel 2
Seien k ein Korper und K = k(X) der rationale Funktionenkorper in einer
Unbestimmten. Weiter sei p € k[X] ein irreduzibles Polynom. Wir setzen
Vp(C) =r

falls p in der Primfaktorzerlegung von ¢ mit dem Exponenten r € Z vorkommt.
Auf diese Weise ist eine diskrete Bewertung von K definiert.

Beispiel 3
Seien k ein Korper und K = k(X) der rationale Funktionenkorper in einer
Unbestimmten. Jedes Element von K - {0} hat die Gestalt

¢ = a/b mit Polynome a, b € k[X].
Wir setzen
VOO(C) := - deg(c) :=deg(b) - deg(a).

Auf diese Weise ist eine diskrete Bewertung von K definiert.
Bemerkung

Die Konstruktion von Beispiel 2 mit % anstelle von p liefert gerade die Konstruktion

von Beispiel 3.

4. Der diskrete Bewertungsring zu einer diskreten Bewertung

S. Die diskrete Bewertung zu einem diskreten Bewertungsring

Endliche Erweiterungen

Normatisierungssatz (von E. Noether)

Seien k ein Korper und A =k[a, ..., an] eine endlich erzeugte k-Algebra. Dann gibt

L
es Elemente Y Yy € A, welche algebraisch unabhédngig tiber k sind mit der

Eigenschaft, da3 A ganz ist uber k[y 1 yr].

" von Rang 1
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Beweis. Sieche H. Matsumura: Commutative Algebra, Benjamin, New York 1970,
(14.G) Corollary 1.
QED.

Hilbert-Funktionen (frei nach Atiyah-MacDonald)

Moduln endlicher Lange

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein A-Modul endlicher Linge ¢ ist ein A-Modul M
mit der Eigenschaft, daf es eine echt aufsteigende Kette

M0 C MIC .. C M{

von A-Teilmoduln der Linge ¢ in M gibt und keine solche Kette groBerer Liange. Man
schreibt dann

length A(M) =/.

Falls es keine solche Zahl ¢ gibt, so setzt man
length A(M) = 00.

Eigenschaften der Langen-Funktion

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i) Die Langen-Funktion ist additiv, d.h. fur jede exakte Sequenz von A-Moduln

f
0— M —>M£>M”—>O
gilt
length A(M) = length A(M ) + length A(M ).
(i) Folgende Bedingungen sind dquivalent.
(a) length A(A) < 00.

(b) A ist artinsch.
(c) A ist noethersch und dim A = 0.
Das Jacobson-Radikal rad(A) von A ist dann nilpotent.
(ii1)) Sei M ein A-Modul endlicher Lange. Dann besitzt das Ideal

AnnA(M) ={a€AlaM =0}
eine endliche Primarzerlegung, sagen wir

Ann, (M) =q,(M.-Mq, .

deren zugehorige Primideale m, = ,\/al maximale Ideale von A sind. Auflerdem gilt

r
length A(M) = E length A (Mm )

i=1 m. 1
i

Beweis. Zu (i). Jede Kette in M’ liefert durch Anwenden von f eine solche in M.
Deshalb gilt

length , M’ <length, M.

A A
Fur jede Kette in M” erhalt man durch Ubergang zu den vollstandigen Urbildern bei g
eine Kette in M. Deshalb gilt

length , M” < length , M.

A A
Aus den letzten beiden Abschatzungen ergibt sich die Behauptung im Fall, dafl die
Lange von M’ oder M” unendlich ist. Wir konnen deshalb annehmen,

lengthA M’ < oo und lengthA M” < c0.

Seien Ketten
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MOCM IC"'CMZ’
und

M OCM IC“'CM Z”
in M’ bzw. M” gegeben mit

¢’ =length , M’ und ¢” = length , M.

A A
Wir wenden auf die Moduln der ersten Kette die Abbildung f an und ersetzen die
Moduln der zweiten durch die vollstandigen Urbilder bei g. Die entstehenden Ketten in

M lassen sich zu einer Kette zusammensetzen, deren Lange mindestens ¢+ ist (man
beachte, es kann f(M’ 5’) = g'l(M”O) sein). Damit gilt

length A(M ) + length A(M )=+ < length A(M).

Sei jetzt eine Kette

MOCMlc ...CMZ (D
in M gegeben. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
(< O+0.
Wir konnen annehmen,
MO:OundMZ:M,

denn andernfalls konnen wir die Kette verlangern, indem wir links den 0-Modul bzw.
rechts den Modul M hinzufugen. Wir betrachten die nicht notwendig echt aufsteigenden
Ketten

rlvmpSrimp .. Crloy) in M 2)
und
gMp SeMpC .. CgMy) inM” 3)

Wir konnen hier den Modul M’ mit dessen Bild in M identifizieren und f mit der
naturlichen Einbettung von M’ in M. Angenommen, es gibt einen Index i mit

gM) =M., ).

Jedes Element von Mi+ 1aBt sich dann modulo Ker(g) = M’ so abandern, da3 man ein

1

Element von Mi erhilt, d.h. Mi+1 C Mi + M, also
M =M +MOOM =M+ MM, @
Dann miissen aber
1 IRV L 1 YT
f (Mi+1) =M ﬂMi_'_1 und (Mi) =M ﬂMi
verschieden sein (denn andernfalls ware weigen (4) auch Mi+1 = Mi)' Wir haben

gezeigt, jedesmal, wenn in (3) das Gleichheitszeichen gilt, ist die entsprechende
Inklusion in (2) echt. Die Anzahl der echten Inklusionen in (2) und (3) zusammen ist
somit mindestens so grofy wie deren Anzahl in (1). Mit anderen Worten, es gilt

e < g, + Z”.
Zu (i1). (a) = _(b).Wire A nicht nicht artinsch, so konnte man eine beliebig lange echt
aufsteigende Kette von Idealen von A angeben.

Zu (ii). (b) = (c).”

® Wir verwenden hier die Existenz der Primirzerlegung in noetherschen Ringen A: Jedes Ideal I von A

hat die Gestalt
I= qlr]...ﬂqr
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1. Schritt. Jedes Primideal von A ist maximal (also auch minimal, d.h. dim A =0).

Sei p ein Primideal von A. Dann ist A := A/p ein artinscher Integrititsbereich. Sei x ein
von Null verschiedenes Element von A. Die Potenzen des von x erzeugten Ideals bilden
eine absteigende Kette von Idealen. Diese Kette muf stationér sein, d.h. es gibt ein n
™ KA = x"HA

dh x"= Xn+1-a fir ein a € A. Weil A ein Integritatsbereich ist, folgt 1 = xea, d.h. x

ist eine Einheit. Wir haben gezeigt, A ist ein Korper, d.h. p ist maximales Ideal.
2. Schritt. Die Anzahl der maximalen Ideale von A ist endlich.
Andernfalls gébe es eine unendliche Folge von paarweise verschiedenen maximalen
Idealen
m, m,, my, ..

Die zugehorigen Folge der Durchschnitte

m,, mlﬂmz, mlﬂmzﬂm3 s
mub, weil A artinsch ist, stationar sein, d.h. es gibt ein n mit

mo D), mlfw...ﬂmn_'_1 = mlﬂ...ﬂmn D), m,e.em

Weil m_ . ein Primideal ist, muB} einer der Faktoren rechts in m liegen, also gleich

n+l n+1

m sein. Das steht im Widerspruch dazu, daf} die m, paarweise verschieden sein

sollen.

3. Schritt. Das Jacobson-Ideal rad(A) ist nilpotent.

Sei N := rad(A). Man beachte, weil jedes Primideal von A maximal ist, ist N
gleichzeitig das Nil-Radikal von A,

N =rad(A) =0,

d.h. jedes Element von N ist nilpotent.

Weil A artinsch ist, ist die Folge der Potenzen von N stationér, sagen wir

[:=N"=NMLoND+2 2
Angenommen, I ist nicht das Nullideal. Wir betrachten die Menge

M := {J | ) ist Ideal von A mit IJ # 0}.
Diese Mengen ist nicht leer, weil I in M liegt. Weil A Artinsch ist, besitzt diese Menge
ein minimales Element, sagen wir

LeM.

Wegen LI # 0 gibt es ein x € L mit xI # 0. Wegen xA C L und der Minimalitit von
L folgt

L =xA.
Wegen (xD)I = xI% = xI # 0 und xI C xA = L und der Minimalitit von L folgt
xI =L =xA.
Deshalb gibt es ein y € I mit
X=Xy=xy2=...=ny=...

Wegen yEI=N"C N= 0 ist y nilpotent, also x = 0. Das steht aber im Widerspruch
zur Wahl von x. Die Annahme, dafl I von Nullideal verschieden ist, muf} falsch sein,
d.h. N = 4/0 ist nilpotent.

mit q, primér: asb € q impliziert bEq, wenn keine Potenz von a in q liegt. Die Radikale p, := —\/; derq.
i i i i
sind dann Primideale. Die minimalen Primoberideale von I kommen unter den p. vor. Insbesondere ist
i

die Anzahl ersterer endlich.
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Zum Beweis der Implikation (b) = (c) bleibt noch die folgende Aussage zu beweisen.

4. Schritt: A ist noethersch.
Es reicht zu zeigen, dafl A als Modul uber sich selbst von endlicher Lange ist,

length A(A) < co0.
Seien
m,,...,m
1 r

die maximalen Ideale von A (deren Anzahl nach dem 2.Schritt endlich ist). Nach dem
3.Schritt gibt es eine Folge von Idealen in A, sagen wir

A:I1 QIZQ...lezo
mit Ij+1 =m, (]')IJ" Wegen der Additivitat der Langenfunktion reicht es zu zeigen

length A(Ij/mi Ij) < co.

()
Weil A artinsch ist, ist jedes Ij ein artinscher A-Modul. Also ist auch I./mi .)I. als A-
Modul artinsch. Letzterer Modul ist aber ein Vektorraum tiber A/mi ) und als solcher
artinsch, also von endlicher Lange.

Man beachte, wir haben hier auch die Implikation (b) = (a) bewiesen. Zum Beweis von
(11) reicht es deshalb, noch die folgende Implikation zu beweise.

Zu (i1). (c) = (a).
Betrachtem wir die Primérzerlegung des Nilradikals von A,

N:=4/0 = mlﬂ...ﬂmr.
Die m. sind dann gerade die minimalen Primideale von A. Insbesondere ist deren

Anzahl endlich. Wegen dim A =0, sind die m, gleichzeitig die maximalen Ideale von A.

Das Ideal N besteht aus nilpotenten Elementen und ist - weil A noethersch ist - endlich
erzeugt. Damit ist N nilpotent, sagen wir

N = 0.
Wie im Beweis des 4. Schritt erhalten wir eine absteigende Kette von Idealen I. von A,

wobei die A-Moduln I. diesmal noethersch sind. Das hat aber ebenfalls zur Folge, daf}
die Vektorraume I./mi .. L. endlich-dimensional sind, und wie im 4. Schritt folgt, dal A

als Modul uiber sich selbst von endlicher Lange ist.

Zu (ii1). Als Modul endlicher Lange ist M uiber A endlich erzeugt, sagen wir
M = Ax +...+AXS

Ein Element von a annulliert M genau, dan& wenn es alle Erzeuger X, annuliert. Die A-
lineare Abbildung

A— M®..®M,a > (axl,...,axs),
besitzt den Kern Ann A(M), d.h. A/Ann A(M) lIaBt sich mit einem Teilmodul der direkten

Summe rechts identifizieren und besitzt deshalb enliche Lange,
length A(A/Ann A(M)) < 00.

Insbesondere ist der Ring A/Ann A(M) noethersch und das Nullideal besitzt eine

endliche Primérzerlegung. Durch Ubergang zu den inversen Bildern beim naturlichen
Homomorphismus
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A — A/Ann A(M)
erhalten wir die Primarzerlegung von Ann A(M) in A. Weil A/Ann A(M) von endlicher

Lange ist, sind alle seine Primideale maximal. Die Primideale zur Primarzerlegung von
Ann A(M) sind somit maximal in A. Berechnen wir die Lange

¢ =length AM)

und wiahlen dazu eine echt aufsteigende Kette der Linge £,

O=MOCM1C '"CM5=M
von Teilmoduln von A. Nach Wahl dieser Kette, gibt es keinen Teilmodul von M, der
echt zwischen zwei benachbarten Mi liegt. Insbesondere gilt

length A(Mi/MiH) =1 fur jedes 1.

Insbesondere wird Mi/Mi+ von jedem seiner von 0 verschiedenen Elemente erzeugt,

1
d.h. es gibt eine A-lineare Surjektion

A— Mi/Mi+1'
Weil die Lange des Faktormoduls gleich 1 ist, mufl der Kern dieser Surjektion ein
maximales Ideal sein, sagen wir

M/M.  =A/m.,. . 5)
11+l 1(j)
Wegen der Additivitit der Langenfunktion gilt
¢
length A(M) = igllength A(Mi/Mi+l)
r . . . .
= S#{jli(g) =i}

i=1

Der i-te Summand der letzten Summe ist dabei gerade die Anzahl der Summanden der
ersten Summe (die alle gleich 1 sind) mit i(j) = i. Damit gilt,

1(J)=1 émi=mi(j)
SmA L= mi(j)Ami

< m. ..

iG)

s (A/mi

A echtes Ideal von A
m. mi
(j)'m

& My Mi+1)mi

) #0
i
#=0 (wegen (5))

< (Mi)mi = (Mi+1)mi

Die Anzahl der j mit i(j) =i ist damit gleich der Lange vom Mm uber Am , d.h. es gilt
1 1

die behauptete Formel.

QED.
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Die Hilbert-Funktion eines graduierten Moduls’’

Seien R = @I?ZO Rn ein graduierter Ring mit R | noethersch, welcher als Algebra tiber

0

RO endlich erzeugt ist,

R = RO[XI,...,XS], (deg Xi=di)

mit endlich vielen homogenen Elementen X.. Weiter sei M ein graduierter R-Modul, d.h.

die additive Gruppe von M zerfalle in eine direkte Summe

w .
M= ®n=n0 Mn mit nOEZ

und es gelte
R M CM .
m n m+n

Wir nehmen, hier an, da3 M als R-Modul endlich erzeugt ist. Dann kann man M als R-
Modul sogar durch endlich viele homogene Elemente tiber R erzeugen,

m,,....m (deg mjzejEZ).

Jedes Element von Mn kann man dann in der Gestalt

t
2 r.m.
j:IJ J

schreiben, mit homogenen Polynomen rj des Grades n - ej in den X.. Insbesondere wird
Mnals RO—Modul endlich erzeugt (wobei man als Erzeuger die Elemente der Gestalt Mj

mj verwenden kann. Dabei durchlaufe Mj die Potenzprodukte in den X, des Grades n - ej

SchlieBlich nehmen wir an, daf die R -Moduln Mn sogar von enlicher Lange sind. In

0
dieser Situation betrachten wir die formale Potenzreihe,
fo'e)
HM = IEO lengthRO(Mn) e QI[N

welche wir_Hilbert-Reihe des Moduls M nennen wollen. Die Zugehorige Funktion

HM: 7 —7,n > HM(n) = lengthRO(Mn),
bezeichnen wir mit demselben Symbol und sprechen in diesem Kontext von der Hilbert-
Funktion von M.

Rationalitat der Hilbert-Reihe

Die Hilbert-Reihe ist eine rationale Funktion in T der Gestalt
H = p(T)

M~ s d:
[1(-T

i=1
mit einem ganzzahligen Polynom p(T) € Z[T]. Die Polstellenordnung dieses Polynoms

an der Stelle T = 1 wird mit
dM)

" Die hier gewihlte Definition der Hilbert-Funktion ist sehr viel allgemeiner gewihlt als die von uns
im Haupttext benotigte. Der nachfolgende Beweis der Polynomialitit der Hilbert-Funktion ist sehr viel
einfacher mit dieser komplizierteren Definition als er es mit der uns eigentlich interessierenden Hilbert-
Funktion wire.
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bezeichnet.
Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl der s der Erzeuger

x. von R tiber R ..
1 0

Der Fall s = 0. Es gilt dann Rn = 0 fur alle positiven n, d.h. es ist R = RO' Weil M

endlich erzeugt ist uiber R, gilt damit Mn = 0 fur alle hinreichend grofen n (genau, wenn

n groBer ist als alle Grade der endlich vielen Erzeuger). Dann ist aber H, - ein Polynom,

M
wie behauptet.
Der Fall s > 0. Die Multiplikation mit xS definiert eine R-lineare Abbildung, deren

Kokern wir mit C und deren Kern wir mit K bezeichnen. Wir erhalten so eine exakte
Sequenz von R-linearen Abbildungen

X
0—>K—>M[-di]—S>M—>L—>O.

Dabei sollen die eckigen Klammern eine Gradverschiebung im Modul M bezeichnen,
die sicherstellt, das die betrachteten Abbildungen homogene Elemente in homogene
Elemente desselben Grades abbilden. Im Grad n erhalten wir eine exakte Sequenz von

RO-linearen Abbildungen

X
SM —L —o0.
di n n
Wegen der Additivitat der Langen-Funktion erhalten wir
lengthRO(Kn) - lengthRO(Mn_ di) + lengthRO(Mn) - lengthRO(Ln) =0,

0—sK —M
n n-

also

d:
1 = -
(1-T )HM = HL HK

Nach Konstruktion werden die R-Moduln L und K von Xs annulliert, sind also sogar
Moduln iiber R/x R = R[x,....x_ ], wenn x. die Restklasse von x. in R/x R
bezeichnet. Nach Induktionsvoraussetzung haben H, und H_, die behauptete Gestalt

L K

(mit s-1 ansgtelle von s). Dann hat aber auch H, , die behauptete Gestalt.

QED.

M

Existenz des Hilbert-Polynoms im Fall von Erzeugern des Grades 1
Sind die Erzeuger X, des graduierten Rings R samtlich vom Grad 1, so gibt es ein

Polynom
P\,(DEQIT]

des Grade d(M) - 1 mit rationalen Koeffizienten und eine ganze Zahl g mit
HM(n) = PM(n) fur jedes n = Ny

Dieses Polynom heifit Hilbert-Polynom von M.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt

g =PM
M (1-T)S

N .
Seip(T)= Y aiTl. Wir konnen annehmen, p(T) ist teilerfremd to 1-T. Dann gilt

i=0
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N
dM)=sund } a, = 0. (6)
1=0
Wegen
1 P s4n-1
s 2 ( 1 )'Tn
(I-T° p=0 ¥

erhalten wir
q 3 N s+n-i-1
M = ani Cgr )
Der i-te Summand ist ein Polynom des Grades s-1 mit dem hochsten Koeffizienten

—
S ECH]
Wegen der zweiten Bedinung (6) erhalten wir ein Polynom des Grades s-1 = d(M)-1.
QED.

Dimension (frei nach Matsumura)

1. Definitionen

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Eine endliche echt absteigende Folge von n+1
Primidealen von A,

pOD...Dpn

heiBt Primidealkette der Lange n.

Fur p € Spec A heifit das Supremum tiber alle Langen aller solcher Ketten mit Py =P

Hohe von p und wird mit
ht(p)
bezeichnet. Fur jedes echte Ideal I C A definieren wir die Hohe von I als das Infimum
tiber alle Hohen aller Primoberideale von I,
ht(T) := inf {ht(p) | T C p € Spec A}.
Die Dimension von A oder auch Krull-Dimension ist definiert als das Supremum uber
alle Hohen aller Primideale von A,

dim A :=sup {ht(p) | p € Spec A}.

Fur A-Moduln M definieren wir die Dimension von M als
dim M := dim A/Ann(M).

Beispiele

(i) Die Bedingung ht(p) = 0 an ein Primideal p gleichbedeutend damit, daf p ein
minimales Primideal ist.

(i) Istdim A endlich, so ist diese Zahl der Lange der langsten Primidealkette von A.

(iii)) ht(p) = dim Ap fur Primideale p von A.

(iv) dim (A/T) + ht(I) = dim A.
(v) Die Dimension eines Korpers ist gleich O.
(vi) Die Dimension eines Hauptidealrings (welcher kein Korper ist) ist 1.
Beweis von (iv). Ist einer der Summanden links unendlich, so ist die Behauptung
trivial. Sei also
a ;= dim(A/I) < co und b := ht(I) < oo.
Wir wihlen eine Primidealkette der Lange a in A/l und gehen zu den Urbildern der
Primideal in A uiber. Wir erhalten eine Kette

Py P,
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von Primidealen in A der Lange a mit pa:_) I. Nach Definition von ht(I) gibt es eine
Kette der Lange b in A, die mit P, beginnt. Zusammen erhalten wir eine Kette der Lange

a+b, d.h. es gilt a+b < dim A.
QED.

Beweis von (vi). Seien A ein Hauptidealring und p (C q zwei echt ineinander liegende

Primideale. Beide sind nach Voraussetzung Hauptideale, sagen wir
p=xAund q =yA.

Wegen p (C q liegt x in g, ist also ein Vielfaches von y, sagen wir

X =ya.
Das Element a kann keine Einheit sein, denn dann wiare p = q. Aus denselben Griinden
kann y nicht in p liegen. Weil p ein Primideal ist, muf3 dann a in p liegen, sagen wir

a = xb.
Es folgt

0=x-ya=x-yxb=x(1-yb).

Weil q = yA als Primideal ein echtes Ideal ist, kann y keine Einheit sein, d.h. der zweite
Faktor rechts ist nicht Null. Weil A als Hauptidealring keine Nullteiler besitzt, folgt x =
0, d.h. p = 0. Wir haben gezeigt:

Das einzige Primideal von A, welches nicht maximal ist, ist das Nullideal.
Insbesondere ist die Dimension von A hochstens gleich 1,
dimA=<1.
Waire die Dimension kleiner als 1, so ware das Nullideal von A maximal, d.h. A ware
ein Korper, im Widerspruch zur Annahme.

QED.

2. Charakterisierung der 0-dimensionalen Moduln

Seien A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.

) dim M =0.

(i1) A/Ann(M) ist artinsch.

(iii))  length(A/Ann(M)) < co.

(iv)  length A(M) < 0.

Beweis. Die Aussagen ergeben sich aus den Eigenschaften (ii) der Langen-Funktion:.
Zuniéchst gilt

dimM=0 & dim A/Ann(M) =0 (nach Defintion von dim M)
< length(A/Ann(M)) < o0 (weil A noethersch ist)
< A/Ann(M) artinsch.
Es gilt also

(1) & (i1) & (iii).

Weil M endlich erzeugt ist, sagen wir M = Am +...+Amr, hat man eine Surjektion

1
r
AD..DA —» M, (al,...,a )b Y am..
T 1=1 1 1
Andert man eines der a, um ein Element von Ann(M) ab, so bleibt die Summen rechts

unverandert. Die Abbildung induziert somit eine Surjektion
(A/Ann(M)) @ ... ® (A/Ann(M)) —» M.

Es folgt
length(M) < relength(A/Ann(M)).
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Also gilt

(i) = (iv).
Weiter hat man eine Abbildung

A— MO®..®M,a (aml,...,amr),
deren Kern gerade der Annullator von M ist, also eine Injektion
A/Ann(M) & M®...©M.
Deshalb gilt
length(A/Ann(M)) < relength(M).

Insbesondere erhalten wir

(iv) = (iii).
Zusammen ergibt sich die Behauptung.
QED.

3. Definitionsideale semi-lokaler Ringe, Hilbert-Polynome und die Zahl
d(M)

Seien A ein noetherscher semi-lokaler Ring, d.h. die Anzahl der maximalen Ideale von
A sei endlich, und

m = rad(A)
dessen Jacobson-Radikal, d.h. der Durchschnitt der endlich vielen maximalen Ideale.
Ein Definitionsideal von A ist ein Ideal I C A, welches zwischen zwei Potenzenb von
m liegt, sagen wir

m"CI1Cm
fur eine naturliche Zahl v.
Bemerkungen

(i) EinIdeal I C m ist genau dann ein Definitionsideal, wenn length(A/I) < oo gilt.

(i)  Seien I ein Definitionsideal von A und M ein endlich erzeugter A-Modul. Wir
betrachten die direkten Summen

gr(A) = ng(A) =@* MM

n=0
und
gr(M) := gr,(M) := ® 2 I"M/I™M.
Die Multiplikation der Elemente von A mit Elementen von M definiert A-bilineare
Abbildungen

1Ax1PM N 1a+tbyp
und damit A-bilineare Abbildungen
1318+ Lo b+ Iy N by pratb+iyg

Fur M = A ergibt sich, daB} gr(A) auf diese Weise die Struktur eines graduierten
Rings bekommt. Fur allgemeines M sehen wir, gr(M) hat so die Struktur eines
graduierten Moduls iiber gr(A).

Nach Wahl von I ist der homogene Bestandteil grO(A) = A/l des Grades O von
gr(A) artinsch, also auch noethersch. Auflerdem wird gr(A) von Elementen des

Grades 1, welche V12 tber A/I erzeugen, als A/I-Algebra erzeugt. Der Ring ist
somit uber A/I endlich erzugt.

Analog wird gr(M) von Elementen des Grades 1, welche IM/?M iiber A/l
erzeugen, als Modul uiber gr(A) erzeugt und ist damit uiber gr(A) endlich erzeugt.
Das hat zur Folge, daB3 jeder homogene Bestandteil von gr(M) ein endlich
erzeugter Modul uber A/l ist. Mit A/I haben damit diese homogenene Bestandteile
von gr(M) eine endliche Lange uiber A. Die Hilbert-Funktion
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(iv)
v)

Beweis von (i). Seien m
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— ny, 1 n+1
ng(M)(n) = length A(I M/T" " "M)

des graduierten gr(A)-Moduls gr(M) ist damit wohldefiniert. Wir betrachten die
Summen-Transformierte

1 _ n+1
H gr(M)(n) = length A(M/I M).

Weil gr(M) von Elementen des Grades 1 uber gr(A) erzeugt wird, gibt es eine
Polynom

XM, I; T) € Q[T]

mit rationalen Koeffizienten und eine naturliche Zahle nO mit

Hglgr(M)(n) =x(M, I; n) fur jedes n mit n = Ny
Dieses Polynom heif3t Hilbert-Polynom des Moduls M beziglich I.
Der Grad des Hilbert-Polynoms x(M, I; n) hangt nicht von der speziellen Wahl
des Definitionsideals I ab und wird mit
dM)

bezeichnet. Unser néachstes Ziel besteht darin, diese Zahl mit der Dimension von
M zu vergleichen.
Falls A ein Definitionsideal mit r Erzeugenden besitzt, so gilt

dM) <.
Man beachte, die Anzahl der Erzeuger eines Defintionsideals steht in Beziehung
zu unseren heuristischen Vorstellungen von der Dimension. Seien

A =k[x .,xn]/J, X € Spec A

=
und
dimA =dim A=r,
X X
d.h. VQJ) C AE soll r-dimensional im Punkt x sein. Dann sollte es eine

Hyperflache f, = 0 durch den Punkt x geben mit

1
dimX v N V(fl) =r1-1.
Indem wir diesen Vorgang wiederholen, erhalten wir eine Folge von Polynomen
fl’ e fr = k[Xl""’Xn]
mit
0 = dimX V(J)ﬂV(fl)ﬂ...ﬂV(fr)
= dl‘mX v{d + (fl""’fr))
= d1mX k[xl,...,xn]/ J+ (fl’""fr))
= d1mX A/((fl""’ fr)) mit fi = fi mod J.
Mit anderen Worten, es in AX ein von r Elementen erzeugtes Definitionsdeal I.

1 mr die maximalen Ideale von A. Fur jede naturliche Zahl

v gibt es dann eine Kette von Idealen

mit

I.

A=102112...21r

I C (m ... mr)V (C (mlﬂ...ﬂ mr)V =m"Y)

Ii+ 1= mj (i)'Ii fur jedes 1.
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+1 ein endlich-dimensionaler A/mj (i)—Vektorraum, also als A-

Modul von endlicher Lange. Dann ist aber A/Ir von endlicher Lange. Wegen Bedingung

Insbesondere ist Ii/Ii

von 1 folgt
length(A/mY) < oo fur jedes v.

Ist T ein Definitionsideal, so ist A/l ein Faktorring eines A/m" also ebenfalls von
endlicher Lange.
Sei umgekehrt A/I von endlicher Lange. Wegen I C m ist dann meA/I der Durchschnitt
der maximalen Ideale von A/I, d.h.

meA/l =rad A/l
Wie wir oben gesehen haben, ist das Radikal fur Ringe endlicher Lange nilpotent (vgl.
Schritt 3 im Beweis der Implikation (b) = (c) der Eigenschaften (ii) der Langen-

Funktion). Also liegt eine Potenz von m in I.
QED.
Beweis von (iii). Seien I und J zwei Definitionsideale von A. Dann gibt es eine
natuirliche Zahl s mit
PCI

Also gilt fur jedes n

x(M, I, n) = lengthM/T" M) < length/15 ™+ Dy = (M, 7, ns +5 -1).
Insbesondere kann der Grad bezuglich I nicht grofer sein als der bezuiglich J. Aus
Symmetrie-Griinden mussen die beiden Grade gleich sein, d.h. d(M) héangt nicht von
der speziellen Wahl des Definitionsideals ab.
QED.
Beweis von (iv). Sei I ein Definitionsideal von A, welches von r Elementen erzeugt
wird,

I= (ocl,..., ocr)A.
Dann wird gr(A) von den r-Anfangsformen
o mod 12 € gr(A)

uber A/l erzeugt. Da diese Anfangsformen den Grad 1 haben, bekommt die Formel fur
die Hilbert-Reihe von gr(M) die Gestalt
_ P

gM) ()
Fur die Polstellenordung erhalten wir also
d(gr(M)) <.
hat somit einen Grad d(gr(M)) - 1 < r-1. Durch

Das zugehorige Hilberpolynom P
g g rpoly or(M)

Ubergang zur Summentransformierten erhalten wir ein Polynom (M, I, n) vom Grad

<1, wie behauptet.
QED.

4. Verhalten des Hilbert-Polynoms bei exakten Sequenzen
Seien A ein noetherscher semi-lokaler Ring, I ein Definitionsideal von A und
O—oM —->M—5M —0

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten A-Moduln. Dann gelten folgende Aussagen.
1 dM) = max(d(M’), d(M”)).
i) M, LT)-xM’,I, T)-xM”, 1, T)ist ein Polynom in T eines Grades < d(M).
Beweis. Wir identifizieren M’ mit einem Teilmodul von M. Wegen M” = M/M’ gilt

xM”, I,n) = length(M”/In+IIM”)
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= length M/ M + M)
< length(M/T™F v
=x(M, L; n)
also
dM”) = dM).
Weiter ist
» _ n+1 n+1 )
xM, I, n) - x(M”, I, n) = length(M/I"" "M) - length(M/I"" "M + M’)
= length((™* 1M + M7y / 1 v
= length(M>/M’() I 1M
Nach dem Satz von Artin-Rees gibt es ein r mit M’ﬂInHM (- M firn > .
Trivialerweise gilt e - M’ﬂlnHM. Zusammen erhalten wir
X(M’s I9 n) = X(M’ I9 n) B X(M”9 Is n) = X(M’s I9 n_r)

Das Polynom x(M’, I, n) hat also denselben Grad wie x(M, I, n) - x(M”, I, n) und
denselben hochsten Koeffizienten. Insbesondere gilt (ii).

Gehort zu M und M” derselbe Grad, so ist der Grad zu M’ kleiner oder gleich, d.h. es
gilt (1).

Gehoren zu M und M” unterschiedliche Grad, dann ist der Grad zu M” kleiner und die
Grade zu M’ und M sind gleich, d.h. (i) gilt ebenfalls.

QED.

5. Eigenschaften von d(M)

Sei A ein noetherscher semi-lokaler Ring. Es gilt

(1) d(A) =dim(A).

(1))  Fur jeden endlich erzeugten A-Modul M # 0 und jedes Element x € rad A gilt
dM) = dM/xM) = d(M) - 1.

(iii)) Fur jeden endlich erzeugten A-Modul M # 0 mit dim(M) = r gibt es Elemente
xl,...,errad A mit length(M/(xl,...,xr)M) < 00,

Beweis. Zu (i). Bezeichne m das Jacobson-Radikal von A. Wir fuhren den Beweis

durch Induktion nach d(A). Im Fall d(A) =0 ist (A, m, n) = length(A/mn) fur gro3e n
konstant, d.h. es gibt ein r mit

mf=m*! = .

Nach dem Durchschnittsatz von Krull gilt damit m" = 0. Insbesondere ist
length(A) = length(A/mr) =%(A, m, r-1)
endlich, also dim(A) = 0.
Sei jetzt d(A) > 0. Im Fall dim A = 0 gilt die Behauptung trivialerweise. Nehmen wir
also an,

dim A > 0.
Wir betrachten eine Primidealkette der Lange e >0, sagen wir

Py Py D IPp,_ P, =D
Sei x € P..| P Dann gilt

dim A/(xA+p) = e-1.
Aus der exakten Sequenz

X
0—Alp— Alp— Al(xA+p) —0
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lesen wir ab, daB3 x(A/p, I, T) - x(A/p, I, T) - x(A/(xA+p), I, T) einen Grad < d(A/p)
hat, d.h. es gilt

d(A/(xA+p)) < d(A/p) = d(A).
Zusammen erhalten wir e < d(A). Damit gilt (i).

Insbesondere ist damit gezeigt, da3 die Dimension noetherscher semi-lokaler Ring A
endlich ist.

Zu (i1). Die ersten Ungleichung gilt trivialerweise. Sei I ein Definitionsideal,welches das
Element x enthélt. Dann gilt

w(M/XM, 1, n) = length(M/xM + " 1M
w = lengthM/T" M) - Tength((xM + I+ vyt v,
egen
M + vy v = vt v = 7 Mt ivix

und "M C M+ IV:x erhalten wir

x(M/xM, I, n) = lengthM/I"* M) - length(M/I™M)

=M, I, n) - x(M,I, n-1).
Also gilt dM/xM) = d(M) - 1.
Zu (iii). Sei I ein Definitionsideal von A. Im Fall r = dim(M) = O hat auf Grund der
Charakterisierung der O-dimensionalen Moduln, M eine endliche Lénge,
lengt(M) < oo.
Die Behauptung ist somit richtig.
Sei jetzt r > 0. Wegen r = dim M = dim A/Ann(M) sind die Primoberideale p von
Ann(M) mit
dim(A/p) =1
minimale Primoberideale von Ann(M). Deren Anzahl ist somit endlich. Bezeichnen wir
diese mit
Py Py
Wegen r > 0 liegt kein maximales Ideal von A ganz in einem der p;- Weil A semi-lokal

ist, d.h. die Anzahl der maximalen Ideale ist endlich, liegt auch das Produkt der
maximalen Ideale in keinem p;: Erst recht gilt

rad(A)  p. furi = L.t

Deshalb gibt es ein x, € rad(A), welches in keinem p; liegt. Der Annullator von M/x, M

1 1

enthalt Ann(M) + XIA, also keines der p;- Es gilt also
dim (M/XIM) =dim(M) - 1.

Die Behauptung folgt jetzt auf Grund der Induktionsvoraussetzung (bzgl. dim (M)).
QED.

6. Beschreibung der Dimension eines Moduls

Seien A ein noetherscher semi-lokaler Ring und

M#0
ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt

dim (M) = d(M) = inf {r | es gibt x ..,XrE‘\/6 mit length(M/(l,...,xr)M) < oo}

1

n+1

7 Die Multiplikation mit x definiert eine Surjektion M —s XM/XxM[ JI™"'M mit deren Kern gerade

In+1M:x ist.
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Beweis. Wir wihlen Elemente X preeoX, € rad(A) mit

length(M/(xl,...,xr)M) < 00.
Da sich d(M) beim Faktorisierung nach einem Element von rad(A) hochstens um 1 sinkt
(vgl. Eigenschaften von d(M)), folgt
dM) <.
Da es auf jeden Fall dim(M) Elemente X, mit der angegebenen Eigenschaft gibt, gilt fur

das kleinstmogliche r

r <= dim(M).
Zusammen erhalten wir
dM) = dim(M).
Fur M = A gilt damit auf Grund der oben bewiesenen Eigenschaften von d sogar
d(A) =dim(A) (1)

Auf Grund der Eigenschaften assoziierter Primideale’ gibt es eine Folge von
Teilmoduln von M, sagen wir

0=M0CM1CM2C---CMS=M
derart®®, daB fur i = 1,...,s gilt
MiMi- | = A/pi mit P, € Spec A.
Offensichtlich gilt
p, = Ann(M), 2)
und auf Grund des Verhaltens von Ass(M) bezuglich exakter Sequenzen
Ass(M) C {pl, ,ps}.

Wegen Supp(M) = V(Ann(M)) sind alle minimalen Primoberideale von Ann(M) auch
solche von Supp(M) und liegen damit in Ass(M), und damit in der Menge der p;- Damit

gilt
d(M) = max {d(A/pi) li=1,..,s} (Verh. von x(M,I;n) bei ex. Sequenzen)
= max {dim A/pi li=1,...,8} (wegen (1))
= dim A/Ann(M) (wegen (2))
=dim (M) (Definition von dim(M))

Damit gilt d(M) = r = dim(M), wenn man r minimal wahlt.

” Fur den weiteren Beweis benodtigen wir die folgenden Eigenschaften der Menge
assoziierten Primideale eines A-Moduls M, welche mit

Ass A(M) = {p& Spec(A) | M besitzt einen zu A/p isomorphen Teilmodul}
bezeichnet wird:
(1) Ass(M) = & M =0.
(i1) Die minimalen Elemente von Ass(M) und Supp(M) sind dieselben.
(i) Fur exakte Sequenzen 0 — M’—M — M” — 0 von A-Moduln gilt
Ass(M) C Ass(M*) | Ass(M”).
(iii) Ass(A/p) = {p} fur Primideale A.
% Wegen M # 0 gibt es einen Teilmodul M1 , der isomorph ist zu A/p1 mit p1 € Spec A. Durch
Wiederholen der Konstruktin mit M/M1 anstelle von M erhilt man die uibrigen Teilmoduln. Weil M

noethersch ist, muf} die Folge der M, die man so erhalt, endlich sein.
i
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7. Durchschnitte mit Hyperflachen

Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1, I C A ein echtes Ideal und f € A

eine nicht-Einheit. Wir setzen

X =V({) und H = V(f).
Wir nehmen an, X ist equidimensional81 von der endlichen Dimension d < oco. Dann hat
jede irreduzible Komponente von

X H
die Dimensin d-1 oder d. Der zweite Fall tritt nur dann ein, wenn die Komponente
zugleich Komponente von X ist.

Beweis. 1. Schritt. Der Fall X irreduzibel.
Wir konnen dann annehmen,

I=p&Spec A
ist ein Primideal. Im Fall fE€p gilt X C H, also X( JH = X ist irreduzibel von der
Dimension d. Betrachten wir den Fall
f & p.
Jede irreduzible Komponente von X[ |H = V(p+fA) hat dann die Gestalt V(q) mit
einem Primideal mit
p+fACq.
Die aufsteigenden Primidealketten, welche mit q anfangen sind somit echt kuirzer
als die mit p anfangenden, d.h. es gilt
dim V(q) < dim V(p) =dim X =d.

Zum Beweis der Behauptung reicht es, zu zeigen die Zahl links = d-1, d.h. es reicht zu
zeigen

d-1=sdimXOH (=dim V(p+fA) ) = dim A/(p+fA))
Mit M := A/p gilt M/M = (A/p)/f+(A/p) = (A/p) / (FA + p)/p = A/(p + fA). Also gilt
dimX (N H =dim M/M

=d(M/fM)
=dM) -1
=dim A/p-1
=dim X - 1
=d-1.
2. Schritt: X beliebig.
Es gilt
X\ H= YIU"'UYr

mit Yi irreduzibel und abgeschlossen mit dim Yi = d oder = d-1, denn dies ist richtig

wenn man X durch eine Komponente von X ersetzt (nach dem ersten Schritt) und X ist
die Vereinigung seiner Komponenten. Laft man auf der rechten Seite alle iberfluissigen

Yi weg, so erhilt man gerade die Zerlegung von X[ \H in irreduzible Komponenten
und die Aussage gilt in gleicher Weise fur die verbleibenden Yi'
QED.

8. Die Dimension des Allj

Sei k ein Korper. Dann gilt dim Allj =N.
Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach N.

8! d.h. alle irreduziblen Komponenten von X haben dieselbe Dimension.
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Der Fall N = 0.
Es gilt
dim Ag =dimk =0,
weil k ein Korper ist.
Der Fall N = 1.
Es gilt
dim All( =dim k[x] =1,

weil k[x] ein Hauptidealring ist.
Der Fall N > 1.

Wir setzen A := k[xl,...,x 1,I1:=(0)und f := x_,. Dann ist

N N

N

X := V() = Spec k[Xl""’XN] = Ak
und

H := V(f) = Spec k[xl,
Insbesondere ist

X(NH=H
irreduzibel, und die einzige Komponente des Durchschnitts ist keine Komponente von
X (weil die einzige Komponente von X gleich X ist). Damit gilt

dimH=dim X - 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt aulerdem

N-1
...,XN]/(XN) = Spec kk[xl,...,xN_l] =Ap

dimH=N-1.
Damit ist
dimAllj=dimX=dimH+ I=(m-1)+1=n.

QED.

Kategorien und Funktoren

1 Der Begriff der Kategorie

Eine Kategorie C besteht
(i) aus einer Klasse
ICI = ob(C),
welche Objekte der Kategorie heiflen,
(i) aus einer Menge
Hom(X, Y) = HomC(X, Y)

fur je zwei Objekte X, Y der Kategorie, deren Elemente Morphismen mit der
Quelle X und dem Ziel Y heillen. Fur jedes Element f aus Hom(X, Y) schreibt
man

source(f) = X und target(f) = Y

und nennt X Quelle von f und Y Ziel von f. Man verwendet dann auch die
Bezeichnung

f
f: X—=Yoder X— X.
und sagt, f ist ein Morphismus von X nach Y.
(iii) aus einer Abbildung

Hom(X, Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z), (f, g) » gef,
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fur je drei Objekte X, Y, Z der Kategorie, welche Morphismen-Komposition
heif3t.

Dabei wird gefordert, daf} die folgenden Bedingungen erfullt sind.

(a) Die Morphismen Komposition ist assozialtiv, d.h. es gilt
fo(geh) = (fog)°h
fur je drie Morphismen f, g, h mit
target(h) = source(g) und target(g) = source(f).

(b) Existenz der identischen Morphismen. Fir jedes Objekt X € ICI gibt es einen

Morphimus
idX € Hom(X, X)
mit
f°1dX =f
fur jeden Morphismus mit der Quelle X und
idXOf =f

fur jeden Morphismus mit dem Ziel X.
(¢)  Die Hom-Mengen sind paarweis disjunkt®*

Hom(X, Y) N Hom(X’, Y*) = & fur (X, Y) = (X, Y’).

2 Beispiele
Ens die Kategorie der Mengen
VectK die Kategorie der Vektorraume uiber einem Korper K

Groups die Kategorie der Gruppen
Rings die Kategorie der Ringe

Ab die Kategorie der abelschen Gruppen

Top die Kategorie der topologischen Raume und stetigen Abbildungen

FiltK I die Kategorie der filtrierten K-Vektorraume uiber der linear geordneten
, Menge I**

A-Mod  die Kategorie der linken A-Moduln
Mod-A  die Kategorie der rechten A-Moduln

Cat die Kategorie der Kategorien
CcOP die zur Kategorie C duale Kategorie
C/X die Kategorie der Objekte der Kategorie C iiber dem Objekt X.

Die Kategorie der metrischen Rdume und kontrahierenden Abbildungen
Interpretation der Gruppen als Kategorie

82 Diese Bedingung reflektiert die Ansicht, da@ Abbildungen, die zwischen verschiedenen Mengen

abbilden, als verschieden angesehen werden sollten, auch wenn deren Abbildungsvorschriefen dieselben

sind.

% Die Objekte sind die Familien {V'}'EI von K-Vektorraumen mit der Eigenschaft, daB im Fall i < j
i

der Vektorraum V_ ein K-linearer Unterraum von V _ ist. Die Morphismen
1 J
f: {V %A
Ve = Vi
sind die Famlien {f'}'EI von K-linearen Abbildung f: V. — V’_ mit der Eigenschaft, dal im Fall i <j
ii i i

gilt f,lV = f.. Die Morphismen-Komposition wird durch die Zusammensetzung von Abbildugnen
JV. 1

definiert.
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Interpretation der halbgeordneten Mengen als Kategorie
Interpretation der topologischen Raume als Kategorien

3 Spezielle Objekte
Ein Objekt I der Kategorie C heif3t initiales Objekt oder auch Anfangsobjekt, wenn es
fur jedes Objekt X von C genau einen Morphismus

I— X
gibt. Ein Objekt T der Kategorie C heiflt terminales Objekt oder auch Endobjekt, wenn
es fur jedes Objekt X von C genau einen Morphismus

X—T
gibt. Ein Null-Objekt der Kategorie C ist ein Objekt, welches gleichzeitig initial und
terminal ist.
Bemerkung
Ist C eine Kategorie mit Nullobjekt 0, so gibt es fur je zwei Objekte X und Y von C
einen Morphismus X — Y, der sich uber das Nullobjekt O faktorisiert, d.h. das
Diagramm

X — X

N/

0
ist kommutativ. Dieser Morphismus heif3t Null-Morphismus von Hom(X, Y) und wird
meist mit O bezeichnet.

Beispiele
Die leere Menge ist ein initiales Objekt von Ens. Die Mengen mit genau einem Element
sind die terminalen Objekte von Ens. Die Kategorie Ens besitzt keine Null-Objekte.

Der Null-Vektorraum ist ein Null-Objekt von VectK fur jeden Korper K. Die triviale
Gruppe (mit nur einem Element) ist ein Null-Objekt von Ab und Groups.

4 Spezielle Morphismen: Monomorphismen, Epimorphismen,
Isomorphismen, Automorphismen

Ein Endomorphismus einer Kategorie C ist ein Morphismus f: X = Y mit X = Y.

Ein Morphismus f: X — Y der Kategorie C hei3t Monomorphismus, wenn fur je zwei
unterschiedliche Morphismen g’, g” mit dem Ziel X auch die Kompositionen feg’ und
fog” verschieden sind, d.h. die die folgende Implikation besteht

fog’ - fog” : g’ — g”'

Ein Morphismus f: X — Y der Kategorie C heift Epimorphismus, wenn fur je zwei
unterschiedliche Morphismen g’, g” mit der Quelle Y auch die Kompositionen g’of und
g”of verschieden sind, d.h. die die folgende Implikation besteht

g7°f= g’9°f: g’ - g79.
Ein Morphismus f: X — Y der Kategorie C heillt Isomorphismus, wenn es in C einen

Morphismus g: Y — X gibt mit

gef =1id, und fog = id,.

X Y
Ein Automorphismus ist ein Isomorphismus f: X = Y mit X =Y.
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5 Beipiele: Epimorphie und Surjektivitat, Bijektvitat und
Isomorphie

Sei X eine Kategorie, deren Morphismen Abbildungen sind und deren Morphismen-
Komposition die gewohnliche Zusammensetzung von Abbildungen ist. Dann sind
surjektive Abbildungen Epimorphismen und injektive Abbildungen Monomorphismen.
Beispiel:

In der Kategorie der topologischen Rdume (oder der Kategorie der metrischen Raume)
ist die natirliche Einbettung

Q—-R,xp x,
der rationalen in die reellen Zahlen ein Epimorphismus (welcher nicht surjektiv ist).
Beispiel:
Sei C die Kategorie, deren einziges Objekt die Menge der reellen Zahlen ist,

ICI = {R}.
Die Menge
Hom(RR, R)
bestehe aus den Abbildungen
R — R,

mit
f(x) = f(-x) = 0 fur alle x €R.
Man beachte, die Abbildung
dR— R, x b Ixl,

hat die Eigenschaften des identischen Morphismus: fur jeden Morphismus f und jedes
reelle x gilt:
1d(f(x)) = If(x)l = f(x) (da die Werte von f nicht-negativ sind.
f(id(x)) = f(Ixl) = f(x) (wegen f(x) = f(-x)).
Kein Morphismus f dieser Kategorie ist injektiv (wegen f(x) = f(-x)).
Die Abbildung

f:R—)]R,x—>x2,

ist ein Morphismus dieser Kategorie. Fur zwei Morphismen
ga, g”: R N R
mit
fg’ - fg”
gilt g’(x)2 = g”(x)2 fur alle x € R, also Ig’(x)l = Ig”(x)l. Da die Werte von g’ und g”
nicht-negativ sind, folgt g’((x) = g”(x) fur alle x, also g’ = g”. Mit anderen Worten, f ist
ein Monomorphismus.

Beispiel:

Wir betrachten die Kategorie Filt_, . mit I = {0,1} (versehen mit der naturlichen

K.I
Ordnung). Bezeichne X den Vektorraum K mit der Filtration
0CK
und Y den Vektorraum K mit der Filtration
K C K.
Die identischen Abbildung definiert dann einen Morphismus
f:X—=Y.
Dieser ist kein Isomorphismus.

6 Funktoren
Seien C und D zwei Kategorien. Ein Funktor oder auch kovarianter Funktor

F:C—D
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besteht aus einer Abbildung
F: ICl — DI, X » F(X),
und fur je zwei Objekte X und Y von C aus einer Abbildung

F: Hom(X, Y) — Hom(F(X), F(Y)), X i) Y b F(X) F(—OQ F(Y).
Dabei gilt

1. F(IdX) =1d fur jedes Objekt X von C.

F(X)
f
2. F(fog) = F(f)°F(g) fur je zwei Morphismen X i Yund Y — Z von C.

Ein Kofunktor oder auch kontravarianter Funktor C —» D ist ein Funktor C°P —s D.

7 Beispiele fur Funktoren

(1)  Der kovariante Hom-Funktor. Fur jede Kategorie C und jedes Objekt X von C ist
durch

f o fo
hX:C—>Ens,Z|—>Hom(X,Z),Z—>Z’ P X—ZpbX—7)

ein Funktor definiert, der kovariante Hom-Funktor.
(i)  Der kontravariante Hom-Funktor. Fur jede Kategorie C und jedes Objekt X von C
ist durch

X 0 t _, o of
h**: C p—)Ens,ZHHom(Z,X),Z—>Z b Z —XpZ—X)
ein Kounktor definiert, der kontrvariante Hom-Funktor.

(1) Der duale Vektorraum. Der Ubergang zum dualen Vektorraum und zur dualen
Abbildung definiert einen kontravarianten Funktor

VectK —s Vekt ., Vb V¥ f*

K,

(iv) Direkte Summen von Vektorrdumen. Fur jeden K-Vektorraum V definiert die
direkte Summe mit V einen Funktor

V®: Vect,, — Vect

K W VOW, f » IdVG-)f.

K’
(v) Tensorprodukte. Fur jeden K-Vektorraum V definiert das Tensorprodukt mit V

einen Funktor

®KV: VectK

—> Vect, , W W®KV, f f®IdV .

K 2

Fir jeden Korper K und jeden Teilkorper k C K definiert das Tensorprodukt mit
K ubert k einen Funktor

®kK: Vectk —s> Vect,, ., Vp V®kK, f f®IdK.

K o
(vi) Faktorraume. Seien K ein Korper und C die Kategorie der Paare (V, W)

bestehend aus einem K-Vektorraum V und einem K-linearen Unterraum W C V.
Die Morphismen

V., W) — (V', W)
der Kategorie C seien die K-linearen Abbildungen f: V — V’ mit f(W) C W’.
Dann ist durch
F.C — VectK, V., W) V/IW,
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ein Funktor definiert. Der zum Morphismus f: (V, W) — (V’, W’) gehorige
Morphismus F(f) sei dabei die lineare Abbildung
F(f): VIW — V'/W’, v+ W b f(v) + W’.

Bemerkung

Wie viele Objekte der Mathematik bilden auch aud Funktoren eine Kategorien. Die
Morphismen dieser Kategorien heif3en natirliche Transformationen oder auch
funktorielle Morphimen.

8 Naturliche Transformationen
Seien C und D Kategorien und
F,G:C—D
zwei Funktoren. Eine naturliche Transformation
EF—G
ordnet jedem Objekt X von C einen Morphismus
§X: F(X) — G(X)

zu, wobei fur jeden Morphismus o: X — das folgenden Diagramm kommutativ
ist.

S
FX) 23 G(X)
F)| |G
Ex>
F(X) 25 G(X)
Sind alle EX Isomorphismen der Kategorie D, so besitzt die naturliche Transformation §

eine Umkehrung

G—F

und ist ein Isomorphismus in der Kategorie
Funkt(C, D)

der Funktoren C — D und naturlichen Transformationen.

Beispiel 1
Seien K ein Korper und C die oben definierte Kategorie der Paarer (V, W) aus einem

K-Vektorraum V und einem K-linearen Unterraum W C Weiter betrachten wir die
Funktoren

F.C — VectK, V,W)» V,fpf,
und
G C— VectK, (V, W) » V/W.
Dann ist die Abbildung
(V,W) b p: V— V/W,

welche jedem Paar (V, W) die naturliche Abbildung auf den Faktorraum zuordnet, eine
natirliche Abbildung, denn nach Definition von G ist fur jeden Morphismus

f: (V, W) — (V', W)
von C das folgende Diagramm kommutativ.**

8 G(f) ist definiert als die eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung, fir welche dieses Diagramm
kommutativ ist.
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V=F(V,W) LN G(V,W)=V/W
F(f)=f| leo

V’=F(V’,W’) i> GV W)=V’/W’
Beispiel 2

SeienC=D = VectK ,

F=1d:C—D,Vp V,fpf,
der identische Funktor und
G:C— D,V b V¥ { %,

der Funktor der jeden K-Vektorraum auf dessen doppeltes Dual und jede K-lineare
Abbildung auf deren doppeltes Dual abbildet. Dann ist durch

V— V¥ v s (€ & V),

eine naturliche Transformation F —s G. Betrachtet man anstelle beliebiger K-
Vektortraume nur solche endlicher Dimension, so sind alle diese linearen Abbildungen
Isomorphismen. Die naturliche Transformation besitzt eine Umkehrung und ist ein
Isomorphismus in der Kategorie
Funct(C, D)
der Funktoren C — D und naturlichen Abbildungen.
Beispiel 3
Seien K ein Korper, R eine K-Algebra, C=D = VectK ,
F=1d,C— D, Wp W, fp f
der identische Funktor und
GC—DWp W®KR’
der durch das Tensorprodukt mit R definierte Funktor. Dann ist durch

WV — W®KR, WP w®l,

eine naturliche Transformation F — G definiert.

Beispiel 4

Seien F: COP —s Ens ein Funktor, X €IC! ein Objekt und uEF(X) ein Element. Fur
jedes Objekt Z von C betrachten wir die Abbildung

a
E= EX:h(Z) = HomC(Z, X)— F(Z),Z — X » F(o)(u). (D)
Man beachte, weil F kontravariant ist als Funktor auf C, ist F(ot) eine Abbildung
F(X) — F(2),
d.h. (1) ist eine korrekt definierte Abbildung. Auflerdem ist fur jeden Morphismus
f
7 —7
das folgende Diagramm kommutativ.
a’
7Z’—X»  F(a)(u
Hom(Z’,X) i F(Z") (@)w)
J
he] : [F® Y ROE@)W)
Hom(Z,X) —» F(Z) 725 I

F(a’f)(u)
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Mit anderen Worte, die Familie der EX definiert eine naturliche Transformation

h— F.
Umgekehrt liest man aus dem kommutativen Viereck mit einer beliebigen naturlichen
Transformation § ab, daf jede naturliche Transformation

h=hX—>F

auf diese Weise zustande kommt: Man setze
7’ :=Xund u := E(IX).

Dann ergibt sich aus der Kommativitit des Vierecks fur o’ := 1 X

EZ i) X) = E(h(f)(lX)) (nach Definition von h(f))

= F(f)(E(1 X)) (Kommutativitat des Vierecks)

= F(H(w),
d.h. die Abbildung & ist durch die Abbildungsvorschrift (1) gegeben.

9 Darstellbare Funktoren
Ein Funktor

F: COP — Ens

heiflt darstellbar, wenn es ein Objekt X&C gibt mit der Eigenschaft, daf3 F isomorph ist
zum Funktor
hX = Hom(?, X): C°P — Ens, Y » Hom(Y, X).
ist. Das Objekt X heit dann darstellendes Objekt fur F.
Sei

E:hX — F

die naturliche Transformation, welche die Isomorphie von hX und F vermittelt.

Dann heif3t das Bild des identischen Morphismus
lX e hX(X) = Hom(X, X)
bei

%X: hX(X) — f(X)
darstellendes Element oder fur F und wird mit

up = uF,X= 7gX(lX) e f(X)
) heillt auch darstellendes Paar.

bezeichnet. Das Paar (X, u

F.X
Ein Funktor
f: C — Ens
heiBt kodarstellbar, wenn er als Funktor
(COPYOP _ Ens
darstellbar ist.
Beispiel

Seien C eine Kategorie mit dem Null-Objekt O und
X—Y
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ein Morphismen. Fur jedes Objekt Z sei
K(Z) := {oEHom(Z, X) | fea =0}
und fur jeden Morphismus &: Z — 7’ sei K(§) die Abbildung

a ag
KE:KZ)—KZ),Z —X b» Z33X.

Dann ist
K: C°P — Ens
ein Funktor, der genau dann darstellbar ist, wenn f einen Kern besitzt, und die Kerne
von f ist dann darstellende Objekte von k.
Beispiel
Seien U, V, W Vektorraum tiber dem Korper K und bezeichne
L(U, V; W)

die Menge der uiber K bilinearen Abbildungen UxV — W. Dann ist der Funktor

K-Mod — Ens, W » L(U, V; W),
kodarstellbar. Das Tensorprodukt U®KV ist kodarstellendes Objekt und die natiirliche
Abbildung

UxV — U®KV, (U, v) p u®v,

das kodarstellende Element.

10 Darstellbare Funktoren und darstellende Paare

(1) Das darsttlende Paar ist bis auf [somorphie eindeutig bestimmt.

(i) Ein darstellbarer Funktor ist durch sein darstellbares Paar bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Beweis. Zu (i). Seien

F: C°P s Ens
ein darstellbarer Funktor und (X, u) mit u € F(X) ein darstellendes Paar. Sei
gh=hy S, F
der zugehorige funktorielle Isomorphismus. Fur beliebige Morphismus
.72 —7
und
a2’ —X
ist dann das Diagramm
h(f)
Hom(Z’,X Hom(Z,X a af
om(Z’,X) — om(Z,X) 7%x o zHx
h(e)\ /"h(af) K o
1S 13 J J
Hom(X,X) Iy
I
E(o) P &al)
F(Z) — F(Z)
g | F(f) 5 I &
Fa) N l F(af) /
F(f) u
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kommutativ. Die vertikalen mit § gekennzeichneten Pfeile bezeichnen dabei bijektive
Abbildungen. Insbesondere gibt es fur jedes Element

x € F(Z)
genau ein oEHom(Z’, X) mit
x = §(o) = §(h(a)(14) = F(a)(§(1) = F(a)(w),
d.h.
x = F(a)(u) fur genau ein a.
Sei jetzt
(Y, v) mit v E F(Y)
ein zweites darstellendes Paar. Weil (X, u) darstellend ist, gilt
v = F(a)(u) fur genau ein o: Y — X.
Weil auch (Y, v) darstellend ist, gilt auch
u = F(B)(v) fur genau ein f: X — Y.
Weil F ein Funktor ist, folgt
u = F(P)(F(a)(u)) = F(ap)(u)
v = F(a)(F(B)(v)) = F(Ba)(v)
d.h.
u = F(af)(u)
v =F(Ba)(v)
Weil (X, u) und (Y, v) darstellend sind, sind die Morphismen a3 bzw. fa durch die
letzten beiden Bedingungen eindeutig bestimmt. Diese Bedingungen sind aber auch

erfullt, wenn af3 bzw. Poa durch die identischen Morphismen ersetzt. Deshalb muf}
gelten

of = IX und fa = lY’

d.h. o und P sind zueinander inverse Isomorphismen. Insbesondere sind X und Y

isomorph.

Zu (i1). Der Funktor h = h, ist durch das Objekt X vollstindig festgelegt, Die zweite

X

Koordinaten des darstellenden Paars beschreibt, wie die Isomorphie h — F zu
realisieren ist.

QED.

11 Adjungierte Funktoren

Zwei Funktoren F: C—D und G: D—C heillen adjungiert (genauer (F, G) ist ein

adjungiertes Paar, bzw. F ist linksadjunkiert zu G und G ist rechtsadjungiert zu F),
wenn die beiden Funktoren

€xD —s» Ens, (X, Y) — Hom(F(X), Y),

und
CxD —s Ens, (X, Y) — Hom(X, Y),
zueinander isomorph sind,
HomD(F(X), Y) = HomG(X, G(Y)). (1)

Bemerkungen
(i) Insbesondere ist fur jedes feste Y der Funktor auf der linken Seite von (1) ein
darstellbarer Funktor mit dem darstellenden Objekt G(Y). Das Objekt G(Y) ist



(ii)
(iii)

(iv)

v)

(vi)

(vii)
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somit fur jedes Y durch den Funktor F bis auf natiirliche Isomorphie eindeutig
bestimmt.

Eine etwas genauere Betrachtung zeigt, daf der Funktor G, falls er existiert,
durch F bis auf naturliche funktorielle Isomorphie eindeutig bestimmt ist.
Durch Ubergang zu den dualen Kategorien sieht man, daf3 auch der Funktor F,
falls er existiert, durch G bis auf naturliche funktorielle Isomorphie eindeutig
bestimmt ist.

Setzt man in (1) fur Y = F(X) ein, so erhalt man auf der rechten Seite einen
Morphismus

£y : X — G(F(X)),

der dem identischen Morphismus F(X) — F(X) auf der linken Seite entspricht.

Die Morphismen §X setzen sich zu einem funktoriellen Morphismus

€:Id — Ge°F

von Funktoren C—C zusammen.

Analog, setzt man in (1) fur X = G(Y) ein, so erhalt man auf der linken Seite
einen Morphismus

Ny FG(Y) — Y,

der dem identischen Morphismus G(Y) — G(Y) auf der rechten Seite entspricht.

Die Morphismen Ny setzen sich zu einem funktoriellen Morphismus

N: FoG — Id
von Funktoren D—D zusammen.

Die beiden funktoriellen Morphismen & und 1 definieren den funktoriellen
Morphismus (1) bzw. dessen Inverses: ist

a:FX) — Y
ein Element der linken Hom-Menge von (1), so kann man auf o den Funktor G
anwenden und das Ergebnis mit EX zusammensetzen. Man erhilt so gerade das
Bild von a bei der Abbilduing (1).
Umgekehrt, ist
B: X — G(Y)
ein Element aus der rechten Hom-Menge von (1), so kann man auf § den Funktor
F anwenden und das Ergebnis mit Ny zusammensetzen. Man erhilt so gerade das
Urbild von f bei der Abbildung (1).
Die Aussage, da3 beiden gerade beschriebenen Abbildungen
o b Ga)Ey
und
B My °F(B)
zueinander inverse funktorielle Morphismen definieren, bedeutet gerade, daf} gilt
Ny FG@)FEy) =
und
Gy ) GEP))Ey =B
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fur alle o und alle 3.
(viii) Die Aussage, daB (F, G) ein adjungiertes Paar bilden ist gerade aquivalent zur
Existenz von natuirlichen Transformationen

€:Id — Ge°F
und
N: FoG — Id

fur welche die letzten beiden Bedingungen von (vii) erfullt sind. Man kann diese
Bedingungen noch abschwichen, vgl.

Schubert: Kategorien
12 Additive Kategorien (frei nach Bass)

12.1 Definition

Eine Kategorie C heif3t additiv, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.

(1) C besitzt ein Null-Objekt, d.h. ein Objekt das gleichzeitig initial und terminal ist.
(i1) C besitzt endlich direkte Summen und endlich direkte Produkte.

(iii)  Die Hom-Mengen von C sind abelsche Gruppen.

(iv)  Die Morphismen-Komposition

Hom(A, B)xHom(B,C) — Hom(A, C), (f, g) » gef,
ist bilinear.

Diese Bedingungen lassen sich etwas abschwéchen und durch die folgenden Axiome
ersetzen (vgl. Bass: Algebraic K-theory, Chapter I, §3).

(Add Kat. 0). C besitzt ein Null-Objekt.
(Add Kat. 1). C besitzt endliche direkte Summen und endliche direkte Produkte.

Matrizen-Schreibweise fur Morphismen.

Nach Definition der direkten Summe gibt es fur je zwei Morphismen
f1: A1 —B undf2: A2—>B
genau einen Morphismus
cp:A1 @ A2 —B
dessen Zusammensetzung fur j = 1,2 mit der naturlichen Einbettung von Aj in die

direkte Summe gleich fj ist,

fj = q)oqj.
Man schreibt dann
¢ = ().

Analog gibt es nach der Definition des direkten Produkts fur je zwei Morphismen

g A —>B1 und g5 A— B2
genau einen Morphismus

Pp:A— B1 x B ’
dessen Zusammensetzung fur j = 1,2 mit der naturlichen Projektion des direkten

Produkts auf Bj gleich gj ist,
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gj :Pj ¢.

&1
' (gz )
Weiter kann man fur je zwei Objekte A1 und A2 einen Morphismus
cp:A1 @ A2 —>A1 X A2

konstruieren, dessen Zusammensetzung mit der j-ten naturlichen Einbettung

| | | .qj:Aj—>A1@A2
und der i-ten natuirlichen Projektion

Pt A XAy — A

gleich einem vorgegebenen Morphismus

a. = picqu: Aj — Ai

\
1 ( 42
D1) (*22
1.0

Man schreibt dann

ist. Man schreibt dann
o N2y (G2
B8 | | (@y)8y5)

(Add Kat. 2). Fur je zwei Objekte A und B von C ist (

: AOB—AXB ein
0 IB

Isomorphismus.
Dabei bzeichne 0: A — B den Null-Morphismus, d.h. den eindeutig

bestimmten Morphismus A — B, der sich uber das Null-Objekt
faktorisiert.

Auf Grund dieses Axioms hat fur je zwei Objekte A und B von C die direke Summe
A®B die Universalititseigenschaft von AxB und das direkte Produkt AXB hat die

Universalitatseigenschaft von A®@B. Wir konnen also beide Konstruktionen als gleich
ansehen und vereinbaren

A ®B=AXxB.
1, O
Der Morphismus ( 01 ) wird dann zum identischen Morphismus.
B
Definition der Addition von Morphismen.

Bezeichne
1
AA.=<1>.A—>AXA=A@A

fur jedes Objekt A die Diagonal-Einbettung, d.h. den eindeutig bestimmen
Morphismus, dessen Zusammensetzung mit den beiden Projektionen auf A der
identische Morphismus ist,

pioAA= lA'

Weiter bezeichne
ZA=(1,1): APA= AxXxA—A
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fur jedes Objekt den Summen-Morphismus, d.h. den eindeutig bestimmen
Morphismus, dessen Zusammensetzung mit den beiden Einbettungen von A in die
direkte Summe der identische Morphismus ist,

ZAoqj =1

A
Fur je zwei Morphismen

a:A—Bundb:A—B
setzt man dann

Ap a®b 2B
atb=2 o @®b)A A —A®A— BOB—B (1)

) a0
mlta@)b—(Ob).

Satz

Die eben definierte Addition von Morphismen definiert auf Hom(A, B) die Struktur

einer kommutativen Halbgruppe mit neutralen Element, wobei der Null-Morphismus
0:A—B

die Rolle des neutralen Elements spielt.
AuBlerdem ist die Morphismen-Komposition bezuglich dieser Halbgruppen-Struktur
bilinear.

(Add Kat. 3). Die Hom-Mengen sind bezuglich der oben definierten Addition
abelsche Gruppen.

12.2 Vergleich der Axiome
Eine Kategorie C, welche den Bedingungen

(Add Kat. 0) - (Add Kat. 3)
genugt ist additiv.

Umgekehrt gentigt jede additive Kategorie C diesen Bedingungen, und die Addittion
von Morphismen in C ist durch die Formel (1) gegeben.

Zum Beweis.
Der erste Teil der Behauptung ergibt sich aus den gerade durchgefuhrten Betrachtungen.

Sei umgekehrt C eine abelsche Kategorie. Dann sind trivialerweise die Bedingungen
(Add Kat. 0) und (Add Kat 1)

eBrglvl&}gi's von (Add Kat. 2). Wir haben zu zeigen, fur je zwei Objekte A1 und A2 ist der
Morphismus
1 A1 0
*=l o 1 : AI(JBA2—>A1><A2
A2

ein Isomorphismus. Wir setzen
W=d°Py + G)Pyi ApAy — A BA,.

wobei fur i = 1 und i = 2 der Morphismus p;: A1XA2 — Ai die i-te naturliche

Projektion des direkten Produkts und qi:Ai—>A1@A2 die i-te natiirliche Einbettung in

die direkte Summe sei.
Es reicht zu zeigen, @ und 1 sind zueinander invers. Es gilt
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1 1
VA = APl o, T T R o0 1, [
A A
2 2
= ‘111"1A1 * 40
= ql
und
1Al 0 lA1 0
ey = 9Pl o 1, M2t R o 1, |
A A
2 2
= Qo0+ ayely
2
Auf Grund der Universalitatseigenschaft der direkten Summe ergibt sich
Yo =1
AI@A2
Weiter gilt
1Al 0 lA1 0
PPP®W=P’l o0 1, |"UP1*P°l 01, QP2
A A
2 2
B 1A1°p1°+ 0°p,
und
IA1 0 1Al 0
pzocp°w=p2° 01 "GP T Pl o 4Py
A A
2 2
= Oeppetly, oy
2

Auf Grund der Universalitatseigenschaft des direkten Produkts ergibt sich
oy =1
A1 ®A2

Wir haben die Gultigkeit von (Add Kat. 2) fur aditive Kategorien bewiesen.

Zum Beweis von (Add Kat. 3) benodtigen wir die beiden nachfolgenden Kriteriem fur
direkte Summen und direkte Produkte.

QED.

12.3 Kriterium fur direkte Summen

Sei C eine additve Kategorie. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Das Objekt A ist bezuiglich der Morphismeni’: A> — Aund i”: A” — A eine
direkte Summe von A’ und A”.
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(i)) Es gibt Morphismen p’: A — A’ und p”: A — A” fur welche die folgenden
Identitaten bestehen.

1.p1=1A,, und p”i” = A”
2.p1”=0 und p”i’ =0
3. i7p’ + i”p” - A.

Beweis. (i) = (ii). Seien A := A’®A” und

P i=(1,00: A—> A’ p”:= (0,1): A —» A”.
Dann gilt

p,i, - 1’ pﬂi,’ - 0’ p’ﬁi’ - O’ p,’iﬂ’ - 1

Zum Abschluf des Beweises berechnen wir die Matrix von

CP - i’p’ + i”p”.

Es gilt
p’cpi7 - p’i’p’i7 + p’i’?p”i’ - 1 + 0 — 1
p’cpi” - p’i’p’i” + p’i”p”i,’ - 0 + O - 0

9959 239

p”cpi7 - p 1 p 1 + p”i”p”i’ - 0 + O — 1
p”(pi,, - p’,i,p’i’5 + p7’i’5p5’i’, - O + 1 - 1
Wenn wir in der obigen Rechnung ¢ durch den identischem Morphismus ersetzen,
erhalten wir dieselben Ergebnisse:
p’li’ - p’i’ - 1
p3 li” - pﬂi,’ - O
pﬁ’iiﬁ - p”i’ - O
p”li” - p’7i’5 - 1-
Deshalb gilt ¢ = 1.
(i) = (i).Seien zwei Morphismen j’: A* — B und j”: A” — B gegeben. Wir setzen

¢=j'p +iP A —B.

Dann gilt
G =F P+ =01+ o0 =
Qi =P+ P =0+ o=
Wir haben noch zu zeigen, daf} ¢ durch die Bedingungen
Qi =j
gi" ="

eindeutig bestimmt ist. Sind diese Bedingungen erfullt, so gilt

19990 1992

@=@el, =qo(i’p’ +i"p") =j'p’ +7p”,

d.h. @ ist durch j’ und j” eindeutig festgelegt.
QED.

12.4 Kriterium fur direkte Produkte
Sei C eine additve Kategorie. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Das Objekt A ist bezuglich der Morphismen p’: A — A’ und p”: A — A” eine
direkte Summe von A’ und A”.
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(i)) Es gibt Morphismen p’: A — A’ und p”: A — A” fur welche die folgenden
Identitaten bestehen.

l.p’1 =1A,, und p”i” = A”
2.p1”=0 und p”i’ =0
3.Up" +17p” =0.
Beweis. (i) = (ii). A=A’ X A” und
1 0
1= (0) A —>A,i”:=(1): A7 —s A,
Dann gilt

p7i’ - 1’ pﬂi’ — O, p7’i’ — O’ p”i” - 1.
Zum SchluB3 des Beweises berechnen wir die Matrix von

2999

p=1p +1’p”.
Dieselbe Rechnung wie beim Beweis der Implikation (i) = (ii) zur Charakterisierung
der direkten Summen zeigt, es gilt ¢ = 1.
(ii) = _(1). Seien zwei Morphismen q’: B — A’ und q”: B — A” gegeben. Wir
setkzen

199 99,

¢p:=i'q’+i1°q": B— A.

Dann gilt

p?cp=p’i7q7 +p9i7’q’7= IA,oq’ +Ooq,’=q,

p”cp - p”i’q’ + p”i”q’7 - Ooq’ + IA”oq” - q7’
Wir haben noch zu zeigen, da8 ¢ durch die Bedingungen

Pe=q

p”(p - q”
eindeutig bestimmt ist. Sind diese Bedingungen erfullt, so ist

cp - 1A0cp - (iﬁp, + i”pﬂ’)OCP - i7q, + i,’q’ﬁ’
d.h. @ ist durch q” und q” eindeutig festgelegt.
QED.

12.5 Die Matrix einer Zusammensetzung von Morphismen
Auf Grund der letzten beiden Kriterien konnen wir im folgenden direkte Produkte mit

den entsprechenden direkten Summen identifizieren. Jede direkte Summe AI@AZ ist

jetzt also aufler mit zwei naturlichen Einbettungen q, (1= 1,2) auch mit zwei naturlichen
Projektionen pj (j=1,2) versehen, wobei die p’s durch die beiden q’ eindeutig festgelegt

sind und umgekehrt und die p’s und q° zusammen den Bedingungen (ii) der beiden
obigen Kriterien genuigen.

Ein Morphismus

cp:Al@)A2 — B1®B2
ist dann durch die Matrix mit den Eintragen
gegeben.

Die Zusammensetzung von Morphismen entspricht dabei gerade der Multiplikation der
zugehorigen Matrizen.
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Genauer: sei
Y:B = Bl@B2 — C169C2
ein weiterer Morphismus, dessen Matrix die Eintrage
b i~ Py
besitzt. Dann hat die Matrix der Zusammensetzung von ¢ und v die folgenden Eintrage.

Pbed; = PWlp@d; = pb(q Py + 4, p))eq;

(P¥a))(P;¥qy) + (p;wd,)(pr9q;)

12.6 Beweis der Aquivalenz der beiden Axiomen-Systeme
Wir haben noch zu zeigen, in einer additiven Kategorie ist Bedingungen

(Add Kat.3)
erfullt, und die Addition von Morphismen ist durch die Formel (1) gegeben.

Dazu reicht es zu zeigen, die Addition der Morphismen in der Kategorie C ist dieselbe
wie diejenige, auf welche sich die Bedingung (Add Kat. 3) bezieht.

Es reicht also zu zeigen, die Morphismen-Addition in C ist gerade die durch Formel (1)
gegebene.

Fur je zwei Morphismen
ai:A—>B ,1=1,2
von C gilt auf Grund der Bilinearitat der Morphismen-Komposition
pi°(a1®0 + OG—)az)oqj = piO(al@O)oqj + piO(O@az)oqj
=85 o o

also
211(-DO+06-)a2 =a1® a2
also
ZBO(al@ 212)0AA = ZBO(al@ ())OAA + ZBO(O@ az)OAA
8.10 1 0 0 1
=(1,1)° o + (1,1)e °
1y o3 000, 1)
_ Yo 1 0 . 1
_(al’ ) <1)+( ’az) (1)
=a1+ 32
QED.

8 Firi # j steht auf beiden Seiten Null. Fur i = j = 1 steht auf beiden Seiten al+0 =4, und fr i = j

= 2 steht auf beiden Seiten a2 +0= a2
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12.7 Eigenschaften von Morphismen
Seien C eine additive Kategorie,

b

a
A — B

a”l lc’ D
C”
Bn — C
ein Diagramm in C. Betrachten wir

s e £=(€7C7)
A——B®B"—— C

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Das Diagramm (I) ist genau dann kommutativ, wenn gilt gof = 0.

(i1) Das Diagramm (I) ist genau dann kartesisch, wenn gilt f = Ker(g).

(iii))  Das Diagramm (I) ist genau dann kokartesisch, wenn gilt g = Koker(f).
Beweis. Zu (i). Es gilt

a’
O0=gfe0=(c, c”)( -a”) =c’a’ - ¢”a” & (I) ist kommutativ.

Zu (ii). Sei (I) kartesich und sei
a: X — B’®B”

ein Morphismus mit gea. = 0. Wir haben zu zeigen, o faktorisiert sich auf genau eine
Weise uber f.

b

. Dann gilt

o
Wir schreiben o in der Gestalt o = (
-a

a,
O - ga - (C,, C”)( ] - C’a’ _ C’,a,’.
a”

Weil (1) kartesich ist, gibt es genau einen Morphismus a: X —s A mit

A’ =a”unda’a =a’,

d.h. mit
) A 9
~ a ~ a o o
fa = ( ,,)oc = = =qa
-a 2 -
-a’a

Wir haben gezeigt, f = Ker(g).

Sei umgekehrt f = Ker(g) und o’: X — B’, a”: X — B” ein Paar von Morphismen
mit c’a’ =c”a”. Mit

: X — B’®B”

2

-

gilt dann
a’
go = (c’,c”) =c’a’ -c’a” =0.
_aﬁ’

Weil f der Kern von g ist, faktorisiert sich o eindeutig uiber f, d.h. des gibt genau einen
Morphismus

8(:X—>A
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mit o = for, d.h. mit

d.h. mit
o’ =a’a und o’ = a”al.
Wir haben gezeigt, (I) ist kartesisch.
Zu (ii1). Dies ist gerade die in der dualen Kategorie formulierte Aussage (ii).

QED.
12.8 Satz von Krull-Schmidt

Sei C eine additive Kategorie, in der jeder idempotente Morphismus®® e: A — A
zerfallt.*” Weiter seien

A.eC
i
von Null verschiedene Objekte, deren Endomorphismen-Ringe lokale Ringe sind und
A= Al®...®An .

Dann gelten die folgenden Aussagen.
(1) Jede Zerlegung A in eine direkte Summe kann verfeinert werden zu einer
Zerlegung in unzerlegbare®® direkte Summanden.

(i) IstA= B1®"'@Bm mit Bi unzerlegbar fur jedes i, so gilt m = n und bis auf
eine Permutation der direkten Summanden ist Bi = Ai fur jedes 1.

Beweis. siche Bass: Algebraic K-theory, Chapter I, §3, Theorem 3.6.
QED.

13 Abelsche Kategorie

Definition

Ein Kategorie C heif3t abelsch, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.
@) C ist additiv.

(i1) Jeder Moprhismus besitzt einen Kern und einen Kokern.

(iii))  Fur jeden Morphismus f: A — B ist der naturliche Morphismus

Koim(f) — Im(f)

ein [somorphismus.
Bemerkung
Diese Bedingungen sind selbtdual, d.h. das Dual einer abelschen Kategorie ist abelsch.

% d.h. es gilt ece =e.

q p
¥7 d.h. es gibt Morphismen B — A — B mit qgp=e und pq = 1.

% Ein Objekt A heiBt unzerlegbar, wenn es von Null verschieden ist und aus A = B®C folgt, daB B =0
oder C =0 ist.
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Exaktheit
Sei F: C — D ein additiver Funktor auf der abelschen Kategorie C mit Werten in der

abelschen Kategorie. Der Funktor F: C — D heif3t exakt, wenn er exakte Sequenzen
von C in exakte Sequenzen von D uberfuhrt. Der Funktor F heif3t linksexakt, wenn fur
jede kurze exakte Sequenz

0—>X’—>X£>X”—>O

von C die Sequenz

F F
0 — F(X') —(>f) F(X) EB F(X”)

exakt ist in D. Fordert man stattdessen die Exaktheit der Sequenzen

F F
F(X") L>f) F(X) EQ F(X”) — 0,

so heiBt F rechtsexakt.

Bemerkungen

(i)  Exakte Funktoren sind trivialerweise links- und rechtsexakt.

(1))  Umgekehrt sind additive Funktoren, die kurze exakte Sequenzen in kurze exakte
Sequenzen uiberfuhren, sogar exakte.

(i) Linksexakte Funktoren kommutieren mit Kernen: seien F: C — D linksexakt

und

f
X—Y

ein Morphismus in C. Dann hat man kurze exakte Sequenzen

0 — Ker(f) — X — Im(f) — 0
und

0 — Im(f) — X — Coker(f) — 0
also exakte Sequenzen

0 — F(Ker(f)) — F(X) — F(Im(f))
und

0 — F(Im(f)) — F(Y) — F(Coker(f))
Der Kern des rechten Morphismus der ersten Sequenz andert sich nicht, wenn
man ihn durch die Zusammensetzung mit dem linken Monomorphismus der
rechten Sequenz ersetzt. Deshalb ist auch die Sequenz

F(f)
0 — F(Ker(f)) — F(X) — F(Y)

exakt, d.h. es ist F(Ker(f)) = Ker F(f).
(iv) Rechtsexakte Funktoren F kommutieren mit Kokernen,
F(Koker(f)) = Koker F(f).
Das zeigt man durch dualisieren der Argumente von (iii).

14 Direkte Limites

Seien € eine Kategorie und I eine halbgeordnete Menge mit der Halbordnung ‘<’. Ein
direktes System von C uiber der Index-Menge I ist eine Familie

{(pOLB:XOL_>XB}OL,ﬁ€I,OLSﬁ
von Morphismen aus € mit
I. ¢ =id, furjedes o€l

oo X
o
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2. fur beliebige a,p,yEl mit a<pf=y.

Py Pap = Poy
Das direkte System heif3t filtriert, wenn es aulerdem fur je zwei a, fEI ein yYEI gibt mit

a<y und P=y.
Ein direkter Limes des obigen direkten Systems ist ein Objekt X von C zusammen mit
einem Morphismus

P Xoc — X
fur jedes o€l so daB fur je zwei a,pEL mit a<f gilt cpﬁocpaﬁ = Q. AuBerdem wird

gefordert, da3 die Familie der P, in dem Sinne universell ist, da fur jede weitere
Familie

lpa: Xa — Y
von Morphismen mit Bocp(xB = lpa fur je zwei o,BEI mit a<f genau ein Morphismus

¢ X—Y
existiert mit lpa =09, fur jedes .

Bemerkungen
(1)  Der direkte Limes eines direkten Systems ist, falls er existiert, bis auf naturliche
Isomorphie eindeutig bestimmt und wird mit

lim
f— Xa
o<l
bezeichnet.
(i) Ein filterierter direkter Limes ist ein direkter Limes eines filtrierten direkten
Systems.

(i) Besteht das obige direkte System nur aus identischen Morphismen, so heifit ein
zugehoriger direkter Limes direkte Summe der Xa und wird mit

®OLEI XOL
bezeichnet. Die zugehorigen Morphismen P, heiflen naturliche Einbettungen und
werden mt
Ao Ko Pper %o
bezeichnet.

(iv) Falls die Kategorie C additv ist und beliebige direkte Summen und Kokerne
besitzt, so besitzt sie auch beliebige direkte Limites. Der direkte Limes des obigen
direkten Systems ist in naturlicher Weise isomorph zum Kokern des Morphismus

®oc,661,ocs[3 Ao ™ ®OLEI Xa

dessen Einschrankung
ch — @ X

o€l a
auf den direkten Summanden zum Paar (o) gerade der Morphismus
qBOCPO(f) - qOL
ist.

(v) Sind die Objekte der Kategorie C Mengen (eventuell mit einer zusatzlichen
Struktur) und ist das obige direkte System filtrierend, so liegt jedes Element des
direkten Limes im Bild einer der Abbildungen
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lim
a ol ¢

(vi) Sind in der Situation von (v) Elemente uEXa und v&eX B gegeben, so sind die

Bilder von u und v im direkten Limes genau dann gleich, wenn es ein yE€I gibt mit

asy, Py und ¢ () = @ (V).
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" Durch Anwenden des Schnitts s auf ein echt kleineres Primideal im Trager von M erhielten wir ein
P

echt kleineres Primideal im Trager von M.
" Weil p ein Primideal ist, hat jedes Element von A/p - {0} diese Eigenschaft.



