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Zu den Priifungen

. Jede Woche werden Ubungsaufgaben ins Netz gestellt, die in der niichsten Woche
in den Seminaren abzugben sind und die mit Punkten bewertet werden.

. Zur Erlangung des Ubungsscheins werden fiinfzig Prozent der maximalen
Punktzahl benotigt.

. Nach dem Ende der Vorlesung findet eine miindliche Priifung statt. Der
Ubungsschein gilt als Zulassung zu dieser Priifung.

Priifungstage:

Fr. der21.2.2014
Mo. der 24.3.2014
Fr. der 4.4.2014

Bezeichnungen

An alternierende Gruppe, vgl.1.2.1

Aut(G) Gruppe der Automorphismen der Gruppe G, vgl. 1.1.1

C(G) Zentrum der Gruppe G, vgl. 1.1.10

det A Determinante der quadratischen Matrix A, vgl. 1.1.5

E.. Elementarmatrix mit einer Eins in der Position (i,j) und Nullen in allen

1

ibrigen Positionen, vgl. 2.2.1 Beispiel 3.

G(K/k) Galois-Gruppe der Galois-Erweiterung K/k, vgl. 3.7.1

GL(n,K) allgemeine lineare Gruppe der umkehrbaren nxn-Matrizen iiber dem
Korper K, vgl. 1.1.3

GL(V) allgemeine lineare Gruppe des Vektorraums V, vgl. 1.1.3

Im(h) Bild des Homomorphismus h, 1.1.11

Ker(h) Kern des Homomorphismus h, 1.1.11

o) orthogonale Gruppe des Vektorraums V mit Bilinearform, vgl. 1.1.6
O(x) Orbit des Elements x bei einer Gruppen-Operation, vgl. 1.2.14
S(M) Gruppe der Permutationen der Menge M, vgl. 1.1.2

Sn Gruppe der Permutationen der Menge {1,2,....n}, vgl. 1.1.2

SL(n,K) spezielle lineare Gruppe iiber dem Korper K, vgl. 1.14
SL(V) spezielle lineare Gruppe des Vektorraums V, vgl. 1.1.4
Sp(V) symplektische Gruppe des symplektischen Vektorraums V, vgl. 1.1.7

U(n) unitidre Gruppe, vgl. 1.1.8
Uwv) unitidre Gruppe des hermitischen Vektorraums V, vgl. 1.1.8
AB Produkt zweier Teilmengen einer Gruppe, vgl. 1.3.3.

G’xG”  direktes Produkt der Gruppen G’ und G”, vgl. 1.1.12

(G:U) der Index von U in G, d.h. die Anzahl der Nebenklassen der Gruppe G
modulo der Untergruppe U, vgl. 1.3.2

[K:k]S Separabilititsgrad der endlichen Korpererweiterung K/k, vgl. 3.5.1

#M Anzahl der Elemente der Menge M, vgl. 1.1.2
R* Gruppe der Einheiten des Rings R mit Eins, vgl. 1.1.9
<M> die von der Menge M erzeugte Untergruppe, vgl. 1.2.4



<g> die vom Element g erzeugte zyklische Gruppe, vgl. 1.2.5

G/U die Menge der Linksnebenklassen von G modulo U, vgl. 1.3.1und 1.34
U\G die Menge der Rechtsnebenklassen von G modulo U, vgl. 1.3.1 und 1.3.4
Gm Stabilisator des Elements m bei der Operation der Gruppe G, vgl. 1.6.2

0. Einleitung

Wie Sie im vergangenen Studienjahr gelernt haben, besteht Mathematik im Verstehen
und Finden von Beweisen.

Das Finden von Beweisen lernt man, indem man sich Beweise anderer Mathematiker
ansieht und diese versucht zu verstehen.

Ihre bisherige Kenntnis beschrinkt sich allerdings mehr auf Beweis-Fragmente oder
einfache Fakten und Theorien, die mehr oder weniger durch das systematische Sammeln
mehr oder weniger offensichtlicher Fakten gewonnen wurden.

Wer wirklich zu verstehen will, was Mathematik ist, sollte mindestens einmal einem
Mathematiker oder noch besser der mathematischen Gemeinde bei der Losung eines
echten Problems zugesehen haben, d.h. bei der Losung eines Problems, das eine zeitlang
offen war und von dem nicht nach einer kurzen Analyse klar war, wie es zu 1osen ist.

Beim jetzigen Aufbau des Mathematik-Studiums haben sie maximal zwei solche
Gelegenheiten. Die eine Gelegenheit bietet diese Vorlesung, die andere werden Sie
haben, wenn Sie die Spezialisierungsrichtung Funktionalanalysis wihlen und in den
zugehorigen Vorlesungen die Theorie der Soboljev-Ridume und die Losung der Laplace-
Gleichung
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kennenlernen. Es geht dabei darum, zu zeigen, dal die Losung f dieser Gleichung
existiert (und unendlich oft differenzierbar ist, falls u diese Eigenschaft besitzt). In der
Mitte des 19. Jahrhunderts wurden diese Aussage von Riemann bei der Entwicklung der
komplexen Analysis benétigt, d.h. die Theorie der komplexwertigen (differenzierbaren)
Funktionen einer komplexen Veridnderlichen. Riemann selbst konnte diese Aussage
nicht beweisen, so daf} eine der schonsten mathematischen Theorien ca. 80 Jahre lang
auf schwachen Fiiflen stand. In gewisser Weise kann man sagen, die Funktionalanalysis
wurde in der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts entwickelt um dieses Problem zu 16sen.

Die vorliegende Vorlesung behandelt die Losung einiger klassischer Probleme die zum
Teil bereits in der antiken Mathematik gestellt, iber Jahrhunderte offen waren und erst in
der Neuzeit gelost wurden. Der grofite Teil der Vorlesung befaflt sich mit der
Bereitstellung der zur Losung bendtigten algebraischen Konstruktionen.

0.7 Die Probleme

Zu den betrachteten Problemen gehdren die folgenden.

Die Dreiteilung eines Winkels

Die Quadratur des Kreises

Das Delische Problem

Die Frage nach der Losungsformel fiir eine algebraische Gleichung eines Grades
grofer als 4



Die Dreiteilung eines Winkels
Ein gegebener Winkel soll mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile geteilt werden.

Die Quadratur des Kreises
Zu einem gegebenen Kreis soll ein Quadrat mit demselben Flacheninhalt konstruiert
werden. Hat der Kreis in einer geeigneten Lingeneinheit den Radius 1, so ist also ein
Quadrat mit der Kantenlidnge

S

zu konstruieren.

Das Delische Problem

Als sich die Delier wegen einer iiberstandenen Pest an das Orakel von Delphi wandten
und fragten, wie sie sich fiir ihr Uberleben bedanken konnten, erhielten sie von Apollon
den Antwort, sie sollten dessen Altar zu verdoppeln. Der Altar des Apollon ist ein
Wiirfel aus Gold. Hat dieser Wiirfel in irgendeiner Lingeneinheit die Kantenlinge 1, so
besteht die Aufgabe also darin, einen Wiirfel mit dem Volumeninhalt 2 zu konstruieren,
d.h. mit der Kantenléinge
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zu konstruieren. Diese Konstruktion ist, wie bei den alten Griechen iiblich, mit Zirkel
und Lineal auszufiihren.

Losungsformeln fiir algebraische Gleichungen groBlen Grades
Wir wissen, eine quadratische Gleichung

X2+px+q=0

2
=P[R
127727 [2] q-

Das Problem besteht darin, eine dhnliche Losungsformel fiir algebraische Gleichungen
hoheren Grades zu finden. Genauer: gesucht ist eine Formel fiir die Nullstellen eines
Polynoms, in welcher auBer den vier Grundrechenarten nur noch Wurzelausdriicke
vorkommen. Ausdriicke dieser Gestalt nennt man auch Radikale. Man spricht deshalb
auch von der Losung algebraischer Gleichungen durch Radikale.

besitzt die Losungen

Bei allen angegeben Problemen haben sich iiber Jahrhunderte die jeweils besten
Mathematiker ihrer Zeit vergeblich bemiiht eine Losung zu finden. Als das schwierigste
aller Probleme erwies sich das zuletzt aufgefiihrte. Man fand ziemlich schnell
Losungsformeln fiir Gleichungen dritten und vierten Grades, aber dann gab es {iber
Jahrhunderte iiberhaupt keinen Fortschritt.

Erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts hatte ein junger Mathematiker die entscheidene
Idee (wahrscheinlich bereits im Alter von 16. Jahren) und hat damit die Mathematik
revolutioniert: der franzosische Mathematiker Evariste Galois. Leider ist es ihm nicht
gelungen, die damaligen mathematischen Autorititen (wie zum Beispiel Cauchy oder
Poisson) von seiner Idee zu {iiberzeugen. Cauchy hat vermutlich Galois’ zur
Veroffentlichung eingereichte Arbeiten ungelesen in den Papierkorb geworfen -
moglicherweise aus politischer Feindschaft - Cauchy war Royalist und Galois war
Republikaner. Poisson hat die Arbeit mit der Bemerkung zuriickgeschickt, daf} er sie
nicht verstehe und Galois doch seine Aussagen erst einmal ordentliche aufschreiben
solle. Man muf} dazu sagen, Galois war kein ausgebildeter Mathematiker und hat nie ein
ordentliches Mathematik-Studium absolviert. Auf der Ecole Polytechnique wurde er
abgeleht - er soll wihrende der Aufnahmepriifung dem Priifer ein TintenfaB an den
Kopf geworden haben - aus Wut iiber dessen triviale Fragen.



Galois wurde mit 21 Jahren in ein Duell verstrickt und ist dabei gestorben. Er glaubte
wohl, fiir die Ehre einer Dame einzustehen. Von der wurde aber bekannt, daf} es nur ein
Lockvogel seiner politschen Gegner war.

In der Nacht vor dem Duell schrieb Galois seine Losung des Problems noch einmal auf.
Sei Bruder schickte dieses Schriftstiicke an alle bekannten Mathematiker der damaligen
Zeit. Unter anderem auch an Gaul3. Aber vergeblich, auch von Gauf ist keine Reaktion
bekannt. Galois war auch Jahre nach seinem Tod als Mathematiker vollig unbekannt.

Seine Beweisschrift wurde spéter durch Zufall in einer Bibliothek entdeckt und durch
Jordan und Liouville in eine allgemein verstindliche Sprache iibersetzt und bekannt
gemacht.

0.2 Der Losungsansatz fur die geometrischen Probleme

Die Losung aller genannten Aufgaben besteht darin, zu zeigen, daf es keine Losung
gibt.

Die Beweis-Idee besteht darin, die Korper zu betrachten, die von den Kordinaten der
interessierenden Punkte erzeugt werden.

Bezeichnungen

Seien K ein Korper und k C K ein Teilkorper. Dann heit K auch Erweiterungskorper

von k und man spricht von einer Korpererweiterung K/k. Fiir jede Korpererweiterung
K/k heifit die Dimension

[K:Kk] := dimk K,

welche K als Vektorraum iiber k hat auch Grad der Korpererweiterung K/k. Ist dieser
Grad endlich, so hei3t K/k auch endliche Korpererweiterung.

Seien K/k eine Korpererweiterung und
a,..,a €K
1 n

irgendwelche Elemente des grolen Korpers. Dann bezeichnet
k(a,,..,a)
1 n

den kleinsten Teilkorper von K, der den Korper k und die Elemente a A enthélt.'

P
Es ist nicht schwer, zu zeigen, ein solcher Korper existiert stets.” Er heift der iiber k von
g, s erzeugte Korper. Allgemeiner bezeichnet man fiir beliebige Punkte

d
Pyses Py ek
mit
k(pl, ,pn),
den von allen Koordinaten aller p; iiber k erzeugte Korper. Man nennt ihn auch den iiber

k von den Punkten p; erzeugten Korper.

" Er soll in jedem Teilkdrper von K enthalten sein, der den Korper k und alle a, enthilt. Formal kann
i
man ihn als Durchschnitt aller Teilkorper von K definieren, welche k und alle a, enthalten.
i
? Bs wird in derselben Weise gezeigt, wie man die Existenz des kleinsten linearen Unterraums bewiesen
wird, der eine gegeben Menge von Vektoren enthilt.



Der erste Losungsschritt besteht darin, die Korper
K := k(pl, ,pn)

zu beschreiben, die von Punkten erzeugt werden, welche man mit Hife von Zirkel und
Lineal konstruieren kann, d.h. durch die folgenden Operationen:

1) Ziehen einer Geraden durch zwei gegebene Punkte.

2) Schlagen eines Kreises um einen gegebenen Punkt mit einem Radius, der gleich
dem Abstand zweier gegebener Punkte ist.

3) Hinzufiigen zu den gegebenen Punkten des Schnittpunkts zweier Geraden wie in

3j Hinzufiigen zu den gegebenen Punkten der Schnittpunkte einer Geraden wie in 1
mit einem Kreis wie in 2.
4) Hinzufiigen zu den gegebenen Punkten der Schnittpunkte zweier Kreise wie in 2.

Dies wird im wesentlichen in den Ubungsaufgaben der ersten Serie getan. Der
wesentliche Punkt ist bei den geometrischen Aufgaben der Korpergrad der zugehdrigen
Erweiterung K/k. In den Ubungsaufgaben wird gezeigt, da3 dieser Korpergrad eine
Potenz von 2 sein muf.

Die Losung der geometrischen Probleme besteht im Beweis der Tatsache, dafl die

Koordinaten der gesuchten Punkte in keiner Erweiterung von Q liegen konnen, deren
Grad eine Potenz von 2 ist.

Am leichtesten ist dies beim Delischen Problem: eine einfache Untersuchung zeigt, die
zugehorige Erweiterung hat den Grad 3 und kann deshalb in keiner Erweiterung liegen,
deren Grad eine Potenz von 2 ist.

Bei den anderen Problemen kommen transzendente Zahlen ins Spiel. In diesen Fillen
sind die hier angegebenen Beweise unvollstindig, weil wir aus Zeitgriinden auf den
Transzendenzbeweis zum Beispiel fiir die Zahl it verzichten miissen.

0.3 Losungsansalz fir das algebraische Problem

Am schwierigsten ist der Beweis fiir die Unlosbarkeit des Problems im Fall der
Losbarkeit von polynomialen Gleichungen durch Radikale. Hier werden wir jedoch den
Beweis in allen Einzelheiten angeben und insbesondere die Theorie von Galois
beschreiben.

Sei
n n-1
X)=a x +a_.X +..+a
P(x) n n-1 0
ein Polynom in einer Unbestimmten x mit Koeffizienten aus einem Korper k. Seien
weiter

OO

die Nullstellen, die p (in irgendeinem Erweiterungskorper) hat und sei
L= k(oc1 ,...,ocr)

der von diesen Nullstellen erzeugte Erweiterungskorper.

Die Frage besteht darin, ob sich die o durch Rechenausdriicke in den Elementen von k

darstellen lassen, in denen neben den vier Grundrechenarten noch Wurzelzeichen
vorkommen diirfen.

Bezeichnung



Sei K/k eine endlich Korpererweiterung. Man sagt K wird iiber k durch Radikale
erzeugt oder auch K/k ist eine Erweiterung durch Radikale, wenn es eine endlich Folge
von Zwischenkorpern gibt, sage wir

k=K. CK, C.CK =K
0 1 n

mit

_ n.
Ki =K (38

wobel ni eine natiirliche Zahl und di ein Element von Ki 1 ist.

Die zu l6sende Frage ist hier die Frage, wann die zum Polynom p gehorige Erweiterung
L/k eine Teilerweiterung einer Erweiterung durch Radikale ist,

L C K mit K/k Erweiterung durch Radikale.

Wie oben kommt es auf eine geeignete Charakterisierung der Erweiterungen K/k durch
Radikale an. Mit Dimensionsberechnungen kommt man hier aber nicht weiter. Die
Charakterisierung ist viel raffinierter. Stattdessen mu3 man hier die
Automorphismengruppe

G= Autk K ={f: K—K I fist k-linear, f(xy) = f(x)f(y) fiir x,yEL, f(c) = c fiir cEk}

der betrachteten Erweiterung untersuchen. Man muf3 Folgen von Untergruppen
{1}:GOQG1 - ...QGH:G
betrachten und die zugehorigen Faktorgruppen Gi/Gi-l' An diesen kann man ablesen,

ob die Gruppe von einer Erweiterung durch Radikal kommt. Die zugehorige Gruppen-
Eigenschaft nennt man Auflosbarkeit und spricht von auflosbaren Gruppen.

Das erste Drittel dieser Vorlesung hat das Ziel, den Begriff der auflosbaren Gruppe zu
definieren.

0.4 Zusammenfassung

Damit stehen zwei Bestandteile der Vorlesung fest:

Gruppentheorie

Korpertheorie
und auflerdem der Bestandteil der sich mit dem Zusammenhang zwischen Gruppen und
Korpern beschiftigt:

Galoistheorie
Um Korpertheorie zu betreiben braucht man noch einen weiteren vorbereitenden
Bestandteil: da Korper speziellen Ringe sind und Ringe bei der Konstruktion von
Korpern eine Rollen spielen, miissen wir uns auch mit

Ringtheorie
beschiftigen. Damit steht der grobe Aufbau der Vorlesung fest:
1. Gruppen

2.Ringe
3. Korper



1. Gruppen

1.1. Definition und Beispiele

1.1.1 Gruppen und Gruppenhomomorphismen
Eine Gruppe G ist eine Menge zusammen mit einer Abbildung

GxG — G, (x,y) » Xy,

genannt Gruppenoperation, mit den folgenden Eigenschaften.

@
(i)

(iii)

Die Gruppenoperation ist assoziativ,
(xy)z = x(yz) fiir x,y,z€ G.
Sie besitzt ein neutrales Element e,

ex = xe = x fir xEQG.

Jedes Element x der Gruppe besitzt ein Inverses x 1 ,

Xx'l = X'lx =e.

Die Gruppe heif3t abelsch oder auch kommutativ, falls auBerdem das Kommutativgesetz

gilt,

xy = yx fiir x,yEG.

Ein (Gruppen-) Homomorphismus ist eine Abbildung

hG—G

einer Gruppe G in eine Gruppe G’ mit h(xy) = h(x)h(y). Ein (Gruppen-)

Homomorphismus h: G—G’, fiir welchen es einen (Gruppen-) Homomorphismus g:

G’— G gibt mit

heg =1d und geh =1d,

heift (Gruppen-) Isomorphismus. Ein Automorphismus der Gruppe G ist ein

Isormorphismus G — G. Die Menge der Automorphismen von G wird mit

Aut(G)
bezeichnet.
Bemerkungen
(i) In nichtabelschen Gruppen schreibt man die Operation im Allgemeinen als

(i)

(iii)

(iv)
V)

Multiplikation, in abelschen Gruppen als Addition. Das neutrale Element
bezeichnet man im ersten Fall auch mit 1 und redet vom Einselement, und im
letzteren Fall mit O und redet vom Nullelement. Im additiven Fall spricht man
analog vom Negativen eines Elements x anstatt von dessen Inversen und schreibt -

x anstelle von x'l,
Sind x und y Elemente mit
Xy =e,

so sagt man, X ist linksinvers zu y und y ist rechtsinvers zu x. Anstelle von
Gruppenaxiom (iii) kann man auch fordern, jedes Element x besitzt ein
Linksinverses x” und ein Rechtsinverses x”. Es ist dann ndmlich automatisch

X’ =x’e =x(xx”7) = (X’X)x” =ex” = x".
Ein Gruppenhomomorphismus h: G — G’ {iberfiihrt das neutrale Element ins

neutrale Element,
h(e) =¢’.
Wegen ee = e gilt nimlich h(e)h(e) = h(e), also
e’ = h(e)h(e)! = h(e)h(e)h(e) ! = h(e)e’ = h(e).
Ein Homomorphismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.

Die Anzahl der Elemente von G heifit Gruppenordnung und wird bezeichnet mit
# G ;= Anzahl der Elemente von G.




(vi) Die Menge Aut G der Automorphismen ist eine Gruppe mit der Komposition von
Abbildungen als Gruppenoperation.

1.1.2 Permutationsgruppen
Sei M eine Menge und

S(M) ={ f:M — M I f bijektiv }

die Menge aller bijektiven Abbildungen M — M. Dann ist S(M) ein Gruppe mit der

Zusammensetzung von Abbildungen als Gruppenoperation. Diese Gruppe heif3t
symmetrische Gruppe. Im Fall

M ={1,...n}
(= Menge der ersten n natiirlichen Zahlen) schreibt man auch

Sn =S(M).
Gruppenordnung ist gleich

#S =n!
n

Beispiel 1
S1 = {(1)} ist die kleinstmdgliche Gruppe. Sie heilit triviale Gruppe.
Beispiel 2
82 = { (1), (12)} ist eine abelsche Gruppe.
Beispiel 3

S3 ={(1),(12),(13),(23),(123), (321) } ist eine nicht-abelsche Gruppe.

1.1.3 Die allgemeine lineare Gruppe
Seien n eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Dann ist die Menge
GL(n, K) = { AGK™ ™ | A umkehrbar }
der umkehrbaren quadratische n-reihigen Matrizen zusammen mit der gewohnlichen

Matrizen-Multiplikation eine Gruppe. Sie heif3t allgemeine lineare Gruppe iiber K.
Analog definiert man

GL(V)
fiir jeden K-Vektorraum V als Menge der bijektiven K-linearen Abbildungen V— V
mit der Zusammensetzung von Abbildungen als Gruppenoperation.

1.1.4 Die spezielle lineare Gruppe

Seien n eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Dann ist die Menge
SL(n,K)={ AEKV M |det A=1}

der quadratische n-reihigen Matrizen mit der Determinante 1 zusammen mit der

gewOhnlichen Matrizen-Multiplikation eine Gruppe. Sie heifit spezielle lineare Gruppe
tiber K. Analog definiert man

SL(V)
fiir jeden endlich-dimensionalen K-Vektorraum V.

1.1.5 Die Determinante als Gruppenhomomorphismus
Die Abbildung
det: GL(n, V) — GL(1, V), A i det(A),

ist auf Grund des Multiplikationssatzes fiir Determinanten ein
Gruppenhomomorphismus.



1.1.6 Die Orthogonale Gruppe
Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper mit der nicht-entarteten symmetrischen

Bilinearform < ,>. V x V — K. Dann ist die Menge
O(V) :={fe GL(V) | <f(x), f(y)> = <x,y> fiir x,yEV }

zusammen mit der gewohnlichen Matrizenmultiplikation eine Gruppe, welche
orthogonale Gruppe.

Im Fall V = K" schreibt man auch
O(n, K) := O(KM).
ImFallV=R" n=r+s,und
111

_Xy

+..+XYVy -X -
ryr r+1yr+l n’n

schreibt man auch
O(r,s) :=0O(r,s, R).
Die klassische orthogonale Gruppe ist die Gruppe O(n, R).

Die Gruppe O(1, 3, R) heiit auch Lorenz-Gruppe. Es ist die Gruppe der
Relativitatstheorie.

1.1.7 Die Symplektische Gruppe

Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum (endlicher Dimension) mit einer nicht-
entarteten schiefsymmetrischen Bilinearform

w: VxV K.
Dann besitzt
Sp(V) :={ fEGL(V) | o(fx, fy) = o(x,y) fiir x,yEV}

die Struktur einer Gruppe mit der Zusammensetzung von Abbildungen als
Gruppenoperation. Die Gruppe heif3t symplektische Gruppe von V.

1.1.8 Die unitiire Gruppe

Seien V ein C -Vektorraum (endlicher Dimension) mit einem hermitischen
Skalarprodukt

<,>:VxV—C.
Dann besitzt
U(V) :={ fEGL(V) | <fx, fy> = <x, y> fiir x,yEV }

die Struktur einer Gruppe mit der Zusammensetzung von Abbildungen als
Gruppenoperation. Diese Gruppe heilit unitidre Gruppe von V. Im Fall

v=Cn
und

schreibt man auch
U(n) := U(V).



1.1.9 Einheitengruppen

Sei R ein Ring mit Einselement 1€R. Ein Element rER heiflt Einheit von R, wenn es ein

Element r’€R gibt mit

2 2

m=rr=1.

Die Menge der Einheiten von R ist beziiglich der Multiplikation von R eine Gruppe.
Diese Gruppe wir mit
R*
bezeichnet und heif3t multiplikative Gruppe von R.
Beispiel 1
Fiir jeden Korper ist

GL(n, K) = (KM,
Insbesondere ist

GL(1, K) = K*.
Beispiel 2
7* = {x£1}.
Beispiel 3
Sei

I''=Z+7Zi:={a+bilabceZ}
die Menge der komplexen Zahlen mit ganzzahligen Real- und Imaginirteil. Diese
Menge ist ein Ring mit 1, wobei die Ringoperationen gerade die gewohnliche Addition

bzw. Multiplikation komplexer Zahlen seien. Dieser Ring heifit Ring der ganzen
Gaullschen Zahlen. Es gilt

[ = { £1, *i}

1.1. 10 Das Zentrum einer Gruppe
Fiir jede Gruppe G ist
C(G) :={ ge G | gx = xg fiir jedes xEG }
mit der Multiplikation von G eine Gruppe. Diese Gruppe hei3t Zentrum von G.

Beispiel
C(GL(n,K)) = {c°Id | c € K*}
ist die Gruppe der Skalar-Matrizen (zu den Null verschiedenen Skalaren).

1.1.11 Bilder und Kerne
Sei h: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern von h,
Kerh:={geGIlh(g)=¢’}
mit der Multiplikation von G eine Gruppe. Au3erdem ist das Bild von h,
Imh:={h(g)lgeG}

mit der Multiplikation von G’ eine Gruppe.
Bemerkung

Ein Gruppenhomomorphismus h: G — G’ ist genau dann injektiv, wenn dessen Kern
trivial ist, d.h. Ker h = {e} gilt.

Beispiel

Fiir jede Gruppe G ist die Abbildung

G— Aut(G),gp» X ng_l),



ein Gruppenhomomorphismus. Das Bild dieses Homomorphismus heif3t Gruppe der
inneren Automorphismen von G. Die Abbildung

og:G — G,x b ng'l,

heif3t auch Konjugation mit g.
Der Kern dieses Homomorphismus ist gerade das Zentrum von G,

C(G) = Ker(G —s Aut(G), g b (X 1> gxg ))).

1.1.12 Direkte Produkte
Seien G’ und G” zwei Gruppen. Dann ist

G’'xG” = {(x’, x") | xeG’, x’eG”}
beziiglich der Gruppenoperation

(. x7) + (v ¥7) = (OX7, ¥'y")

eine Gruppe. Diese Gruppe heifit direktes Produkt von G” und G” oder auch dul3eres
direktes Produkt.
Seien G eine Gruppe und G’, G” C G zwei Untergruppen mit der Eigenschaft, daB die
Abbildung

G’XG” H G, (X” X”) H X’X”,
ein Gruppen-Homomorphismus ist, der aulerdem auch noch bijektiv ist. Dann schreibt
man ebenfalls
G - G,XG”
und sagt, G zerfillt in das innere direkte Produkt der beiden Untergruppen G’ und G”.

1.1.13 Endliche Gruppen, Multiplikationstabellen
Fiir jede endliche Gruppe
G={g1,... ,gn}

kann man die Gruppenstruktur vollstandig durch eine Multiplikationstabelle bestimmen.

&
g; g¢;

Mit Hilfe der Gruppentabelle lassen sich die letzten beiden Gruppenaxiome leicht
tiberpriifen.

Das dritte Gruppenaxiom bedeutet im wesentlichen, in jeder Zeile und Spalte des rechten
unteren Teils der Tabelle kommt jedes Gruppenelement genau einmal vor.

Aufwendig gestaltet sich im allgemeinen die Uberpriifung des ersten Gruppenaxioms.
Fragen wir zum Beispiel nach Gruppen der Ordnung 4,

G ={e,a,b,c } (e das Einselement).
Die Grupentabellen hat die Gestalt

| e a b c
e e a b c
a a 1
b b
c c

Die bereits eingetragenen Werte beschreiben, die Tatsache, dal e das Einselement sein
soll. In der Position 1 kann weder a noch b stehen (da a bzw. b in der Zeile bzw. Spalte
bereits vorkommt. Es gibt also nur die Moglichkeiten



l=ebzw.1=c.
Betrachten wir den ersten Fall.

o S a
o S
~NBNa &S

In der neuen Position 1 konnen e, b und ¢ nicht vorkommen, d.h. es ist
l1=a
In der Position 2 muf} dann aber c stehen,
2=c.
Fiir alle tibrigen Positionen stehen nach derselben Argumentation die Eintrédge auch fest:

oS oo

O SR VD
S o Q8
[SEESEEGNRS ) RS )
SIS K 5

e
Dies ist gerade die Additionstabelle der Restklassen modulo 4 mit
e=0,a=1,b=3,c=2

LW~

W~
N~ ~
~RN O Wlw
S~ W

Betrachten wir den zweiten Fall. Wie wir gesehen haben erhalten wir im Fall, dal das

Produkt von zwei verschiedenen Elementen #= e gleich e ist, die Restklassen modulo 4,
also nichts Neues. Wir schlieffen diesen Fall aus und erhalten:

| e a b c

e e a b ¢

a a c b

b b ¢ a
c c b a
Dieselbe Argumentationsweise wie oben liefert:

| e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Dies ist gerade die Multiplikationstabelle des direkten Produkts aus den Restklassen
modulo 2 mit sich selbst

{0, 13x{0,1} ={(0,0), (0,1), (1,0), (1,)}
mite =(0,0),a=(0,1),b=(1,0),c=(1,1). Diese Gruppe ist abelsch und hei3t Kleinsche
Vierergruppe.



1.1.14 Die Operation einer Gruppe auf einer Menge
Eine (Links-) Operation einer Gruppe G auf einer Menge M ist ein (Gruppen-)

Homomorphismus

h: G — S(M).
Bemerkungen
(i)  Eine solche Operation definiert eine Abbildung

(ii)

(iif)

(iv)

h’:GxM — M, (g,m) » gm,
mit

1. (g’g”)m = g’(g”’m) fiir g’,g”€EG und mEM

2. em = m fiir meM.

Man kann namlich

ey gm = h(g)(m)

setzen. Die Relationstreue von h, d.h.
h(g7g”) - h(g’)h(g”)

tibersetzt sich dann gerade in Bedingung 1. Bedingung 2 ist die Ubersetzung der
Aussage h(e) = Id.
Jede Abbildung

h:GxM — M,
welche den Bedingungen 1 und 2 geniigt, kommt von einer eindeutig bestimmten
Operation

h: G — S(M).

Die Eindeutigkeit von h ergibt sich aus (1). Interpretiert man (1) als Definition fiir
h, so folgt

h(g’g”)(m) = (g’'g”)m (nach Definition von h)
= g’(g"m) (nach Bedingung 1)
= h(g’)(h(g”)(m)) (nach Definition von h)
also

o h(g'g”) = h(g')h(g"), N
d.h. h ist relationstreu. Wir haben noch zu zeigen, h ist korrekt definiert, d.h.

h(g): M — M
ist eine bijektive Abbildung fiir jedes gEG. Es gilt
h(g)h(g™!)(m) = h(gg"")(m) = h(e)m = em = m
, h(g"Hh(g)m) = h(g  g)(m) = he)m =em = m
Es ist also

h(g)h(g 1) = h(g"Hh(g) = 1d,
d.h. h ist bijektiv.

Aus (i) und (ii) ergibt sich, die Angabe einer Operation von G auf M ist dquivalent
zur Angabe einer Abbildung h’, die den Bedingungen 1 und 2 geniigt. Deshalb
spricht man auch bei der Abbildung h’ von einer (Links-) Operation.

Eine Rechtsoperation einer Gruppe G auf einer Menge M ist eine Abbildung

MxG—M,(m,g) » mg,
mit



1. m(g’g”) = (mg’)g”
2. me = m.
(v) Isteine Rechtsoperation gegeben, so ist

GxM —s M, (g.m) > mg 1,

eine Linksoperation. Ist umgekehrt
GxM—M, (gm) » gm,

eine Linksoperation, so ist

MxG—M,(m,g) » g'lm,

eine Rechtsoperation. Linksoperationen und Rechtsoperationen stehen also in
einer eineindeutigen Korrespondenz. Deshalb werden wir uns im allgemeinen auf
die Betrachtung von (Links-) Operationen beschrinken.

(vi) Operiert G auf M und ist mEM, so heilit
O(m)=Gm={gml geG }
Orbit von m beziiglich der gegebenen Operation. Die Bezeichnung kann man mit

der Vorstellung verbinden, dafl die Zeit auf den Punkten einer Raketenbahn
operiert und so die Rakete entlang des zugehdrigen Orbits bewegt.

(v) Je zwei Orbits sind identisch oder disjunkt. Aus m € O(m’)( JO(m”) folgt
nimlich die Existenz von Gruppenelementen g’,g”€ G mit
gm’ =m=g’m”.
Fiir jedes g&G gilt deshalb
gm’ = gg’
d.h. es gilt O(m’) € O(m”). Aus Symmetriegriinden gilt dann aber auch die

umgekehrte Inklusion, d.h. es ist
O(m’) = O(m”).

lg’m7 - gg’_1g7’m”eo(m”)’

Beispiel 1: Linkstranslationen
Sei G eine Gruppe. Dann operiert G auf sich selbst durch Multiplikation von links oder
auch Linkstranslationen,

Gx G—G,(gXx) » gx.
Beispiel 2: Rechtstranslationen
AuBerdem operiert G auf sich selbst durch Multiplikation von rechts oder auch
Rechtstranslationen,

GxG—G,(g,x) |—>xg'1.

Beispiel 3: Konjugation
Weiter operiert G auf sich selbst durch Konjugation oder auch innere Automorphismen,

GxG—G,(gx) > gxg .

Die zugehorigen Orbits sind die Mengen der Gestalt
O(x) = {gxg’' 12 € G}
unf heilen Konjugationsklassen von G.

Beispiel 4: Operation der GL(n, K) auf den nxn-Matrizen
Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und n eine natiirliche Zahl. Dann
operiert die allgemeine lineare Gruppe GL(n, K) durch Konjugation auf dem K-

Vektorraum der nxn-Matrizen.

GL(n, K) x K™M 5 KN (g, x) 1> gxg .

Jedes Orbit besteht dann gerade aus allen Matrizen mit ein und derselben Jordanschen
Normalform.

Spezialfall: Operation durch Automorphismen



Die Gruppe G operiere von links oder rechts auf der Menge M, und M sei ebenfalls
eine Gruppe, oder ein Vektorraum oder allgemein ein Objekt irgendeiner Kategorie C.

Falls dann fiir jedes g&G die Abbildung

M—M,m » gm (bzw. m » mg),

ein Automorphismus von Gruppen, von Vektorrdumen bzw. der gegebenen Kategorie €
ist, so sagt man, G operiert durch Automorphismen auf M (von links bzw. von rechts)

1.1.15 Halbdirekte Produkte

Seien G’ und G” zwei Gruppen und G’ operiere auf G” von rechts durch
Automorphismen,

G'xG’ —- G, (X, 9 » x8,
Dann ist’
G'XG ={(x’,x")IxEG und x"EG”}
mit der folgenden Operation eine Gruppe. Diese Gruppe heifit halbdirektes Produkt von
G’ und G”.

(X’, X”)'(y’, y”):: (X’y,, (X”)y .y”).

Bemerkungen
(i) Das Einselement des halbdirekten Produkts ist gerade (e’, e”).
(i) Das zu (x’, x”) inverse Element (y’, y”’) geniigt den Bedingungen

X’y’ — e9, X” y .y” — e”’

d.h.esist
y’ - X,_l
und
b b ’_1
y” - (X” y )_1 - (X”_l) y - (X”_l)X
d.h.
-1
(X’, X”) -1 - (X,-l’ (X”_l)x )

(iii) Wir betrachten den Fall
G’= G, G’ = Aut G und GxAut(G) —s G, (2, 0) b 0" L(g).

und identifizieren G mit einer Teilmenge des halbdirekten Produkts mittels
G— AutGXG,x » (Id, x).
Dann entspricht das Anwenden des Automorphismus hEAut G auf ein Element

xEG gerade der Konjugation mit dem Element (h.e):

(h, e)(Id, x)(he) 1= (h, x) ("L, e) = (1d, h(x))

? Das Symbol

X
kann man sich als Zusammensetzung

X i
aus einem Kreuz und einem ‘i’ enstanden denken, wobei das ‘i’ bedeuteden soll, dal} der rechte Faktor
des halbdirekten Produkts eine invariante Untergruppe ist. Analog bezeichnet

G'XG”

ein halbdirektes Produkt zweier Untergruppen, wobei jedoch diesmal der zweite Faktor auf dem ersten
durch Automorphismen operiert (und entsprechend G’ ein Normalteiler im halbdirekten Produkt G’'XG”
ist).



Die Automorphismen von G lassen sich also zu inneren Automorphismen des
halbdirekten Produkts fortsetzen.

(iv) Seien G’ und G” zwei Gruppen, wobei G” auf G’ von links durch
Automorphismen auf G’ operiere,

G"'xG’ — G’, (g, X) » 2x.
Dann ist
G’'XG" — {(x’, x”) I xX’€G’ und x"€G”}
mit der folgenden Operation eine Gruppe.
(X7, X7y, ¥y = y) L X7y,
1.2 Untergruppen und Normalteiler

1.2.1 Definitionen

Eine Teilmenge U C G einer Gruppe heifit Untergruppe, wenn U mit den Operationen
von G die Struktur einer Gruppe hat. Die Untergruppe U von G heifit Normalteiler oder
auch invariante Untergruppe, wenn die folgende Implikation besteht.

u€U und geG = gug'1 e U.

Bemerkungen
(i)  Fiir jedes g&G setzen wir

gUg'1 = {gug'1 lue U}
Dann gilt fiir jede Untergruppe U von G,
U ist Normalteiler von G & gUg'1 C U fiir jedes g€ G.

(ii) Die Bedingung an U, Normalteiler zu sein, bedeutet gerade, alle inneren
Automorphismen von G iiberfiihren die Elemente von U in Elemente von U, d.h.
U ist invariant gegeniiber inneren Automorphismen. Daher der Name “invariante
Untergruppe”.
(iii)) Jede Untergruppe U einer abelschen Gruppe ist ein Normalteiler:
gUg'1 = gg'lU =eU=U.
Beispiel fiir einen Normalteiler

Der Kern eines Homomophismus h: G — G’ ist eine invariante Untergruppe: fiir
ueKer h und g&G gilt

h(gug™)) = h(hh(g) ! =h(gee’h(®) ! =h@h@ ! = ¢,
d.h. gug'1 € Ker h. Die Untergruppeneigenschaft von Ker h werden wir mit Hilfe des
nachfolgenden Kriteriums nachweisen.

Beispiel 1
Die Menge
U:={(),12)}

ist eine Untergruppe von S3 ={(1),(12),(13),(23), (123),(321)} jedoch kein

Normalteiler, denn das Element

@3)UE3 =), 13)

liegt nicht in U. Insbesondere kann U unmoglich der Kern eines auf S3 definierten

Homomorphismus sein.
Beispiel 2
Die Teilmenge



der geraden Permutationen der symmetrischen Gruppe Sn ist mit den Operationen von

Sneine Gruppe und heift alternierende Gruppe. Insbesondere ist Arl eine Untergruppe

von Sn' Als Kern des Homomorphismus

sign: Sn — {*1},

welcher jede Permutation auf ihr Vorzeichen abbildet, ist An sogar ein Normalteiler.

1.2.2 Untergruppenkriterium

Seien G eine Gruppe und U C G eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent.
1 U ist eine Untergruppe von G.

1

(11) U ist nicht leer und fiir je zwei Elemente x,y€U gilt xy "€U.

(iii))  Es sind die folgenden drei Bedingungen erfiillt.
(a) e€U.
(b) x,yeU = xyeU.
(©) xEU = x"leu.
Beweis. (i) = (ii). Da U eine Gruppe ist, enthélt U das neutrale Element, ist also nicht
leer. Sind x,y€U Elemente von U, so muf auch
y_1 el
gilt (da U eine Gruppe ist), also xy'IEU.

(ii) = (iii). Nach Voraussetzung ist U nicht leer. Es gibt also ein Element x€U. Dann

git aber nach Voraussetzung auch

ley,

d.h. Bedingung (a) ist erfiillt. Mit x€U gilt nach Voraussetzung auch
x'1 = ex'1 eu,
d.h. Bedingung (c) ist erfiillt. Mit x, yEU gilt, wie gerade gezeigt auch x, y'IEU, also
xy=xy hleu,

e =xx_

d.h. Bedingung (b) ist erfiillt.
(ii1) = (1). Auf Grund von Bedingung (b) definiert die Gruppenoperation von G eine
Abbildung

UxU — U, (X,y) & Xy.
Da die Gruppenoperation von G assoziativ ist, gilt dasselbe auch die auf U induzierte
Operation. Nach Bedingung (a) gilt e€U, d.h. U besitzt ein neutrales Element. Nach

Bedingung (c) gilt mit x€U auch X'IEU, d.h. jedes Element von U besitzt in U ein

Inverses. Damit ist U eine Gruppe,
QED.

1.2.3 Beispiel: der Kern eines Homomorphismus

Sei h:G—G’ ein Homomorphismus. Dann ist Ker h eine Untergruppe (also ein

Normalteiler.
Beweis.



Wegen e€Ker h ist Ker h nicht leer. Fiir x,yEKer h gilt
h(Xy_l) = h(X)h(y_l) = h(X)h(y) -1 = e’oe’_l =e’,

also xy'le Ker h.
QED.

1.2.4 Beispiel: endliche Untergruppen
Seien G eine Gruppe und U C G eine nichtleere endliche Teilmenge mit
x,y€E U= xyecU.
Dann ist U eine Untergruppe von G.
Beweis. Seien x,yEU zwei Elemente. Es reicht zu zeigen,
Xy leu.
Nach Voraussetzung ist die Abbildung

¢:U— U, up uy,
wohldefiniert. Diese Abbildung ist injektiv, denn die Zusammensetzung mit der
Abbildung
up uy'1
ist die identische Abbildung: (uy)y'1 = u(yy'l) ue = u. Das Bild der Abbildung ¢
besteht also aus genau so vielen Elementen wie U selbst, d.h.

@ ist bijektiv.
Insbesondere gibt es ein u€U mit
X =q(u) =uy.
Multiplikation von links mit y'1 liefert
xy'1 =ueU.
QED.
1.2.5 Beispiel: Untergruppen der S 4
Die folgenden Teilmengen von
S, ={ (D),
(12), (13), (14), (23), (24), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (Ordnung 2)
(123),(124), (134), (234), (Ordnung 3)
(321),(421), (431), (432),
(1234), (1342), (1423), (Ordnung 4)
(1432),(1243),(1324) }
sind Untergruppen.
Ordnung 1: {(1)}
Ordnung 2:

{ (D), (A2)},{(1), (13)} , {(D,(AD}, {(1), (23)}, {(1),(24)}, {(1), (34).}

{(D), (A2)34)}, {(1), (13)(24)}, {(1), (14)(23)}
Ordnung 3:

{(D),(1A23), (32D}, { (1), (124),(42D)}, { (1), (134),(43D)}, { (1), (234), (432)}
Ordnung 4:

{(1),(1234), (13)(24),(4321)}

{(1),(1342), (14)(23),(2431)}

{(1),(1423),(12)(34),(3241)}

1(),), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} =V,



Ordnung 6:
{(1),(12),(13),(123),(321)} = S3 (=<(12)>X<(123)>)

1(1),(12),(14), (124), (421)}

1(1),(13),(14),(134), (431)}
1(1),(23),(24), (234), (432)}

Ordnung 8:*
{(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234), (4321), (13), (24)}
{(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23), (1342),( 2431), (23), (14)}
{(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23), (1423),( 3241),(12), (34)}
Ordnung 12:

{ (D), (12)(34), (13)(24) (14)(23),
(123), (124), (134), (234),
(321), (421), (431), (432)} = A,

Ordnung 24: S 4

Wir werden spiter sehen, es gibt keine weiteren Untergruppen. Die einzigen
Normalteiler sind:

{(1)},\74,A4,S4

1.2.6 Beispiel: Durchschnitte von Untergruppen
Seien G ein Gruppe und {Ga}a oI eine beliebige Familie von Untergruppen Ga von

G. Dann ist
U= mOLEI Goc
eine Untergruppe von G.
Beweis. Die Menge U ist nicht leer, denn e €G liegt in jedem Goc’ also auch in U. Seien

jetzt zwei Elemente x,y€U gegeben. Es reicht zu zeigen,
xy'lEU.
Zumindest gilt x,yEGa fiir jedes a, also xy'IEGa, da die Ga Untergruppen sind.

Dann ist aber auch xy'leU.
QED.

1.2.7 Endliche Gruppen als Untergruppen der endlichen symmetrischen
Gruppen

Seien G eine (endliche) Gruppe und
h:G— S(G), g » (X b g),

die Operation von G auf sich durch Linkstranslationen. Der Homomophismus h ist
injektiv, d.h er identifiziert G mit dem Bild von h in S(G).

Insbesondere kann man jede (endliche) Gruppe mit einer Untergruppe einer (endlichen)
Permultationsgruppe identifizieren.

Beweis (der Injektivitiit von h). Ist g& Ker(h), so ist die Abbildung

* Jede Untergruppe der Ordnung 4 liegt in einer 2-Sylow-Untergruppe. V4 liegt deshalb in jeder 2-
Sylow-Untergruppe. Die 2-Sylow-Untergruppen werden deshalb von V4 und einer weiteren Untergruppe

der Ordnung 4 erzeugt.



G—G,x P gx,
die identische Abbildung, d.h. gx = x fiir jedes x. Speziell fiir x = e folgt
g=ge=e.
Wir haben gezeigt, Ker (h) = {e} ist trivial, d.h. h ist injektiv.
QED.

1.2.8 Erzeugendensysteme, zyklische Gruppen

Seien G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge von G. Dann wird der Durchschnitt
aller Untergruppen von G, die die Menge M enthalten, mit

<M>:=<m|mEM> := mMgUg G.U Untergruppe U
bezeichnet und heif3t die von M erzeugte Untergruppe von G. Falls <M> = G gilt, so
heiflit M auch Erzeugendensystem von G. Eine Gruppe mit einem einelementigen
Erzeugendensystem heif3t zyklisch. Eine Gruppe mit endlichem Erzeugendensystem
hei3t endlich erzeugt.

Bemerkungen

(1)  Sei G = <g> eine zyklische Gruppe. Dann ist

{ "I nEZ}

eine Untergruppe, welche das Element g enthélt. Da G die kleinste Gruppe ist mit
dieser Eigenschaft, gilt

G={g"IneZ},
d.h. jede zyklische Gruppe besteht aus den Potenzen eines festen Elements.
Insbesondere ist jede zyklische Gruppe abelsch.

(i1))  Sei G eine Gruppe und g&G ein Element. Dann ist
<g>={g"InEZ}

die von g in G erzeugte zyklische Gruppe. Die Ordnung dieser Untergruppe heif3t
auch Ordnung von g,

ordg:=#{g"InEZ}

Beispiel

Fiir jede Gruppe G ist G ein Erzeugendensystem von G,
G=<G>.

Beispiel

Wie wir aus der linearen Algebra wissen, ist jede Permutation OESn ein Produkt von

Transpositionen der Gestalt

(12), (13), ..., (In).
Anders ausgedriickt, diese Permutationen bilden ein Erzeugendensystem von Sn ,

S =<(12),(13), ... (In)>

Man beachte, es gilt R .
(ID@p(li) = (1j)

(1)) = (AN jH(A1).

d.h.

Beispiel
Die von (12)ESn ,n = 2 erzeugte Gruppe besteht aus den Potenzen von (12),

o <(12)>={(1.(12)},
d.h. (12) ist ein Element der Ordnung 2 von Sn

Beispiel



Die von (123)€Sn ,n = 3 erzeugte Gruppe besteht aus den Potenzen von (123),

<(123)>={ (1), (123), (321)},
d.h. (123) ist eine Element der Ordnung 2 von Sn'

Analog sieht man, ein r-Zyklus (a1 :| t) ist ein Element der Ordnung r.
Beipiel
S3 =<(12), (13)>

Es gibt kein Erzeugendensystem aus weniger Elementen, denn dann wére die Gruppe
zyklisch, also abelsch, was nicht der Fall ist..

Beispiel

Z ist mit der gewohnlichen Addition ganzer Zahlen eine zyklische Gruppe.

1.2.9 Untergruppen zyklischer Gruppen

Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.
Beweis. Sei G eine zyklische Gruppe,

G=<g>={g"InEZ}
und U C G eine Untergruppe. O.B.d.A.sei U # {e}. Dann enthilt U eine Potenz g"
von g mit g e,dh.n # 0,
e # g"EU,n # 0.

Weil U eine Untergruppe ist, liegt mit g auch (gn)'1 = ¢ in U, d.h. wir kénnen
annehmen,

n>0.
Sei
gy :=min { nEN [ g" €U }.
Die Menge, deren Minimum wir nehmen, ist nicht leer, d.h. n ist eine wohldefinierte

0
n
natiirliche Zahl. Nach Konstruktion gilt g OEU, also

n
UD<g 0.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, es gilt sogar

beliebiges Element von U gegeben,

T3N3

Sei also ein

gneu.

n
Es reicht zu zeigen, g™ ist eine Potenz von g 0, d.h. es reicht zu zeigen, n, ist ein

Vielfaches von m. Jedenfalls gilt

m=qen, +r

mit ganzen Zahlen q und r, wobei gilt

(D) 0=r< ng-
Es gilt

m - qn, ng. .
d=g V=gfg e

Nach Definition von n, und wegen (1) mufl dann aber r = 0 gelten, d.h. m ist ein

Vielfaches von nO.
QED.

1.2.10 Untergruppen abelscher Gruppen
Sei A eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe. Dann ist die Teilmenge



A ={a€Alna=0fiireinn& N}
tor

der Elemente endlicher Ordnung eine Untergruppe von A und heifit
Torsionsuntergruppe von A. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist die Teilmenge

Anzz{aEAInra=0fﬁreinr€N}

der Elemente, die von einer n-Potenz annulliert werden, eine Untergruppe und heifit n-
Torsionsuntergruppe.

1.3 Faktorgruppen, die Isomorphiesatze und Anwendungen

1.3.1 Nebenklassen

Seien G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann operiert U auf G durch
Multplikation von links,

UxG—G,(u,g) » ug.
Die zugehorigen Orbits sind die Mengen der Gestalt

O(x) = Ux := {ux lueU}

und heiflen Rechtsnebenklassen von G modulo U. Die Menge der Rechtsnebenklassen
von G modulo U wird mit

UG
bezeichnet.
Weiter operiert U auf G durch Multiplikation von rechts,

UxG—G,(u,g) |—>gu'1.

Die zugehorigen Orbits sind die Mengen der Gestalt

Ox)=xU:={xulue U}
und heillen Linksnebenklassen von G modulo U. Die Menge Linksnebenklassen von G
modulo U wird mit

G/U
bezeichnet.

Bemerkungen
@) Je zwei Links- (bw. Rechts-) Nebenklassen sind identisch oder disjunkt.
(i1) Je zwei Nebenklassen modulo U lasen sich bijektiv aufeinander abbilden.
(i)  Fiir jede Untergruppe U von G sind folgende Aussagen dquivalent.

1. U ist ein Normalteiler.

2. gUg'1 = U fiir jedes g&G.

3.G/U =U\G.

Falls diese Bedingungen erfiillt sind, schreibt man fiir jedes g=G auch

gmod U :=gU=Ug

Beweis. Zu (1). Das gilt, wie wir gesehen haben, allgemeiner fiir je zwei Oribts.

Zu (i1). Die Abbildung

U—Ug,up ug,

ist wohldefiniert und bijektiv: die inverse Abbildung ist durch u ug‘1

Analog ist

gegeben.

U—gU,up gu,
bijektiv. Also laft sich jede Nebenklasse modulo U bijektiv auf U abbilden. Also lassen
sich je zwei Nebenklassen modulo U bijektiv aufeinander abbilden.

Zu (iii). 1 = 2. Nach Voraussetzung gilt



(1) gUg'1 C U fiir jedes g€G.

1 anstelle von g, d.h. es ist

glugCu.

Insbesondere gilt (1) auch fiir g

Multiplikation von links mit g und von rechts mit g'1 liefert
UC gugl,

d.h. es gilt in (1) sogar das Gleichheitszeichen.

1. &< 2. trivial.

12 U fiir jedes geG. Multiplikation von rechts

2 = 3. Nach Voraussetzung gilt gUg"
mit g liefert

gU="Ug,
d.h. die Menge der Linksnebenklassen ist gleich der Menge der Rechtsnebenklassen.

3. = 2. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes g=G ein g’€G mit

gU =Ug’.
Durch Multiplikation von rechts mit g'l folgt
eUg !l =Ugg!l.

Rechts steht eine Rechtsnebenklasse, die das Element e enthilt. Das ist aber auch der
Fall fiir die Rechtsnebenklasse Ue = U. Also steht auf der rechten Seite U,
gUg'1 =U.
Dies gilt fiir jedes g&G, d.h. es gilt 2.
QED.

1.3.2 Satz von Lagrange

Seien G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann ist die Ordnung

von U ein Teiler der Ordnung von G.
Genauer gilt
#G = #U#G/U = #U-#U\G.
Beweis. Nach 1.3.1 Bemerkung (i) ist G die disjunkte Vereinigung seiner Links-
Nebenklassen, sagen wir

G=g U U g,U J.. U gU.GU={gU.g,U,...g U}.
Damit ist
#G = #glU + #gzU + ...+ #grU mit r := #G/U.
Nach 1.3.1 Bemerkung (ii) enthélt jede Nebenklassen genau so viele Elemente wie U,
d.h.
#G =r#U,r = #G/U.
Die Aussage iiber die Rechtsnebenklassen wird analog bewiesen.

QED.
Bemerkung
Die Zahl
#G/U = #U\G
heiflit Index der Untergruppe U in G und wird mit
(G:U)
bezeichnet.

1.3.3 Bezeichnung: Produkte von Teilmengen

Seien G eine Gruppe und A, B C G zwei Teilmengen. Wir setzen



A<B = {ab| a€A,bEB}
Ist A = {a} eine einelementige Menge, so schreiben wir auch
aB = AB und Ba = BA.
Diese Definition ist mit friiheren Definitionen fiir Ausdriicke der Gestalt aB bzw. Ba
bzw. aBc vertriglich.
Bemerkungen
(i) Auf Grund des Assoziativgesetzes fiir die Gruppenoperation gilt fiir je drei

Teilmenge AB,C C G,
(AB)C = A(BO).
(i) Ist A oder B ein Normalteiler von G, so gilt AB = BA.
Beweis von (ii). Sei zum Beispiel A ein Normalteiler. Dann gilt

bl Ab = A fiir jedes bEB,

also
Ab =DbA.
Damit gilt aber
AB = UbPB Ab = UbPB bA =BA.
QED.

1.3.4 Die Gruppenstruktur von G/N im Fall eines Normalteilers N

Seien G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. Dann ist

G/N =N\G
beziiglich der in 1.3.3 definierten Multiplikation von Mengen eine Gruppe. Die Menge
G/N mit dieser Gruppenstruktur hei3t Faktorgruppe von G modulo N.

Die natiirliche Abbildung

Pp:G— G/N,g » gN,
ist dann ein Gruppenhomomorphismus (und heif3t deshalb auch natiirlicher
Homomorphismus). Es gilt

Ker p =N.
Beweis. Fiir g’,g”€G gilt
(1) (g'N)(g"N) = g’NNg” = g’Ng” = g’¢"N € G/N,
d.h. die Multiplikation von Teilmengen definiert eine Abbildung
G/N x G/N — G/N, (g’N, g”’N) » g’g”N.
Das Assoziativgesetz gilt auf Grund von Bemerkung (i) von 1.3.3. Die Menge N spielt
die Rolle des neutralen Elements: fiir g&G gilt
NegN = gNN = gN
gNeN = gN
Die Existenz des inversen Elements: fiir g&N gilt
gN-g'lN = gg'lN =eN=N
g'lN-gN = g'lgN =eN=N.

Auf Grund von (1) gilt
p(g’g”) = g’g"N = (g'N)(g"N) = p(g’)p(g”).
SchlieBlich ist
g€ Kerh & h(g) =h(e) & gN =eN & g&EN
QED.
Beispiel

Fiir jedes n€N ist nZ eine Untergruppe der additiven Gruppe Z und



ZmZ={g :=g+nZ|gEZL}
besteht gerade aus den Restklassen modulo n:

g=¢g ©g-g=0
2= Q =nZ
& 0€E g-g =g-g +nZ (Restkl. sind identisch oder disj.)
& Es gibt ein kEZ mit 0 = g-g” + nk
© Es gibt ein kEZ mit g’-g = nk
& g’ = g (mod n).

1.3.5 Normalteilereigenschaft und Gruppenstrukur
Seien G eine Gruppe, U C G eine Untergruppe und

p:G—G/U, g gU,
die natiirliche Abbildung. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent.
1 G/U besitzt eine solche Gruppenstruktur, dal p ein Homomorphismus ist.
(i1) U ist ein Normalteiler von G.

Die analoge Aussage gilt auch mit U\G anstelle von G/U.,
Beweis. (ii) = (i). Folgt aus 1.3 4.
(1) = (ii). Es gelte (1). Fiir jedes g&G gilt dann
gUg 1 C @ug hHu = ppe ) = pegH =ple) =eU = U,

d.h.

sUgl Cu.
Mit anderen Worten, U ist ein Normalteiler.
QED.

1.3.6 Der Homomorphiesatz
Seien G eine Gruppe, N C G ein Normalteiler, h: G—G’ ein Gruppen-
Homomorphismus und

p: G— G/N
der natiirliche Homomorphismus. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent.
(i) N C Kerh.

(i)  Es gibt einen Homomorphismus h:G/N — G’ mit der Eigenschaft, daf3 das
folgende Diagramm kommutativ ist.

h
G — G’
p| /H

G/N
Falls die beiden Bedingungen erfiillt sind, so gilt auBerdem:

(iii) h ist durch h eindeutig festgelegt. Es gilt ﬁ(gN) = h(g) fiir jedes g€G.
(iv) Imh =Imh.
(v) Ker h = Ker h/N.



Beweis. (ii) = (i). Nach Voraussetzung gilt

h =hep.
Fiir g&N gilt also
h(g) =h(p(g) = h(gN) =h(eN).
Man beachte, wegen g&€N gilt g'IEN, alsoe = gg'1 C gN, d.h. gN und eN haben das

Element e gemeinsam, sind also identische Nebenklassen. Damit ist

h(g) = h(p(e)) =h(e) = ¢’,
d.h.

g€ Ker(h).
Zu (ii1). Wir beweisen die Eindeutigkeit von h unter der Voraussetzung, da3 (ii) gilt.
Wegen
h =hep.
gilt fiir jedes g€G:

h(gN) =h(p(g) =h(g).
d.h. ﬁ(gN) ist eindeutig festgelegt.
(1) = (i1). Wir haben die Existenz von h zu beweisen. Wir definieren

. o h(gN):=h(). .
Diese Definition ist korrekt (d.h. unabhéngig von der speziellen Wahl von g): mit
gN=gN
gilt ndmlich
g=ge € gN=gN,
d.h. g = g’n fiir ein n€N, d.h.
h(g) =h(g’n) = h(g’)h(n) = h(g’)
wegen n€N C Ker h. Damit ist h korrekt definiert. Wir haben noch zu zeigen, h hat
alle geforderten Eigenschaften:

1.h istein Homomorphismus.

2.h=hep.
Zul:
h(g’N+g"N) = h(g’g”N) = h(g’g”) = h(g)h(g") = h(g’N) h(g"N).
Zu?2
h(p(g) = h(gN) = h(g).
Zu (iv).
Imh ={h(gN)IgEG}={h(g)| gEG } =Imh.
Zu (v).
Kerh = { gNIh(gN)=¢"}
={gNlh(g)=¢"}
={gNlgeKerh}
=Kerh/N.

QED.



1.3.7 Der 0-te Isomorphiesatz

Sei h: G—G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der zum Normalteiler

N :=Kerh
gehorige Homomorphismus

h:G/Kerh — G’,gN i h(g),
injektiv, definiert also einen Isomorphismus

h : G/Kerh —s Im h, eN  h(g).
Beweis. Es gilt

Ker h =Kerh/Kerh={ egN | g&N } = {N} = triviale Gruppe,

d.h. Ker h ist trivial, d.h.f ist injektiv.
QED.

1.3.8 Der erste Isomorphiesatz

Seien G eine Gruppe, N C G ein Normalteiler und U C G eine Untergruppe. Dann ist
UMN
ein Normalteiler von U und die Abbildung

U/UNN —s UN/N, u UNN # uN,

ein Gruppen-Isomorphismus.
Beweis. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus

p:G— G/N, g » gN.
Seine Einschriankung
h:= pIU :U— G/N,up uN,
auf die Untergruppe U ist ein Homomorphismus mit dem Bild
Im (h) = { h(u) | u€U}
= {uN | ueU}
= {unN | u€U, nEN}

={xN | x&€UN }

= UN/N
und dem Kern

Ker(h) = {u€U lu€Ker h } = {u€U | ueN } = U( N.

Insbesondere ist U{ )N ein Normalteiler in U. Die Isomorphie-Aussage folgt jetzt aus

dem O-ten Isomorphiesatz.
QED.

1.3.9 Der zweite Isomorphiesatz
Seien G eine Gruppe und N’, N” C G zwei Normalteiler mit
N* C N”.
Dann ist N”/N’ ein Normalteiler in G/N’ und die Abbildung
(G/N")/(N”/N’) — G/N”, B (N”/N’) »gN”,

(mit g := gN) ist ein Gruppen-Isomorphismus.
Beweis. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus



p:G — G/N”, g » gN”.
Da N’ in dessen Kern N” liegt, gibt es nach dem Homomorphiesatz den
Homomorphismus
5:G/N’ —> G/N”, gN’ 5 p(g) = gN”.
Mit p ist auch 5 surjektiv. Fiir den Kern erhalten wir
Ker p = Ker p/N” = N”/N’,
Deshalb induziert 5 (nach dem O-ten Isomorphiesatz) einen Isomorphismus

(G/N’)/Ker 5 — Im 5 = G/N”, Restklasse von gN’ > S(gN’) = p(g) = gN”.

Wegen Ker 5 = N”/N’ ist das gerade die Behauptung.
QED.

1.4. Zyklische Gruppen

1.4.1 Die Menge der zyklischen Gruppen bis auf Isomorphie
Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu einer Gruppe der Gestalt Z/nZ. Dabei bezeichne
Z die additive Gruppe der ganzen Zahlen und
nZ :={ng | g€Z}
den Normalteiler der durch n teilbaren ganzen Zahlen.

In einer multiplikativ geschriebenen zyklischen Gruppe G = <g> der Ordnung n gilt
1. g’ = ¢ fiir jedes g’EG.

2. gkze@nlk.

Bemerkungen
) Man beachte, es gilt Z/0Z = 7.
(i1) Umgekehrt sind alle additiven Gruppen der Gestalt Z/nZ zyklisch,
InZ=<1+nZ>={g+nZl|gcEZ}
Beweis. Sei G = <g> eine zyklische Gruppe, d.h.
G={g"In€EZ}.
Dann ist die Abbildung
h:Z—G,np gn,

ein sujektiver Homomorphismus der additiven Gruppe Z auf die multiplikative Gruppe
G,
h(a + b) = h(a)h(b)
und
Imh=0G.
Auf Grund des O-ten Isomorphiesatzes ist damit
Z/Kerh — G, g « Ker h » h(g),
ein Isomorphismus. Es reicht also zu zeigen,
Ker h = nZ fiir ein nEZ.

Im Fall Ker h = {0} ist die Aussage trivial: Ker h = 0Z. Sei also
Kerh # {0}.
Dann gibt es ein von Null verschiedenes Element
nE Ker h - {0}.
Mit n liegt aber auch -n in Ker h. Wir konnen also annehmen,



nEN
ist eine natiirliche Zahl. O.B.d.A sei n die kleinste natiirliche Zahl, die in Ker h liegt,

n:=min{m&KerhIm>0}.
Es reicht zu zeigen, daf} dann
Ker h=nZ

gilt. Wegen nEKer h gilt zumindest
Ker h 2 nZ.

Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Sei xEKer h. Wir schreiben x in der Gestalt
X=qn+r
mit ganzen Zahlen q mit
(1) 0=r<n.
Wegen x&Ker h und n € Ker h gilt
h(r) =h(x)/h(gn)
=h(x) / h(n)4
=e/ed
= e,
d.h.r € Ker h. Wegen (1) und der Minimalitdtseigenschaft von n folgt r =0, d.h.
X =(qn,
d.h. x € nZ. Wir haben gezeigt, es besteht auch die umgekehrte Inklusion Ker h C nZ.

Der zweite Teil der Behauptung ist eine direkte Ubersetzung der entsprechenden
(offensichtlichen) Eigenschaften von Z/nZ. Zum Beispiel entspricht Aussage 1 der
Tatsache, dal} in Z/nZ das n-fache jeden Elements gleich der Nullrestklasse ist.

QED.
1.4.2 Untergruppen zyklischer Gruppen zu vorgegebener Ordnung
Seien n€Z eine natiirliche Zahl und m ein Teiler von n,

n = q m fiir ein g€N.
Dann ist die Abbildung

(1) ZimZ, — Z/nZ, g mod mZ w qg mod nZ,
ein wohldefinierter injektiver Homomorphismus.

Insbesondere besitzt die zyklische Gruppe der Ordnung n zu jedem Teiler m von n eine
Untergruppe der Ordnung m.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung

h: Z — Z/nZ, g » qg mod nZ.
Diese Abbildung ist ein Homomorphismus,
h(g’+g”) = (qg’ + qg”) mod n
= (qg’ mod n) + (qg” mod n)
= h(g’) + h(g").

Berechnen wir den Kern von h. Fiir g&Z gilt:
g€Kerh & qg =0 mod n
< qm=nlqg
&mlg



& gemi.
Es gilt also Ker h = mZ. Nach dem O-ten Isomorphiesatz ist die Abbildung

Z/mZ = Z/Ker h — Im h (C Z/nZ ), g (mod m) » h(g) = qg (mod n),

ein Isomorphismus, d.h. (1) ist ein injektiver Isomorphismus (wie behauptet).
QED.

1.4.3 Die Anzahl der Untergruppen einer zyklischen Gruppe
Seien G eine endliche zyklische Gruppe und m ein Teiler der Gruppenordnung

n = #G.
Dann gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung m von G.
Beweis. Sei

G=<g >={g"IXEZ}(=7ZMZ)

und

n=mgq.
Man beachte, es gilt dann’
(1) g=eonlx.

Nach 1.3.11 gibt es mindestens eine Untergruppe der Ordnung m, ndamlich

U=<g9>.
Sei jetzt U’ eine beliebige Untergruppe der Ordnung m von G. Nach 1.2.5 ist U’
zyklisch,

U =< gh >.
Als zyklische Gruppe der Ordnung m ist U’ isomorph zu Z/mZ, d.h. es gilt
hym _
. . (g) =1
Wegen (1) ist damit
gm=nlhm
also
qlh.
Dann ist aber gh E<g9>=U, alsoU C U,also U’ =U.
QED.
1.4.4 Produkte zyklischer Gruppen
Seien m und n teilerfremde ganze Zahlen,
ggT(mn)=1.

Dann ist die Abbildung
Z/(mn) — Z/(m)* Z/(n), (a (mod mn)) = (a (mod m), a (mod n))
ein Isomorphismus.

Insbesondere ist das Produkt zweier zyklischer Gruppen mit teilerfremder (endlicher)
Ordnung wieder zyklisch.
Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus
h: Z — 7Z/(m)x Z/(n), a » (a (mod m), a (mod n)).
Nach dem O-ten Isomorphiesatz reicht es zu zeigen,
1. Ker h = mnZ.
2. Im h = Z/(m)x Z/(n).

> Als zyklische Gruppe der Ordnung n ist G isomorph zur additiven Gruppe Z/nZ, wobei g der
Restklasse von 1 entspricht. Das x-fache dieser Restklasse ist genau dann gleich O,
wenn x ein Vielfaches von n ist.



Zu 1. Die Inklusion “_” ist trivial: Vielfache von mn sind durch m und durch n
teilbar.

Beweisen wir “C”. Sei a€ Ker h. Dann gilt
a (mod m) =0 (mod m) und a (mod n) = 0 (mod n),
dh.mlaundnla.Damund n teilerfremd sind, folgt
mn | a,

d.h.a € mnZ.
Zu 2. Wegen 1. induziert h einen Isomorphismus

h o o
Z/(mn) = Z/Ker(h) — Im(h) = Im(h) (C Z/(m)x Z/(n) ).
Das Bild dieses Isomorphismus besteht also aus mn Elementen. Deshalb gilt

Im(h) = Im(h) = Z/(m)*x Z/(n).

QED.

Bemerkungen

(i) Unser nichstes Ziel ist eine vollstindig Beschreibung der endlich erzeugten
abelschen Gruppen. Eine wichtige Aussage in diesem Kontext, ist die Aussage,
dal jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe wieder endlich
erzeugt ist.

(i) Der Beweis dieser Aussage 146t sich am besten in einem Kontext fiihren, der eine
gemeinsame Verallgemeinerung der Begriffe der abelschen Gruppe und des
Vektorraums darstellt: dem Begriff des Moduls.

(iii) Der Begriff des Moduls ist dem Begriff der Vektorraums sehr @hnlich, und viele
Aussagen iiber Vektorrdume gelten auch fiir Moduln und werden in derselben
Weise wie fiir Vektorrdume bewiesen. Wir werden uns deshalb im folgenden
meistens die Wiederholung der Vektorraum-Beweise ersparen.

1.5 Moduln

1.5.1 Definition

Sei R ein Ring mit 1. Ein (linker) R-Modul ist eine (additiv geschriebene) abelsche
Gruppe M zusammen mit einer Abbildung

RxM —M,(r,m) i rm,
welche Multiplikation des Moduls hei3t und den folgenden Bedingungen geniigt.
1) re(m+n)=rem+ s* m und (r + s)em = rem + sem fiir r, SER und m ,nEM
(ii) (res)em =re(sem) flirrt ERund meM
(iii) lem = m fiir m € M.
Sind M und M’ zwei R-Moduln, so ist eine R-lineare Abbildung
M —M

eine Abbildung mit
f(rm + sn) = rf(m) + sf(n) fiir r,s € R und m,n € M.

Ein rechter R-Modul ist eine abelsche Gruppe M zusammen mit einer Abbildung
M xR —M, (m,r) » mer,

so daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

{1’) (m+n)er = mer + ner und me(r+s) = mer + mes fiir r,sS€ER und m,nEM.

(i1’)  me(res) = (mer)es firmE M und r,s ER

@i1i’) mel =m fiirm €R.

Sind M und M’ zwei rechte R-Moduln, so ist eine R-lineare Abbildung




fM—M

eine Abbildung mit

f(mr + ns) = f(m)er + f(n)es fiir r,s € R und m,n € M.

Bemerkungen

(@)

(ii)

(iii)

(iv)

V)

Die R-Moduln bilden mit den R-linearen Abbildungen eine Kategorie

R-Mod.
Analog bilden die rechten R-Moduln mit den R-linearen Abbildungen eine
Kategorie

Mod-R.
Sei R ein Korper. Dann stimmt der Begriff des R-Moduls mit dem Begriff des R-
Vektorraums iiberein.

Sei R = Z. Dann stimmt der Begriff des R-Moduls mit dem Begriff der abelschen
Gruppe iiberein.

Seien R ein Ring mit 1 und ROP der zu R entgegengesetzte Ring, d.h. als Menge
1st
ROP =R,

die Addition von ROP ist dieselbe wie die von R, und fiir die Multiplikation +°P
von ROP gilt

a+Pb := bea.
Dann ist jeder linke R-Modul ein rechter R°P-Modul und jeder rechte R-Modul
ein linker ROP-Modul. Wegen

(ROP)OP = R
reicht es deshalb, wenn wir uns auf die Untersuchung von (linken) R-Moduln
beschrénken.

Im Fall kommutativer Ringe R mit 1 fallen die beiden Begriffe linker und rechter
R-Modul zusammen.

1.5.2 Teilmoduln
Seien R ein Ring mit 1 und M ein R-Modul. Ein R-Teilmodul von M ist eine Teilmenge

NC M,

welche mit den Operationen von M ein R-Modul ist.
Bemerkungen

@

(i)

Eime Teilmenge N C M ist genau dann ein R-Teilmodul von M, wenn die

folgenden Bedingungen erfiillt sind.
(a) N ist nicht leer.

(b) Mit je zwei Elemente n’, n” € N gilt auch n’-n” € N.
(c) Mitn € N und r €R gilt auch ren €R.
Dieses Teilmodulkriterion wird in derselben Weilse bewiesen wie das

entsprechende Kriterium fiir lineare Unterrdume von Vekotrrdumen.
Fiir jede Familie {Ni}i g von Teilmodduln Ni von M ist auch



Mg N
ein Teilmodul von M.

Der Beweis erfolgt in derselben Weise wie im Fall von Vektorrdaumen.

(iii) Fiir jede R-lineare Abbildung f: M — M’ ist das Bild dieser Abbildung ein R-
Teilmodul von M’ (und wird mit Im(f) bezeichnet).

(iv) Fiir jede R-lineare Abbildung f: M — M’ ist der Kern dieser Abbildung,

Ker(f) :={m €M | f(m) =0}
ein R-Teilmodul von M.

1.5.3 Erzeugendensysteme und Basen

Seien R ein Ring mit 1, M ein R-Modul und S C M eine Teilmenge. Dann wird der
Durchschnitt aller Teilmoduln von M, die die Menge S enthalten mit

<S>=<s1s€S>:=){NC MIN ist Teilmodul von M mit S C M}

bezeichnet und heifit der von S erzeugte Teilmodul von M oder auch Erzeugnis von S
tiber R. Im Fall
M=<S >
heiflt S Erzeugendensystem von M iiber R. Ist S endlich, so sagt man M ist iiber R
endlich erzeugt.
Bemerkungen
(1) Wie im Fall von Vektorrdumen sieht man, das Erzeugnis < S > von S iiber R
besteht aus allen (endlichen) R-Linearkombinationen von Elementen aus S,

<S>={3% rs-sIrSERfﬁrjedessES,rS=Ofiirfastalles}

s&ES
Man schreibt deshalb auch

<S>= Y Res
s&ES
bzw.
<S>=Re-S.

(i) Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit von Elementen von M wird in derselben

Weise definiert wie im Fall von Vektorrdumen, d.h. eine Teilmenge S C M heift

linear unabhingig iiber R, wenn nur die trivialen Linearkombinationen von je
endlich vielen Elementen von S gleich Null sind.

(iii) Ein linear unabhingiges Erzeugendensystem eines Moduls heifit auch Basis
dieses Moduls.

(iv) Nicht jeder R-Modul besitzt eine Basis. Zum Beispiel ist

M :=Z/27
ein Modul iiber R := Z. Fiir jedes m € M gilt aber 2m = 0, d.h. kein von Null

verschiedenes Element kann einer Basis angehoren.

(v) Ein R-Modul, der eine Basis besitzt heif3t frei.

(vi)  Wie im Fall von Vektorraumen definiert man die direkte Summe und das direkte
Produkt einer Familie {Mi}i e Von R-Moduln.

XiEI Mi = {(mi)iEI I m, € Mi fiir allei €1}
@i oI Mi = {(mi)i oI | m, € Mi fiir alle i € 1, fast alle m, sind gleich 0}

Operationen:



(vii)

(viii)

(x)
)

(m)iep + (M) eq = (M7 4m™)

remy); gy = o)y
Ein R-Modul ist genau dann frei, wenn er isomorph ist zu einer direkten Summe
von Exemplaren des R-Moduls R.

Sie Exaktheit von Sequenzen von Moduln wird in derselben Weise definiert wie
im Fall von Vektorraumen, d.h.

1€l

...—>M’—>M£>M”—>
heiflt exakt an der Stelle M, wenn Im(f) = Ker(g) gilt.

Sei

f g

O0—sM —M-——-M —0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Weiter seien

e
ein Erzeugendensystem von M’ und

m ey
eine Familie von Elementen aus M mit der Eigenschaft, da3 die Bilder g(m”.) ein

Erzeugendensystem von M” bilden. Dann bilden die beiden Familien zusammen
ein Erzeugendensystem von M.

Aussage (viii) gilt auch fiir Basen anstelle von Erzeugendensystemen.

Sind die Moduln M’ und M” der exakten Sequenz von (viii) endlich erzeugt, so
gilt dasselbe fiir M.

Alle Beweise erfolgen in derselben Weise wie im Fall von Vektorrdumen.

1.5.4 Faktormoduln

Seien R ein Ring mit 1, M ein R-Modul und N C M ein Teilmodul. Dann besitzt die
Menge

M/N :={m+ N |m & M}

auf genau eine Weise die Struktur eines R-Moduls, fiir welche die natiirliche Abbildung

ppM—MN,mp m+N,

eine R-lineare Abbildund ist.
Bemerkungen

@
(i)

(111)

Die Abbildung p ist surjektiv und hat den Kern N.
Eine R-lineare Abbildung f: M — M’ faktorisiert sich genau dann iiber p, wenn

M C Ker(f) gilt. Die Faktorisierung ist dann eindeutig bestimmt, d.h. des gibt

dann genau eine R-lineare Abbildung T: M/N — M’ fiir welche das Diagramm

f
M — M
ol /1T
M/N

kommutativ ist.

Falls T existiert, so gilt
Im(T) = Im(f)
Ker(T) = Ker(f)/N.



(iv) Wie im Fall von Vektorrdumen und Gruppen gelten die Isomorphiesitze 0-2.
M/Ker(f) = Im(f), Restklasse von m f(m),
N’/N’(N” = N’+N”/N” fiir je zwei Teilmoduln N°.N” C M
(M/N*)/(N”/N’) = M/N” fiir je zwei Teilmoduln N’ N”C M mit N°CN”

1.5.5 Tensorprodukte

Seien R ein kommutativer Ring mit 1, M ein rechter und N ein linker R-Modul. Das
Tensor-Produkt von M und N iiber R wird mit

M®RN
bezeichnet und ist definiert als eine abelsche Gruppe zusammen mit einer Abbildung
b: MxXN — M®RN, (m,n) » m®n,

mit folgenden Eigenschaften.
(i) Die Abbildung b ist R-bilinear, d.h. es gilt

(a) b(m’+m”, n) = b(m’,n) + b(m”,n) fiir m’, m” € M und nEN.
(b) b(m,n’+n”) =b(m,n’) + b(n,m”) fiir mEM und n’,n” € N.

(c) b(mer,n)=Db(n,ren) firm&EM,n€&E N, r ER.
(i) Die Abbildung b ist universell beziiglich der Eigenschaft (i), d.h. fiir jede bilineare

Abbildung
b’: MXN — A
mit Werten in einer abelschen Gruppe A gibt es genau einen Gruppen-
Homomorphismus
b’: M®RN — A
mitb’ = b ob.
Bemerkungen

(1) M®RR =M und R®RN =N.
@) (D MPORN = ;) MBRN)
MOR®@igr Ny = Oigg MORM)
(iii) Der Ubergang zum Tensorprodukt definiert Funktoren
®RN: Mod-R — Ab,M » M@RN

M®R: R-Mod — Ab,N » M@RN

(iv)  Fiir jede kurze exakte Seqenz von rechten R-Moduln
O—M™M —>M-—5M —0
erhidlt man durch Anwenden des Funktors ®RN eine exakte Segenz von
abelschen Gruppen
M’®RN — M®RN — M”®RN —0
(v)  Fiir jede kurze exakte Seqenz von (linken) R-Moduln
00— N —->N—N'—0
erhilt man durch Anwenden des Funktors M®R eine exakte Segenz von

abelschen Gruppen



(Vi)

(vii)

(viii)

M®RN’ — M®RN — M®RN” —0
Ist der Modul, mit dem in (iv) bzw. (v) tensoriert wird frei, so kann bleiben die
tensorierten Sequenzen auch exakt, wenn man die links fehlende Null-Abbildung
‘0 —’ hinzufiigt. Im allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall. Zum Beispiel
definiert im Fall R = Z die Multiplikation mit 2 eine exakte Sequenz

2
0 —>2Z—72—Z7Z1272 —0
Durch Tensorieren mit Z/27 iiber Z erhédlt man eine Sequenz

2
0 — 2127 — 7127 — 7127 — 0,

welche nicht mehr exakte ist, denn die Multiplikation mit 2 ist jetzt die Null-
Abbildung und insbesondere nicht mehr injektiv.
Ist R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1, so ist

M®RS
ein rechter S-Modul mit

(m®s)et = m®(st) fiir mEM, st € S,

und

S®RN
ein linker S-Modul mit

Se(t®n) = (st)®n.

Sind R — S und R — T zwei Homomorphismen von kommutativen Ringen

mit 1, so ist

S®RT

eine R-Algebra mit
(s®t)e(s’®t”) = (ss”)®(tt”) und
re(s®t) = (rs)®t = s&(rt)

Die Beweise der obigen Aussagen erfolgen in derselben Weise wie im Fall von
Vektorraumen.

1.5.6 Noethersche Moduln und Ringe

Seien R ein Ring mit 1 und M ein R-Modul. Der Modul M heif3t noethersch iiber R,
wenn jeder Teilmodul von M endlich erzeugt ist. Der Ring R heif3t noethersch, wenn R
als R-Modul noethersch ist.

Bemerkungen

(1)

(i)

(iii)

Sei R ein Korper. Die einzigen Teilmoduln des 1-dimensionalen R-Vektorraum R
sind dann {0} und R. Beide sind endlich erzeugt. Also ist jeder Korper ein
noetherscher Ring.

Betrachten wir den Ring R = Z der ganzen Zahlen. Die Teilmoduln von Z sind
gerade die Untergruppen von Z, also von der Gestalt

nZ =<n>mitn € 7Z.

Insbesondere sind alle Teilmoduln von Z endlich erzeugt (sogar einfach erzeugt),

d.h. Z ist ein noetherscher Ring.
Seien R ein Ring mit 1 und

f
0—>M’—>M£>M”—>O
eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(a) M ist noethersch.
(b) M’ und M” sind noethersch.



(iv) Seien R ein Ring mit 1 und M’ und M” zwei noethersche R-Moduln. Dann ist
auch die direkte Summe M’@M” noethersch.
Beweis von (iii). (a) = (b). Sei M noethersch. Wir konnen M’ mit einem Teiilmodul

von M identifizieren. Teilmoduln von M’ werden dann zu Teilmoduln von M. Mit M ist
somit auch M’ noethersch. Sei jetzt ein Teilmodul von M” gegeben, sagen wir

N” g M”.
Dann ist g'l(N”) ein Teilmodul von M, besitzt also ein endliches Erzeugendensystem.

Wir wenden g auf ein solches Erzeugendensystem an und erhalten ein endliches
Erzeugendensystem von N”. Also ist N” endlich erzeugt.

(b) = (a). Seien M’ und M” noethersch und

NCM
ein Teilmodul. Wir haben zu zeigen, N ist endlich erzeugt. Wir schrinken g auf N ein
und erhalten eine exakte Sequenz

IN
0 — Ker(gIN) — N g—) gN) — 0 (D)
Das Bild g(N) ist als Teilmodul des noetherschen Moduls M” endlich erzeugt.

Weiter gilt
Ker(gIN) C Ker(g)
= Im(f) (wegen der Exaktheit der Sequenz der M)
= M’. (weil f injektiv ist)

Wir konnen also Ker(gIN) mit einem Teilmodul des noetherschen Moduls M’
identifizieren. Als solcher ist Ker(gIN) endlich erzeugt.

Wir haben gezeigt, die beiden duBeren Moduln der exakten Sequenz (1) sind endlich
erzeugt. Nach Bemerkung 1.5.3 (x) ist dann aber auch N endlich erzeugt.

QED.
Beweis von (iv). Man wende Aussage (iii) auf die exakte Sequenz
f
0— M — M'®@M” -5 M” — 0

mit

f(m’) :=(m’,0)
und

g(m”m”) := m”
an.
QED.

1.5.7 Basissatz von Hilbert

Sei R kommutativer Ring mit 1. Ist R noethersch, so gilt dasselbe auch fiir den
Polynomring R[x].

Bezeichnung:

Die Teilmoduln des R-Moduls R heifen auch Ideale ® von R.

Beweis. Sei

1C R[x]

ein Ideal des Polynomrings. Wir haben zu =zeigen, I besitzt ein endliches
Erzeugendensystem. Wir konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen,

I {0}

% Im nicht-kommutativen Fall spricht man von linksseitigen Idealen oder auch Linksidealen.



Nach Voraussetzung ist R ein noetherscher Ring. Damit ist jede endliche direkte
Summe von Exemplaren von R ein noetherscher R-Modul, und dasselbe gilt von jedem
Teilmodul einer solchen endlichen direkten Summen.

Insbesondere ist fiir jede natiirliche Zahl n der R-Modul

I(n) := { f€1ldeg f < n} noethersch als R-Modul (D)

(als R-Teilmodul von {f € R[x] | deg f < n} = RM*1),

Fiir jedes Polynom

_ 2 i
f(x) = fO + flx + f2x + ..+ fiX + ...

mit Koeffizienten fi E R sei

c(®)

der hochste von Null verschiedene Koeffizient des Polynoms f im Fall f # O und sei
gleich Null, falls f = 0 ist. Wir setzen

T:={chHIfED

Sind a, b zwei Elemente aus T und A, B € I zwei Polynome mit dem hochsten

Koeffizienten a bzw. b, so konnen wir A und B so mit geeigneten x-Potenzen
multiplizieren, dal diese Polynome denselben Grad bekommen. Wir konnen also
annehmen,

deg A =deg B.
Durch bilden von R-Linearkombinationen von A und B sehen wir, daf3 beliebige R-

Linearkombinationen von aund b in T liegen. Mit anderen Worten,
T ist ein Ideal von R.
Als Ideal von R ist T endlich erzeugt. Wir wihlen Polynome
g1 pees gm el
mit
T= Rec(g)+..+Rec(g ) )

Weiter fixieren wir eine natiirliche Zahl d mit
degg1 =<d, ... ,deggmsd.

Zu Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen
[=1(d) + R[x]~g1+... + R[x]-gm, 3)

denn dann bilden die g, zusammen mit einem beliebigen endlichen Erzeugendensystem

des noetherschen R-Moduls I(d) ein endliches Erzeugendensystem des Ideals I. Nach
Definition von I(d) und der g besteht zumindest die Inklusion ‘2’ (weil I ein R[x]-

Modul ist). Wir haben also nur die Inklusion ‘C’ zu beweisen.

Sei f € I. Im Fall f = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also f # 0.

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach dem Grad von f.

Induktionsanfang: deg f < d.




Nach Definition (1) gilt dann f € I(d) und f liegt trivialerweise in der rechten Seite von

(3).
Induktionsschritt. d < deg f.

Nach Definition von T und der Wahl der g konnen wir den hochsten Koeffizienten von
f in der folgenden Gestalt schreiben (vgl (2)).
c(f) = rl-c(gl) + ...+ rm-c(gm) mit r. € R fiir alle i.
Nach Voraussetzung ist
n, :=degf—deggizdegf-d>0

fiir jedes i eine natiirliche Zahl. Deshalb ist

0
g rex g. €I
=1 !
ein wohldefiniertes Polynom mit demselben Grad wie f und demselben hochsten
Koeffizienten wie f. Insbesondere ist der Grad von

n-
L] 1.
f- gl LeX g
=1

kleiner als der Grad von f. Nach Induktionsvoraussetzung liegt damit diese Differenz in
der rechten Seite von (3). Dann liegt aber auch f selbst in der rechten Seite von (3).
QED.

1.6 Endlich erzeugte abelsche Gruppen, Elementarteilersatz

1.6.1 Erzeugendensysteme abelscher Gruppen

Seien A eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe und
i

ein Erzeugendensystem von A. Dann gilt

A={ Y g2 I giEZ, fast alle g = 0}.
i€l
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Bemerkung 1.5.2(i) (mit R := Z).
QED.

Bemerkungen: elementare Operationen mit Erzeugendensystemen
(i) Wir denken uns im folgenden die Indexmenge I mit irgendeiner Ordnung
versehen, d.h. die a, seien in irgendeiner Reihenfolge gegeben. Die Eigenschatft,

Erzeugendensystem zu sein hingt jedoch nicht von dieser Reihenfolge ab: durch
Abidnderung der Ordnung von I geht ein Erzeugendensystem in ein
Erzeugendensystem von A iiber.

(i)  Ersetzt man ein a, durch a + gaj mit i, j € I und j verschieden von i, erhélt man

wieder ein Erzeugendensystem von A.

(1) Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann bezeichnen wir mit
WA)

die minimale Anzahl von Elementen, die ein Erzeugendensystem von A haben

kann.
(iv) Beispiel: Ist p eine Primzahl und

A=7Z/(p)® ....®D Z/(p) (n -mal)
eine direkte Summe von n Exemplaren von Z/(p), so gilt
WA) =n.



(Beweis siehe unten).

(v)  Die mininale Erzeugenzahl kann nicht groler werden, wenn man von A zu einer
Faktorgruppe A/B iibergeht,

1(A) = W(A/B), )

denn aus jedem Erzeugendensystem von A erhilt man durch Ubergang zu den
Restklassen modulo B ein Erzeugendensystem von A/B.

(vi) Seien p eine Primzahl und die Gruppe A eine direkte Summe von endlich vielen
zyklischen Gruppen von p-Potenzordnung,

np 0p
A=Zlp "Z® ..®Zlp Z(alleni>0).

Dann ist
WA)=r
gleich der Anzahl der direkten Summanden.
Beweis von (iv). Die Elemente von A lassen sich mit ganzen Zahlen g € Z
multiplizieren,
ggy g )=(88 88 )
wobei das Produkt Null ist, wenn g ein Vielfaches der Primzahl p ist. Das bedeutet, das

Produkt hingt nicht von der ganzen Zahl g sondern nur von deren Restklasse modulo p
ab. Wir haben damit eine Multplikation der Elemente des Korpers

Fp = Z/(p)
mit dem Elementen der Gruppe A definiert. Die Gruppe A wird dadurch zu einem IFP—
Vektorraum, und es gilt

wA) = dimIF A=n.

P
QED.
Beweis von (vi).
Sei
ei EA

das Element von A, dessen i-te Koordinate die Restklasse von 1 und dessen iibrige
Koordinaten Nullrestklassen sind. Dann ist jedes Element von A eine ganzzahlige

Linearkombination von e1 ,...,er ,d.h. die ei bilden ein Erzeugendensystem von A und es
gilt
wA) =r.
Auferdem gilt
r 0 r N
ApA=( @ Zip ' Z)ps( ® Zip '7)
i=1 i=1

= ® 2z L i7)

Damit ist aber auch
w(A) = w(A/pA) =r.
QED.

1.6.2 Die Gruppe der Relationen zu einem Erzeugendensystem
Seien A eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe und



a:={a, }1EI

ein Erzeugendensystem von A. Dann ist die Menge

R(a) :={ {gi}iEI I giEZ, fast alle g = 0, Y ga = 0}
i€l
eine abelsche Gruppe beziiglich der Operation

e * &g =18+ ey

Die Elemente von R(a) heilen Relationen von a.

Beweis. Die angegeben Operation definiert eine Abbildung
R(a) x R(a) — R(a).

Diese ist assoziativ, da in der additiven Gruppe Z das Assoziativgesetz gilt. Die Familie
{gi}i o mit g = O fiir alle i

spielt die Rolle des Nullelements, die Familie

(-8
die Rolle des Negativen von { gi}i oI
QED.
Bemerkungen
(i) Bezeichne 7D die direkte Summe der Gruppen der Familie {Z}. 1 d.h.
@ _ -
7N ={ {gi}iEI I giEZ, fast alle g = 0}
mit koordinatenweiser Addition,
g P8 ier =8 Y eier
Dann ist die Abbildung
@
L= Adgig > 2 g3
i€l
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit dem Kern R(a). Insbesondere ist

(1) A = 7ZD/Rq).

(i)  Unser Ziel ist es, in diesem Abschnitt zu verschiedenen abelschen Gruppen A ein
Erzeugendensystem zu finden, fiir welches R(a) eine méglichst einfache Gestalt
besitzt. Der Isomorphismus liefert dann eine besonders einfache Beschreibung
der Gruppe A.

(iii) Gruppen, die isomorph sind zu Gruppen der Gestalt Z(I), hei3en freie abelsche
Gruppen

1.6.3 Das Verhalten der Gruppe R(a) bei elementaren Operationen
Seien A eine abelsche Gruppe und a = {ai}i oI ein Erzeugendensystem von A. Dann
gilt:
(i)  Fiir jede bijektive Abbildung f:  — l'ist auch a’:= {af(i)}i oI ein
Erzeugendensystem und die Abbildung

fyR@) — R@"), {g.}; 1 {gf(i)}ia,

ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.



(i) Seien i ,j &l verschieden und g&Z. Die Familie a’ := {a’i} entstehe aus a,

0% i€l
indem man a. durch a. +ga. ersetzt, d.h.
i i ]
0 o 0
a. falls 171
i 0
a’. = L
i a, +ga. fallsi= N
o "o

Dann ist a’ ein Erzeugendensystem und die Abbildung
mit
g falls 17~ Jo
g. = ; R
i gj g, falls 1 Jo
0 o

ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.
Beweis. Die Aussagen sind trivial. Man beachte im Fall (ii) gilt

> ga =.otgoatotgoa 4o
i€l 0o 00
= tg (ai +g aj )+ ...+(gj - 88 )aj + ...
0 o 0 0 0 "0
=28
i€l

QED.
Bemerkung zu Erzeugendensystemen bei Isomorphismen

Seien h: G — G’ ein Isomorphismus von Gruppen und { gi}i - ein

Erzeugendensystem von G. Dann ist {h(gi)}i oI ein Erzeugendensystem von G’.

1.6 4 Elementarteilersatz

Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann besitzt A ein endliches
Erzeugendensystem
a= {ai}iEI ,I={1,...n},

mit endlich vielen Relationen

<<
TR (s =n),
so daf gilt
1. R(a)=<r1,...,rs>=Zr1+ ...+er
(dl .. 0 .. O\
2. r':{r'i}iEI: 0 '"dS -0 mitdi>0.
U 0..0..0




Die di heiflen Elementarteiler von A.

Die Folge der Elementarteiler hiingt nur von der Gruppe A und nicht vom
Erzeugendensystem a ab.

Bemerkungen
i) Well al, s an € A ein Erzeugendensystem von A ist, ist die Z-lineare Abbildung
f 1
g, =1
surjektiv. Nach Definition von R(a) gilt
R(a) := Ker(f).
Betrachten wir die Matrix
/ d,..0..0 \
1
0..d ..oO
r:(rl’“'?rs): S )
0..0..0
\0..0.0)/

deren Spalten die Erzeuger r. von R(a) sind, und die zugehorige Z-lineare
Abbildung

=70 x=1 .. erzgrixi.

X 1=1
S

Das Bild von g ist dann gerade das Erzeugnis R(a) der r.= diei’
Im(g) =R(a) = Zdle1 + ...+ Zdrer .
Wir erhalten so eine exakte Sequenz von Z-linearen Abbildungen

Zsizn—m—m.

(i) Wegen der Surjektivitit der Abbildung f gilt
A =Z"Ker(h)
= Z™m(g)
_ 70
=7 /(Zdle1 + ...+ Zdrer)

= (Z/dIZ)@..@(Z/dSZ) @ 7S

Wie wir sehen werden, ist die Zahl n-s unabhingig von der speziellen Wahl der
angegebenen Zerlegung von A in eine direkte Summe zyklischer Gruppen. Diese
Zahl heiflt Rang von A.

(11) Die Isomorphie von (i1) bedeutet gerade, es gibt ein Erzeugendensystem

e = (Omod d 0 mod d. 1 mod di ,0 mod di+

1 1 we. , O mod ds)

1 2
(i=1,...,s) von A mit der Eigenschaft, daf} eine ganzzahlige Linearkombination
genau dann gleich Null ist,

nl-e1 + n2-e2 + ...+ ns-eS =0,



wenn fiir jedes i der i-te Koeffizient kongruent Null modulo di ist,

niEdiZfﬁri= 1,...,s.

Beweis. Wir fixieren irgendein endliches Erzeugendensystem
a= {ai}iEI von A,I={1,...n}

und ein Erzeugendensystem
r= {rj}j e von R(a).

Weil R(a) ein Z-Teilmodul von Z" ist (und Z" ein noetherscher Z-Modul), konnen wir
annehmen, das Erzeugendensystem von R(a) ist endlich, sagen wir

J={1,...s}.
Weiter fiihren wir Bezeichnungen fiir die Koordinaten der Erzeuger r. ein,

rjl
BT Tier
jn
und betrachten die Matrix

11 %1
r= (rl,...,rS) = (rji)iEI,jEJ’ =] o

r, ..r
In sn

mit den Spalten rj.

Das gesuchte Erzeugendensystem werden wir im wesentlichen durch elementare
Operationen im Sinne von 1.5.3 aus dem gegebene Erzeugendensystem gewinnen. Den
nachfolgend beschriebenen Algorithmus kann man in gewissem Sinne als eine
Verallgemeinerung des GauB3schen Algortihmus auffassen.

Vorbemerkung 1: elementare Zeilenoperationen:
Auf Grund von 1.5.3 konnen wir das Erzeugendensystem a so abéndern, daf3 sich dabei
die Reihenfolge der Koordinaten der r. in vorgegebener Weise abédndert.

AuBlerdem konnen wir durch Abindern des Erzeugendensystems a erreichen, daf} die

r.. durchr.. -gr.. ersetzt werden mit vorgegebeneni ,j €l und gEZ. (und 1_# j
AN 1, g 00 o "o

).

Mit anderen Worten, wir konnen
1.  die Zeilen von r permutieren.
2.  ein ganzzahliges Vielfaches einer Zeile von r zu einer anderen addieren

ohne daf} die Familie der r. aufhort ein Erzeugendensystem eines R(a) zu einem

endlichen Erzeugendensystem von A zu sein.

Vorbemerkung 2: elementare Spaltenoperationen:
Wir konnen natiirlich auch die Reihenfolge der r. abdndern und ein ganzzahliges

Vielfaches eines rj zu einem anderen addieren, ohne dafl die Familie der rj aufhort,



Erzeugendensystem von R(a) zu sein. Mit anderen Worten, die oben angegebenen
Operationen konnen wir auch mit den Zeilen von r anstelle der Spalten ausfiihren.

Beschreibung eines Algorithmus.
1. Falls alle rji =0 sind, endet der Algorithmus: es ist dann n = s = 0. Die Zahl der

Elementarteiler ist Null, R(a) = {0} ist trivial und A ist eine freie abelsche Gruppe.

2. Wirsuchen in (rji) eine ganze Zahl rj ; # 0, deren Betrag minimal ist unter allen
00

Betridgen aller von Null verschiedener r.i. Durch Divison mit Rest, d.h. durch

Abziehen von ganzzahligen Vielfachen erreichen wir, daf3 alle Eintrige in der j 0

ten Zeile und iO—ten Spalte betragm@Big kleiner sind als r. L Wir konnen das
00

Verfahren solange fortsetzen, wie wir auf diese Weise betragskleinere von Null

verschiedene Eintrige gewinnen konnen. Wir finden so ein neues

Erzeugendensystem a und ein Erzeugendensystem {rj} derart, daf3 die zugehdrige

Matrix r der rij einen Eintrag rj ; mit folgenden Eigenschaften besitzt:

00
a) O.B.d.A.istj, =iy =1.

b)r. ; ist der einzige Eintrag in seiner Zeile und Spalte, der ungleich Null ist.
00

C)r. ; ist betragsméBig minimal unter allen von Null verschiedenen Eintrdgen der
00

Matrix r.

3.  Inder Situation von 2 kénnen wir annehmen,

befindet sich in der ersten Zeile und ersten Spalte von r. Falls es in r noch einen
Eintrag

b=r..

ji
gibt, der kein Vielfaches vonr. ; ist, so konnen wir die erste Spalte von r zur j-ten
00
addieren und anschlieend ein Vielfaches der ersten Zeile von der i-ten Zeile
abziehen, so daf} in der Position (j,i) ein Eintrag entsteht der betragskleiner ist als
r. . und ungleich Null.
Jo'o
a..0.. a..a.. a .. a

Indem wir wie in 2. fortfahren erreichen wir die dort beschrieben Situation (mit
verkleineten rj ; ). Durch Wiederholtes Anwenden von 2 und 3 erhalten wir eine

00
Matrix mit
a) einem Eintrag d1 = rj ; # 0 in der Position (1,1)
00
b) Nullen in allen anderen Positionen der ersten Zeile und ersten Spalte.



¢) Eintrdgen in allen anderen Positionen, die entweder O sind oder Vielfache von
d, =r. ..
! Jo'o

4. In der Situation von 3 streichen wir die erste Zeile und erste Spalte und
wiederholen das Verfahren mit der verbleibenden Matrix. Wir erhalten
nacheinander ganze Zahlen

d1 ,d2 d3 e

mit
d.ld.
1 i+l

wobei alle weiteren Eintréige rji durch alle di teilbar sind.

Das Ende des Algorithmus.

Da die Zahl der Spalten von r endlich ist, endet das Verfahren nach endlich vielen, sagen
wir s, Schritten mit einem gewissen Erzeugendensystem a und einer Familie von

Relationen rj mit j € J wobei gilt
r.= mitr.. _d6 fur =1,..8
i {r i -} 1 i J

und die Koordinaten aller weiteren rj sind samthch Null.

/dl . 0 0\

r—(rl, P )= SO ’

Beweis der Unabhingigkeit der Elementarteiler von der speziellen Wahl der Zerlegung
in eine direkte Summe.

Fiir
A=Z/d,70.®L/d 7O 7 s (1)
gilt

A =7/d,7Z®.97Z/d Z
tor 1 S

Auf Grund der Ubungsaufgaben sind die Zahlen s und di durch die Gruppe Ator und

damit durch A eindeutig festgelegt.
Wir haben zu zeigen, dal auch der Rang n-s durch A eindeutig fesgelegt ist. Dazu
betrachten wir die Faktorgruppe

AA =708,
tor

Dies ist eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe. Wir tensorieren mit Q iiber Z und
erhalten

~ 7N-8 ~ n-s
(A/Ator)®ZQ =7 ®ZQ = (Z@ZQ) .
Dies ist ein Q-Vektorraum der Dimension n-r, d.h.
n-s = dlm@ (A/Ator)®Z@'

Die Zahl n-s héngt also nicht von der speziellen Wahl der Zerlegung von A ab, sondern
nur von A selbst.



QED.
Bemerkungen
(i) Zum Beweis der Unabhingigkeit des Rangs von A von der Wahl der Zerlegung

hitten wir auch mit Z/pZ statt mit QQ tensorieren konnen und hitten dann die
folgende Formen fiir den Rang gefungen.

tk A:= dll’n@ (A/A tor)®Z@ = dlm]Fp (A/Ator)®ZFp
(i)  Fiir den Rang einer endlich erzeugte abelschen Gruppe A gilt
rk A = dim A®ZQ

o Q
Beweis von (ii).
Die Multiplikation mit der ganzen Zahl d definiert eine exakte Sequenz

d
0 —7Z— 7 — 7Z/dZ —> 0.
Durch Tensorieren mit Q iiber Z erhalten wir daraus die exakte Sequenz
d a
Q—mQ— (Z/dZ)@ZQ — 0.

Nun ist aber die Multiplikation mit d im (Q-Vektorraum Q ein Isomorphismus, d.h. es
gilt

(Z/dZ)@ZQ =Im(a ) = Q/Ker(a) = Q/Im(Q i) Q) =Q/Q=0.

Durch Tensorieren von (1) mit QQ iiber Z erhalten wir damit
A®, Q= (Z 1, 2)®,Q®..&(Z /[ Z)®,QB(Z,Q )"

=0®..060® Q"
— QH-S

dim ~ A =n-s.
Q

also

QED.

1.6.5 Zerlegung in direkte Summen zyklischer Gruppen von
Primzahlpotenzordnung

Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es (nicht notwendig
verschiedene) Primzahlen p1 ,...,pr und natiirliche Zahlen n1 s e s nr und s mit

o T n.
A=SZ ®@,_Zp 'L
= i
Beweis. Wir fixieren eine Zerleung
A=Z/d 28 .©LZ/d Z®Z° mits=rk A
wie in 1.6.4 und schreiben jeden der Elementarteiler d = di als Produkt von paarweise

teilerfremden Primzahlpotenzen. Nach 1.4.4 146t sich jede der zyklischen Gruppen

Z/d7,
als direktes Produkt von zyklischen Gruppen von Primzahl-Potenz-Ordnung schreiben.
QED.
Bemerkungen
(i)  Aist genau dann endlich, wenn s = 0 ist, und es gilt dann

n.
#A=1] p,i
i=1 !
n.
(i)) Die Potenzen p ! sind durch die Elementarteiler di (bis auf die Reihenfolge)
i

eindeutigbestimmt und damit durch die Gruppe A.



n.
(iii) Umgekehrt sind die di durch die Potenzen p_ ! festgelegt:
i
n.
ds ist das Produkt der p_ 1 mit n. maximal zu gegebenen P, und
i

n.
dS 1 ist das Produkt der p.1 mit n, maximal nachdem man ein maximales n,
- i

gestrichen hat usw.
Beispiel

Wegen 12 = 22.3 sind die nachfolgend aufgezéhlten Gruppen bis auf Isomorphie die
einzigen abelschen Gruppen der Ordnung 12.

Z.1(3)® Z /(22), ZI13)YDZI2Q)DZI?2),
Im ersten Fall hat man nur einen Elementartteiler
d, = 3.22-12
im zweiten Fall erhilt man

d2:3-2:6undd1:2.

1.6.6 Untergruppen zu vorgegebener Ordnung
Seien A eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n und m ein Teiler von n. Dann

gibt es eine Untergruppe U C A der Ordnung m von A.
Beweis. Nach 1.6.5 konnen wir annehmen, es ist
r n. ) n.
A=®_ Z/pil Z mitn = .]'t[l pil.
1=

Dann hat m die Gestalt
m.
m= ]'t[ p. ! mit m, = n, fiir jedes 1.
i=1

n. m.
Es reicht deshalb zu zeigen, Z /p.1 7Z hat eine Untergruppe Ui der Ordnung p. ! (die

i i
direkte Summe der Ui ist dann eine Untergruppe der gesuchten Ordnung). Wir konnen
also annehmen

A:Z/paZ,n:pa,m:pbmitbSa.

Dann gilt aber die Behauptung auf Grund von 1.4.2.
QED.

1.6 Sylow-Gruppen

1.6.1 p-Gruppen, p-Untergruppen und Sylow-Untergruppen

Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine
Potenz von p ist.

Sei G eine Gruppe. Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe von G von p-
Potenzordnung. Eine p-Sylow-Untergruppe von G ist eine Untergruppe
UCG
mit # U = p", wobei p" die hochste Potenz von p ist, die die Ordnung von G teilt,
p 1 #G und p™*! = #G.
Eine natiirliche Zahl m&N heiflt Exponent der Gruppe G, wenn fiir jedes gEG gilt




g =e.

Bemerkungen

(i) Jede endliche Gruppe G = { gl,...,gn} (mindestens einen) Exponenten.
Jedes Element g, von G erzeugt ndmlich eine zyklische Untergruppe von endlicher

Ordnung m. , und es ist

(g.)mi =e.
i
Mitm = me..om gilt dann aber g™ = ¢ fiir jedes gEG.
(i) Wir werden die Existenz der p-Sylow-Untergruppen nachweisen. Zunichst

benotigen wir aber eine Beschreibung der Orbits von Gruppenoperationen.

1.6.2 Stabilisatoren und Orbits
Seien

GxM —M,(gm) » gm,
eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M und m&M ein Element. Dann ist der
Stabilisator

sz{gEGIgmzm}

von m in G eine Untergruppe und die Abbildung

cp:G/Gm —> O(m), g » gm,
ist wohldefiniert und bijektiv.
Beweis. Die Untergruppeneigenschaft des Stabilisators. Es gilt eEGm .Mit g’ ,g”EGm

gilt
(g’g”)m = g’(g"m) = g'm = m,
also g’ g”EGm. Mit gEGm gilt schlieBlich gm = m, also

m=em= (g'lg)m = g_l(gm) = g—lm’

also g'IEGm
Die Korrektheit der Definition von ¢. Sei g’Gm = g”Gm. Wir haben zu zeigen

g’m = g’m.
Wegen g Gm =g Gm gilt g°eg Gm’ d.h.

g’ = g’s mit sEGm.
Es folgt
N o gm=(gsm = gi(sm) = g m. o
Bijektivitét von ¢. Surjektiv ist die Abbildung nach Definition des Orbits. Zeigen wir die
Injektivitit. Es gelte
P G )= G ).
Dann ist g'm = g”m , also
1 (g,—lg”)m - ga—l(g”m) — gv-l(g7m) - (g’—lga)m —em = m’
also g’ g EGm, alsog’ g Gm ,also g Gm =g Gm'

QED.

1.6.3 Konjugationsklassen

Seien G eine Gruppe und g € G ein Element. Dann heif3t die Menge



Cle) = {x lex Ix € G}
Konjugationsklasse von g in G. Die Konjugationsklasse heif3t trivial, wenn sie aus nur
einem Element besteht.

Bemerkungen
(1)  Die Konjugationsklassen der Gruppe G sind gerade die Orbit beziiglich der
Operation

GxG—G,x,29)» ng—l’

von G auf sich durch innere Automorphismen.

(1)) Die Konjugationsklasse des Elements g € G ist genau dann trivial, wenn g im
Zentrum

CG) :={ge Glxg=gxfirx € G}
der Gruppe G liegt.

1.6.4 Die Klassenformel
Sei G eine endliche Gruppe mit dem Zentrum

C=C(G)
und den nicht-trivialen Konjugationsklassen
C, ,...,C.
177

Dann gilt
#G=#C+ 3 #C..

=1
AuBerdem ist die Ordnung jeder Konjugationsklasse ein Teiler der Gruppenordnung,
#C.1#G.
i

Beweis. Wir betrachten die Operation

GX G—>G’ (X9g) = ng_l’

von G auf sich durch Konjugation. Seien

0.,,.0..0
1 r S

die Orbits dieser Operation, wobei die ersten r Orbits gerade nicht-trivialen Orbits seien,
d.h. diejenigen mit mehr als einem Element. Dann gilt

#G= 3 #0.= 3 #0, +Anzahl der trivialen Orbits.
i=1 i=r
Nach Bemerkung 1.6.3 (i) sind die nicht-trivialen Orbits aber gerade die nicht-trivialen
Konjugationsklassen und nach 1.6.3(ii) ist die Anzahl der trivialen Orbits gerade die
Ordnung des Zentrums. Die noch verbleibende Teilbarkeitsaussage ergibt sich aus der

Tatsache, dal} sich nach 1.6.2 jedes Orbit mit einer Menge der Gestalt
G/G
g

identifizieren 148t.
QED.

1.6.5 Die Existenz der p-Sylow-Untergruppen

Seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, welche die Gruppenordnung teilt,
p | #G.

Dann besitzt G eine p-Sylow-Untergruppe.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach der Gruppenordnung n = #G.

Im Fall n = 1 ist die Aussage trivial. Falls n eine Primzahl ist, ist die Aussage ebenfalls

trivial.

Nehmen wir jetzt an, die Aussage gilt fiir alle Gruppen mit einer Ordnung < n.



1. Fall: G enthilt eine echte Untergruppe U mit #G/U teilerfremd zu p.

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt U eine p-Sylow-Untergruppe. Diese ist aber auch
eine p-Sylow-Untergruppe von G, d.h. eine solche existiert.

2. Fall: Jede Untergruppe U von G besitzt einen durch p teilbaren Index,
p | #G/U.

Seien Cl""’Cr die nicht-trivialen Konjugationsklassen von G. Dann gilt nach der

Klassenformel

#G=#C+ 3 #C..
i=1
Fir jede Untergruppe U von G ist die Ordnung # G/U ein Vielfaches von p.
Insbesondere sind die Ordnungen # G und # Ci Vielfache von p. Dasselbe muf} also

auch fiir die Ordnung des Zentrums gelten,
pl#C.

Insbesondere ist das Zentrum von G nicht trivial (und abelsch). Nach 1.5.6 gibt es eine
Untergruppe der Ordnung p in C(G),

U C C(G), #U = p.

Weil U ganz im Zentrum von G liegt, ist U ein Normalteiler. Betrachten wir den
natiirlichen Homomorphismus

h: G — G/U.

Sei p" die hochste p-Potenz, die #G teilt. Dann ist pn'1 die hochste p-Potenz, die #G/U
teilt. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine p-Sylow-Untergruppe von G/U,

SCaGu,#S=prl
Es reicht zu zeigen,
s:=h’l(s)
ist eine p-Sylow-Untergruppe von G.

Aus der Untergruppeneigenschaft von S (und dem Untergruppenkriterium) ergibt sich
sofort die Untergruppeneigenschaft von S. Es reicht also zu zeigen,
#S=p

Die Einschridnkung des natiirlichen Homomorphismus h auf S ist nach Definition von S
ein surjektiver Homomorphismus

h:S —» S.
Nach Definition von S liegt der Kern U von h ganz in S, d.h. es gilt

Kerh’ =U.
Damit ist nach dem O-ten Isomorphiesatz

pn'1 =#S=#Imh’ =#S/Kerh’=#S/U=#S/#U=#S/p.

Also gilt #S = p".
QED.

1.6.6 Eigenschaften von Sylow-Untergruppen

Seien G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler der Gruppenordnung. Dann gelten
die folgenden Aussagen.
(1)  Jede p-Untergruppe von G liegt ganz in einer p-Sylow-Untergruppe.



(i) Je zwei p-Sylow-Untergruppen S und S’ von G sind konjugiert, d.h. es gibt ein
gEGmit S’ = gSg'l.

(ii1) Fiir die Anzahl n der p-Sylow-Untergruppen von G gilt n = 1 (mod p).

Beweis. Bezeichne

S
die Menge der p-Sylow-Gruppen. Die Gruppe G operiert durch Konjugation auf S,

GxS—»S,(g.P) s gPg (1)

denn Konjugation mit g&G ist ein Isomorphismus von G, d.h. das Konjugierte einer p-

Sylow-Gruppe von G ist wieder eine p-Sylow-Untergruppe. Wir fixieren ein Element
von S, sagen wir

P<S.
Sei

GP={g€GIng'1 -P}
der Stabilisator von P und
OP) = {gPe 1€ G
das Orbit von P. Dann gilt
pC Gp,
d.h. G/GP 148t sich mit einer Faktorgruppe von G/P identifizieren. Insbesonder ist

#O(P) = #G/GP | #G/P .
Die Ordnung ganz rechts ist aber teilerfremd zu p (da P eine p-Sylow-Untergruppe ist,
d.h.

#O(P) = #G/GP ist teilerfremd zu p. (2)

Die Orbits der Operation (1) besitzen also eine zu p teilerfremde Ordnung.

Zu (1). Sei U eine p-Untergruppe von G. Wir kdnnen annehmen,
#U> 1.
Die Untergruppe U operiert durch Konjugation auf dem Orbit von P,

Ux O(P) — O(P), (u, gP ') 1 ugPg!
Fiir jedes x€O(P) haben wir eine Bijektion
U/UX — Ux.
Da die Ordnung von U eine p-Potenz ist, gilt dasselbe von #U/UX = #Ux. Die

vl = ugPug) .

Ordnungen der Orbits von U auf O(P) sind also p-Potenzen. Wegen (2) sind diese
Ordnungen aber nicht alle durch p teilbar, d.h. mindestens ein Orbit hat die O-te p-
Potenz zur Ordnung ,

# Ux = 1 fiir mindestens ein x€O(P).

Sei x = ng'l =:P’ ein solches x. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, es
gilt dann

UC P 3)
Weil das U-Orbit von x = P’ aus nur einem Element besteht, gilt
Dann gilt
uP’ul = P’ fiir jedes ueU. 4)



also uP’ = P’u fiir jedes u€U, also
UP’ = P’U. (%)
Insbesondere ist
UP’ :={ugluelU, g&P’ }
eine Untergruppe von G:
1. e=ee €UP’,dh. UP’ # .

2, Mitug ,u’g’€UP’ gilt

ug(u’g’) -1 - ugg"lu"lEUP’U = UUP’ (wegen (4)
= UP’.
Wegen (4) ist P’ ein Normalteiler in UP’, und es ist
UP’ /P’ = P/UNP’,
d.h. die Faktorgruppe hat p-Potenzordnung. Dann hat aber auch UP’ eine p-
Potenzordnung. Da P’ maximale p-Potenzordnung hat und ganz in UP’ liegt, folgt
P’ =UP’,
alsoUC P’.
Zu (i1). Die obigen Betrachtungen kann man insbesondere fiir den Fall machen, wenn U

eine p-Sylow-Untergruppe ist. Aus der Inklusion U C P’ ergibt sich dann aber, weil U
maximale p-Potenzordnung hat,

U=P = ng'1 ,
d.h. U ist konjugiert zu der fest gewihlten p-Sylow-Gruppe P.
Zu (iii). Die obigen Betrachtungen gelten auch fiir den Spezialfall U = P. Insbesondere
gibt es ein Orbit von U = P in O(P) mit nur einem Element,

Px = {x}.
Alle anderen Orbits besitzen jedoch mehr als ein Element’. Alle anderen Orbits haben
also eine durch p teilbare Ordnung. Damit gilt
#O(P) =1 (mod p).

Nach (ii) ist aber O(P) = S die Menge aller p-Sylow-Untergruppen, d.h. es gilt

#S =1 (mod p).
QED.

1.6.7 Beispiel

S 5 ist von der Ordnung 5! = 23-3-5, besitzt aber keine Untergruppe der Ordnung 15.

Mit anderen Worten, die Umkehrung des Satzes von Lagrange ist im allgemeinen
falsch!

Beweis. Sei H C S 5 eine Untergruppe der Ordnung 15. Dann besitzt H Untergruppen

H3 und H 5 der Ordnungen 3 bzw. 5 (die Sylow-Untergruppen).

H, CH.H CH.

Diese Untergruppen sind von Primzahlordnung, also zyklisch. Wir kénnen annehmen,
H5 =< (12345)>

und es gilt

H3 = <(abc)>.

Der Dreierzyklus entsteht aus (12345) durch Streichen von zwei Elementen. Wir
konnen annehmen, eins der gestrichenen Elemente ist 5, d.h.

" Nach (3): wir haben in (i) gezeigt, aus # Ux = 1 mit x = ng-1 =P’ folgt UC P’ (also U=P’).



{abecy C {1234}

1.Fall: 4 & {abc}
Es gilt (abc) = (123) oder (abc) = (321). Wir annehmen an, (abc) = (123). Der andere
Fall wird analog behandelt. Konjugation mit (12345) liefert

(234) € H
also liegt (234)(123) = (13)(24) in H, d.h. H enthilt ein Element der Ordnung 2, was
nicht moglich ist.

Es verbleiben noch die Fiille 3 & {a,b,c},2 & {a,b,c } unf 1 & {a, b, c¢}. Diese werden
in derselben Weise behandelt:
2. Fall: 3¢ {abc}
Wir konnen annehmen, (abc) = (124). Konjugation mit (12345) liefert
(235),(341)€H
also liegt (124)(134) = (13)(24) in H, d.h. H enthilt ein Element der Ordnung 2, was
nicht moglich ist.
3.Fall: 2 {abc}
Wir konnen annehmen, (abc) = (134). Konjugation mit (12345)'1 liefert
(523),(412) €H
also liegt (124)(134) = (13)(24) in H, d.h. H enthilt ein Element der Ordnung 2, was
nicht moglich ist.
4.Fall: 1 ¢ {ab.c}
Wir konnen annehmen, (abc) = (234). Konjugation mit (12345)'1 liefert

(123) e H
also liegt (234)(123) = (13)(24) in H, d.h. H enthilt ein Element der Ordnung 2, was

nicht moglich ist.
QED.

1.7 Auflésbare Gruppen

1.7.1 Definitionen

Sei G eine Gruppe. Ein Gruppenturm von G ist eine echt absteigende Folge von
Untergruppen,

G=GODG1 D) ...DGm.
Dabei heifit m Lénge des Turms. Eine Verfeinerung eines Gruppenturms ist ein
Gruppenturm, der durch Einfiigen einer endlichen Anzahl von Untergruppen entsteht
zwischen schon vorhandene Gruppen.

Der Turm heil3t normal oder auch Normalreihe, wenn Gi+ Normalteiler ist in Gi fiir

1
jedes i. Eine Normalreihe heif3t abelsch, wenn Gi/Gi+ 1 abelsch ist fiir jedes i. Sie heilt

zyklisch, wenn Gi/Gi+ zyklisch ist. Die Gruppen der Gestalt Gi/Gi+ heilen Faktoren

1 1

der Normalreihe.

Eine Kompositionsreihe ist eine Normalreihe, die trivial endet (d.h. Grrl ={e}) und fiir

welche est keine Normalreihe gibt, die eine (echte) Verfeinerung ist.

Eine Gruppe heifit auflosbar, wenn es eine abelsche Normalreihe gibt , die trivial endet.



Eine Gruppe heif3t nilpotent, wenn es eine abelsche Normalreihe gibt, die trivial endet
und die aus lauter Normalteilern von G besteht.
Seien zwei trivial endende Normalreihen gegeben.

G=GODG13...DGr={e}.

G=HODH13 ...DHsz{e}.
Diese Normalreihen heiflen dquivalent, wenn gilt

1. r=s
2. Es gibt eine Permutation GESr_l mit
G/Giy = Ho(i)/ Ho(i)+l
firi=1,..r-1.

Eine Gruppe G heifit einfach, wenn sie nicht-trivial ist und auler G und {e} keine
Normalteiler besitzt.
Bemerkungen
(1) Seien h: G — G’ ein Homomorphismus und
G ZGODGlj'“DGm
eine Normalreihe von G’. Dann ist

GODGID"’DGm

mit Gi = h'l(Gi) eine Normalreihe von G. Ist die urpriingliche Reihe abelsch

oder zyklisch, so gilt dasselbe auch fiir die neue Reihe.
(i) Jede abelsche Normalreihe einer endlichen Gruppe besitzt eine zyklische
Verfeinerung.
Beweis. Zu (i). Die Abbildung
cp:Gi — G i/G 18P h(g) mod G R
ist ein Gruppenhomomorphismus mit
g€ Kergp e h(g) € G’i+

d.h. es gilt Ker ¢ = Gi+

-1, o
& gEh (Gi+1)¢>gEG.

1 i+1’

I Nach dem O-ten Isomorphiesatz gilt

Gi/Gi+1 = Gi/Ker p=ImgpC G’i/G’i_|_1 )
Mit der Faktorgruppe rechts ist also auch die Faktorgruppe links abelsch bzw. zyklisch.

Zu (11): Sei
G=GODG13 ...DGm
eine abelsche Normalreihe. Es reicht fiir fest vorgegebenes i zu zeigen, zwischen Gi und

Gi+1 gibt es Untergruppen Hj , sagen wir

(1) G =H D.DH =G

mit H./H.
]+l

i+1
zylisch fiir jedes j. Es reicht deshalb, die Normalreihe
Gi ) Gi+1
zu betrachten. O.B.d.A sei also
m=1.

Betrachten den natiirlichen Homomorphismus
p:G— G/G, = G.



Zum Beweis der Behauptung reicht es, die folgenden beiden Aussagen zu beweisen.
1. Besitzt G eine zyklische Verfeinerung, so auch G.

2. G besitzt eine zyklische Verfeinerung.
Aussage 1 ist eine direkte Konsequenz von (i). Beweisen wir Aussage 2. Nach

Konstruktion ist G abelsch, also ein endlich abelsche Gruppe, also direkte Summe

endlich vieler endlicher zyklischer_ Gruppen, sagen wir
G:Zdl @ ...@Zdr.
Betrachten wir die Untergruppen_
Gi ::Zd1 @ ...@Zdi

von G. Es gilt
G:GrDGr_lj...DGleO:{O} (D)
und
C/Gi=2
1+1
d.h. (1) ist die gesuchte Verfeinerung.

QED.

1.7.2 Nilpotenz der p-Gruppen

Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist G nilpoten (also insbesondere auch auflosbar).
Falls G nicht-trivial ist, so hat G ein nicht-triviales Zentrum.

Beweis. 1. Schritt. Falls G # {e} ist, ist auch C:=C(G) # {e}.
Wir lassen G durch Konjugation auf sich selbst operieren,

GXG —» G, (gX) b gxg |
und schreiben G als disjunkte Vereinigung von Orbits,
(1) G= O(gl)U...UO(gr) (disjunkte Vereinigung).
Nach 1.6.2 gilt
2) #O(gi) = [G/Gg ] = Teiler von #G = p-Potenz.

i

Wegen (1) ist die Summe dieser p-Potenzen gleich #G, also durch p teilbar,

3) pl 3 #0(g)
i=1
Ist O(gi) das Orbit des neutralen Elements, so gilt

#0(g)) = #0(e) = # {eeel 1gEG) = # {e} = 1.

Es gibt also mindestens einen Summanden auf der rechten Seite von (3), der nicht durch
p teilbar ist. Dann muf} es aber noch einen weiteren Summanden geben, der ebenfalls
nicht durch p teilbar ist. Wegen (2) ist dieser Summand gleich 1. Es gibt also ein geG
mit

1=#0(g) = #{ xex L IXEG } , g # e,
d.h. es ist

xgx'1 = x fiir jedes x€ Gund g # e,
d.h.

e # g€ C(Q).

Mit anderen Worten, das Zentrum von G ist nicht trivial.



2. Schritt. Auflosbarkeit von G.
Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach der Gruppenordnung

n=#G.
Im Fall n = 1 ist die Aussage trivial. Sei also n > 1. Nach dem ersten Schritt ist das
Zentrum

C:=CG)

eine nicht-triviale (abelsche) Untergruppe von G,

#C>1.
Auf Grund der Defintion von C ist C sogar ein Normalteiler von G, d.h.

G/C
ist eine Gruppe der Ordnung
#G/C =#G / #C <n.

Insbesondere ist die Ordnung von C ein Teiler der Ordnung von G, also eine p-Potenz.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine abelsche Normalreihe von G/C, die trivial
endet,

G/C:GODG1 D) ...36m={€}
und die aus lauter Normalteilern von G/C besteht.

Bezeichne

p: G— G/C
den natiirlichen Homomorphismus und sei

G, = p'l(Gi).

das Urbild des Normalteilers Gi. Man beachte, Gi ist ein Normalteiler von G.
Dann ist
G=GODGID ...DGm(=C)D{e}

eine abelsche Normalreihe von G, die trivial endet (nach Bemerkung (i) von 1.7.1 und
wegen C/{e} = C abelsch).
QED.

1.7.3 Das Schmetterlingslemma (von O. Schreier)
Seien G eine Gruppe,

U,vCaG
zwei Untergruppen von G und

uC UundvCV
Normalteiler in U bzw. V. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) u(U()v) ist Normalteiler in u(U[(\V).

@)  (uV)v ist Normalteiler in (U[V)v

(i)  Die zu (i) und (ii) gehorigen Faktorgruppen sind isomorph:
w(UAV) u(Uv) = (UMNV)V/(u[V)v.

Die in der Formulierung des Lemmas auftretenden Gruppen und Faktorgruppen lassen
sich durch die folgende Skitze illustrieren, von der das Lemma seinen Namen hat.
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Beweis (nach Zassenhaus). Wir beschrianken uns auf eine Beweisskitze. In der obigen
Zeichnung sind U, V, u, v vorgegeben. Die gekennzeichneten Ecken sollen fiir die
angegebenen Untergruppen stehen.

Die iibrigen Ecken stehen fiir Untergruppen, welche durch die folgenden beiden
(generell geltenden) Regeln definiert sind.

Der Schnitt von zwei Kanten, die nach unten verlaufen steht fiir den Durchschnitt der
beiden Gruppen an deren oberen Ende.

Der Schnitt zweier Kanten, die nach oben verlaufen steht fiir das Produkt der beiden
Gruppen an deren untern Ende (d.h. fiir die kleinste Untergruppe, die beide enthilt).

Betrachten wir die beiden oberen Parallelogramme, die die Fliigel des Schmetterlings
bilden. Wir wollen zeigen, gegeniiberliegende Seiten der Parallelogramme stehen fiir
isomorphe Faktorgruppen.

Dazu bestimmen wir zunéchst die Untergruppen, welche zum oberen und unteren Punkt
in der Mitte des Diagramms gehoren.

1 Der obere Punkt in der Mitte gehort zum Durchschnitt UM V.

Wegen u(UMV) C U und (UMV)v C V gilt einerseits
w(UMVv) M vy © NV
Andererseits ist U (1) V C u(UV) und UMV C (UMV)v, also auch
UNVCuUNY) N UNV)v.

2. Der untere Punkt in der Mitte gehort zum Produkt (uf \V)(U[)v).

Wegen (uf \V)(U(v) C u(U()v) und (u \V)(U[(v) C (u[ V)V gilt einerseits

VUMY CuUMY) N @ V)v. o))

Sei andererseits x ein Element aus dem Durchschnitt aus der rechten Seite. Dann 146t
sich x in der folgenden Gestalt schreiben.

X=X °y mit x, € uundy € U(Mv

X=2eX mit z € uf |V und x, EV.

1

Es folgt X, = z XY E u-U( v und X, EV also



x, € (U v vCUuMv.
Zusammen folgt
X=2X € uMV)UMV).
Damit besteht auch die zu (1) umgekehrte Inklusion.

uUMAVYAEMAVIVEC uU M) M uy & uUMV)

3. Bestimmung des Faktors zur Strecke in der Mitte.

Wir setzen
H:=U( Vund N :=uUNV)
Dann gilt
HN=UMNV) M uUMv) = UV u)UMY) = @ V)UMV) (2)
und

NH = u(UMV)UMV) = uUMV) 3)

Weil u Normalteiler in U ist, operiert U durch Konjugation auf u. Dann operiert aber
auch U(V durch Konjugation auf u. Insbesondere gilt

xeu = uex fiir x € UV “4)
und
uw(UMV) = UMNV)u, u(U(v) = (UMV)u

und diese Produkte sind Untergruppen von G.

Weil v ein Normalteiler von V ist, operiert V durch Konjugation auf v. Also operiert
UMV auf U("v durch Konjugation. Es folgt

x*U(v = U[vex fiir x € U()V.
Zusammen mit (4) erhalten wir

xeu(U(v) = u(U[(v)+x fiir x € U[V.



d.h. UMV operiert auf u(U[(")v) durch Konjugation. Weiter gilt fiir x € u

xeu(UMv) = u(UMv) = (UMv)u = (U V)uex,

d.h. auch u operiert durch Konjugation auf u(U( V). Zusammen erhalten wir, da}

w(UMV) auf u(U()v) durch Konjugation operiert. Damit ist Aussage (i) der
Behauptung bewiesen. Aus Symmetriegriinden folgt Aussage (ii).

Nach dem ersten Isomorphiesatz gilt
H/H(N = HN/N

und insbesondere ist N ein Normalteiler in HN. Es folgt HN = NH und der
Isomorphiesatz bekommt wegen (2) und (3) die Gestalt

UNV/ @V)(UMv) = u(UMNV)u(U(Mv)

Der Faktor zur Kante in der Mitte des Schmetterling ist somit isomoph zum Faktor der
Kante links. Aus Symmetriegriinden gilt dasselbe beziiglich der Kante rechts.

Damit ist der Faktor zur linken Kante isomorph zum Faktor der rechten Kante, d.h. es
gilt die Behauptung.

QED.

1.7.4 Satz von Schreier

Sei G eine Gruppe. Dann lassen sich je zwei Normalreihen von G, die trivial enden, so
verfeinern, daf} die entstehenden Normalreihen dquivalent sind.
Beweis. Seien zwei Normalreihen der beschriebenen Art gegeben, sagen wir

G=GODG13...DGr={e}.

G=HODH13...DHS={e}.

Vorbemerkung
Bei den zu konstruierenden Verfeinerungen konnen wir zulassen, dal3 benachbarte

Gruppen nicht notwendig verschieden sind. Auf Grund der paarweise isomorphen
Faktoren hat die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in der einen Reihe die eines
Gleichheitszeichens in der anderen zur Folge. Wenn wir also in der einen Reihe eine
Gruppe weglassen konnen, so gilt dasselbe in der anderen. Nach dem Weglassen
doppelt auftretender Untergruppen sind die konstruierten Reihen weiter dquivalent.

Wir setzen fiiri=1,...r-Tund j=1,..., s-1
Gij = Gi+ 1(HjﬁGi).
Dann gilt
G..=G.,G..2G.. ,,G. =G.
10 17 1) 1+l is 1+1
und wir erhalten die folgende Verfeinerung des ersten Gruppenturms,



=206 E6=6;p 20y 2 26 (=G, )=Cpy g2

Analog setzen wir

Hji = Hj+1(GiﬂHj)
und erhalten so eine Verfeinerung des zweiten Gruppenturms. Jede der beiden
Verfeinerungen besteht aus (r+1)(s+1) Gruppen. Auf Grund des Schmetterlingslemmas
bestehen die Isomorphismen

G./G.. =H./H.. _,
j i+l g g+l
d.h. die beiden verfeinerten Normalreihen sind dquivalent.
QED.

1.7.5 Satz von Jordan-Holder

Sei G eine Gruppe. Dann sind je zwei Kompositionsreihen von G, d.h. je zwei
Normalreihen, welche trivial enden und einfache Faktoren haben,

G= GO D) G1 DD Gm = {e}, Gi/Gi+1 einfach,

dquivalent.

Beweis. Wegen der Einfachheit der Faktoren besitzen die Normalreihen keine
Verfeinerungen, die von den Ausgangsreihen verschieden sind. Nach dem Satz von
Schreier besitzen sie aber dquivalente Verfeinerungen. Also sind sie selbst schon
dquivalent.

QED.

1.7.6 Beispiel: die Kompositionsreihen von S 4

Die Gruppen in der Reihe
5, DA, DV, DUD{M} (M

mit U := { (1), (12)(34) } haben die Ordnungen 24, 12, 4, 2 und 1, die sykzessiven
Faktoren haben also die Ordnungen
2,3,2,2,
d.h. sie haben Primzahlordnungen, sind also zyklisch.
Die Reihe ist eine Normalreihe:

A 4 hat den Index 2 in S 4 ist also Normalteiler.

\" 4 enthilt alle Doppel-Zweier-Zyklen von S 4 ist also Normalteiler in S 4 also erst recht
in A 4

DaV 4 abelsch ist, sind alle Untergruppen Normalteiler.

Insbesondere sehen wir, S 4 ist auflosbar.

Bemerkungen
(i) Da alle Faktoren von (1) zyklisch sind, ist (1) eine Kompositionsreihe von S 4

(i)  Wir schreiben V 4= {1,a,b, c}. Ersetzt man in (1) die Untergruppe U durch eine

der Gruppen
U={l,a},U={l,b},U={l,c}
weitere Kompositionsreihen von S 4
(iii) Es gibt keine weiteren Kompositionsreihen von S 4
Beweis von (iii).



Nach dem Satz von Jordan-Holder sind die Faktoren jeder Normalreihe von S 4 mit

einfachen Faktoren zyklisch von der Ordnung 2 oder 3. Es ist nicht schwer, zu zeigen,
die Untergruppen von S 4 sind gerade die in 1.25 angebenen.

Der einzige Normalteiler N vom Index 2 in S 4 ist A 4 Es gilt

IN=#A, /2=12=2%3
enthdlt N eine 3-Sylow-Untergruppe, welche die Ordnung 3 besitzt und insbesondere

zyklisch ist. Die einzigen Elemente der Ordnung 3 von S 4 sind die Dreierzyklen, d.h. U

enthilten einen Dreierzyklus. Als Normalteiler enthélt damit N alle 8 Dreierzyklen und
damit 8 gerade Permutationen.
Wire N #= A 450 enthielte N eine ungerade Permutation o und die Abbildung

N — N, X p» OXx,
wire eine Bijektion, die gerade in ungerade und ungerade in gerade Permutionen
tiberfiihrt, Insbesondere enthielte N genau 12/2 = 6 gerade und 6 wungerade
Permutationen, was nicht der Fall ist.

S 4 besitzt keine Normalteiler N vom Index 3. Angenommen doch. Dann gilt
#N=#A 4 /3=8,
d.h. N ist eine 2-Sylow-Untergruppe. Die Zahl der Sylow-Untergruppen ist aber 3 (jede

wird von V 4 und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 4 erzeugt). Je zwei 2-Sylow-

Untergruppen sind aber konjugiert, also keine Normalteiler.

Wir haben damit gezeigt, jede Normalreihe von S, mit einfachen Faktoren beginnt wie

4
folgt.
S 4 A 4
Die néchste Untergruppe hat den Index 2 oder 3 in A 4 also die Ordnung 6 oder 4.
Der einzige Normalteiler N vom Index 3in A ist V. Es gilt

4 4
#N = #A4/3 =12/3 =4.

Insbesondere ist N eine 2-Sylow-Untergruppe von A ,. Das gilt insbesondere fiir N=V

4 4
d.h. N ist konjugiert zu V 4 Weil V 4 Normalteiler ist, folgt N =V 4
A 4 besitzt keine Normalteiler N vom Index 2. Angenommen doch. Dann gilt
#N=12/2=6.

Insbesondere besitzt N Sylow-Untergruppen der Ordnungen 2 und 3, und enthélt somit
einen Zweier-Zyklus und einen Dreier-Zyklus. Durch geeignete Wahl der
Bezeichnungen kénnen wir annehmen

(123) eN,
Durch Konjugation mit (12)(34)EA 4 ergibt sich

(124) e N.
Damit enthélt N alle Dreierzyklen der Gestalt (12k). Da diese A 4 erzeugen, folgt N=A 4
im Widerspruch zu #N = 6.

Damit haben wir gezeigt, jede Kompositionsreihe von S 4 hat die Gestalt



S4 DA, DV, DU e}
mit einer Untergruppe U der Ordnung 2 von V 4= { e, a, b, c}. Fiir U gibt es die

folgenden Moglichkeiten.
U=<a>,U=<b>,U=<c>.

Es gibt also insgesamt drei Normalreihen von S 4 mit einfachen Faktoren.

1.7.7 Beispiel: An ist einfach fiirn = 5

Die alternierende Gruppe An ist fiir n = 5 einfach. Insbesondere ist

Sn D) An {e} (n=)5)
die einzige Normalreihe mit einfachen Faktoren. Die Gruppen Sn und Arl sind fiir n=5

nicht auflosbar.
Beweis. Es reicht, die Einfachheit von An zu beweisen. Jede Normalreihe mit einfachen

Faktoren beginnt dann ndmlich wie folgt
Sn 2N

mit einem Normalteiler N der Ordung 12 oder 2. Die Untergruppen der Ordnung 2
werden von einem Zweierzyklus und der identischen Abbildung gebildet und sind keine
Normalteiler. Wiare N ein von An verschiedenener Normalteiler der Ordnung 12, so

enthielte N mindestens eine ungerade Permutation. Multiplikation mit dieser iiberfiihrt
gerade Permutationen in ungerade und ungerade in gerade. Also besteht N zu Hilfte
aus geraden und zur anderen Hélfte aus ungerade Permutationen, d.h.

AnﬂN
wire eine Untergruppe aus n!/4 Elementen und es wire ein Normalteiler von An m
Widerspruch zur Einfachheit von An'

Beweis der Einfachheit von An'

1. Schritt. Wenn ein Normalteiler N von An (n>2) einen Dreizyklus enthdlt, so gilt

N=A_.

n
Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen (123)EN. Dann gilt auch
(321) = (123)2 N
und
0+(321)+0"1 € N fiir jedes OEA .

Fiir o = (12)(3k) erhalten wir

(12k) eN
(mit k > 3 beliebig). Die Zyklen der Gestalt (12k) erzeugen aber An ,dh.esgilt N = An

.2. Schritt. Abschluf} des Beweises.
Angenommen, es gibt einen von {e} und An verschiedenen Normalteiler An' Wir haben
zu zeigen, dies ist nicht moglich. Angenommen doch. Wir wihlen dann ein

TEN - {e},

und zwar derart, daf} T eine maximale Anzahl von Elementen von [1,n] := {1,2,...,n} in
sich abbildet.



1. Fall. T bildet genau vier Elemente [1,n] nicht in sich ab.
Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, die Elemente, die von T nicht festgelassen werden, sind
gerade 1,2,3 und 4, d.h.

TES,.
4
Die einzigen geraden Permutationen von S 4 die kein Element von S 4 fest lassen sind
aber die Doppel-Zweier-Zyklen (vgl. Beispiel 1.2.5)°. Durch geeignete Wahl der
Bezeichnung kénnen wir erreichen,
T=(12)(34).
Wegen n=5 konnen wir T mit (345) konjugieren und erhalten

T =(12)(45) EN,

also
N 3 v’ = (345).

Das steht aber im Widerspruch zu der Annahme des hier behandelten ersten Falls, daf3
Jjedes Element von N mindestens 4 Elemente nicht fest 140t.
2. Fall. © bildet mehr als vier Elemente [1,n] nicht in sich ab.
Wir schreiben T als Produkt von elementfremden Zyklen, wobei wir mit dem ldngsten
Zyklus anfangen. Durch geeignete Wahl der Bezeichnungen erreichen wir,

(a) T=(1234..)...
oder, wenn der ldngste Zyklus ein Dreierzyklus ist,
(b) T = (123)(456)...
(©) T =(123)(45)...
oder, wenn nur Zweierzyklen vorkommen,
(d) T =(12)(34)(56)...
Wir konjugieren T mit o = (234) und erhalten in den beschriebenen drei Fillen
(a) T =(1342..)...€EN
(b) T = (134)(256)...eN
(©) T = (134)(25)..eN
(d) T = (13)(42)(56)...€N.
In allen drei Fillen gilt T # t’, also

vl = ().

Im ersten und im letzten Fall gilt
T’ (k) = t(k) fiir jedes k > 4

also r'lr’(k) = k fiir jedes k > 4, d.h. v lv st genau 4 Elemente nicht fest, was nach
dem 1. Fall nicht moglich ist. Verbleiben die Félle (b) und (c). Es gilt
vly = (321)(654)(134)(256) = (12436) im Fall (b)
vly = (321)(54)(134)(25) = (12435) im Fall (c).

Da aber, wie eben gesehen, der Fall (a) nicht moglich ist, sind auch diese beiden Fillen
nicht moglich.

3. Fall. T bildet hochsten drei Elemente nicht in sich ab.

Dann muB} T aber genau drei Elemente nicht in sich abbilden, denn T # (1) und © kann
als gerade Permutation kein Zweierzyklus sein. Also ist T ein Dreierzyklus. Nach dem
ersten Schritt gilt dann aber N = An'

QED.

§ A4 besteht aus den 3 Doppel-Zweier-Zyklen, allen 8 Dreierzyklen und (1).



2. Ringe
2.1 Definitionen und Beispiele

2.1.1 Definitionen
Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Abbildungen

+:RXR — R, (1,8) b 1+s,

. RXR—R,(r,S) 18,
genannt Addition und Multiplikation von R, wobei die folgenden Bedingungen erfiillt
sind.
(1) R ist mit der Operation eine + eine abelsche Gruppe.
(ii) Die Multiplikation ist assoziativ, d.h.

a(bc) = (ab)c fiira,b,c ER.
(iii)) Es gelten die Distributivgesetze, d.h.

a(b+c) = ab + ac und (a+b)c = ac + bc fiir a,b,c ER.
Ein Ring-Homomorphismus ist eine Abbildung
h:R — R’
eines Rings R in einen Ring R’, welche die Addition und die Multiplikation von
respektiert, d.h.
h(a+b) = h(a) + h(b) und h(ab) = h(a)h(b) fiir a,b €R.
Im Fall R’=R sagt man auch, h ist ein Ring-Endomorphismus.
Ein Ring-Isomorphismus ist ein bijektiver Ring-Homomorphismus (dessen Umkehrung
dann automatisch auch ein Ring-Homomorphismus ist). Im Fall R = R spricht man
auch von einem Ring-Automorphismus.
Der Ring heiflt kommutativ, wenn gilt
ab = ba fiir beliebige a,b € R.

Ein Element e eines Rings R heiflt Einselement oder einfach nur Eins und wird mit
e=1

bezeichnet, wenn gilt
Ler =re1 = fiir jedes rER.

Ein Ring mit Einselement (oder auch Ring mit 1) ist ein Ring R, welcher ein
Einselement besitzt.

Ein Homomorphismus von Ringen mit 1 ist ein Ring-Homomorphismus
h:R —R’,
wobei R und R’ Ringe mit 1 sind, fiir welchen zusétzlich gilt
h(l) =1,
wenn 1 und 1° die Einselemente von R bzw. R’ bezeichnen. Man sagt in dieser
Situation auch, R’ ist eine R-Algebra. (mit dem Struktur-Homomorphismus h).

Analog werden die Begriffe Isomorphismus, Endomorphismus und Automorphismus
von Ringen mit 1 definiert.

Sei R ein Ring mit 1. Eine Einheit ist ein Element e€R, fiir welches es ein Element
e’ER gibt mit

ee’=e’e=1.
Das Element e’ hei3t dann zu e inverses Element.

Sei R ein Ring. Ein Element n€ER-{0} heiflt Linksnullteiler, falls es ein n’€R - {0} gibt
mit

nn’ =0



und es heiflt Rechtsnullteiler, falls es ein n’€R - {0} gibt mit

n’'n=0.
Ein Element heif3t Nullteiler, falls es Linksnullteiler oder Rechtsnullteiler ist. Ein Ring R
heift nullteilerfrei, falls es in R keine Nullteiler gibt.
Ein Integritétsbereich ist ein kommutativer und nullteilerfreier Ring mit 1. Ein Kd&rper
ist ein kommutativer Ring mit 1, indem jedes von O verschiedene Element eine Einheit
ist.

Sei R ein Ring. Ein Teilring von R ist eine nicht-leere Teilmenge von R, die mit den
Operationen von R ein Ring ist.

Bemerkungen

(i) Sind 1 und 1’ Einselemente von R, so gilt

I1=1-1"=1".
(i)) Sind e’ und e” zu e inverse Elemente, so gilt
e’= e’s1 =e’ee” = 1ee” =¢".
(iii) Falls es zu eER ein Linksinverse e’ und ein Rechtsinverses e” gibt, d.h.
e'e=1=ee”,
so gilt (auf Grund der Rechnung von (ii)) ¢’ = e”,d.h.e’ =¢e” invers zu e.

2.1.2 Beispiele fiir Integrititsbereiche
7,Q, R, Cund H sind Integrititsbereiche.

Jeder Korper ist ein Integrititsbereich.

2.1.3 Matrizenalgebren
Fiir jeden Ring R (mit 1) ist die Menge
M (R)= RN
der nxn-Matrizen mit Eintrdgen aus R ein Ring (mit 1) beziiglich der gewohnlichen

Addition und Multiplikation von Matrizen. Im Fall n > 1 ist dieser Ring nicht
kommutativ und besitzt sowohl Links- als auch Rechtnullteiler.

Durch die Abbildung

R — Mn(R), r » reld,
welche jedes Element von R in die zugehorige Skalar-Matrix von Mn(R) abbildet, ist
Mn(R) eine R-Algebra.

2.1.4 Polynomalgebren
Sei R ein Ring mit 1. Dann ist die Menge

— 2 n
R[x] .—{r0+r1x +...+rnx IrO,r1 .

s rHER, n=0,1.2,.}
X i
={ Yrx Ir€R, fastaller.=0}
Zol i i
der Polynome in der Unbestimmten x mit Koeffizienten aus R mit den folgenden
Operationen ein Ring mit 1.

L i, L. ..i L i
Erix + > six = (ri+si)x
1=O 1=0 1=O



S-S TP S | X i
(Erix )-(Esix):: >y r.sk)x.
i=0 i=0 i=0 j+k=i J

Man sagt auch R[x] entsteht aus R durch Adjunktion der Unbestimmten x.
Bemerkungen

(@)

(i)

(iii)
(iv)

V)

(Vi)

Die r. heilen Koeffizienten und I heiflt Absolutglied des Polynoms

X i
f(x)= Y rx.
ol

Im Fall f# 0 heif3t der Index des hochsten von Null verschiedenen Koeffizienten
Grad von f und wird mit

X i )
deg Erix :max{llri # 0}
i=0
bezeichnet. Der Grad von f = 0 ist nach Vereinbarung 0.
Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn alle einander entsprechenden
Koeffizienten gleich sind. Man kann deshalb R[x] mit der Menge der Familien

{1&}.013 mit r.€R und r. = O fiir fast alle i
i'i=0 i i

identifizieren. Als R-Modul ist R[x] eine direkte Summe von Exemplaren von R.
R[x] ist genau dann kommutativ, wenn R kommutativ ist.

Sei f(x) = T + r1x2+ vt rnxn ein Polynom des Grades n. Dann heif3t
() = r
hochster Koeffizient von f. Es gilt
(H=0&f=0.

Falls R ein Integritétsbereich ist, gilt auerdem fiir je zwei Polynom f und g,
U(fg) = €(D)€(9).

Ist R ein Integritiitsbereich, so gilt dasselbe fiir R[x], denn aus f7= O und g # 0
folgt £(f) = 0 und €(g) # 0, also 0 #= ¢(f) {(g) = €(fg), also fg #= 0.
Die Abbildung

R—R[x],r» 1= r-xO,
die jedem Element r von R das Polynom des Grades 0 mit dem Absolutglied r
zuordnet, ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Der Polynomring R[x] ist auf
diese Weise eine Algebra iiber R. Wegen der Injektivitit des Struktur-
Homomorphismus kann man R mit dem Teilring der Polynome des Grades 0
identifizieren.

Durch wiederholtes Adjungieren von Unbestimmten, sage wir X P X erhélt

P
man aus R eine Polynomalgebra in diesen Unbestimmten, welche auch mit
R[Xl’ s xn] = R[Xl][XZ] [Xn]

bezeichnet wird. Diese Bezeichnung betont, dal es bei der Adjunktion (bis auf
Isomorphie) nicht auf die Reihenfolge der Unbestimmten ankommt. Man
identifiziert alle so entstehenden Ringe und schreibt

_ 1 _ ..
R[Xl’ s xn] ={ % rIx I rIER, r, = O fiir fast alle I}

Die Summation wird hier iiber alle n-Tupel I = (i in) nicht-negativer ganzer

1
Zahlen erstreckt und wir benutzen hier die folgende Multi-Index-Schreibweise.

i i
xI =x le, ox N,
n



(Vi)

(vii)

Die Polynome der Gestalt rIxI heiflen Monome, die Zahl

I =1, +..+1
1 n
heift ihr Grad. Der maximale Grad der Monome von f = ¥ rIxI mit von
I
Nullverschiedenen Koeffizienten hei3t Grad von f und wird mit

degf:max{III:rI#O}.

bezeichnet. Das Nullpolynom hat wieder nach Vereinbarung den Grad 0. Ein
Polynom heiflt homogen, wenn es Summe von Monomen desselben Grades ist.
Ist

f(x) = % rIxI
und a=(a an) ein Tupel von Elementen aus R, so sei

fla)=3 rIaI
I

17

das Element von R, welches man erhilt, indem man in dem Rechenausdruck ¥ r XI

i I

die Unbestimmte X, tiberall durch a, ersetzt. Die so definierte Abbildung

R[Xl, s Xn] —> R, f(X) » f(a),

ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und heifit Auswertungsabbildung an
der Stelle a.

Die Polynom-Ringe lassen sich durch eine Universalititseigenschaft
charakterisieren:

1.S := R[Xl’ ,xn] ist eine R-Algebra welche die Menge der Unbestimmten X,

als Teilmenge enthiilt,
{xl, ,xn} cs,

wobei sich jede auf dieser Teilmengen definierte Abbildung
{Xl’ s xn} — S’

mit Werten in einer R-Algebra S’ auf genau eine Weise zu einem
Homomorphismus von R-Algebren
S— S’
fortsetzen laft.
2. Jede R-Algebra S, welche die Unbestimmten X, enthilt und die Figenschaft 1

besitzt, ist als R-Algebra isomorph zu R[x1 y e Xn] .

2.1.5 Der Ring der ganzen GauBlschen Zahlen
Die Menge

[ = Z+7Zi := {a+bi €C | a,pEZ}

ist ein Teilring des Korpers der komplexen Zahlen und heifit Ring der ganzen
GauBlschen Zahlen. Als Teilring von C ist I ein Integritétsbereich. Er enthilt die ganzen

Zahlen als Teilring und ist eine Z-Algebra.

2.1.6 Der Ring Z+Z33+ Z (32)2
Die Menge



3 3 3 3
Z+72+ 7. (N2)? = {a+b\2+c(V2)? ER | apcE7Z)
ist ein Teilring des Korpers der reellen Zahlen. Man beachte, es gilt zum Beispiel

E-AR2 =2
3 3
V22 (V2)% =242

Als Teilring von R ist dies ein Integritéitsbereich. Er enthélt die ganzen Zahlen als
Teilring und ist eine Z-Algebra.
2.1.7 Erzeugendensysteme fiir Teilalgebren
Seien S ein kommutativer Ring mit 1, R C S ein Teilring mit 1ER und
a,..a €8S
I’ n

endlich viele Elemente. Dann ist

R[al,...,an] ={ f(al,...,an) I fER[xl,
ein Teilring von S , welcher R als Teilring enthélt (also eine R-Algebra). Es ist der

kleinste Teilring von S, welcher R und die Elemente al,...,an enthélt und heifit deshalb

, Xn] (=Polynomring)}

die von
a1 ,...,an

iiber R erzeugte Teilalgebra von S.

Ist M C S eine beliebige Teilmenge von S, so ist
RM] = {R[al,...,an] : al,...,aHEM, n=123,..}

ein Teilring von S, welcher R und alle Elemente von M enthilt. Es ist der kleinste
Teilring von S mit dieser Eigenschaft und heifit deshalb die von M {iber R erzeugte
Teilalgebra von S.

Beispiel 1

I" ist die von i tiber Z erzeugte Teilalgebra von C,
I'=7+7Zi=17[i].

Beispiel 2

3 3 3
7+7, ‘\/5 +Z (‘\/5)2 ist die von \/E tiber Z erzeugte Teilalgebra von R,

2+7303+ 7 (V22 = Z. (V7).

Beispiel 3
Seien S kommutativer Ring mit 1, R C S ein Teilring mit 1ER, aES ein Element,
welches Nullstelle eines normierten Polynoms

f(x) = x" + rlxn'1+...+r0 € R[x]

mit Koeffizienten aus R ist (d.h. der hochste Koeffizient ist 1). In dieser Situation sagt
man, o ist ganz liber R. Es ist dann

Rel+ Reol + ... + Rea™ ! = R[a]

Dieses Beispiel verallgemeinert die beiden ersten Beispiele. In Beispiel 1 ist
R=27,S=C,f(x)=x*+1,n=2,

in Beispiel 2 ist
R=7,S=R,f(x)=x>-2,n=3.



In den beiden Beispielen sind aulerdem zwei “Polynome des Grades <n in a" genau

dann gleich, wenn einander entsprechende Koeffizienten gleich sind (d.h. 1,a , ..., ocn'l

sind “linear unabhéngig” iiber R).

2.2 Faktorringe

2.2.1 Ideale und Restklassen-Mengen
Seien R ein Ring. Ein Linksideal von ist eine nicht-leere Teilmenge I von R mit

1. x-y€lI fiir beliebige x,yEl

2. rx€l fiir beliebige rER und xEI

Ein Rechtsideal von R ist eine nicht-leere Teilmenge I von R mit
1. x-y€l fiir beliebige x,yEl

2. xr&l fiir beliebige rER und xE1

Ein Ideal von R oder auch zweiseitiges Ideal von R ist eine Teilmenge von R, die sowohl
Linksideal als auch Rechtsideal ist.

Bemerkungen

(i) Ist R kommutativ, so sind die Begriffe Linksideal, Rechtsideal und Ideal
dquivalent.

(i) IstR ein Ring mit 1, so kann man die erste Bedingung durch die folgende
ersetzen.
I’ x+y€l fiir beliebige x,yEl

Gilt ndmlich 1’ und x,y€l, so gilt (im Fall der Linksideale) auch -y = (-1)y€&l,
also auch
x-y=x+(-y) €L
Gilt umgekehrt 1. und x,y€l, so gilt auch -y = (-1)y€&l, also auch
x+y=x-(y €L
Analog argumentiert man im Fall der Rechtsideale.
Beispiel 1
Fiir jede ganze Zahl g ist gZ ein Ideal von Z. Jedes Ideal von Z hat diese Gestalt, denn

Jjedes Ideal ist insbesondere auch eine Untergruppe der additiven Gruppe von Z.
Beispiel 2
Sei K ein Korper. Dann sind {0} und K die einzigen Ideale von K.

Ist ndmlich I ein von {0} verschiedenes Ideal, so gibt es ein xEI[-{0}. Wegen X'IEK

folgt 1€I, d.h. fiir jedes cEK gilt

c=cel€l,
d.h.es giltI =K.
Beispiel 3

Seien K ein Korper, R = KPM der Ring der nxn-Matrizen und ¢<n eine natiirliche
Zahl. Weiter sei

¥ ..% 0.0
I:={(a)EKYMa, =0firj=C+l,..n}=1| ..o
1] 1] % % 0 0

H_J

¢ mal



die Menge der Matrizen, die nur in den ersten ¢ Spalten von O verschiedene Eintrige
haben konnen. Dann ist I ein Linkideal, denn Multiplikation von links mit Matrizen
liefert Matrizen, deren Zeilen Linearkombinationen der Zeilen der Ausgangsmatrix sind.

Analog sei
/)
I':={(a)EKYMa =0fiiri={+1,..n} =1 et ~
B ij a e 0..0
[ No..o/]

die Menge der Matrizen, die nur in den ersten ¢ Zeilen von O verschiedene Eintrige
haben konnen. Dann ist I ein Rechtsideal.

Der volle Matrizenring R = K™ hat wie die Korper nur die (zwei-seitigen) Ideale O
und R. Um das einzusehen, nehmen wir an,

ICR

sei ein von O verschiedenes Ideal. Dann gibt es eine von der Nullmatrix verschiedene
Matrix A in I, sagen wir

0#A€cl
Der Eintrag von A in der Position (u,v) sei

a#*0.
Durch Multiplikation mit 1/a erreichen wir’
a=1.
Bezeichne Ei' die nxn-Matrix, deren Eintrag in der Position (i,j) gleich Eins und deren

tibrige Eintrage gleich Null sind. Es gilt dann
E..,imFallj=1
EE,, =7 Y

j 1] 0 sonst

Wir denken uns A als K-Linearkombination der Eij geschrieben und erhalten mit Hilfe
dieser Relationen
asE =E <AE €1,
uv uu Vv
also

E €1,
uv

daa=1ist.
Fiir beliebige 1 und beliebige j folgt

E.=E. E E .€lL
ij iu uv vj

Da jede Matrix K-Linearkombination der Matrizen Eij ist, folgt K™ M 1, also
[=K™",

Beispiel 4
Sei h: R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann ist

Ker h := {x€R | h(x) =0}
ein zweiseitiges Ideal.

? genauer: durch Multiplikation mit einer geeigneten Multiplikationsmatrix.



Wegen h(0) =0 gilt 0€ Ker h, d.h. Ker h ist nicht leer. Mit x,yE Ker h gilt
h(x-y) =h(x) -h(y) =0-0=0,
also x-y€ Ker h. Mit r€R und x& Ker h gilt
h(rx) = h(r)h(x) = h(r)«0 =0
und
h(xr) = h(x)h(r) = 0h(r) =0
also rx& Ker h und xr € Ker h.
Beispiel 5
Seien R ein kommutiver Ring mit 1 und M C R eine Teilmenge von R. Dann ist
I:={ r1m1+...+rnrnn I rl,..., rnER , ml,..., mnER, n=123,..}

ein Ideal von R. Es ist das kleinste Ideal von R, welches M enthilt und heifit das von M
erzeugte Ideal. Bezeichnung:
M)=(M)R =1.

ImFallM={m m } scheibt man auch

1

(ml,...,mn):(m mn)R:(M).

1

2.2.2 Die Ringstruktur von R/I
Seien R ein Ring und I ein zweiseitiges Ideal von R. Dann gilt

(1) Die Menge
RI:={r+I1IrER}
der Restklassen modulo I ist ein Ring beziiglich der Operationen
T+D+G+D:=(@+s)+1
FT+De(s+D:=(res) +1
(i)  Die natiirliche Abbildung

p:R— R/MLr»r+1,

ist ein Ringhomomorphismus.
(1) Ist R ein Ring mit 1, so gilt dasselbe fiir R/I und p ist ein Homomorphismus von

Ringen mit 1.
(iv) Ist R kommutativ, so gilt dasselbe fiir R/I.
Beweis. Zu (i). Mit der angegebene Addition ist R/I eine abelsche Gruppe, denn I ist ein
Normalteiler der additiven Gruppe von R. Die Definition der Multiplikation von R/I ist
korrekt, denn aus

r+I=r’+lunds+1=5s+I

folgt
r-r’€l und s-s’&l
also
1s-1's’ =(rr’)s +r’(s-s’) €1
also

rs + [ =r’s’+1.
Die Ringaxiome iiberpriift man durch direktes Nachrechnen (bzw. unter Verwendung
der Relationstreue der natiirlichen Abbildung von (ii).
Zu (ii). Es gilt
p(r+s) = (r+s)+ = (r+D+(s+I) = p(r) + p(s)

p(res) = (res)+l = (r+D+(s+I) = p(r) * p(s),



d.h. p ist relationstreu. Man beachte, daraus (und aus der Surjektivitit von p) ergeben
sich die bisher noch nicht bewiesenen Ringaxiome, zum Beispiel das
Assoziativititsgesetz der Multiplikation:

(P()+p(s))+p(t) = p(rs)*p(t) = p((rs)t) = p(r(st)) = p(r)*p(st) = p(r)+(p(s)*p(1)).
Analog beweist man die Distribitivgesetze, zum Beispiel:

P(O)=(p(s)+p(D) = p(r)p(s+t) = p(r(s+1)) = p(rs+rt) = p(rs)+p(rt)
= p(1)+p(s) + p()+p(D).
Wir verwenden hier die Tatsache, daf} jedes Element von R/I die Gestalt p(x) mit x€ER
beseitzt.

Zu (iii). Es gilt

und

p(p(r) = p(1er) = p(r)

p(r)p(1) = p(re1) = p(r),
d.h. 1+I ist ein Einselement von R.

Zu (iv). Es gilt

QED.
Beispiel

p(r)p(s) = p(rs) = p(sr) = p(s)p(r).

Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring R = K[x] nullteilerfrei, I = XZK[X] ist eine
Ideal und R/ ist nicht nullteilerfrei.

Weil ndmlich x nicht in I liegt, wohl aber x
Element von R/I. Das Quadrat jedoch,

X2 = (x+D(x4D) = x2 +1=1, )
ist Null. Die Eigenschaft der Nullteilerfreiheit bleibt also nicht erhalten beim Ubergang
zu einem Faktorring.

2, so ist X := x + [ ein von Nullverschiedenes

2.2.3 Der Homomorphiesatz
Seien R ein Ring, I C R ein Ideal und h: R—»R’ ein Ring-Homomorphismus und

p:R— R/, r+1,
der natiirliche Homomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) I C Ker h.

(11) Es gibt einen Homomorphismus h: R/ » R’ mit der Eigenschaft, daB3 das

folgende Diagramm kommutativ ist.

h
R — R’

ol /'
RII

Falls die beiden Bedingungen erfiillt sind, so gilt auBerdem:
(iii) R ist durch h eindeutig festgelegt. Es gilt h(r+I) = h(r) fiir jedes rER.
(v Imh=Imh.

W) Ker h = Ker h/1.
Beweis. Man benutzt dieselben Argumente wie beim Beweis des Homomorphiesatzes

fiir Gruppen.
QED.

2.2.4 Der 0-te Isomorphiesatz

Sei h: R—R’ ein Ring-Homomorphismus. Dann ist der zum Ideal



I[:=Kerh
gehorige Homomorphismus

h : R/Kerh — R’, g+I 1 h(g),
injektiv, definiert also einen Isomorphismus
h : G/Kerh — Im h, gN i h(g).

Beweis. Vgl. den Beweis von 1.3.7.
QED.

2.2.5 Der erste Isomorphiesatz

Seien R ein Ring,, und I C R ein Ideal und S C R ein Teilring. Dann ist
NS
ein Ideal von S und die Abbildung

S/IS() — S+I/1,s + S( I b s+,

ein Ring-Isomorphismus.
Beweis. vgl. 1.3.8
QED.

2.2.6 Der zweite Isomorphiesatz

Seien R ein Ring und I, J C R zwei Ideale von R mit I C J. Dann ist J/I ein Ideal von
R/I und die Abbildung
R/J] — R/D/AM),r+J » (r+ 1) + J/I.

ist wohldefiniert und ein Isomorphismus von Ringen.

Beweis. vgl. 1.3.9. Die hier angegebene Abbildung ist gerade die inverse Abbildung zu
derin 1.3.9.

QED.

2.2.7 Maximale Ideale und Primideale

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und I ein echtes Ideal von R (d.h. I # R). Dann
heiflt I Primideal von R, wenn die folgende Implikation besteht.

X,y € ,xy €1 = x&l oder yEl.

Das Ideal I heiB3t maximal, wenn fiir jedes echte Ideal J von R die folgende Implikation
besteht.

ICI=1=1

2.2.8 Existenz maximaler Ideale
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und I ein echtes Ideal von R. Dann gibt es ein
maximales Ideal M von R mit I C M.
Beweis. Wir betrachten die Menge
M :={J C R |Jist echtes Ideal von R mit I C J}.
Diese Menge ist nicht leer, denn es gilt
1EM.

Sie ist halbgeordnet beziiglich der Inklusion ‘C" von Mengen (d.h. ‘C " ist reflexiv,

antisymmetrisch und transitiv). Es reicht zu zeigen, M besitzt ein beziiglich dieser
Halbordnung maximales Element. Dazu reicht es zu zeigen, M geniigt den Bedingungen
des Zornschen Lemmas. Sei also

ey Ulica



eine linear geordnete Kette in M. Es reicht zu zeigen,
F=Uigpd;

ist wieder ein Element von M. Fiir jedes i€EA gilt
1CJ ; c .

Es reicht also zu zeigen, J ist ein echtes Ideal von R. Weil jedes der Ideale J ; echt ist, gilt
1 & A

(denn andernfalls wire R =Re1 C Ji’ dh.R=1J ; und Ji nicht echt). Also gilt auch
1&1J.

Es reicht also zu zeigen, J ist ein Ideal. Seien
x,y€]
zwei vorgegebene Elemente von J. Nach Definition von J gibt es i jEA mit
X E Ji und yEIj .

Da (1) eine Kette ist, gilt Ji C Jj oder Ji D) Jj O.B.d.A. bestehe die erste Inklusion.
Dann gilt
x-y € Jj CJ

alsox-y€&l.

Seien xEI und rER vorgegeben. Dann gibt es ein iEA mit x& J T Dann ist aber auch
Xx=xr&]J : CJ

also rx = xr € J. Wir haben gezeigt, J ist ein Ideal von R.
QED.

2.2.9 Charakerisierung der maximalen Ideale

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und I ein echtes Ideal von R. Dann sind folgende
Bedingungen &dquivalent.

@) I ist ein maximales Ideal von R.

(i1) R/1 ist ein Korper.

Beweis. (i) = (ii). Sei x + I ein von Null verschiedenes Element von R. Wir haben zu
zeigen, x + I besitzt ein Inverses. Da x + I ungleich Null sein soll, gilt

x &1.

Wir betrachten die Menge

I''=I+xR:={i+rx|i€l, rER }.
Diese Menge ist ein Ideal und enthélt I als echte Teilmenge. Weil I maximal sein soll,
folgt
I’ =R.
Es gibt also ein i€l und ein rER mit
i+rx=1.
Damit ist aber
1+I1=0+1D+ @+DE+D) = (r+D(x+]).
Mit anderen Worten r + I ist invers zu x+I.



(i) = (i). Sei J ein Ideal von R, welches I als echte Teilmenge enthélt. Wir haben zu
zeigen,

J=R.
Nach Voraussetzung gibt es ein Element

x€J - L

Dann ist die Restklasse x + I ungleich Null in R/, d.h. es gibt ein zu x+I inverses
Element y + I in R/I, d.h.
I +1=&+D(y+D) =xy + L.

Insbesondere ist 1 - xy €I C J. Wegen x& J folgt
I =(1-xy) +xy €.
Damit gilt aber auch fiir jedes rE R,
r=rel &J,

dh.RC1J,dh.R=7,
QED.

2.2.10 Charakterisierung der Primideale

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und I ein echtes Ideal von R. Dann sind folgende
Bedingungen &dquivalent.

(i)  Iistein Primideal von R.

(i) R/ st ein Integritétsbereich.

Beweis. (i) = (ii). Weil R kommutativ mit 1 ist, gilt dasselbe fiir R/I. Wir haben noch

zu zeigen, R/I besitzt keine Nullteiler. Seien x + I und y+I von Null verschiedene
Elemente. Wir haben zu zeigen,
(1) (x+D(y+D) =xy +1

ist von Null verschieden. Nach Voraussetzung gilt x & I und y € I. Da I Primideal ist,
folgt xy & I, also ist das Element (1) ungleich Null.
(i) = (i). Seien x,yER Element mit xyEl. Wir haben zu zeigen, einer der Faktoren liegt

in I. Wegen xy€l gilt in R/I.
(x + D(y+I) = xy + I = = Nullelement von R/I.
Weil R/I ein Integrititsbereich ist, folgt
x+I=Tovery+l =1,

d.h. x €1 oder yEI.

QED.
Beispiel 1
Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist das Nullideal (0) = {O} ein Primideal von R.
Beispiel 2.
Seien R ein Integritédtsbereich und S := R[x] ein Polynomring {iber R und I = xS die
Menge der Vielfachen von x. Dann ist I ein Ideal von S mit

ST =R.
Insbesondere ist I ein Primideal von R. Falls R kein Korper ist, so ist I kein maximales
Ideal.
Im Fall

R =K[x,y] und I = (x)
(und K ein Korper) ist
KIx.yl/(x) = Klyl,

d.h. (x) ist Primideal aber nicht maximales Ideal.



2.3 Quotientenringe

2.3.1 Vorbemerkung

In diesem Abschnitt wollen wir zu einen gegebenen kommutativen Ring R (mit 1) neue
Ringe konstruieren, deren Elemente die Gestalt

& mit a bER, b= 0,

haben. Wir haben zu diesem Zweck vor allem die Frage zu kldren, was man unter dem
Symbol a/b zu verstehen hat. Wir halten zunichst fest:

b

(1)  Fiir je zwei Quotienten %und % sollte auch
a,a _aa
b b’ bb’
ein Element des betrachteten Rings sein. Mit anderen Worten, falls b und b’ als

Nenner auftreten, so sollte auch das Produkt bb’ ein Nenner sein, d.h. die Menge
der Nenner ist multiplikativ abgeschlossen.

b

(i1) Zwei Quotienten % und g—, sollten gleich sein, falls gilt ab’ = a’b,

a ,
5 =b— falls ab’ = a’b gilt.
Aulerdem sollte gelten
a_as
b~ bs
fiir jeden Nenner s. Man beachte, mit Bs sollte auch% le;_s = Ell)b;s = E;—S ein Element

des betrachteten Rings sein, d.h. s ist ein Nenner.
(1) Die beiden Bedmgungen von (ii) kann man zu einer Bedingung zusammenfassen:
]a; 5 — falls es einen Nenner s gibt mit s(ab’ - a’b) =0.
(iv) Zur formalen Konstruktion der Quotienten brauchen wir die Begriffe der
Aquivalenzrelation und der Aquivalenzklasse.

2.3.2 Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Relation R auf M mit folgenden
Eigenschaften.

6)) R ist reflexiv, d.h. xRx fiir jedes xEM.

(ii) R ist symmetrisch, d.h. mit xRy gilt auch yRx.

(i)  Rist transitive, d.h. mit xRy und yRz gilt auch xRz.

Eine Aquivalenzklasse beziiglich der gegebenen Aquivalenzrelation R ist eine Menge der
Gestalt

[x] ={ yEM | yRx } mit xEM.
Diese Menge heiBt auch Aquivalenzklasse des Elements x. Die Menge der
Aquivalenzklassen beziiglich R wird mit

MR ={[x]IxeEM}

bezeichnet.
Beispiel 1
Die Gleichheit ist eine Aqu1valenzrelat10n auf jeder Menge. Die Aquivalenzklassen sind
einelementig, d.h. man kann M/R mit M identifizieren.
Beispiel 2

Seien G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Wir definieren fiir Elemente
g,heG:
g~h falls ¢ The U.



Dann ist ‘~’ eine Aquivalenzrelation auf G und die Aquivalenzklassen sind gerade die
Linksnebenklassen,

G/~ =G/U.
Analoge Aussagen gelten auch fiir die Rechtsnebenklassen bzw. fiir die Restklassen
eines Rings beziiglich eines Ideals.
Beispiel 3

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Wir definieren fiir die Elemente m’,m”EM:
m’~m” falls es ein gEG gibt mit m” = gm’.

Dann ist ‘~ eine Aquivalenzrelation auf M und die Aquivalenzklassen sind gerade die

die Orbits der gegebenen Gruppenoperation..

Bemerkungen

(1)  Je zwei Aquivalenzklassen sind identisch oder disjunkt.

(i) Insbesondere ist M disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen beziiglich einer
gegebenen Aquivalenzrelation.

Beweis von (i). Seien [x’] und [x”] nicht disjunkt, d.h. es existiere ein x € [x’] ()
[x]. Fiir jedes yE[x’] gilt dann
yRx’ und x’Rx und xRx”.
Also gilt auch yRx”, d.h. yE[x’]. Wir haben gezeigt,
[x’]1 © [x”].

Die umgekehrte Inklusion folgt analog.
QED.

2.3.3 Konstruktion

Sei R ein kommutativer Ring. Eine nicht-leere Teilmenge S C R heifit multiplikativ
abgeschlossen, wenn die folgende Implikation besteht.

a € S und bES = abeS.

Seien R ein kommutativer Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge. Ein Quotient

2 mit a€ER und sES

von Elementen aus R bezughch der Nennermenge S ist definiert als die
Aquivalenzklasse des Paares

(a,s) € RxS
in der Menge RxS beziiglich der folgenden Aquivalenzrelation ‘~.

(a’,s”) ~ (a”,s”) falls es ein tES gibt mit t(a’s” - a”’s’) =
Die zugehorige Menge der Aqulvalenzklassen wird mit

slA = =Ag ={< 1a€R, sES }
bezeichnet und heiflt Quotientenring von R beziiglich S.

Bemerkungen

(i)~ ist tatsichlich eine Aquivalenzrelation.

(i1) RS ist mit den folgenden (wohldefinierten) Operationen ein kommutativer Ring

mit 1..

' Ohne den Faktor t auf der rechten Seite dieser Identiit wire ‘~’ im allgemeinen keine
Aquivalenzrelation. Im Fall von Integrititsbereichen kann man jedoch diesen Faktor weglassen.



a a’ as’ +a’s
-4 = =—
S S SS
a a _aa
s s’ "~ ss’
(1)) Die Abbildung
as
RHRS ,aH?’

ist unabhéngig von der speziellen Wahl von s und ist ein Homomorphismus von
Ringen. Sie heifit natiirlicher Homomorphismus in den Quotientenring.

Beweis. Zu (i). Reflexivitit: Es gilt s(a’s’ - a’s’) =0, also
(a’8”) ~ (a’s’)
Symmetrie: Aus (a’,s”) ~ (a”,s”) folgt t(a’s” - a”’s”) = O fiir eine tES, also auch
t(a”s’ _ a’s,’) — O,

also (a”,8”) ~ (a’,s’).
Transitivitit: Aus (a,s) ~ (a’,s’) und (a’,s’) ~ (a”,s”) folgt
t(as’ - a’s) =0
und
t’(a’s” - a”s’) - 0
fiir gewisse t,t” € S. Wir multiplizieren die erste Identitit mit t’s” und die zweite mit ts
und bilden die Summe. Wir erhalten
0 = t’s’tas’ - tst’a”s’ = tt’s’(as” - a”’s).
Wegen tt’s’ES folgt (a,s) ~ (a”,8”).
Zu _(i1). Die Ringaxiome von RS beziiglich der angegebenen Operationen sind leicht
nachzuweisen und folgenen aus den Ringaxiomen von R. Wir beschrinken uns hier auf

den Nachweis, da3 die Operationen korrekt definiert sind. Aus den Definitionen folgt
dann auch, das s/s die Rolle eines Einselements in RS spielt.

Korrektheit der Addition. Seien %z ltl und s—, = lt)—, Dann gibt es Elemente u,u’&S mit
(D) u(at - bs) =0

und

2) u(a’t’ - b’s’) =0.

Wir haben zu zeigen, es gilt s +, as bt + bt ,d.h. es gibt ein VES mit

SS tt’
3) v(as’tt’ + a’stt’ - bt’ss’ - b’tss’) =0
Wir multiplizieren (1) mit u’s’t’ und (2) mit uts und bilden die Summe. Wir erhalten
= uuw’ats’t’ - uu’bss’t’ + uu’a’t’ts - uu’b’s’ts
=uu’(as’tt’ + a’stt” - bt’ss’ - b’tss’),
d.h. (3) gilt mit v :=uu’.
% unda—,=

b’
S t’

Korrektheit der Multiplikation. Seien

XS

,d.h.es gebe Elemente u,u’eS,

so daB die Identititen (1) und (2) bestehen. Wir haben zu zeigen, % = % ,

d.h. es gibt

ein wES mit

4 w(aa’tt’ - bb’ss’) = 0.

Wir multiplizieren (1) mit u’a’t’ und (2) mit ubs und bilden die Summe. Wir erhalten
0 = uuv’ata’t’ - uu’b’s’bs = uu’(aa’tt’ - bb’ss’),

d.h. (4) gilt mit w =uu’.

Zu (ii1). Die Relationstreue der Abbildung folgt unmittelbar aus den Definitionen der

Ringoperationen von R . Fiir je zwei Elemente s,s’ES gilt

S
as/s = as’/s’



(wegen s(ass’ - as’s) = 0), d.h. die Abbildung ist unabhéngig von der speziellen Wahl

von sES.
QED.

2.3.4 Beispiel: der volle Quotientenring, Quotientenkorper
Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist die Menge

S :={ s€R | fiir jedes xER - {0} gilt sx # 0 }
der Nicht-Nullteiler von R eine multiplikativ abgeschlossene Menge. Der zugehorige
Quotientenring
QR) := SR
heif3t voller Quotientenring.
Bemerkungen
(1)  IstR ein nullteilerfrei, so ist Q(R) ein Korper.

(i)  Der Quotientenkorper von Z ist Q(Z) = Q.
(iii) Fiir jeden Korper K ist der Quotientenkdrper des Polynomrings K[Xl""’Xn]

gerade der Korper
Q(K[Xl""’xn]) = K(Xl""’Xn)

der rationalen Funktionen mit Koeffizienten aus K.

Beweis. Zu (i). Ist R nullteilerfrei, so ist die Menge der Nicht-Nullteiler von R gerade
gleich
S=R-{0},
d.h.
QR) ={ §!aER, bER - {0}}.

Ist% # %ungleich dem Nullelement, d.h.a # 0, so ist gein Element von Q(R), d.h. %

ist eine Einheit.

Zu (ii). Das gilt nach Definition von Q.
Zu (i1). Das gilt nach Definition des Begriffs der rationalen Funktion.
QED.

2.3.5 Die Universalititseigenschaft der Quotientenringe

Seien R ein kommutativer Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge.
Dann gelten folgende Aussagen.

(i)  Der natiirliche Homomorphismus p:R — S'lR, r b (rs)/s tiberfiihrt jedes

Element von R in eine Einheit von S'IR.

(i)  Fiir jeden Homomorphismus h: R — R’ mit Werten in einem kommutativen
Ring R’ mit 1, der die Elemente von S in Einheiten abbildet, gibt es genau einen

Homomorphismus
s IR — R’
von Ringen mit 1 derart, daf} das folgende Diagramm kommutativ ist.
h
R — R’

ol SR

s-Ir



Beweis. Zu (1). Fiir jedes s&S besitzt p(s) = s%/s ein Inverses, ndmlich s/s?

Einheit.

Zu (i1). Eindeutigkeit von h. Falls i exisitiert, so gilt fiir jedes Element a/s aus S'lR:

h(s)h (a/s) = B (p(s)) B(ars) = B(s%/seals) = B ((as?)/(s2)) = K (p(a)) = h(a).
Da h(s) eine Einheit in R ist, folgt

(1) hass) =h(s) Tha).
Diese Formel zeigt, h ist durch h eindeutig festgelegt.

,1st also eine

Existenz von h. Wir definieren h durch die Formel (1) und zeigen zunichst, dafl diese

Definition korrekt ist. Sei also

a/s=a’/s’.
Wir haben zu zeigen, dann gilt
) h(s) 'h(a). = h(s) Th(a").
Nach Voraussetzung gibt es ein tES mit
t(as’ - a’s) =0.

Wir wenden h an und erhalten
h(t)(h(a)h(s’) - h(a’)h(s)) = 0.
Da h(t) eine Einheit ist, konnen wir mit deren Inversen multiplizieren und erhalten
h(a)h(s’) = h(a’)h(s).

Multiplikation mit dem h(s’) 'h(s)™! liefert (2) (da R’ ein kommutativer Ring ist).
QED.

2.3.6 Lokale Ringe

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und P C R ein Primideal. Dann ist

S:=R-P
eine multiplikative abgeschlossene Menge und
R,=5"R

ein Ring mit genau einem maximalen Ideal. Solche Ringe heiflen lokale Ringe.
Bezeichne

v:R— RP
den natiirlichen Homomorphismus. Dann ist das maximale Ideal von R

m(RP) = PRP (:=das von y(P) in RP

Beweis. Die Multiplikativitit der Menge S folgt unmittelbar aus
Primidealeigenschaft von P. Betrachten wir die Teilmenge

M :={§|rEP, sES}

von RP' Diese Menge ist ein Ideal:

1. Fiir %,g—,e M ,d.h.rr’EP und s,s’ES, gilt

r r’ rs’+r’s

p gleich

erzeugte Ideal).

-4 —= 0 E M.
S S SS
2. Fur =€ R}, und SEM ,dh.r€R, EP, s SE S, gilt
LD em
S S SS

der



) S I .. .
in M,g =3 fiir ein r€P und

Weiter ist M ein echtes Ideal: lige das Einselement von RP

ein sES, so gibe es ein tES mit t(s2 -15) =0, d.h. t52 = trs&€P. Weil P Primideal ist und
sowohl s als auch t nicht in P liegen, ist dies nicht moglich.

Zeigen wir, M ist das einzige maximale Ideal von R . Dazu reicht es zu zeigen, jedes

p

echte Ideal von RP liegt ganz in M. Sei I ein Ideal, welches nicht ganz in M liegt. Es
reicht zu zeigen, I ist der ganze Ring. Weil I nicht ganz in M liegt, gibt es ein Element

%EImitr&EP, SES.,

Es gilt dann rER-P = S, d.h. ;ist ein Element von R_. Dann ist aber

p
S I_st
r s 18
ein Element von I. Dieses Element ist aber das Einselement von R_. Deshalb giltI = R

P P

Wir haben noch zu zeigen, das maximale Ideal M wird von y(P) erzeugt. Fiir jedes pEP
gilt

S
v =Lem.

Deshalb gilt y(P) €& M und das von y(P) erzeugte Ideal liegt ganz in M,
PRP C M.

Umgekehrt 146t sich jedes Element von M in der Gestalt
r rs 1 1 .
i Y(r)e S € \((r)RP mit rEP, sES,
schreiben. Deshalb besteht auch die umgekehrte Inklusion.
QED.
Bemerkung
Der Name “lokaler Ring” kommt daher, dal man Ringe dieser Art benutzen kann, um
geometrische Objekte in der Umgebung eines Punkt zu beschreiben, d.h. “lokal” zu
beschreiben.

2.4 Euklidische Ringe

2.5.1 Definition
Eine wohlgeordnete Menge ist eine Menge, die mit einer reflexiven'', anti-

symmetrischen'?, transitiven'’ und linearen'* Relation “<" versehen ist, mit der
Eigenschaft, daf} jede Teilmenge von M ein kleinstes Element besitzt.

Beispiel
Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist beziiglich der gewohnlichen =-Relation
wohlgeordnet. Dasselbe gilt fiir die Menge

Z>0:={nEZInZO}

es gilt x < x fiir jedes xXEM

ZAusx < yundy < x folgt x = y.
BAusx <yundy < zfolgt x <y.

!4 Je zwei Elemente x,y € M sind vergleichbar, d.h. es gilt x < y oder y < x.



der nicht-negativen ganzen Zahlen.

Ein Integritétsbereich R heif3t euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung
N:R-{0} — M
mit Werten in einer wohlgeordneten Menge so daf3 folgendes gilt.

Fiir je zwei Elemente x, yE R - {0} gibt es Element q,r € R mit
X=qy+T1,

wobei entweder r = 0 oder N(r) < N(y) gilt.

Bemerkungen

(1)  Mit anderen Worten, ein Euklidischer Ring ist ein Integrititsbereich, in welchem
Division mit Rest moglich ist.

(i)  Die in der Definition auftretende Abbildung N wird manchmal auch als
Hohenfunktion oder auch als Norm des Euklidischen Rings bezeichnet.

2.5.2 Beispiel: Z
Der Ring der ganzen Zahlen ist mit der Hohenfunktion

N:Z-{0} — Z n B Inl,

=0’

ein euklidischer Ring. Dabei bezeichne Z__ | die Menge der nicht-negativen ganzen

0
Zahlen mit der gewohnlichen “<"-Beziehung als Wohlordnung.

2.5.3 Beispiel: der Polynomring K[X] iiber einem Korper K
Seien K ein Korper und X eine Unbestimmte. Dann ist der Polynomring K[X] ein
euklidischer Ring beziiglich der Hohenfunktion

K[X]-{0} — Z f(x) » deg f(x).

=0’

2.5.4 Beispiel: Ring der ganzen Gaufischen Zahlen

Der Ring I' = Z [i] = Z + Zi (C C) ist ein euklidischer Ring beziiglich der
Hohenfunktion

N:T-{0} —s Z_ . ,a+bi b a+bZ = (a+bi)(a-bi) = la+bilZ.

=0’

Beweis. Seien zwei ganze Gaul3sche Zahlen z, w €I" - {0} gegeben. Wir wollen zeigen,
wir kénnen in I" die Division von z durch w mit Rest durchfiihren. Dazu betrachten wir
die komplexe Zahl

L_og+pieC
w
und wihlen eine ganze GauBsche Zahl q€I" , die moglichst nahe bei z/w liegt. Wir

konnen auf jeden Fall erreichen, da3 Real- und Imaginérteil von q um hochstens den
Wert 1/2 vom Real- bzw. vom Imaginérteil von z/w abweicht, d.h. es gibt ein

q=9’+q”1 €I mit | &- ql= '\/(a-q’)2 + ([S-q”)2 = '\/%+ % = %‘\/5
Wir setzen

ri=z-qwel.
Dann gilt
Z=qW+Tr
und
z 1
Irl =lz-qwl=Iwle IW—qIS— 2wl < Iwl,

also



12 < Iwl?,
d.h. N(r) < N(w).
QED.

2.5.5 Der Euklidische Algorithmus
Seien R ein euklidischer Ring mit der Hohenfunktion

H:R- {0} — M

und a,b €ER - {0} zwei Elemente. Wir setzen

aO = a,a1 =b.

Angenommen, wir hitten bereits die Elemente

aO, s an € R- {0}

konstruiert. Nach Voraussetzung gibt es Elemente q,r€R mit

a . =qgea +r
n-lqn ’

wobei r = 0 oder
N(r) < N(an).

Falls r = 0 ist, so endet der Algorithmus. Im Fall r#0 setzen wir

a =T
n+1 ’

so daf} gilt

(D) a | =qa + a und N(an+1) < N(an).

Bemerkungen
(i)  Weil M wohlgeordnet ist, bricht der euklidische Algorithmus nach endlich vielen
Schritten ab, denn andernfalls erhielten wir eine unendliche Teilmenge
{ N(ai) li=123,..}

von M, die kein kleinstes Element besitzt.
(i) Teilbarkeit. Fiir zwei Elemente a,b € R bedeute
alb
(in Worten: a teilt b), daf} es ein Element c& R gibt mit
b =a-c.

2.5.6 Der groBite gemeinsame Teiler
Seien R ein euklidischer Ring und

ab&eR-{0}.

Dann gibt es ein Element d € R - {0} mit folgenden Eigenschaften.
@) dlaunddIb.

(i1) Fiir jedes Element d’€R mitd’ | aund d’I b gilt d’Id.
Dieses Element ist bis auf Multiplikation mit Einheiten aus R eindeutig bestimmt und
heiflt groBter gemeinsamer Teiler von a und b. Es gilt auBerdem:
(i)  Es gibt Elemente a’ b’€R mit

d=aa’ +bb’.
Beweis. Wir wenden auf a und b den Euklidischen Algorithmus an und erhalten
Elemente

aO, LN € R- {0}
Wir werden zeigen, d = a hat die Eigenschafen (i) und (ii). Den Beweis fiihren wir

durch Induktion nach n.
Im Fall n = 1 endet der Algorithmus bereits nach dem O-ten Schritt, d.h. es gilt



a=gb+rmitr=0,

Dann hat aberd =b = a tatsdchlich die geforderten Eigenschaften.

Sei jetzt n > 1. Wir schreiben

() a=qgb+r

mit(a:ao,b= a1 und) r = a

und r erhalten wir die Folge
g, ,a, e R- {0}.

Diese Folge besteht aus einem Element weniger als die urspriingliche Folge (denn a,

> Durch Anwenden des Euklidischen Algorithmus auf b

fehlt). Nach Induktionsvoraussetzung geniigt d = a den beiden folgenden

1) dteiltbundr
(i1’)  Jeder gemeinsame Teiler von b und r ist ein Teiler von d.
Es reicht zu zeigen, d geniigt auch den Bedinungen (i) und (ii).

Zu (1). Wegen (1°) gilt
dla=qgb+runddlb.

Zu (i1). Ist d’ ein gemeinsamer Teiler von a und b, so gilt

d’lbundd’ Ir=a-qgb.
Nach (ii’) gilt d’l d.
Zu (iii). Die eben durchgefiihrte Induktion zeigt im Falln =1, d.h. im Fall a = gb, da3
fiir den groften gemeinsamen Teiler d =b gilt

d=0a+ 1°b,
d.h. d ist eine ganzzahlige Linearkombination von a und b (wie behauptet). Im Fall n > 1
konnen wir annehmen, der grof3te gemeinsame Teiler d von b und r ist eine ganzzahlige
Linearkombination von b und r, sagen wir
d =beb’ + rer’.
Nun ist aber d auch ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b, und es gilt
d =beb’ + (a- gb)er’
=aer’ + be(b’ - qer’).

Wir haben gezeigt, ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist eine ganzzahlige
Linearkombination von a und b.
Zum Abschluf} des Beweises bleibt noch zu zeigen, daf die Eindeutigkeitsaussage gilt.

Zur Eindeutigkeit von d. Sei d’ ein Element von R-{0}, das denselben Bedingungen wie
d geniigt. Weil d ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, gilt dann

d Id
und weil d’ ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, gilt

dlid.

Es gibt also Elemente e,fER mit
d’=edundd=1d".

Damit gilt

(1-ef)fd=d-fd’=d-d=0,
also 1 - ef = 0, also ef = 1. Die Elemente e und f sind somit zueinander inverse
Einheiten.
QED.
Bemerkungen
(i)  Fiir je zwei groBte gemeinsame Teiler d’, d” von a und b gibt es, wie eben gezeigt,

eine Einheit eéER mit
d”=ed’ und &’ = e 1d”.
Wir fiihren die Bezeichnung
ggT(ab)

fiir irgendeinen dieser groB3ten gemeinsamen Teiler ein.



(ii) Die Definition von ggT ist zugegebenermaBlen etwas ungenau. Eine fomal
korretke (aber unbequeme) Definition wire die folgende.
ggT(a,b) = dR* € R/R*.
Dabei sei d irgendein groBter gemeinsamer Teiler von a und b,
R/R*
bezeichne die Menge der Orbits beziiglich der Operation
R*xR — R, (e,) b er,
und
dR* = R*d = {ed | eER*}
das Orbit des Elements d.
Beweis. Zu (1). trivial.
Zu (i1). Wir haben zu zeigen, die Abbildung
ggT: R — R/R*,
hingt nicht von der speziellen Wahl des jeweiligen grofiten gemeinsamen Teilers ab.

Seien d’ und d” zwei groBte gemeinsame Teiler von a und b. Dann gibt es eine Einheit
e mit
d” =ed’.
Also gilt
d’R* = d’eR* = d’R*,
denn fiir Einheiten e gilt eR* = R*.
QED.

2.5 Hauptidealringe

2.6.1 Definition

Ein Hauptideal in einem kommutativen Ring R mit 1 ist ein Ideal, welches von nur einem
Element erzeugt wird, d.h. ein Ideal von der Gestalt

I = aR mit a€R.
Ein Hauptidealring ist ein Integrititsbereich, dessen sdmtliche Ideale Hauptideale sind.

2.6.2 Beispiel: Euklidische Ringe

Jeder Euklidische Ring ist ein Haupidealring.

Beweis. Sei R ein Euklidischer Ring mit der Hohenfunktion
H: R-{0} — M

und sei I C R ein Ideal von R. Wir haben zu zeigen, I ist ein Hauptideal. O.B.d.A. sei |
nicht das Nullideal,
I # {0} (=0R).
Wir betrachten die Teilmenge
{Hx) I x&l - {0} }
von M. Da I nicht das Nullideal ist, ist diese nicht leer. Auf Grund der Definition des
Euklidischen Rings besitzt diese Menge ein kleinstes Element, d.h. es gibt ein Element

(D) a€1- {0} mit H(a) = H(x) fiir jedes x €1 - {0}.
Es reicht zu zeigen,
I=aR.

Wegen a€l gilt trivialerweise I D aR. Angenommen die umgekehrte Inklusion wire

falsch, d.h. es gibt ein Element in
I-aR.



Dann ist die Teilmenge
{Hx)IxEI-aR}
von M nicht-leer, enthélt also ein kleinstes Element. Es gibt also ein Element

2) a’€l-aR mit H(a’) = H(x) fiir jedes x €1 - aR.

Nach Definition des Euklidischen Rings gibt es Elemente q, rER mit
a’ =qa+rmitr =0 oder H(r) < H(a).
Nach Konstruktion gilt
r=a -qael.
Nach Wahl von a nimmt H in allen Elementen von I-{O} einen Wert = H(a) an (vgl.
(1)). Wiare r # 0, so wire der Wert von H in Or aber kleiner. Also ist
r=0.
also a’ = qa € aR im Widerspruch zu (2). Dieser Widerspruch zeigt, I- aR muf} leer

sein, d.h. es gilt
I=aR.

QED.

2.6.3 Beispiel: K[Xl’""Xn] mitn = 2

Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring
R:= K[X1 ,...,Xn]

im Fall n = 2 kein Hauptidealring, also auch nicht Euklidisch.
Beweis. Es reicht zu zeigen,

I:= (XI’XZ) = XIR + X2R

ist kein Hauptideal. Angenommen, doch, d.h.
I=pR

mit einem Polynom pER - {0}. Dann gilt

X, X, EI=pR,

d.h. es gibt Polynome q5 q2€R mit

X1 =pd, und X2 = pdy-
Als Polynom in Xi mit 1 > 1 hat Xl den Grad 0, also hat auch Pq, diesen Grad.
Insbesondere hat p hat in Xi den Grad 0,

d.h. .
degXip =0firi=2,.n.

Aus der zweiten Identitit liest man in analoger Weise ab, daf3 p auch als Polynom in X1

den Grad 0 hat. Insgesamt erhalten wir
pEK-{0}

ist ein konstantes Polynom. Die Polynome von

=X, X)) =X R+X R

sind aber sd@mtlich Polynome mit dem Absolutglied 0. Da p mit seinem Absolutglied
tibereinstimmt, folgt

p=0.
Dann ist aber pR das Nullideal, also von I := (X1 ,X2) verschieden.



Das steht aber im Widerspruch zur Wahl von p, d.h. zu I = pR.
QED.

Bemerkung
Der Nachweis der Existenz von Hauptidealringen, die nicht Euklidisch sind, ist
schwieriger und wird hier nicht erbracht.

2.6 ZPE-Ringe

2.7.1 Definitionen
Sei R ein Integrititsbereich. Eine Nicht-Einheit r € R - {0} heiit zerlegbar oder auch
reduzibel, wenn sie Produkt von zwei Nichteinheiten ist ,
r=ab mitab &R - R*.
Andernfalls heiflt r unzerlegbar oder auch irreduzibel. Eine Nicht-Einheit r € R- {0}

heift prim in R oder auch Primelement von R, wenn fiir beliebige Elemente a,bER die
folgende Implikation besteht.

rlab=rlaoderrl!b.
Dabei bezeichne a | b fiir zwei Elemente a,b €R die Teilbarkeit von b durch a, d.h es soll

ein Element cER geben mit b = ac.

Zwei Primelemente a,bER heillen assoziiert, wenn es eine Einheit eER* gibt mit

a=eb.
Ein Integrititsbereich R heiflt ZPE-Ring, wenn jede Nicht-Einheit von R-{0} Produkt
von endlich vielen Primelementen ist.

Bemerkungen
(1) Jedes Primelement ist unzerlegbar.

(i) Ist R ein ZPE-Ring, so ist auch umgekehrt jedes unzerlegbare Element ein
Primelement.

(i) Eine Nicht-Einheit r€R - {0} eines Rings R ist genau dann ein Primelement,
wenn das von r erzeugte Ideal (r) = rR ein Primideal ist.

(iv) Seien zwei Zerlegungen einer Nicht-Einheit r € R-{0} in Produkte von
Primelementen gegeben,

P P == "] -
Dann gilt r = s und es gibt eine Permutation OESr mit
q, assoziiert zu po(i) firi=1,...r.

Die Zerlegung in Primfaktoren ist somit, falls sie existiert, eindeutig bis auf die
Reihenfolge der Primfaktoren und bis auf den Ubergang zu assoziierten
Primelementen. Dies ist auch der Grund fiir die Bezeichnung: ZPE bedeutet, die
Zerlegung in Primelement ist eindeutig.

(v) InZPE-Ringen kann man die Begriffe des grofiten gemeinsamen Teilers und des
kleinsten gemeinsamen Vielfachen (eindeutig bis auf die Multiplikation mit
Einheiten) definieren. Es ist jedoch im allgemeinen nicht richtig, da der groBte
gemeinsame Teiler zweier Elemente a, b Linearekombination von a und b ist.



Beweis Zu (i). Sei p Primelement und p = ab in R. Dann teilt p einen der Faktoren a
oder b, sagen wir

pla,
d.h.

a=pa’ mita’ER.
Es folgt
(1-a’b)p=p-pa’b=p-ab=0.
Wegenp # 0 folgt 1 -a’b=0,d.h.a’b=1,d.h.Dbist Einheit.
Zu (ii). Sei a ein unzerlegbares Element. Da R ZPE-Ring sein soll, gibt es eine
Zerlegung von a in Primfaktoren,

A=py*eP-

Da a unzerlegbar ist, miissen alle Faktoren rechts mit hochstens einer Ausnahme
Einheiten sein. Da Einheiten keine Primelemente sind, folgt r = 1. Also ist

a= p1 ,
ein Primelement.

Zu (iii). Die Nicht-Einheit r € R - {0} ist genau dann ein Primelement, wenn die
folgende Implikation besteht (fiir Elemente aus R):

rlab=rlaoderrlb.
Nun ist aber x | y gleichbedeutend mit y € xR. Die Implikation 146t sich also in der
folgenden Gestalt schreiben.

ab € 1R = a&rR oder berR.
In dieser Gestalt bedeutet die Implikation aber gerade, daB rR ein Primideal ist.

Zur Eindeutigkeitsaussage von (iv). Wir fithren den Beweis durch Induktion nach r. Im
Fallr=1,d.h.

Py =49;°-q_>
1 1 S
gilt wegen der Unzerlegbarkeit des Primelements P, (nach (1)) s = 1" also
Py =4
Die Eindeutigkeitsaussage gilt hier also sogar in verschirfter Form.

Sei jetzt r > 1. Die Primzahl P teilt einen Faktor auf der rechten Seite, sagen wir P I qq -

d.h.
9 = 4Py
Da qq als Primelement unzerlegbar ist, ist

aER*
eine Einheit. Kiirzen des gemeinsamen Faktors liefert

Pyt"Pp g =4y g p(adg p)-
Der letzte Faktor aq__, rechts ist ein Primelement. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

r-1=s-1
und die Primelemente PyssPLg sind assoziiert zu einer Permutation der Primelemente
a
Ay qs-2( qs-l)’
also auch zu einer Permutation der Primelemente q1 s e ,qs 1 Mit anderen Worten, es

gilt die Behauptung.

15 weil Einheiten keine Primelemente sind.



QED.

2.7.2 Beispiel: Hauptidealringe
Jeder Hauptidealring ist ein ZPE-Ring.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring.

1. Schritt. Jedes unzerlegbare Element von R ist Primelement.
Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann gibt es eine Nicht-Einheit

r€R - {0},

die unzerlegbar ist aber kein Primelement. Insbesondere ist
rR

kein Primideal, d.h. es gibt Elemente a,b&ER mit
aberR, a € R, b & rR.

Die Ideale
I:=(r,a)=rR+aRundJ:=(r,b)=rR + bR

enthalten rR als echte Teilmenge. Zeigen wir, es gilt sogar

(1) RCICRund R CJCR.

Keines dieser beiden groBeren Ideale ist gleich R, denn im Fall J = R wire zum Beispiel
IJ =IR =1. Auf jeden Fall wire

IJ = eines der beiden Ideale I oder J
(welche das Ideal R echt enthalten). Insbesondere wire

IJ D 1R (echte Inklusion).
Es gilt aber

IJ = (ra)(rb) = (r2 ,ar,rb, ab) C_ 1R,
ein Widerspruch. Damit ist (1) bewiesen.

Da R ein Hauptidealring ist, gilt
I = sR fiir ein S€ER,
d.h.
rErR CsR,
also

r = sx fiir ein XER.

Das Element s ist keine Einheit, denn das Ideal sR = I ist von R verschieden. Das
Element x ist keine Einheit, denn rR = sxR ist von sR verschieden. Damit ist aber r kein
unzerlegbares Element. Dieser Widerspruch beweist die Aussage des ersten Schritts.

2. Schritt. Jede Nicht-Einheit ist Produkt von endlich vielen Primelementen.

Auf Grund des ersten Schritts reicht es zu zeigen, jede Nicht-Einheit ist das Produkt von
endlich vielen unzerlegbaren Elementen. Wir fiihren die folgende Bezeichnung ein.

Ein schlechtes Element von R sei eine Nicht-Einheit, welche nicht als Produkt von
endlich vielen unzerlegbaren Elementen geschrieben werden kann.

Wir haben zu zeigen, es gibt in R keine schlechten Elemente. Angenommen doch. Sei

N

ein schlechtes Element. Wir betrachten das Ideal



2) rR

von R. Das Element r muf zerlegbar sein (andernfalls wire es Produkt unzerlegbarer

Elemente, wobei die Anzahl der Faktoren gleich 1 ist),

3) r = ab mit a,b € R-R*.

Mindestens einer der Faktoren a , b muf3 wieder schlecht sein. Sagen wir
r,=a

2

ist schlecht. Wegen r = ab = r2b gilt

rlR C r2R.

Die Inklusion ist echt, denn andernfalls gibt es ein cE R mit

r2 = rlc =abc = r2bc,

dh.0= Iy (1-bc),dh.0=1 - bc,d.h. b wire eine Einheit im Widerspruch zu (3). Es

gilt also
rlR C r2R.

Wir haben gezeigt, fiir jedes schleichte Element r, gibt es ein schlechtes Element r,, mit

1 2

rlR C r2R.
Wir wenden diese Tatsache wiederholt an und erhalten eine unendliche echt
aufsteigenden Kette von Idealen von R,

T R CrZRC ...CriRC

Das steht im Widerspruch zu der Tatsache, dal R als Hauptidealring noethersch ist. Es
gibt also tatsédchlich keine schlechten Elemente.

QED.

2.7.3 Beispiel: Z+Zy[-5
Der Ring
R = Z+Zy5 = Z [X]/(X% + 5).
ist kein ZPE-Ring, also auch kein Hauptidealring und insbesondere kein Euklidischer
Ring.
Beweis. Es giltin R

) 6 =23 = (1+V-5)(1-V-5).
2 ist keine Einheit von R. Es gilt

R/2R = Z [X]/(2. X2 +5) = IFZ[X]/(X2+§),

und X2+5 ist als Polynom positiven Grades keine Einheit von [ 2[X].

3 ist keine Einheit von R.
R/3R = Z [X]/(3. X2 +5) = F, [X]/(X243),

und X2+5 ist als Polynom positiven Grades keine Einheit von [ 3[X].

Unzerlegbarkeit von 2. Angenommen
2 = (a+by/-5)(c - dV-5) mitab,c.d EZ.

Dann gilt
2 =ac + 5bd



0=bc-ad
Insbesondere sind die Paare (a,b) und (c,d) proportional,

(c,d) = g(a,b) mit qEQ,
d.h.

2 = q (a2 + 5b%) und 2q = ¢ + 5d2
Wir schreiben q als Quotient teilerfremder ganzer Zahlen. Aus der ersten Identitit folgt,
der Zihler von q ist 1 oder 2.Aus der zweiten Identitit folgt, der Nenner von q ist 1 oder
2. Fiir q gibt es also nur folgende Moglichkeiten.
q=2,q=1,q=1/2.

Im ersten Fall folgt

1 = a2 + 5b2
also b=0,a = =1, d.h. a+by-5 ist Einheit.
Im zweiten Fall folgt

2 =a%+5b2,
alsob=0,2= a2 was nicht moglich ist.
Im dritten Fall folgt

1=c?+5d2,

alsod=0,c==*x1,dh.c- d\/3 ist Einheit.
Unzerlegbarkeit von 3 . Der Beweis ist analog zum obigen Unzerlegbarkeitsbeweis fiir
2. Angenommen

3 = (a+bV-3)(c - dV/-3) mitap,c.d EZ.

Dann gilt
(D) 3 =ac + 5bd
2) 0O=bc-ad

Insbesondere sind die Paare (a,b) und (c,d) proportional,

(c,d) = g(a,b) mit qEQ,
d.h.

3= q (a2 + 5b%) und 3q = ¢ + 5d2
Wir wir schreiben q als Quotient teilerfremder ganzer Zahlen. Aus der ersten Identitiit
folgt, der Zihler von q ist 1 oder 3.Aus der zweiten Identitét folgt, der Nenner von q ist 1
oder 3. Fiir q gibt es also nur folgende Moglichkeiten.

q=3,q=1,q=1/3.

Im ersten Fall folgt

1 =aZ +5b°
also b=0,a = %1, dh. a+by/-5 ist Einheit.
Im zweiten Fall folgt

3= a2 + 5b2,
alsob=0,3= a2 was nicht moglich ist.
Im dritten Fall folgt

1 =c2 +5d2,
alsod =0, c = %1, d.h. ¢ - dy-5 ist Einheit.
Abschluf} des Beweises.

Angenommen R ist ein ZPE-Ring. Dann sind 2 und 3 Primelemente. Insbesondere
miiflte einer der Faktoren auf der rechten Seite von (*) durch 2 teilbar sein, d.h.

1 1 1 1
5+75 -5 oderi-j\/g

wiirde in R = Z + ZA[-5 liegen, was offensichtlich'® nicht der Fall ist.

' Eine komplexe Zahl a + b‘\/g liegt genau dann in R, wenn a und b ganze Zahlen sind (denn 1 und ‘\/g
sind linear unabhiingig iiber Z.



QED.
Bemerkung
Unser nichstes Ziel ist der Beweis der ZPE-Eigenschaft fiir Polynomringe in mehreren

Unbestimmten {iber einem Korper. Wir werden die allgemeinere Aussage beweisen, daf3
fiir jeden ZPE-Ring R auch die Polynom-Algebra R[X] ein ZPE-Ring ist.

Der Beweis erfordert einige Vorbereitungen. Wir werden dabei ganz wesentlich
benutzen, dal Q(R)[X] euklisch, also insbesodere ein ZPE-Ring ist.

2.7.4 Die Ordnung eines Elements des
Seien R ein ZPE-Ring, K = Q(R) dessen Quotientenkorper und

p
eine Primelement von R. Da R ein ZPE-Ring ist, also nullteilerfrei, so ist die natiirliche
Abbildung
R— K, rp /1,
injektiv, d.h. R 1a6t sich mit einem Teilring des Korpers K identifizieren (was wir im

folgenden tun werden). Da R ein ZPE-Ring ist, hat jedes Element x€K-{0} die Gestalt

n n
X = e-pll-...- prr

mit einer Einheit eER*, paarweise nicht-assoziierten Primelementen P, und ganzen

Zahlen niEZ. Dabei sind die p; bis auf die Reihenfolge und bis auf den Ubergang zu
assoziierten Primelementen eindeutig bestimmt. Fiir gegebenes p; ist der Exponent n

eindeutig festgelegt.
Ist p ein Primelement von R, welches zu p; assoziert ist, so schreiben wir

ord (x) = n,

und nennen diese ganze Zahl auch Ordnung von x beziiglich p. Im Fall x = 0 setzen wir
ord (x) = co.

Bemerkungen b

(i)  Fiir jedes xER ist ordp(x) die groBte ganze Zahl n mit p" | x,

ordp(x) =sup { n€Z | pn Ix }.
(i) Nach Definiton gilt
ordp(xy) = ordp(x) + ordp(y).
(i) Durch die beiden Eigenschaften (1) und (ii) ist die Ordnungsfunktion eindeutig
bestimmt. Sie bieten also die Moglichkeit einer alternativen Definiton.

(iv) Die Ordnungsfunktionen zu assoziierten Primelementen sind gleich, d.h.
ordp(x) = ordp,(x) fiir alle x

falls p und p’ assoziierte Primideale sind.
(v) Bezeiche P(R) die Menge der Klassen assoziierter Primelemente von R. Dann
kann man die Ordnungsfunktion fiir gegebenes x # 0 als Abbildung

PR) —Z,x » ordp(x),
(vi) Fiir jedes Element x€K - {0} gilt

C = e l_[pordpx'

p=[p]EP(R)



Dabei durchlaufe g die Menge der Klassen dquivalenter Primelemente von R und
p bezeichne ein irgendwie gewdhltes Element von ». Der Faktor e bezeichne eine

Einheit von R (die von der speziellen Wahl der Reprisentanten p von g abhéngt.
(v)  Die Formel von (vi) kann man auch auf den Fall x = 0 verallgemeinern, wenn man
vereinbart

po°=0.

2.7.5 Der groBite gemeinsame Teiler
Seien R ein ZPE-Ring, K = Q(R) dessen Quotientenkorper und

X,,..,Xx €K
1 r

endlich viele Elemente. Wir schreiben jedes X, in der Gestalt

X. =e* I1 pordP i

=[p]EP(R)
und definieren
n(p) := min {ordp X, li=1,..r}.

Das Element

() gl )= [ p"®
o=IpIEP®)

heillt dann grofiter gemeinsamer Teiler von Xl’ -y Xr .

Bemerkungen

(i) Die Definition des groBten gemeinsamen Teilers hingt von der Wahl der
Reprisentanten p der Klassen g im Produkt (1) ab und ist nur bis auf einen
Faktor, der eine Einheit in R ist, eindeutig.

(i)  Eine korrektere Definiton wire

(1) geT(x, o x)i= ] p"(P) mod R*

p=[plIEP(R)
Dabei bezeichne der Ausdruck recht gerade das Orbit des Elements (1) bei der
Operation

R*xK — K, (e, X) » ex.

(111) Wenn man sich auf die Definition des ggT von Elementen aus der multiplikativen
Gruppe K*:= K-{0} beschrénkt, so kann man den ggT auch definieren als das
Bild von (1) beim natiirlichen Gruppen-Homomorphismus

K* — K*/R*.

(iv) Wir werden hier die naive Definiton (1) benutzen, miissen aber stets beachten, der
ggT ist nur bis auf Multiplikation mit einer Einheit festgelegt. Wir geben hier
noch einige (offensichtliche) Eigenschaften des grofiten gemeinsamen Teilers an.

(v)  Nach Konstruktion gilt, falls mindestens ein X, von Null verschieden ist:

1. ggT(Xl, ’Xr) #= 0.

2. Xi / ggT(Xl, s Xr) eRfiri=1,..r.
(vi) ggT(x1 s e s Xr) liegt in R, falls jedes X, in R liegt.
(vi1) ggT(cxl, ,cxr) =Ce ggT(xl, ,xr).

(viii) ggT(xl, - Xr) ist im allgemeinen keine Linearkombination der x X .

R



2.7.6 Der Inhalt eines Polynoms
Seien R ein ZPE-Ring, K := Q(R) dessen Quotientenkdrper und

fx)= 3 aiXi EK[X]
i=0
ein Polynom mit Koeffizienten aus K. Dann heil3t
I(f) :=ggT(a ,...,an) eK

Inhalt des Polynoms f.
Bemerkungen
(1) Der Inhalt eines Polynom ist nur bis auf einen Faktor aus R* festgelegt.

(i1) Fiir jedes von Null verschiedene Polynom f(X)EK[X] gilt
f(X)/1(f) € R[X]

2.7.7 Lemma von GauBf}
Seien R ein ZPE-Ring, K := Q(R) dessen Quotientenkorper und
f, g € K[X]
zwei Polynome einer Unbestimmten mit Koeffizienten aus K. Dann gilt
I(fg) = I(f)I(g).
Bemerkungen

(i) Die Aussage ist so zu interpretiern, da3 die beiden Seiten sich nur um einen
Faktor aus R* unterscheiden.

(i)  Alternativ konnen man auch sagen, die Definition von einem der drei auftretenden
Inhalt 146t sich so um einen Faktor aus R* abidndern, da3 die behauptete
Gleichheit gilt.

Beweis des Lemmas. Wir schreiben

f= OLf1 und g = Bgl mit o=I(f) und B=I(g).

Dann gilt
I(f)=1=1g,)
und
I(fg) = I(opf,g ) = ofeI(f, g ).

Es reicht also zu zeigen, daf} f1 g1 den Inhat 1 hat. Wir konnen also annehmen, die
Polynome
— n :
f(X) = anX +...+aO mit a #Z0
— m :
gX) = me +...+bO mit bm # 0

haben den Inhalt 1 (und liegen damit insbesondere in R[X]). Wir haben zu zeigen fg hat
den Inhalt 1, d.h. es gibt kein Primelement p, das alle Koeffizienten von fg teilt.

Angenommen, es gibt doch ein solches Primelement pER. Wir fiihren folgende
Bezeichnungen ein.
r::max{ilai ¢0undp*ai}

s:=max{j|bj #Oundp*bj}

Da f den Inhalt 1 hat, also nicht alle Koeffizienten Vielfache von p sind, ist r
wohldefiniert. Analog ist auch s wohldefiniert. Betrachten wir den Koeffizienten Crrs

von X8 in fg. Es gilt

Cr+s o+ ar—lbs+1 + arbs + ar+1bs—1+"'



Nach Konstruktion sind alle Summanden rechts durch p teilbar, ausgenommen der
Summand arbs.17 Deshalb ist Cog nicht durch p teilbar, im Widerspruch zur Wahl von

p-
QED.

2.7.8 Faktorzerlegung von Polynomen iiber R und iiber Q(R)
Seien R ein ZPE-Ring, K:=Q(R) dessen Quotientenkorper und
f(X) ER[X] - {0}
ein Polynom. Besitzt f(X) eine Zerlegung in Faktoren kleineren Grades iiber K,

f(X) = g(XOh(X) mit g(X), h(X) EK[X] - K,

so besitzt f(X) auch eine solche Zerlegung iiber R. Genauer, es gilt
f(X) = cvg, (0h, (X)
mit
g,(%) =gX)/I(g) ERIX]
hl(X) := h(X)/I(h) € R[X]

c =1I(g)I(h) €R.
Beweis. Die einzige nicht-triviale Aussage ist die Aussage, daf} ¢ in R liegt. Diese folgt
aber aus dem Lemma von Gaul}, nach welchem c bis auf einem Faktor aus R* gleich
I(gh) = I(f)
ist. Der Inhalt eines Polynoms iiber R liegt aber in R.
QED.

2.7.9 Die ZPE-Eigenschaft beim Ubergang zu Polynomringen
Sei R ein ZPE-Ring mit dem Quotientenkdrper K = Q(R).Dann ist auch der Ring
R[X]
der Polynome iiber R in einer Unbestimmten X ein ZPE-Ring. Die Primelemente von
R[X] sind gerade die Primelement von R zusammen mit den Polynomen

p(X) ER[X]
die den folgenden beiden Bedingungen geniigen..
1. I(p) = 1.

2. p ist als Element von K[X] irreduzibel.

Beweis. Sei f(X) ein Element von R[X]. Unter Verwendung der Zerlegung in
Primfaktoren in K[X] erhalten wir eine Zerlegung

) (X) = c+p, (X)+...+p,(X).
mit cEK und Primelementen pi(X) von K[X]. Indem wir pi(X) durch pi(X)/I(pi) und ¢
durch cI(pi) ersetzen, erreichen wir, daf} gilt
I(p)=1
also insbesondere
pi(X) € R[X].

17 Alle Summanden links von a b sind durch p teilbar, weil der erste Faktor es ist. Alle Summanden
rs

rechts von a b _sind durch p teilbar, weil der zweite Faktor es ist.
rs



Nach dem Lemma von Gaulf} gilt dann in der Zerlegung (1) auch

¢ =I(RHS von (1)) = I(LHS von (1)) = I(f) €R,
d.h. (1) ist eine Faktorzerlegung iiber R. Da R ein ZPE-Ring ist, konnen wir ¢ auch als
Produkt von Primelementen aus R schreiben.
Wir haben gezeigt, jedes Element von R[X] - {0} ist Produkt von endlich vielen
Elementen, die nach der Aussage des Satzes Primelement sind.
Zum Abschlufl des Beweises reicht es also zu zeigen, die angegebenen Elemente sind
tatsdchlich Primelemente und es gibt keine weiteren. Zu zeigen sind also folgende
Aussagen:
1.  Jedes Primelement von R ist auch eines von R[X].

2. Jedes irreduzible Polynom p& K[X] mit dem Inhalt 1 ist ein Primelement von
R[X].
3. Es gibt keine weiteren Primelemente in R[X].

Zu 1. Sei p ein Primelement von R und sei p | fg mit f,gER[X]. Dann gilt
p I I(fg) = I(DI(g)
(nach dem Lemma von GauB}), also p | I(f) oder p | I(g), alsop | foderp | g.
Zu 2. Da K[X] ein ZPE-Ring ist, ist p ein Primelement von K[X]. Wegen I(p) = 1 gilt
auflerdem

p € R[X].
Sei jetzt

p | fg mit f,gER[X].

Dann gilt, weil p Primelement von K[X] ist,

p ! foderplg (in K[X]),
d.h. f oder g hat eine Faktorzerlegung iiber K, wobei einer der Faktoren gleich p ist.
Nach 2.7.8 gibt es dann aber auch eine Faktorzerlegung von f bzw. g iiber R, wobei
einer der Faktoren p ist. Mit anderen Worten,

p!foderplg (in R[X]).
Also ist p ein Primelement von R[X].
Zu 3. Sei p ein Primelement von R[X], wie wir oben gezeigt haben, gibt es dann eine
Darstellung von p als Produkt von Primelementen der in 1 und 2 beschriebenen Typen.
Weil p selbst Primelement ist, muf} die Anzahl der Faktoren in dieser Zerlegung gleich 1
sein, d.h. p ist Primelement eines in 1 oder 2 beschriebenen Typs.
QED.

2.7.10 Polynomringe iiber einem Korper
Fiir jeden Korper K ist der Polynomring
K[Xl""’Xn]
ein ZPE-Ring.
Beweis. Das folgt unmittelbar aus 2.7.9 und der Tatsache, dafl Polynomringe in einer

Unbestimmten iiber K Euklidische Ring sind.
QED.

2.7.11 Eisenstein-Polynome
Seien R ein ZPE-Ring,
pEP(R)
ein Primelement von R und
fX) =a"XMa_ X" e +a) €RIX]
ein Polynom des Grades n mit Koeffizienten aus R. Dann heiflit R Eisenstein-Polynom

beziiglich p,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.




2
1. p )rao.
2. plaifijri=0,1,...,n-1.
3. p.{'an,

Ein Polynom von R[X] heif}t Eisenstein-Polynom, wenn es Eisensten-Polynom
beziiglich irgendeines Primelements von R ist.

2.7.12 Irreduzibilititskriterium von Eisenstein

Sei R ein ZPE-Ring mit dem Quotientenkorper K = Q(R). Dann ist jedes Eisenstein-
Polynom von R[X] irreduzibel in K[X].
Beweis. Sei

_ .Nyn n-1
f(X)=a"X +an_1X +...+aO€R[X]

ein Eisenstein-Polynom des Grades n beziiglich des Primelements
pEP(R).
Wir kénnen f durch den Inhalt I(f) teilen und somit annehmen, daf} f den Inhalt

I(f)=1
besitzt. Wenn f(X) iiber K in Faktoren eines Grades < n zerfillt, so gilt nach 2.7.8
dasselbe tiber R,
f(X) = g(X)*h(X) mit g(X), h(X) € R[X] - K.
Wir schreiben

g(X) = quu+...+b b, 0.u>0,

O’
Vv
gX) = CVX +...+CO, cv?ﬁ 0,v>0.
Sei
p: R— R/(p),a» a+pR
der natiirliche Homomorphismus. Er definiert einen Homomorphismus

: R[X] — R/P)I[X], pX) b pP(X),

der in jedem Polynom p(X)ER[X] alle Koeffizienten durch deren Bilder bei p ersetzt.
Mit f = g<h gilt dann auch
P = gPenP in RIEIIXT (S QR/PHIXD)
Man beachte, (p) ist ein Primideal von R, d.h. Q(R/(p)) ein K&rper. Da f ein Eisenstein-
Polynom beziiglich p ist, gilt
P =pa X"

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primfaktoren im Ring
QR/(pNIX]

sind somit alle Primteiler von fP assoziiert zu X. Also gilt
gP(X) = p(b )X" und hP = p(c X",

also

b, =0 (mod p) und ¢

0 =0 (mod p)

0
also

= bco =0 (mod p2).
Letzteres steht aber im Widerspruch zu der Annahme, dal f ein Eisenstein-Polynom
beziiglich p sein soll. Also ist f irreduzibel in K[X].
QED.
Beispiel 1



f(X) = X2 2ez [X] ist ein Eisenstein-Polynome beziiglich 2, also irreduzibel in

QIX].
Beispiel 2

f(X) = X2 - 2 = (X - V2)(X +V/2) ist reduzibel in QW/2)[X].

2.7.13 Reduktionskriterium der Irreduzibilitit

Seien R und S Integritédtsbereiche mit den Quotientenkorpern
K=Q(R)und L = Q(S)

und
h:R — S
ein Homomorphismus von Ringen mit 1. Weiter sei
f(X) € R[X]

ein Polynom mit
(X) = 0, deg fA(X) = deg £(X), F1(X) irreduzibel in L{X]
wenn 1 das Bild von f beim Homomorphismus
RIX] —> SIXI, p(X) +> p(X),

bezeichnet, der in jedem Polynom von R[X] die Koeffizienten durch deren Bilder bei h
ersetzt.

Dann 148t sich f(X) iiber R nicht in ein Produkt von Polynomen kleineren Grades
zerlegen.
Beweis. Aus der Existenz einer solchen Zerlegung, sagen wir

f(X) = g(X)*h(X) in R[X],
folgte
1) = g" (0+h" (%) in LIX],

was nicht moglich ist, da ' irreduzibel sein soll.
QED.
Beispiel 1
Das Polynom
f(X) = X%+ X + 1 € Z[X]
ist irreduzibel in Q[X].
Beweis. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus
h:Z — Z/2)=TF

Wire f(X) reduzibel, so wiirde dasselbe fiir

Ay =x2+X+1€ F,[X].

7

gelten. Das Polynom wire iiber ]F2 das Produkt von zwei linearen Polynomen, wiirde

also in Fz eine Nullstelle besitzen. Das ist aber nicht so:

fo)y=1=0
My=141+1=150.
QED.
Beispiel 2 (weglassen)
Das Polynom
fX) =X - 5x4 - 6X - 1 € Z[X]

ist irreduzibel in Q[X].
Beweis. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus



h: Z — Z/2) = F,.
Es gilt
o =x+x4+1€ F,[X].

Falls fh in ein Produkt von Faktoren kleineren Grades zerfillt, so hat einer der Faktoren
einen Grad =< 2. Der Grad 1 ist nicht moglich, denn dann héttte fh in Fz ein Nullstelle.
Bleibt noch der Fall, da} f in einen quadratischen Faktor und einen Faktor dritten
Grades zerfilllt (iiber Q, also iiber Z):

£ (X) = (X2+aX + b)(X-+cX 2 +dX+e), ab.c.d eEZ.
Wegen be = -1 folgt

b=-e==%1,

sagen wir

b=cunde=-¢.
d.h.

FX) = (X2+aX + £)(Xo+cX2+dX-¢)
= X2 + X¥(cra) + X (e+ackd) + X2(-e+ad+ec) + X(-eated) - 1.

Damit ist
a+c =-5
e+ac+d =0
-e+ad+ec =0
-ea+ed =-6

Aus der ersten und letzten Gleichung folgt ¢ = -5-a und d = -6¢+a, also
e-5a-a2-6e+a =0
_e-Gag+aZ-5e-ae =0

d.h.

@D a2+4a+58 =0

(II) 212—78.8—68 =0

d.h. (Differenz):
(4+7e)a+ 11e =0

Der Fall e = +1:11a + 11 =0 liefert a = -1 (keine Losung von (I) ist nicht méglich.

Der Fall € =-1: -3a - 11 =0 ist nicht moglich (3 ist kein Teiler von 11).

QED.

Bemerkung

Die nachfolgenden Ergebnisse stehen nicht unmittelbar in Zusammenhang mit ZPE-
Ringen, werden jedoch spiter benotigt.

2.7.14 Die Ableitung eines Polynoms
Fiir jeden kommutativen Ring R mit 1 definieren wir die Abbildung

D = 9/9X: R[X]—> R[X], f(X) = 3 aiXi B PX) = S iaiXi'l.
i=0 i=0
Wie in der reellen Analysis hei3t Df Ableitung von f nach X. Es gelten die iiblichen
Rechenregeln:
1. D(f+g) = Df + Dg
2. D(fg) = (Df)+g + feDg

3. Ditg,(X)g (X0 = §
i=1

o

dg N
aYi (g1(X),...,gn(X))-a—X (X) fiir feR[Y Y ]

17y



Insbesondere ist D eine R-lineare Abbildung (nach 1. und 2. mit deg f = 0).
Beweis. Zu 1: trivial.
Zu 2: beide Seiten sind additiv in f und g. Es reicht den Spezialfall
f(X) = rX2, g(X) = sXP
zu betrachten, in welchem die Behauptung trivial ist.
Zu 3: Beide Seiten sind R-linear in f. Es reicht den Fall

k k
f=y l.. .y
1 n
zu betrachten, in welchem die Behauptung unmittelbar aus 2. folgt.
QED.

2.7.15 Ableitungen und mehrfache Nullstellen

Seien K ein Korper, f(X) € K[X] ein Polynom und a€K eine Nullstelle von f. Dann

sind folgende Aussagen dquivalent.
(1)  aist eine mehrfache Nullstelle von f(X), d.h. es gilt

f(X) = (X-2)Mg(X) mit m > 1 und g(X)EK[X].
() f(a)=0.
Beweis. (i) = (ii). Aus
f(X) = (X-2)"g(X)

folgt
g—f{ X) = m(X-2)™ g(x) + (X-a)Mg’(X)
also
1) Pa)=2t@= m(a-a)™ 1 g(a) + (a-2) Mg’ (a).

0X
Wegen m > 1 steht auf der rechten Seite Null.

(ii) = (i). Sei f(X) = 3 aiXi. Wegen f(a) = 0 gilt
i=0
fX) =X - f(a)

= Yadah= § ax-a)xi-leaxiZaa?x P ol )
i=0 i=0
= (X-a)*Polynom aus K[X].
Wir konnen also schreiben
f(X) = (X-a)Mg(X) mit m = 1 und g(X) € K[X].
Wir konnen damit m so grofl wihlen, dafl g(a) # O gilt. Es reicht zu zeigen,

m>1.

Wie oben gezeigt, gilt (1). Nach Voraussetzung ist die linke Seite gleich Null, d.h.
0 =m@a™ @+ @a"@.

Wegen m = 1 ist der zweite Summand Null, also ist es auch der erste. Wire m = 1, so
wiirden wir erhalten
0 = g(a),
im Widerspruch zur Wahl von g.
QED.



2.8 Ganze Erweiterungen

2.8.1 Ganze Ringhomomorphismen (‘“Erweiterungen”)
Sei h:R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Ein Element

XES heiflt ganz iiber R (beziiglich h), wenn es ein Polynom fER[X]-{0} mit dem
hochsten Koeffizienten 1 gibt mit

) =0.
Der Homomorphismus h: R—S heif3t ganz, wenn jedes Element von S ganz ist iiber R
beziiglich h.
Bemerkung

Sei h: R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ring mit 1. Dann ist S ein R-
Modul beziiglich der Modul-Multiplikation

RxS — S, (1,5) » h(r)es.

2.8.2 Kriterium fiir die Ganzheit eines Elements

Seien h:R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit und xES ein

Element. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
1) x ist ganz iiber R beziiglich h.
(i1) Der Ring h(R)[x] ist ein endlich erzeugter R-Teilmodul von S.

(iii)  Es gibt einen endlich erzeugten Teilmodul M C S mit

xM C M und 1EM.
Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung besteht eine Relation der Gestalt
(1) x4 h(a X"+ + h(@ ) =0 mita, ER.
Sei

M := Re x0 + Rex + Rex2+.. +Rex™!

Dann ist M ein endlich erzeugter R-Modul mit
hR)U{x} &M C hR)[x].
Es reicht zu zeigen, rechts gilt das Gleichheitszeichen. Der Ring
h(R)[x]
ist der kleinste Teilring von S, der h(R) und x enthilt. Deshalb reicht es zu zeigen,
M ist ein Teilring von S.

Offensichtlich ist M eine additive Untergruppe von S. Es reicht also zu zeigen, die
Produkt von zwei Elementen aus M liegt wieder in M. Da M ein R-Modul ist, reicht es

zu zeigen, das Produkt von je zwei der Erzeugenden x' liegt wieder in M,
xi°yj € M fiiri,j =0,...n-1.
Zum Beweis kann man annehmen, i = 1. Dann ist die Aussage aber fiir j=0,..., n-2 trivial:
X'Xj = Xj+1 € M.
Sei also h = n-1. Wir haben zu zeigen x € M. Das gilt aber wegen (1).
(i1) = (). trivial: M = h(R)[x] ist ein solcher Modul.

(iil)) = (1). Sei
M= Rm1+ .o+ RmS

ein Teilmodul von S mit xM C M und 1EM. Wegen xM C M gilt



Xm. = i a..m. mit a. . €R,
TR VI ij
=1
d.h.
0= 3 x9..-a)m,firi=1,.s,

i=1 LU VN
wobei 6ij das Kronecker-Symbol bezeichne. Wir fixieren jetzt einen Index ¢ betrachten
die sxs- Matrix (xBi. - ai.), multiplizieren die i-te Gleichung mit dem Minor Ai ( und

bilden die alternierende Summe. Nach dem Entwicklungssatz fiir Determinanten
erhalten wir

0= det(xf)ij - aij)-m /-
Diese Relation gilt fiir jedes m / und, da die m / den Modul M erzeugen, fiir jedes
Element von m,
det(xf)ij - aij)om =0 fiir jedes mEM.
Wegen 1E€M ist damit auch
det(x-h(éij) - h(aij)) =0.
Nun ist
f(x) = det(éij-X - aij) € R[X]
ein Polynom vom Grad s mit dem hochsten Koeffizienten 1 und es gilt
M(x) = det(x+h(d,,) - h(a, ) = 0.

Mit anderen Worten x ist ganz iiber R.
QED.

2.8.3 Beispiele

(1)  Der Ring der ganzen Gaul3schen Zahlen ist ganz iiber Z (weil er als Z-Modul
endlich erzeugt wird).

3
(ii) Der Ring Z[ ‘\/5] von 2.1.7 ist ganz {iber Z (aus demselben Grund).

(iii) Die Ringe von 2.1.8 Beispiel 3 sind ganz iiber R (aus demselben Grund). Explizit:
ist S ein kommutativer Ring mit 1,

RCS

ein Teilring mit 1 und XES ein iiber R ganzes Element, so ist

R[x] ganz iiber S.
Denn R[x] ist dann ein endlich erzeugter R-Modul der die 1 enthilt und jedes
Element y von R[x] hat die Eigenschaft

y*R[x] © R[x]

2.8.4 Die ganze AbschlieBung
Sei h: R — S ein Homomorphismus von Ringen mit 1. Dann ist die Menge

R := { XES | x ist ganz iiber R beziiglich h }

ein Teilring von S. Er heifit ganze AbschlieBung von R in S.




Ist R ein Teilring von S und h die natiirliche Einbettung R — S, so sagt man, R ist
oanz abgeschlossen in S, falls R = R gilt.

Beweis. Wir konnen R durch h(R) C S ersetzen und deshalb annehmen,

RCS
(und h ist die natiirliche Einbettung). Wir haben zu zeigen, mit je zwei Elementen
X,y € R

liegen auch Produkt und Summe in R. Weil x ganz ist iiber R, ist R[x] ein endlich
erzeugter R-Modul,

R[x] = R(JJ1+...+R(DS

Weil das Element y ganz ist liber R, ist es auch ganz iiber R[x], d.h.
R[x.y] ist ein endlich erzeugter R[x]-Modul,
R[x,y] = R[x]n1+...+R[X]1’]s.

Zusammen erhalten wir, daf} R[x,y] als Modul iiber R von den endlich vielen Produkten

.M.
i

erzeugt wird. Deshalb ist jedes Element von R[x,y] ganz {iber R, inbesondere also auch

Xy und x+y.

QED.

2.8.6 Beispiel fiir einen ganz abgeschlossenen Teilring
Sei R ein ZPE-Ring mit dem Quotientenkorper K. Dann ist R ganz abgeschlossen in K.
Beweis. Sei xEK ganz iiber K. Wir haben zu zeigen,
xER.
Wir schreiben x in der Gestalt
X = a/b mit a,b€ER und a,b teilerfremd.
Nach Voraussetzung gilt fiir x eine Identitit der Gestalt

xM+a xn'1+...+an:0mitaiER.

1
Wir multiplizieren diese Identitit mit b und erhalten

al +a an'lb +a an'zb2 +..+ab'=0.
1 2 n

Dies ist eine Identitit in R. Es gilt also

b teilt a".
Das ist aber nur moglich, wenn b eine FEinheit ist, denn a und b sind nach Wahl

teilerfremd. Also ist x = a/b ein Element von R.
QED.

3. Korper
3.1 Korper, Teilkorper, Korpererweiterunge
3.1.1 Definitionen

Ein Korper ist eine kommutativer Ring mit 1, dessen von Null verschiedene Elemente
Einheiten sind. Ein Teilkorper eines Korpers K ist eine Teilmenge



kC K,
die mit den Operationen von K ein Korper ist. Man sagt in dieser Situation auch,
K/k ist eine Korpererweiterung oder auch, K ist ein Erweiterungskorper von k.
Bemerkungen
(1)  Ist K/k eine Korpererweiterung, so besitzt K die Struktur eines k-Vektorraums
und die einer k-Algebra mit dem Struktur-Homomorphismus

k—K,x b Xx.
(i) Besitzt ein Korper K die Struktur einer Algebra iiber einem Korper k, so ist der
Strukturhomomorphismus

h:k — K

injektiv, d.h. k kann mit seinem Bild bei h identifiziert und damit als Teilkorper
von K aufgefalit werden. Mit anderen Worten, K/k ist eine Korpererweiterung.
Die Injektivitit von h folgt aus der Tatsache, dafl Ker h ein Ideal von k ist und k
als Korper nur die Ideale (0) und k besitzt. Der Fall Ker h = k ist nicht moglich,

denn dann wire h identisch Null, im Widerspruch dazu, dal h(1) =1 # O ist.
(1) Seien K/k und K’/k Korpererweiterungen. Ein k-Homorphismus K— K’ ist ein
Homomorphismus von k-Algebren

h: K — K.
Wegen k C K und k C K’ bedeutet dies insbesondere, daB h jedes Element von

k in sich abbildet, also nicht die Null-Abbildung ist, also injektiv ist. Wir sprechen
in dieser Situation daher auch von h als von einer k-Einbettung oder einer
Einbettung iiber k. Ist h bijektiv, so heiflt h auch k-Isomorphismus oder
Isomorphismus iiber k.

3.1.2 Beispiele: Q, R, C
Q, R, C sind Korper. H ist kein Korper (da das Kommutativititsgesetz in H nicht gilt).

3.1.3 Beispiel: ]Fp

]Fp := Z/pZ ist fiir jede Primzahl ein Korper mit endlich vielen (ndmlich p) Elementen.

3.1.4 Beispiel: Rationale Funktionenkorper
Fiir jeden Integrietitsbereich K und beliebige Unbestimmte Xl""’Xn ist der volle

Quotientenring

KXo X ) = QKX X ])

ein Korper (weil Polynomringe iiber Integrititbereichen nullteilerfrei sind).
Insbesondere ist dies der Fall, wenn K ein Korper ist.

3.1.5 Beispiel: Durchschnitte von Teilkorpern
Seien K ein Korper und {Ki}i a1 eine Familie von Teilkorpern von K. Dann ist

k=M X

ein Teilkorper von K: mit je zwei Elementen aus k liegt auch deren Summe, deren
Produkt und - falls defniert - deren Quotient in k. Die Korperaxiome fiir K iibertragen
sich auf k.



3.1.6 Beispiel: der von einer Menge erzeugte Teilkorper

Seien K ein Korper, k C K ein Teilkorper und M C K eine Teilmenge. Dann ist der
Durchschnitt

aller Teilkorper K’ von K, welche den Korper k und die Menge M enthalten, wieder ein
Korper. Er heiit der von M iiber k erzeugte Teilkorper von K. Ist M endlich, sagen wir

M= {ml,...,mr}

so schreibt man auch
k(m1 ,...,mr) =k(M).
Ein Korper der Gestalt
k(m1 ,...,mr)

heiB3t endlich erzeugte Korpererweiterung von k und im Fall r = 1 auch einfache
K oOrpererweiterung.
Bemerkungen

(i) Sind m1 ,...,mr endlich viele Elemente aus M, f ,gEk[X1 ""’Xr] Polynome mit

g(ml,...,mr) #Z 0,
so liegt auf Grund der Korperaxiome das Element
(D) f(ml,...,mr)/g(ml,...,mr) in k(M)
(i) Umgekehrt bilden die Elemente der Gestalt (1) einen Korper,

{ f(m)/g(m) I m=(m mr), m, eEM, f,gEk[Xl,...,Xr], g(m) # 0}

1

der den Korper k und die Menge M enthilt. Nach Definition von k(M) liegt k(M)
ganz in diesem Korper. Nach (i) ist dieser Korper aber auch ganz in k(M)

enthalten, d.h. es ist
kM) = { f(m)/g(m) | m = (m rnr), mi EM, f,gEk[Xl,...,Xr], g(m) # 0}

= 0}

=
(iii)) Es gilt
kM) = QKIMD. .
Beweis von (iii). Nach Definition ist k[M] der kleinste Ring, der k und die Menge M
enthilt. Da k(M) ebenfalls ein solcher Ring ist, folgt
k[M] C k(M).

Da jedes Element von k[M] - {0} eine Einheit von k(M) ist, gilt auf Grund der
Universalititseigenschaft der Quotientenringe,

Qk[M]) & k(M).
SchlieBlich ist Q(k[M]) ein Korper, der k und die Menge M enthilt. Also gilt

k(M) © Q(k[M)).
QED.

3.1.7 Das Kompositum, ausgezeichnete Klassen

Seien K’ und K” zwei Korper, welche Teilkorper eines gemeinsamen
Erweiterungskorpers K sind. Dann heif3t der Durchschnitt

K K = m K’UK”QLQK L



tiber alle Teilkorper L von K, welche sowohl K’ als auch K” enthalten, Kompositum
von K’ und K”. Wir sagen in dieser Situation (d.h. wenn es einen gemeinsamen
Erweiterungskorper von K’ und K” gibt), dal K’K” definiert ist.

Eine Kette

— 1= 1+l =

von ineinanderliegenden Teilkorpern heifit auch Korperturm.
Eine Klasse X von Korpererweiterungen heifit ausgezeichnet, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt.

1. Komposition. Fiir jeden Korperturm k C F C K gilt
K/k € X & K/F € K und F/kEX.
2. Basiswechsel. Fiir jede Korpererweiterung F/k gilt
K/k € X und KF ist definiert = KF/F € XK.

3. Fasersummen. K/k € X und L/k& X und KL ist definiert = KL/kEX.

Die in 1., 2. und 3. beschriebenen Situationen kann man durch die folgenden
Diagramme illustrieren.

K

T K — KF K — KL
Pl | T 1
T k — F k — L
K beliebig in K

Bemerkung

Falls fiir eine Klasse K von Korpererweiterungen die ersten beiden Bedingungen erfiillt
sind, so ist es auch die drittte, d.h. K ist ausgezeichnet.

Beweis. Betrachten wir das rechte Diagramm. Nach Voraussetzung stehen der linke und
der untere Pfeil fiir ein Element aus K. Wegen 2 stehen dann aber auch der rechte und
der obere Pfeil fiir solche Elemente. Dasselbe gilt dann aber auch fiir die
Zusammensetzung zweier Pfeile dieses Diagramms (wegen 1).

QED.

3.1.8 Beispiel: Erzeugendensysteme beim Ubergang zum Kompositum

Seien K/k und L/k Korpererweiterungen mit folgenden Eigenschaften.
1. KL ist definiert.

2. K= k(OLi liED).
Dann gilt
KL = L(Oti l1E]).
Beweis. (Ubungsaufgabe ?) Wir setzen
K’ := L(oci liE]).
Weil L in KL liegt und alle o in K also in KL liegen, gilt dann
K’ C KL.

Auflerdem gilt

K= k(oci liel) C K’ und L C K.



Es reicht also zu zeigen, K’ ist ein Korper. Das ist aber der Fall: nach Definition ist K’
der kleinste Korper, der L und alle oci enthilt.

QED.

3.2 Endliche und algebraische Korpererweiterungen

3.2.1 Definitionen
Sei K/k eine Korpererweiterung. Ein Element

xEK
heif3t algebraisch iiber k, wenn es ein Polynom f(X) € k[X] - {0} gibt mit
f(x) = 0.

Anderfalls heifit x transzendent iliber k. Ist XK algebraisch iiber k so heiit das
Polynom

£ (X) EKIX]

kleinsten Grades mit der Nullstelle o und dem hochsten Koeffizienten 1
Minimalpolynom von « iiber k.

Seien
X, ,..Xx €K
1 n

endlich viele Elemente. Diese Elemente heif3en algebraisch abhingig iiber k, wenn es ein
Polynom

f(Xl""’Xn) S k[Xl""’Xn] - {0}
gibt mit
f(x1

Andernfalls heiflen die Elemente algebraisch unabhéngig iiber k.

,...,xn) =0.

Eine beliebige Familie

idigr -5 €K

von Elementen aus K heift algebraisch abhéngig iiber k, falls endlich viele der X,

algebraisch abhingig sind iiber k. Andernfalls heif3t die Familie algebraisch unabhiingig
tiber k.

Eine Korpererweiterung K/k heif3t rein transzendent, wenn es eine Familie
X.}. x. €K
{ 1}1EI T

von Elementen aus K gibt, die algebraisch unabhingig iiber k ist, mit der Eigenschaft,
dal die Menge der X, der Korper K iiber k erzeugt:

K= k(xi | i€])

Eine Korpererweiterung K/k heif3t algebraisch, falls jedes Element von K algebraisch ist
tiber k. Andernfalls heifit die Korpererweiterung transzendent. Eine Korpererweiterung
K/k heiflit endlich, wenn K als Vektorraum iiber k endich-dimensional ist. Die
Dimension

[K:k] = dimk K

heif3t in dieser Situation auch Korpergrad von K iiber k.



3.2.2 Beispiel: Rein transzendente Korpererweiterungen
(1)  Seien k ein Korper, X1 ""’Xn Unbestimmte und

K:=kX):= k(X1 ,...,Xn) , X = (X1 ,...,Xn)

der Korper der rationalen Funktionen in X XIl iiber k. Dann sind die

=
X1 ,...,Xn
algebraisch unabhingig tiber k und K/k ist eine rein transzendente

Korpererweiterung.
(1)  Seien K/k eine Korpererweiterung und

Xl ,...,Xn eK
Elemente, die algebraisch unabhiingig iiber k sind. Dann ist die rein transzendente

Korpererweiterung
k(x) := k(x1 ,...,Xn), X = (X1 ,...,Xn)

als k-Algebra isomorph zum rationalen Funktionenkorper
k(X).
Beweis. Zu (i). Es reicht zu zeigen, die X1 ,...,Xn sind algebraisch unabhéngig iiber k.

Andernfalls gibt es ein Polynom f # 0 in n Unbestimmten mit
fX) =0 in K = Qk[X]).
Weil k[ X] nullteilerfrei ist, gilt dann sogar
f(X) =0 in k[X],

im Widerspruch dazu, dal das Polynom f ungleich Null sein soll.

Zu (ii). Betrachten wir den Homomorphismus von k-Algebren
P:k[X] — K, f(X) b f(x).

Sein Bild ist gerade
Im(¢p) = k[x]
(nach Definiton von k[x]). Ist f(X) ein Element aus dem Kern, so gilt
f(x) =0,

was auf Grund der algebraischen Unabhingigkeit der x
f=0. Also gilt

Lo X U moglich ist wenn gilt

Ker(g) = {0}.
Wir haben gezeigt, die Abbildung
k[X] — k[x], f(X) & f(x),
ist ein Isomorphismus von k-Algebren. Wir setzen diesen Isomorphismus mit der
natiirlichen Abbildung der rechten Rings in dessen Quotientenkorper zusammen,

k[X] — k[x] © k(x), {(X) & f(x).

Bei dieser Abbildung geht jedes von Null verschiedene Polynom in eine Einheit iiber.
Auf Grund der Universalititseigenschaft der Quotientenringe, gibt es eine Abbildung

KOO — k() i+ 207! 1)

Auf Grund der Beschreibung von k(xl,...,xn) in 3.1.6 Bemerkung (ii) ist diese

Abbildung surjektiv. Auf Grund der algebraischen Unabhingigkeit der X, ist sie auch

injektiv, also ein Isomorphismus.
QED.

3.2.3 Beispiel: einfache endliche Korpererweiterungen

Seien k ein Korper und fEk[X] ein iiber k irreduzibles Polynom. Dann ist



K =Kk[X]/(f)
ein Korper, und die Zusammensetzung

k— K, c » cmod (f),

der natiirlichen Einbettung k < k[x] mit dem natiirlichen Homomorphismus k[ X]— K

auf den Faktorring identifiziert k mit einem TeilkSrper von K.
Weiter ist die Restklasse

a:=Xmod (f) eK
der Unbestimmten X im Faktorring K eine Nullstelle von f,
f(a) =0,
und es gilt
K =k(a).
Die Korpererweiterung K/k ist einfach und endlich vom Grad n := deg(f). Genauer ist

k(o) = kel + koot + ... + koo™ 1,

Ist der hochste Koeffizient von f gleich 1, so ist f das Minimalpolynom von a. (und

jedes Polynom von k[X] mit der Nullstelle o ist in k[X] ein Vielfaches von f).

Bemerkungen

(1) Jedes irreduzible Polynom iiber k besitzt damit eine Nullstelle in einer einfachen
endlichen Erweiterung von k.

(i) Da jedes nicht-konstante Polynom aus k[x] einenn irreduziblen Faktor besitzt, hat
damit jedes nicht-konstante Polynom aus k[x] eine Nullstelle in einer einfachen
endlichen Erweiterung von k.

Beweis. Wir konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daf3 der hochst

Koeffizient von f gleich 1 ist,

f ist normiert.

Zum Beweis der Korpereigenschaft von K reicht es zu zeigen, das von f erzeugte Ideal
(f) ist ein maximales Ideal von k[X]. (D

Sei I C k[X] ein Ideal, welches das Ideal (f) echt enthiilt,

(H CTCkIX].

Weil k[X] ein Hauptidealring ist, gilt

I =gk[X]
mit einem Polynom g € k[X]. Wegen f € (f) C I = (g) ist f ein Vielfachen von g, also g
ein Teiler von f. Weil (f) echt enthalten ist in I, ist g ein echter Teiler von f. Weil f
irreduzibel ist, ist damit g eine Einheit, d.h. es gilt

I =(g) =k[X].
Damit ist (1) bewiesen, also K ein Korper. Der Ring-Homomorphismus
k — K, c » cmod (f),

bildet das Einselement von k ins Einelement von K ab, ist also nicht identisch Null. Sein
Kern ist also von k verschieden und weil k ein Korper ist damit gleich {0}. Der
Homomorphismus ist injektiv und identifiziert k mit einem Teilkdrper von K.

Weil der natiirliche Homomorphismus p:k[X]—K ein Homomorphismus von k-
Algebren ist, gilt
f(a) = f(p(X)) = p(f) = f mod (f) = 0.
Wegen k C K und o€ K gilt
k(o) C K.

Fiir jedes Element BEK gibt es, weil p surjektiv ist, ein Polynom g € k[X] welches in §
abgebildet wird, d.h. es gilt



p =pEeX) = g(p(X)) = g(o) E k(a).

K =k(a).
Insbesondere ist die Korpererweiterung einfach. Wir haben noch die folgenden
Aussagen zu beweisen.

1. k(a)=kel + ket + ... + kea?"L.

Wir haben gezeigt,

2. f ist das Minimalpolynom von o.
3. 1,0 ,..., an'l sind linear unabhéngig iiber k.
Zul.
Trivialerweise gilt

kel + koot + ... + kea ! C K(a). )
Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Fiir jedes fEk(a) gibt es ein Polynom g€k[X]
mit

p=gla).

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach dem Grad d = deg(g) von g. Die Identitét
B = g(a) bedeutet, B ist eine k-Linearkombination der Gestalt

— ° . . d
B—CO 1+c1 O+ ot C o0t
Im Fall d < n liegt 3 trivialerweise in der linken Seite von (2). Sei also jetzt n < d. Weil f

den Grad n,den hochsten Koeffizienten 1 und die Nullstelle o hat ist dann
B=p-cforal™

eine k-Linearkombination von 1, a, ... -ocd'l, d.h. B ist ein Polynom in o eines

c
" d-1
Grades = d. Nach Induktionsvoraussetzung liegt 3 in der linken Seite von (2).

Zu?2.

Bezeichne m = m, das Minimalpolynom von a. Dieses Polynom existert, weil f(a) =

ist (d.h. es gibt ein Polynom mit der Nullstelle o). Division mit Rest liefert

f=qem +rmit q,r €k[X] und deg r < deg m.
Einsetzen von o ergibt
0 =q(a)+0 + r(a),

d.h. a ist eine Nullstelle von r. Nach Definition des Minimalpolynoms muf} damit r das
Nullpolynom sein, d.h. es ist

f=qem.
Weil f irreduzibel ist, ist q ein Einheit, d.h. eine Konstante,

=k - {0}.
Weil die hochsten Koeffizienten von fC{md m l{)ei}de gleich 1 sind, folgt q =1, also

f=m.

Zu3.
Wiiren die angegebenen Potenzen von o k-lineare abhéngig, so gibe es ein Polynom

g€k[X] - {0} mit
g(a) =0 und deg(g) =n-1 <degf.
Das ist aber nicht méglich, weil f das Minimalpolynom von a ist.
QED.
Bemerkung
Um Beispiele fiir algebraische Korpererweiterungen angeben zu kdnnen, benotigen wir
zunichst ein Kriterium fiir das Vorliegen solcher Erweiterungen.

3.2.4 Hinreichendes Kriterium fiir algebraische Korpererweiterungen

Seien k ein Korper und A eine nullteilerfreie kommutative k-Algebra, die als k-
Vektorraum endlich-dimensional ist.



Dann ist A ein Korper, und die Korpererweiterung A/k ist algebraisch.
Insbesondere sind endliche Korpererweiterungen algebraisch.

Beweis.
Seien

n:= dimk A
und

veEA-{0}.

Wir haben zu zeigen, v besitzt in A ein inverses Element.
Nach Definition von n sind die (n+1) Vektoren

V0= l,V1 = l,V2 L
linear abhéngig iiber k, dh. es gibt Koeffizienten ai&, die nicht sdmtlich gleich Null
sind, mit
2 n_
3) a0+alv+a2V +...+ anV =0
Wir wihlen r derart, daf gilt
O=a.,=..=a ,,0#a.
0 r-1 T

Dann kann man auf der rechten Seite von (3) die Potenz V' ausklammern und, da A
nullteilerfrei ist, kiirzen. Wir erhalten so eine Identitit derselben Gestalt wie (3) mit a

0
# 0. Wir konnen also annehmen, in (3) gilt a, # (0. Durch Multiplikation mit dem
Inversen von a, konnen wir weiter erreichen
ay = 1.
Dann gilt aber
. n-1, _
1+v (a1+a2V+... + a v )=0
d.h.

olon o v n-1y _
V(a1 a,V-.. -2V )=1.

Mit anderen Worten, es gibt ein zu v inverses Element

n-1
—al—azv—... - anv

in A. Wir haben gezeigt, A ist ein Korper. AuBlerdem zeigt die Identitédt (3), daBl jedes
von von Null verschiedene Element v von A algebraische ist iiber k, d.h. die

Korpererweiterung A/k ist algebraisch.
QED

3.2.5 Beispiel: einfache algebraische Korpererweiterungen

Seien K/k eine Korpererweiterung, o €K ein iiber k algebraisches Element und

f (X)=c +c X+.4c  XTLixMek[x]
[0 O n-

1 1
das Minimalpolynom von a iiber k. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) [k(o):k] =deg foz =n (< 00). Insbesondere ist K/k eine endliche
Korpererweiterung.

g 1,a,.. ,ocn'l ist eine k-Vektorraumbasis von k(o).
(iii) Die Abbildung

k[X]/(fa) — k(a), p(X) mod (fa) B p(a),

ist wohldefiniert und ist ein Isomorphismus von k-Algebren (kurz k-Isomorphismus).




Beweis. Zu (iii).
Wir betrachten den folgenden Homomorphismus von Ringen mit 1.
p:k[X] — k(a), g(X) > gla).
Weil k[X] ein Hauptidealring ist, hat sein Kern die Gestalt
Ker(p) = (f)

mit einem Polynom f € k[X] - {0}. Nach dem O-ten Isomorphiesatz gilt,

k[X]/(f) = Im(p) C k(ov), g(X) mod (f) - g(a).
Insbesondere ist der Faktorring links nullteilerfrei, d.h. (f) ist ein Primideal und damit f
ein irreduzibles Polynom. Nach 3.2.3 ist k[X]/(f) ein Erweiterungskorper von k. Dieser
enthit das Element
a = p(X).
Nach Definition von k(o) folgt
K[XJ/(f) = Im(p) = k(cv).
Nach Definition liegt das Minimalpolynom fa im Kern von p,

£, E.
d.h.
foc = feh mit h € k[X] - {0}.
Da fa minimalen Grad unter allen Polynomen mit der Nullstelle o hat, mufl h eine

Konstante sein, also eine Einheit. Es folgt

H=().
Zu (1) und (i1).

Die Aussage ergeben sich mit dem bisher bewiesenen aus dem Beispiel 3.2.3.
QED.

3.2.6 Eigenschaften endlicher Erweiterungen und Korpergrad
(i) Die endlichen Korpererweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klasse.
(i)  Fiir jeden Turm
kCKCL
von endlichen Korpererweiterungen gilt
[L:k] = [L:K]+[K:K].

Insbesondere ist auch L/k endlich.

(ii1) Ist K/k endlich, sagen wir

K=kew +..+kew ,
1 n

und ist das Kompositum KF mit dem Oberkorper F von k definiert, so gilt
KF = Few +...+F-mn

1
Beweis. Zu (ii). Wir wihlen Vektorraumbasen von L iiber K und von K iiber k, sagen
wir
L= K(D1+...+K(Dr mit r = [L:K]
und
K= 1<1r11+...+k1r]s mit s = [K:k].
Dann gilt

L= i Ko = i 3 ko,
=1 =1 j=1
d.h. die nj(ui bilden ein Erzeugendensystem des Vektorraums L iiber k. Insbesondere ist

L/k eine endliche Erweiterung und es gilt



[L:k] = rs = [L:K]*[K:K].
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, die njmi sind linear unabhiingig iiber k.

Sei also
i i lnwl 0 mitc..€k.
i=1j=1 7 I
Mit
d. = i c.m. €K
! =1 n
gilt dann

Y do.=0,

i=1
also di =0 fiir alle i, denn die . sind linear unabhiingig iiber K. Mit

0= d—icln
=1 "

gilt aber auch cji =0 fiir alle i und alle j, denn die nj sind linear unabhéngig iiber k.

Zu (ii1). Wir setzen

K’ := F-(x)1+...+F-oorl (CK-F).

Dann gilt nach Definition von KF zumindest
K CKF,FCK"undK CK’.
Es reicht also zu zeigen, K’ ist ein Teilkorper von KF. Beachten wir, Addition und
Multiplikation von KF definieren eine Abbildungen
K’xK’ — K.
Fiir die Addition ist das trivial. Bei der Multiplikatioin beachten wir, das Produkt von je
zZwel u)i’s ist eine k-Linearkombination von ooi’s, also erst recht eine F-

Linearkombination. Damit ist K’ zumindest eine F-Algebra mit 1. Wegen K' C K-F ist

die F-Algebra K' nullteilerfrei (und nach Definiton von endlicher Dimension iiber F).
Also ist K' ein Korper (nach 3.2.4).

Zu (1). Eigenschaft 1: sei

kC FCK
ein Korperturm. Seien K/F und F/k endlich. Nach (ii) ist dann auch K/k endlich.
Sei umgekehrt K/k endlich, sagen wir

K= k-(o1+...+k°u)n. (1)

Als k-linearer Unterraum von K ist dann auch F von endlicher Dimension iiber k, d.h.
F/k ist endlich. Mit (1) gilt aber auch

K=Few_ +..4+Fw ,
1 n

d.h. K/F ist endlich.

Eigenschaft 2: Seien K/k endlich, L/k beliebig und sei KL definiert. Dann gibt es eine
endliche Basis von K iiber k, sagen wir

K=kew, +...4kew
1 n

Nach (iii) folgt

' Nach Wahl der w, ist eine k-Linearkombination der w, gleich 1.



KL =Lew, +..4Lw ,
1 n

d.h. KL/L ist endlich.
QED.

3.2.7 Endlich erzeugte algebraische Erweiterungen sind endlich
Sei K/k eine endlich erzeugte Korperweiterung, sagen wir
K= k(ocl,...,an).
Wir nehmen weiter an, jedes o ist algebraisch iiber k. Dann ist die Erweiterung K/k

endlich.
Insbesondere sind endlich erzeugte algebraische Korpererweiterungen endlich.
Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Im Fall n =0 gilt

K=k
und die Aussage ist trivial. Sei jetzt n > 0. Wir setzen
k= k(an).

Dann ist jedes der OLJ. nicht nur algebraisch iiber k sondern auch iiber k’. Nach

Induktionsvoraussetzung ist
K/k’ endliche Korpererweiterung.
Nach 3.2.6 (ii) reicht es zu zeigen,
k’/k ist endliche Korpererweiterung.
Das ist aber der Fall nacn 3.2.5.
QED.

3.2.8 Eigenschaften algebraischer Korpererweiterungen
Die algebraischen Korpererweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klassse.

Beweis (Aufgabe?). Eigenschaft 1.
Sei

kCFCK
ein Korperturm. Falls K/k algebraisch ist, so ist jedes Element von K algebraisch iiber k,
also auch iiber F, d.h.
K/F ist algebraisch.
AuBerdem ist insbesondere jedes Element von F algebraisch iiber k, d.h.

F/k ist algebraisch.
Seien jetzt umgekehrt F/k und K/F algebraisch und sei

oEK.

Wir haben zu zeigen, o ist algebraisch iiber k. Nach Voraussetzung ist o algebraisch
tiber F. Seien

a,,..,o €F
1 T

die Koeffizienten des Minimalpolynoms von a iiber F. Dann ist o algebraisch iiber
k(al,...., ocr), d.h.

k(oc1 yerees Otr,OL)/k(OLl ocr) ist endliche Korpererweiterung.
Da F/k algebraisch ist, ist jedes o algebraisch tiber k, d.h.
k(a 17 ocr)/k ist eine endliche Korpererweiterung

(nach 3.2.7). Damit ist aber auch
k(OLl yenees (xr,a)/k endliche (also algebraische) Korpererweiterung,

(nach 3.2.6(ii)), d.h. o ist algebraisch iiber k.
Eigenschaft 2. Seien K/k und L/k Korpererweiterungen mit folgenden Eigenschaften.
1. K/k ist algebraisch.



2. KL ist definiert.
Wir haben zu zeigen, KL/L ist algebraisch. Wegen 1 konnen wir K in der Gestalt

K = k(a, 1iED

schreiben mit einer Familie von Elementen (xiEK, die algebraisch iiber k sind. Nach

3.1.8 gilt damit
KL = L(ozi [iED).

Jedes Element

oKL

ist somit ein rationaler Ausdruck in endlich vielen der ozi, sagen wir ocl,...., ocn mit

Koeffizienten aus L, d.h.
o€l = L(ocl,...., an).
Da jedes der o algebraisch ist liber k (also erst recht tiber L), ist
L’/L endlich
(nach 3.2.7) und damit erst recht algebraisch (vgl. 3.2.8). Also ist o algebraisch iiber L.

Wir haben gezeigt KL/L ist algebraisch.
QED.

3.2.9 Fortsetzungssatz I
Seien K/k und K’/k zwei Korpererweiterungen, F ein Korper zwischen k und K und

h:F— K’
ein k-Homomorphismus, d.h. das folgende Diagramm sei kommutativ.
k € FCK
M b
K’
Weiter sei
acEK

ein iliber F algebraisches Element mit dem Minimalpolynom

_ 1
fX)= igoaix € FIX].
Das Polynom
fg(X) = ﬂoh(ai)xl EK’[X]
1=
besitze eine Nullstelle o’ in K’,

t{;(a') = 0.

Dann gibt es genau eine Fortsetzung
h’: F(a) — K’
von h zu einem k-Homomorphismus mit h’(a) = o’

Beweis. Existenz von h’.Wir betrachten den Homomorphismus von k-Algebren
FIX] — K, pX) & pM@).




Wegen fg(a’) =0 liegt foc im Kern und nach dem Homomorphiesatz gibt es einen F-

Homomorphismus

FIXI/(f ) — K, p(X) mod (f_) +» pl(a).
Nach 3.2.3 ist aber der Definitionsbereich dieses Homomorphismus isomorph zu F(a).
Genauer, es gibt einen F-Isomorphismus

F(o)) — FIXV/(f ), p(@) b p(X) mod (F ).
Durch Zusammensetzen erhalten wir also einen F-Homomorphismus

h’:F(a) —s K, p(a) 1 p(a).
Als F-Homomorphismus ist h’ eine Fortsetzung von h. Auflerdem gilt
h(o) = XM(@) = X(@) = o0’

Eindeutigkeit von h’. Falls h’ existiert, so gilt fiir jedes Polynom

pX)= 3 bXI EFX),
i=0
daf das Bild von p(a) bei h’ feststeht:

h'(p) =h'(Y bah= ¥ hoon@i= ¥ hbjal=pha.
i=0 i=0 i=0
Jedes Element von F(a) hat aber die Gestalt p(a), d.h. h’ ist eindeutig bestimmt.
QED.

3.3 Die algebraische AbschlieBung

3.3.1 Definitionen

Ein Korper k heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Polynom
f(X) € k[X]

mit Koeffizienten aus k mindestens eine Nullstelle in k besitzt. Eine algebraische

AbschlieBung des Korpers k ist ein algebraisch abgeschlossener Korper K, welcher den

Korper k als Teilkorper enthélt und welcher algebraisch ist iiber k.

Bemerkung

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, jeder Korper k besitzt eine algebraische

AbschlieBung und diese ist bis auf k-Isomorphie eindeutig bestimmt.

3.3.2 Zerlegung in Linearfaktoren

Sei k ein Korper. Dann sind folgende Aussage dquivalent.

(1) k ist algebraisch abgeschlossen.

(i1) Jedes nicht-konstante Polynom von k[X] ist tiber k Produkt linearer Polynome.
Beweis. (ii) = (i). Trivial, da jedes lineare Polynom von k[X] in k eine Nullstelle
besitzt.

1) = (@1). Sei

fX)= $axiekx],a =0,
i=0 ' .
ein nicht-konstantes Polynom. Wir haben zu zeigen, f ist Produkt linearer Polynome aus
k[X]. Im Fall n = 1 ist das trivial. Sei jetzt n > 0. Nach Voraussetztung hat f in k eine
Nullstelle
ack.
Deshalb gilt



f(X) =f(X) - f(a)

$a(xi-ah)
i=0 '

g a, (X—a)(Xl'1+aX1'2+a2X1'3+...+al'1)
i=0
= (X-2)g(X)
mit g(X)Ek([X]. Nach Induktionsvoraussetzung ist g(X) Produkt linearer Polynome aus

k[X]. Also gilt dasselbe auch fiir f(X).
QED.

3.3.3 Fortsetzungssatz I1
Seien K/k und K’/k zwei Korpererweiterungen, F ein Korper zwischen k und K und

h:F— K’
ein k-Homomorphismus, d.h. das folgende Diagramm sein kommutativ.
k € FCK
M h
K b
Weiter seien die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:
(1 K/F ist eine algbraische Korpererweiterung.

(i1) K' ist algebraisch abgeschlossen.

Dann gibt es eine Fortsetzung
h’: K — K’
von h zu einem k-Homomorphismus.

Mit anderen Worten, jeder k-Homomorphismus mit Werten in einem algebraisch
abgeschlossenen Koper 148t sich auf jede algebraische Erweiterung fortsetzen.

Beweis. Wir betrachten die Menge

L ist ein Korper zwischen F und K
M={(L. CPL) | ch:L—>K' ist eine Fortsetzung von h 3

aller Fortsetzungen von h zu einem k-Homomorphismus auf einen Korper L zwischen F
und K. Wir versehen diese Mengen mit der folgenden Halbordnung.

< s s 11 es —
L.o)=L"¢ ) &L C L’ Teilkorper und el =

Man beachte, “<" ist tatsichlich reflexiv, antisymmetrisch und transitiv. Zeigen wir, die
halbgeordnete Menge M geniigt den Bedingungen des Zornschen Lemmas. Sei also

{(Li ,cpiLi—>K’) i€l }
eine linear geordnete Teilmenge von M, d.h. fiir je zwei P seien die Definitionsbereiche

ineinander enthalten und das eine P ist Fortsetzung des anderen. Wir setzten
L=Up L
und definieren @: L — K’ durch ¢(x) = cpi(x) falls XELi .

Die Definition von @ ist korrekt, da je zwei ®; die in einem XxEL definiert sind, dort

denselben Wert haben. Die Menge L ist ein Korper zwischen F und K,
FCLCK,



denn fiir je endlich viele Elemente von L gibt es ein i, so dal3 Li diese Elemente enthélt.

Nach Konstruktion ist (L, ¢) ein Element von M und eine obere Schranke der
gegebenen linear geordneten Teilmenge.

Wir haben gezeigt, M geniigt den Bedinungen des Zornschen Lemmas. Also besitzt M
ein maximales Element, sagen wir

(D) L’: ¢:L’—K").
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, L’ = K: Angenommen, das ist nicht so.
Dann gibt es ein Element

aEK’ - L.
Bezeichne faEL’[X] das Minimalpolynom von o iiber L Wir haben dann eine

Situation wie in 3.3.12:

k C L"CK
N/ ¢ (mit F=L’, h=¢’)
K’

Weiter hat das Bild f(clp €K’[X] von foc eine Nullstelle in K’ (weil K’ algebraisch

abgeschlossen ist). Nach 3.2.13 gibt es also eine Fortsetzung von ¢’ zu einem k-

Homomorphismus L’(a) — K’. Das steht aber im Widerspruch zur Maximalitédt von
(1). Also gilt L’ = K.

QED.

3.3.4 Die Existenz eines algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorpers
Jeder Korper k ist Teilkorper eines algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorpers.

Beweis. Wir betrachten die folgende Aussage

(*)  Jeder Koper K ist Teilkorper eines Korpers K’ mit der Eigenschaft, daf3 jedes
nicht-konstante Polynom von K[X] eine Nullstelle in K’ hat.

1. Schritt: Reduktion auf den Beweis von Aussage (*).
Wir beweisen die Aussage des Satzes unter der Annahme, dall Aussage (*) richtig.
Dazu betrachten wir eine Folge von Korpererweiterungen
k=k . Ck, C..CkCk ,C..
0 1 1 i+1
derart, da} jedes nicht-konstante Polynom mit Koeffizienten aus ki ein Nullstelle in

ki+1 besitzt. Eine solche Folge von Korpererweiterungen existiert wegen (*). Wir

setzen
] |©
K=Uiok;
Diese Menge K hat die Eigenschaft, daf es fiir je endlich viele Elemente
c.,..c EK
"7
ein 1 gibt mit
c. ... €k..
7 1

Insbesondere liegen dann alle Elemente, die man durch Korperoperationen aus diesen
gewinnen kann, wieder in ki ,also auch in K. Das Ergebniss dieser Korperoperationen



hingt damit nicht von der speziellen Wahl von i ab, da fiir je zwei i der eine Korper ki

ein Teilkorper des anderen ist. Mit anderen Worten,
K
ist ein Korper, der sdmtliche ki also Teilkorper enthilt. Sei jetzt

f(X) € K[X]
ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es ein 1 derart, da die endlich vielen
Koeffizienten von f in ki liegen, d.h. es gilt

fX) e ki [X].
Nach Konstruktion besitzt f eine Nullstelle in ki und damit auch in K. Mit anderen

Worten, K ist algebraisch abgeschlossen (und enthélt k als Teilkorper).
2. Schritt: Beweis der Aussage (*).
Bezeichne F die Menge der nicht-konstanten Polynome von K. Fiir jedes fEF wihlen

wir eine Unbestimmte X ¢ und betrachten den Polynomring

(D K[Xfl fEF]

in den unendlich vielen Unbestimmten. Ein Element dieses Rings ist ein Polynom mit

Koeffizienten aus K in jeweils endlich vielen der Unbestimmten Xf. Je endlich viele

Elemente von (1) liegen deshalb bereits in einem Polynomring in endlich vielen
Unbestimmten und die Ringoperationen finden bereits in diesem Teilring statt.
Betrachten wir das Ideal

() I:= (f(Xf) | fEF)

von (1), das von allen Polynomen der Gestalt f(X f) erzeugt wird. Zeigen wir, I ist ein

echtes Ideal von (1). Angenommen, I ist nicht echt, Dann gilt 1€1, d.h. es gibt Polynome
g1 ,...,grE K[X. | f€F] und Polynome f 1 ,...,frEF mit

1= glfl(Xf1)+"'+grfr(Xfr)'
Wir schreiben im folgenden einfach Xi fiir X

f

X In der obigen Identitit kommen
1

insgesamt nur endlich viele der Unbestimmten Xf vor. Bezeichnen wir diese mit X1

,...,XN (mit N = r). Dann bekommt die Identitit die Gestalt

3) 1= 3 g (X X LX)
i=1

und sie 1Bt sich als Identitdt im Polynomring
K[X1 ,...,XN]

auffassen. Nach den Bemerkungen von 3.2.3 und nach 3.2.6 (i) gibt es eine endliche
Korpererweiterung

K’/K
die fiir jedes 1 = 1,...,r eine Nullstelle a. von fi enthilt. Wir setzen diese Nullstellen in (3)

ein (Xi = (xi firi=1,...rund Xi =0 fiir i > r) und erhalten

1=0inK".
Dieser Widerspruch zeigt, da das Ideal I ein echtes Ideal ist. Wir wihlen ein
maximales Ideal von (1), welches I enthilt,

m C K[X ¢ | f€F] maximal mit I C m,



und setzten
K’ = K[Xfl fEF]/m.
Weil m maximal ist, ist K’ ein Korper. Betrachten wir die Komposition

K & K[X IfEF]&K’,chmodm,

f
aus der natiirlichen Einbettung von K in K[Xf | f€F] und dem natiirlichen

Homomorphismus p. Der Korper K’ wird so zur K-Algebra und damit zu einer

Korpererweiterung von K. Es reicht zu zeigen, jedes fE€F besitzt in K eine Nullstelle.
Mit
Q= p(X lc) eK
gilt
fap) = f(p(X) = p(F(X ) =0.
Das letzte Gleichheitszeichen gilt dabei wegen
f(Xf) €1 C m=Ker(p).
QED.

3.3.5 Die Existenz einer algebraischen AbschlieBung

Seien k ein Korper und K/k eine Korpereweiterung mit K algebraisch abgeschlossen.
Wir setzten

Kk := { x€K | x algebraisch iiber k }.

Dann ist k ein Teilkorper von K und eine algebraische AbschlieBung im Sinne von
3.3.1. Insbesondere besitzt jeder Korper eine algebraische AbschlieBung.

Beweis. 1. Schritt: k ist ein Teilkdrper von K.

Seien x,yEk . Dann ist x algebraisch iiber k und y ist algebraisch iiber k, also auch iiber

k(x). Dann sind
k(x)/k und k(x,y)/k(x)
endliche algebraische Korpererweiterungen, also ist auch
k(x,y)/k
eine solche. Insbesondere sind die folgenden Elemente algebraisch tiber k:

X+y, X*y € k(x,y)
im Fall y# 0 auch
x/y € k(x,y).

Die Kdperoperationen von K fiihren also nicht aus k heraus und k ist mit diesen
Operationen ein Korper. Nach Konstruktion gilt

kCkCK
und k ist algebraisch iiber k.
2. Schritt: k ist algebraisch abgeschlossen.

Sei
f(X) Ek[X]
ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es in K eine Nullstelle von f, sagen wir
a€K, f(a) =0.

Es reicht zu zeigen, o liegt sogar in k. Nach Konstruktion ist o algebraisch tiber k,dh.
k (a)/k



ist eine algebraische Korpererweiterung. Da k/k algebraisch ist, ist es auch k (a)/k

(nach 3.2.11). Also ist o algebraisch iiber k, d.h. es gilt k.
QED.

3.3.6 Die Eindeutigkeit der algebraischen AbschlieBung

Seien k ein Korper und k eine algebraische AbschlieBung. Dann gilt:

(i)  Die natiirliche Abbildung ¢: k —s k ist ein k-Homomorphismus mit Werten in
einem algebraisch abgeschlossenen Korper.

(1)  Fiir jeden k-Homomorphimus p: k — K mit Werten in einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K gibt es einen (nicht notwendig eindeutig bestimmten)

k-Homomorphismus c?x k —s K, fiir welchen das folgenden Diagramm
kommutativ wird.

k 5 K
ol /@
k
(iii) Ist K algebraisch iiber k, so ist jeder k-Homomorphismus ¢ wie in (ii) ein k-
Isomorphismus.
Bemerkung

Je zwei algebraische AbschlieBungen sind also isomorph. Der Isomorphismus ist
jedoch im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt (es gibt keinen ‘“natiirlichen”
Isomorphismus).

Beweis. Zu (i). Trivial.

Zu (ii). Folgt aus dem Fortsetzungssatz 3.3.3 (mit F=k und h = ¢: k — K).
Zu (ii1). Als k-Homomorphismus ist

c~p: k—K
injektiv. Es reicht also, die Surjektivitit zu beweisen. Sei

aEK
vorgegeben. Nach Voraussetzung ist K algebraisch tiber k. Sei

fa(X)Ek[X]

das Minimalpolynom von o. iiber k. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt das
Polynom foc {iber k in Linearfaktoren, d.h.

fa = c-(X-a1)°...-(X—ocr) mit cEK und Oy seensCL ek.

Wir wenden c~p auf die Koeffizienten von f(x an und erhalten, da diese in k liegen,

= f(\p" = o L] - o0 L] L] - 0
£L00 = £3(X) = §O)+(X - Gl )e.oo(X - Pl ).
Wegen fa(a) = (0 gibt es somit ein i mit o0 = c~p(oci) € Im@). Insbesondere liegt o0 im

Bild von c~p
QED.



3.4 Zerfallungskorper und normale Erweiterungen

3.4.1 Definition: Zerfallungskorper
Seien K/k eine Korpererweiterung und

e o £y €KX
eine Familie von Polynomen aus k[X]. Jedes der f. zerfalle in Linearfaktoren iiber K,

fi(X) = Ci(X - ocil)-...-( ), ¢ €k, OL e K.

1 ,n@{)”’
Sei
M:{%ﬂieLj=me®}

die Menge der Nullstellen aller fi in K.

Dann zerfallen die fi(X) auch iiber

K’ := k(M)
in Linearfaktoren, und K’ ist der kleinste Korper zwischen k und K mit dieser
Eigenschaft."” Er heiBt Zerfillungskorper der f iiber k (in K).

Bemerkung
Ziel dieses Abschnitts ist es, die Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers bis auf k-
Isomorphie zu beweisen und dessen grundlegende Eigenschaften zu behandeln.

3.4.2 Charakterisierung der Zerfillungskorper
Seien k ein Korper, k eine algebraische AbschlieBung von k und K ein Korper zwischen
kund k,

kCKCk.

Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
(1) Kk ist Zerfallungskorper einer Menge von Polynomen aus k[X].

(i) Jeder k-Homomorphismus h:K —s k ist ein k-Automorphismus K—sK, d.h. es
gilt h(K) = K.

(ii1) Jedes irreduzible Polynom f(X)Ek[X] mit einer Nullstelle in K zerfillt iiber K in
Linearfaktoren.

Beweis. (i) = (ii). Sei
Mn={aeE|Q«m=0ﬁnemien
die Menge aller Nullstellen aller fi' Dann gilt
K =k(M),
?olllg tdie Elemente sind Quotienten von Polynomen iiber k in den Elementen von M. Es

h(K) = h(k(M)) = k(h(M)).
Als k-Homomorphismus induziert h auf der Menge der Nullstellen von fi eine

Permutation.”” Es gilt also

¥ dh. jeder Korper zwischen k und K, iiber dem die f, in Linearfaktoren zerfallen, enthilt K’ als
i

Teilkorper.



h(M) =M,

also
h(K) = K.

(i) = (iii): Seien

fek[X]
ein irreduzibles Polynom,

ace K
eine Nullstelle von f und

BE k

eine weitere Nullstelle von f. Es reicht zu zeigen, auch f3 liegt in K.

Nach dem Fortsetzungssatz 3.3.3 gibt es eine k-Einbettung
h: k(o) — k mit h(a) = B.
Wir setzen diesen zu einer k-Einbettung
hK —k.
fort. Nach Voraussetzung (i1) gilt dann

R(K) =K,
also

B="h( e hK) =K.

(i) = (1). Fiir jedes a€K zerfillt das Mininmalpolynom fa von o iber k in
Linearfaktoren iiber K, d.h. K ist Zerfillungskorper der Familie
{f_}
a’ o€k

tiber k.
QED.

3.4.3 Definition: normale Korpererweiterungen

Eine algebraische Korpererweiterung K/k, die den dquivalenten Bedingungen von 3.4.2
geniigt, heiflt normal.
Beispiel 1

SeiC= e TN gine primitive Einheitswurzel. Dann ist die Korpererweiterung

QO/Q
normal.

Beweis. Die ersten n Potenzen von T sind paarweise verschieden und Nullstellen von

f(X) = X"1 € Q[X].

» Fiir a€K gilt f.(h(a)) = h(f.(a)). Mit a ist also auch h(a) eine Nullstelle von f.. Also induziert h
i i i

auf zwischen den endlichen Nullstellen-Mengen von f, in K und in k eine Injektion. Da beide Mengen
i

aus derselben Zahl von Elementen bestehen, handelt es sich sogar um eine Bijektion.



g Der Einheitskreis wird durch
die Potenzen von C in n
gleiche Sektoren geteilt.

NI

Sie liegen alle im Korper Q(C). Also ist dieser Zerfallungskorper von f iiber Q.
QED.

Beispiel 2

Jede Quadratische Erweiterung, d.h. jede Erweiterung K/k des Grades 2 ist normal.

Beweis. Seien o € K — k und foc € k[x] das Minimalpolynom von a.. Dann gilt

k(o) C K
und
1<*' deg foc =[k(o):k] I [K:k]=2

Es folgt
deg fa =2 und k(o) =K.

Als quadratisches Polynom mit einer Nullstelle a€K zerfillt foc iiber K in
Linearfaktoren, d.h. K ist Zerfallungskorper von fa tiber k.

QED.
Beispiel 2
Die Erweiterung

3
o Q2)/Q
ist nicht normal.

3

Beweis. Wegen V2ER gilt

3

K:=QA2)CR.
Das Polynom
f(X) = X3 -2

3
besitzt in K die Nullstelle /2. Die beiden anderen Nullstellen sind jedoch komplexe

Zahlen®* mit einem Imaginiirteil # 0, liegen also nicht in K. Also ist K/k nicht normal.
QED.

2 weil o nicht in k liegt.

3
*? Sie entstehen aus \/E durch Multiplikation mit den dritten Einheitswurzeln - %i ;—‘\/3 .



3.4.4 Eindeutigkeit des Zerfillungskorpers

Seien K/k und K’/k zwei Korpererweiterungen und
) e

eine Familie von Polynomen aus k[X], von denen jedes iiber K und iiber K’ in
Linearfaktoren zerfalle. Wir bezeichnen mit

Lbzw. L’
den Zerféllungskorper von iiber k in K bzw. in K’. Dann gibt es einen (nicht notwendig
eindeutig bestimmten) k-Isomorphismus

L—L".
Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm
L

U

L '\r

U

kK CrcCcr
Dabei seien L bzw. L’ eine algebraische AbschlieBungen von L bzw. L’ und T eine
Forsetzung der Einbettung k & L < L auf L. Eine solche existiert, weil L algebraisch
abgeschlossen ist (nach 3.3.3). Analog sei 0: L —s L eine Fortsetzung der Einbettung

k& L’ L aufL (die ebenfalls nach 3.3.3 existiert):

L
U
L

(e)
U ~
kC L CL

Da o und T Homomorphismen iiber k sind, iiberfiihren sie die Nullstellen der fi in

Nullstellen der fi' Da diese Nullstellen die Korper L bzw. L’ erzeugen, folgt

oL)C L undt(lL’) C L,
d.h. o und 7 sind k-Homomorphismen

oL — L bzw.t:L’ — L.
Die beiden Zusammensetzungen

t°0: L — L und o°ot:L’— L’
sind nach 3.4.2 Automorphismen iiber k. Insbesondere sind o und T surjektiv. Als k-
Homomorphismen sind sie injektiv, d.h. o und T sind k-Isomorphismen
K — K’ bzw. K’—K.

QED.

3.4.5 Eigenschaften normaler Korpererweiterungen
Seien K/k und L/k algebraische Korpererweiterungen.
(i)  Ist K/k normal und KL definiert, so ist auch
KL/L normal.
(i)  Ist K/k normal und F ein Korper zwischen k und K,



kC FCK.
dann ist K/F normal.
(u11) Sind K’ und K” Korper zwischen k und K so besteht die folgende Implikation:

K’/k und K”/k normal = K’K”/k normel und K’()K”/k normal.
Beweis. Zu (i) und (ii). Nach Voraussetzung gilt

K=k, i €D,

wobei {oci |1 € I} die Menge der Nullstellen einer Familie von Polynomen fJ € k[x] ist.

In der Situation von (i) gilt
KL:L(aiIiEI)

und die fj lassen sich als Polynome aus L[x] auffassen.

In der Situation von (ii) gilt auch
K:F(aiIiEI),
und die f. lassen sich als Polynome aus F[x] auffassen.

Zu (iii)). Wir konnen bei Bedarf den gemeinsamen Oberkorper K durch KL ersetzen
und danach vergroflern. Deshalb konnen wir annehmen,
K/k ist normal.
Normalitét von K’ K“/k:
Sei

h: K’K“ — k

eine k-Einbettung in eine algebraische AbschlieBung k von k. Nach dem
Fortsetzungssatz 3.3.3 gibt es eine Fortsetzung von h zu einer k-Einbettung

h:K —Kk.
Weil K/k normal ist, kann man b auch als k-Automorphismus

h:K—K
ansehen. Auf Grund der Normalitidt von K’ und K* {iiber k erhalten wir
h(K’) =K’ und H(K“) = K¥,
also
h(K’K*) = h(K’K*) = R(K)h(K*) = K'K*.
Die mittlere Identitét besteht, weil die Bildung des Kompositums mit k-Isomorphismen
kommutiert (nach Defintion des Kompositums).

Normalitit von K’()K*“/k.
Sei

h: K’MK“ — k
eine k-Einbettung in eine algebraische AbschlieBung k von k. Nach dem
Fortsetzungssatz 3.3.3 gibt es eine Fortsetzung von h zu einer k-Einbettung

h:K — E,
welche auch als k-Automorphismus
h:K—K
aufgefalit werden kann. Auf Grund der Normalitit von K’ und K* iiber k erhalten wir

h(K’) =K’ und h(K*) = K*,



also

h(K’(K*) = h(K’NK*) = h(KHNOHEK*) = K’K*.
QED.

3.5 Separabilitit

Zum Inhalt des Abschnitts

Sei K/k eine algebraische Korpererweiterung. Ein Element oK heif3t inseparabel iiber
k, falls das Minimalpolynom fa von o liber k in irgendeiner Erweiterung mehrfache

Nullstellen besitzt, und andernfalls separabel iiber k. Die Erweiterung K/k heif3t

separabel, falls jedes a€K separabel iiber k ist, und andernfalls inseparabel.

Fakten

(i) Inseparable Erweiterungen gibt es nur in positiver Charakteristik.

(i) Jede endliche separable Erweiterung ist einfach (Satz vom primitiven Element).

(iii) Die separablen Elemente einer algebraischen Erweiterung K/k bilden einen
Teilkorper, die separable AbschlieBung von k in K. Erweiterungen mit trivialer
separabler AbschlieBung heiflen rein inseparabel.

(iv) Jede algebraische Erweiterung K/k ist die Zusammensetzung aus einer separablen
und einer rein inseparablen Erweiterung,

kC kKSCK.

Die Grade
[K:k]s .= [K5: K]

[K:k]i = [K:k5]

heiflen Separabilititgrad bzw. Inseparabilititserad von K/k. Diese Verhalten sich
wie der Grad, d.h. sie multiplizieren sich beim Zusammensetzen von
Erweiterungen.

(v)  Der Separabilititsgrad [K:k]S von K/k ist gerade die Anzahl der k-Einbettungen

K—k
in eine algebraische AbschlieBung von k.
(vi) Rein inseparable Erweiterungen sind gerade die Zusammensetzungen von
Erweiterungen der Gestalt

k(§foy/k mit p = char(k).

3.5.1 Separabilititsgrad

Seien
K/k

eine endliche Korpererweiterung und k eine algebraische AbschlieBung des Kérpers k.

Dann heif3t die Anzahl der k-Einbettungen von K in k Separabilititsgrad von K iiber k
und wird mit

[K:k]S = #{G:K—)E | o ist eine k-Einbettung}

bezeichnet. Die Bilder eines Elements €K bei diesen k-Einbettungen heiflen die zu o

iiber k konjugierten Elemente (von E).

Bemerkungen
(1)  Da je zwei algebraische AbschlieBungen k-isomorph sind (nach 3.3.6), ist die

Definition des Separabilititsgrads unabhiingig von der speziellen Wahl von k .



(i) Der Separabilititsgrad ist endlich. Um das einzusehen, wihlen wir eine k-
Vektorraumbasis von K {iiber k, sagen wir

K=kew, +...4+k°w .
1 n

Zum Beweis der Endlichkeit des Separabilititsgrades reicht es zu zeigen, dal} es
fiir das Bild jedes Basiselementes . bei einer k-Einbettung nur endlich viele

Moglichkeiten gibt.
Jedes der Basiselemente . ist nach Voraussetzung algebraisch iiber k. Sei

f(”i(X) e k[X]
das Minimalpolynom von . iiber k. Die Bilder von w, bei einer k-Einbettung sind

aber wieder Nullstellen von foo , und die Zahl dieser Nullstellen ist endlich.
i

3.5.2 Beispiel: [k(oz):k]S

Seien K/k eine einfache algebraische Korpererweiterung, sagen wir

K =k(a),
und bezeichne fa das Minimalpolynom von a iiber k. Dann gilt gerade die Anzahl
[k(oc):k]S = Anzahl der Nullstellen von foz

= Anzahl der zu a konjugierten Elemente

Insbesondere gilt
[k(oz):k]S = [k(a):k]

Beweis. Fiir jede Nullstelle BEk von f(x gibt es genau eine k-Einbettung

ok(a) — k mit o(a) =P
(nach dem Fortsetzungssatz 3.3.3). Deshalb gilt die ersten Identitédt und, nach Definition

des Begriffs ,.konjugiertes Elements* (vgl. 3.5.1) auch die zweite.
QED.

3.5.3 Verhalten beim Zusammensetzen von Korpererweiterungen

Seien K/k eine endliche Korpererweiterung und F ein Korper zwischen k und K,
kC FCK.
Dann gilt
[K:k]S = [K:F]S-[F:k]s.
Beweis. Bezeiche

F
eine algebraische AbschlieBung von F und
Homk(K’, K”)

die Menge der k-Einbettungen des Korpers K' in den Korper K".
Wir betrachten die Abbildung

w:Homk(K, F) — Homk F,F,op OIF.
Es gilt



= _ 1
Hom, (K, F)= UtEHomk(F,F) v

also

[K:k]_=#Hom (K, F)= s #y ).
tEHomk(F;ﬁ)

Es reicht zu zeigen,

(D) Alle Mengen 1])'1(1) bestehen aus derselben Anzahl von Elementen,

denn dann gilt
[K:k]_=#Hom (F,F)«# v lad)

= [Fk]_ « #{0 € Hom, (K, F)l ol =1d}
= [Fk] + # Hom (K, F)
= [F:k]_+ [K:F] .

Aussage (1) ergibt sich aber aus dem nachfolgenden Satz.
ED.

3.5.4 Forsetzungsatz I11
Fiir jeden Korperturm
kCFCK

von algebraischen Erweiterungen besteht eine Bijektion zwischen je zwei Fasern der
Abbildung

w:Homk(K,ﬁ) —> Hom,_ (F,F),o ol
Insbesondere ist die Abbildung surjektiv.
Beweis. Sei 17EH0mk (F, F) vorgegeben. Es reicht eine Bijektion

(1) {0 € Hom, (K, Pl ol =1d} — {o € Hom, (K, Pl ol =7}
zu konstruieren.

Nach dem Fortsetzungssatz 3.3.3 gibt es eine Fortsetzung von t: F — F zu einer k-
Einbettung

T:F—F.
Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir algebraische AbschlieBungen (vgl. 3.3.6(iii)) ist diese
ein k-Automorphismus.

Eine Bijektion (2) kann man deshalb durch
O T°0

definieren (und die Umkehrung durch o T leo.

QED.

3.5.5 Vergleich mit dem Korpergrad
Fiir jede endliche Korpererweiterung K/k gilt
[K:k]S = [K:K].



Beweis. Als endliche Korpererweiterung ist K/k endlich erzeugt, sagen wir
K= k(oz1 ,...,an)

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Im Fall n = 1 gilt die Behauptung auf
nach Beispiel 3.5.2. Sei jetzt n > 1.Wir setzen
F:= k(ozl)

Dann gilt
K= F((xz,...,(xn).
und
[K:F]S = [K.F].
[F:k]S = [Fk].

(das erste nach Induktionsvoraussetzung, das zweite auf Grund des Induktionsanfangs).
Durch Multiplikation der untereinander stechenden Ausdriicke erhalten wir

[K:k]S = [KK]

(nach 3.5.3 bzw. 3.2.9)
QED.

3.5.6 Separabilitit: Polynome, Elemente und Erweiterungen

Sei k ein Korper. Ein nicht-konstantes Polynom f(X)Ek[X] hei3t separabel iiber k,
wenn es in keinem Erweiterungskorper K von k eine mehrfache Nullstelle besitzt. Sei

K/k eine algebraische Korpererweiterung. Ein Element oK heilit separabel iiber k,
wenn das Minimalpolynom fa von a iiber k separabel ist.

Eine algebraische Korpererweiterung K/k heiflt separabel, wenn jedes Element von K

separabel ist liber k. Im entgegengesetzten Fall spricht man von inseparabel.

Bemerkungen

(1)  Ist K/k eine separable algebraische Erweiterung und F ein Korper zwischen k und
K, so ist (trivialerweise) auch F/k separabel.

(i) In der Situation von (i) ist aber auch K/F separabel.

Beweis von (i1). Sei a€K. Seien
faEk[X] und gGEF[X]

die Minimalpolynome von a iiber k bzw. iiber F. Wegen kC F ist dann das Polynom
g, ein Teiler von foz ,

g, I foc'

Mit foc ist dann aber auch g, separabel.
QED.

3.5.7 Beispiel: eine inseparable Korpererweiterung vom Grad p

Seien p eine Primzahl k der rationale Funktionenkorper
k= ]Fp(T)

in einer Unbestimmten T iiber dem Korper ]Fp aus p Elementen. Das Polynom

fX)=xP-Te IFp[T]

ist ein Eisenstein-Polynom beziiglich T, also irreduzibel iiber k. Sei
K/k
eine Korpererweiterung, die eine Nullstelle



xeEK
von f(X) enthélt.Dann gilt

fX)=XP - T =XP - xP = (X-x)P iiber K.

also:
) £(X) := XP - T ist inseparabel iiber k.
(ii) Jede Nullstelle von f ist inseparabel.
(iii)  Der Korper
F:=k[X]/(XP-T)
inseparabl, normal und vom Grad p iiber k.

Bemerkung
Der nachfolgende Satz zeigt, dal} separable Erweiterung eine besonders einfache
Struktur besitzen: sie sind alle vom Typ des in 3.2.3 berschriebenen Beispiels.

3.5.8 Der Satz vom primitiven Element
Sei K/k eine endliche separable Korpererweiterung. Dann besitzt K iiber k ein primitives

Element, d.h. ein Element o €K mit

K =k(a).
Beweis. Wir fiihren den Beweis hier nur fiir den Fall,, da3 k unendlich viele Elemente
enthdlt,

#k=o00.
Den Fall endlicher Korper behandeln wir im ndchsten Abschnitt (vgl. 3.6.5). Weil K/k
endlich ist, gilt

K= k(oc1 ,...,ar).

Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach r. Der Fall r = 1. ist trivial. Sei jetzt
r>1.
Nach Induktionsvoraussetzung besitzt dann
k(al,...,ar_l)/k

ein primitives Element, sagen wir x, d.h.
k(on1 ,...,onr_l) =k(x)

und es gilt
K=k(x,y)
mity = Q. Seien
f::fxundg::f
die Minimalpolynome von x bzw. y iiber k. In einer algebraischen AbschlieBung
K

von k, die K enthilt, zerfallen f und g in Linearfaktoren, sagen wir
f(X) = (X-xl)-...-(X-xr) mit X = X
gX) = X-y )rr Xy ) mity =y,
Weil K/k separabel ist, sind die X, paarweise verschieden und dasselbe gilt fiir die yj.

Die Gleichungen
X, + ij =x+ Xy (i=1,...1r,j=2,...,0)

in der Unbestimmten X haben jede hochstens eine Losungen. Da k unendlich ist, gibt es
ein
cek-{0}
das von allen diesen Losungen verschieden ist, d.h. es gilt
() xi+cyj # x+cy (i=1,..1,)=2,...0).



Wir setzen

0:=x+cy.
Es reicht zu zeigen, 0 ist ein primitives Element, d.h.
K =k(0).
Nach Konstruktion gilt
0ek(x,y) = K.

Es reicht zu zeigen

(2) X,y € k(0).
Zu Beweis beachten wir, y ist Nullstelle der Polynome
f(8 - cX) , g(X) Ek(O)[X].
Es gilt namlich
f(0-cy)=1(x)=0.
Die Polynome (0 - cX) , g(X) haben also einen grofiten gemeinsamen Teiler positiven
Grades
deg ggT(f(6 - cX) , g(X)) > 0.
Aufer y haben die beiden Polynome keine weiteren gemeinsamen Nullstellen: fiir jede
Nullstelle yj von g mit j>1 gilt 0 - cyj =X+cCy- cyj = X (wegen (1)) also
f(o - cyj) # 0.
Wegen der Separabilitit von K/k besitzt g keine mehrfachen Nullstellen und der ggT ist
“linear,
ggT(f(6 - cX) , g(X)) =X -y.
Nun hat der groBte gemeinsame Teiler Koeffizienten im selben Korper wie die
Ausgangspolynome, d.h. es gilt
X -y €E€kO)IX],

also
y €k(6),
also
X =0-cy €k(0).
also
k(x,y) & k(0) C k(x.y).
QED.

3.5.9 Kriterium fiir die Separabilitiit eines Elements

Seien K/k eine Korpererweiteung und oK ein iiber k algebraisches Element mit dem
Minimalpolynom

foc(X) e k[X]
tiber k. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
1) o ist inseparabel iiber k.
df
(i1) Wa (o) =0 (d.h. f(x hat in k(o) die mehrfache Nullstelle o).
df,,

(iii) W(X) =0.
Insbesondere ist jedes algebraische Element iiber einem Korper der Charakteristik O

separabel >’
Bemerkung

> denn die Ableiung eines nicht-konstanten Polynoms ist in der Charakteristik O stets 7= 0.



Bedingung (iii) bedeutet, fa ist ein Polynom der Gestalt g(XP) mit g€k[X], wobei p >0

die Charakteristik von k bezeichne.

Beweis. (i) = (iii). Nach Voraussetzung hat fa eine mehrfache Nullstelle, also eine
gemeinsame Nullstelle mit seiner Ableitung (vgl. 2.7.15). Weil fa irreduzibel ist, ist
letzteres nur moglich, wenn die Ableitung von fa identisch Null ist (vgl. auch die
Ubungsaufgaben).

(iii) = (i1). trivial.

(i) = (i). o ist eine mehrfache Nullstelle von fa'

QED.

3.5.10 Charakterisierung der separablen Erweiterungen

Sei K/k eine algebraische Korpererweiterung. Dann sind folgende Bedingungen
dquivalent.

(i) K/k ist separabel.

(i) K wird iiber k von separablen Elementen erzeugt, d.h.

K= k(oci liE€D)
mit einer Familie {ai}iPI von Elementen (xiEK, die separabel iiber k sind.

Falls K/k endlich ist, sind diese Bedingungen auch dquivalent zur folgenden.
(iii) [K:k]S = [K:k].

Beweis. (i) = (ii). trivial.
(i) = (iii) im Fall K/k endlich.

Weil K/k endlich ist, wird K bereits von endlich vielen der o, erzeugt®*, sagen wir
K= k(ocl,...,ocn).

Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Im Fall n =1 gilt nach 3.5.2
[K:Kk] = Anzahl der Nullstellen des Minimalpolynoms fa =deg fa = [Kik].
i i
Sei jetzt n > 1. Wir setzen

F:= k(an).
Dann gilt
K= F((xl,...,cx _1).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt
[K:F]S = [K:F]
und nach Beispiel 3.5.2 ist
[F:k]S = [Fk].

Zusammen erhalten wir (nach 3.5.3 und 3.2.9)
[K:k]S = [K:F]S [F:k]S = [K:F][F:k] = [K:k].

(iii) = (1) im Fall K/k endlich.

* Wegen dika < 0o ist jede aufsteigende Kette von k-linearen Unterrdumen stationér.



Sei a€K. Wir haben zu zeigen, a ist separabel iiber k, d.h. wir haben zu zeigen, das
Minimalpolynom
fa(X) € k[X]

von a iiber k hat in keinem Erweiterungskorper von k mehrfache Nullstellen. Falls es

doch irgendwo mehrfache Nullstellen hiitte, so wiirde auf Grund von Beispiel 3.5.2
[k(oz):k]S < deg f(x = [k(a):k].
gelten. Es reicht also zu zeigen,
(1) [k(on):k]S = [k(a):k].
Nach Voraussetzung (ii1) gilt
[K:k((x)]so[k((x):k]s = [K:k]s = [K:k] = [K:k(a)]*[k(a):k],
also
[K:k(a)]

[k((l):k]s = m ‘[k(O(.)Zk] = [k(OL)Zk],

wobei die Abschitzung rechts besteht wegen 3.5.4. Also gilt tatsdchlich (1).

(i) = (i) im allgemeinen Fall.
Sei

ackK.
Wir haben zu zeigen, o ist separabel. Das Element o kann als rationale Funktion in

endlich vielen der ai ,1€l, mit Koeffizienten aus k geschrieben werden. Also liegt o in

einem von endlich vielen o erzeugten Korper, sagen wir

aEk(al ,...,an).
Da die o nach Voraussetzung (i1) separabel sind iiber k, geniigt die Korpererweiterung
3) k(on1 ,...,ocn)/k

der Bedingung (ii) des zu beweisenden Satzes. Die Korpererweiterung ist endlich
erzeugt und algebraisch, also endlich. Auf Grund der im endlichen Fall bereits
bewiesenen Implikationen

(i) = (iii) = (i)

ist die Korpererweiterung (3) separabel. Insbesondere ist a& k(a an) separabel

0=
tiber dem Korper k.
QED.

3.5.11 Eigenschaften separabler Korpererweiterungen

Die separablen Korpererweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klasse.
Beweis. Eigenschaft 1. Sei

kCFCK

ein Korperturm algebraischer Erweiterungen. Wir haben die folgenden Implikationen zu
beweisen.

1. K/k separabel = F/k separabel.
2. K/k separabel = K/F separabel.
3. K/F und F/k separabel = K/k separabel.



Zu 1. trivial.

Zu 2. siche Bemerkung 3.5.5 (ii).

Zu 3. Sei oK. Wir haben zu zeigen,
o ist separabel tiber k.
Nach Voraussetzung ist a separabel iiber F, d.h. die Abbleitung des Minimalpolynoms

faEF[X]
von o iiber F ist nicht Null an der Stelle .,
fa(oc) # 0
(vgl. 3.5.8). Seien
a.,..o EF
1 T

die Koeffizienten von fa' Dann ist fa auch das Minimalpolynom von a iiber
F = k(ocl,...,ar).

Nach 3.5.8 ist o separabel iiber F’ und nach 3.5.9 ist die Korpererweiterung
F’(a)/F’ separabel
(da von separablen Elementen erzeugt). Ebenfalls nach 3.5.9 ist auch
F’/k separabel

(da die aiEF separabel iiber k sind). Die beiden letzten Erweiterungen sind endlich (da

sie von endlich vielen algebraisdchen Elementen erzeugt werden). Die Separabilitit
dieser Erweiterungen ist nach 3.5.9 dquivalent zu

(D) [F’(oc):F’]s = [F’(a):F’] und [F’:k]s = [F:k].
Damit gilt
[F’(a):k] ¢ = [F’(oc):F’]S-[F’:k]S (nach 5.3.5)

= [F’(a):F’]+[F:k] (wegen (1))

= [F’(a):k]. (nach 3.2.9)
Nach 3.5.9 ist

F’(a)/k separabel,

also

o separabel iiber k.

Eigenschaft 2. Seien K/k und L/k Kdrpererweiterungen mit
K/k separabel (und algebraisch).
Weil K separabel ist tiber k, gilt

K= k(oci liE€I)
mit iiber k separablen Elementen o Dann gilt aber
KL = L(O(i li€])
und die o sind auch separabel iiber L**. Dann ist aber KL separabel iiber L (nach 3.5.9

(i1)).
QED.

3.5.12 Die separable AbschlieBung, rein inseparable Erweiterungen

Seien K/k eine algebraische Korpererweiterung und k eine algebraische AbschlieBung
von k, welche K enthalt*®,

% denn die Minimalpolynome iiber L teilen die Minimalpolynome iiber k.
% sei k zum Beispiel eine algebraische AbschlieSung von K



K Ck.
Dann heift

ksep :={ o€k | a separabel iiber k }

separable AbschlieBung von k in k und
KN ksep ={ a€K | a separabel iiber k }

separable AbschlieBung von k in K.

Eine algebraische Korpererweiterung K/k heifit rein inseparabel, wenn
Kmksep =k

gilt, d.h. wenn jedes Element von K - k inseparabel ist iber k.

Bemerkungen

1) ksep und K(M) ksep sind Teilkorper von k bzw. K.

(i1) ksep ist bis auf k-Isomorphie ein deutig bestimmt.

(iii) Eine algebraische Korpererweiterung K/k ist genau dann rein inseparabel, wenn es
fiir jedes Element a€K ein iEN(_J{0} gibt mit

i
aP ek.
Dabei bezeichne p die Charakteristik von k (bzw. p sei gleich 1 fall die
Charakteristik von k gleich Null ist).
(iv) Der Separatilititsgrad rein inseparabler (endlicher) Erweiterungen ist 1.
(v)  Ist K/k eine endliche Korpererweiterung, so gilt
[K.k]S = [Kﬂksep.k] und [K.Kﬁksep]S =1.

Insbesondere ist [K:k]S ein Teiler von [K:k]. Der Quotient

[K:k], = [K:KV[K:k] = KKk ]

heiflt Inseparabilitdtsgrad. Mit anderen Worten: jede endliche Erweiterung ist die
Zusammensetzung einer separablen und einer rein inseparablen Erweiterung. Der
Separabilitdtsgrad miit den Grad des separablen Teils der Erweiterung und der
Inseparabilititsgrad den des rein inseparablen Teils.

Beweis. Zu (i). , Nach 3.5.9 bestehen die von ksep bzw. KN ksepiiber k erzeugten

Korper aus lauter Elementen, die separabel sind iiber k, d.h. es gilt

kk )Tk
sep sep
und

k(KN Kep) C KN Keep

Trivialerweise gilt auch “20”, d.h. rechts stehen Korper.

3

Zu (11). Ist ksep eine weitere separable AbschlieBung, sagen wir in der algebraischen

Abschliefung k’, so gibt es einen k-Isomorphismus

hk —k’
(nach. 3.3.6). Dieser iiberfiihrt separable Elemente in separable Elemente (da er deren
Minimalpolynome {iiber k nicht dndert), also gilt

3

ik ) S Kep

und analog

1,.°¢
h (ksep)gksep'



Also induziert h einen k-Isomorphismus ksep — kg ep’

Zu (ii1). Wir kdnnen annehmen
p := char(k) > 0.
Sei K/k ist rein inseparabel. Wir betrachten ein Element

o€k
und dessen Minimalpolynom

faE k[X]
iiber k. Wir beweisen durch Induktion nach
d=deg foc’

i
daB es ein i gibt mit of €k. Im Fall d = 1 liegt o selbst schon in k und die Aussage gilt
miti=0.

Sei jetzt d > 1. Nach Voraussetzung ist fa inseparabel. Nach 3.6.8 gilt
= Py mi
fa(X) ga(X ) mit gae k[X].

Das Polynom 8y ist Minimalpolynom von oP iiber k: es gilt ga(ap) = 0 und gébe es

ein Polynom kleineren Grades mit dieser Nullstelle, so gibe es ein Polynom eines
Grades < deg fa mit der Nullstelle o, d.h. f(x wire kein Minimalpolynom.

Wegen
deg 8, < deg fa

i
gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein i mit (aP)P €k.

Wir nehmen umgekehrt an, fiir jedes a€K existiert ein iEN|(_J{0} mit

i
oP ek.
Wir haben zu zeigen, jedes
aEK-k
ist inseparabel iiber k. Wegen .
i
a:=oP E K fiir ein iEN{J{0}
ist o Nullstelle des Polynoms
i
f(X) :=XP -aek[X].
Das Minimalpolynom fa von a tiber k ist deshalb ein Teiler von f,
foc [ fin k[X].
Nun gilt
i i i
fX)=XP -aP = X-a) P,
also ‘
£ (X)= (X-a)" mit 0 < n < p.

Wegen o € k gilt n = deg fa > 1, d.h. a ist inseparabel iiber k. Wir haben gezeigt, jedes

Element von K-k ist inseparabel, d.h. K/k ist rein inseparabel.
Zu (iv). Sei K/k eine rein inseparable endliche Erweiterung. Dann hat K die Gestalt
K =k(a,,...,a),
1 T



Wir setzen

Ki = k(ocl,...,ai).
Es reicht zu z eigen, fiir jedes i gilt
K] =1
+171s
Es gilt
Kipr =K, -
Nach (iii) ist o = o Nullstelle eine Polynoms der Gestalt
i
XP -aEek[X]
i
mit a = oP . Dieses Polynom hat auBer o keine weiteren Nullstellen. Das

Minimalpolynom f(x von o liber Ki teilt dieses Polynom, d.h. auch f(x hat nur eine

Nullstelle. Damit gilt aber

K. K] =1
+171's
(nach 3.5.2).
Zu (v). Nach Definition von KﬂkSep ist
Kﬂksep/k separabel

und
K/ KﬂkSep rein inseparabel

(jedes iiber KﬂkSep separable Element xEK ist nach 3.5.10 separabel iiber k also in
Kﬂksep). Damit gilt

[Kﬂksepzk]s =[Kﬂksep:k]
(nach 3.5 .9) und
[K: Kmksep]s =1
(nach (iv)). Wir gehen zu den Produkten iiber und erhalten
[K:k]S = [Kﬂksep:k].
QED.

3.6 Endliche Korper

Zum Inhalt des Abschnitts

(i)  Korper der Charakteristik O sind unendlich
(i)  Endliche Korper K der Charakteristik p sind endlich-dimensionale Vektorraume

tiber threm Primkorper IF‘p, bestehen also aus

#K =p"
Elementen mit n := dim K.

F
p

(iii) Fiir jede Potenz q = p" einer Primzahl p gibt es bis auf Isomorphie genau einen
Korper mit q Elementen. Dieser hei3t Galoisfeld der Ordnung q und wird mit

= GF
F = GF@

bezeichnet.



(iv) GF(q) ist der Zerfillungskérper von X9 - X?7 iiber F_ mit p := char GF(q) und
besteht gerade aus 0 und den (g-1)-Einheitswurzeln®®:
GF(q) = {a€K | o = a}
wenn K := GF(q) = GF(p) eine algebraische AbschlieBung von GF(q) bezeichnet.
(v)  GF(q) besitzt genau dann einen zu GF(q’) isomorphen Teilkorper, wenn gilt
q’-1lg-1.

In diesem Fall bestitzt GF(q) genau einen solchen Teilkorper. Genauer:
GF(q’) = {0EGF(q) | a9 = a}.

Man beachte, jede (q’-1)-te Einheitswurzel ist auch eine (g-1)-te Einheitswurzel.
(vi) Jede Erweiterung von endlichen Korpern ist separabel.

(vii) Die multiplikative Gruppen eines endlichen Korpers ist zyklisch. Insbesondere

gibt es fiir jedes q = p" in der algebraischen AbschlieBung von GF(p) eine (q-1)-
te primitive Einheitswurzel.
(viii) Abbildung

F: GF(q) — GF(q), a > oP,
ist (fiir g = p" , p = char GF(q)) ein IE‘p-Automorphismus. Diese heilt Frobenius-

Automorphismus oder auch einfach nur Frobenius.

(ix) Die Automorphismengruppe von GF(q) besteht aus den Potenzen von F, d.h.
GF(q) =<F>
ist zyklisch mit dem Erzeuger F.

(ix) Im Fall GF(q") C GF(q) und q’ = p" ist GF(q") der Fixkorper von F |
GF(q’) = {0EGF(q) | F (0) = o}

b n b
Man beachte, es gilt F* (0) =P =a9 .

3.6.1 Charakteristik, Primkorper, Korpergrad und Ordnung endlicher Korper

Sei F ein endlicher Korper. Dann gilt
(i) Die Charakteristik®” von F ist eine Primzahl

p = char(F)
(ii)) Der Primkoérper’® von F ist bis auf Isomorphie gleich
F=Z/(p).

(iii)) Der Korper F ist eine endliche Korpererweiterung von Fp ,d.h. der Korpergrad

n= dlm]FpF = [F: IE‘p] <00

von F ist endlich.
(iv) Der Korper F besteht aus

7 und wegen X4 - X = Xo(Xq_1 - 1) auch der Zerféllungskérper von x4,

 die Zahl der Nullstellen von X971 - 1 ist g-1, weil x4 separabel ist.
* Die Charakteristik ist die kleinste natiirliche Zahl p mit p-lF =0, falls es eine solche natiirliche Zahl

gilbt. Andernfalls ist die Charakteristik gleich 0.
% d.h. der Durchschnitt aller Teilkorper von F



#F=p"
Elementen.
Bemerkung
Die Ordnung eines endlichen Korpers ist also eine Primzahlpotenz.
Beweis. Zu (i). Weil F endlich ist, gibt es zwei natiirliche Zahlen m und n mit

me IF =ne IF’
also eine natiirliche Zahl p mit
pe 1F =0.
Sei p die kleinste dieser natiirlichen Zahlen. Wire p keine Primzahl, sagen wir
p=a<b

mit natiirlichen Zahle # 1, so wiirde

a-lF =0 oder b-1F=0

gelten im Widerspruch zur Minimalitit von p.

Zu (ii). Der Homomorphismus

¢:Z—F, g g-lF.
induziert eine Injektion
(1) Z/Ker(p) = Im(p) C F.
(nach dem O-ten Isomorphiesatz) mit

Ker(gp) = mZ.

(weil Z ein Hauptidealring ist). Weil F nullteilerfrei ist, ist mZ ein Primideal, also
m=p
eine Primzahl. Also ist

Fp =Z/p) =Im(ep) O F

ein Teilkorper von F ist alsO der Primkorper von F.!
Zu (ii1)). Da F endlich ist, wird F als Fp—Vektorraum endlich erzeugt, hat also eine

endliche Dimension
n=dim_ F.

F
p

Zu (iv). Als n-dimensionaler IE*‘p—Vektorraum ist F isomorph zu
F=F)™
| ( p)
Also gilt
#F= (#IE‘p)n =p"
(Ein Element von F ist durch n Koordinaten festgelegt, und fiir jede Koordinate gibt es p

Moglichkeiten).
QED.

3.6.2 Existenz und Eindeutigkeit der endlichen Korper
Seien p eine Primzahl, n eine natiirliche Zahl und
_ N
q=p .
Dann gelten folgende Aussagen.
(1)  Es gibt bis auf Fp—lsomorphie genau einen Korper der Ordnung q. Dieser wird

mit

3! Jeder Teilkorper von F enthélt lF also auch [F' .
P



F

q
bezeichnet und heifit Galois-Feld der Ordnung q.

(i1) In jedem Korper K der Charakteristik p gibt es hochstens einen Teilkorper der
Ordnung q und mindestens einen, falls K algebraisch abgeschlossen ist (und jeder
Korper, der einen Korper der Ordnung q enhdlt, hat trivialerweise die
Charakteristik p).

(iii)) Der Korper IFq ist der Zerfillungskorper des separablen Polynoms
fX)=x49-X
tiber dem Korper IFP. Ist %p eine algebraische AbschlieBung von ¥ o’ die den
Korper ]Fq enthilt, so gilt

- %k
F ={x€F If{x)=0}=F 0
o= (XEF 1600 =0 =Fy U0}
F ={xeF 19! =13
q- p -
Der Korper IE‘q ist normal und separabel iiber IE‘p.

Beweis. Existenz von Fq. Sei

K:= Iﬁ‘p
eine algebraische AbschlieBung des Korpers IFP = Z/(p) und

F:= {x€K x4 =x}.
Das Polynom

f(X)=X4- X €K[X]
hat hochstens q Nullstellen in K und zerfillt iiber K in Linearfaktoren (weil K
algebraisch abgeschlossen ist). Wegen

FX)=q-X91=-1%0
hat f in K keine mehrfachen Nullstellen. Die Anzahl der Nullstellen ist also gleich q.
Damit besteht die Menge F aus q Elementen,
q=#F.

Es reicht also zu zeigen, daf} F ein Korper ist. Sind x,yEF so gilt
(xy)d = x9eyd = xy
also xyEF. AuBerdem gilt, weil K die Charakteristik p hat*
(x-y)P =xP - yP
also auch
()8 = ey = x4y,
also x-y€EF. Die Ring-Operationen des Korpers K definieren also Operationen

FxF — F.

und F ist, wie gerade gezeigt, eine Untergruppe der Additiven Gruppe des Korpers K.
Die iibrigen Ringaxiome fiir F gelten auf Grund der Ringaxiome fiir K. Wir haben noch
zu zeigen, jedes Element

xEF - {0}

ist in F eine Einheit. Wegen x4 = x gilt aber auch

32 Das Minuszeichen rechts ist fiir ungerade Primzahlen p offensichtlich. Fiir p = 2 gilt in K aber -1 =
+1.



-1 1 1 1
(x )q =—==—=X
x4 X
also x'1 €F.
Bezeichnung
F= Fq.
Abschlufl des Beweises.

Wir haben bisher gesehen:
1.  Die Formeln von (iii) definieren tatsdchlich einen Korper Fq mit q Elementen.

2. Nach Konstruktion ist IFq der Zerfillungskorper des Polynoms f(X) = X94-X, also

insbesondere ist IFq normal.

3. Weil f(X) = X9-X keine mehrfachen Nullstellen besitzt ist die Kérpererweiterung
F/F
q p
separabel.
Es reicht deshalb die Eindeutigkeitsaussagen von (i) und (ii) zu beweisen.

Eindeutigkeitsaussage von (i). Sei F ein Korper mit q Elementen. Dann hat die
multiplikative Gruppe F* die Ordnung g-1, d.h. es gilt

x4 = 1 fiir jedes xEF*,

d.h.
x4 = x fiir jedes xEF.
Also ist F der Zerfillungskorper von des Polynoms X9-X (iiber ]Fp) und als solcher bis

auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Eindeutigkeitsaussage von (ii). Seien K ein Korper und F C K ein Korper von der
Ordnung q. Wie gerade gezeigt, gilt dann
FC {x€K x4 - x =0}.

Da beide Mengen dieselbe Anzahl q von Elementen besitzten (denn X9-X hat hochsten
g Nullstellen in K), gilt sogar das Gleichheitszeichen,

F={x€KIx9-x=0},
d.h. F ist eindeutig bestimmt.
QED.

3.6.3 Einheitswurzeln
Sei K ein Korper und n ein natiirliche Zahl. Ein Element

xeK
heil3t n-te Einheitswurzel von K, wenn gilt
xM=1.
Es heif3t primitive n-te Einheitswurzel, wenn auf8erdem gilt
xM# [ firm=1,2,...,m-1.
Beispiel 1
Die komplexe Zahl e2 T/ it eine primitive n-te Einheitswurzel von C.
Beispiel 2

Die von Null verschiedenen Elemente des endlichen Korpers Fq sind (g-1)-te
Einheitswurzeln:
Xk
x4 1 = 1 fiir jedes XEIFq



%
(da IE‘q eine multiplikative Gruppe der Ordnung g-1 ist): Auf Grund des nachfolgenden

Satzes gibt es unter diesen auch eine primitive.
Bemerkungen
(i) Die n-ten Einheitswurzeln bilden eine Untergruppe

%k
Mg n CK

der multiplikativen Gruppe des Korpers K.
(i1)  Ist T eine primitive n-te Einheitswurzel, so sind deren Potenzen

RN
paarweise verschieden und ebenfalls n-te Einheitswurzeln. Diese Potenzen sind
damit aber alle n-ten Einheitswurzeln in dem gegebenen Korper.
(iii) Eine n-te Einheitswurzel T von K ist genau dann primitiv, wenn gilt

MK,n =<C>und # MK,n =n.

(iv) Ist T primitive n-te Einheitszwurzel, so sind die Potenzen mit zu n teilerfremden
Exponenten,
' mit ggTG,n)=1,i=1,..n-1,
gerade die {ibrigen primitiven n-ten Einheitswurzeln.

(v) Falls eine primitive n-te Einheitswurzel in K existiert, so ist die Anzahl dieser
primitiven n-ten Einheitswurzeln gleich der Anzahl

¢(n) = #(Z/(n))*
der primen Restklassen modulo n.
Beweis. Zu (i). der Quotient zweier n-ten Einheitswurzeln ist eine n-te Einheitswurzel.

Zu (ii). Die ¢! sind trivialerweise wieder n-te Einheitswurzeln. Wiren zwei von ihnen
gleich, so wiirde ein Quotient von ihnen eine zu niedrige Potenz von T liefern, die gleich

1 ist. Es kann keine weiteren n-ten Einheitswurzeln in K geben, da X"-1 hochstens n
Nullstellen hat.
Zu (iii). Ist T eine n-te primitive Einheitswurzel, so gilt wegen (ii)

MK,n =<C>und # MK,n =n.
Sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so hat das erzeugende Element T von MK,n
die Ordnung n, d.h. die n-te Potenz von T ist 1 und keine frithere Potenz hat diese

Eigenschaft.
Zu (iv). Sei i teilerfremd zu n. Dann gibt es ganze Zahlen i’ und n’ mit

i1’ + nen’ = 1.
Damit gilt
(Cl)l’ — Ci-i+n-n’ — C
Damit gilt ‘
i _ _ -
| <?;>—<?;>—MK(und#uK,n—n).
Also ist T! primitive n-te Einheitswurzel.

Hat 1 einen gemeinsamen Teiler > 1 mit n, sagen wir
dli,dIn,d>1

so gilti=d+j , also
d.h. €l ist nicht primitiv.

Zu (v). Da Cj nur von der Restklasse von j in Z/(n) abhéngt, folgt die Behauptung aus
@iv).



QED.

3.6.4 Existenz primitiver Einheitswurzeln

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und n eine natiirliche Zahl. Wir
nehmen an, eine der beiden folgenden Bedingungen ist erfiillt.

1. Die Charakteristik von K ist Null.

2. Die Charakteristik von K ist p>0 und p ist kein Teiler von n.

Dann gibt es in K eine primitive n-te Einheitswurzel.

Bemerkung:

Auf Grund der Voraussetzungen ist n-lK ist in K eine Einheit.

Beweis. Es reicht zu zeigen, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln ist zyklisch von der
Ordnung n,
(1) Mg o ist zyklisch von der Ordnung n.

Die n-ten Einheitswurzeln sind die Nullstellen des Polynoms

fxX)=X"-1
(welches nach 3.5.9 separabel ist), d.h. f hat im algebraisch abgeschlosseen K&rper K
genau n paarweise verschiedene Nullstellen, d.h.

# Mg n= n.
Es reicht zu zeigen . '
2) MK,n ist zyklisch.
Wir schreiben n als Produkt teilerfremder Primzahlpotenzen,
n n
n=p le.opt
1 r

mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und natiirlichen Zahlen n..

Fall 1: r=1.
Es gilt
n=pm
mit einer Primzahl p’ und einer natiirlichen Zahl m
Im Fall m = 1 hat die Gruppe Uk o Primzahlordnung, ist also zyklisch. Sei jetzt m > 1.

Wir setzen
n7 = p’m-l

Wiire Uk 4 nicht zyklisch, so hitte jedes Element XEMK 0 eine Ordnung, die ein echter
Teiler von n ist, d.h. es wire Xn, =1, also x& MK 0 Damit wire

MK n C My e »also

»m 1

=n= < =n’ = »m-
p n=4# Mg n = # Mg e =M =P
Dieser Widerspruch zeigt, da3 Uk 4 zyklisch ist.

Fall 2: r beliebig.
Auf Grund des ersten Falls ist

n.
fiir jedes i zyklisch von der Ordnung p. 1. Wir betrachten die Abbildung
i

PP XX = = s € ) > GG



Da jedes CiEui eine n-te Einheitswurzel ist, ist auch das Produkt solcher Ci ein solche,

d.h. die Abbildung ist wohldefiniert. Nach Definiton ist es ein Gruppen-
Homomorphismus. Es reicht zu zeigen, ¢ ist ein Isomorphismus, denn auf der linken
Seite steht ein direktes Produkt zyklischer Gruppen mit teilerfremden Ordnungen, also
eine zyklische Gruppe.

Zeigen wir also, ¢ ist ein Isomorphismus. Die Gruppen auf beiden Seiten haben
dieselben Ordnung

n n
p le op T=n.
1 r
Es reicht also zu zeigen, @ ist injektiv. Sei also
QC 5 =1,
d.h.
‘glo...-lr =1

Es reicht zu zeigen,
?;i =1firi=1,.r.

n. n.

Seiu =n/p L. Dann ist u fiir jedes j # i ein Vielfaches von p_J, d.h. es ist (Cj)u = 1 fiir
1 J

jedes soche j. Dann ist aber

u
©)"=1.
. . . n. . .
Weil u teilerfremd ist zu v := p_ 1 gibt es ganze Zahlen u’, v’ mit uu’+vv’ = 1, also
i

€= @MY = (@ )Y =1V =1
QED.

3.6.5 Die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers

Sei F ein endlicher Korper. Dann ist die multiplikative Gruppe F* von F zyklisch,

F* = <C>.
Bemerkung
Insbesondere gilt

F=k(0)

fiir jeden Teilkorper k von F, d.h. fiir Erweiterungen endlicher Korper gilt der Satz vom
primitiven Element.
Beweis. Seien

q:=p>=#F
die Ordnung von F, F eine algebraische AbschlieBung von F und
(1) n:=#F*=p5- 1.

Dann ist n teilerfremd zur Charakteristik p von F. Also gibt es nach 3.6.4 in F eine
primitive n-te Einheitswurzel

teF.
Die davon erzeugte multiplikative Gruppe
<& =ug n

hat die Ordnung n und besteht gerade aus allen n-ten Einheitwurzeln von F. Wegen (1)
sind die Elemente von F* lauter n-te Einheitswurzeln, d.h. es gilt

F* g Mﬁ,n'

Da beide Gruppen aus derselben Anzahl n von Elementen bestehen, gilt sogar



b — —
F =W _<2 >,
QED.

3.6.6 Die Automorphismengruppe eines endlichen Korpers

Seien p eine Primzahl und q = p" eine Potenz von p. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(i)  Die Gruppe der Automorphismen von IFq besteht aus lauter Fp-Automorphismen,
Aut(F )= Aut, (F ),
(g =Autg (F)
(i)) Die Ordnung dieser Gruppe ist
# Aut(]Fq) =n.
(i1) Die Gruppe wird vom Frobenius-Automorphismus
FEF —TF ,x xP,
q q
erzeugt,
Aut(]Fq) =<PF>.
Sie ist also zyklisch, abelsch, aufldsbar.
Beweis. Zu (i). Sei f: IFq — IE‘q ein Automorphismus. Dann gilt
f(l)=1
fQ)=f(1+)=f()+f(H=1+1=2
also
f(x) = x fiir jedes xEIFp.

Zu (i1). Sei K ein algebraische AbschlieBung von IE‘q,

]Fp - IFq C K.
Dann ist K auch eine algebraische AbschlieBung von IFp und die Zahl der F P
Einbettungen
F &K
q

ist gleich dem Separabilititsgrad
[F :F ] =[F :F ]=n.
q ps q p

Nun ist ' /IF_ist nach 3.6.2 eine normale separable Korpererweiterung (nach 3.6.2),

d.h. jede dieser Einbettungen 146t sich also IFP—Automorphismus

F —F
q q
auffassen. Es folgt

# Autg, (F)=n.

p
Zusammen mit (i) folgt die Behauptung.

Zu (iii). Weil F q die Charakteristik p hat, gilt
(X+y)p = Xp+yp und (Xy) P Xpyp fiir X,yqu,
d.h.
FFF —F
q q



ist ein Automorphismus.
Fe Aut(Fq).

Man beachte F(0) = 0 # 1 = F(1), d.h. F ist nicht die Nullabbildung. Sei E;EIFq eine

primitive (q-1)-Einheitswurzel. Eine solche existiert nach 3.6.5. Dann gilt

¢
t=FQ=cP
@Cpé'l =1

< p1 Ipé-l

Insbesondere ist
FZ(Z;) #= Cfiird =1,..n-1,
d.h.

F = Idfird=1,..n-1.
Die von F erzeugte zyklische Untergruppe

<> C Aut(IFq)

hat eine Ordnung = n. Zusammen mit (ii) ergibt sich, da} die Ordnung gleich n sein
muf} und

<F>= Aut(IFq)

gilt.
QED.

3.7 Hauptsatz der Galois-Theorie

3.7.1 Galois-Erweiterungen

Eine Korper-Erweiterung K/k heifit Galois-Erweiterung, wenn sie algebraisch, separabel
und normal ist. Die Gruppe der k-Automorphismen von K heif3t in dieser Situation auch
Galois-Gruppe von K iiber k und wird mit

Gal(K/k) = G(K/k) := Autk(K).
bezeichnet. Seien K ein Korper und
G C Aut(K)
eine Gruppe von Automorphismen von K. Dann heif3t die Menge

KO := { xEK | o(x) = x fiir alle 6EG }
der Elemente von K, die bei den Automorphismen von G in sich abgebildet werden,
Fixkorper von G in K.

Bemerkungen

(1) KG ist ein Teilkorper von K.

(i)  Seien K/k eine Galois-Erweiterung und k = K eine algebraische AbschlieBung
von k, welche den Korper K enthilt. Dann gilt,

Gal(K/k) = Menge der k-Einbettungen K —» k.
Beweis. Zu (i). Fiir je zwei Elemente x,yEKG und jedes o€G gilt

o(x-y) =0(x) - o(y) =x-yd.h.x-y € KG
und



o(xy) = 6(x)o(y) = xy , d.h. xyeKO,
dh. KG ist ein Teilring von K (mit 1).

Fiir x€KG-{0} und 6EG gilt weiter
oxh=ox T =x1,
dh. KOG ist ein Teilkorper von K.

Zu (i1). Galois-Erweiterungen sind normal.

QED.

3.7.2 Hauptsatz der Galois-Theorie (fiir endliche Erweiterungen)

Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Galois-Gruppe
G = Gal(K/k)
Dann sind die folgenden beiden Abbildungen zueinaner inverse Bijektionen

N
{Untergruppen von G} %) {Korper zwischen k und K}

Gal(K/F) «4 F

U|—>KU

mit folgenden Eigenschaften.
(i) [K:F] =# Gal(K/F) fiir jeden Korper F zwischen k und K.

i) #U-= [K:KU] fiir jede Untergruppe U von G.
(ii1) Fiir jede Untergruppe U von G und jedes Element c€G gilt

k(U™ _ ;U
(iv) Fiir jeden Korper F zwischen k und K gilt:

F/k normal & Gal(K/F) Normalteiler in G
(v)  Fiir je zwei Korper F’ und F” zwischen k und K gilt:

Gal(K/F’F”) = Gal(K/F’) () Gal(K/F”).
(vi) Fiir je zwei Korper F’ und F” zwischen k und K gilt:

Gal(K/F’(F”) = <Gal(K/F’), Gal(K/F”)>.
Dabei steht rechts die von den beiden Galois-Gruppen erzeugte Untergruppe.

(vit) Fiir je zwei Untergruppen U’ und U” von G gilt
KU,mU” _ KU’.KU”

(viii) Fiir je zwei Untergruppen U’ und U” von G gilt
K<U,,U”> _ KU’mKU”
Dabei bezeichnet <U’, U”> die von U’ und U” erzeugte Untergruppen.

Bemerkung



Als direkte Folge der Existenz der Bijektion ergibt sich, daf die Menge

{ F I F Korper zwischen k und K }
der Korper zwischen k und K endlich ist. Im Fall unendlicher Korper ergibt sich daraus
eine Erklarung fiir die Giiltigkeit des Satzes vom primitiven Element: jedes Element von
K, welches in keinem der endlich vielen echten k-linearen Unterrdume von K liegt,
welche Teilkorper von K sind, erzeugt die Korpererweiterung K/k.

Beweis des Hauptsatzes. Wir fixieren eine algebraische AbschlieBung k von k, die K
enthilt,

k C K Ck.

und beginnen mit drei (trivialen) Bemerkungen.
1. Fiir jeden Korper F zwischen k und K ist auch K/F eine Galois-Erweiterung.
2 #Gal(K/k) = #{k-Einbettungen K—sk }= [K:k]S = [K:k]

Beim Anwenden von ¢ und y kehren sich alle Inklusionen um, d.h. grofle
Untergruppen haben kleine Fixkorper und die Galois-Gruppen grofer
Zwischenkorper sind klein.

Zu (i). Dies gilt nach Bemerkung 2 im Fall F = k. Und im allgemeinen Fall nach
Bemerkung 1.

Zu (ii). Mit F = KY gilt

U C G(K/F)
also
1)
#U = #GK/F) = [K:F]. (1)
Wir haben noch die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, d.h.
[K:F] < #U. ()

Nach Bemerkung 1 ist K/F eine Galois-Erweiterung. Nach dem Satz vom primitiven
Element gilt

K =F(a)
fiir ein a. Wir betrachten die grofte natiirliche Zahl r mit der Eigenschaft, da es
Elemente

o,,.,0 €U

1 r

gibt mit
Ol(oc),...,or(a) paarweise verschieden

Dann gilt

r = #U.

Fiir die wie oben gewihlten o o, und beliebige T€U sind dann die Elemente

=
rOl(a),...,‘cor(a)
nur eine Permutation der Ol(a),...,or(oc), denn andernfalls konnte man die Zahl r

vergroflern. Mit anderen Worten, das Polynom
f(X)=(X-o 1(on))-...-(X - Or(OL))
ist invariant bei jedem Tt€U,
fU = f fiir jedes T€U
und hat (tirivialerweise) die Nullstelle a. Es folgt
fX) € KY[X] = F[X]



und wegen f(a) = 0 ist f ein Teiler des Minimalpolynoms fa von o iiber f. Wir erhalten
[K:F] = [F(a):F] = deg fa = degf=r = #U,

d.h. es gilt (2).
Beweis von @eoy = Id.

Mit (2) gilt in der Abschiétzung (1) das Gleichheitszeichen, d.h. es ist

U =GKKY) =qK") = ¢ap(L))
fiir jede Untergruppe U von G.

Beweis von e = Id.

Wir haben zu zeigen, fiir jeden Korper F zwischen k und K gilt
kKGK/F) _ g

Da die Abbildungen von G(K/F) die Elemente von F fest lassen, gilt jedenfalls
F=KOKF DF 3)
Angenommen, die Inklusion ist echt. Dann gilt
[F:F]>1,
und da F’/F als Teilerweiterung der Galois-Erweiterung K/F separabel ist, auch
[F’:F]S > 1.
Es gibt also eine F-Einbettung
o FF —k
die von der identischen Abbildung verschieden ist:
o(x) # x fiir ein xEF’. 4)
Wir setzen o fort zu einer F-Einbettung
o: K — k.
Weil K normal ist, gilt o(K) = K, d.h. 0 € G(K/F). Wegen (4) liegt x nicht im
Fixkorper von G(K/F), d.h.
x ¢ KOKE) _ g

das steht aber im Widerspruch zur Wahl von x. Deshalb gilt in (3) das
Gleichheitszeichen.

Zu (iii). Es gilt
(OUG'I) -1 -
K ={x€eKlogo "(x)=x fir geU}
={xeKlI go'l(x) = O'IX fir geU}
= 0{0"1x eKI go'l(x) = 0'1x fiir geU}
=o{x €Kl gkx) =x fiir geU}
= o(KY).

Zu (iv). Es gilt (weil ¢ und y invers zueinander sind)
F =KY mit U = Gal(K/F),
also
U, _ U .
F/k normal & o(K~)=K" fiir oG

iii -1
((:y) K(GUO ) = KU fir c€G

1

< oUo = Ufiir oeG (p ist injektiv)

& U ist normal in G.



Zu (V). ¢ kehrt Inklusionen um, d.h.
Gal(K/F’F”) C Gal(K/F’) () Gal(K/F”).
Beweis von “2”:

Jedes o€ Gal(K/F’) () Gal(K/F’) 148t F> und F” elementweise fest, also auch F'F".

Zu (vi).s.u.
Zu (vii). Mit
F :=KY und F? := KV .
gilt (nach (v)):
U’(MU” = Gal(K/F’) () Gal(K/F”) = Gal(K/F’F”),
also

KU'NU” _ (Gal(K/F'F") _ g — kU kU™

Zu (viii). 1p kehrt Inklusionen um, d.h.
K<U, ,U”> C KU’ mKU”-
Beweis von “2”:

Jedes x € KU’ﬂKU” bleibt x bei den Elementen von U’ und U" fest, also auch bei
den Elementen von < U', U" >.

Zu (vi). Mit
U’ ;= Gal(K/F’) und U” := Gal(K/F”).
gilt (nach (viii)):
g<UU"™> _ KU’mKU” —FF = KGal(K/F’ﬂF”)
also
<U’, U’> = Gal(K/F’'("F’>.
QED.

3.8. Symmeltrische Polynome

3.8.1 Die elementarsymmetrischen Funktionen

Ein Polynom heiflt symmetrisch, wenn es sich bei beliebigen Permutationen der
Unbestimmten nicht dndert.

Seien X1 ,...,Xn Unbestimmte. Weiter sei
f(T) == (T—Xl)’...-(T—Xn).
Wir betrachten f als Polynom mit Koeffizienten aus
Z [Xl""’Xn]’
d.h.
(M=% (-1)n'ion_i(X1,...,Xn)-Ti

1=0
mit



Oi(Xl""’Xn) = ‘ > ' Xj ."'.Xj.'
1SJ1<...<_]iSn1 1

Das Polynom
o, = Z[X1 ,...,Xn]
heil3t i-tes elementarsymmetrisches Polynom von X1 ,...,Xn. Zum Beispiel ist
Ol(X) = X1
On(X) = X1 Xn

+.+ X
n

Bemerkungen
(i) Fir jeden kommutativen Ring R mit 1 konnen wir den natiirlichen
Homomorphismus

h:Z—>R,g|->g-1R,

fortsetzen zu einem Homomorphismus
h
Z[Xl,...,Xn] —>R[X1,...,Xn],g(Xl,...,Xn) g (Xl’”"Xn)'

. . h . . .
Wir werden im folgenden statt o; oft auch einfach o, schreiben und auch in

diesem Kontext vom i-ten elementarsymmetrischen Polynom sprechen.

(i)  Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Dann ist die Abbildung
K" — k" x= (XX ) b (04 (%),....0 (X)),

surjektiv.
(iii)) Seien k ein Korper und Xl""’Xn' Dann sind die elementarsymmetrischen

Funktionen
Oi(Xl,...,Xn)a([Xl,...,Xn] ,i=1,..n
algebraisch unabhiingig iiber k.

Beweis von (ii). Sei (a an)E k™ vorgegeben. Das Polynom

1
£X) = X™a XM L4a X" 2t 4D
zerfillt tiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper k in Linearfaktoren,
f(X) = (X—Xol)-...o(X—xn) mit Xi€k'
Dann gilt aber
Oi(xl ,...,Xn) = ai fiir jedes 1,
dh.(a an) liegt im Bild der Abbildung von (ii).

QED.
Beweis (1i1)). Angenommen, die o, sind algebraisch abhingig. Dann gibt es ein

1

Polynom
g(Yl ,...,Yn) € k[Yl""’Yn] - {0}

derart, daf g(o1 ,...,On)Ek[X1 e ,Xn] das Nullpolynom ist,
(D g(ol,...,on):o.
Bezeichne

k



eine algebraische AbschlieBung von k. Da g nicht identisch Null ist und k unendlich
viele Elemente besitzt, gibt es ein n-Tupel

—
(a1 ,...,an)E k
mit
() g(al,...,an)# 0.
Wegen (ii) gibt es ein n-Tupel
(x1 ,...,Xn)EEn

mit ‘ '
Oi(xl ,...,Xn) = ai fiir jedes 1,

Das steht aber im Widerspruch zu (1) und (2).

QED.

3.8.2 Die Operation der symmetrischen Gruppe Sn auf k(Xl,...,Xn)

Seien k ein Korper und X Xn Unbestimmte. Fiir jedes 0 € SIl und jedes

r(Xl’""Xn) e k(Xl,...,Xn)

1

setzen wir

(o r)(X,,..X ):=1r(X s X ).
1 n o 1 ( 1) o 1 (Il)
Dann ist auf diese Weise eine Opertion

Snx k(X19"'7Xn) ék(xl’“.,xn)’ (07 r) P O°r,
vonS_aufk(X,..X ) definiert.” Es ist eine Opertion durch k-Automorphismen.** Sei

S
F := k(X1 ,...,Xn) n = rEk(X1 ,...,Xn) | oer = fiir jedes OESn}
der Fixkoper dieser Operation. Dann gilt:
() F=k©..0),
wobeli die Oi die elementarsymmetrischen Polynome in X1 ""’Xn seien.

(i) K/F ist eine Galois-Erweiterung vom Grad n! und der Galois-Gruppe
Gal(K/F) = Sn'

@) f(T):= (T—Xl)-...-(T—Xn) ist Minimalpolynom der Xi iiber F.
*@v) Ein Polynom pEk[X1 ,...,Xn] ist genau dann symmetrisch, d.h. es gilt

oep = p fiir jedes OESn ,

3 Man beachte, fiir o,t€ Sn gilt
(o)) (X ..., X ) =r(X . ¢ )
1 n T_IG_I(l) T_l(j_l(n)
= (Ter)( X 1 . ¢ i )
o (1) o (n)
= (00(1:01r))(X1 ..... Xn).

¥ d.h. fiir jedes oS ist die Abbildung k(X1 X ) — k(X1 .. X ), r» O°r, ein k-
n n n

Isomorphismus.



wenn es als Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen geschrieben
werden kann,

p(X1 ,...,Xn) = q(o1 ,...,O'n) mit qu[X1 ,...,Xn].

Das Polynom q ist durch p eindeutig bestimmt.
Beweis.
Zu (i) und (ii). Die elementarsymmetrischen Funktionen sind invariant bei den
Elementen von Srl ,d.h.es gilt

F = k(Gl,...,
Jedes Xi ist Nullstelle von

On) CFCL= k(X1 ,...,Xn).

f= (T-X )e..o(T-X ) EF[T],

also algebraisch iiber F’. Damit ist
L/F’ endliche Korpererweiterung.

Das Minimalpolynom von X1 iber F’ ist ein Teiler von f, also vom Grad < n,
[F’(Xl):F’] = n.
Das Minimalpolynom von X2 tiber F’(Xl) ist ein Teiler von f/(T-Xl), also vom Grad =
n-1. Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir
[F’(Xl,...,Xi+1):F’(X1,...,Xi)] =< n-i, (1)

d.h.
[L:F’] =< n!.
Die Xi sind sidmtlich separabel iiber F’, denn f hat den Grad n und die paarweise

verschiedenene Nullstellen Xl""’Xn’ d.h. Xi ist keine mehrfache Nullstelle von f (vgl.

3.5.9(ii)).”> AuBerdem ist L der Zerfillungskorper von f, also normal iiber F’. Wir
haben gezeigt,

L/F’ ist eine Galois-Erweiterung vom Grad =< n!.

Wegen F* C F (nach Definition) gilt
Sn C Gal(L/F) C Gal(L/F")

also

n! = #Srl < #Gal(L/F) = #Gal(L/F') = [L:F'] = n! 2)
In der letzten Abschitzung gilt tiberall das Gleicheitszeichen. Insbesondere gilt
Gal(L/F*) = Gal(L/F)
also
F=F = k((jl,...,cn).
Damit sind (i) und (ii) bewiesen.
Zu (ii)). Da in (2) iiberall das Gleichheitszeichen gilt, ist dies auch der Fall fiir die

Abschitzungen (1). Insbesondere gilt
[F(X)) - F]=n,

d.h. das Minimalpolynom von Xi tiber F hat den Grad n = deg f. Wegen f(Xi) =0 ist
damit f das Minimalpolynom, d.h. es gilt (iii).

3 d.h. der irreduzible Faktor von f mit der Nullstelle X_ hat X_ auch nur als einfache Nullstelle.
i i



*Zu_(iv). Ein Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen ist trivialerweise
symmetrisch. Nehmen wir umgekehrt an, p ist symmetrisch

o°p = p fiir jedes OESn
Dann gilt nach (ii)
Sn
pE k(Xl ,...,Xn) N k[X1 ,...,Xn] = k(o1 ,...,Gn)ﬁk[X1 ,...,Xn].
Es reicht also zu zeigen,
) k(Gl,...,on)ﬂk[Xl,...,Xn] gk[ol,...,on].
Jedes Xi ist Nullstelle des normierten Polynoms

— (TX Yo ofT. _ _1\D-i ol
f(T) :=(T Xl) ..o(T Xn) i%)( 1) On_i(Xl,...,Xn) T Ek[ol,...,on][T]
On]. Also liegen die Xi und damit alle Elemente von k[Xl""’Xn]

0 Tink(X .. X ).

also ganz tiber k[(j1 yeens

in der ganzen Abschlieung von k[o =

Damit sind aber alle Elemente von
3) k(o1 ,...,on)ﬂk[Xl,...,Xn]

ganz iiber k[o O'n]. Da die o, algebraisch unabhéngig sind, ist k[ol,...,cn] ein ZPE-

1

Ring und damit ganz-abgeschlossen in k(o Gn). Die Elemente von (3) liegen daher

1

samtlich in k[o O'n], d.h. es besteht die Inklusion (2).

QED.
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3.9 Lineare Unabhdngigkeit der Charaktere

3.9.1 Definitionen

Seien G eine Gruppe und K ein Korper. Ein Charakter von G in K ist ein
Gruppenhomomorphismus

x: G — K*.
Insbesondere ist
G—K*gpl1,
ein Charakter, welcher trivialer Charakter heif3t.

Eine Familie von Funktionen
fi: G—K,i=1,..n

heiflt linear unabhingig iiber K, wenn eine Relation der Gestalt
af +.+a f =0Omita,,...a €K
11 nn 1 n
nur im Fall a=.=a = O besteht, d.h. nur die triviale Linearkombination ist die

“identisch verschwindende” Funktion.

Beispiel

Die Elemente der Galois-Gruppe Gal(K/k) definieren Charaktere
K* —s K*

der multiplikativen Gruppe K* mit Werten in K.



3.9.2 Satz von Artin
Seien G eine Gruppe, K ein Korper und
Kpre g G — K*
paarweise verschiedene Charaktere von G in K. Dann sind Xy linear unabhingig

iiber K.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei
jetzt n > 1. Angenommen, es gibt eine endliche Familie von n linear abhingigen
paarweise verschiedenen Charakteren, d.h. die Linearkombination

(D) a 1X1+"'+anxn =0 (mita anEK, nicht alle a, = 0)

e
ist auf ganz G Null. Der Fall, daf ein ai gleich Null ist, ist nach
Induktionsvoraussetzung nicht moglich, d.h. es gilt
a ,...,anEK - {0}.
Da %y und % verschieden sind, gibt es ein g&EG mit
X1 (8 7 %y(8)-

Fiir jedes X&G erhalten wir aus (1), indem wir als Argument gx einsetzen:
a, %, (@)%, (O+..+a_x (&) x (X)=0,

d.h. es ist

) a, % (@ % ++a % (2%, =0.
Andererseits erhalten wir aus (1) durch Multiplikation mit Xl(g):
3) ay %@ xyteta % (@ x, =0

Wir bilden die Differenz aus (2) und (3) und erhalten
a, (X5 (@)-%, (@) xXy+-+a (% (@)-x, (@) x =0

Dies ist eine nicht-triviale Relation zwischen n-1 Charakteren, die nach
Induktionsvoraussetzung nicht moglich ist.
QED.

3.710 Spur und Norm

3.10.1 Definitionen (separabler Fall)

Seien K/k eine endliche separable Korpererweiterung und €K ein Element. Wir setzen

Ngp@= T o
o0: K&k

TrK /k(a) = > _0(a)
o0:KSk
Dabei werden Summe bzw Produkt iiber alle k-Einbettungen o: K<s k erstreckt. Auf
diese Weise sind Abbildungen

NK/k: K—k

TrK/k: K—k

definiert, welche Norm bzw. Spur von K iiber k heif3en.




Beweis. Zunichst nehmen diese Abbildungen nur Werte in k an. Wir miissen zeigen,

die Bilder dieser Abbildungen liegen in k. Dazu wihlen wir eine Galois-Erweiterung
L/k

mit K C L und der Galois-Gruppe

G = Gal(L/k).
Wir betrachten die Untergruppe

U := Gal(L/K)
und zerlegen G in Nebenklassen modulo U,

*) G=gUU..UgU.

1. Schritt: Fiir jedes a€K gilt

(1) N @=]] g@€EL
=1
@) Trg, (@)= él g(@EL
Es reicht zu zeigen, die Einschrinkungen
gllK y e s ngK
sind gerade die k-Einbettungen von K in k.
Fiir jedes c€G(L/k) ist

OIK:K—>LCk,

eine k-Einbettung von K in k, und man erhilt nach dem Fortsetzungssatz I auf diese

Weise jede k-Einbettung von K in k. Wir haben noch zu zeigen, zwel O liefern genau
dann dieselbe k-Einbettung von K, wenn sie in derselben Nebenklasse modulo U liegen.

Fiir o, T€G(L/K) gilt
1

GIK=1IK¢>0 tIK=Id¢>0

_1‘EEU & oU=1U,

2. Schritt: Norm und Spur nehmen ihre Wert in k an.

Nach Definition von G gilt LS = k. Es reicht also zu zeigen, die rechten Seiten von (1)
und (2) sind invariant bei den Elementen von G.Sei g&G. Dann gilt wegen (*)

g8, =¢ ()u mltu eu

und einer Permutation OESr.

Es folgt
eN (@) = ﬁ gg.(®)
=1
= ﬁl Eo(i) (¥

_ It[ g 0(1) (wegen uiEU = Gal(L/K) und 0 €K)



= ]'t[ gi(oc) (weil L kommutativ ist)
i=1
= Ng (@)

Dieselbe Rechnung kann man auch mit der Summe anstelle des Produkts durchfiihren.
Wir haben gezeigt, NK /k((x) und TrK /k(a) sind invariant bei den Elementen von G,

liegen also in k.

QED.

Bemerkung

Der obige Beweis zeigt, fiir jede endliche Galois-Erweiterung L/k, jede Teilerweiterung

K/k und jedes Element €K gilt

[g]lEeGal(L/k)/Gal(L/K)

Try p(@) = 2 g(@).
[g]EGal(L/k)/Gal(L/K)
Dabei bezeichne [g] die (Links-) Nebenklasse von g&Gal(L/k) modulo Gal(K/k).

3.10.2 Eigenschaften der Norm
Sei K/k eine separable Korpererweiterung vom Grad n = [K:k] < co. Dann gilt
@) NK /k(ouﬁ) = NK /k(oc) NK /k(ﬁ) fiir a,pEK.
(i) Ny, (@)= o fiir a€k.
(111) NK K= NF I NK /F fiir jeden Korper F zwischen k und K.

. _ (. 1\ —
(iv) NK /k(oc) =(-1) foz(O) falls K = k(o).
) NK /k((x) = det(multa).
Dabei bezeichne fa das Minimalpolynom von a iiber k und multa die k-lineare
Abbildung

multa: K—K,x » ax.

Beweis. Zu (i). Fiir jede k-Einbettung 0: K& k gilt o(af) = o(ap) = o(a)a(P).
Zu (i1). Fiir jede k-Einbettung 0: K& k gilt o(a) = a (wegen a€k).

Zu (iii). Wir wihlen eine endliche Galois-Erweiterung L/k mit K C L und setzen

G = Gal(L/k) kCFCKCL
U := Gal(L/F) vCuCaGaG
V = Gal(L/K).

Nach der Bemerkung von 3.12.2 gilt dann fiir jedes a€K:

B=Np p@= [ g@
[gl€eU/V
und



N, N @) =N, )= ] h)
[h]eG/U

= I hC JT glw)
[hEG/U [g]lEU/NV

I1 [I gl
[h]EG/U [glEU/V
Durchlaufe jetzt h ein Représentantensystem von G/U,

r
und g ein Reprisentantensystem vom U/V,
S
Dann durchlaufen die hg ein Reprisentantensystem von G/V:
r S
Das obige Doppelprodukt 1a6t sich damit wie folgt schreiben.

NNl = [T egla)=Ng, (o).
[gleG/vV
Zu (iv). Die Nullstellen des Minimalpolynoms sind gerade die Konjugierten von o, d.h.
es gilt
f0= [ (Xol@),
o: Kok
also
— - = (- n = (- n
f,O=T] B (-o()=C-D" ] B o(o) = (-1)"Ny (@)
0. KSk 0:KSk
Zu (v). Seien o€K,
£ (X)=cyte X+ .. +c  XTLaxMeKx]

1 n-1
das Minimalpolynom von o iiber k und
F = k(o).
Dann gilt
NK /k(a) = NF /k(NK /F(OL)) (nach (iii))
= NF /k(a[K:F]) (nach (ii) wegen a€F = k(o))
= NF/k(a)[K:F] (nach (1))
= (-)IFKIOIFT nach (ivy)
d.h.
K:k] [K:F]
) Neg@ =D

Es reicht zu zeigen, der Ausdruck auf der rechten Seite ist die Determinante der
Multiplikationsabbildung multa beziiglich einer geeignet gewihlten Basis von K/k. Sei

irgendeine Basis von K iiber F gegeben, sagen wir



K= Fo)1+...+Foor mit r = [K:F].

Wegen
F = kel+keo + ... + koo ] mit s = deg £ =[FK].

erhalten wir damit die folgenden k-Vektorraum-Basis von K.

s-1

ool,occol,...,oc ml,
s-1

2) wz,awz,...,a (oz,
s-1

W,o0m,..0°0 "o
r r r

Bei Multiplikation mit o gehen die Basisvektoren jeder Zeile in eine Linearkombination
der Basisvektoren dieser Zeile iiber. Zum Beispiel erhdlt man fiir den letzten
Basisvektor jeder Zeile

oSw. = (-c.-C A+ ...-C ocs'l)o)..

Deshalb zerfillt die Matrix vom mul‘?a blezijglich di_rlBasis (2) in r Blocke,
BO0..0
M(multa) = 0 B 0 (r Blocke)
00..B

wobei jeder Block die Gestalt

(000...0 —CO\
100..0 -

1
B=]1010..0 <,

\0 00.. O—Cs_l/
hat. Durch (s-1) Nachbartausche kann man die erste Zeile von B in die letzte
tiberfiihren. Deshalb gilt

—nS e yZ o1y
det B =(-1) (CO) -1 CO
also
— r_ rs I
det(multa) =(det B) =(-1) Co-

Wegen r = [K:F] , s = [Fk], also rs = [K:k], erhalten wir durch Vergleich mit (1) die
Behauptung.
QED.

3.10.3 Eigenschaften der Spur
Sei K/k eine separable Korpererweiterung vom Grad n = [K:k] < co. Dann gilt

6] TI‘K/k(OL+|3) =Tr K/k(OL) + Tr K/k([S) fiir a,pEK.
@) Tr,, , (o) =n fiir ack.

K/k
(iii) Tr

Kk = Tr F /kOTr K/F fiir jeden Korper F zwischen k und K.



. _ _ . .. n-1.
Giv) Tr K /k(a) =-a falls K = k(o) ist und a | den Koeffizienten von X~ im
Minimalpolynom fa von a iiber k bezeichnet.
(v) Tr, ,(a)=Tr(mult ):=Summe der Elemente auf der Hauptdiagonalen einer
K/k a ptdiag
Matrix von multa.

Dabei bezeichne multa die k-lineare Abbildung

multa: K—K,x » ox.

Beweis. Ist analog zum Beweis von 3.12.2.
QED.

3.11 Zyklische Erweiterungen

3.11.1 Definition

Eine endliche Galois-Erweiterung K/k heifit abelsch bzw. zyklisch, wenn die Galois-
Gruppe

Gal(K/k)
abelsch bzw. zyklisch ist.
Beispiel 1
Seien k ein Korper der eine n-te primitive Einheitswurzel
Cek
enthélt und

K = k(o) mit a := o €k,
d.h. a ist eine n-te Wurzel aus einem Element von k. Es gelte

n-lk #Z 0

(d.h. n sei teilerfremd zur Charakteristik). Dann ist
k(a)/k
eine zyklische Galois-Erweiterung.
Beweis. Wir konnen annehmen , o ist nicht Null .Das Element a ist Nullstelle des
Polynoms
f(X)=X"-a,
Die n Nullstellen des Polynoms f sind gerade die folgenden:

a, Ca, 2;2(1, - Z;n'loc .

Diese sind paarweise verschieden (weil T primitiv ist) und liegen in k(o) (wegen CEKk).
Also ist k(o) Zerféallungskorper des separablen Polynoms f, d.h.

K/k eine Galois-Erweiterung.
Sei
G = G(K/k)

die Galois-Gruppe. Fiir jedes 0€G ist o(a) eine Nullstelle von f, also von der Gestalt
o(a) = wooc

mit einer n-ten Einheitswurzel w € k. Wir betrachten die Abbildung

G —<t>Ck*,0p o

Es reicht zu zeigen,
1. @ ist ein Gruppen-Homomorphismus.
2. @ ist injektiv.



Denn dann kann man G als Untergruppe der zyklischen Gruppe <C> auffassen, d.h. G
ist selbst zyklisch.
Zu 1 Fiir o, v€G gilt
w 0= ot(o) = G(w_ca) = (»To(oc) =0 o d,
Zu 2. Weil K von a erzeugt wird, ist o durch das Bild
o(a) = coccx

bereits vollstindig festgelegt, d.h. durch (o) = ®
QED.

Beispiel 2
Sei K/k eine Korpererweiterung und CEK eine primitive n-te Einheitswurzel mit
n teilerfremd zur Charakteristik von k.
Dann ist
k(©)/k
eine abelsche Galois-Erweiterung.
Beweis. k() ist der Zerfillungskorper des Polynoms
fxX)=x"-1,
also normal und separabel iiber k, d.h. k(C)/k ist endliche Galois-Erweiterung. Sei
G = G(k(©)/k)

die Galois-Gruppen. Jedes oG bildet T in eine primitive n-te Einheitswurzel ab, d.h.

o(¥) = ¢! mit ggT(i,n) = 1.

Der Exponent i = 1(0) ist dabei modulo n eindeutig festgelegt. Auf diese Weise ist also
eine Abbildung

h: G — (Z/(n))*, 0 = 1(0) mod n,
definiert. Es reicht zu zeigen,
1. h ist ein Gruppen-Homomorphismus.
2. h st injektiv.
Denn dann ist G als Untergruppe einer abelschen Gruppe abelsch.

Zu 1. Fiir 0, t€ G gilt
200 = (o1)(©) = o(d®) = (0(1)) (P = 1O

Zu 2. Weil k(C) von C erzeugt wird, ist jedes 0EG durch das Bild von T bereits
eindeutig festgelegt, also durch _

o(©) =i,
also durch i(o) mod n.

QED.
Bemerkung
Im Fall k = Q und n = 12 kann man zeigen, daf} die obige Erweiterung nicht zyklisch
ist. Es ist dann G eine Untergruppe von
(ZI(12))* = {*1,%5 }
Jedes Element dieser Gruppe hat das Quadrat 1, d.h. es handelt sich um die Kleinsche
Vierergruppe, d.h. um eine Gruppe, die nicht zyklisch ist. Es reicht also zu zeigen,
G = (Z/(12))*.
Angenommen, es gilt nicht das Gleichheitszeichen. Dann hat G die Ordnung
#G=2,
also Q(C) den Grad

[QE):Ql=#G=2,



d.h. T wiirde einer Gleichung zweiten Grades iiber Q geniigen. Nun ist aber C?’ eine 4

te primitive Einheitswurzel’®, d.h. §3 = =i, also gilt iEQ(T), also aus Gradgriinden

(D QO =Q1) =Q +i-Q. '
Weiter ist 2;4 eine 3-te primitive Einheitswurzel®’, also C4 =- % + 15 3, also gilt
V3 EQ.

also aus Gradgriinden

) Q) =Q0W3)=Q +v3- Q.
Die Identititen (1) und (2) sind aber unvereinbar: nach (2) liegt Q(C) ganz in den reellen
Zahlen.

3.11.2 Hilberts Satz 90

Seien K/k eine (endliche) zyklische Erweiterung mit der Galois-Gruppe G, o ein

erzeugendes Element von G,
G=<0o>

und oK. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
(1) NK /k(oc) =1.

(ii))  Es gibt ein Element EK-{0} mit o = B/o(p).
Beweis. Wir schreiben N : = NK K fiir die Normabbildung K — k.
(i1) = (1). Es gilt

N(a) = N(B)/N(o(p)) =1,

denn § und o(3) haben dieselben Konjugierten.

(1) = (i1). Wir setzen
n:=#G =[Kik]

=1, also

oa# 0.

Nach Voraussetzung gilt NK /k(a)

Die Abbildungen ‘
o K¥ — K*,i=0.1,...n

sind paarweise verschiedene Charaktere von K* in K, also K-linear unabhéngig (nach

dem Satz von Artin, 3.9.2). Insbesondere ist die folgende Abbildung K—K nicht
identisch Null:

-1 . .
TE c.o' mitc. :=* oc-c(oz)-...-al'l(oc)
! i
1=0
Es gibt also ein Element OEK fiir welches der Wert 3 dieser Abbildung an der Stelle 0
ungleich Null ist:

-1 . -1 .
0=p:="S .01(0) = 5 B_mit B, =" c.+0'(0)
1=0 r=0

3% Wiire §3 nicht primitiv, so wire ?;3 == 1,also 2;6 =1, d.h. T wiire nicht primitiv.

37 Wiire ?;4 nicht primitiv, so wire §4 =1, d.h. T wire nicht primitiv.
38 Rechts stehen i Faktoren. Im Fall i = O sei €= 1.



Es gilt

i+1

o(B,) = o(0)e..+0\ ()0t (B) =—o—fiir i =0, ... ,n-2
o, ) =o@r..0" (@o(0)
= o(a)e....c™ L()+0
N(a)+6
“Ta
= 0/a (wegen N(a) =1)
Einsetzen in die Definition von f3 liefert
1
o(B) =S o)
r=0
= E) BH_I/OL + 0/a
= 152 ﬁr+1/a + BO/OL
r=0
= fp/a
also
o = p/o(p)
QED.

3.11.3 Satz von den zyklischen Erweiterungen

Seien k ein Korper und n eine natiirliche Zahl, die im Fall char k # O teilerfremd zu
Charakteristik von k ist. Der Korper k enthalte eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Jede zyklische Erweiterung K von k des Grades n hat die Gestalt
K =k(a),
wobei a ein Element mit dem Minimalpolynom

fX)= XM - aEK[X]

ist.
(i) Sei a aus einer Korpererweiterung von k und Nullstelle eines Polynoms der
Gestalt

fX)=X" -a€K[X]
Dann ist k(a)/k eine zyklische Korpererweiterung, deren Grad d ein Teiler von n

ist. AuBBerdem gilt odek.

Beweis. Zu (i). Seien K/k eine zyklische Erweiterung des Grades n mit der Gruppe
G=<o>
und

cek
eine n-te Einheitswurzel. Es gilt

Nk /k(C'l) =@hn (wegen TEk und 3.10.2)
=1.
Nach Hilberts Satz 90 gibt es ein aEK mit C'l = o/o(a), d.h.

* Insbesondere sei [30 = 0.



o(a) = Cat.
Wegen CEKk folgt
o'(o) = Cla fiiri=1,...,n.

Die Elemente “(;ia sind die (paarweise verschiedenen) zu a iiber k konjugierten Elemente.
Es folgt

[k(ov):k] = [k((x):k]S (weil K/k galoisch, also separabel ist)
=n (nach 3.5.2).
Damit ist
K =k(a)
und
o) = o(a)" = Ca)" = ©Nw)" = o,
d.h.

a:=ol'e KG =k,

d.h. o ist Nullstelle von X"-a € k[X] (und hat dieses Polynom als Minimalpolynom).
Zu (i1). Sei k eine algebraische Abschliefung von k und a€k Nullstelle von

f(X) =X" - a €K[X].
Dann hat f die n paarweise verschiedenen Nullstellen

o, ta, Pa, .., e,
die wegen CEk in k(o) liegen. Also ist k(o) Zerfallungskorper des separablen
Polynoms f, d.h.

k(a)/k ist eine Galois-Erweiterung.
Sei
G = Gk(a)/k)

deren Galois-Gruppe. Fiir jedes 0€G ist o(a) eine Nullstelle von f(X), d.h.
o(a) = w _*a, mit W n-te Einheitswurzel (€k).
Nach Beispiel 1 von 3.1.11 ist die Abbildung
CP:G_><C>=Mk,n OB 030,

ein injektiver Gruppen-Homomorphismus. Wir koénnen G als Untergruppe der
zyklischen Gruppe
Men =<2

der Ordnung n auffassen. Insbesondere ist
G zyklisch von der Ordnung d = # Im(¢) mitd | n.
Sei o jetzt ein erzeugendes Element von G,
G=<0o>.
Dann ist o eine primitive d-te Einheitswurzel und es gilt

o(a) = (@) ¢ = (@ _a) = o,
d.h.

ad € k()C = k.
QED.

3.12 Auflosbare Erweiterungen (in der Charakteristik 0)

3.12.1 Definitionen
Eine endliche separable Korper-Erweiterung.



K/k
heiflt auflsbar, wenn sie ganz in einer Galois-Erweiterung L/k mit auflosbarer Galois-
Gruppe liegt, deren Ordnung teilerfremd zur Charakteristik von k ist*’.

Die Erweiterung K/k heif3t auflosbar durch Radikale, wenn es einen Korperturm
k:KOCK1 C ...CErzE

gibt mit K C E und
ST SICE
wobei eine Potenz von o in Ki liegen soll,

ek
(@) ex. .

wobei der Exponent n, teilerfremd zur Charakteristik des Grundkdrpers sein soll.

3.12.2 Eigenschaften auflosbarer Erweiterungen

Die Auflosbaren Korpererweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klasse.
Beweis. Ubungsaufgabe.
QED.

3.12.3 Auflosbarkeit und Auflosbarkeit durch Radikale

Sei
K/k
eine endliche separable Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) Kk ist auflosbar.
(i) K/k ist auflosbar durch Radikale.

Beweis. (i) = (i). Wir miissen die Existenz einer Galois-Erweiterung

L/k

mit

K C L und G(L/K) auflosbar
beweisen. Dazu konnen wir K bei Bedarf vergroBern.
1. Schritt. Reduktion auf den Fall, daB K/k eine Galois-Erweiterung ist.
Nach Voraussetzung entsteht K aus k durch wiederholte Adjunktion von n-ten Wurzeln.
Indem wir mit jeder Wurzel auch alle adjungierten Wurzeln zum Korper hinzunehmen,
d.h. wir adjungieren zusitzlich n-te Einheitswurzeln, bleibt die betrachtete Erweiterung
E/k nach wie vor auflosbar durch Radikale wird aber zusitzlich normal und dadurch eine
Galois-Erweiterung.

Nach Voraussetzung entsteht K durch Adjunktion von endlich vielen Nullstellen von
Polynomen der Gestalt
X" a,
Wir bezeichnen mit
N
eine natiirliche Zahl, die von allen dabei auftretenden Graden n geteilt wird (und
teilerfremd zur Charakteristik des Grundkorpers sein soll).

2. Schritt: Reduktion auf den Fall, daf3 k eine primitive N-te Einheitswurzel enthlt.

“ Die Bedingung an die Ordnung kann man fallen lassen, wenn man zu den durch Radikale auflosbaren
Erweiterungen die Artin-Schreier-Erweiterungen hinzunimmt (die in der Charakteristik O nicht
auftreten). Man muf} dann zusitzlich den Satz von Artin-Schreier beweisen.



Bezeichne

C
eine primitive N-te Einheitswurzel. Wir setzen
F=k(0).

Wir wollen die Auflosbarkeit der Gruppe G(K/k) beweisen. Auf Grund der Surjektion
f: G(KF/k) — G(F/k),0 » 0|F ,
reicht es, die Auflosbarkeit von G(KF/k) zu beweisen:

Betrachten wir ndmlich die exakte Sequenz

£
| —s G(KF/F) -25 G(KF/k) —s G(F/k) —> 1

Die Gruppe rechts ist abelsch*', also auflosbar. Deshalb ist die Gruppe in der Mitte
auflosbar, wenn es die Gruppe links ist. Es reicht also die Aufldsbarkeit von

G(KF/F),
zu beweisen, d.h. wir konnen annehmen, der Grundkorper enthélt eine N-te primitive
Einheitswurzel.
3. Schritt. Abschluf des Beweises.
Nach Voraussetzung gibt es einen Korperturm

k=KOCK1C ...CEr=K
mit
K. =K ek nIN
i1 = Koy o (@) it
Nach Voraussetzung enthilt k eine primitive N-te Einheitswurzel. Also enthélt Ki eine
primitive ni—te Einheitswurzel. Nach 3.11.1 Beispiel 1 ist

Ki+1/ Ki zyklische Galois-Erweiterung

(also auflosbar). Aus der kurzen exakten Sequenz
l — G(Ki+ I/Ki) — G(Ki+1/k) — G(Ki/k) —1
sehen wir, mit G(Ki/k) ist auch G(Ki+1/k) auflosbar. Also ist G(K/k) auflosbar.

(1) = (i1). Wird so dhnlich bewiesen: man reduziert die Aussage auf den Fall, da3 K/k

Galois-Erweiterung ist und k eine primitive n-te Einheitswurzel enthdlt mit n = [K:k]
und benutzt dann die Beschreibung der zyklischen Erweiterungen von 3.11.3(i).

Genauer, sei K/k auflosbar. Wir haben die Auflosbarkeit durch Radikale nachzuweisen.
Sei
L/k

eine endliche Galois-Erweiterung mit K € und auflgsbarer Gruppe, deren Ordnung

teilerfremd zur Charakteristik des Grundkorpers k ist, und bezeichne
N
das Produkt aller Primzahlpotenzen, welche den Korpergrad
[L:K]
teilen. Wir fixieren in der algebraischen AbschlieBung von L eine primtive N-te
Einheitswurzel C, und setzen

F := k(©), € primitive N-te Einheitswurzel.
Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm von Kd&rpererweiterungen.

* nach Beispiel 2 von 3.11.1.



L CLF=K

U u

k CF
Nach Wahl von L ist L/k auflosbar und nach Wahl von F = k(T) auch F/k (nach 3.11.1
Beispiel 2). Also ist LF/k auflosbar (nach 3.12.2).

Als Galoiserweiterung ist L. Zerfallungskorper einer Familie von Polynomen iiber k.

Fiigen wir zu dieser Familie das Polynom xN hinzu, so erhalten wir eine
Beschreibung von LF als Zerféllungskorper iiber k. Mit anderen Wort,

LF/k ist eine Galois-Erweiterung.
Nach Konstruktion ist die Galois-Gruppe G dieser Erweiterung aufldsbar, d.h. es gibt
eine Normalreihe

{O}:GOCG1 C ...CGr:G,
deren Faktoren Gi+1/Gi zyklisch von Primzahlpotenzordnung sind. Wir betrachten den

zugehorigen Korperturm

G G G
K=K DK 1D .DK =k
und setzen
G
Ki =K .
Dann gilt
G(K/K; G;
K (KD _ K. =K !
also

Gi = G(K/Ki).

Nach Wahl der obigen Normalreihe ist die Untergruppe
Gi— 1= G(K/Ki_ 1) Normalteiler in Gi = G(K/Ki),

dh.K -1 Ki—l ist normale Korpererweiterung von Ki’ also eine Galois-Erweiterung.

Berechnen wir deren Galois-Gruppe. Die Einschriankungsabbildung

ch:G(K/Ki) — G(Ki—l/Ki)’ OB GIKi_l,
als Kern die Gruppe G(K/Ki—l) = Gi—l ,d.h.es gilt
G(Ki- 1/Ki) = Gi/Gi-l ,

d.h. Ki— /Ki ist zyklische Galois-Erweiterung. Nach 3.11.3 hat Ki— /Ki die Gestalt

1 1

n:
— ; 1
Ki-l = Ki(ai) mit ((xi) € Ki'

Damit ist Ko/k = K/k auflosbar durch Radikale.
QED.

3.13 Die Galois-Gruppe eines Polynoms

3.13.1 Definition
Seien k ein Korper und
f(X) € k[X]
ein separables Polynom. Weiter sei K der Zerfillungskorper von f iiber k. Dann heif3t



G(f) := G(f/k) := G(K/k)
Galois-Gruppe von f liber k.

3.13.2 Beispiel

Seien 01 ,...,0n, T Unbestimmte und

fX) = X" X"+ +(-1)'0 €K =Ko, ,..0)
das “allgemeine” Polynom n-ten Grades. Dann hat f die Galois-Gruppe Sn'

Insbesondere ist die Galois-Gruppe im Fall n = 5 nicht auflosbar und die Nullstellen

von f lassen sich nicht als Radikale in den Koeffizienten 01 ,...,0n von f ausdriicken.

Mit anderen Worten, es gibt keine Formeln fiir die Nullstellen eines Polynoms des
Grades n = 5 die fiir alle Polynomes dieses Grades gleichermalien gelten und in denen
auller den vier Grundrechenarten nur noch Wurzel-Ausdriicken auftreten.

Unser néchstes Ziel besteht darin zu zeigen, da3 es solche Formeln nicht einmal fiir die
Nullstellen des Polynoms

£(X) = X2 - 4X + 2 € Q[X]
gibt. Zu diesem Zweck benutzen wir das folgende Kriterium.

3.13.3 Ein Kriterium fiir Polynome f mit G(f) = Sn

Sei f € Q[X] ein Polynom von Primzahlgrad p mit genau zwei nicht-reellen Nullstellen
in C. Dann ist die Galois-Gruppe von f iiber Q gleich der symmetrischen Gruppe Sp.

(vgl. Karpfinger & Meyberg, Lemma 27.5, S. 295)
Beweis. Seien

al,ocze(C—Qundoc

die Nullstellen von f und

30 ,ap eC
G = G(f) = G(K/Q)

die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers K = (@(oc1 ,...,(xp) von f iiber Q. Fiir jedes

oce G

schreiben wir
o(ai) = oy iy
Dann ist G ein Permutation von Sp und fiir o, T € G gilt

r(o(ai)) =t(o~,.) =

o(i)

o~ ~ .,
t(o(1))
d.h. (‘IZG)N =7 0. Mit anderen Worten,
G_>sp,o._>8‘, (1).

ist ein injektiver Homomorphismus (injektiv, weil jeder Automorphismus von K/Q
durch seine Werte auf den Erzeugern der Korpererweiterung festgelegt ist). Es reicht zu
zeigen, dieser Homomorphismus ist surjektiv.
Die Einschrinkung der komplexen Konjugation

C—C.,zm z,
auf K definiert eine Q-Einbettung K —» C und, weil K normal iiber Q ist, einen Q-
Automorphismus von K,



e K—K,zm z,(€G=GK/WQ)).

Weil die Koeffizienten von f reel sind, sind die beiden nicht-reellen Nullstellen

konjugiert zueinander, d.h. € permutiert oy und Oy und es ist

T =(12).
Weiter gilt
G =[K:Q] = [K:@(al)]'[Q(al)I@] = [K:@(Otl)]'p-

Die p-Sylow-Untergruppe von G ist somit nicht-trivial. Insbesondere enthilt G ein

Element von p-Potenz-Ordnung und damit auch ein Element 8 der Ordnung p. Weil p
eine Primzahl ist, ist & ein p-Zyklus.** Es gilt also
0= (l,n2 ) e ,np).

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, die Injektion (1) ist surjektiv. Dazu

wiederum reicht es zu zeigen,
s = 1,2 und § = 1,n,,..,n )erzeugen S . 2
(12) (1,n, ... ) erzeugen S 2)
Die nicht-trivialen Potenzen von & sind wieder p-Zyklen. Wir konnen deshalb & durch
eine geeignete Potenz ersetzung und annehmen,

0 =(1,2,n3,... ,np).

Es gilt

Sec1.2(5h 1 = (331). SI2)) =

801, 2-@F) = B, Sy =y on ),
also

(nj ,nj+1)E< e, >flirj=1,2,..,p-1
Weiter ist
(nj , nj+1).(ni , nj)-(nj , nj+1) = (ni , nj+1) firi<j=sp-1,

also

(n, ,nj)e<2‘ .8 > fiir alle i und j miti <.

Mit anderen Worten, alle Transpositionen liegen in der von e und § erzeugten
Untergruppe, d.h. es gilt (2).
QED.

2 Man zerlege 3 ein Produkt von elementfremden Zyklen. Jeder Faktor ist dann ein Zyklus, dessen
Ordnung die Primzahl p teilt.



3.13.4 Beispiel: X° - 4X + 2

Das Polynom f(X) = X5 -4X + 2 € Q[X] ist irreduzibel und besitzt die Galois-Gruppe
G() = 55

Insbesondere lassen sich die Nullstellen von f nicht als Radikale schreiben

(vgl. Karpfinger & Meyberg, Beipiel 29.5, S. 320).

Beweis. Das Polynom f ist ein Eisenstein-Polynom zur Primzahl 2, also irreduzibel. Es
reicht deshalb zu zeigen, f besitzt genau drei reelle Nullstellen. Die Ableitung

f =5X%-4
ist positiv auBerhalb des Intervalls

4 4
I=[- \4/5, +4/4/5]
und negativ im Innern dieses Intervalls. Also ist f streng monoton steigend aullerhalb

und streng monoton fallend im Innern des Intervalls.

SRNY

In jedem der Intervalle, in denen f streng monoton ist, kann das Polynom hochstens eine
Nullstelle besitzen. Insgesamt hat f also hochstens drei reelle Nullstellen.
AuBlerdem ist
f(-2)=-32+8+2<0
f-H)=-1+44+2 >0
f(l) =1-4+2 <O
f(2) =32-8+2 >0
Es gibt also in den Intervallen (-2, -1), (-1, +1), (+1, +2) je eine Nullstelle. Damit hat f

genau drei reelle Nullstellen.

QED.
Bemerkungen
(1)  Der obige Beweis benutzt wesentlich die algebraische Abgeschlossenheit des

Korper C der komplexen Zahlen (die wir hier nicht bewiesen haben). Das
nachfolgende Beispiel (aus dem Algebra-Buch von van der Waerden) hat diesen
Mangel nicht, ist allerdings aufwendiger.

(ii) Man kann die Hauptsatz der Galois-Theorie verwenden, um die algebraische

Abgeschlossenheit von C zu beweisen.

3.13.5 Beispiel: X°-X-1
Der Zerfdllungkorper von

£(X) 1= XO-X-1
hat iiber QQ die Galois-Gruppe



G=SS'

Insbesondere lassen sich die Nullstellen dieses Polynoms nicht durch Radikale
ausdriicken.

Zum Beweis dieser Aussage brauchen wir einige allgemeine Sitze zur Berechnung der
Galois-Gruppe eines Polynoms.

3.13.6 Konstruktion
Seien

f(X)ek[X]
ein Polynom ohne mehrfachen Nullstellen,
A ,...,0 €k
1 n
dessen Nullstellen in einer algebraischen AbschlieBung k von k. Wir fiihren
Unbestimmte

u1 .,un
ein und setzen

0:= ulal +...unOLn

und
F(z,u) :=* [T (z-s°6) EK[u, z]

SES
n

Dabei operiere sESn auf den Polynomen in den u durch Permutation der
Unbestimmten u.. Wir zerlegen F in irreduzible Faktoren
F(zu) = Fl(z, u)-...-Fr(z,u) in k[u,z].

Die Permutationen von Sn ,die F_ in sich abbilden, bilden eine Untergruppe von Sn’

1
G ={s€S_IsF =F}

Bemerkungen
(i) Die Elemente der Galois-Gruppe G := G(f) von f permutieren die Nullstellen
o, ,..,0
1I’"""n

von f. Wir haben also einen wohldefinierten Gruppen-Homomorphismus

G— Sn’ ok o{ ozl,...,ocn}
wenn wir Sn als Gruppe der Permutation von {a 1,...,ocn} auffassen. Diese
Abbildung ist injektiv, weil die o den Zerféllungskorper von f erzeugen. Wir
konnen also G als Untergruppe der Sn auffassen.

(ii) Der nachfolgende Satz besagt, dal man die beiden eben beschriebenen
Untergruppen der Sn identifizieren kann.

3.13.7 Eine alternative Beschreibung der Galois-Gruppe eines Polynoms
Mit den Bezeichnungen von 3.13.6 gilt

G(f) = {sESn I sF1 = Fl}'

4 Wir schreiben hier abkiirzend u fiir Ul
n



Beweis. Sei K der Zerfillungskorper von f iiber k,
K= k(ocl,...,an).

Uber K[u] zerfillt F in die Linearfaktoren

z-s0=z-u (sESn).

o -1 +..u A -1
s 1) N 57 (n)
Wir wihlen die Bezeichnungen so, daf} F1 den Faktor

z-0
enthilt. Wie schon angemerkt konnen wir die sESn zum Permutieren der u benutzen,
aber auch zum Permutieren der (xi .Je nachdem, welcher Fall vorliegt, wollen wir s = su

oder s = 5ol schreiben. Es gilt

(D) Fl(z, wl > (z- saﬂ) in k[z, u]
sEG(f)
denn rechts steht ein Polynom mit Koeffizienten aus K, welches bei den Elementen von

G(f) unverdndert bleibt, d.h. die Koeffizienten liegen in KG(f) = k. Die
Teilbarkeitsrelation besteht, weil F1 irreduzibel ist und mit dem Polynom rechts die

Nulstelle z - 6 gemeinsam hat.**
1.Schritt: s 0 = s_le

Das Produkt

S S
u o

permutiert die Summanden des Ausdrucks
O:=u,0 +.u a0 ,

171 n n
laBt ihn also unverédndert, d.h. es gilt
s s 6=0,
u o
d.h.
-1
saﬁ =8, 0.

2. Schritt: G” := {SESn I suF = Fl} ist gleich { sESn I su(z-G) I Fl}

1

Beweis von “2”. Sei

o€ { SESrl I su(z—G) I Fl}
Nach Definition von F(z,u) bleibt dieses Polynom unveridndert bei Ou. Jeder
Linearfaktor L. von F1 wird von 0u in einen Linearfaktor 0'uL von GuFl iberfiihrt.
Speziel fiir L = z-0 sehen, dal

oL
u

und (nach Wahl von o auch) von F

ein Linearfaktor von ouF ist. Also haben ouF

1 1 1

und F, einen nicht-trivialen gemeinsamen Faktor. Da beide Polynome irreduzibel sind*’,

miissen sie gleich sein, d.h. es gilt

# Zuniichst besteht die Teilbarkeitsbeziehung in k(u)[z]. Nun ist aber k[u] ein ZPE-Ring und beide
Polynome haben den héchsten Koeffizienten 1, also den Inhalt 1.
4> und den Inhalt 1 haben (als Teiler von F(z,u)).



also 0€G’.
Beweis von “C .
Sei 0€G’. Dann tiberfiihrt o, jeden Linearfaktor von F_ in einen Linearfaktor von F_ .

1 1
Dies gilt insbesondere fiir z - 0.

3.Schritt. G’ = G(f).
Die Permutationen saEG(f) tiberfiihren

0:=u,a, +..u o
n n

171
in die Konjugierten von 0, d.h. sie iiberfithren den Linearfaktor z-0 von F 1 in einen
Linearfaktor von Fl' Wegen saﬁ = 5;116 gilt dasselbe auch fiir die S, d.h. es gilt

s€G’. Wir haben gezeigt:
G(H C G’.

Ist umgekehrt s€G’, so tiberfiihrt su nach dem zweiten Schritt z - 0 in einen

Linearfaktor von Fl' Wegen sae = 3;116 tiberfiihrt 5ot das Element 0 in ein zu 0

konjugiertes Element. Die zu 6 konjugierten Elemente erhélt man aber, indem man auf

die o ein Element 0EG(f) anwendet (wegen (1)), d.h. es gilt

S = oceG(f).
QED

3.13.8 Einige Untergruppen der Galois-Gruppe
Sei R ein ZPE-Ring mit dem Primideal P und
f(X) = X"+.. €R[X]
ein Polynom. Bezeichne
h:R — R/P
den natiirlichen Homomorphismus. Es gelte:

fund fh haben keine mehrfachen Nullstellen.
Bezeichne
G

die Galois-Gruppe des Zerfillungskorpers von f iiber Q(R) und
G
die Galois-Gruppe des Zerfiallungskorpers von fh iiber Q(R/P).
Dann kann man G als Untergruppe von G auffassen,
GCaG.
Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen des Beweises von 3.13.7.Sei
F(zu) = Fl(z,u)-...oFr(z,u)

die Zerlegung von F in irreduzible Faktoren iiber Q(R). Weil R ein ZPE-Ring ist,
konnen wir annehmen,

Fi(z,u) € R[z,u]



fiir alle i, und wir erhalten eine Zerlegung
Fh(z,u) = Flll(z,u)-...-Flrj(z,u)
tiber Q(R/P). Die Elemente von G C Sn sind nach 3.13.7 gerade die Permuationen die

F1 in sich tiberfiihren:

G= {SESn I suF1 = Fl}

Sie tberfiihren jedes der F, in sich*® und damit auch jedes der F{l in sich.’

Die Elemente der Galois-Gruppe (des Zerfillungskorpers) von FI' iiberfiihren jeden

irreduziblen Faktor von F 1 in sich und damit auch Flll in sich. Als Elemente von Sn

liegen sie also in der Untergruppe G(f) & Sn'
QED.

3.13.9 Zur Berechnung der Galois-Gruppe von f(X) = X°-X-1

Bezeichne
G

die Galois-Gruppe von f iiber Q. Jedes Element von G permutiert die fiinf Nullstellen
von f und ist durch seine Werte auf diesen Nullstellen bestimmt. Wir konnen also G wie
bisher als Untergruppe der S 5 auffassen,

GCS 5
1. Schritt: G enthélt einen Zweierzyklus

Modulo 2 ist f zerlegbar in

f(X) = (X24X+1)(X3+X2+1)
Die Galois-Gruppe des ersten Faktors (modulo 2) ist von der Ordnung 2, und
permutiert die beiden Nullstellen dieses Faktors*®. Nach 3.13.6 enthilt also die Galois-

% Jeder der irreduziblen Faktoren F, von F ist gleichberechtigt.
i

7 Es ist egal, ob man erst die Nullstellen permutiert und dann h auf die Koeffizienten anwendet, oder ob

man dies in umgekehrter Reihenfolge tun.

3,2

*8 Die Galois-Gruppe des zweiten Faktors ist von der Ordnung 6: Die Diskriminante von f = X~ +X"+1

ist ndmlich kein Quadrat:

11010
01101
A(f) =Res(f,f)=det| 32000
03200
00320
1101 1101
qe] 3200|0103
0320 0320
0032 0032
103 103
=-det| 320 |=-det| 029

032 032



Gruppe von f einen Zweier-Zyklus. Bei geeigneter Nummerierung der Nullstellen von f
konnen wir annehmen

(12) € G.
2. Schritt: Modulo 3 ist f irreduzibel:

Hitte f modulo 3 einen linearen oder quadratischen Faktor, so hitte f eine Nullstelle in
einer quadratischen Erweiterung von IF3, d.h. in IF9. Die Elemente von IF9 sind aber
Nullstellen von X9—X, d.h. f hitte mit X9—X einen Faktor gemeinsam, also auch mit
x10.x2 - x2-x)x°+X),
also mit
X2-X oder X +X,
was offensichtlich nicht der Fall ist. Damit definiert f eine Erweiterung des Grades 5 von

]F‘3 . Die Galois-Gruppe dieser Erweiterung ist Z/57. Jedes Erzeugende Element dieser

Gruppe bewirkt eine zyklische Vertauschung der Nullstellen von f. Nach 3.13.6 ergibt
sich:

GCS 5 enthilt einen Fiinfer-Zyklus.

Wir konnen O.B.d.A. annehmen*’,

(12345) € G.
Wiederholte Konjugation von (12) mit (12345) liefert weitere Zweier-Zyklen, die in G
liegen:
(12),(23),(34),(45),S1) EG

Konjugation von (12) mit (23) liefert

(13) € G.
Konjugation von (13) mit (34) liefert

(14) € G.
Damit gilt
(12),(13),(14), (15 €G.
erzeugen, folgt

G:SS'

Da (12), (13), (14), (15) die S,

QED.
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