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0. Einleitung

Die Vorlesung behandelt die Losung einiger klassischer Probleme die zum Tell bereits
in der antiken Mathematik gestellt und erst in der Neuzeit gelost wurden. Der grosste
Teil der Vorlesung befasst sich mit der Bereitstellung der zur Losung bendtigten
algebraischen Konstruktionen.

0.1 Die Probleme
Zu den betrachteten Problemen gehoren die folgenden.

Die Dreiteillung eines Winkels

Die Qudratur des Kreises

Das Delische Problem

Die Frage nach der Losungsformel fiir eine algebraische Gleichung eines Grades
grosser als 4

Die Dreiteilung eines Winkels
Ein gegebener Winkel soll mit Zirkel und Linea in drel gleiche Teile geteilt werden.

Die Qudratur desKreises

Zu einem gegebenen Kreis soll ein Quadrat mit demselben Flidcheninhalt konstruiert
werden. Hat der Kreis in einer geeigneten Lingeneinheit den Radius 1, so ist also ein
Quadrat mit der Kantenldngen

\r

ZuU konstruieren.

Das Delische Problem

Alssich die Delier wegen einer iiberstandenen Pest an das Orakel von Delphi wandten,
erhielten sie von Apollon den Auftrag, dessen Altar zu verdoppeln. Der Altar des
Apollon ist ein Wiirfel aus Gold. Hat dieser Wiirfel in irgendeiner Lingeneinheit die
Kantenlidnge 1, so besteht die Aufgabe also darin, einen Wiirfel mit dem Volumeninhalt
2 zu konstruieren, d.h. mit der Kantenlédnge

NE
zu konstruieren. Diese Konstruktion ist, wie bei den dten Griechen iiblich, mit Zirkel
und Lineal auszufiihren.

Losungsformeln fiir algebraische Gleichungen grolen Grades

Wir wissen, eine quadratische Gleichung

x2+px+q:0

besitzt die Losungen
_.p. 4 [0
X127 2% (2] g

Das Problem besteht darin, eine dhnliche Losungsformel fiir algebraische Gleichungen
hoheren Grades zu finden. Genauer: gesucht ist eine Formel fiir die Nullstellen eines
Polynoms, in welcher aul3er den vier Grundrechenarten nur noch Wurzelausdriicke
vorkommen. Ausdriicke dieser Gestalt nennt man auch Radikale. Man spricht deshalb
auch von der Losung algebraischer Gleichungen durch Radikale.



0.2 Der Lésungsansatz fiir die geometrischen Probleme

Alle genannten Aufgaben sind ohne Losung. Das Problem besteht deshalb darin, zu
beweisen, daf} es keine Losung gibt.

Bei den geometrischen Problemen léduft dies auf die Frage hinaus, welche Punkte in der
reellen Ebene mit Zirkel und Linea konstruiert werden konnen. Genauer: es seien

endlich viele Punkte
- - 2
pl - (all 82)1 ey pn - (azn_ll azn) eR
in der reellen Ebene gegeben (und eine MaBeinheit in Gestalt einer Strecke der Léinge 1°.

Zu entscheiden igt, ob ein gegebener Punkt p = (&, a@') durch Zirke und Lined
konstruiert werden kann.

Der Losungsansatz besteht in der Betrachtung der Menge K dler Koordinaten dler
Punkte, die aus den gegebenen Punkten Py s Py konstruiert werden konnen. ES ist

leicht zu sehen, ,dald die Menge K ein Korper ist (der die rationalen Zahlen @ enthilt).

Bezeichne
k= (D(al,... , a2n)

den kleinsten Oberkdrper von @, der die Koordinaten der Ausgangspunkte enthélt und
L =k(&, a’)
den kleinsten Korper, der auBerdem die Koordinaten des gesuchten Punktes enthalt.
k€K
N

L
Unser Problem besteht in der Charakterisierung aler Korpererweiterungen kCL | fiir
welche L C K gilt. Wir werden spiter zeigen, es gilt
L € K < L ergibt sich als eine Folge von K&pererweiterungen

k:LOQ ng...QLr:L

waobei injedem Schritt der nichstgroBere Korper en 2-dimensionaler Vektorraum iiber

demkleinerenid, _ ) _
dImLi Li+1 = 2 fiir alle i.

Insbesondereist dsoim Fal L C K stets

dimk L = eine Potenz von 2.

Zur Losung der geometrisdchen Probleme, wird es also ausreichen, zu zeigen, daf3

di ka

keine Potenz von 2 ist, wenn L der zum Problem gehorige Korper ist.

Als dlgemeine Schluf¥olgerung ergibt sich, wir miissen uns mit der Theorie der
Korpererweiterungen befassen.

0.3 Lésungsansatz fiir das algebraische Problem
Sei

— 4 N n-1
X)=aXx + ) Gl S
P % %1 %
ein Polynom in einer Unbestimmten x mit Koeffizienten aus einem Korper k. Seien
weiter

OlyyenesOL

1%

! Diese kann man sich zum Beispiel dadurch gegeben denken, dal? man dem ersten Punkt p 1 die
Koordinaten a1 =1und a2 =0 gibt.



die Nullstellen, die p (in irgendeinem Erweiterungskorper) hat und sei
L= k(ocl,...,ocr)

der kleinste Erweiterungskorper, der alle diese Nullstellen enthélt.

Wir ignorieren hier einige grundlegende Fragen, wie etwa die, ob es iiberhaupt einen
Erweiterungskorper gibt, der dle Nullstellen eines Polynoms enthilt. Dies wird
Gegenstand der allgemeinen Korpertheorie sein.

Abgesehen von solchen Grundfragen besteht unser Problem darin, zu entscheiden, wann
die Elemente von L durch “Radikale” ausgedriickt werden konnen.

Die Grundidee besteht wieder darin, eine Invariante zu definieren, mit deren Hilfe man
entscheiden kann, ob diesder Fall ist.

Das Problem ist diesma schwieriger, weil die gesuchte Invariante nicht die Dimension
ist (wie im Fall der geometrischen Probleme). Die gesuchte Invariante ist nicht enmal
eine Zahl, es ist eine Gruppe, ndmlich die Gruppe

G= Autk L ={ f: K=K | fist k-linear, f(xy) = f(x)f(y) fiir xEL, f(c) = ¢ fiir c€k}

der (Korper-)Automorphismen von L, die die Elmente von k fest lassen. Wir werden
zeigen, die Gruppe G ist endlich. Wir werden a so den folgenden Weg gehen:

Polynom = der zum Polynom gehorige Korper = die zum Korper gehorige Gruppe

Unsere Aufgabe besteht dann darin, die Gruppen durch eine Eigenschaft zu
charakteriseren, dieim Fal G = Autk L gerade bedeutet, dal3 die o, as Radikae

geschrieben werden konnen. Gruppen, die diese Eigenschaft bestzen, werden wir
auflosbare Gruppen nennen. Leider ist die Eigenschaft einer Gruppe, auflosbar zu sein,
eine relativ komplizierte Eigenschaft. Wir verschieben ihre genaue Angabe auf spiter.

Als dlgemeine Schlu¥folgerung halten wir fest: wir haben uns mit Gruppentheorie zu
beschiftigen und insbesondere mit der Theorie der auflésbaren Gruppen.

0.4 Zusammenfassung

Damit stehen zwel Bestandtelle der Vorlesung fest:

Gruppentheorie

Korpertheorie
und auf3erdem der Bestandteil der sich mit dem Zusammenhang zwischen Gruppen und
Korpern beschiiftigt:

Gdoistheorie
Um Korpertheorie zu betreiben braucht man noch einen weiteren vorbereitetenden
Bestandteil: da Korper speziellen Ringe sind und Ringe bei der Konstruktion von
Korpern eine Rollen spielen, miissen wir uns mit

Ringtheorie
beschiftigen. Damit steht der grobe Aufbau der Vorlesung fest:

1. Gruppen

2. Ringe

3. Korper



1. Gruppen
1.1. Definition und Beispiele

1.1.1 Gruppen und Gruppenhomomor phismen
Eine Gruppe G ist eine Menge zusammen mit einer Abbildung
GxG — G, (X,y) = xy,
genannt Gruppenoperation, mit den folgenden Eigenschaften.
0] Die Gruppenoperation ist assozidtiv,
(xy)z = x(yz) fiir x,y,z€ G.
(i) Sie besitzt ein neutrales Element e,
ex = xe = x fiir x€G.

(@ili)  Jedes Element x der Gruppe besitzt ein Inverses x'l,

-1_ -1
XX T=xX"Xx=e
Die Gruppe heif3 abelsch oder auch kommutativ, falls auf3erdem das Kommutativgesetz

ailt,
xy = yx fiir x,yEG.
Ein (Gruppen-) Homomorphismusist ﬁine Abbildung
G—=GC
ener Gruppe G in ene Gruppe G mit h(xy) = h(x)h(y). Ein (Gruppen-)
Homomorphismus h: G—=G’, fiir welchen es einen (Gruppen-) Homomorphismus g:
G’ — G gibt mit

heg=Idund g-h =1d,
heil® (Gruppen-) Isomorphismus. Ein Automorphismus der Gruppe G ist en
Isormorphismus G — G. Die Menge der Automorphismen von G wird mit
Aut(G)

bezeichnet.

Bemerkungen

()  Innichtabelschen Gruppen schreibt man die Operation im allgemeinen as
Multiplikation, in abel schen Gruppen als Addition. Das neutrale Element
bezeichnet man im ersten Fall auch mit 1 und redet vom Einsdlement, und im
letzteren Fall mit O und redet vom Nullelement. Im additiven Fall spricht man
analog vom Negativen eines Elements x anstatt von dessen Inversen und schreibt -

X anstelle von x'l,
(i) Sind x und y Elemente mit
Xy =¢,
so sagt man, X ist linksinvers zu 'y und y ist rechtsinvers zu x. Anstelle von
Gruppenaxiojm (iil) kann man auch fordern, jedes Element x besitzt ein
Linksinverses x’ und ein Rechtsinverses x”. Es ist dann namlich automatisch
X' =xe=x(xx") = (XxX)x” = ex” =Xx".
(i) Ein Gruppenhomomorphismus h: G — G’ iiberfiihrt das neutrale Element ins
neutrale Element,
h(e) = €.
Wegen ee = e gilt ndimlich h(e)h(e) = h(e), also
¢ =h©h©) L = hieh(e)h(e)L = he)e = h(e).
(iv) Ein Homomorphismusist genau dann ein Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.
(v) DieAnzahl der Elemente von G heif3t Gruppenordnung und wird bezeichnet mit
# G ;= Anzahl der Elemente von G.
(vi) DieMengeAut G der Automorphismen ist eine Gruppe mit der Kompostion von
Abbildungen al's Gruppenoperation.

1.1.2 Per mutationsgruppen
Sel M eine Menge und



S(M) ={ f:M — M | f bijektiv }
die Menge dler bijektiven Abbildungen M — M. Dannist S(M) ein Gruppe mit der
Zusammensetzung von Abbildungen a's Gruppenoperation. Diese Gruppe heif3t
symmetrische Gruppe. Im Fall

M ={1,...,n}
( = Menge der ersten n natiirlichen Zahlen) schreibt man auch
Sn = S(M).
Gruppenordnung ist gleich
# Sn =n!
Beispiel 1
S1 ={(1)} ist eine abelsche Gruppe.
Beispiel 2
82 ={ (1), (12)} ist eine abelsche Gruppe.
Beispiel 3

83 ={ (1), (12), (13), (23), (123), (321) } is eine nicht-abelsche Gruppe.

1.1.3 Die allgemeine lineare Gruppe
Seien n eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Dann ist die Menge
GL(n, K) ={ AeK™" | A umkehrbar }
der umkehrbaren quadratische n-reihigen Matrizen zusammen mit der gewohnlichen

Matrizen-Multiplikation eine Gruppe. Sie heif}t allgemeine lineare Gruppe iiber K.
Analog definiert man

GL(V)
fiir jeden K-Vektorraum V als Menge der bijektiven K-linearen Abbildungen V — V mit
der Zusammensetzung von Abbildungen a's Gruppenoperation.

1.1.4 Die spezielle lineare Gruppe

Seien n eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Dann ist die Menge
SL(n,K)={ Ack™N | detA =1}

der quadratische n-rethigen Matrizen mit der Determinante 1 zusammen mit der

gewohnlichen Matrizen-Multiplikation eine Gruppe. Sie heifit spezidlle lineare Gruppe
tiber K. Analog definiert man

SL(V)
fiir jeden endlich-dimensionalen K-Vektorraum V.

1.1.5 Die Deter minante als Gruppenhomomor phismus
Die Abbildung

det: GL(n, V) — GL(1, V), A= det(A),
ist auf Grund des Multiplikationssatzes fiir Determinanten ein
Gruppenhomomorphismus.

1.1.6 Die Orthogonale Gruppe
Sei V ein Vektorraum iiber dem Kd&rper mit der nicht-entarteten symmetrischen
Bilinearform <, >.V x V — K. Dann it die Menge

O(V) :={ fe GL(V) | <f(x), f(y)> = <x,y> fiir x,y&€V }
zusammen mit der gewdhnlichen Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Im Fall
V = K" schreibt man auch

o(n, K) := Oo(K").

ImFalV=R", n=r+s und



schreibt man auch
o(r,s) := O(KM.

1.1.7 Die Symplektische Gruppe
Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum (endlicher Dimension) mit einer nicht-
entarteten schiefsymmetrischen Bilinearform
w:VxV—=K,

Dann besitzt

Sp(V) :={ fEGL(V) | o(fx, fy) = w(x,y) fiir x,yEV}
die Struktur einer Gruppe mit der Zusammensetzung von Abbildungen als
Gruppenoperation. Die Gruppe heif3t symplektische Gruppevon V.

1.1.8 Die Unitire Gruppe

Selen V en L-Vektorraum (endlicher Dimension) mit eéinem hermitischen
Skalarprodukt
<,>:VxV—IL.
Dann besitzt
U(V) :={ feGL(V) | <fx, fy> = <x, y> fiir x,y€V }
die Struktur einer Gruppe mit der Zusammensetzung von Abbildungen als
Gruppenoperation. Diese Gruppe heifit unitire Gruppe von V. Im Fall

v ="

und

X171

<| .- I,| - >:xly1+___+xnyn

X y

n n
schreibt man auch

u(n) := U(V).

1.1.9 Einheitengruppen

Sel R ein Ring mit Einselement 1€R. Ein Element rER heil3t Einheit von R, wenn es ein
Element r' €R gibt mit
m=rr=1

Die Menge der Einheiten von R ist beziiglich der Multiplikation von R eine Gruppe.
Diese Gruppe wir mit
R*

bezeichnet und hei 3t multiplikative Gruppe von R.
Beispiel 1
Fiir jeden Korper ist

GL(n, K) = (K™M™Mx,
Insbesondere ist

GL(1, K) = K*.
Beispiel 2
Z* ={+1}
Beispiel 3
Sei

=2 +2Zi:={a+bi|abeZ }



die Menge der komplexen Zahlen im ganzzahligen Real- und Imaginirteil. Diese Menge
ist ein Ring mit 1 , wobei die Ringoperationen gerade die gewohnliche Addition bzw.
Mujltiplikation komplexer Zahlen seien. Dieser Ring heil3t Ring der ganzen Gaul3schen
Zahlen. Esgilt

*={ %1, i}

1.1. 10 Das Zentrum einer Gruppe
Fiir jede Gruppe G ist
C(G) :={ g€ G | gx = xg fiir jedes x€G }
mit der Multiplikation von G eine Gruppe. Diese Gruppe heil3 Zentrum von G.

1.1.11 Bilder und Kerne

Sel h: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern von h,
Kerh:={geG|h(g)=¢€}
mit der Multiplikation von G eine Gruppe. Aul¥erdem ist das Bild von h,
Imh:={ h(g) |geG}
mit der Multiplikation von G’ eine Gruppe.
Bemerkung
Ein Gruppenhomomorphismus h: G — G’ ist genau dann injektiv, wenn dessen Kern
trivid ist, d.h. Ker h={¢} gilt.
Beispiel
Fiir jede Gruppe G ist die Abbildung
G — AUt(G), g (X > gxg ),
ein Gruppenhomomorphismus. Das Bild dieses Homomorphismus heif3t Gruppe der
inneren Automorphismen von G. Die Abbildung

og:G — G, Xk gxg'l,

hei 3 auch Konjugation mit g.

1.1.12 Direkte Produkte
Seien G’ und G” zwei Gruppen. Dann ist
G'xG" ={(x', X") | XE€CG, X" €G"}
beziiglich der Gruppenoperation
0, X") - (V') ¥) 1= (XX, ¥'y")
eine Gruppe. Diese Gruppe heil direktes Produkt von G’ und G”.

1.1.13 Endliche Gruppen, Multiplikationstabellen
Fiir jede endliche Gruppe

G:{ g]_’ !gn}
kann man die Gruppenstruktur vollstindig durch eine Multiplikationstabelle bestimmen.
9
g g.0.

] 7

Mit Hilfe der Gruppentabelle lassen sich die letzten beiden Gruppenaxiome leicht
tiberpriifen.

Das dritte Gruppenaxiom bedeutet im wesentlichen, in jeder Zeile und Spalte des linken
unteren Teils der Tabelle kommt jedes Gruppenelement genau einmal vor.

Aufwindig gestaltet sich im allgemeinen die Uberpriifung des ersten Gruppenaxioms.
Fragen wir zum Beispiel nach Gruppen der Ordnung 4,



G={ e a b, c} (edasEinseement).
Die Grupentabellen hat die Gestalt

| e a b c
e e a b c
a a 1
b b
c C

Die bereits eingetragenen Werte beschreiben, die Tatsache, dal3 e das Einsedlement sein
soll. In der Position 1 kann weder anoch b stehen (daabzw. b in der Zelle bzw. Spalte
bereits vorkommt. Es gibt also nur die Moglichkeiten

l=ebzw.1=c.
Betrachten wir den ersten Fall.

| e a b c
e e a b c
a a e
b b 2
C C 1
In der neuen Position 1 konnen e, b und ¢ nicht vorkommen, d.h. es ist
l1=a
In der Position 2 muf3 dann aber ¢ stehen,
2=cC.

Fiir alle {ibrigen Positionen stehen nach derselben Argumentation die Eintrdge auch fest:

OT OO
OT O DD
(@O R@RIY Fo))
Do omIT|IT
oL TOlo

Diesist gerade die Additionstabelle der Restklassen modulo 4 mit
e=0,a=1,b=3,c=2

I\)OOHOl

NWEF OO
WONRF]|F-
P NOWlw
OFr WNIN

Betrachten wir den zweiten Fall. Wie wir gesehen haben erhalten wir im Fal, dal3 das
Produkt von zwe verschiedenen Elementen = e gleich e ig, die Restklassen modulo 4,
also nichts neues. Wir schlief3en diesen Fall aus und erhalten:

| e a b c
e e a b c
a a c b
b b c a
c C b a

Diesalbe Argumentationsweise wie oben liefert:

T
(oGO} [0)]
OO0 olL
D O O|T
T olo



c | c b a e

Dies ist gerade die Multiplikationstabelle des direkten Produkt aus den Restklassen
modulo 2 mit sich selbst

{ 0, 1}x{0,1} ={(0,0), (0.1), (1,0), (1,1)}

mit e=(0,0),a=(0,1), b=(1,0), c=(1,1). Diese Gruppeist abelsch und heil3t Kleinsche
Vierergruppe.

1.1.14 Die Operation einer Gruppe auf einer Menge
Eine (Links-) Operation einer Gruppe G auf einer Menge M ist ein (Gruppen-)
Homomorphismus

h: G — S(M).

Bemerkungen

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Eine solche Operation definiert eine Abbildung

h':GxM — M, (g,m) — gm,
mit

1' (g5g”)m — gs(g”m) fur g’,g”EG Und mEM
2.em = m fiir mEM.

Man kann namlich
D) gm = h(g)(m)
setzen. Die Relationstreue von h, d.h.
h(g'g") = h(g')h(g")
iibersetzt sich dann gerade in Bedingung 1. Bedingung 2 ist die Ubersetzung der

Aussage h(e) = Id.
Jede Abbildung
h:GxM— M,
welche den Bedingungen 1 und 2 geniigt, kommt von einer eindeutig bestimmten
Operation
h: G — S(M).

Die Eindeutigkeit von h ergibt sich aus (1). Interpretiert man (1) als Definition fiir
h, so folgt

h(g’g”)(m) = (gg’)m (nach Definition von h)
=g (g’'m) (nach Bedingung 1)
» = h(g')(h(g")(m))  (nach Definition von h)
Sl

_ _ h(gg’) =h(g)=h(g"), _
d.h. hist relationstreu. Wir haben nocht zu zeigen, hist korrekt definert, d.h.
h(g: M — M
ist eine bijektive Abbildung fiir jedes gEG. Es gilt

h(g)h(g L) (m) = hgg H)(m) = h@m=em=m
| h(g™Hh(@)(m) = h(g lg)m) = h@m=em=m
Esist dso

o h@hg™}) = hgHh(g) = 1d,
d.h. hist bijektiv.

Aus (i) und (ii) ergibt sich, die Angabe einer Operation von G auf M ist dquivalent
zur Angabe einer Abbildung h’, die den Bedingungen 1 und 2 geniigt. Deshalb
spricht man auch bei der Abbildung h' von einer (Links-) Operation.

Eine Rechtsoperation einer Gruppe G auf einer Menge M ist eine Abbildung
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M x G— M, (m, g) = mg,
mit
1. m(g'g”) = (mg')g”
2. me=m.

(v) Ist eine Rechtsoperation gegeben, soist

GxM — M, (g,m) = mg'l,
eine Linksopertion. Ist umgekehrt

GxM— M, (gm)—gm,
eine Linksoperation, so ist

M x G— M, (mg)—= g'lm,
eine Rechtsoperation. Linksoperationen und Rechtsoperationen stehen also in
einer eineindeutigen Korrespondenz. Deshalb werden wir uns im algemeinen auf
die Betrachtung von (Links-) Operationen beschrinken.
(vi) Operiert G auf M und ist mEM, so heil3t
O(m)=Gm={ gm|geG}
Orbit von m beziiglich der gegebenen Operation. Die Bezeichnung kann man mit
der Vorstelung verbinden, dal3 die Zeit auf den Punkten einer Raketenbahn
operiert und so die Rakete entlang des zugehorigen Orbits bewegt.
(v) Je zwe Orbits sind identisch oder digunkt. Aus m € O(m’)NO(m”) folgt
ndmlich die Existenz von Gruppenelementen g’,g”€ G mit
gm =m=g'm’.
Fiir jedes g&G gilt deshalb
gm' = gg tg'm = ggtg'm eo(m’),
d.h. es gilt O(m’) € O(m”). Aus Symmetriegriinden gilt dann aber auch die
umgekehrte Inklusion, d.h. esist
Oo(m’) = O(m”).
Beispiele fiir Operationen
Sei G eine Gruppe. Dann Operiert G auf sich selbst durch Linkstransationen,

Gx G—G, (g9,X) = gX,

durch Rechstrand ationen,

GxG—=G, (0, X) > xg'l,
und durch Konjugation,

GxG—=G,(gX) = gxg'l.
Spezialfall

Die Gruppe G operiere von links oder rechts auf der Menge M durch Automorphismen
und M sei ebenfalls eine Gruppe. Falls dann fiir jedes g&G die Abbildung

M—M, m gm (bzw. m— mg),

ein Gruppenautomorphismusiist, so sagt man, G operiert durch Automorphismen auf M
(von links bzw. von rechts)

1.1.15 Halbdirekte Produkte
Seien G’ und G” zwei Gruppen und G’ operiere auf G” von rechts durch
Automorphismen,
G'xG' — G”, (x, g) - x5,
Dann ist?

2 Das Symbol
|
kann man sich als Zusammensetzung
x i
aus einem Kreuz und einem ‘i’ enstanden denken, wobei das ‘i’ bedeuteden soll, dal3 der rechte Faktor des
halbdirekten Produkts eine invariante Untergruppeist. Analog bezeichnet
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GHAG ={(X,X")|xXEGC und Xx"€G"}
mit der folgenden Operation eine Gruppe. Diese Gruppe heif3t halbdirektes Produkt von
G und G".

0, XV Y= (Y )Yy,
Bemerkungen

0] Das Einselement des halbdirekten Produktsist gerade (€', €”).
(i) Das zu (x’, x”) inverse Element (y’, y”) geniigt den Bedingungen

Xy =¢, x' Yy =¢,

d.h. esist
y =x71
und
] 1'1
y” — (X” y )'1 - (X”'l)x
d.h.

¢ x) L= e, oo <
(>iii)  Wir betrachten den Fall

"= G, G' = Aut G und GxAULG) — G, (g, o) = o X(g).

und identifizieren G mit einer Teilmenge des halbdirekten Produkts mittels
G—AutG# G, x> (Id, x).

Dann entspricht das Anwenden des Automorphismus heAut G auf ein Element

XEG gerade der Konjugation mit dem Element (h,e):

(h, &)(Id, X)(h,e) 1= (h, x) ("L, &) = (1d, h(x))

Die Automorphismen von G lassen sich also zu inneren Automorphismen des
halbdirekten Produkts fortsetzen.

1.2 Untergruppen und Normalteiler

1.2.1 Definitionen

Eine Teilmenge U C G einer Gruppe heif3t Untergruppe, wenn U mit den Operationen
von G die Struktur einer Gruppe hat. Die Untergruppe U von G heil3t Normalteiler oder
auch invariante Untergruppe, wenn die folgende Implikation besteht.

ueU und geG = gug’1 e u.

Bemerkungen
()  Fiir jedes g&G setzen wir
gugt = {gugt |ue U}
Dann gilt fiir jede Untergruppe U von G,
U ist Normalteiler von G < gUg'1 C U fiir jedes g€ G.
(i) Die Bedingung an U, Normalteiler zu sein, bedeutet gerade, dle inneren
Automorphismen von G iiberfiihren die Elemente von U in Elemente von U, d.h.
U istinvariant gegeniiber inneren Automorphismen. Daher der Name “invariante

Untergruppe”.
(i) Jede Untergruppe U einer abelschen Gruppeist ein Normalteller:

G!b( G”
ein halbdirektes Produkt zweier Untergruppen, wobel jedoch diesmal der zweite Faktor auf dem ersten
durch Automorphismen operiert (und entsprechend G’ ein Normalteiler im habdirekten Produkt G' G’
ist).
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gUg'1 = gg'lu =eU=U.
Beispiel fiir einen Normalteiler
Der Kern eines Homomophismus h: G — G’ ist ene invariante Untergruppe: fiir
ueKer h und geG gilt

h(gug™) = h@)h(uh(g) ™t = hge'h(g) = highg) L= ¢,
d.h. gug'l € Ker h. Die Untergruppeneigenschaft von Ker h werden wir mit Hilfe des

nachfolgenden Kriteriums nachwei sen.
Beispiel
U:={ (1), (12)} ist eine Untergruppe von 83 ={ (1), (12), (13), (23), (123), (321)}

jedoch kein Normalteiler:

(@3u@Ey)t={ (1) 3P qu. |
Insbesondere kann U unmoglich der Kern eines auf 83 definierten Homomorphismus

sain.

1.2.2 Untergruppenkriterium
Seien G eine Gruppe und U C G eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.
0] U ist eine Untergruppe von G.
(i) Uist nicht leer und fiir je zwei Elemente x,y€U gilt xy" leu.
(i)  Es sind die folgenden drei Bedingungen erfiillt.
(a) ecU.
(b) x,yeU = xyeU.
(c) xeU = xleu.
Beweis. (i) = (ii). Da U eine Gruppe ist, enthélt U das neutrale Element, ist also nicht
leer. Sind x,y€U Elemente von U, so muf3 auch

y'1 eu

gilt (daU eine Gruppeist), dso xy'leu.

(ii) = (iii). Nach Voraussetzung ist U nicht leer. Es gibt also ein Element x€U. Dann
git aber nach V oraussetzung auch

e=xxle U,
d.h. Bedingung (a) ist erfiillt. Mit x€U gilt nach V oraussetzung auch
xlzexle U,

d.h. Bedingung (c) ist erfiillt. Mit x, yEU gilt, wie gerade gezeigt auch x, y €U, dso

xy=x(y hteu,
d.h. Bedingung (b) ist erfiillt.
(iii) = (i). Auf Grund von Bedingung (b) definiert die Gruppenoperation von G eine
Abbildung
UxU — U, (X,y) - xy.
Da die Gruppenoperation von G assozidiv i, gilt dasselbe auch die auf U induzierte
Operation. Nach Bedingung (a) gilt ecU, d.h. U besitzt ein neutraes Element. Nach

Bedingung (c) gilt mit x€U auch x'leU, d.h. jedes Element von U besitzt in U en
Inverses. Damit ist U eine Gruppe,
QED.

1.2.3 Beispiel: der Kern eines Homomor phismus

Sel h:G—G’ ein Homomorphismus. Dann ist Ker h eine Untergruppe (also ein
Normalteiler.
Beweis.
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Wegen ecKer h ist Ker h nicht leer. Fiir x,yEKer h gilt
hoxy™d) = hoohty™d) = hoohey) L=e-el=e¢,

also xy'le Ker h.
QED.

1.2.4 Beispiel: endliche Untergruppen

Seien G eine Gruppe und UC G eine nichtleere endliche Tellmenge mit
X, yeEU=xyeU.

Dannist U eine Untergruppe von G.

Beweis. Seien x,yeU zwel Elemente. Esreicht zu zeigen,

xy'leu.
Nach Voraussetzung ist die Abbildung
o:U—=U, u=uy,
wohldefiniert. Diese Abbildung ist injektiv, denn die Zusammensetzung mit der
Abbildung

uk uy'1

ist die identische Abbildung: (uy)y'1 = u(yy'l) ue = u. Das Bild der Abbildung ¢
besteht also aus genau so vielen Elementen wie U selbst, d.h.

@ it bijektiv.
Insbesondere gibt es ein ueU mit

X = op(u) = uy.
Multiplikation von links mit y'1 liefert
Xy 1-yeu.

QED.

1.2.5 Beispiel: Untergruppen der 84

Diefolgenden Teilmengen von

S,={ @),
4
(12), (13), (14), (23), (24), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (Ordnung 2)
(123), (124), (134), (234), (Ordnung 3)
(321), (421), (431), (432),
(1234), (1342), (1423), (Ordnung 4)

(1432), (1243), (1324) }

sind Untergruppen.
Ordnung 1: {(1)}
Ordnung 2:
{ (1), (12)},{(1), (13)} , {(1),(14)}, {(D), (23)}, {(1).(24)}, { (), (34).}

(D), 12349}, { (), (13)24)}, { (1), (14)(23)}
Ordnung 3:

{ (1), (123), (321)},{ (1), (124),(42D)} . { (1), (134),(431)},{ (1), (234), (432)}
Ordnung 4:

{ (1), (1234), (13)(24),(4321)}

{ (1), (1342), (14)(23),(2431)}

{ (1), (21423), (12)(34),(3241)}

{(1),), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} =V,

Ordnung 6:
{ (D), (12), (13), (123), (321)} = 83 (=<(12)>x|<(123)>)

{ (1), (12), (14), (124), (421)}
{ (1), (13), (14), (134), (431)}
{ (1), (23), (24), (234), (432)}
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Ordnung 8:°

{ (1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234), (4321), (13), (24)}

{ (1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1342),( 2431), (23), (14)}

{ (D, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1423),( 3241), (12), (34)}

Ordnung 12:

{ (D, (12)(34), (13)(24),(14)(23),
(123), (124), (134), (234),
(321), (421), (431), (432)} =A

Ordnung 24: S 4

Wir werden spiter sehen, es gibt noch keine weiteren Untergruppen. Die einzigen

Normalteiler sind:

4

1.2.6 Beispiel: Durchschnitte von Untergruppen
Seien G ein Gruppe und {Ga} oel eine beliebige Familie von Untergruppen Ga von

G. Danniist

eine Untergruppe von G.
Beweis. Die Menge U ist nicht leer, denn e €G liegt in jedem Ga, asoauchinU. Selen

jetzt zwel Elemente x,y€U gegeben. Esreicht zu zeigen,

xy'leU
Zumindest gilt x,yeGa fiir jedes a, aso xy'leGa, da die Ga Untergruppen sind.

Dann ist aber auch xy'leu
QED.

1.2.7 Endliche Gruppen als Untergruppen der endlichen symmetrischen
Gruppen.

Seien G eine (endliche) Gruppe und

h: G — SG), g—= (X — gx),
die Operation von G auf sich durch Linkstrandationen. Der Homomophismus h ist
injektiv, d.h er identifiziert G mit dem Bild von hin §(G).

Insbesondere kann man jede (endliche) Gruppe mit einer Untergruppe einer (endlichen)
Permultationsgruppe identifizieren.
Bewels (der Injektivitit von h). Ist g& Ker(h), soist die Abbildung

G—G, X gx,
die identische Abbildung, d.h. gx = x fiir jedes x. Speziell fiir x = e folgt
g=ge=e
Wir haben gezeigt, Ker (h) = {€} isttrivial, d.h. histinjektiv.
QED.

1.2.8 Erzeugendensysteme, zyklische Gruppen

Seien G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge von G. Dann wird der Durchschnitt
aler Untergruppen von G, die die Menge M enthaten, mit

3 Jede Untergruppe der Ordnung 4 liegt in einer 2-Sylow-Untergruppe. V 4 liegt deshalb in jeder 2-
Sylow-Untergruppe. Die 2-Sylow-Untergruppen werden deshalb von V 4 und einer weiteren Untergruppe
der Ordnung 4 erzeugt.
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<M>:=<m|meM> = mMgUQG,U Untergruppe N

bezeichnet und hellét die von M erzeugte Untergruppe von G. Falls<M> = G gilt, so
heif3 M auch Erzeugendensystem von G. Eine Gruppe mit einem einelementigen
Erzeugendensystem heif3t zyklisch. Eine Gruppe mit endlichem Erzeugendensystem
heif¥ endlich erzeugt.
Bemerkungen
() Sel G=<g> ene zyklische Gruppe. Dann ist
{g"|nez}
eine Untergruppe, welche das Element g enthélt. Da G die kleinste Gruppe ist mit
dieser Eigenschaft, gilt

G={g"|nez},
d.h. jede zyklische Gruppe besteht aus den Potenzen elnes festen Elements.
Insbesondere ist jede zyklische Gruppe abel sch.
(i) Sel G eine Gruppe und geG ein Element. Dannist

<g>={ gn|nEZ}
dievon g in G erzeugte zyklische Gruppe. Die Ordnung dieser Untergruppe heif3t

auch Ordnung von g,
ordg:=#{ " |neZ }
Beispiel
Fiir jede Gruppe G ist G ein Erzeugendensystem von G,
G=<G>.
Beispiel

Wie wir aus der linearen Algebrawissen, ist jede Permutation oESn ein Produkt von

Transpositionen der Gestalt
(12), (13), ..., (1n).
Anders ausgedriickt, diese Permutationen bilden ein Erzeugendensystem von Sn ,

S,=<(12),(13), .., (1) >

Man beachte, es gilt
d.h.

(1)(i)(i) = (1)
o (if) = (A)(2))().
Beispiel
Dievon (12)68n , N = 2 erzeugte Gruppe besteht aus den Potenzen von (12),

L <(12>={(1).(12)},
d.h. (12) ist ein Element der Ordnung 2 von Sn'

Beispiel
Dievon (123)68n , N = 3 erzeugte Gruppe besteht aus den Potenzen von (123),

<(123)> ={ (1), (123), (321)},
d.h. (123) ist eine Element der Ordnung 2 von Sn'

Anaog sient man, ein r-Zyklus (al...at) ist ein Element der Ordnung r.
Beipiel
33 =<(12), (13)>

Es gibt kein Erzeugendensystem aus weniger Elementen, denn dann wire die Gruppe
zyklisch, also abelsch, was nicht der Fall ist..

Beispiel

Z ist mit der gewohnlichen Addition ganzer Zahlen eine zyklische Gruppe.
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1.2.9 Untergruppen zyklischer Gruppen
Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.
Beweis. Sei G elne zyklische Gruppe,
G=<g>={¢"|nez}
und U € G eine Untergruppe. O.B.d.A. sal U = {e}. Dann enthilt U eine Potenz gn von
gmitg™=e dh.n=0,
e=g'eU,n=0.

Weil U eine Untergruppe is, liegt mit g™ auch (@M1 = g in U, d.h. wir konnen
annehmen,
n>0.
Sa
Ny :=min{ nEN lg"eu}.

Die Menge, deren Minimum wir nehmen, ist nicht leer, d.h. No ist eine wohldefinierte

n
natiirliche Zahl. Nach Konstruktion gilt g OEU, aso

U2a< gnO >,
Zum Bewels der Behauptung reicht es zu zeigen, es gilt sogar “=". Sea adso en
beliebiges Element von U gegeben,

g"eu.

n
Es reicht zu zeigen, gm ist eine Potenz von ¢ O, d.h. es reicht zu zeigen, No ist en
Vielfaches von m. Jedenfdls gilt

m=qny+r

mit ganzen Zahlen g und r, wobel gilt

(1) Osr<n,

Esqgilt
m-gn nn...
gd'=g  O=gMg %Hdeu.

Nach Definition von No und wegen (1) mul3 dann aber r = 0 gdten, d.h. m ist en

Vidfachesvon no.
QED.

1.2.10 Untergruppen abelscher Gruppen
Sei A eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe. Dann ist die Teilmenge

Ator ={a€ Alna=0 fiireinn € N}

der Elemente endlicher Ordnung ene Untergruppe von A und heild
Torsionsuntergruppe von A. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist die Teilmenge

An :={aE A |n'a =0 fiireinr € N}

der Elemente, die von einer n-Potenz annulliert werden, eine Untergruppe und heildt n-
Torsionsuntergruppe.

1.3 Faktorgruppen, die Isomorphiesétze und Anwendungen

1.3.1 Nebenklassen

Seien G eine Gruppe und UCG eine Untergruppe. Eine Linksnebenklasse von G
modulo U ist eéine Menge der Gestalt
guU :={qgu|ueU}.
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Analog ist eine Rechtsnebenklasse von G modulo U eine Menge der Gestalt
Ug ={ug | ueU}.
Die Menge der Rechtsnebenklassen von G modulo U wird mit
G/U :={gU|geG}
bezeichnet, die Menge der Rechtsnebenklassen mit
U\G ={ Ug|geCG}.

Bemerkungen
0] Je zwei Links- (bw. Rechts-) Nebenklassen sind identisch oder digunkt.
(i) Je zwei Nebenklassen modulo U lasen sich bijektiv aufeinander abbilden.
(i) Fir jede Untergruppe U von G sind folgende Aussagen dquivalent.

1. Uist ein Normalteiler.

2. gUg-l = U fiir jedes g€G.

3. G/U = U\G.

Falls diese Bedingungen erfiillt sind, schreibt man fiir jedes g&G auch

gmod U :=gU = Ug
Beweis. Zu (i). Betrachten wir die Operation
UxG—G, (U g)— ug,
von U auf G durch Linkstrandationen. Das Orbit von g € G be dieser Operation ist
gerade
. O(g) ={ug | ucU} =Ug o

die Rechtsnebenklasse von g modulo U. Da Orbits identisch oder digunkt sind (nach
Bemerkung (v) von 1.1.14), gilt dies auch fiir Rechtsnebenklassen. Die Anaoge
Aussage fiir Linksnebenklassen erhélt man durch Betrachtung der Rechtsoperation

GxU—G,(g,u)qu,
von U auf G durch Rechtstrand ationen.

Zu (ii). Die Abbildung
U — Ug, uk= ug,
ist wohldefiniert und bijektiv: die inverse Abbildung ist durch u = ug'l gegeben.
Andogist
U—gu,ugu,
bijektiv. Also lal?t sich jede Nebenklasse modulo U bijektiv auf U abbilden. Also lassen

sich je zwei Nebenklassen modulo U bijektiv aufeinander abbilden.
Zu (iii). 1 = 2. Nach Voraussetzung gilt

D gUg'l C U fiir jedes g€G.
Insbesondere gilt (1) auch fiir g'l anstellevon g, d.h. esist

g'1Ug cu.
Multiplikation von links mit g und von rechts mit g'1 liefert

Uc gUg'l,
d.h. esgiltin (1) sogar das Gleichheitszeichen.
1. < 2. trivid.
2 = 3. Nach Voraussetzung gilt gUg'1 = U fiir jedes geG. Multiplikation von rechts
mit g liefert

guU = Ug,

d.h. die Menge der Linksnebenklassen ist gleich der Menge der Rechtsnebenklassen.
3. = 2. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes g€G ein g'€G mit

gu =Ug'.
Durch Multiplikation von rechts mit g'1 folgt

gugt=ugg?t

Rechts steht eine Rechtsnebenklasse, die das Element e enthilt. Das ist aber auch der
Fall fiir die Rechtsnebenklasse Ue = U. Also steht auf der rechten Seite U,
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gUg'1 =U.
Dies gilt fiir jedes g€G, d.h. esgilt 2.
QED.

1.3.2 Satz von Lagrange

Seien G eine endliche Gruppe und UCG eine Untergruppe. Dann ist die Ordnung von
U ein Teller der Ordnung von G.
Genauer gilt

#G = #U-#G/U = #U-#U\G.
Beweis. Nach 1.3.1 Bemerkung (i) ist G die digunkte Vereinigung seiner Links-
Nebenklassen, sagen wir

G= glu Vv gZU V...V grU, G/U ={ glu, gZU, v grU }.
Damit ist
#G = #glu + #gZU +..+ #grU mit r := #G/U.
Nach 1.3.1 Bemerkung (ii) enthilt jede Nebenklassen genau so viede Elemente wie U,
d.h.
#G =r#U, r = #G/U.
Die Aussage iiber die Rechtsnebenklassen wird analog bewiesen.

QED.
Bemerkung
Die Zahl
#G/U = #U\G
heil3 Index der Untergruppe U in G und wird mit
(G:L)
bezeichnet.

1.3.3 Produkte von Teillmengen

Seien G eine Gruppe und A,B C G zwel Teilmengen. Wir setzen

A-B:={ab|acA, bcB}
Ist A ={a} eine eindlementige Menge, so schreiben wir auch

aB = AB und Ba= BA.
Diese Definition ist mit friiheren Definitionen fiir Ausdriicke der Gestalt aB bzw. Ba
bzw. aBc vertriglich.
Bemerkungen
0] Auf Grund des Assoziativgesetzes fiir die Gruppenoperation gilt fiir je drei
Teilmenge A,B,CCG,

(AB)C =A(BC).

(i) Ist A oder B ein Normalteiler von G, so gilt AB = BA.
Beweisvon (ii). Sei zum Beispiel A ein Normalteiler. Dann gilt

b LAb = A fiir jedes bEB,

aso
Ab=DbA.
Damit gilt aber
AB = UbeB Ab= UbEB bA = BA.
QED.

1.3.4 Die Gruppenstruktur von G/N im Fall eines Normalteilers N

Seien G eine Gruppe und NCG ein Normalteiler. Dannist

G/N = N\G
beziiglich der in 1.3.3 definierten Multiplikation von Mengen eine Gruppe. Beziiglich
dieser Gruppenstruktur ist die natiirliche Abbildung
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p:G — G/N, g gN,

ein Glruppenhomomorphismus (und heifit deshalb auch natiirlicher Homomorphismus).
Esgilt

° Ker p =N.
Beweis. Fiir g’,g”€G gilt
(1) (’'N)(@"N) = g’'NNg” = g'Ng” = g'g’N € G/N,
d.h. die Multiplikation von Tellmengen definiert eine Abbildung

G/N x GIN — G/N, (g'N, g’N) —= g'g’N.
Das Assoziativgesetz gilt auf Grund von Bemerkung (i) von 1.3.3. Die Menge N spidt
die Rolle des neutralen Elements: fiir g&G gilt
N-gN = gNN =gN
gN-N =gN

Die Existenz des inversen Elements: fiir g&N gilt

gN-g'lN = gg'lN =eN=N

g'lN-gN = g'lgN =eN=N.
Auf Grund von (1) gilt
p(g'g”) = g'g’N = (g'N)(@'N) = p(g')p(9").

g€ Kerh< h(g) =h(e) « gN =eN < geN

Schliefdichist

QED.
Beispiel

Fiir jedes n€HN ist nZ eine Untergruppe der additiven Gruppe Z und
ZInZ ={g:=g+nZ |gEZ }
besteht gerade aus den Restklassen modulo n:
g=g «5-7=0
< g-g =nZ
< 0€gg =g-g +nZ (Restkl. sind identisch oder digj.)
< EsgibteinkeZ mit0=g-g' + nk

< Esgibt ein k&Z mit g’-g = nk
< g =g (mod n).

1.3.5 Normalteilereigenschaft und Gruppenstrukur
Seien G eine Gruppe, UCG eine Untergruppe und

p: G— G/U, g+ gu,
die natiirliche Abbildung. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent.
0] G/U besitzt eine solche Gruppenstruktur, dal3 p ein Homomorphismusist.
(i) U ist ein Normalteiler von G.
Die analoge Aussage gilt auch mit U\G anstelle von G/U.,
Beweis. (ii) = (i). Folgt aus 1.3.4.
(i) = (ii). Es gelte (i). Fiir jedes g&G gilt dann
gug ™t C gugtu = p(@)p(g™) = p(ag™) = p(e) =eU = U,
d.h.
gUg'1 cu.
Mit anderen Worten, U ist ein Normalteiler.
QED.
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1.3.6 Der Homomor phiesatz
Seien G eine Gruppe, NCG ein Normalteiler, h: G—=G’ en Gruppen-
Homomorphismus und

p: G— G/N
der natiirliche Homomorphismus. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent.
(i) NCKerh.

(i)  Esgibt einen Homomorphismus h:G/N — G’ mit der Eigenschaft, dal3 das
folgende Diagramm kommutativ ist.

h
G G’
Pl /ﬁ
G/N

Falls die beiden Bedingungen erfiillt sind, so gilt auBerdem:
(iii) h ist durch h eindeutig festgelegt. Es gilt h(gN) = h(g) fiir jedes gEG.
(v) Imh=Imh.

v) Ker h = Ker /N.
Beweis. (ii) = (i). Nach Voraussetzung gilt

h=hep.
Fiir g&N gilt also
h(g) = h(p(g)) = h(gN) = h(eN).

Man beschte, wegen g&EN gilt g'leN, asoe= gg’lg oN, d.h. gN und eN haben das
Element e gemeinsam, sind also identische Nebenklassen. Damit ist

h(g) = h(p(e)) =h(e) =€,
ge Ker(h).

Zu (iii). Wir beweisen die Eindeutigkeit von h unter der Voraussetzung, dal3 (ii) gilt.
Wegen

d.h.

gilt fiir jedes gEG:

h(gN) = h(p(9)) = h(g),

d.h. h(gN) ist eindeutig festgelegt.
(i) = (ii). Wir haben die Existenz von h zu beweisen. Wir definieren

o h(gN) :=h(@). |
Diese Definition ist korrekt (d.h. unabhéngig von der speziellen Wahl von g): mit

gN=gN
gilt ndmlich
g=ge€gN=gN,
d.h. g = g’n fiir ein nEN, d.h.
h(g) = h(g'n) = h(g")h(n) = h(g’)

wegen nEN C Ker h. Damit ist h korrekt definiert. Wir haben noch zu zeigen, h hat dle
geforderten Eigenschaften:
1.histen Homomorphismus.

2.h= ﬁop.
zu1!
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h(g'N-g’N) = h(g'g"N) = h(g'g") = h(g")h(g”) = h(g'N) h(g”N).

Zu2.
| h(p(@)) = h(gN) = h(g).
Zuglv).
Imh ={ h(gN) |g€G} ={ h(g) |gEG} = Imh.
Zu (v).
Kerh={ gN |h(gN) =€ }

={gN|h(g)=€}

={ gN|gE Kerh}

=Kerh/N.
QED.

1.3.7 Der O-te I somor phiesatz
Seal h: G—=G' ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der zum Normalteiler
N:=Kerh
gehorige Homomorphismus
h: G/Kerh— G’, gN - h(g),
injektiv, definiert also elnen |somorphismus

h : G/Ker h — Imh, gN = h(g).
Beweis. Esgilt

Kerh=Kerh/Kerh={ gN |gEN } ={N} = triviale Gruppe,

d.h. Ker hist trivial, d.h. b ist injektiv.
QED.

1.3.8 Der erstelsomorphiesatz

Seien G eine Gruppe, N C G ein Normalteiler und UCG eine Untergruppe. Dann ist
UNN
ein Normalteiler von U und die Abbildung

U/UNN — UN/N, u UNN = uN,
ein Gruppen-1somorphismus.
Beweis. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus
p: G— G/N, g gN.
Seine Einschrinkung

h:=p|U :U— G/N, ur uN,

auf die Untergruppe U ist ein Homomorphismus mit dem Bild
Im (h) ={ h(u) | ueU}
{uN | ueU}
{unN | u€U, nEN}
{ XN | x€UN }
= UN/N
und dem Kern
Ker(h) ={u€U |ueKer h} = {ueU |ueN } = UNN.
Insbesondere ist UNN ein Normalteiler in U. Die Isomorphie-Aussage folgt jetzt aus
dem O-ten | somorphiesatz.
QED.

1.3.9 Der zweite | somor phiesatz
Seien G eine Gruppe und N', N” € G zwei Normalteiler mit
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N € N”.
Dannist N’/N’ ein Normalteiler in G/N’ und die Abbildung
(GIN')/(N"/N') — G/N”, g(N"/N') = gN”,
(mitg := gN’) ist ein Gruppen-1somorphismus.
Bewels. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus
p:G— G/N”, g gN”".
Da N’ in dessen Kern N” liegt, gibt es nach dem Homomorphiesatz den
Homomorphismus
p:G/IN' = G/N”, gN’ = p(g) = gN".

Mit p ist auch 5 surjektiv. Fiir den Kern erhalten wir

Ker p = Ker p/N’ = N”/N’.
Deshalb induziert 5 (nach dem O-ten I somorphiesatz) einen |somorphismus

(GIN")/Ker p — Imp = G/N”, Restklasse von gN’ = p(gN’) = p(g) = gN".

Wegen Ker 5 = N"/N’ ist das gerade die Behauptung.
QED.

1.4. Zyklische Gruppen

1.4.1 Die Menge der zyklischen Gruppen bis auf Isomorphie

Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu einer Gruppe der Gestalt Z/nZ. Dabel
bezeichne Z die additive Gruppe der ganzen Zahlen und

nZ :={ng | g€Z}
den Normalteiler der durch n teilbaren ganzen Zahlen.

In einer multiplikativ geschriebenen zyklischen Gruppe G = <g> der Ordnung n gilt
1. g N = ¢ fiir jedes g’€G.
2. gk —e< n|k.
Bemerkungen
0] Man beachte, es gilt Z/0Z = Z.
(i) Umgekehrt sind alle additiven Gruppen der Gestalt Z/nZ zyklisch,
ZInZ =<1+nZ>={g+nZ |geZ}
Bewels. Sai G = <g> eine zyklische Gruppe, d.h.
G={g"|neZ}.
Dannist die Abbildung
h:Z - G,n—g",

ein sujektiver Homomorphismus der additiven Gruppe £ auf die multiplikative Gruppe
G,
h(a+ b) = h(a)h(b)
und
Imh=0G.
Auf Grund des O-ten Isomorphiesatzesist damit
ZI/Kerh— G, g- Ker hi= h(g),
ein Isomorphismus. Es reicht also zu zeigen,

Ker h = nZ fiir ein nEZ.

Im Fall Ker h={0} ist die Aussagetrivial: Ker h=02Z. Sal adso
Ker h = {0}.
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Dann gibt esein von Null verschiedenes Element
ne Ker h - {0}.
Mit n liegt aber auch -n in Ker h. Wir konnen also annehmen,
ne N
ist eine natiirliche Zahl. O.B.d.A sei n die kleinste natiirliche Zahl, die in Ker h liegt,
n:=mn{mekKerh|m>0}.
Esreicht zu zeigen, dal3 dann
Ker h=nZ
gilt. Wegen nEKer h gilt zumindest
Kerh2 nZ.
Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Sei x€Ker h. Wir schreiben x in der Gestalt
X=qgn+r
mit ganzen Zahlen g mit
Q) O<r<n.
Wegen x&Ker hund n € Ker h gilt
h(r)  =h(x) /h(an)
=h(x) / h(n)4
e/
=g
d.h. r € Ker h. Wegen (1) und der Minimalititseigenschaft von n folgt r = 0, d.h.
X =qn,
d.h. x € nZ. Wir haben gezeigt, es besteht auch die umgekehrte Inklusion Ker h C nZ.

Der zweite Tel der Behauptung ist eine direkte Ubersetzung der entsprechenden
(offensichtlichen) Eigenschaften von Z/nZ. Zum Beispiel entspricht Aussage 1 der

Tatsache, dal3 in Z/nZ das n-fache jeden Elements gleich der Nullrestklasseist.
QED.

1.4.2 Untergruppen zyklischer Gruppen zu vor gegebener Ordnung

Salen NEZ eine natiirliche Zahl und m ein Teiler von n,
n = q m fiir ein q€N.
Dann st die Abbildung

Q) ZImZ — Z/nZ, g mod mZ — qg mod nZ,
ein wohldefinierter injektiver Homomorphismus.

Insbesondere besitzt die zyklische Gruppe der Ordnung n zu jedem Teiler m von n eine
Untergruppe der Ordnung m.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
h: Z — Z/InZ, g qg mod nZ.
Diese Abbildung ist ein Homomorphismus,
h(g'+g”) = (qg' + qg”) mod nZ
=(gg’ mod nZ) + (qg” mod nZ)
= h(g') + h(g").
Berechnen wir den Kern von h. Fiir g&2 gilt:
gEKer h < qg mod nZ = 0 mod nZ
< qg=0mod n
< gm=n|qg
< mj|g
< geEME.
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Esgilt dso Ker h=mzZ. Nach dem O-ten Isomorphiesatz ist die Abbildung

ZImZ = Z/Kerh—Imh (€ Z/nZ ), g (mod m) = h(g) = qg (mod n),
ein Isomorphismus, d.h. (1) ist ein injektiver somorphismus (wie behauptet).
QED.

1.4.3 Die Anzahl der Untergruppen einer zyklischen Gruppe
Seien G eine endliche zyklische Gruppe und m ein Teiler der Gruppenordnung

n:=#G.
Dann gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung m von G.
Beweis. Sel

G=<g>={g*|xEZ} (= 2Z/nZ)

und

n=maq.
Man beachte, es gilt dann
(1) g =e< n|x

Nach 1.3.11 gibt es mindestens eine Untergruppe der Ordnung m, nimlich

U=<gl>.
Sel jetzt U’ eine beiebige Untergruppe der Ordnung m von G. Nach 1.2.5 ist U’
zyklisch,

U =< gh >,
Als zyklische Gruppe der Ordnung mist U’ isomorph zu Z/mZ, d.h. es gilt
@M=1
Wegen (1) ist damit
gm=n|hm
aso
gl h.
Dannistaber gNe<gd>=U,adso U CU,aso U’ = U.
QED.

1.4.4 Produkte zyklischer Gruppen

Selen m und n teilerfremde ganze Zahlen,
ggT(m,n) = 1.
Dannist die Abbildung
Z/(mn) — Z/(m)xZ/(n), (a(mod mn)) = (a(mod m), a(mod n))
ein Isomorphismus.

Insbesondere ist das Produkt zweier zyklischer Gruppen mit tellerfremder (endlicher)
Ordnung wieder zyklisch.
Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus

h:Z — Z/(m)xZ/(n), ar (a(mod m), a(mod n)).
Nach dem O-ten |somorphiesatz reicht es zu zeigen,
1 Kerh=mnZ.
2. Im h=Z/(m)xZ/(n).
Zu 1. Dielnklusion “2” ist trivial: Vielfache von mn sind durch m und durch n teilbar.
Beweisen wir “C”. Sei ac Ker h. Dann gilt

a(mod m) = 0 (mod m) und a (mod n) =0 (mod n),
d.h. m|aund n|a Dam und ntellerfremd sind, folgt

mn|a,

d.h.ae mnZ.

Zu 2. Seien x,y € Z vorgegeben. Wir haben zu zeigen, esgibt ein a&Z mit
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a(mod m) = x (mod m) und a(mod n) =y (mod n).

Weil m und ntellerfremd sind, gibt es ganze Zahlen m' und n” mit
l1=mm+nn.

Wir setzen
a=mmy + n'nx.
Dann gilt
a(mod m) = n'nx (mod m) = x (mod m)
und

a(mod n) = m'my (mod n) =y (mod m),
d.h. ahat die geforderten Eigenschaften.

Aternativer Beweis von 2. Anstelle elementarer Eigenschaften des grofiten gemeinsamen
Tellers kann man zum Beweis von 2. auch den 0. 1somorphiesatz verwenden. Wegen 1.
induziert h einen |somorphismus

h -
ZI(mn) = Z/Ker(h)—— Im(h) =Im(h) (€ Z/(m)xZ/(n) ).
Das Bild dieses | somorphismus besteht also aus mn Elementen. Deshalb gilt

Im(h) = Im(R) = Z/(M)xZ/(n).

QED.

1.5 Endlich erzeugte abelsche Gruppen, Elementarteilersatz

1.5.1 Erzeugendensysteme abelscher Gruppen
Seien A eine (additiv geschriebene) abel sche Gruppe und

atigy
ein Erzeugendensystem von A. Dann gilt

A={ ga |gi62,fastallegi =0}.

i€l
Beweis. Die Menge auf der rechten Seite ist eine Untergruppe von A, welche jedes a
enthilt.
QED.

Bemerkungen: elementare Operationen mit Erzeugendensystemen
()  Wir denken uns im folgenden die Indexmenge | mit irgendeiner Ordnung
versehen, d.h. diea.I seien in irgendeiner Reihenfolge gegeben. Die Eigenschaft,

Erzeugendensystem zu sein hingt jedoch nicht von dieser Reihenfolge ab: durch
Abinderung der Ordnung von | geht en Erzeugendensystem in en
Erzeugendensystem von A iiber.

(i) Ersetzt man einaI durch a+ ga] mit g€Z und j= i, SO erhidlt man wieder ein

Erzeugendensystem von A.
(i) Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann bezeichnen wir mit
w(A)
die minimae Anzahl von Elementen, die ein Erzeugendensystem von A haben
kann.
(iv) Beispid: Ist p eine Primzahl und

A=ZI[p)D ... d 2I(p) (n-mal)

eine direkte Summe von n Exemplaren von Z/(p), so gilt
w(A) =n.
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(Beweis siehe unten).

(v) Die mininde Erzeugenzahl kann nicht groBer werden, wenn man von A zu einer
Faktorgruppe A/B iibergeht,

w(A) = u(A/B), 3

denn aus jedem Erzeugendensystem von A erhilt man durch Ubergang zu den
Restklassen modulo B ein Erzeugendensystem von A/B.

(vi) Seien p eine Primzahl und die Gruppe A eine direkte Summe von endlich viden
zyklischen Gruppen von p-Potenzordnung,

n n
A=Zplze. oz 2 (allen. >0).

Dannist
_ _ wA)=r
gleich der Anzahl der direkten Summanden.
Beweis von (iv). Die Elemente von A lassen sich mit ganzen Zahlen g € 2
multiplizieren,

g.(§17 7§n) = (gal’ R ggn)’
wobei das Produkt Null ist, wenn g ein Vielfaches der Primzahl p ist. Das bedeutet, das

Produkt hingt nicht von der ganzen Zahl g sondern nur von deren Restklasse modul p
ab. Wir haben damit eine Multplikation der Elemente des Korpers

IFID = ZI(p)
mit dem Elementen der Gruppe A definiert. Die Gruppe A wird dadurch zu einem IFp-
Vektorraum, und es gilt

uw(A) = dim]F A=n.

p
QED.
Beweisvon (v).
Sei

e EA
|
das Element von A, dessen i-te Koordinate die Restklasse von 1 und dessen iibrige

Koordinaten Nullrestklassen sind. Dann ist jedes Element von A eine ganzzahlige
Linearkombinationvone,,....e_, d.h. dieeI bilden ein Erzeugendensystem von A und es

1€
gilt

AulRerdem gilt

w(A) =r.

r r
n; n;

AlpA=( @ ZIp '2)Ip( ® ZIp '2)
i=1 i=1
r

N, N,
® (ZIp '2) I (pZIp 'Z2)
i=1
r
@ ZlpZ
i=1
Damit ist aber auch

w(A) = w(AIpA) =r.

QED.

IR

IR

1.5.2 Die Gruppe der Relationen zu einem Erzeugendensystem

Seien A eine (additiv geschriebene) abel sche Gruppe und
a:={a}.
i
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ein Erzeugendensystem von A. Dann ist die Menge

R(a)::{{g} |g€2 fastalleg 0, Ega. 0}
i€l =
eine abelsche Gruppe beziiglich der Operation

{g}ig t{g g =10
Die Elemente von R(a) heil3en Relationen von a

i T 9itier

Beweis. Die angegeben Operation definiert eine Abbildung
R(a) x R(a) — R(a).
Dieseist assoziativ, dain der additiven Gruppe Z das Assoziativgesetz gilt. Die Familie
{g. }IEI mit g = 0 fiir alle i

spielt die Rolle des Nullelements, die Famme

die Rolle des Negativen von {gi} il

QED.

Bemerkungen

() Bezeichne Z{) die direkte Summe der Gruppen der Familie {Z} oy

z() = {9}, |E€Z, fastaleg =0}

mit koordinatenweiser Addition,
{gtig * (g e =19+ It
Dann st die Abbildung

20~ A g} 3 g4,
iel =
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit dem Kern R(@). Insbesondere ist

Q) A=2ORea).

(i)  Unser Zid ist es in diesem Abschnitt zu verschiedenen abelschen Gruppen A en
Erzeugendensystem zu finden, fiir welches R(a) eine moglichst einfache Gestalt
besitzt. Der |somorphismus liefert dann eine besonders einfache Beschreibung der
GruppeA.

(iii) Gruppen, die isomorph sind zu Gruppen der Gestalt Z(1), heifen freie abelsche
Gruppen

1.5.3 Das Verhalten der Gruppe R(a) bei elementaren Oper ationen
Seien A ene abelsche Gruppe und a= {al} il ein Erzeugendensystem von A. Dann
gilt:

(i)  Fiir jede bijektive Abbildung f: I — | istauch a:= {af(l)} icl ©

Erzeugendensystem und die Abbildung
f:R@ = R@). {9} i) = {9y gy
ist ein |somorphismus abelscher Gruppen.
(i) Seen iO,jOEI verschieden und geZ. Die Familie @ = {a’i}iel entstehe aus a

indem man a durchaI +ga ersetzt, d.h.
0 o Jo
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a falsi=i
| 0
d,'=\a +ga falsi=i
PR 0
Dannist & ein Erzeugendensystem und die Abbildung

f.: R(@ — R(@), {gi}i€| = {g’i}iel’
mit

Y

9= gjo- ggiofaIIS| =g
ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.
Beweis. Die Aussagen sind trivial. Man beachteim Fall (ii) gilt

fallsix

Egiai :...+gia,|+...+gjaﬁ + ...
iel 0O 0’0
=---+9i (ai +gaj )+ ---+(9j -ggi )aj + ..
0O o o] o 0 o
=3 0
i€l

QED.
Bemer kung zu Erzeugendensystemen bei 1somorphismen
Seien h: G — G’ ein Isomorphismus von Gruppen und {gi} il ein Erzeugendensystem

von G. Danniist {h(gi)} il ein Erzeugendensystemvon G'.

1.5.4 Elementarteilersatz

Sei A eine endlich erzeugte® abelsche Gruppe. Dann besitzt A ein endliches
Erzeugendensystem
a= {al} I ={1,...,n},

mit endlich vielen Rdationen

R
so da gilt

1. R(a):<r1,...,rs>:2rl+ ...+er
2. rj ={ rji }iEI mit rji :diéji und di >0.
2. di |di+1ﬁiri=1,...,s—1.

Die di heilRen Elementarteiler von A.

Die Folge der Elementarteiler hiingt nur von der Gruppe A und nicht vom
Erzeugendensystem a ab.
Insbesondere gilt

A = 2“‘3@2/(112@...@2/(152.

Bemerkung
Die letzte Isomorphie bedeutet gerade, es gibt ein Erzeugendensystem

eI:(Omodd1 ..... Omoddi_l,lmoddi ,Omoddi+1,....,0modds)

* d.h. eine abelsche Gruppe mit endlichem Erzeugendensystem
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(i=1,..,9 vonA mit der Eigenschaft, dal3 eine ganzzahlige Linearkombination genau
dann gleich Null ist,

nl-e1 + n2-e2 + ...+ ns-eS =0,

wenn fiir jedes i der i-te Koeffizient kongruent Null modulo di i,
ni EdiZ firi=1,..,s.
Beweis. Wir fixieren irgendein endliches Erzeugendensystem
a= {ai}iE| vonA, |l ={1,..,n}
und ein Erzeugendensystem
r= {rj}jEJ von R(a)
mit
i = Uiitier
Das gesuchte Erzeugendensystem werden wir im wesentlichen durch eementare
Operationen im Sinne von 1.5.3 aus dem gegebene Erzeugendensystem gewinnen.

Vorbemerkung 1: € ementare Spaltenoperationen:
Auf Grund von 1.5.3 konnen wir das Erzeugendensystem a SO abdndern, dal3 sich dabei
die Reihenfolge der Koordinaten der r. in vorgegebener Weise abéndert.

Aulerdem konnen wir durch Abindern des Erzeugendensystems a erreichen, dal3 die
rj,i durch rj,i - grj i ersetzt werden mit vorgegebenen i JOEI und geZ. (mit s JO).
o] o] 0
Mit anderen Worten, wenn wir uns die doppelt indizierte Familie
r={itiajes
als Matrix vorstelen (mit eventud iiberabzéhlbar viden Zeilen und endlich viden
Spalten), so konnen wir

1. dieSpatenvonr permutieren.
2. enganzzahliges Vielfaches einer Spalte von r zu einer anderen addieren

ohne dal3 die Familie der rj aufthort ein Erzeugendensystem eines R(a) zu einem
endlichen Erzeugendensystem von A zu sein.

Vorbemerkung 2: e ementare Zeilenoperationen:
Wir konnen natiirlich auch die Relhenfolge der r. abdndern und ein ganzzahliges

Vielfaches enes r. zu einem anderen addieren, ohne dal? die Familie der r. aufhort,

Erzeugendensystem eines R(a) zu sein. Mit anderen Worten, die oben angegebenen
Operationen konnen wir auch mit den Zeilen von r anstelle der Spalten ausfiihren.

Beschreibung eines Algorithmus.
1 Falsalle rji = 0 9nd, endet der Algorithmus: esist dannn=s = 0. Die Zahl der

Elementarteiler ist Null, R(a) = {0} ist trivia und A ist eine freie abel sche Gruppe.

2. Wir suchenin (rji) eine ganze Zahl rj P 0, deren Betrag minima ist unter dlen

00
Betrigen aller von Null verschiedener Fse Durch Abziehen von ganzzahligen Viefachen

erreichen wir, daf alle Eintréige in der j O-ten Zeile und i O—ten Spalte betragmifig kleiner

sind as rj = Wir konnen das Verfahren solang fortsetzen, wie wir auf diese Weise
00
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betragskleinere von Null verschiedene Eintridge gewinnen konnen. Nach endlich viden
Schritten finden wir einen Eintrag . i mit:

a) rj i ist der einzige Eintrag inosgner Zeile und Spalte, der ungleich Null ist.
b) rj oio ist betragmiflig minimal unter alen von Null verschiedenen Eintrégen der
“ I?/I(a)trix” r.
3. In der Situation von 2 kénnen wir annehmen,
a=r, .

_n&o
befindet sich in der ersten Zelle und ersten Spate von r (beziiglich einer geeigneten
Ordnung von J). Fallsesin r noch einen Eintrag

b=r..

ji
gibt, der kein Vielfaches von r, i I, sO konnen wir die erste Spate von r zur j-ten
00
addieren und anschlief3end ein Vielfaches der ersten Zeile von der i-ten Zelle abziehen,
so dal? in der Position (j,i) ein Eintrag entsteht der betragskleiner ist als rj i und
00

ungleich Null.

Indem wir wie in 2. fortfahren erreichen wir die dort beschrieben Situation (mit
verkleineten rj i ). Durch Wiederholtes Anwenden von 2 und 3 erhalten wir eine Matrix
00
mit
a enem Eintrag d1 = rj P 0in der Position (1,1)
00
b)  Nullenin alen anderen Positionen der ersten Zeile bzw. Spalte.

c)  Eintrdgen in allen anderen Positionen, die entweder O sind oder Vielfache von dl =

ro
Jo'o

4, In der Situation von 3 dreichen wir die erste Zelle und erste Spate und

wiederholen das Verfahren mit der verbleibenden Matrix. Wir erhaten nacheinander

ganze Zahlen
d,,d,,d

1’7273
di Idi+1
wobei alle weiteren Eintrdge I durchadle di teilbar sind.

Da die Zahl der Spaten der “Matrix” r endlich igt, endet das Verfahren nach endlich
viden, sagen wir s, Schritten mit einem Gewissen Erzeugendensystem a und ener
Familie von Relationen rJ. mit j € Jwobel gilt

mit

rj ={ rji }iel mltrji :djéji firj=1,..5

und die Koordinaten aler weiterenr. sind sdmtlich Null. Insbesondere ist
R(@ =< rj [JEI> =< F1smes rS>.
Betrachten wir jetzt den surjektiven Homomorphismus
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2N
Q. Z A, (gl,...,gn)|—>algl+... +gn a
Nach Kontruktion ist
A=2Z"Ker g
mit
Ker g = <r1,...,rs> = Zrl + ...+ ZrS: Zdle1 + ..+ stes,
wobei e den i-ten “Einheitsvektor” bezeichne. Esfolgt

_ =N
A =Z /(Zdle1 +..t stes)

. Z/dlz@...@Z/dSZ@z“'S

Beweis der Unabhingigkeit der Elementarteiler von der speziellen Wahl der Zerlegung
in eine direkte Summe.

Wir haben noch die Eindeutigkeit der di zubewei sen. Genauer, wir haben zu zeigen, aus

(1) 2/d,20..02/d 202" 5= 2Id | 20. ®Z/d , 202 n'-s
mit 1 < d1|d2|...|dS und1<d’ 1|d’ 2|...|d’S

folgt
2 n—n,s-s,dl—dl,...,ds—ds,

Wir betrachten die Torsionsuntergruppe der abel schen Gruppe
A= Z/dlZ@..@Z/dSZ@Zn'S,

Esqilt

Ator = Z/dlz@...@Z/dSZ

und
AIA, =2"S
tor
Analog erhalten wir fiir
A =2ZId Z2e.ezid z" S
die Isomorphien

Ator = Z/d 12@...@Z/d' S

und
A/A. =215
tor

AusA = A’ folgtaber A, =A’, undA/A, =A'IA’, ,adsoinsbesondere
tor r tor tor

to
ZN-S_ »N'-s

Indem wir uns Z™S in den @-Vektorraum @S eingebettet denken, sehen wir, die

Maximalzahl Z-linear unabhingiger Elemente aus Z"S ist gleich n-s. Andlog ist diese

Zahl fiir 2" S gleichn’ - 5. Also gilt

4 n-s=n-s.

Damit haben wir den Eindeutigkeitsheweis auf den Beweis der folgenden Aussage

reduziert. Mit

Z1d,20..0ZId Z = ZId |26..0ZId ,Z
mit 1<d,|d,|..d und 1< d' [d|..[d"

gilt
n—n,s—s,dl—d 1,...,ds—ds,
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Dazu beachten wir, jeder der obigen direkten Summanden hat die Gestalt

Z/dZ mitd=d_,...d_d .,..d .
S S

1 1

st
_. MmN
d= Py TPy

die Primfaktorzerlegung von d, so gilt

nl nr
2102 =Z/(p, )@ ..®Z/(p, ).

Durch Einsetzen in die obigen direkten Summenzerlegungen erhaten wir Zerlegunen in
zyklischen Gruppen von Primzahlpotenzordnung, wobei die auftretenden
Primzahl potenzen durch diedi bzw. d’j eindeutig bestimmt sind. Umgekehrt bestimmen

die auftretenden Primzahl potenzen die di bzw. d’j: der grofite Elementarteiler ist gerade

das Produkt der hochsten Primzahlpotenzen, der zweitgrote das der zweithochsten,
USW.

Wir haben damit den Beweis der Eindeutigkeitsaussage auf den Beweis der folgenden
Implikation reduziert. Mit

ny. Ny , Ny , Ny
Z/(p:L )@...@Z/(pr )sZ/(pl )@...@Z/(pr, )
mit n > 0 fiir jedes i und n’j > 0 fiir jedes j

gilt
1 r=r und
2. Die Folge der (pi,ni) miti =1,...,r ist bisauf die Rethenfolge gleich der
Folge der (p’i,n’i), i=1,..r.
Mit

_ n1 Ny ' , M , My
A—Z/(pl )@...@Z/(pr )undA—Z/(pl )@...@Z/(pr, )
und Primzahlen p erhalten wir fiir die p-Torsionsuntergruppen:
n-
A =@ _ ZI(p'
Y P,=P (P)
und

n’.
A=®,_ 2ZIp).
p~p =p 2P )
Mit A = A’ igt natiirlich Ap = A’IO fiir jede Primzahl p. Es reicht dso, die obige
Implikation unter der zusitzlichen Annahme zu beweisen, die ale auftretenden
Primzahlen gleich sind. Genauer, esreicht die folgende Implikation zu beweisen. Mit

ny. Ny n' 1 n
ZI(p H®..@ZI(pHY=Zl(p H®..®@ZI(p ')
mito<n,<..<n >0undO<n', <..=n

1™ r 1 r
gilt
1.r=r und
2. nl—n 1,...,nr—n "
Wir setzen

nl nr
A=2ZI(p H®..®2Z/(p ") und
’ n’l ”’r’
A =ZI(p H®..®2/I(p ")

Nach Bemerkung 1.5.1 (vi) gilt
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w(A) =rund u(A’) =r.
Wegen A = A’ ist damit aber r = u(A) = w(A’) = r’, d.h. erste zu beweisende Identitit
besteht tatséchlich. Den Beweis der iibrigen Identitéten fithren wir durch Induktion nach
r.

Im Fall r = 1 erhalten wir

nl n’]_
A=2Z/(p HundA=2Z/(p ),
aso

n n
p loun=#n =p 1
aso

Behandeln wir jetzt den Fall r > 1. Dazu betrachten wir die Untergruppe
n n
PA=pZI(p H@..@pZi(p M.

Nun hat der Homomorphismus

Z — ZIp"Z, g+ gp mod p",
das Bild pZ/p"Z und den Kemn p¥1Z, dh. es i pZ/p"Z = Z/ip"1Z. Die
Untergruppe pA ist somit isomorph zu

ni-1 n-1
PA=Z/(p =~ )D..®@Z/(p " ).
Wir konnen erneut mit p multiplizieren und erhalten fiirO = n<n 1 die Isomorphie

n nl'n nr'n
PA=Z/(p~ )D..®@ZI(p " ).
Nun ist der erste direkte Summand fiir n = ny gleich Null, d.h. es gilt

W(A) = 1u(pA) = .. = ("L A) > u(p 1A)
Damit kénnen wir ny beschreiben as den ersten Exponenten, fiir den sich die
Erzeugendenzahl verédndert:
n, =min{n€ N | u(p™1A) > u(p"A).}.
Aulerdem ist

nq-1 nq A
O(A)=u(p —~ A)-u(p ~A)=Anzahl deri mit n=n
Insbesondere gilt

5) n, = n’l

Wir wenden jetzt die Induktionsvoraussetzung auf die Untergruppen
nl nl-nl nr-nl
p "A=2ZI(p )®...® 2/(p ).

1

und

n nq-n Ny -n
pia=zZ/(p " Yo .ezp " Y
an und erhaten

ng-ng=nj-n;, .. ;

zusammen in (5) erhalten wir Behauptung.
QED.

,h=n
r
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1.5.5 Zerlegung in direkte Summen zyklischer Gruppen von
Primzahlpotenzordnung

Sel A eine endlich erzeugte abel sche Gruppe. Dann gibt es (nicht notwendig
verschiedene) Primzahlen Py und natiirliche Zahlen Ny Ny und s mit

n.
A=2% @iy ZIp 12
Beweis. Ergibt sich direkt aus 1.5.4 und 1.4.4.

QED.
Bemerkungen
(i) Aistgenaudann endlich, wenns=0ist, und esgilt dann
n.
#A=1] p |
i=1 |

n.
(i) Die Potenzen pi I sind durch die Elementarteiler di (bis auf die Reihenfolge)
ei ndeutigbestimmt und damit durch die Gruppe A.
n.
(i)  Umgekehrt sind die di durch die Potenzen pi I festgelegt:

n.
dS ist das Produkt der pi I'mit n maximal zu gegebenen af und

n.
ds—l ist das Produkt der pi' mit n maxima nachdem man ein maximales n

gestrichen hat usw.
Beispiel
Wegen 12 = 22.3 sind die nachfol gend aufgezihlten Gruppen bis auf 1somorphie die
einzigen abel schen Gruppen der Ordnung 12.
Z/(3)®Z/(22), ZI()DZI(2DZI(2),
Im ersten Fall hat man nur einen Elementartteiler
d, =322=12

im zweiten Fall erhilt man
d2:3-2=6undd1=2.

1.5.6 Untergruppen zu vor gegebener Ordnung

Seien A eine endliche abel sche Gruppe der Ordnung n und m ein Teiler von n. Dann
gibt es eine Untergruppe U C A der Ordnung m von A.
Beweis. Nach 1.5.5 konnen wir annehmen, es ist

r n. ) n.
A:(Jai:lZ/pi'Z mitn= pi'.
i=1
Dann hat m die Gestalt
m.
m= ]L[ pi I'mit m.=n, fiir jedes i.
i=1
n. m.
Es reicht deshalb zu zeigen, Z/pi IZ hat eine Untergruppe Ui der Ordnung pi I (die

direkte Summe der Ui ist dann eine Untergruppe der gesuchten Ordnung). Wir kénnen

also annehmen
A=2Z/p?Z n=p® m=p’mitb=a
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Dann gilt aber die Behauptung auf Grund von 1.4.2.
QED.

1.6 Sylow-Gruppen

1.6.1 p-Gruppen, p-Untergruppen und Sylow-Unter gruppen

Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine
Potenz von pist.

Sel G eine Gruppe. Ein p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe von G von p-
Potenzordnung. Eine p-Sylow-Untergruppe von G ist eine Untergruppe
UCG

mit # U = p", wobei p" die héchste Potenz von p ist, die die Ordnung von G teilt,
p" | #G und p" ¥ 4G,
Eine natiirliche Zahl mEHN heil3t Exponent der Gruppe G, wenn fiir jedes gEG gilt

gM=e
Bemerkungen
()  Jede endliche Gruppe G = { gl,...,gn} besitzt (mindestens einen) Exponenten.

Jedes Element g; von G erzeugt namlich eine zyklische Untergruppe von endlicher
Ordnung m., und esist

mj _
(gl) =e

Mitm=m,-...-m_gilt dann aber g™ = e fiir jedes gE€G.

(i)  Wir werden die Existenz der p-Sylow-Untergruppen nachweisen. Zunéchst
bendtigen wir aber eine Beschreibung der Orbits von Gruppenoperationen.

1.6.2 Stabilisatoren und Or bits
Selen

GxM — M, (g,m) = gm,
eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M und meM ein Element. Dann ist der
Stabilisator

Gm:{ geG|gm=m}

von min G eine Untergruppe und die Abbildung

cp:G/Gm — O(m), g gm,
ist wohldefiniert und bijektiv.
Beweis. Die Untergruppeneigenschaft des Stabilisators. Es gilt eEGm .Mitg ,g”EGm

gilt
_ (99" )m=g(g'm) =gm=m,
aso g’g”eGm. Mit geGm gilt schliefdlichgm =m, aso

m=em= (g lg)m = g(gm) = g"Im,

also g'leGm.

Die Korrektheit der Definition von ¢. Sei ¢’ Gm =g’ Gm. Wir haben zu zeigen

gm=g'm.
Wegen ¢’ Gm = g”Gm gilt g”egGm, d.h.
g’ =g smit sEGm.
Esfolgt
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g'm=(gsgm =g (sm) = g'm.
Bijektivitit von ¢. Surjektiv ist die Abbildung nach Definition des Orbits. Zeigen wir die

Injektivitit. Es gelte
9@ G ) =0 G )
Dannistgm=g’'m, aso
. @7m=ggm =g gm = (g gm=em=m
asog g EGm,alsog EgGm,aIsog Gm=gGm
QED.

1.6.3 Konjugationsklassen
Seien G eine Gruppe und g € G ein Element. Dann heil3 die Menge

- @ ={<lgK|xECH _
Konjugationsklasse von g in G. Die Konjugationsklasse heif¥ trivid, wenn sie aus nur
einem Element besteht.

Bemerkungen
(i) Die Konjugationsklassen der Gruppe G sind gerade die Orbit beziiglich der
Operation

GxG—G, (x, g) > xgx 1,
von G auf sich durch innere Automorphismen.
(i) DieKonjugationsklasse des Elements g € G ist genau dann trivia, wenn g im
Zentrum
C(G) :={gEe Gl xg = gx fir x € G}
der Gruppe G liegt.

1.6.4 Die Klassenformel
Sel G eine endliche Gruppe mit dem Zentrum

C=C(G)
und den nicht-trivialen Konjugationsklassen
C,,..,C.
1 r
Dann gilt
#G=#C+ 3 #C,.
i=1
Aulerdem ist die Ordnung jeder Konjugationsklasse ein Teiler der Gruppenordnung,

# Ci | # G.
Bewels. Wir betrachten die Operation

GxG—G, (X,0) xgx'l,
von G auf sich durch Konjugation. Seien

Ol’ ,O O

die Orbits dieser Operation, wobel die ersten r Orb| ts gerade nicht-trivialen Orbits saien,
d.h. digienigen mit mehr als einem Element. Dann gilt

#G= § #O ﬁ #O + Anzahl der trivialen Orbits.
i=1 i=r
Nach Bemerkung 1.6.3 (i) sind die nicht-trividlen Orbits aber gerade die nicht-triviaen
Konjugationsklassen und nach 1.6.3(ii) ist die Anzahl der trividen Orbits gerade die
Ordnung des Zentrums. Die noch verbleibende Teilbarkeitsaussage ergibt sich aus der
Tatsache, dal3 sich nach 1.6.2 jedes Orbit mit einer Menge der Gestalt
G/IG
g

identifizieren 148t.
QED.
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1.6.5 Die Existenz der p-Sylow-Untergruppen

Seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, welche die Gruppenordnung teilt,
p | #G.

Dann besitzt G eine p-Sylow-Untergruppe.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach der Gruppenordnung n = #G.

ImFal n=1ist die Aussagetrivial. Falsn eine Primzahl ist, ist die Aussage ebenfalls

trivial.

Nehmen wir jetzt an, die Aussage gilt fiir alle Gruppen mit einer Ordnung < n.

1. Fall: G enthilt eine echte Untergruppe U mit #G/U teilerfremd zu p.

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt U eine p-Sylow-Untergruppe. Dieseist aber auch
eine p-Sylow-Untergruppe von G, d.h. eine solche existiert.

2. Fal: Jede Untergruppe U von G besitzt einen durch p teilbaren Index,
p | #G/U.

Seien Cl’""Cr die nicht-triviallen Konjugationsklassen von G. Dann gilt nach der

Klassenformel

HG=#C+ 3 #C. .
i=1
Fiir jede Untergruppe U von G ist die Ordnung # G/U en Vidfaches von p.
Insbesondere sind die Ordnungen # G und # Ci Viefache von p. Dasselbe mul3 also

auch fiir die Ordnung des Zentrums gelten,
p|#C.

Insbesondere ist das Zentrum von G nicht trivid (und abelsch). Nach 1.5.6 gibt es eine
Untergruppe der Ordnung p in C(G),
U C C(G), #U = p.

Weil U ganz im Zentrum von G liegt, ist U ein Normalteller. Betrachten wir den

natiirlichen Homomorphismus
h: G — G/U.

Se pn die hochste p-Potenz, die #G teilt. Dann ist pn'l die hochste p-Potenz, die #G/U
teilt. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine p-Sylow-Untergruppe von G/U,

SCGu, #S=pTl

Esreicht zu zeigen,

s:=h1®
ist eine p-Sylow-Untergruppe von G.
Aus der Untergruppeneigenschaft von S (und dem Untergruppenkriterium) ergibt sich
sofort die Untergruppeneigenschaft von S. Esreicht also zu zeigen,

#S=p".
Die Einschrinkung des natiirlichen Homomorphismus h auf S ist nach Definition von S
ein surjektiver Homomorphismus
h:S —> S,

Nach Definition von Sliegt der KernU vonhganzin S, d.h. esgilt

Kerh' = U.
Damit ist nach dem O-ten Isomorphiesatz

P loyS=#imh =#SKer v =#SIU=#S/#U =#S/ p.

Also gilt #S5=p".
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QED.

1.6.6 Eigenschaften von Sylow-Unter gruppen

Seien G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler der Gruppenordnung. Dann gelten

die folgenden Aussagen.

(1)  Jedep-Untergruppe von G liegt ganz in einer p-Sylow-Untergruppe.

(i) Jezwe p-Sylow-Untergruppen Sund S’ von G sind konjugiert, d.h. esgibt ein
geGmitS = gSg'l.

(iif)  Fiir die Anzahl n der p-Sylow-Untergruppen von G gilt n = 1 (mod p).

Beweis. Bezeichne

S
die Menge der p-Sylow-Gruppen. Die Gruppe G operiert durch Konjugation auf S,
(1) GxS—S, (g P) > gPg 1,

denn Konjugation mit geG ist ein Isomorphismus von G, d.h. das Konjugierte einer p-
Sylow-Gruppe von G ist wieder einer p-Sylow-Untergruppe. Wir fixieren ein Element
von S, sagenwir
PES.
Sei
Gp={ 9G|gPg =P}
der Stabilisator von P und
O :={gPg* g€ G}
PC GP’

d.h. G/GP 14Bt sich mit einer Faktorgruppe von G/P identifizieren. Insbesonder ist

das Orbit von P. Dann gilt

#O(P) = #G/GP | #G/P .
Die Ordnung ganz rechts ist aber teilerfremd zu p (da P eine p-Sylow-Untergruppe i,
d.h.

2 #O(P) = #G/GP ist teilerfremd zu p.

Die Orbits der Operation (1) besitzen aso eine zu p teilerfremde Ordnung.

Zu (i). Sei U eine p-Untergruppe von G. Wir konnen annehmen,
#U > 1.
Die Untergruppe U operiert durch Konjugation auf dem Orbit von P,
U x O(P) = O(P), (u, gP g} - ugPg turd = (ug)P(ug) 2.
Fiir jedes x€O(P) haben wir eine Bijektion
U/UX — UX.

Da die Ordnung von U ene p-Potenz i, gilt dasselbe von #U/UX = #Ux. Die

Ordnungen der Orbits von U auf O(P) sind aso p-Potenzen. Wegen (2) sind diese
Ordnungen aber nicht dle durch p telbar, d.h. mindestens ein Orbit hat die O-te p-
Potenz zur Ordnung ,

# Ux = 1 fiir mindestens ein x€O(P).

Sei x = ng'1 =:P ein solches x. Dann gilt

3) uP'u Ll = P fiir jedes ueU.
also uP’ = P’u fiir jedes u€U, aso
4 UP =P U.

Inshesondere ist
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UP :={ ug|ueU, geP }
eine Untergruppe von G:
: e=eec UP,dh. UP = .
2 Mitug, ug €UP gilt
ug(u'g’) 1 ugg"lu"leUPU = UUP (wegen (4)
= UP.
Wegen (3) ist P ein Normalteiler in UP', und esist
UP/P = P/UNP,
d.h. die Faktorgruppe hat p-Potenzordnung. Dann hat aber auch UP ene p-
Potenzordnung. Da P maximale p-Potenzordnung hat und ganz in UP' liegt, folgt
P =UP,
dsoUCP.

Zu (ii). Die obigen Betrachtungen kann man insbesondere fiir den Fall machen, wenn U
eine p-Sylow-Untergruppeist. Ausder Inklusion U C P’ ergibt sich dann aber, well U
maximale p-Potenzordnung hat,

U=P =grg?,
d.h. U ist konjugiert zu der fest gewihlten p-Sylow-Gruppe P.
Zu (iii). Die obigen Betrachtungen gelten auch fiir den Spezialfal U = P. Insbesondere
gibt esein Orbit von U = P auf O(P) mit nur ?riem Element,

Px ={x}.
Alle anderen Orbits besitzen jedoch mehr als ein Element®. Alle anderen Orbits haben
also eine durch p teilbare Ordnung. Damit gilt
#O(P) = 1 (mod p).

Nach (ii) ist aber O(P) = S die Menge aller p-Sylow-Untergruppen, d.h. es gilt

#S=1(mod p).
QED.

1.6.7 Beispiel

85 ist von der Ordnung 5! = 23-3-5, besitzt aber keine Untergruppe der Ordnung 15.

Beweis. Sei HC 85 eine Untergruppe der Ordnung 15. Dann besitzt H Untergruppen

H3 und H5 der Ordnungen 3 bzw. 5 (die Sylow-Untergruppen).
H 3 CH, H5 CH.
Diese Untergruppen sind von Primzahlordnung, also zyklisch. Wir kénnen annehmen,
H 5= < (12345)>
und es gilt
H3 = <(abc)>.
Der Dreierzyklus entsteht aus (12345) durch Streichen von zwe Elementen. Wir
konnen annehmen, eins der gestrichenen Elemente ist 5, d.h.
{ab,c} C{1,23,4}
1. Fdl: 4 ¢ {ab,c}
Wir konnen annehmen, (abc) = (123). Konjugation mit (12345) liefert
234) eH

also liegt (234)(123) = (13)(24) in H, d.h. H enthilt ein Element der Ordnung 2, was
nicht moglich ist.
2. Fdl: 34 {ab,}
Wir konnen annehmen, (abc) = (124). Konjugation mit (12345) liefert

(235), (341) €H
also liegt (124)(134) = (13)(24) in H, d.h. H enthilt ein Element der Ordnung 2, was
nicht moglich ist.

® Wir haben in (i) gezeigt aus# Ux = 1 mit x = ng'1 =P folgtUC P (dsoU =F).
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3. Fdl: 2 ¢ {ab,c}
Wir kénnen annehmen, (abc) = (134). Konjugation mit (12345)'1 liefert

(523), (412) € H
also liegt (124)(134) = (13)(24) in H, d.h. H enthilt ein Element der Ordnung 2, was
nicht moglich ist.
4. Fdl: 14 {ab,c}
Wir kénnen annehmen, (abc) = (234). Konjugation mit (12345)'1 liefert

(123) €H

also liegt (234)(123) = (13)(24) in H, d.h. H enthilt ein Element der Ordnung 2, was

nicht moglich ist.
QED.

1.7 Auflésbare Gruppen

1.7.1 Definitionen

Sal G eine Gruppe. Ein Gruppenturm von G ist eine echt absteigende Folge von
Untergruppen,

GZGODGlD...DGm.

Dabei heildt m Linge des Turms. Eine Verfeinerung eines Gruppenturmsist ein
Gruppenturm, der durch Einfiigen einer endlichen Anzahl von Untergruppen entsteht
zwischen schon vorhandene Gruppen.

Der Turm heif3 normal oder auch Normalreihe, wenn Gi +1 Normalteiler istin Gi fiir
jedesi. Eine Normalreihe heil3t abelsch, wenn Gi/G 41 abelsch ist fiir jedes i. Sie heifit
zyklisch, wenn Gi/G+1 zyklischist. Die Gruppen der Gestalt Gi/G+1 heil3en Faktoren
der Normalreihe.

Eine Kompositionsreihe ist eine Normalreihe, dietrivia endet (d.h. Gm = {e}) und fiir
welche est keine Normalreihe gibt, die eine (echte) Verfeinerung ist.

Eine Gruppe heil3t aufldsbar, wenn es eine abelsche Normalrethe gibt , dietrivial endet.
Eine Gruppe heif3t nilpotent, wenn es eine abelsche Normalreihe gibt, dietrivial endet
und die aus lauter Normalteilern von G besteht.
Selen zwei trivial endende Normalreihen gegeben.

G=G,DG :)...:)Gr:{e} :

0 1
G= HO:) HlD "D HS:{e}.
Diese Normalreihen heil3en dquivalent, wenn gilt
1 r=s
2. Es gibt eine Permutation oesr_ 1 mit
Gi/Git1 = Hoi/Mo)+1

fliri=1,..r-1.
Eine Gruppe G heild einfach, wenn sie nicht-trivia ist und auf3er G und {€} keine
Normalteiler besitzt.

Bemerkungen
() Seienh: G —= G’ ein Homomorphismus und
G=G.,DG,D..D0C
0 1 m
eine Normareihevon G'. Dann ist

GOD G]_D"':)Gm
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mit Gi = h'l(Gi) eine Normalreihe von G. Ist die urpriingliche Reihe abelsch oder

zyklisch, so gilt dasselbe auch fiir die neue Reihe.

(i) Jede abelsche Normalreihe einer endlichen Gruppe besitzt eine zyklische
Verfeinerung.

Beweis. Zu (i). Die Abbildung

cp:Gi — G’i/G’i+1 , g h(g) mod G’i+1 ,
ist ein Gruppenhomomorphismus mit
gEKer g = h(Q EG,,, = g€ h G.,) = 9gEGG
d.h. esqgiltKer ¢ = Gi+1‘ Nach dem O-ten |somorphiesatz gilt
Gi/Gi+1 = Gi/Ker p=ImMmpC G i/G e

Mit der Faktorgruppe rechtsist also auch die Faktorgruppe links abelsch bzw. zyklisch.
Zu (ii): Sei

i+1’

G=GODGlD...DGm

eine abelsche Normalreihe. Es reicht fiir fest vorgegebenes i zu zeigen, zwischen Gi und
Gi 11 gibt es Untergruppen Hj , Sagen wir

Q) Gi:ng"'DHn+1:Gi+1

mit Hj/ Hj+ 1 zylisch fiir jedes j. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus

p: Gi — Gi/Gi+1'
Well Gi/Gi+1 endlich und abelsch i, besitzt diese Gruppe eine Zerlegung in eine
direkte Summe zyklischer Gruppen,

Gi/Gi +1” Zl@ZZ®...®Zn , Zj zyklisch und nicht-trivial.

Eigentlich besteht nur eine Isomorphie. Wir wollen der Einfachheit halber Gi/Gi 41 mit
der direkten Summe rechts identifizieren. Wir setzen

Hj ={(,..,0 ,a],...,an) EZl@ZZ®...®Zr|a]EZj Y s anEZn}

H = p'l(ﬁj).

Dann gilt (1) (wobei die Inklusionen zunéchst nicht notwendig echt sind - wir werden
das spiter sehen) und der Homomorphismus
cp:HJ. — Hj/Hj+1 , g p(g) mod Hj+1 ,
ist surjektiv. Fiir seinen Kern gilt
gEKer @ = p(g) € H.+1© gEH. .

o 1
dh. Kerg= Hj+1 . Damit ist

Hj/Hj+1 = Hj/Ker p=lmoe= Hj/Hj+l.
Es reicht zu zeigen, die Faktorgruppe rechts ist zyklisch (und nicht-trivia, d.h. die
Inklusionen in (1) sind echt). Um das zu bewesen, betrachten wir den
Homomorphismus
.. Z. — Hj/Hj+1 , a(0....,a0,...,0) mod Hj+1’
wobei der Eintrag asich in der j-ten Koordinate des n-Tupels befinden soll. Es reicht zu
zeigen, diese Abbildung ist ein Isomorphismus, d.h.
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1.Im cpj = H'/Hj+1'
2. Ker cpj ={0}.

Zu 1. Jedes Element von Hjlﬁj+1 hat die Gestalt

+(0,..,0,a,0,...,0) mod H.

(O,...,O,aﬁ,...,an) mod Hj+1:(0""’0’ j+1 J j+1

a]+1,...,an) mod H

= (0,...,0,65 ,0,...,0) mod Hj+1
=. (A
P ( J)
Das zweite Gleichheitszeichen gilt dabel wegen (0,...,0, aﬁ+1""’an) € Hj+1'

Zu 2. Sei a€ Ker P - Dann gilt (0....,a0,...,0) € Hj+1’ asoa=0.
QED.

1.7.2 Nilpotenz der p-Gruppen
Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist G nilpoten (also insbesondere auch auflsbar).
Fals G nicht-trivial ist, so hat G einen nicht-triviales Zentrum.
Beweis. 1. Schritt. Falls G = { e} i, ist auch C:=C(G) = { €}.
Wir lassen G durch Konjugation auf sich selbst operieren,
GxG — G, (g,x) > gxg L
und schreiben G als digunkte Vereinigung von Orbits,
Q) G= O(gl)U ...UO(gr) (digunkte Vereinigung).

Nach 1.6.2 gilt
(2 #O(gi) = [G/Gg ] = Teiler von #G = p-Potenz.
[
Wegen (1) ist die Summe dieser p-Potenzen gleich #G, also durch p teilbar,

©) pI 3 #0(g)
i=1
Ist O(gi) das Orbit des neutralen Elements, so gilt

#0(g) = #O(e) = #{geg ™ | g=G} = #{e} = 1.

Es gibt also mindestens einen Summanden auf der rechten Seite von (3), der nicht durch
p teilbar ist. Dann mui3 es aber noch einen weiteren Summanden geben, der ebenfalls
nicht durch p teilbar ist. Wegen (2) ist dieser Summand gleich 1. Es gibt aso ein geG
mit

1=#0(g) =# xgx'1|xEG} ,g#=e,
d.h. esist

XgX_l = x fiir jedes x&€ G und g = €,
d.h.
e=ge C(G).

Mit anderen Worten, das Zentrum von G ist nicht trivial.
2. Schritt. Auflosbarkeit von G.
Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach der Gruppenordnung

n=#G.
Im Fall n= 1 ist die Aussage trivid. Sei dso n > 1. Nach dem ersten Schritt ist das
Zentrum

C:=C(G)

eine nicht-triviale (abelsche) Untergruppe von G,

#C>1.



Auf Grund der Defintion von C ist C sogar ein Normalteiler von G, d.h.
G/IC
ist eine Gruppe der Ordnung
#GIC=#G/#C<n.
Insbesondereist die Ordnung von C ein Teiler der Ordnung von G, aso eine p-Potenz.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine abelsche Normalreihe von G/C, die trivid
endet,
G/IC GO:) GlD DGm {e}
und die aus lauter Normalteilern von G/C besteht.
Bezeichne
p: G— G/C
den natiirlichen Homomorphismus und sei

G, = p(G).
das Urbild des Normalteilers C_Ei. Man beachte, Gi ist ein Normalteiler von G.

Dannist

G=G,2G;D..0G (=0)D{e

eine abelsche Normalreihe von G, die trivid endet (nach Bemerkung (i) von 1.7.1 und
wegen C/{ e} = C abelsch).
QED.

1.7.3 Das Schmetterlingslemma (von O. Schreier)
Seien G eine Gruppe,
UVCG
zwel Untergruppen von G und
uCUundvCV
Normalteiler in U bzw. V. Dann gelten die folgenden Aussagen.
0] u(UNv) ist Normalteiler in u(UNV).
(i) (uNV)v ist Normalteiler in (UNV)v
(i)  Die zu (i) und (ii) gehorigen Faktorgruppen sind isomorph:
u(UNV)/ u(UnNv) = (UNV)V/(uNV)v.

Diein der Formulierung des Lemmas auftretenden Gruppen und Faktorgruppen lassen
sich durch die folgende Skitze illustrieren, von der das Lemma seinen Namen hat.



Ul Av) ‘\\\\\\\\N/////////’ (UnaV)v
u(Uny) T (LYY
u

uny Ay
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Beweis (nach Zassenhaus). Wir beschrinken uns auf eine Beweisskitze. In der obigen
Zeichnung sind U, V, u, v vorgegeben. Die gekennzeichneten Ecken sollen fiir die
angegebenen Untergruppen stehen.

Die iibrigen Ecken stehen fiir Untergruppen, welche durch die folgenden beiden

(generell geltenden) Regeln definiert sind.

Der Schnitt von zwei Kanten, die nach unten verlaufen steht fiir den Durchschnitt der
beiden Gruppen an deren oberen Ende.

Der Schnitt zweier Kanten, die nach oben verlaufen steht fiir das Produkt der beiden
Gruppen an deren untern Ende (d.h. fiir die kleinste Untergruppe, die beide enthilt).

Betrachten wir die beiden oberen Parallelogramme, die die Fliigel des Schmetterlings
bilden. Wir wollen zeigen, gegeniiberliegende Seiten der Parallelogramme stehen fiir
isomorphe Faktorgruppen.

Die vertikale Seite, die beiden Paralelogrammen gemeinsam ist, hat UNV as oberes
Ende und (uNV)(UNv) adsunteres Ende. Es gilt

UNnv/ (uNv)(UnNv) = u(UNV)/u(UNv)
nach dem ersten |somorphiesatz, d.h.
H/HNN = HN/N

mit H=UNV und N = u(UNv). Der Faktor zur Kante in der Mitte ist somit isomoph
zum Faktor der Kante links. Aus Symmetriegriinden gilt dasselbe beziiglich der Kante
rechts.

Damit ist der Faktor zur linken Seite isomorph zum Faktor der rechten Seite, d.h. esgilt
die Behauptung.

QED.

1.7.4 Satz von Schreier

Sei G eine Gruppe. Dann lassen sich je zwel Normalreihen von G, die trivial enden, so
verfeinern, daf} die entstehenden Normalreihen dquivalent sind.
Bewels. Seien zwel Normalrethen der beschriebenen Art gegeben, sagen wir

G=G,DG,D..0G ={e} .

G= HOD HlD e D HS—{e}.
Vorbemerkung

Bea den zu konstruierenden Verfeinerungen konnen wir zulassen, dald3 benachbarte
Gruppen nicht notwendig verschieden sind. Auf Grund der paarweise isomorphen
Faktoren hat die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in der einen Reihe die eines
Gleichheitszeichens in der anderen zur Folge. Wenn wir aso in der einen Relhe eine
Gruppe weglassen konnen, so gilt dasselbe in der anderen. Nach dem Weglassen
doppelt auftretender Untergruppen sind die konstruierten Reihen weiter dquivalent.

Wir setzen fiiri=1,...r-lund j=1,...; s-1
Gij = Gi_l_l(HjﬂGi).
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Dann gilt
=G . DG, . =G,
GIO GI ’Glj_G|J+1’Gls G|+1
und wir erhalten die folgende Verfeinerung des ersten Gruppenturms,
o 2 Gi-l,s (= Gi )= GiOQ GiZQ e 2 Gis(— Gi+1)_ Gi+1,02

Analog setzen wir
Hji = Hj+1(GiﬂHj)
und erhdten so eine Verfeinerung des zweten Gruppenturms. Jede der beiden
Verfeinerungen besteht aus (r+1)(s+1) Gruppen. Auf Grund des Schmetterlingdemmas
bestehen die | somorphismen
Gii/Gi 41 = HjiMM e

d.h. die beiden verfeinerten Normalreihen sind dquivalent.
QED.

1.7.5 Satz von Jordan-Holder

Sel G eine Gruppe. Dann sind je zwei Normalreihen von G, welche trivial enden und
einfache Faktoren haben,

G= G0 D G1 D..D Gm ={€}, Gi/Gi+1 einfach,

dquivalent.

Bewels. Wegen der Einfachheit der Faktoren besitzen die Normalreithen keine
Verfeinerungen, die von den Ausgangsreihen verschieden sind. Nach dem Satz von
Schreier besitzen sie aber dquivalente Verfeinerungen. Also sind sie selbst schon

dquivalent.
QED.

1.7.6 Beispiel: die Normalreihen von S4

Die Gruppen in der Reihe

S4Z)A4DV4D{ (1), (12)(34) } D {(1)}

haben die Ordnungen 24, 12, 4, 2 und 1, die sykzessiven Faktoren haben also die
Ordnungen
2,3,2,2,
d.h. sie haben Primzahlordnungen, sind also zyklisch.
Die Reiheist ein Normdreihe:
A4 hat denIndex 2in'S , ist also Normalteiler.

ist also Normadlteiler in 84, aso erst recht

\% 4 enthélt alle Doppel-Zweier-Zyklen von S

|nA4.

DaV4 abelschigt, sind alle Untergruppen Normalteiler.

4!

Insbesondere sehen wir, S 4 ist auflosbar.

Nach dem Satz von Jordan-Holder sind die Faktoren jeder Normareihe von S 4 mit

einfachen Faktoren zyklisch von der Ordnung 2 oder 3. Es ist nicht schwer, zu zeigen,
die Untergruppen von S 4 sind gerade diein 1.25 angebenen.

Der einzige Normalteiler N vom Index 2 in S4i§ A4

#N:#A4/2:12:22-3

enthdlt N eine 3-Sylow-Untergruppe, welche die Ordnung 3 besitzt und insbesondere
zyklisch ist. Die einzigen Elemente der Ordnung 3 von S4 sind die Dreierzyklen, d.h. U

. Esqilt

enthilten einen Dreierzyklus. Als Normalteiler enthélt damit N ale 8 Dreierzyklen und
damit 8 gerade Permutationen.
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Wire N = A 4% enthielte N eine ungerade Permutation o und die Abbildung

N — N, X oX,
wire eine Bijektion, die gerade in ungerade und ungerade in gerade Permutionen
tiberfiihrt, Insbesondere enthidte N genau 12/2 = 6 gerade und 6 ungerade
Permutationen, was nicht moglich ist.

S 4 besitzt keine Normalteiler N vom Index 3. Angenommen doch. Dann gilt
#HN=#A 4/ 3=8,
d.h. N ist eine 2-Sylow-Untergruppe. Die Zahl der Sylow-Untergruppenist aber 3 (jede

wird von V 4 und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 4 erzeugt). Je zwe 2-Sylow-

Untergruppen sind aber konjugiert, aso keine Normalteiler.

Wir haben damit gezeigt, jede Normalreihe von S 4 mit einfachen Faktoren beginnt wie

folgt.
S e A "
Die nichste Untergruppe hat den Index 2 oder 3 in A n also die Ordnung 6 oder 4.
Der einzige Normalteiler N vom Index 3in A4i§ V4. Esgilt
#N = #A4/3 =12/3=4.
Insbesondereist N eine 2-Sylow-Untergruppe von A 4

d.h. N ist konjugiert zu V4. Wil V4 Normalteiler ist, folgt N = V4.

A 4 besitzt keine Normalteiler N vom Index 3. Angenommen doch. Dann gilt

#N = 12/2 = 6.
Insbesondere besitzt N Sylow-Untergruppen der Ordnungen 2 und 3, und enthélt somit
enen Zweer-Zyklus und enen Dreer-Zyklus. Durch geeignete Wahl der
Bezeichnungen kénnen wir annehmen
(123) €N,
Durch Konjugation mit (12)(34)€A 4 ergibt sich

(124) € N.
Damit enthilt N alle Dreierzyklen der Gestalt (12k). Da diese A

im Widerspruch zu #N = 6.

. Das gilt insbesondere fiir N=V 2

erzeugen, folgt N=A

4 4

Damit haben wir gezeigt, jede Kompositionsreithevon S 4 hat die Gestalt

S,DA,DV,DUD{é¢

mit einer Untergruppe U der Ordnung 2 von V 4= { e ab,c}. Fir U gibt es die

folgenden Moglichkeiten.
U=<a>,U=<b>U=<c>.

Es gibt also insgesamt drei Normalrethen von S 4 mit einfachen Faktoren.

1.7.7 Beispiel: An ist einfach fiir n = 5
Die aternierende Gruppe An ist fiir n = 5 einfach. Insbesondereist
Sn D An DO{e} (n=5)
die einzige Normalreihe mit einfachen Faktoren. Die Gruppen Sn und An sind fiir n=5

nicht auflosbar.
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Beweis. Esreicht, die Einfachheit von An zu beweisen. Jede Normareihe mit einfachen

Faktoren beginnt dann ndmlich wie folgt
Sn 2N

mit einem Normalteiller N der Ordung 12 oder 2. Die Untergruppen der Ordnung 2
werden von einem Zweierzyklus und der identischen Abbildung gebildet und sind keine
Normalteiler. Wire N en von Arl verschiedenener Normalteller der Ordnung 12, so

enthielte N mindestens eine ungerade Permutation. Multiplikation mit dieser iiberfiihrt
gerade Permutationen in ungerade und ungerade in gerade. Also besteht N zu Hiilfte
aus geraden und zur anderen Hilfte aus ungerade Permutationen, d.h.

A NN
n
wire eine Untergruppe aus n!/4 Elementen und es wire ein Normalteiler von An im
Widerspruch zur Einfachheit von An'

Beweis der Einfachheit von An'

1. Schritt. Wenn ein Normalteiler N von An (n>2) einen Dreizyklus enthilt, so gilt
N = An'

Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen (123)EN. Dann gilt auch

(321) = (123)2 €N
und

0(321)-0"L € N fiir jedes oEA .

Fiir o = (12)(3K) erhaten wir
(12k) N
(mit k > 3 beliebig). Die Zyklen der Gestalt (12k) erzeugen aber An ,d.h.esgiltN = An'

2. Schritt. Abschluf3 des Beweises.
SaNC An einvon{e} verschiedener Normalteiler von An, Wir wollen zeigen, N = An'

Wir wihlen ein
€N -{¢€},
und zwar derart, dal? T eine maximae Anzahl von Elementen von [1,n] = {1,2,...,n} in
sich abbildet.
1. Fdl. T bildet genau vier Elemente [1,n] nicht in sich ab.
Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, die Elemente, die von T nicht festgelassen werden, sind
gerade 1, 2, 3und 4, d.h.
€S 7
Die einzigen geraden Permutationen von S4, die kein Element von S 4 fest lassen sind
aber die Doppel-Zweier-Zyklen (vgl. Beispiel 1.2.5)°. Durch geeignete Wahl der
Bezeichnung kénnen wir erreichen,
T =(12)(34).
Wegen n=5 konnen wir T mit (345) konjugieren und erhalten
v =(12)(45) € N,
aso
N = tt’ = (345).
Das steht aber im Widerspruch zu der Annahme des ersten Falls, dal? jedes Element von
N mindestens 4 Elemente nicht fest 1463t.
2. Fal. © bildet mehr asvier Elemente [1,n] nicht in sich ab.
Wir schreiben t als Produkt von elementfremden Zyklen, wobei wir mit dem lingsten
Zyklus anfangen. Durch geeignete Wahl der Bezeichnungen erreichen wir,

°A 4 besteht aus den 3 Doppel-Zweier-Zyklen, alle 8 Dreierzyklen und (1).
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@ t=(1234..)...
oder, wenn der ldngste Zyklus ein Dreierzyklus ist,
(b) T = (123)(456)...
(© T = (123)(45)...
oder, wenn nur Zweierzyklen vorkommen,
(d) T = (12)(34)(56)...
Wir konjugieren t mit o = (234) und erhalten in den beschriebenen drei Fillen
€) T =(1342...)...€eN
(b) v = (134)(256)...eN
(© ' =(134)(25)...eN
(d) ' = (13)(42)(56)...€N.
In allen drei Fillen giltt =1, als0

vy = (1).

Im ersten und im letzten Fall gilt

T’ (K) = t(k) fiir jedes k > 4
aso r'lr’(k) =k fiir jedes k > 4, d.h. vl LBt genau 4 Elemente nicht fest, was nach
dem 1. Fall nicht moglich ist. Verbleiben die Fille (b) und (c). Es gilt

v v = (12435) im Fall (b)

vy = (12436) im Fal (0).
Da aber, wie eben gesehen, der Fall (a) nicht moglich ist, sind auch diese beiden Fillen
nicht moglich.

3. Fal. © bildet hdchsten drei Elemente nicht in sich ab.

Dann muf3t aber genau drei Elemente nicht in sich abbilden, dennt = (1) und t kann als
gerade Permutation kein Zweierzyklus sein. Also ist Tt en Dreierzyklus. Nach dem
ersten Schritt gilt dann aber N = An'

QED.

2. Ringe
2.1 Definitionen und Beispiele

2.1.1 Definitionen
Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Abbildungen
+RxR—=R, (9> r+s,

“RxR—=R, (r9)r=>rs
gpn(jlnnt Addition und Multiplikation von R, wobei die folgenden Bedingungen erfiillt
sind.
() Ristmit der Operation eine + eine abelsche Gruppe.
(i) DieMultiplikation ist assoziativ, d.h.
a(bc) = (ab)c fiirab,c ER.
(i) Esgdten die Digtributivgesetze, d.h.
a(b+c) = ab + ac und (a+b)c = ac + be fiira,bc € R.
Ein Ring-Homomorphismus ist eine Abbildung
hR—R
eines Rings R in einen Ring R’, welche die Addition und die Multiplikation von
respektiert, d.h.
h(a+b) = h(a) + h(b) und h(ab) = h(a)h(b) fiir a,b € R.
Im Fall R'=R sagt man auch, hist ein Ring-Endomorphismus.
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Ein Ring-Isomorphismus ist ein bijektiver Ring-Homomorphismus (dessen Umkehrung
dann automatisch auch ein Ring-Homomorphismus ist). Im Fal R = R spricht man
auch von einem Ring-Automorphismus.
Der Ring heil3 kommutativ, wenn gilt
ab = ba fiir beliebige a,b ER.
Ein Element e eines Rings R heil3t Einsdlement oder einfach nur Eins und wird mit
e=1

bezeichnet, wenn gilt

1-r =r-1 =r fiir jedes rER.
Ein Ring mit Einselement (oder auch Ring mit 1) ist ein Ring R, welcher ein Einselement
besitzt.

Ein Homomorphismus von Ringen mit 1 ist ein Ring-Homomorphismus

h:R—R’,
wobei R und R’ Ringe mit 1 sind, fiir welchen zusitzlich gilt

h(1) =1,

wenn 1und 1’ die Einsedlemente von R bzw. R’ bezeichnen. Man sagt in dieser Situation
auch, R’ ist eine R-Algebra. (mit dem Struktur-Homomorphismus h).
Anaog werden die Begriffe 1somorphismus, Endomorphismus und Automorphismus
von Ringen mit 1 definiert.
Sel R ein Ring mit 1. Eine Einheit ist ein Element eeR, fiir welches es ein Element e’€ER
gibt mit

ee =ee=1.
Das Element € heilét dann zu e inverses Element.
Sel R ein Ring. Ein Element nER-{0} heilét Linksnullteller, falsesein n"€R - {0} gibt
mit

nn' =0
und es heil3 Rechtsnullteiler, fallsesein ' €R - {0} gibt mit
n'n=0.

Ein Element heif3t Nullteiler, falls es Linksnullteiler oder Rechtsnullteiler ist. Ein Ring R
heil® nullteilerfrel, fallsesin R keine Nullteiler gibt.

Ein Integrititsbereich ist ein kommutativer und nullteilerfreier Ring mit 1. Ein Korper
ist ein kommutativer Ring mit 1, indem jedes von O verschiedene Element eine Einhelt
ist.

Sei R en Ring. Ein Telring von R ist eine nicht-leere Tellmenge von R, die mit den
Operationenvon R ein Ring ist.
Bemerkungen
() Sind1undl Einsdementevon R, so gilt
1=11=1.
(i) Sind€ und €’ zu einverse Elemente, so gilt
€= ¢e:1=€ee" =1€" =¢".
(i) FallseszuecR enLinksinverse € und ein Rechtsinverses e’ gibt, d.h.
e€e=1=e€",
o gilt (auf Grund der Rechnung von (ii)) € = €’,d.h. € =€" inverszue.

2.1.2 Beispiele
Z, 0, R, T und H sind Integrititsbereiche.

Jeder Korper ist ein Integritétsbereich.

2.1.3 Matrizenringe
Fiir jeden Ring R (mit 1) ist die Menge
Rnxn
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der nxn-Matrizen mit Eintrigen aus R ein Ring (mit 1) beziiglich der gewohnlichen
Addition und Multiplikation von Matrizen. Im Fall n> 1 ist dieser Ring nicht
kommutativ und besitzt sowohl Links- als auch Rechtnullteiler.

2.1.4 Polynomalgebren
Sel R ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist die Menge
— 2 n -
R[x] :={ r0+ riX + ..+ r X |r0 Ty rnER, n=0,12,...}

={ § rixi | riER, fast aIIeri =0}
i=0
der Polynome in der Unbestimmten x mit Koeffizienten aus R mit den folgenden
Operationen ein kommutativer Ring mit 1.

T4 oyl = T [
Srx+ ysxi= 3 (ri+s|)x
i=0 i=0 i=0

LV eyl = & [
(Erix )'(ES,X)-— DI rjsk)x.
i=0 i=0 i=0 j+k=i
Man sagt auch R[x] entsteht aus R durch Adjunktion der Unbestimmten x.

Bemerkungen
(i) Zwe Polynome sind genau dann gleich, wenn alle einander entsprechenden
K oeffizienten gleich sind. Man kann deshalb R[x] mit der Menge der Familien

{ri}?‘;o mit . €R undr, =0 fiir fast alle i
identifizieren.

(i) Die r heil3en K oeffizienten und o hei 3t Absolutglied des Polynoms f(x) = § rixi.
i=0
Im Fal f= 0 hell¥ der Index des hochsten von Null verschiedenen Koeffizienten
Grad von f und wird mit

deg %orixi =max{ i |ri =0}
i=0

bezeichnet. Der Grad von f = 0 ist nach Vereinbarung 0.

(i) Sei f(x) = o + r1x2+ ot rnxn ein Polynom des Grades n. Dann heif3t
I(f) := -
hochster Koeffizient von f. Esgilt
I(f)=0<f=0.

Falls R ein Integrititsbereich ist, gilt auerdem fiir je zwei Polynom f und g,
_ I(fg) =1(f)-1(9).
(iv) Ist R ein Integrititsbereich, so gilt dasselbe fiir R[x], denn aus f= O und g = O folgt

[(f)= Ound I(g) = 0, also 0= I(f)I(g) = I(fg), also fg = 0.
(v) DieAbbildung

R—R[X],r=r,
die jedem Element r von R das Polynom des Grades 0 mit dem Absolutglied r
zuordnet, ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Der Polynomring R[X] ist auf
diese Weise eine Algebra iiber R. Wegen der Injektivitit des Struktur-
Homomorphismus kann man R mit dem Teilring der Polynome des Grades 0
identifizieren.
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(Vi)

(i)

Durch wiederholtes Adjungieren von Unbestimmten, sage wir x )X erhilt

17
man aus R eine Polynomalgebrain diesen Unbestimmten, welche auch mit

R[Xl’ ,xn] = R[Xl] [x2] [Xn]

bezeichnet wird. Diese Bezeichnung betont, dal3 es bei der Adjunktion (bis auf
Isomorphie) nicht auf die Reihenfolge der Unbestimmten ankommt. Man
identifiziert ale so entstehenden Ringe und schreibt

_ | e
R[Xl’ ,xn] ={ IE X |r|€R,r = 0 fiir fast alle I}

Die Summation wird hier iiber dle n-Tupd | = (il,...,in) nicht-negativer ganzer
Zahlen erstreckt und wir benutzen hier die folgende Multi-Index-Schreibweise.
[ [
xl=x 1. .xn
1 n
Die Polynome der Gestalt rlxI hei3en Monome, die Zahl

I =i,+...+i
1 n
heild ihr Grad. Der maximale Grad der Monome von f = ¥ rlxI mit von
I
Nullverschiedenen K oeffizienten heif3t Grad von f und wird mit
deg f = max { |I|:rI =0}.

bezeichnet. Das Nullpolynom hat wieder nach Vereinbarung den Grad 0. Ein
Polynom heif3t homogen, wenn es Summe von Monomen desselben Grades ist.
Ist

_ I
f(x) = IE X
unda= (al,...,an) ein Tupel von Elementen aus R, so sei
_ I
f(a) = IE ra

das Element von R, welches man erhiilt, indem man in dem Rechenausdruck rI xI

I
die Unbestimmte X; iiberall durch a ersetzt. Die so definierte Abbildung

Ry, o X ] = R () > (a),

ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und heif% Auswertungsabbildung an
der Stellea

2.1.5 Der Ring der ganzen Gaul3schen Zahlen
Die Menge

I'=2+2Zi .={atbi €C | abcZ}

ist ein Teilring des Korpers der komplexen Zahlen und heifit Ring der ganzen
Gauldschen Zahlen. Als Teilringvon T ist T ein Integritétsbereich. Er enthélt die ganzen

Zahlen als Tellring und ist eine Z-Algebra.

2.1.6 Der Ring Z+2Z 32+2 (37)2
Die Menge

2+2 Y2+2(Y2)2 = {a+bP+c(ND)2 ER | ab,ccZ)

ist ein Teilring des Korpers der reellen Zahlen. Man beachte, es gilt zum Beispiel
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V2(Y2)2=2
(ND2(V2) = 22

AlsTellring von IR ist dies ein Integritéitsbereich. Er enthilt die ganzen Zahlen als
Tellring und ist eine Z-Algebra.

2.1.7 Erzeugendensysteme fiir Teilalgebren
Seien Sein kommutativer Ring mit 1, RC Sein Teilring mit 1ER und

al,...,an eS
endlich viele Elemente. Dannist _
R[al,...,an] ={ f(al,...,an) |fER[x1, ’Xn] (=Polynomring)}
ein Teilring von S , welcher R als Teilring enthilt (also eine R-Algebra). Es ist der kleiste
Tellring von S, welcher R und die Elemente a8 enthilt und heift deshalb die von

ey
n

iiber R erzeugte Tellalgebravon S.

Ist M C Seinebeliebige Teilmengevon S, soist
R[M] :=U {R[al,...,an] : al,...,anEM, n=123, ..}

ein Teilring von S, welche R und alle Elemente von M enthilt. Es ist der kleinste Teilring
von S mit dieser Eigenschaft und heif deshalb die von M iiber R erzeugte Teiladgebra
von S,

Beispiel 1

I' ist die von i iiber Z erzeugte Teilalgebravon T,
I'=2+2Zi = 2Z][i].

Beispiel 2

Z+2. sx)/i +Z(:\)’/§)2 ist dievon ?\’/5 iiber Z erzeugte Teilalgebravon E,

Z+7Z §/§+z(‘°\’/§)2: z['i)/i].

Beispiel 3
Selen Skommutativer Ring mit 1, RCS ein Teilring mit 1€ER, oS ein Element, welches
Nullstelle eines normierten Polynoms

f(x) = x" + rlxn'1+...+ro € R[X]
mit Koeffizienten aus R ist (d.h. der hochst Koeffizient ist 1). In dieser Situation sagt
man, o ist ganz iiber R. Es ist dann

R-1+ Ro + ... + Ra"l = R[o]
Dabei sind zwe “Polynome des Grades <n in a" genau dann gleich, wenn einander
entsprechende K oeffizienten gleich sind (d.h. 1, a., ... , ol

iiber R)
Dieses Beispid veralgemeinert die beiden ersten Beispiele. In Beispid 1ist

R=2Z,S= T, f(x) = x2+1,

sind “linear unabhingig”

in Beispiel 2ist
R=2Z,S=R,f(x) =x3- 2.
Beispiel 4
Selen R ein kommutiver Ring mit 1 und M C R eine Teilmenge von R. Dann ist
I:={ rymy+etrm. | F o rnER ) My mnER, n=123,..}
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aenlded von R. Esist daskleinste Ided von R, welches M enthilt und heil%t das von M
erzeugte Idedl . Bezeichnung:

M)=(M)R=1.
ImFal M ={ LT mn} scheibt man auch
(ml,..., mn) = (ml,..., mn)R =(M).
2.2 Faktorringe

2.2.1 Ideale und Restklassen-M engen

Seien R ein Ring. Ein Linksided von ist eine nicht-leere Tellmenge | von R mit
1 x-y€l fiir beliebige x,yEl

2. rx€&l fiir beliebige rER und xElI

Ein Rechtsided von R ist eine nicht-leere Teilmengel von R mit

1 x-y€l fiir beliebige x,yEl

2. Xr€l fiir beliebige rER und x€l

Ein Ideal von R oder auch zweiseitiges Ideal von R ist eine Teilmenge von R, die sowohl
Linksideal als auch Rechtsidedl i<t.

Bemerkungen
()  Ist R kommutativ, so sind die Begriffe Linksideal, Rechtsideal und Ideal
dquivalent.

(i) Ist ReinRing mit 1, so kann man die beiden ersten Bedingungen durch die
folgende ersetzen.
r X+y€l fiir beliebige x,yEl

Gilt ndmlich 1’ und x,y€l, so gilt (im Fall der Linksideale) auch -y = (-1)y€l, adso
auch
X-y=x+(-y) el
Gilt umgekehrt 1. und x,y€l, so gilt auch -y = (-1)yel, also auch
X+y=x-(y) el
Analog argumentiert man im Fall der Rechtsideale.
Beispiel 1
Fiir jede ganze Zahl g ist gZ ein Idea von Z. Jedes Ideal von Z hat diese Gestalt, denn
jedes Idedl ist inshesondere auch eine Untergruppe der additiven Gruppe von Z.
Beispiel 2
Sei K ein Korper. Dann sind {0} und K die einzigen Ideale von K.

lek

Ist namlich | ein von {0} verschiedenes Ided, so gibt es ein x&1-{0}. Wegen x
folgt 1€I, d.h. fiir jedes cEK gilt
c=clel,

d.h.esgilt1 =K.
Beispiel 3
Seien K ein Korper, R = K™ der Ring der nxn-Matrizen und I<n eine natiirliche Zahl.
Weiter sai

| :={ (a”.)e KNy a = 0 fiir j = 1+1,...,n}

die Menge der Matrizen, die nur in den ersten | Spalten von O verschiedene Eintrige
haben konnen. Dann ist | en Linkideal, denn Multiplikation von links mit Matrizen
liefert Matrizen, deren Zeilen Linearkombinationen der Zeilen der Ausgangsmatrix sind.

Andog se
I’ = { (a”_)e Kxn | aij =0 firi=1+1,...n}
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die Menge der Matrizen, die nur in den ersten | Zeilen von O verschiedene Eintrige
haben konnen. Dann ist I ein Rechtsideal.
Aufgabe: man beschreibe die zweiseitigen Ideale von K™,
Beispiel 4
Sel h: R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann ist

Ker h:={x€R | h(x) = 0}
ein zwesaitiges |deal.

Wegen h(0) = 0 gilt 0c Ker h, d.h. Ker hist nicht leer. Mit x,y€ Ker h gilt
h(x-y) =h(x) - h(y) =0-0=0,
aso x-ye Ker h. Mit reR und x& Ker h gilt
h(rx) = h(r)h(x) = h(r)-0=0
und
h(xr) = h(x)h(r) = 0-h(r) =0
also rxe Ker hund xr € Ker h.

2.2.2 Die Ringstruktur von R/I
SeienReinRing und | ein zweisaitiges Ideal von R. Dann gilt

(i) DieMenge
Rl :={r+1]|rER}
der Restklassen modulo I ist ein Ring beziiglich der Operationen
(r+l)+(s+1):=(r+s) + 1
(r+1)-(s+1):=(rs) +1
(i) Die natiirliche Abbildung
p:R—=R/IN,r=r+l,
ist ein Ringhomomorphismus.
(iii) Ist R ein Ring mit 1, so gilt dasselbe fiir R/I und p ist &in Homomorphismus von
Ringen mit 1.
(iv) Ist R kommutativ, so gilt dasselbe fiir R/I.
Beweis. Zu (i). Mit der angegebene Addition ist R/l eine abelsche Gruppe, denn | ist ein
Normalteiler der additiven Gruppe von R. Die Definition der Multiplikation von R/l ist
korrekt, denn aus
r+l=r+lunds+1 =g+l

folgt
r-rel und s-s €l
aso
rs-rs =(r-r)s+r(ss) el
aso

rs+ 1 =rs+l.

Die Ringaxiome iiberpriift man durch direktes Nachrechnen (bzw. unter Verwendung
der Relationstreu der natiirlichen Abbildung von (ii).
Zu (ii). Esgilt

p(r+s) = (r+s)+l = (r+l)+(s+l) = p(r) + p(s)

p(r-s) = (rs)+l = (r+l)-(stl) = p(r) - p(9),
d.h. p ist relationstreu. Man beachte, daraus (und aus der Surjektivitidt von p) ergeben
sich die bisher noch nicht bewiesenen Ringaxiome, zum Beispid das
Assoziativititsgesetz der Multiplikation:

((r+1)-(st1))-(t+1) = p(rs)-p(t) = p((ro)t) = p(r(st)) = p(r)-p(st) = (r+1)((st1)-(t+1)).
Analog beweist man die Distribitivgesetze, zum Beispid:
(r+D)((st1)+(t+1)) = p(r)p(stt) = p(r(stt)) = p(rstrt) = p(rs)+p(rt)

= (r+l)(stl) + (r+1)(stHl).

Zu (iii). Esgilt
@+ (r¢) = Lr+ 1 =r+l
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und

(r+D(Q+1) = r-1+ | =r+l,
d.h. 1+1 ist ein Einselement von R.
Zu (iv). Esgilt

QED.

Beispiel

Sei K eine Korper. Dann ist der Polynomring R = K[x] nullteilerfrei, I = XZK[X] ist eine
Ideal und R/I ist nicht nullteilerfrei.

Weil ndmlich x nicht in I liegt, wohl aber x
Element von R/I. Das Quadrat jedoch,

X2 = (x+)(x+H) = x2 + 1 =1, )
ist Null. Die Eigenschaft der Nullteilerfreiheit bleibt also nicht erhalten beim Ubergang
zu einem Faktorring.

(r+D)(stl) =rs+ 1 = st +l = (st)(r+l).

2, soist X :=x + | ein von Nullverschiedenes

2.2.3 Der Homomor phiesatz

SeienR enRing, | € Reinldea und h: R=R’ ein Ring-Homomorphismus und
p: R—= R/, r+1,

der natiirliche Homomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

0] | € Ker h.

(i) Es gibt einen Homomorphismus h: R/l = R’ mit der Eigenschaft, dal’ daas
folgende Diagramm kommutativ ist.
h

R——R’
Pl / h
R/
Falls die beiden Bedingungen erfiillt sind, so gilt aulerdem:
(i)  hist durch h eindeutig festgelegt. Es gilt h(r+1) = h(r) fiir jedes rER.

(v) Imh=Imh.

) Ker h = Ker h/l.

Beweis. Man benutzt dieselben Argumente wie beim Bewels des Homomorphiesatzes
fiir Gruppen.

QED.

2.2.4 Der O-te lsomorphiesatz
Sel h: R—R’ ein Ring-Homomorphismus. Dann ist der zum Ideal
| :=Kerh
gehorige Homomorphismus
h:R/Kerh— R, g+l - h(g),
injektiv, definiert also einen Isomorphismus

h : G/Ker h— Imh, gN = h(g).
Beweis. Vgl. den Beweisvon 1.3.7.
QED.

2.2.5 Der erste | somor phiesatz
SeenRenRing,, und | € Reinldea und SC R ein Teilring. Dann ist
INS
ein Ideal von S und die Abbildung
S/ISNl — St/ s+ SN = s,
ein Ring-1somorphismus.
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Beweis. vgl. 1.3.8
QED.

2.2.6 Der zweite | somor phiesatz
SeenRenRingund 1, JC R zwel Idealevon Rmit1 C J. Dannist JI ein ldea von R/I
und die Abbildung
R/IJ— (RN, r+ I (r+ 1)+ JI.
ist wohldefiniert und ein 1somorphismus von Ringen.
Beweis. vgl. 1.3.9. Die hier angegebene Abbildung ist gerade die inverse Abbildung zu

derin 1.3.9.
QED.

2.2.7 Maximale ldeale und Primideale

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und | ein echtesIdeal von R (d.h. | = R). Dann
heil? | Primideal von R, wenn die folgende Implikation besteht.
X,y €, Xy € | = x&l oder y&l.
Daslded | heil3t maxima, wenn fiir jedes echte Ided J von R die folgende Implikation
besteht.
ICJ=1=J

2.2.8 Existenz maximaler Ideale

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und | ein echtes Ideal von R. Dann gibt esein
maximales Ideal M von R mit | C M.

Beweis. Wir betrachten die Menge
M :={ JCR|Jist echtes Idea von R mit ICJ}.
Diese Mengeist nicht leer, denn esgilt
IS
Sie ist halbgeordnet beziiglich der Inklusion ‘C’ von Mengen (d.h. *C’ ist reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv). Es reicht zu zeigen, M besitzt ein beziiglich dieser

Halbordnung maximales Element. Dazu reicht es zu zeigen, . geniigt den Bedingungen
des Zornschen Lemmas. Sei also

1) {3}iea
eine linear geordnete Kettein JI.. Esreicht zu zeigen,
I:=Uiead
ist wieder ein Element von J.. Fiir jedes i€A gilt
I C Ji cJ
Esreicht also zu zeigen, Jist ein echtes Ideal von R. Well jedes der IdeaIeJi echtigt, gilt
14 ‘]i
(denn andernfalls wire R =R-1C Ji, dh.R= Ji und Ji nicht echt). Also gilt auch
14
Esreicht also zu zeigen, Jist ein Ideal. Seien
X, yeJ
zwei vorgegebene Elemente von J. Nach Definition von Jgibt esi,jEA mit
X E Ji und yelj .

Da (1) ene Kette i, gilt Ji - ‘]j oder Ji = ‘]j . O.B.d.A. bestehe die erste Inklusion.
Dann gilt



58

x-yEJjQJ

asox-yeJd
Seien x&l und reR vorgegeben. Dann gibt es ein iEA mit x& ‘]i' Dann ist aber auch

rx:erJiQJ

also rx = xr € J. Wir haben gezeigt, Jist ein Ideal von R.
QED.

2.2.9 Charakerisierung der maximalen ldeale

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und | ein echtes Ideal von R. Dann sind folgende
Bedingungen 4dquivalent.

() | ist ein maximales |deal von R.

(i) R/1 ist ein Korper.

Beweis. (i) = (ii). Sei x + | ein von Null verschiedenes Element von R. Wir haben zu
zeigen, X + | besitzt ein Inverses. Dax + | ungleich Null sein soll, gilt

Xé&l.

Dazu betrachten wir die Menge
"=1+xR:={i+rx|i€l, reR}.

Diese Menge ist ein Ided und enthilt | als echte Tellmenge. Weil | maxima sein soll,
folgt

' =R.
Esgibt also eini€l und ein reR mit

I+rx=1
Damit ist aber
L+1=(+ 1)+ (r+)(x+1) = (r+D)(x+).

Mit anderen Wortenr + | ist invers zu x+l.
(i) = (i). Sei Jein Ided von R, welches | als echte Teillmenge enthilt. Wir haben zu
zeigen,

J=R.
Nach Voraussetzung gibt es ein Element

xeJ- 1.
Dann ist die Restklasse x + | ungleich Null in R/I, d.h. es gibt ein zu x+I inverses
Elementy + 1 inR/I, d.h.

1+ 1= (XH)(y+l) =xy + 1.
Insbesondere ist 1 - xy € | C J. Wegen x& Jfolgt
1=(1-xy) +xy e J
Damit gilt aber auch fiir jedes r€ R,
r=rlel,

dh.RCJdh.R=J
QED.

2.2.10 Charakerisierung der Primideale

Selen R ein kommutativer Ring mit 1 und | ein echtes Ideal von R. Dann sind folgende
Bedingungen dquivalent.

() listeinPrimideal von R.

(i) R/ ist ein Integritétsbereich.

Beweis. (i) = (ii). Weil R kommutativ mit 1 ist, gilt dasselbe fiir R/I. Wir haben noch
zu zeigen, R/l besitzt keine Nullteller. Seien x + | und y+1 von Null verschiedene
Elemente. Wir haben zu zeigen,

Q) (x+D)(y+l) =xy + 1

ist von Null verschieden. Nach Voraussetzung gilt x ¢ | undy & |. Dal Primided i,
folgt xy & |, dsoist das Element (1) ungleich Null.
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(i) = (i). Seien x,yER Element mit xyEl. Wir haben zu zeigen, einer der Faktoren liegt
inl. Wegen xyel giltin R/I.

(x + )(y+l) =xy + 1 =1 = Nullelement von R/I.
Weil R/I ein Integritéitsbereich ist, folgt
X+1=1overy+l =1,
d.h. x € | oder yel.
QED.
Beispiel 1

Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist das Nullideal (0) = {O} ein Primideal von R.
Beispidl 2.
Seien R ein Integritétsbereich und S := R[x] ein Polynomring iiber R und I = xS die
Menge der Vielfachen von x. Dannist | ein Ideal von S mit
9l =

Insbesondere ist I ein Primideal von R. Falls R kein Korper ist, so ist I kein maximales
Idedl.
Im Fall

R =K[x,y] und I = (x)

R _ KIxyl/(x) = K[y],
d.h. (x) ist Primideal aber nicht maximales Ideal.

(und K ein Korper) ist

2.3 Quotientenringe

2.3.1Vorbemerkung

In diesem Abschnitt wollen wir zu einen gegebenen kommutativen Ring R (mit 1) neue
Ringe konstruieren, deren Elemente die Gestalt

%mit abeR. b= 0,

haben. Wir haben zu diesem Zweck vor alem die Frage zu kldren, was man unter dem
Symbol a/b zu verstehen hat. Wir halten zunéchst fest:

()  Fiir je zwei Quotienten % und % sollte auch

a . a _ad

b bbb
ein Element des betrachteten Rings sein. Mit anderen Worten, falsb und b’ ds
Nenner auftreten, so sollte auch das Produkt bb’ ein Nenner sein, d.h. die Menge
der Nenner ist multl pllkatlv abgeschlossen.

(i) Zwe Quotienten = b & nd & B sollten glelch sein, fdlsgiltab’ =ab,

b b fallsab’ =abgilt.

AulRerdem sollte gelten

a_s
b~ bs
fiiir jeden Nenner s. Man beachte, mit < & slite auch ? gz ?)bss = 2 &in Element
des betrachteten Rings sein, d.h. sist ein Nenner.
(i) Diebeiden Bedi ngungen von (ii) kann man zu einer Bedingung zusammenfassen:
% b—fallsesemen Nenner sgibt mit s(ab’ - ab) = 0.
(iv) Zur formaen Konstruktion der Quotienten brauchen wir die Begriffe der
Aquivalenzrelation und der Aquivalenzklasse.
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2.3.2 Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Relation R auf M mit folgenden
Eigenschaften.

0] R ist reflexiv, d.h. xRx fiir jedes xEM.

(i) R ist symmetrisch, d.h. mit xRy gilt auch yRx.

(i)  Risttrangtive, d.h. mit xRy und yRz gilt auch xRz.

Eine Aquivalenzklasse beziiglich der gegebenen Aquivalenzrelation R ist eine Menge der
Gestalt

[X] ={ YEM | yRx} mit xEM.
Diese Menge helf¥ auch Aquivalenzklasse des Elements x. Die Menge der
Aquivalenzklassen beziiglich R wird mit

M/R={[x] |xEM}

bezeichnet.
Beispiel 1 ) .
Die Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge. Die Aquivalenzklassen sind
einelementig, d.h. man kann M/R mit M identifizieren.
Beispiel 2
Selen G eine Gruppe und U € G ene Untergruppe. Wir definieren fiir Elemente
0,heG:

g~hfalsglhe u.
Dannist ‘~’ eine Aquivalenzrelation auf G und die Aquivalenzklassen sind gerade die
Linksnebenklassen,
G/~ =G/U.
Anaoge Aussagen gelten auch fiir die Rechtsnebenklassen bzw. fiir die Restklassen
eines Rings beziiglich eines Ideals.
Beispiel 3
Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Wir definieren fiir die Elemente m’,m”EM:
m’'~m” fallsesein geG gibt mit m” = gm’.
Dannist ‘~' eine Aquivalenzrelation auf M und die Aquivalenzklassen sind gerade die
die Orhits der gegebenen Gruppenoperation..

Bemerkungen
(i) Je zwei Aquivalenzklassen sind identisch oder disjunkt.
(i) Insbesondere ist M disunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen beziiglich einer
gegebenen Aquivalenzrelation.
Beweisvon (i). Seien [x'] und [x"] nicht digunkt, d.h. esexistiereeinx € [xX'] N [X"].
Fiir jedes yE[X'] gilt dann
YyRX" und X’ Rx und xRx".
Also gilt auch yRx”, d.h. y&[x"]. Wir haben gezeigt,
[X'] € [x"].
Die umgekehrte Inklusion folgt analog.
QED.

2.3.3 Konstruktion

Sei R ein kommutativer Ring. Eine nicht-leere Tellmenge S C R heil3 multiplikativ
abgeschlossen, wenn die folgende Implikation besteht.
a€ Sund beS= abeS.

Seine R ein kommutativer Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge.
Ein Quotient
g mit a&R und s=S

von Elementen aus R beziiglich der Nennermenge S ist definiert as die

Aquivalenzklasse des Paares
(as) € RxS
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in der Menge RxS beziiglich der folgenden Aquivalenzrelation ‘~'.
(@,s) ~ (@,s") falsesein tES gibt mit t(a's” - a's’) =" 0.
Die zugehorige Menge der Aquivalenzklassen wird mit

Ay g
STA=Ag:={ £ |&€R S)

bezeichnet und heil3t Quotientenring von R beziiglich S.
Bemerkungen )
(i) ‘~ isttatsdchlich eine Aquivalenzrelation.

(i) AS ist mit den folgenden (wohldefinierten) Operationen ein kommutativer Ring

mit 1..
b ’+ ¢l
- :=as ,as

0
0

S
a _aa

a
s
a
s g sS
(iii) DieAbbildung

as
A — AS , a2 5
ist unabhéingig von der speziellen Wahl von s und ist ein Homomorphismus von
Ringen. Sie heif3t natiirlicher Homomorphismus in den Quotientenring.
Beweis. Zu (i). Reflexivitit: Esgilt S(@s -as) =0, aso
(@,s)~(@.,s)
Symmetrie: Aus (a',S) ~ (a”,s”) folgt t(a’s” - a”’s”) = 0 fiir eine t€S, also auch
t(@'s -as’) =0,

aso (@',s’) ~ (a,s).
Transitivitit: Aus (as) ~ (a,s) und (a,s) ~ (a’,8") folgt
tas -as) =0
und
t(@s -as)=0
fiir gewisse t,t” € S. Wir multiplizieren die erste Identitit mit t's” und die zweite mit ts
und bilden die Summe. Wir erhalten
0 =t'S'tas - tst'a’s = t's(as’ - a'9).
Wegen tt's €S folgt (a,5) ~ (a’,5").
Zu (ii). Die Ringaxiome von AS beziiglich der angegebenen Operationen sind leicht
nachzuweisen und folgenen aus den Ringaxiomen von A. Wir beschrinken uns hier auf

den Nachwels, dal3 die Operationen korrekt definiert sind. Aus den Definitionen folgt
dann auch, das s/s die Rolle eines Einselementsin AS Spidlt.

b a_»b

Korrektheit der Addition. Seien gz % und

Q) u(at - bs) =0
und

ST Dann gibt es Elemente u,u’ €S mit

(2 u@t - bs)=0.
Wir haben zu zeigen, es gilt asS; as_bt t:’ bt
(©)) v(as'tt’ + astt’ - bt'ss - b'tss’) =0
Wir multiplizieren (1) mit u's't’ und (2) mit uts und bilden die Summe. Wir erhalten
0 —udast - uubsst +udatts- uub's'ts
= uu (astt’ + astt’ - bt'ss - b'tss),
d.h. (3) gilt mitv :=uu'.

, d.h. es gibt ein v&S mit

" Ohne den Faktor t auf der rechten Seite dieser Identiit wire ‘~" im allgemeinen keine
Aquivalenzrelation. Im Fall von Integrititsbereichen kann man jedoch diesen Faktor weglassen.
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a- ?— d.h. es gebe Elemente u,u’ €S,

S
ad _bb
’ss’ Tttt !

Korrektheit der Multiplikation. Seien ==+ und

S

a b
t

so daB die Identitédten (1) und (2) bestehen. Wir haben zu zeigen d.h. es gibt

ein weS mit

(4 w(@att -bb'ss)=0.

Wir multiplizieren (1) mit u'a’t’ und (2) mit ubs und bilden die Summe. Wir erhalten
O=uvatat -uubsbs=uu(aatt - bb'ss),

d.h. (4) gilt mitw =uu’.

Zu (iii). Die Relationstreue der Abbildung folgt unmittel bar aus den Definitionen der

Ringoperationen von A S Fiir je zwei Elemente s,s’€S gilt

ass=as'/s
(wegen s(ass’ - as’s) = 0), d.h. die Abbildung ist unabhéngig von der speziellen Wahl
von s=S.
QED.

2.3.4 Beispiel: der volle Quotientenring, Quotientenkorper
Sei R ein kommutativer Ring. Dannist die Menge
S:={ =R I fiir jedes x€ER - {0} giltsx = 0}

der Nicht-Nullteller von R eine multiplikativ abgeschlossene Menge. Der zugehorige
Quotientenring

QR) :=SIrR
heif3 voller Quotientenring.
Bemerkungen
(i)  IstR ein nullteilerfrei, so ist Q(R) ein Korper.
(i) Der Quotientenkdrper von Z ist Q(Z) = @.
(i) Fir jeden Korper K ist der Quotientenkorper des Polynomrings K[X 1,...,Xn]

gerade der Korper
Q(K[Xl,...,Xn]) = K(Xl""’xn)

der rationalen Funktionen mit Koeffizienten aus K.
Beweis. Zu (i). Ist R nulltellerfrel, so ist die Menge der Nicht-Nullteiller von R gerade
gleich

S=R-{0},
d.h.
a
Q(R) ={ glaER, bER - {0}}.
15t &+  ungleich dem Nullelement, ch. a0, s0 ist 2 din Element von Q(R), dh. 2 it
eine Einheit.
Zu (ii). Das gilt nach Definition von @.

Zu (11). Das gilt nach Definition des Begriffs der rationalen Funktion.
QED.

2.3.5 Die Universalititseigenschaft der Quotientenringe

Seine R ein kommutativer Ring und SCR eine multiplikativ abgeschlossene Menge.

Dann gelten folgende A ussagen.

(i) Der natiirliche Homomorphismus p:R — S'lR, I = (rs)/s tiberfiihrt jedes
Element von R in eine Einheit von S 1R

(i)  Fiir jeden Homomorphismus h: R — R’ mit Werten in einem kommutativen Ring

R’ mit 1, der die Elemente von Sin Einheiten abbildet, gibt es genau einen
Homomorphismus

hslRoR
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von Ringen mit 1 derart, dal3 das folgende Diagramm kommutativ ist.

R ——R’

pl h
s1r
Beweis. Zu (i). Fiir jedes s€ES besitzt p(s) = /s ein Inverses, ndmlich s/s
Einheit.
Zu (ii). Eindeutigkeit von h. Fallsh exisitiert, so gilt fiir jedes Element a/s aus s'1r:

h(9h(as) = h(p(9) h(als) =h(s%/sals) = h((as2)/(s)) = h(p(@) = h(a).
Dash(s) eineEinheitin R’ ist, folgt

(1) h(@s) =he hea).
Diese Formel zeigt, h ist durch h eindeutig festgelegt.

Existenz von h. Wir definieren h durch die Formel (1) und zeigen zuniichst, dai3 diese
Definition korrekt ist. Sei also

2, ist dso ene

als=4als.
Wir haben zu zeigen, dann gilt
2 _ heh@. = ns) ).
Nach Voraussetzung gibt es ein t€S mit
t(as -as) =0.
Wir wenden h an und erhalten
o h(®)(h(@h(s') - h(a)h(s)) =0.
Da h(t) eine Einheit ist, konnen wir mit deren Inversen multiplizieren und erhalten
h(a)h(s') = h(a)h(s).
Multiplikation mit dem h(s )'1h(s)'1 liefert (2) (daR’ ein kommutativer Ring ist).
QED.

2.3.6 Lokale Ringe

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und PC R ein Primideal. Dannist
S=R-P
eine multiplikative abgeschl ossene Menge und
Rp= SR
ein Ring mit genau einem maximalen Ideal. Solche Ringe heif3en lokale Ringe.
Bezeichne
V"R— RP

den natiirlichen Homomorphismus. Dann ist das maximale Ideal von RP gleich
m(RP) = PRP (:=dasvony(P) in RP erzeugte | deal).

Beweis. Die Multiplikativitit der Menge S folgt unmittelbar aus der
Primideal elgenschaft von P. Betrachten wir die Teillmenge

M :={ ¢| rEP, s=5}
von R_.. Diese Menge ist én |ded:

P
1. Fiir %;—e M ,dh.rrrePundsseES, gilt
rr _rs+rs
st s &M

2. Fur ée RP und %€M ,dh.reR,rep,sse S, gilt



Welter ist M ein echtes |dedl: ldge das Einselement von R in M, g = %ﬁir én reP und

P
ein S8, so giibe es ein tES Mt t(s2 - rs) = 0, d.h. ts2 = trs=P. Weil P Primideal ist und

sowohl s als auch t nicht in P liegen, ist dies nicht méglich.

Zeigen wir, M ist das einzige maximale Idea von RP. Dazu reicht es zu zeigen, jedes

echte Ideal von RP liegt ganz in M. Sel | ein Idedl, welches nicht ganz in M liegt. Es

reicht zu zeigen, | ist der ganze Ring. Well | nicht ganzin M liegt, gibt es ein Element
SE I mitr¢P, s=5,

Esgilt dannreR-P=S, d.h.FSist ein Element von R, Dannist aber

P
SIS
r s rs
ein Element von I. Dieses Element ist aber das Einselement von R, Deshalb gilt | =R

P P
Wir haben noch zu zeigen, das maximale Ideal M wird von y(P) erzeugt. Fiir jedes peP
gilt

S
P =Fem.

Deshalb gilt y(P)&M und das von y(P) erzeugte Idedl liegt ganzin M,

PRPQ M.

Umgekehrt 146t sich jedes Element von M in der Gestalt

r_rsl_ 1 :

s°ss°” v(r) s€ Y(r)RP mit reP, s=S,
schreiben. Deshalb besteht auch die umgekehrte Inklusion.
QED.
Bemerkung

Der Name “lokaler Ring” kommt daher, dal3 man Ringe dieser Art benutzen kann, um
geometrische Objekte in der Umgebung eines Punkt zu beschreiben, d.h. “lokal” zu
beschreiben.

*2.4 Noethersche Ringe und Moduln

2.4.1 Moduln

Sei R ein Ring mit 1. Ein (linker unitédrer) R-Modul ist eine abelsche Gruppe M
zusammen mit einer Abbildung

RxM — M, (r,m) = rm,
mit
®» @Erym=r({"m) fiir r’ r”€R und meM
(i) 1R-m =m fiir mEM

@ r(m+m”) = rm’ +rm”.
Ein Homomorphismus von R-Moduln ist eine Abbildung
h: M — M’
eines R-Moduls M in einen R-Modul M™ mit
h(r’m’+r’m”) = r’h(m’) + r’h(m”) fiir r’ ,r””€R und m'm”’eM,
mit anderen Worten, hist eéine R-lineare Abbildung.
Ein Teilmodul N von M ist eine nicht-leere Teilmenge von M, welche mit den
Operationen von M ein R-Modul ist.
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2.4.2 Teilmodul-Kriterium

Seien R ein Ring mit 1, M ein R-Modul und NCM eine Tellmenge. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.
0] N ist ein Tellmodul von M.
(i) N ist nicht-leer und es gilt
rm’ +r’m’€N fiir r’ r”ER und m’,m”"EN.
Beweis. Ubungsaufgabe.
QED.

2.4.3 Beispiele

Beispiel 1: Korper

Falls R ein Korper ist, so fillt der Begriff des R-Moduls mit dem Begriff des R-
Vektorraumszusammen.

Beispiel 2: abelsche Gruppen

Jede (additiv geschriebene) abelsche Gruppe A ist ein Z-Modul mit
2-a=ata, 3-a= atata, USw.
0Oa=0
(-Da=-a (-2)a=(-a)+(-a), (-3a) = (-a)+(-a)+(-a) usw.
fiir jedes a€A.,
Beispiel 3: Kerne und Bilder
Seien R ein Ring mit 1 und h: M — M’ eine R-lineare Abbildung. Dann ist
Kerh:={ meM |h(m) =0}
ein Teilmodul von M und
Imh:={ h(m) | meM }
ein Tellmodul von M’.
Beispiel 4. Erzeugendensysteme
Seilen R ein Ring mit 1, M ein R-Modul und U € M eine Teilmenge. Dann ist

gpan <U> :=<U>: ugURu : {r1u1+...+rnun | riER, uiEU, n=123,...}
ein Tellmodul von M. Esigt der kleinste® Teilmodul von M, welcher die Menge U
enthélt, und heifit der von U erzeugte Teilmodul. Die Menge U heil3t dann
Erzeugendensystem von <U>.
Beispiel 5: Faktormoduln
SeienRein Ringmit 1, M ein R-Modul und NCM ein Teilmodul. Dann besitzt die
Faktorgruppe

M/N:={ m+N|mEM }
die Struktur eines R-Moduls mit
r(m+ N) = (rm) + N.
M/N mit dieser R-Modul-Struktur heif Faktormodul von M modulo N. Die natiirliche
Abbildung

M — M/N,mr—= m+ M,
ist R-linear.

2.4.4 Komplexe und exakte Sequenzen

Sei R ein Ring mit 1. Ein Komplex von R-Moduln ist eine (endliche oder unendliche)
Folge linearer Abbildungen
dn gnt+l
...—>Mn Mn+1 Mn+2_>"'
mit d"1ad" = 0 fiir dle n. Ein Komplex heitR azyklisch (bzw. azyklisch an der Stelle
M_ . .), wenn
n+1”’

8 d.h. der Durchschnitt aller Teilmoduln NCM mit UCN.
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Im d" = Ker g1

fiir alle n (bzw. fiir das gegebene n). Statt von azyklischen Komplexen spricht man auch
von exakten Sequenzen.

Bemerkungen

(i)  Ein endlicher Komplex kann zu einem unendliche ergénzt werden, indem lauter O-
Moduln und O-Abbildungen hinzufiigt. Endliche Komplexe konnen also as
spezielle unendliche Komplexe aufgefaldt werden. Wir betrachten deshalb im
folgenden oft nur noch (in beiden Richtungen) unendliche Komplexe.

(i)  Ein Komplex heif¥ nach oben beschrinkt, wenn esein Ny gibt mit

Mn = 0 fiir nosn.
(i) Ein Komplex heift nach unten beschrinkt, wenn es ein ng gibt mit

M n= 0 fiir nsno.

Beispiel 1: kurze exakte Sequenzen
Sel R en Ring mit 1 und sei ein Komplex von R-Moduln der folgenden Gestalt
gegeben.

f g
(1) 0—M’ M M” — 0.

Der Komplex ist exakt an der Stelle M’ genau dann, wenn f injektiv ist.
Der Komplex ist exakt an der Stelle M”, wenn g surjektiv ist.
Ein azyklischer Komplex der Gestalt (1) heif3t auch kurze exakte Sequenz.
Beispiel 2
Seien R ein Ring mit 1, M ein R-Modul und N ein Teilmodul. Dannist
[

0—N M—F— M/N =0

ein kurze exakte Sequenz. Dabel sei

i:N—=M,n—n,

die natiirliche Einbettung und

p: M — N/N, m—= m+M,
die natiirliche Abbildung auf den Faktormodul.
Beispiel 3
SeienR enRing mit Lund M’, M” zwei R-Moduln. Dann ist

f g
0->M —— M®M" ——M" = 0

mit f(m’) = (m’,0) und g(m’,m”) =m” eine kurze exakte Sequenz.

2.4.5 Noethersche Moduln und Ringe

Seilen Rein Ring mit 1 und M ein R-Modul. Dann heif3 M noethersch, wenn eine der

folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.

(i)  Jeder Tellmodul von M ist endlich erzeugt, d.h. besitzt ein endliches
Erzeugendensystem.

(i)  Jede aufsteigende Kette von Teilmoduln

C..C - c
Mo—---— I\/In_ |V|n+1_

von M ist stationir, d.h. von einem bestimmten n ab gilt das Gleichheitszeichen.
(iii)  Jede Familie{M i} i) Von Teilmoduln von M besitzt ein beziiglich © maximales

Element, d.h. ein Mi , dalR in keinem Teillmodul der Familie echt enthalten ist.

Der Ring R heifdt noethersch, wenn er als Modul iiber sich selbst noethersch ist, d.h.
jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.
Beweis der Aquivalenz der angegebenen Bedingungen.
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(i) = (ii). Die Menge
. 0]
M = Un=0 Mn
ist ein Teilmodul von M und als solcher endlich erzeugt. Sei
U:{ml, . mr}

ein Erzeugendensystem von M. Dann liegt jedes m, in einem Mn , und da die Zahl der
m, endlichigt, gibt esein n mit

Dann gilt aber

- - c..C
M_Mn_Mn+1_..._M,

d.h. von der hier gefundenen Stelle n gilt das Gleichheitszeichen.
(i) = (iii). Sei M. eine Familie von Teilmoduln von M. Angenommen Jil besitzt kein

maximales Element. Wir wihlen ein M1€JUL. Dannist M, nicht maximal in J., d.h. es

1

ZEJUL, welches M1 echt enthilt. Aber auch M2 ist kein maximales Element

von J.. Indem wir an der angegebenen Weise fortfahren erhaten wir eine echt
aufsteigende Kette

gibt ein M

M, C.CM CM
1 n

C
el S
von Teilmoduln von M, die insbesondere nicht stationér ist. Das ist ein Widerspruch zu
(ii). Also gilt (iii).

(iii) = (i). Angenommen, es gibt einen Teilmodul N von M, welcher nicht endlich

erzeugt ist. Sei . die Familie der endlich erzeugten Teilmoduln von N. Nach

Voraussetzung (iii) gibt esin . ein maximales Element, sagen wir

N' =Rn_ +..+Rn C N.
1 r

DaN’ endlich erzeugt ist, gilt N'= N. Es gibt aso ein Element

nr+1EN-N.

Insbesondere ist

N” = Rn1+...+Rnr+1

ein endlich erzeugter Teilmodul von N und enthélt N’ also echte Teilmenge. Das steht
aber im Widerspruch zur Maximalitit von N’. Also gilt (i).

QED.

Beispiel 1

Endlich-dimensionale Vektorrdume iiber einem Korper sind noethersch.

Beispiel 2

Jedes Ideal von Z hat die Gestalt nZ, ist al'so endicih erzeugt. Mit anderen Worten, 2
ist ein noetherscher Ring.

2.4.6 Noether sche M oduln und kurze exakte Sequenzen
Seien R ein Ring mit 1 und
f
0—M M 9 M” — 0
eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
0] M ist noethersch.

(i) M’ und M” sind noethersch.
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Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung ist f injektiv, wir konnen also M’ mit einem
Teillmodul von M identifizieren. Jede aufsteigende Kette von Teilmodulnin M’ ist dann
auch eine aufsteigende Kette von Teilmoduln in M, also stationir. Insbesondere ist

M’ noethersch.

Sa jetzt {M }I ~123. ein aufsteigende Kette von Tellmoduln von M”. Weil ¢
surjektiv ist, gilt
() o(g (M ) = M

und die g'l(Mi ) bilden eine aufsteigende Kette von Tellmoduln von M. Letztere Kette

ist somit stationér. Wegen (1) ist es auch die urspriingliche Kette der M; . Wir haben

gezeidt,

M” ist noethersch.
(i) = (i). Set NS M ein Teillmodul. Es reicht zu zeigen, N ist endlich erzeugt. Da M’
und M” noethersch sind, gilt dies zumindest fiir

1(N) und g(N).
Esgibt dso Elemente

a,..,acf L(N) und b,....bEN

mit

-1y = —

f=(N) = Ra1+ +Rar und g(N) = Rg(bl)+...+Rg(bs).
Esreicht zu zeigen,

N = Rf(a1)+ +R(ar) + Rb1+...+RbS.
Nach Wah! der a und bj liegen dief(al) und bj inN, d.h.esgilt “2”. Beweisen wir die
umgekehrte Inklusion. Sei nEN. Dann gilt g(n) € g(N), d.h. des es gibt Koeffizienten
diER mit
g(n) = dlg(bl) +...+ dsg(bs)'

Dannist aber

g(n - § djbj) =g(n) - § djg(bj) =0,
=1 =1
d.h.
- § db. € Ker(g) = Im(f).
jzlj J
EsgibteinmeM’ mit
fm)=n- Sdb EN.
=RE
j=
Insbesondereist m’ ef'l(N), d.h. esgibt Koeffizienten ciER mit
m' = C181+"' +Crar ,
aso
d.b, _f(m)_f(ﬁ ca)= 3 cf(a).

=11 -
j=1 i=1
Wir haben gezeigt, das vorgegebene Element nEN ist
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ein Linearkombination der f(ai) und bj . Die f(al) und bj bilden aso ein endliches

Erzeugendensystem von N.
QED.

2.4.7 Endlich erzeugte Moduln iiber noetherschen Ringen

Sel R ein noetherscher Ring und

M =Rm,_+...+Rm
1 r

ein endlch erzeugter R-Modul. Dann ist M noethersch.
Bewels. Wir schreiben

R'=R®..®R

fiir die r-fache direkte Summe des R-Moduls R. Die R-lineare Abbildung

r —

R M, (Xl""’xr) = xlm1+...+xrmr,
ist surjektiv und definiert deshalb eine kurze exakte Sequenz
0—Ker(g) > R" =M =0

Nach 2.4.6 reicht es zu zeigen, R ist noethersch. Um L etzteres zu beweisen, betrachten
wir die exakte Sequenz

0-R1_T g R—0

mit f(xl""’xr-l) = (Xl’“"xr-l’o) und g(xl,...,xr) = X Weil der R-Modul R nach
V oraussetzung noethersch ist, gilt auf Grund von 2.4.6,

g

R" it noethersch < R 1 ist noethersch.

Fiir r = 1 ist aber R" = R nach Voraussetzung noethersch. Also ist R fiir jedes r
noethersch.
QED.

2.4.8 Hilbertscher Basissatz
Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch der Polynomring R[x] ein noetherscher
Ring.
Beweis. Sei | ein Ideal von R[x]. Esreicht zu zeigen, | besitzt ein endliches
Erzeugendensystem. Wir konnen annehmen,
| = {0}.
Wir betrachten die Menge
J:={ reR I rist Hochser Koeffizient eines Elements von 1}U{ O}
~ ={Ipe)) [prE U0} |
Diese Mengeist ein Ideal von R, aso endlich erzeugt, sagen wir
J= Ral+...+RaS

Fiir jedes 1 wihlen wir ein Element
Q) fi € | mit I(fi) =a.
Sel
m:= max{degf1 , -, deg fs}
und bezeichne
RIX] .y, = { f(x) €RIX] | deg f(x) <d}

die Menge dler Polynome von R[x] des Grades < m. Dies ist ein noetherscher R-
Modul, denn man kann ihn mit einer direkten Summe von m Exemplaren von R
identifizieren. Deshab ist der Teilmodul

IN R[x]<m

ein endlich erzeugter R-Modul, d.h. es gilt
(2 IN R[x]<m = Rgl+...+Rgt
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mit geeignet gewihlten Polynomen g Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
das|ded | wird von den fi zusammen mit den g. erzeugt,
(©)) | = R[x]fl + .. +R[x]fS + R[x]gl+...+R[x]gt .
Nach Konstruktion liegen diefi und die gj samtlich in 1. Deshalb gilt dasselbe auch fiir
beliebige R[x]-Linearkombinationen dieser Polynome, d.h,. es gilt “2”. Beweisen wir
die umgekehrte Inklusion. Sei

f(x) €.
Wir haben zu zeigen, f(x) ist Linearkombination der fi und g. (mit Koeffizienten aus
R[X]). Wir bewei sen dies durch Induktion nach dem Grad

d:=degf.
Im Fall d < mist f(x) sogar R-Linearkombination der gj dlein (nach (2)), d.h. es it

nichts zu beweisen.

Sel jetzt m < d. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir annehmen, jedes Polynom
aus | eines Grades <d ist Linearkombination der fi und gj (mit Koeffizienten aus R[x]).

Betrachten wir den hochsten Koeffizienten 1(f) von f. Nach Definition des Ideals J von R
gilt
I(f)ed= Ral+...+RaS,

d.h. esgibt Elemente riER mit
I(f) = ra*+rag
Nach Definition ist fi €l ein Polynom eines Grades
di:=degfi =m=d
mit den hochsten Koeffizienten a. Alsoist

d-d;
X 'fi x) €|
ein Polynom des Grades d = deg f(x) mit den hochsten Koeffizienten a. Damit ist aber

d-d;
$rx el
R
ein Polynom mit demselben Grad d wie f(x) und demselben hochsten Koeffizienten |(f)
wief(x). Mit anderen Worten,

d-d;
f(x) - § rx f.(x)El
.
ist ein Polynom eines Grades < d. Nach Induktionsvoraussetzung ist dieses Polynom
eine R[x]-Linearkombination der fi und gj . Dann ist aber auch f(x) eine solche

Linearkombination.
QED.

2.4.9 Folgerung

Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K[x Xn] noethersch.

1

Beweis. Der Korper K ist noethersch, denn er besitzt nur die Ideale
(0) =K-0und K =K-1.

Nach 2.4.8 ist dann aber auch K[Xl,...,xn] noethersch fiir jedes n.

QED.
Bemerkung
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Die Theorie der noetherschen Ringe und Moduln ist mit den obigen Sétzen nicht
annihernd erschopft, vgl. Lehrbiicher iiber kommutative Algebra und homologische
Algebra und agebraische Geometrie.

2.5 Euklidische Ringe

2.5.1 Definition

Ein wohlgeordnete Menge ist eine Menge, die mit einer reflexiven®, anti-
symmetrischen™, trangtiven'! und linearen? Relation “<” versehen ist, mit der
Eigenschaft, dal? jede Teilmenge von M ein kleinstes Element besitzt.

Beispiel
Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist beziiglich der gewohnlichen <-Relation
wohlgeordnet. Dasselbe gilt fiir die Menge

Z>O::{ neZ |n=0}

der nicht-negativen ganzen Zahlen.

Ein Integrititsbereich R heifit euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung
N:R-{0}] = M
mit Werten in einer wohlgeordneten Menge so dal3 folgendes gilt.

Fiir je zwei Elemente x, yE R - {0} gibt es Element g,r € R mit
X=qy+r,

wobei entweder r = 0 oder N(r) < N(y) gilt.

Bemerkungen

(i)  Mit anderen Worten, ein Euklidischer Ring ist ein Integritéitsbereich, in welchem
Division mit Rest moglich ist.

(i) Dieinder Definition auftretende Abbildung N wird manchmal auch as
Hohenfunktion oder auch als Norm des Euklidischen Rings bezeichnet.

2.5.2 Beispiel: 2
Der Ring der ganzen Zahlen ist mit der Hohenfunktion

N:Z-{0} = 2Z_g,nr>1n)

ein euklidischer Ring. Dabei bezeichne Z> die Menge der nicht-negativen ganzen
Zahlen mit der gewohnlichen “<”-Beziehung als Wohlordnung.

2.5.3 Beispiel: der Polynomring K[X] iiber einem Korper K

Seien K ein Korper und X eine Unbestimmte. Dann ist der Polynomring K[X] ein
euklidischer Ring beziiglich der Hohenfunktion

KIX]-{0} = Z_, , 7() > deg (x).

2.5.4 Beispiel: Ring der ganzen Gaul3schen Zahlen

DerRingI' = Z2[i] = Z + Zi (C ) ist ein euklidischer Ring beziiglich der
Hohenfunktion

N:T-{0} = Z _,a+bis a2+b? = (a+bi)(a-bi) = |a+bi|2.

=0’

9 es gilt x = x fiir jedes xEM

©YAusx =yundy =< xfolgtx =y.

B Ausx=yundy =zfolgtx <v.

12 Je zwei Elemente x,y € M sind vergleichbar, d.h. esgilt x <y oder y = x.
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Bewels. Seien zwei ganze Gaul3sche Zahlen z, w €T - {0} gegeben. Wir wollen zeigen,
wir konnen in T die Division von z durch w mit Rest durchfiihren. Dazu betrachten wir

die komplexe Zahl

%=a+ﬁi6([:

und wihlen eine ganze Gaul3sche Zahl g&I” , die moglichst nahe bel z/q liegt. Wir

konnen auf jeden Fall erreichen, dal’3 Real- und Imaginirteil von g um hochstens den
Wert 1/2 vom Real- bzw. vom Imagin’eirteil von z/w abweicht, d.h. es gibt ein

a=q+qiermit|Z- al=\(@a)?+ (5-0)% s\[5+5 =312
Wir setzen

r.=z-qwer.
Dann gilt
z=qw+r

und

Irl ‘IZ-QWI‘IWI \/_IWI<IWI
aso

2 < wi.
Im Fall r = 0ist somit N(r) < N(w).
QED.

2.5.5 Der Euklidische Algorithmus
Seien R ein euklidischer Ring mit der Hohenfunktion
H:R-{0} - M
undab & R - {0} zwe Elemente. Wir setzen
ay=aa = b.
Angenommen, wir hitten bereits die Elemente
Ay s ane R- {0}
konstruiert. Nach Voraussetzung gibt es Elemente g,r&ER mit
a .=qga_+r,
n-1 n
wobei r = 0 oder
N(r) < N(an).

Falsr=0 ist so endet der Algorithmus. Im Fall r=0 setzen wir

a =r,
n+1

so dal3 gilt
(D) a 1=aa, + a1 und N(arl+ 1) < N(an).

Bemerkungen
(i) Weil M wohlgeordnet ist, bricht der euklidische Algorithmus nach endlich vielen

Schritten ab, denn andernfalls erhielten wir eine unendliche Teilmenge

{ N(a.l) [i1=1,23, ..}

von M, die kein kleinstes Element besitzt.

(i)  Fiir zwei Elemente a,b € R bedeute
alb
(in Worten: ateilt b), dal3 es ein Element c& R gibt mit
b=ac.

2.5.6 Der grofBite gemeinsame Teiler

Selen R ein euklidischer Ring und
abeR-{0}.
Dann gibt esein Element d € R - {0} mit folgenden Eigenschaften.
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0] d|aundd|b.
(i1 Fiir jedes Element ’€éR mit d’ |aund d’| b gilt d’|d.
Dieses Element ist bis auf Multiplikation mit Einheiten aus R eindeutig bestimmt und
heild groBter gemeinsamer Teiler von aund b. Es gilt auRerdem:
(i)  Esgibt Elementea ,b’€R mit
d=aa +bb'.

Beweis. Wir wenden auf a und b den Euklidischen Algorithmus an und erhalten
Elemente

Ay s ane R- {0}

Wir werden zeigen, d = a hat die Eigenschafen (i) und (ii). Den Bewels fiihren wir

durch Induktion nach n.

Im Fall n =1 endet der Algorithmus bereits nach dem O-ten Schritt, d.h. es gilt
a=gb+rmitr=0,

Dannhat aberd=b = a tatsdchlich die geforderten Eigenschaften.

Sel jetzt n > 1. Wir schreiben
Q) a=qgb+r

mit (a= Ay b= a und) r = Ay Durch Anwenden des Euklidischen Algorithmus auf b

und r erhalten wir die Folge
R ane R-{0}.

Diese Folge besteht aus einem Element weniger als die urspriingliche Folge (denn a

fehlt). Nach Induktionsvoraussetzung geniigt d = a, den beiden folgenden

(i) dteltbundr
(ii")  Jeder gemeinsame Teller vonb undr ist ein Teller von d.
Es reicht zu zeigen, d geniigt auch den Bedinungen (i) und (i1).

Zu (i). Wegen (i") gilt
d|a=qgb+trundd|b.

Zu (ii). Ist d'" ein gemeinsamer Teller von aund b, so gilt
d|bundd |r=a-qgb.
Nach (ii") gilt d'| d.

Zur Eindeutigkeit von d. Sei d' ein Element von R-{ 0}, das denselben Bedingungen wie
d geniigt. Weil d ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, gilt dann

d|d
und weil d’ ein gemeinsamer Teller von aund b ist, gil

d|d.

Es gibt also Elemente e,fER mit
d =edundd =fd".
Damit gilt
Q-ef)d=d-fd =d-d=0,
asol-ef =0, adsoef =1. Die Element eund f sind somit zueinander inverse Einheiten.
Zu (iii). Wir wenden auf a und b den Euklidischen Algorithmus an und erhalten
Elemente

Ay -+ &, € R-{0}.
wobei d = a grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

Wir bewei sen die Behauptung durch Induktion nach n.
n=1: Esgilta=gbundd=h. Dannist aber
d=b=a0+bl.
Die Behauptung gilt mta =Qund b’ = 1.
n>1. Wir schreiben
a=qgb+r
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mit (a = 3 - b = a und) r = ay Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Elemente

b”,r"€R mit
d=Dbb” +r” =bb” + (a- gb)r” =a” + b(b”-qr").
Die Behauptung gilt mita =r" und b’ = b"-qr”.
QED.
Bemerkungen
(i)  Fiir je zwei grofite gemeinsame Teiler d’, d” von a und b gibt es, wie eben gezeigt,
eine Einheit e=R mit

d" =ed undd = eld".
Wir fiihren die Bezeichnung
9gT(ab)

fiir irgendeinen dieser groBten gemeinsamen Teiler ein.
(i) Die Definition von ggT ist zugegebenermalden etwas ungenau. Eine fomal korretke
(aber unbequeme) Definition wire die folgende.
ggT(ab) = dR* € R/R*.
Dabei sei d irgendein groBter gemeinsamer Teiler von a und b,
R/R*
bezeichne die Menge der Orbits beziiglich der Operation

R*xR =R, (e[) = er,
und
dR* = R*d = {ed | eeR*}
das Orbit des Elements d.
Beweis. Zu (i). trivid.
Zu (ii). Seien d’ und d” zwei groBite gemeinsame Teiler von a und b. Dann gibt es ene
Einhat e mit
d =ed.
Also gilt
d’'R* = deR* = d'R*,
denn fiir Einheiten e gilt eR* = R*. Wir haben gezeigt, das Bild der Abbildung ggT von

(i1) sind unabhiingig von der Wahl des speziellen grofiten gemeinsamen Teilers.
QED.

2.6 Hauptidealringe

2.6.1 Definition
Ein Hauptidea in eilnem kommutativen Ring R mit 1 ist ein Idedl, welches von nur einem
Element erzeugt wird, d.h. ein Ided von der Gestalt
| = aR mit aER.
Ein Hauptidealring ist ein Integritdtsbereich, dessen samtliche Ideale Hauptideale sind.

2.6.2 Beispiel: Euklidische Ringe
Jeder Euklidische Ring ist ein Haupidearing.
Beweis. Sei R ein Euklidischer Ring mit der Hohenfunktion
H: R-{0} —- M
undsal | € Rein ldea von R. Wir haben zu zeigen, | ist ein Hauptideal. O.B.d.A. sal |
nicht das Nullideal,
| = {0} (=0OR).

_ LR | xel - {0} } -
von M. Dal nicht das Nullidedl ig, ist diese nicht leer. Auf Grund der Definition des
Euklidischen Rings besitzt diese Menge ein kleinstes Element, d.h. es gibt ein Element

Wir betrachten die Tellmenge

1) ac | - {0} mit H(@) = H(x) fiir jedes x € | - {0}.

Esreicht zu zeigen,
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| =aR.
Wegen acl gilt trividlerweise | 2 aR. Angenommen die umgekehrte Inklusion wire
falsch, d.h. esgibt ein Element in
| - aR.
Dannist die Tellmenge
{HX) |x&€l-ar}
von M nicht-leer, enthélt also ein kleinstes Element. Es gibt also ein Element

2 a€cl-aR mit H(@) < H(x) fiir jedes x €| - aR.

Nach Definition des Euklidischen Rings gibt es Elemente g, reR mit
a =ga+rmitr=0oder H(r) <H(a).
Nach Konstruktion gilt
r=a-gael.

Nach Wahl von a nimmt H in alen Elementen von 1-{0} einen Wert = H(a) an (vgdl.
(1)). Wire r = 0, so wire der Wert von H in r aber kleiner. Also ist

r=0.
asoa =ga€c aR im Widerspruch zu (2). Diese Widerspruch zeigt, I- aR mul3 leer sein,
d.h. esgilt

| =aR.

QED.
2.6.3 Beispidl: K[Xl""’xn] mitn =2

Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring
R:= K[Xl’""xn]

im Fall n= 2 kein Hauptidealring, also auch nicht Euklidisch.
Beweis. Esreicht zu zeigen,

| := (Xl,XZ) = XlR + X2R
ist kein Hauptideal. Angenommen, doch, d.h.

| =pR
mit einem Polynom pER - {0}. Dann gilt
X1 : X2 el=pR,

d.h. es gibt Polynome d; qZER mit

X1 =pa; und X2 = P,
AlsPolynomin Xi miti > 1 hat X1 den Grad 0, also auch Py, d.h.phat in Xi den Grad

0,
d.h. _
degxip =0fiiri=2,..,n.

Aus der zweiten Identitit liest man in analoger Weise ab, da3 p auch as Polynom in Xl

den Grad 0O hat. Insgesamt erhalten wir
pEK-{0}
ist ein konstantes Polynom. Die Polynome von
= (X X)) =X R+ XR

2
sind aber simtlich Polynome mit dem Absolutglied 0, d.h.
p#l.
Das steht aber im Widerspruch zu | = pR.

QED.

Bemerkung
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Der Nachweis der Existenz von Hauptidealringen, die nicht Euklidisch sind, ist
schwieriger und wird hier nicht erbracht.

Elementarteilersatz: Teilmoduln freier Moduln
2.7 ZPE-Ringe

2.7.1 Definitionen

Sei R ein Integritétsbereich. Eine Nicht-Einheit r € R - { O} heif3t zerlegbar oder auch
reduzibel, wenn sie Produkt von zwei Nichteinheitenist,

r=abmitab&R-R*.
Andernfalls heif¥ r unzerlegbar oder auch irreduzibel. Eine Nicht-Einheit r € R- {0}
heifd prim in R oder auch Primelement von R, wenn fiir beliebige Elemente abER die
folgende Implikation besteht.

rlab=>r|aoderr|b.
Dabei bedeute die Relation a | b fiir zwei Elemente a,b €R, dal3 es ein Element cER gibt
mit b = ac.

Zwei Primelemente a,bER heil3en assoziiert, wenn es eine Einheit e2R* gibt mit
a=eb.
Ein Integrititsbereich R heil3t ZPE-Ring, wenn jede Nicht-Einheit von R-{0} Produkt
von endlich vielen Primelementen ist. Die Bezeichnung ZPE kommt von “ Zerlegung in
Primelemente”.
Bemerkungen
(i)  Jedes Primelement ist unzerlegbar.
(i) Ist R ein ZPE-Ring, so ist auch umgekehrt jedes unzerlegbare Element en
Primelement.

(iii) Eine Nicht-Einheit rER - {0} einesRings R ist genau dann ein Primelement, wenn
dasvonr erzeugte Ideal (r) = rR en Primided ist.

(iv) Selen zwe Zerlegungen ener Nicht-Einheit r € R-{0} in Produkte von
Primelementen gegeben,
PyePp =1 =00
Dann gilt r = sund es gibt eine Permutation oesr mit
9, assoziiert zu pO(i) firi=1,..r.

Die Zerlegung in Primfaktoren ist somit, falls sie exidtiert, eindeutig bis auf die
Rethenfolge der Primfaktoren und bis auf den Ubergang zu assoziierten
Primelementen.

(v) InZPE-Ringen kann man die Begriffe des grofiten gemeinsamen Teilers und des
kleinsten gemeinsamen Vidfachen (eindeutig bis auf die Multiplikation mit
Einheiten) definieren. Es ist jedoch im algemeinen nicht richtig, dal3 der grofite
gemeinsame Teller zweier Elemente a, b Linearekombination von aund b ist.

Beweis Zu (i). Sei p Primelement und p = &b in R. Dann teilt p einen der Faktoren a

oder b, sagen wir

d.h.

pla,

a=pa mitaer.
Esfolgt
(-ab)p=p-pab=p-ab=0.
Wegenp=0Ofolgt1-ab=0,dh.ab=1,dh. bist Einheit.
Zu (ii). Sei a en unzerlegbares Element. Da R ZPE-Ring sein soll, gibt es ene
Zerlegung von ain Primfaktoren,

a=p; .,
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Da a unzerlegbar ist, miissen alle Faktoren rechts mit hochstens einer Ausnahme Einheit
sein. Das ist aber nur moglich im Fall r = 1, denn Primelemente sind niemals Einheiten.
Esgiltadso
a=p;,
d.h. aist ein Primelement.
Zu (iii). Die Nicht-Einheitr € R - {0} ein Primelement, wenn die folgende Implikation
besteht (fiir Elemente aus R):
rjab=r|aoderr|b.
Nun ist aber x | y gleichbedeutend mit y € xR. Die Implikation 146t sich aso in der
folgenden Gestalt schreiben.
ab € rR = acrR oder berR.
In dieser Gestalt bedeutet die Implikation aber gerade, dal3 rR ein Primideal ist.

Zur Eindeutigkeitsaussage von (iv). Wir fithren den Beweis durch Induktion nach r. Im
Fallr=1,d.h.

P-=Py =040
teilt p eines der ot rechts, sagen wir q = ay s d.h.

q = ap fiir ein a€ER.
Kiirzen des gemeinsamen Faktors p liefert

1= a-q2-...-qs.
Da Primzahlen keine Einheiten sind, folgt s = 1 und Py =dy und die Behauptung ist
trivial.
Sel jetzt r > 1. Die Primzahl P, teilt einen Faktor auf der rechten Seite, sagen wir P, | O -
d.h.
a5=ap,
Da qsals Primelement unzerlegbar ist, ist
acR*
eine Einheit. Kiirzen des gemeinsamen Faktors liefert
Py Prg ™ ql""'qs-z(aqs-l)'

Der letzte Faktor a4 rechtsist eine Primzahl. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
r-1=s-1
und die Primelemente Py s Ppg sind assoziiert zu einer Permutation der Primelemente

SRR qs-z(aqs-l)’

also auch zu einer Permutation der Primelemente Qps - lg q - Mit anderen Worten, es

s-1
gilt die Behauptung.
QED.

2.7.2 Beispiel: Hauptidealringe
Jeder Hauptidealring ist ein ZPE-Ring.

Beweis. S& R ein Hauptidearing.

1. Schritt. Jedes unzerlegbare Element von R ist Primelement.
Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann gibt es eine Nicht-Einheit
re R-{0},
die unzerlegbar ist aber kein Primelement. Insbesondereist
R
kein Primideal, d.h. es gibt Elemente a,b&ER mit

aberR, a#rR, b#rR.
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Dieldede
| :=(r,@=rR+aRundJ:=(r,b)=rR+ bR
enthalten rR als echte Teilmenge. Keines dieser beiden groferen Ideale ist gleich R, denn
im Fall J = R wiire zum Beispiel IJ = IR = 1. Auf jeden Fall wire
|J=eines der beiden Ideale | oder JD rR (echte Inklusion).
Esqilt aber

13= (ra)rb) = (2, ar, rb, ab) C rR.
Wir haben damit gezeigt,
rRCICRundrRCJCR.

DaR ein Hauptidedring ist, gilt

I = sR fiir ein s€R,
d.h.

rRC SR,

und

r = sx fiir ein XER.
Das Element s ist keine Einheit, denn das Ideal sR = | ist von R verschieden. Das
Element x ist keine Einheit, denn rR = sxR ist von sR verschieden. Damit ist aber r kein
unzerlegbares Element. Dieser Widerspruch beweist die Aussage des ersten Schritts.

2. Schritt. Jede Nicht-Einhait ist Produkt von endlich vielen Prime ementen.

Auf Grund des ersten Schritts reicht es zu zeigen, jede Nicht-Einheit ist das Produkt von
endlich vielen unzerlegbaren Elementen. Wir fiihren die folgende Bezeichnung ein.

Ein schlechtes Element von R sai eine Nicht-Einheit, welche nicht als Produkt von
endlich vielen unzerlegbaren Elementen geschrieben werden kann.

Wir haben zu zeigen, es gibt in R keine schlechten Elemente. Angenommen doch. Sel

r-l

an schlechtes Element. Wir betrachten das Ided

Q) r-lR

von R. Das Element r mul zerlegbar sein (andernfalls wire es Produkt unzerlegbarer

Elemente, wobel die Anzahl der Faktoren gleich 1ist),
2 r-lzabmita,be R-R*.

Mindestens einer der Faktoren a, b muld wieder schlecht sein. Sagen wir

r,=a

ist schlecht. Wegen = ab= r2b gilt
r-lR - r2R.
DielInklusionist echt, denn andernfalls gibt es ein c& R mit

r2 =r 10 =abc= rzbc,

dh.0= y (1-bc),d.h.0=1 - bc, d.h. b wire eine Einheit im Widerspruch zu (2). Es

giltalso

r 1R C r2R.

Wir haben gezeigt, fiir jedes schleichte Element r- 1 gibt es ein schleichtes Element r mit
I 1R C rZR.

Wir wenden diese Tatsache wiederholt an und erhaten eine unendliche echt

aufsteigenden Kette von Idealen von R,

r-lR C r2RC .. C riRC

Se
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| = u‘i’o rR.

Diese Mengeist ein ldeal von R, aso von der Gestalt

| =rR.
Das Element r liegt in der Vereinigung der riR, d.h. esgibt eini mit

re riR.
Damit gilt
I=rRCr.RCr. .RCI.
I I+1

Dies ist ein Widerspruch: | kann nicht echte Teilmenge von sich selbst sein. Dieser
Widerpruch beweist, es gibt keine schlechten Elementein R, d.h. Rist ein ZPE-Ring.,
QED.

2.7.3 Beispie: Z+24/-5
Der Ring
R= Z+Z\5 = Z[X]/(X2 +5).
ist kein ZPE-Ring, aso auch kein Hauptidealring und insbesondere kein Euklidischer
Ring.
Beweis. EsgiltinR
*) 6 = 2:3 = (1+/-5)(1-/-5).
2 ist keine Einheit von R. Es gilt

RI2R = Z[X]/(2, X2 +5) = F 2[X]/(x2+§),

und X2+5 ist als Polynom positiven Grades keine Einheit von IF 2[X].
3 ist keine Einheit von R.
R/3R = Z[X]/(3, X2 + 5) = 1F3[X]/(X2+§),

und X2+5 ist als Polynom positiven Grades keine Einheit von F X1

Unzerlegbarkeit von 2. Angenommen
2 = (a+by-5)(c - W/-5) mitab,c,dEZ.

2=ac+5hd
O=bc-ad
Insbesondere sind die Paare (a,b) und (c,d) proportional,

(c.d) = g(ab) mit ge@,

Dann gilt

d.h.

2=q (a2 + 5b2) und 29 = c? + 502
Wir wir schreiben q als Quotient teilerfremder ganzer Zahlen. Aus der ersten Identitit
folgt, der Zihler von q ist 1 oder 2.Aus der zweiten Identitit folgt, der Nenner von q ist 1
oder 2. Fiir q gibt es also nur folgende Moglichkeiten.

g=2,9=1,q9=12

Im ersten Fall folgt

1= al +5b°
dsob=0,a=*1, dh. a-by/-5ist Einheit.
Im zweiten Fall folgt

2=al +5b,
asob=0,2= a2 was nicht moglich ist.
Im dritten Fall folgt
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1=c+ 5d2,
asod=0,c=+1,dh. c-dy/-5ist Einheit.
Unzerlegbarkeit von 3 (weglassen?). Angenommen

3 = (a+b\-5)(c - dW/-5) mitab,c,d EZ.

Dann gilt
Q) 3=ac+5bd
2 O=bc-ad

Insbesondere sind die Paare (a,b) und (c,d) proportional,

(c.d) = q(a,b) mit g=@,
d.h.

3=q (a2 + 5b2) und 3q = 2 + 5d2
Wir wir schreiben g a's Quotient teilerfremder ganzer Zahlen. Aus der ersten Identitit
folgt, der Zdhler von q ist 1 oder 3.Aus der zweiten Identitit folgt, der Nenner von q ist 1
oder 3. Fiir q gibt es also nur folgende Moglichkeiten.

g=3,9=1,9g=13.

Im ersten Fall folgt

1=a2+5p2
dsob=0,a=t1, d.h. atby/-5ist Einheit.
Im zweiten Fall folgt

3=a2+5b2,
dsob=0,3= a2 was nicht moglich ist.
Im dritten Fall folgt

1=c2+5d,
dsod=0,c=+1,d.h. c- d-5ig Einheit.
Abschlul? des Beweises.

Angenommen R ist ein ZPE-Ring. Dann sind 2 und 3 Primelemente. Insbesondere
miifte einer der Faktoren auf der rechten Seite von (*) durch 2 teilbar sein, d.h.

1 1 11
§+§'\/30der§-§\/3

wiirde in R = Z + Z4/-5 liegen, was offensichtlich®® nicht der Fall ist.

QED.

Bemerkung

Unser néchstes Ziel ist der Beweis der ZPE-Eigenschaft fiir Polynomringe in mehreren
Unbestimmten iiber einem Korper. Wir werden die allgemeinere Aussage beweisen, dal3
fiir jeden ZPE-Ring R auch die Polynom-Algebra R[X] ein ZPE-Ring ist.

Der Bewes efordert einige Vorbereitungen. Wir werden dabel ganz wesentlich
benutzen, dal3 Q(R)[X] euklisch, also insbesodere eine ZPE-Ring ist.

2.7.4 Die Ordnung eines Elements des Quotientenkorpers
Seien R ein ZPE-Ring, K = Q(R) dessen Quotientenkdrper und

eine Primelement von R. Da R ein ZPE-Ring ist, also nullteilerfrei, so ist die natiirliche
Abbildung

R—=K,r=r/1,
injektiv, d.h. R 146t sich mit einem Tellring des Korpers K identifizieren (was wir im
folgenden tun werden). Da R ein ZPE-Ring i, 146t jedes Element x€K-{0} in der
Gestalt

3 Eine komplexe Zahl a + b‘\/g liegt genau dann in R, wenn aund b ganze Zahlen sind (denn 1 und ‘\/_5

sind linear unabhingig iiber Z.
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n n
x:epll-...- prr

mit einer Einheit eER*, paarweise nicht-assoziierten Primelementen af und ganzen

Zahlen niEZ. Dabel sind die P, bis auf die Reihenfolge und bis auf den Ubergang zu
assoziierten Primelementen eindeutig bestimmt. Fiir gegebenes ot ist der Exponent n

eindeutig festgelegt. Diese Aussagen folgen unmittelbar aus den entsprechenden
Aussagen tiiber die Elemente von R.
Ist p ein Primelement von R, welche zu at assoziert ist, so schreitben wir

ord (X) =n.
p [
und nennen diese ganze Zahl auch Ordnung von x beziiglich p. Im Fall x = 0 setzen wir
ordp(x) = oo,
Bemerkungen
(i)  Nach fiir jedes xER ist ordp(x) die groBte ganze Zahl n mit pn | X,

ordp(x) =sup{ n€Z | p" | x}.
(i)  Nach Definiton gilt
ordp(xy) = ordp(x) + ordp(y).

(i) Durch die beiden Eigenschaften (i) und (ii) ist die Ordnungsfunktion eindeutig
bestimmt. Sei bieten also die Moglichkeit einer alternativen Definiton.
(iv) DieOrdnungsfunktionen zu assoziierten Primelementen sind gleich,
ordp(x) = ordp, x)
fallspund p’ assoziierte Primideale sind.

(v) Bezeiche P(R) die Menge der Primeemente von R. Dann kann man die
Ordnungsfunktion fiir gegebenes x = 0 als Abbildung

P(R)— Z, X ordp(x),
betrachten. Wegen (iv) 148t sie sich aber auch als Funktion

FP(R)/~— Z,p =[p] ordsj X = ordp(x)

auf der Menge der Klassen assoziierter Primel emente auffassen: p~q bedeute, die
Elemente p,gEP (R) sind assoziiert, d.h. g = ep mit einer Einheit eER*.
(vi) Fiir jedes Element x€K - {0} gilt

X=e [1p

p=[PIEP (R)/~
Dabei durchlaufe §» die Menge der Klassen édquivalenter Primelemente von R und
p bezeichne einirgendwie gewihltes Element von §. Der Faktor e bezeichne eine

ordIO X .

Einheit von R (die von der speziellen Wahl der Représentanten p von f» abhéngt.

(v) DieForme von (vi) kann man auch auf den Fall x = O veralgemeinern, wenn man
vereinbart

2.7.5 Der groBite gemeinsame Teiler

Seien R ein ZPE-Ring, K = Q(R) dessen Quotientenkdrper und
Xl’ . xr eK
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endlich viele Elemente. Wir schreiben jedes X; in der Gestalt

ordpn X;
X, =e [[p P,
n=[p]€EP(R)/~
und definieren
n(p) := min{ordp X, [i=1,.,r}.
Das Element
(1) 0oT(xy, -, x):= [ p"P
R=[pl€P (R)/~
Heil3 dann groBter gemeinsamer Teiler von TR
Bemerkungen
(i) Die Definition des grofiten gemeinsamen Teilers hingt von der Wahl der

(if)

(iii)

(iv)

v)

Reprisentanten p der Klassen § im Produkt (1) ab.
Eine korrektere Definiton wire

(1) ggT(Xy, -\ X ) 1= m p"® modR*

P=[pIEP(R)/~

Dabei bezeichne der Ausdruck recht gerade das Orbit des Elements (1) bel der
Operation

R*xK — K, (e, X) = ex.
Wenn man sich auf die Definition des ggT von Elementen aus der multiplikativen
Gruppe K*:= K-{0} beschrinkt, so kann man den ggT auch definieren as das
Bild von (1) beim natiirlichen Gruppen-Homomorphismus

K* — K*/R*.

Wir werden hier die naive Definiton (1) benutzen, miissen aber stets beachten, der
ggT ist nur bisauf Multiplikation mit einer Einheit festgelegt. Wir geben hier noch
einige (offensichtliche) Eigenschaften des grofiten gemeinsamen Teilers an.
Nach Konstruktion gilt, falls mindestens ein X; von Null verschieden ist:

1 ggT(xl, s Xr) = 0.
2. X, /ggT(xl, s Xr) ERfiri=1,.r.

(Vi) ggT(xl, . Xr) liegtinR, fallsjed%xi inR liegt.
(vii) ggT(cxl, . er) =c ggT(xl, ’Xr)'
(viii) ggT(xl, s Xr) ist im algemeinen keine Linearkombination der Xpo wee s X

2.7.6 Der Inhalt eines Polynoms
Seien R ein ZPE-Ring, K := Q(R) dessen Quotientenkdrper und

fx)= § ax! €K[X]
i=0

ein Polynom mit Koeffizienten aus K. Dann heif3t

I(f) == ggT(aO,...,an) ekK

Inhalt des Polynomsf.
Bemerkungen

(1)
(i)

Der Inhalt eines Polynom ist nur bis auf einen Faktor aus R* festgelegt.
Fiir jedes von Null verschiedene Polynom f(X)EK[X] gilt
fOX)/N(F) € R[X]
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2.7.7 Lemmavon Gaul}

Seien R ein ZPE-Ring, K := Q(R) dessen Quotientenkdrper und
f, g €K[X]
zwei Polynome einer Unbestimmten mit Koeffizienten aus K. Dann gilt

I(fg) = 1(f)-1(9)-

Bemerkungen

(i) DieAussageist so zu interpretiern, dald die beiden Seiten sich nur um einen Faktor
aus R* unterscheiden.

(i)  Alternativ konnen man auch sagen, die Definition von einem der drei auftretenden
Inhalt 14Bt sich so um einen Faktor aus R* abindern, dal3 die behauptete
Gleichheit gilt.

Beweis des Lemmas. Wir schreiben

f= od‘1 undg= ﬁgl mit o=I(f) und p=I(g).
Dann gilt
und
I(fg) = 1(aBf,9,) = apl(F g,).
Es reicht also zu zeigen, dal3 flg1 den Inhat 1 hat. Wir kénnen also annehmen, die

Polynome
— n :

f(X) = anx +...+a0 mit a 0
- m

g(xX) = me +...+b0

haben den Inhalt 1 (und liegen damit insbesondere in R[X]). Wir haben zu zeigen fg hat
den Inhalt 1, d.h. esgibt kein Primelement p, die alle Koeffizienten von fg teilt.

mitb =0
m

Angenommen, es gibt doch ein solches Primeement peR. Wir fiihren folgende
Bezeichnungen ein.

r=max{i|a ¢0undpz|/a|}

s::max{j|bj¢0undp»l’ bj}

Da f den Inhdt 1 hat, also nicht dle Koeffizienten Vidfache von p sind, ist r
wohldefiniert. Analog ist auch s wohldefiniert. Betrachten wir den Koeffizienten Crrs
von X" Sinfg. Esgilt

c .+a.b +ab +a .b
r's

r+s r-1-s+1 r+1 s-1+"'
Nach Konstruktion sind adle Summanden rechts durch p telbar, ausgenommen der
Summand arbs.14 Deshalbist ¢ s nicht durch p teilbar, im Widerspruch zur Wahl von

P.
QED.

2.7.8 Faktorzerlegung von Polynomen iiber R und iiber Q(R)
Seien R ein ZPE-Ring, K:=Q(R) dessen Quotientenkorper und
f(X) € R[X] - {0}
ein Polynom. Besitzt f(X) eine Zerlegung in Faktoren kleineren Grades iiber K,
f(X) = g(X)h(X) mit g(X), h(X) € K[X],
so besitzt f(X) auch eine Zerlegung iiber R. Genauer:
f(X) = ¢g,(0)h, (X)

4 Alle Summanden links von arbs sind durch p teilbar, weil der erste Faktor esist. Alle Summanden

rechts von arbS sind durch p teilbar, weil der zweite Faktor esist.
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mit
9,(X) :=9(X)/1(g) € RIX]
hl(X) = h(X)/1(h) € R[X]
C =1(g)l(h) € R.

Beweis. Die einzige nicht-trividle Aussage ist die Aussage, dald ¢ in R liegt. Diese folgt

aber aus dem Lemmavon Gaul3, nach welchem c bis auf einem Faktor aus R* gleich
I(gh) = I(f)

ist. Der Inhalt eines Polynoms iiber R liegt aber in R.

QED.

2.7.9 Die ZPE-Eigenschaft beim Ubergang zu Polynomringen
Sei R ein ZPE-Ring mit dem Quotientenkérper K = Q(R).Dann ist auch der Ring
R[X

der Polynome iiber R in einer Unbestimmten X ein ZPE-Ring. Die Primelemente von
R[X] sind gerade die Primelement von R zusammen mit den Polynomen
p(X) € RIX]
die den folgenden beiden Bedingungen geniigen..
1. l(p) = 1.
2. pist asElement von K[X] irreduzibel.
Beweis. Sei f(X) en Element von R[X]. Unter Verwendung der Zerlegung in
Primfaktoren in K[ X] erhalten wir eine Zerlegung

1) f(X) = &py (X)-..p (X).
mit c€K und Primelementen at (X) von K[X]. Indem wir P, (X) durch P, X/ (pi) und c
durchcl (pi) ersetzen, erreichen wir, dal3 gilt

I(p)=1

also insbesondere
p.(X) € RIX].

Nach dem Lemmavon Gauf gilt dannin der Zerlegung (1) auch
c=1(RHSvon (1)) =I(LHSvon (1)) = I(f) € R,
d.h. (1) ist eine Faktorzerlegung iiber R. Da R ein ZPE-Ring i, kénnen wir ¢ nach as
Produkt von Primelementen aus R schreiben.
Wir haben gezeigt, jedes Element von R[X] - {0} ist Produkt von endlich viden
Elementen, die nach der Aussage des Satzes Primelement sind.
Zum Abschlul? des Beweises reicht es also zu zeigen, die angegebenen Elemente sind
Primelemente und es gibt keine weiteren. Zu zeigen sind also folgende A ussagen:
1.  JedesPrimelement von R ist auch einesvon R[X].
2. Jedes irreduzible Polynom p& K[X] mit dem Inhat 1 ist ein Primelement von
R[X].
3. Esgibt keine weiteren Primelementein R[X].
Zu 1. Sei p ein Primelement von R und sei p | fg mit f,geR[X]. Dann gilt
p|I(fg) = 1(f)I(9)
(nach dem Lemmavon Gauld), alsop | I(f) oder p | 1(g), lsop | f oder p | g.
Zu 2. DaK[X] ein ZPE-Ring i, ist p ein Primelement von K[X]. Wegen I(p) = 1 gilt
aul¥erdem
p € R[X].
Sl jetzt
p | fg mit f,geER[X].
Dann gilt, weil p Primelement von K[X] i,
| p|f oder p|g (inK[X]), o
d.h. f oder g hat eine Faktorzerlegung iiber K, wobel einer der Faktoren gleich p idt.
Nach 2.7.8 gibt es dann aber auch eine Faktorzerlegung von f bzw. g iiber R, wobei
einer der Faktoren p ist. Mit anderen Worten,
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o p|f oder p|g (in RIX]).

Alsoist p ein Primelement von R[X].

Zu 3. Sai p ein Primelement von R[X], wie wir oben gezeigt haben, gibt es dann ene
Darstellung von p als Produkt von Primelementen der in 1 und 2 beschriebenen Typen.
WEell p selbst Primelement ist, mul? die Anzahl der Faktoren in dieser Zerlegung gleich 1
sein, d.h. pist Primelement einesin 1 oder 2 beschriebenen Typs.

QED.

2.7.10 Polynomringe iiber einem Korper
Fiir jeden Korper K ist der Polynomring
K[X 1""’Xn]
ein ZPE-Ring.
Beweis. Das folgt unmittelbar aus 2.7.9 und der Tatsache, dal? Polynomring in einer

Unbestimmten iiber K Euklidische Ring sind.
QED.

Bemerkung
Da wir dies spiter bendtigen, beschéftigen wir uns jetzt noch etwas mit der Frage, wie
man entscheidet, ob ein gegebenes Polynom irreduzibel ist.

2.7.11 Eisenstein-Polynome
Selen R ein ZPE-Ring,
PEF (R)
ein Primelement von R und
f(X) = a”x”+am_1x'“'1+...+ao € R[X]
ein Polynom des Grades n mit Koeffizienten aus R. Dann heilét R Eisenstein-Polynom

beziiglich p,

wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1. p2 k ay

2. p|aifiiri=0,1,...,n—1.

3. p & a,

Ein Polynom von R[X] heif¥ Eisenstein-Polynom, wenn es Eisensten-Polynom
beziiglich irgendeines Primelements von R ist.

2.7.12 Irreduzibilititskriterium von Eisenstein

Sei R ein ZPE-Ring mit dem Quotientenkorper K = Q(R). Dann ist jedes Eisenstein-
Polynom von R[X] irreduzibel in K[X].
Bewels. Sei

— Ny N n-1
fX)=a'X +an_1X +...+aO € R[X]
ein Eisenstein-Polynom des Grades n beziiglich des Primelements

peEP (R).
Wir konnen f durch den Inhalt I(f) teilen und somit annehmen, daf3 f den Inhalt
I(f)=1
besitzt. Wenn f(X) iiber K in Faktoren eines Grades < n zerfillt, so gilt nach 2.7.8
dasselbe iiber R,
f(X) = g(X)-h(X) mit g(X), h(X) € R[X], degg<n,degh<n.

Wir schreiben
_ u
g(Xx) = qu +...+b0, bu# 0,u>0,

g(X) = CVXV+...+C

0 Cv# 0,v>0.
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Sei
p:R— R/(p),a=> a+pR
der natiirliche Homomorphismus. Er definiert einen Homomorphismus
o CRIX] = (RIO)IX, pOO - pPX),
der in jedem Polynom p(X)ER[X] dle Koeffizienten durch deren Bilder bei p ersetzt.
Mit f = g-h gilt dann auch
- fP=gPhPin (RIE)IX] (S QRIP)IXI]) o _
Man beachte, (p) ist ein Primideal von R, d.h. Q(R/(p)) ein Korper. Daf ein Eisenstein-
Polynom beziiglich p ist, gilt

P =p(a X"
Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primfaktoren im Ring
QR/(P)IX]
sind somit alle Primteiler von fP assoziiert zu X. Also gilt
gP(X) = p(bu)Xu und hP = p(CV)XV,
aso
b0 =0 (mod p) und ¢y = 0 (mod p)

aso
&= bOCO =0 (mod p2).

Letzteres steht aber im Widerspruch zu der Annahme, dal? f ein Eisenstein-Polynom
beziiglich p sein soll. Also ist f irreduzibel in K[X].

QED.

Beispiel 1

f(X) = X2.2ez [X] ist ein Eisenstein-Polynome beziiglich 2, also irreduzibel in Q[X].
Beispiel 2

f(X) = X2-2= (X - V2)(X +/?2) it reduzibel in QW2)[X].

2.7.13 Reduktionskriterium der Irreduzibilitiit
Seien R und S Integritétsbereiche mit den Quotientenkorpern

K = Q(R) und L = Q(S)

und
h:R—S
ein Homomorphismus von Ringen mit 1. Weiter sei
f(X) € R[X]

ein Polynom mit
fN(x) = 0, deg f1(X) = deg f(X), f(X) irreduzibel in L[X]
wenn 1 das Bild von f beim Homomorphismus

. . RIX] — SIX], pX) = p(x), o
bezeichnet, der in jedem Polynom von R[X] die Koeffizienten durch deren Bilder bei h
ersetzt.

Dann 146t sich f(X) iiber R nicht in en Produkt von Polynomen kleineren Grades
zerlegen.
Beweis. Aus der Existenz einer solchen Zerlegung, sagen wir
f(X) = g(X)-h(X) in R[X],
folgte
1) =" ()h" (x) inLIX],
was nicht moglich ist, da Nirreduzibel sein soll.

QED.
Beispiel 1
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Das Polynom
f(X)=X2+ X + 1€ Z[X]

ist irreduzibel in @[X].
Bewels. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus

h: Z — Z/(2) = ]F2.
Wiire f(X) reduzibel, so wiirde dasselbe fiir
fx)=x2+ X +1€ F[X].

gdten. Das Polynom wire iiber ]F2 das Produkt von zwei linearen Polynomen, wiirde

asoin IF2 eine Nullstelle besitzen. Das ist aber nicht so:

fNo)=1=0
fy=1+1+1=1=0.
QED.
Beispiel 2 (weglassen)
Das Polynom

f(X) = X°-5x4-6X - 1€ Z[X]

istirreduzibel in @[X].
Beweis. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus

hZ—2/(2)=F,
Esqilt
Mxy=x2+x4+1¢e F[X].

Fals fh in ein Produkt von Faktoren kleineren Grades zerfillt, SO hat einer der Faktoren

einen Grad < 2. Der Grad 1 ist nicht moglich, denn dann hittte N in IF2 ein Nullstelle.

Bleibt noch der Fdl, dal3 f in einen quadratischen Faktor und einen Faktor dritten
Grades zerfilllt (iiber @, also tiber Z):

f(X) = (X2+aX + b)(X3+cX2+dX+€), ab,c,d,e=2.
Wegen be = -1 folgt

sagen wir

d.h.
F(X) = (X2+aX + )(X3+cX2+dX -¢)
= X5 + X4 (c+a) + X3(e+ac+d) + XZ(-e+ad+ec) + X(-eared) - 1.

Damit ist
at+c =-5
g+ac+d =0
-e+ad+ec =0
-eated =-6
Aus der ersten und letzten Gleichung folgt ¢ = -5-aund d = -6e+a, also
8-5&a2-6s+a =0
-8-6a£+a2-58-88 =0
d.h.
() al+4a+5s =0

() &Ta6e =0
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d.h. (Differenz):
(4+7¢)a+ 11e =0

Der Fall ¢ = +1:11a + 11 =0 liefert a = -1 (keine Losung von (I) ist nicht moéglich.

Der Fal € = -1: -3a - 11 =0 ist nicht moglich (3 ist kein Teiler von 11).

QED.

Bemerkung

Die nachfolgenden Ergebnisse stehen nicht unmittelbar in Zusammenhang mit ZPE-
Ringen, werden jedoch spiter bendtigt.

2.7.14 Die Ableitung eines Polynoms
Fiir jeden kommutativen Ring R mit 1 definieren wir die Abbildung

D = a/aX: R[X]— RIX], f(X) = § ax > (X) = D iaxi-L
i=0 i=0
Wie in der redlen Analysis heil3t Df Ableitung von f nach X. Es gelten die iiblichen
Rechenregeln:
1 D(f+g) = Df + Dg
2. D(fg) = (Df)-g + f-Dg

_ of K] ,
3. Df(gl(X),...,gn(X)) = igla—Yi(gl(X),...,gn(X)) % (X) fiir fER[Yl,...,Yn]
Insbesondereist D eine R-lineare Abbildung (nach 1. und 2. mit deg f = 0).
Beweis. Zu 1: trividl.
Zu 2: beide Seiten sind Linear in f und g. Esreicht den Speziafall f(X) = X& g(X) = xP
zu betrachten, in welchem die Behauptung trivial i<t.
Zu 3: Beide Seiten sind trivia inf. Esreicht den Fall

K K
f=y L _.yn
1 n

zu betrachten, in welchem die Behauptung unmittelbar aus 2. folgt.
QED.

2.7.15 Ableitungen und mehrfache Nullstellen
Seien K ein Korper, f(X) € K[X] ein Polynom und a=K eine Nullstelle von f. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.
() aist eine mehrfache Nullstelle von f(X), d.h. esgilt
f(X) = (X-a)mg(X) mit m > 1 und g(X)eK][X].
@y f@=0.
Beweis. (i) = (ii). Aus

folgt

f(X) = (X-8Mg(X)

B (%) = mx-aM1g(x) + (x-3Mg (X)
aso
O @ =5 @=maa™lg@ + @My @.
Wegen m > 1 steht auf der rechten Seite Null.
ii) = (i). Sei f(X) = 3 ax!. Wegen f(g) = 0 gt
=0 2

00 =00 -f(a

= a(x!-a) = ) a (X-a)(X"Leaxi24aX(34_+d)
i=0 i=0
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= (X-a)-Polynom aus K[ X].
Wir kénnen also schreiben
f(X) = (X-a)Mg(X) mit m= 1 und g(X) € K[X].
Wir kdnnen damit m so groB wihlen, da3 g(a) = O gilt. ESreicht zu zeigen,

m>1.
Wie oben gezeigt, gilt (1). Nach Voraussetzung ist die linke Seite gleich Null, d.h.
0 =m(aa™lg( +(@a™My (a).

Wegen m = 1 ist der zweite Summand Null, also ist es auch der erste. Wire m = 1, so
wiirden wir erhalten

0 =g(a),

im Widerspruch zur Wahl von g.

QED.

*2.8 Ganze Erweiterungen

2.8.1 Moduln

Sel R ein Ring mit 1. Ein R-Modul ist eine abel sche Gruppe M zusammen mit einer
Abbildung

RxM — M, (r,m) = rm,
genannt Modul-Multiplikation, welche folgenden Bedingen geniigt.
1. (r'r’)-m=r(r"-m) fiir beliebige r’ ,r”€ER und beliebige meM.

2. 1-m = m fiir beliebige mEM.
3. (r+r’)m=r-m+ r"-m fiir beliebige r’ ,r”€R und beliebige me&M.
4, r-(m+m”) = r-m’ + r-m” fiir beliebige r€R und m’, m"€M.

Ein R-Modul M heif3t endlich oder genauer endlich erzeugt, wenn esendlicheviele
Elemente
m,,...m M
1 n

gibt mit der Eigenschaft, daf? jedes Element eine R-Linearkombination dieser endlich
vielen Elemente i,

M=R m1+...+Rmn ={ r1m1+...+rnmn}

Ein Tellmodul von eines R-Moduls M ist eine Teilmenge von M, die mit den

Operationen von M ein R-Modul ist.

Bemerkungen

()  Die ersten beiden Eigenschaften konnte man beschreiben, indem sagt die
Abbildung definiert ein Operation der multiplikativen Halbgruppe von R auf M.

(i) Dieletzten beiden Eigenschaften besagen, die Abbildung ist biadditiv.

(iii) Ist R ein Korper, so ist ein R-Modul dasselbe wie ein Vektorraum iiber R. Mit
anderen Worten, ein R-Modul ist ein Vektorraum, dessen Grundkdrper nur ein
Ring ist.

(iv) Das Unterraumkriterium fiir Vektorrdume gilt auch fiir Moduln (der Beweis ist
derselbe): eine nicht-leere Teilmenge N € M ist genau dann ein Teilmodul, wenn
fiir je zwei Elemente n,n’€N und je zwel Elementen r,I’ €R auch

rm+rm’ € N
gilt.

2.8.2 Ganze Ringhomomor phismen (“Erweiterungen”)

Sei h:R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Ein Element Xx&S
heifd ganz iiber R (beziiglich h), wenn es ein Polynom fER[X]-{0} mit dem hochsten
Koeffizienten 1 gibt mit

hrvy =
f'(x) = 0.
Der Homomorphismus h: R—S heil¥ ganz, wenn jedes Element von S ganz ist iiber R

beziiglich h.
Bemerkung
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Sei h: R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ring mit 1. Dann ist S ein R-
Modul beziiglich der Modul-Multiplikation

RxS— S, (r,5) = h(r)-s.

2.8.3 Kriterium fiir die Ganzheit eines Elements
Seilen h:R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit und XES en
Element. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
0] x ist ganz iiber R beziiglich h.
(i) Der Ring h(R)[x] ist ein endlich erzeugter R-Teilmodul von S.
(i) Esgibt einen endlich erzeugten Teilmodul MCS mit
XM € M und 1€M.
Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung besteht eine Relation der Gestalt
(1) XN+ h(al)xn’l +..+ h(a)=0mita ER
S
M := R x9 + Rx + Rx2+.. +Rx"1
Dannist M ein endlich erzeugter R-Modul mit
h(R)U{x} €M C h(R)[X].
Esreicht zu zeigen, rechts gilt das Gleichheitszeichen. Der Ring
h(R)[X]
ist der kleinste Teilring von S, der h(R) und x enthélt. Deshalb reicht es zu zeigen,
M istein Teilring von S.
Offensichtlich ist M eine additive Untergruppe von S. Es reicht also zu zeigen, die
Produkt von zwei Elementen aus M liegt wieder in M. Da M ein R-Modul ig,, reicht es
zu zeigen, das Produkt von je zwel der Erzeugenden x! liegt wieder in M,

x''y) €M fiirij=0,..n-1.
Zum Beweis kann man annehmen, i = 1. Dann ist die Aussage aber fiir j=0,..., n-2 trivial:
xxd =xd*le m.
Sei also h = n-1. Wir haben zu zeigen X" € M. Das gilt aber wegen (1).
(i) = (iii). trivia: M = h(R)[X] ist ein solcher Modul.
(iii) = (i). Sei
M = Rm1+ ot RmS

ein Teilmodul von Smit xM € M und 1EM. Wegen xMCM gilt

xXm. = a.m mita.€eR,

I T i
=1

d.h.

0= § (xd.. -a.)m. firi=1,...s,
i=1 ]
wobel 6” das Kronecker-Symbol bezeichne. Wir fixieren jetzt einen Index | betrachten

die sxs- Matrix (xé‘)ij - alj), multiplizieren die i-te Gleichung mit dem Minor AiI und

bilden die alternierende Summe. Nach dem Entwicklungssatz fiir Determinanten erhalten
wir

0= det(xéSij - alj)-ml.
Diese Relation gilt fiir jedes m, und, dadie m, den Modul M erzeugen, fiir jedes Element

von m,
det(xéi. - Ij)-m =0 fiir jedes mEM.

J
Wegen 1€M ist damit auch
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det(x-h(éij) - h(alj)) =0.
Nun ist
f(x) = det(éij-X - alj) € R[X]
ein Polynom vom Grad s mit dem hochsten Koeffizienten 1 und es gilt
fN(x) = det(xch(d,) - h(a,)) =0.

Mit anderen Worten X ist ganz iiber R.
QED.

2.8.4 Beispiele

0] Dei Ring der ganzen GauBischen Zahlen ist ganz iiber Z (weil er als Z-Modul
endliche erzeugt wird).

(i) Der Ring Z[:\)’ﬁ] von 2.1.7 ist ganz iiber Z (aus demselben Grund).

(i)  Die Ringe von 2.1.8 Beispiel 3 sind ganz iiber R (aus demselben Grund).
Explizit: ist Sein kommutativer Ring mit 1,
RCS
ein Teilring mit 1 und XES ein iiber R ganzes Element, so ist
R[x] ganz iiber S.
Denn R[x] ist dann ein endlich erzeugter R-Modul der die 1 enthilt und jedes Element y
von R[X] hat die Eigenschaft
y-RIX] € R[X]

2.8.5 Die ganze Abschlie3ung
Sei h: R — S ein Homomorphismus von Ringen mit 1. Dann ist die Menge

R :={ XES | x ist ganz iiber R beziiglich h }
ein Teilring von S. Er heify ganze AbschlieflJung von Rin S.

Ist R ein Teilring von S und h die natiirliche Einbettung R — S, so sagt man, R ist ganz
abgeschlossenin S, falls R = R gilt.

Beweis. Wir konnen R durch h(R) C S ersetzen und deshalb annehmen,
RCS
(und h ist die natiirliche Einbettung). Wir haben zu zeigen, mit je zwei Elementen

X,y ER

liegt auch das Produkt und die Summein R. Weil x ganz ist iiber R, ist R[x] ein endlich
erzeugter R-Modul,

R[x] = R(;o1+...+R0)S

Weil das Element y ganz ist iiber R, ist es auch ganz iiber R[x], d.h.
R[x,y] ist ein endlich erzeugter R[x]-Modul,
R[x,y] = R[x]n1+...+R[x]ns.

Zusammen erhalten wir, daf} R[x,y] als Modul {iber R von den endlich vielen Produkten

. 7).
[
erzeugt wird. Deshalb ist jedes Element von R[x,y] ganz iiber R, inbesondere also auch
Xy und x+y.
QED.

2.8.6 Beispiel fiir einen ganz abgeschlossenen Teilring

Sei R ein ZPE-Ring mit dem Quotientenkorper K. Dann ist R ganz abgeschlossen in K.
Beweis. Sei xEK ganz iiber K. Wir haben zu zeigen,
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XER.
Wir schreiben x in der Gestalt
x = alb mit a,bER und a,b teillerfremd.
Nach Voraussetzung gilt fiir x eine Identitét der Gestalt

xn+alxn'1+...+a =0mita €R.
n |

Wir multiplizieren diese Identitéit mit b" und erhalten
n n-1 n-24.2 n_
+ + + ...+ =
a’'+aa b a,a b=+ ... anb 0.
Dies ist eine Identitit in R. Es gilt also

bteilta.
Das igt aber nur moglich, wenn b eine Einhelt ist, denn a und b sind nach Wahl
tellerfremd. Alsoist X = alb ein Element von R.
QED.

3. Korper
3.1Kérper, Teilkorper, Korpererweiterungen

3.1.1 Definitionen

Ein Korper ist eine kommutativer Ring mit 1, dessen von Null verschiedene Elemente
Einheiten sind. Ein Teilkorper eines Korpers K ist eine Teilmenge
kCK,

die mit den Operationen von K ein K&rper ist. Man sagt in dieser Situation auch,
K/K ist eine Korpererweiterung oder auch, K ist en Erweiterungskorper von K.
Bemerkungen
()  Ist K/k eine Korpererweiterung, so besitzt K die Struktur eines k-Vektorraums

und die einer k-Algebra mit dem Struktur-Homomorphismus

k— K, X X.
(i) Bedtzt en Korper K die Struktur einer Algebra iiber eéinem Korper k, so ist der
Strukturhomomorphismus

h: k =K

injektiv, d.h. k kann mit seinem Bild bel h identifiziert und damit as Teilkorper
von K aufgefald werden. Mit anderen Worten, K/k ist eine Korpererweiterung.
Die Injektivitiit von h folgt aus der Tatsache, daf3 Ker h ein Ideal von k ist und k als
Korper nur die Ideale (0) und k besitzt. Der Fall Ker h = k ist nicht mdglich, denn
dann wire h identisch Null, im Widerspruch dazu, daB h(1) =1 = Qist.

(i) Seien K/k und K’/k Korpererweiterungen. Ein k-Homorphismus K—K’ ist ein
Homomorphismus von k-Algebren

h: K = K’.

Wegen kCK und kCK’ bedeutet dies insbesondere, dal3 h jedes Element von k in
sich abbildet, also nicht die Null-Abbildung igt, also injektiv ist. Wir sprechen in
dieser Situation daher auch von h asvon einer k-Einbettung oder einer Einbettung
iiber K. Ist h bijektiv, so heildt h auch k-1somorphismus oder 1somorphismus iiber
K

3.1.2 Beispicle: @, R, C
@, R, T sind Korper.

3.1.3 Beispid: le

IFp := Z/pZ ist fiir jede Primzahl ein Korper mit endlich vielen (nédmlich p) Elementen.
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3.1.4 Beispiel: Rationale Funktionenkorper

Fiir jeden Korper K und beliebige Unbestimmte X:L,...,Xn ist

K(X g X ) = QKX X 1)

ein Korper.

3.1.5 Beispiel: Durchschnitte von Teilkorpern

Seien K ein Korper und {Ki} il eine Familie von Teilkorpern von K. Dann ist
K:=Nig K

ein Teilkorper von K: mit je zwei Elementen aus k liegt auch deren Summe, deren

Produkt und - falls defniert - deren Quotient in k. Die K&rperaxiome fiir K iibertragen

sich auf k.

3.1.6 Beispiel: der von einer Menge erzeugte Teilkorper

Seien K ein Korper, k € K ein Teilkorper und M € K eine Teilmenge. Dann ist der
Durchschnitt

KM) = Ocek, meke K

aller Teilkorper K’ von K, welche den Korper k und die Menge M enthalten, wieder ein
Korper. Er heifit der von M iiber k erzeugte Teilkérper von K. Ist M endlich, sagen wir

M :{ml,...,mr}

so schreibt man auch

k(ml,...,mr) =k(M).
Ein Korper der Gestalt
k(ml,...,mr)

heif¥ endlich erzeugte Korpererweiterung von k und im Fall r = 1 auch enfache
Korpererweiterung.

Bemerkungen

(i) Sndm mrendlichvieIeEIementeaufM,f,gek[x

1
g(ml,...,mr) =0,

so liegt auf Grund der Korperaxiome das Element
Q) f(ml,...,mr)/g(ml,...,mr) ink(M)

(i) Umgekehrt bilden die Elemente der Gestalt (1) einen Korper,

{ f(ml,...,mr)/g(ml,...,mr) | M, peeesM, eM, f,gEk[Xl,...,Xr], g(ml,...,mr) = 0}

der den Korper k und die Menge M enthilt. Nach Definition von k(M) liegt k(M)

ganz in diesem Korper. Nach (i) ist dieser Korper aber auch ganz in k(M)

enthalten, d.h. esist
k(M) ={ f(ml,...,mr)/g(m

(ili) Esgilt

1’""Xr] Polynome mit

mr) | m m, em, f,gek[xl,...,xr], g(ml,...,mr) = O}

e 1
o KM= QUMD _
Beweis von (iii). Nach Definition ist k[M] der kleinste Ring, der k und die Menge M
enthilt. Da k(M) ebenfalls ein solcher Ring ist, folgt
k[M] € k(M).

Da jedes Element von k[M] - {0} ene Einheit von k(M) i, gilt auf Grund der
Universalititseigenschaft der Quotientenringe,

Q(k[M]) € k(M).
SchlieBlich ist Q(k[M]) ein Korper, der k und die Menge M enthilt. Also gilt

k(M) € Q(k[M]).
QED.
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3.1.7 Das Kompositum, ausgezeichnete Klassen

Seien K’ und K” zwei Korper, welche Teilkorper eines gemeinsamen
Erweiterungskorpers K sind. Dann heif3t der Durchschnitt

KK =M eukrarex b
tiber alle Teilkorper L von K, welche sowohl K als auch K” enthalten, Kompositum
von K’ und K”. Wir sagen in dieser Situation (d.h. wenn es einen gemeinsamen
Erweiterungskorper von K” und K” gibt), dal K’K” definiert ist.
EineKette

LEK.CK. L C L
I i+1

von ineinanderliegenden Teilkorpern heifit auch Korperturm.
Eine Klasse % von Korpererweiterungen heiBt ausgezeichnet, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt.
1. Fiir jeden Korperturm k € F C K gilt
Kik € % < KIF€ X und Flke’.
2. Fiir jede Korpererweiterung F/k gilt

K/k € ¥ und KF ist definiert = KF/F € %..

3. K/k € % und L/ke X und KL ist definiert => KL/kEX.

Die in 1, 2. und 3. beschriebenen Situationen kann man durch die folgenden
Diagrammeillustrieren.

K
1 K — KF K — KL
F | | | |
? k— F k— L
K

Bemerkung
Falls fiir eine Klasse % von Kdrpererweiterungen die ersten beiden Bedingungen erfiillt

sind, soist es auch die drittte, d.h. % ist ausgezeichnet.
Beweis. Betrachten wir das rechte Diagramm. Wegen 2 steht dann jeder Pfell fiir ein

Element aus X . Dasselbe gilt daher auch fiir die Zusammensetzung zweier Pfeile dieses

Diagramms (wegen 1).
QED.

3.1.8 Beispiel: Erzeugendensysteme beim Ubergang zum Kompositum
Seien K/k und L/k Korpererweiterungen mit folgenden Eigenschaften.
1. KL ist definiert.
2. K= k(ai ligl).
Dann gilt

KL = L(oci [iE€l).
Beweis. (Ubungsaufgabe ?) Wir setzen

K= L(oci liEl).

Waell L inKL liegt und aIIeoci inK asoin KL liegen, gilt dann

K* € KL.
AulRerdem gilt
K= k((xi [iel) CK und L C K'.

Es reicht also zu zeigen, K’ ist ein Korper. Das ist aber der Fall: nach Definition ist K’
der kleinste Korper, der L und alle o, enthdlt.

QED.



95

3.2 Endliche und algebraische Kérpererweiterungen

3.2.1 Definitionen
Sei K/k eine Korpererweiterung. Ein Element

xeK
heif3 algebraisch iiber k, wenn es ein Polynom f(X) € k[X] - {0} gibt mit
f(x) =0.

Anderfalls helld x transzendent iiber k. Ist Xx&K agebraisch iiber k so heil% das
Polynom
fa(X) € K[X]

kleinssen Grades mit der Nullstdle a und dem hochsten Koeffizienten 1
Minimalpolynom von a iiber k.

Seien
Xl""’xn eK
endlich vidle Elemente. Diese Elemente heil3en algebraisch abhingig iiber K, wenn es en
Polynom
f(Xl,...,Xn) € k[Xl,...,Xn] -{0}
gibt mit

f(xl,...,xn) =0.
Andernfalls heilfen die Elemente algebraisch unabhiingig iiber k.

Eine beliebige Familie
ik % &K
von Elementen aus K helfd algebraisch abhingig iiber k, fals endlich vide der X;

algebraisch abhingig sind iiber k. Andernfall heifd die Familie algebraisch unabhéingig
iiber k.

Eine Korpererweiterung K/k heift rein transzendent, wenn es eine Familie
{x}. . ,x. €K
el
von Elementen aus K gibt, die algebraisch unabhingig tiber k ist, mit der Eigenschaft,
dal3 die Menge der X; der Korper K iiber k erzeugt:
K= k(xi |iEl)

Eine Korpererweiterung K/k heifit algebraisch, fallsjedes Element von K agebraisch ist
tiber k. Andernfalls heil¥ die Korpererweiterung transzendent. Eine Korpererweiterung
K/k heifd endlich, wenn K as Vektorraum tiber k endich-dimensiona ist. Die
Dimension

[K:K] = dim, K

heifd in dieser Situation auch Korpergrad von K iiber k.

3.2.2 Beispiel: Rein transzendente Korpererweiterungen

(i)  Seien k ein Korper, Xl,...,Xn Unbestimmte und
K:= k(Xl,...,Xn)
der Korper der rationalen Funktionen in X 1,...,Xn iiber k. Dann sind die
X 1,...,Xn

algebraisch unabhiéngig iiber k und K/k ist eine rein transzendente
Korpererweiterung.
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(i) Seien K/k eine algebraische Kérpererweiterung und

1, ,x eK

Elemente, die algebraisch unabhéngig uber k sind. Dann ist die rein transzendente
Korpererweiterung
k(xl,...,xn)

als k-Algebra isomorph zum rationalen Funktionenkorper

k(Xl,...,Xn).
Beweis. Zu (i). Esreicht zu zeigen, dieXl,...,Xn sind algebraisch unabhiéngig iiber k.

Andernfalls gibt es ein Polynom f = 0 in n Unbestimmten mit
f(Xl,...,Xn) =0inK = Q(k[Xl,...,Xn]).
Xn] nullteilerfrel ist, gilt dann sogar
f(Xl,...,Xn) =0in k[Xl,...,Xn],

im Widerspruch dazu, dal3 das Polynom f ungleich Null sein soll.
Zu (ii). Betrachten wir den Homomorphismus von k-Algebren

cp:k[Xl,...,Xn] —>K,f(X1, ,Xn)|—>f(x1, " n)
Sein Bild ist gerade

Wil K[X .

Im(ep) = k[xl,...,xn]

(nach Definiton von k[xl,...,xn]). Ist f(Xl,...,Xn) ein Element aus dem Kern, so gilt
f(xl,...,xn) =0,
was auf Grund der algebraischen Unabhingigkeit der X oeees X IUP moglich ist im Fall f
=0. Alsogilt

Ker(p) = {0}

Wir haben gezeigt, die Abbildung
k[Xl,...,Xn] — k[xl,...,xn], f(Xl,...,Xn) s f(xl,...,xn),

ist en Isomorphismus von k-Algebren. Wir setzen diesen Isomorphismus mit der
natiirlichen Abbildung der rechten Rings in dessen Quotientenkorper zusammen,

KX e X ] = KX X T CROC X ), FOK e X ) X X)),

Bel dieser Abbildung geht jedes von Null verschiedene Polynom in eine Einhet iiber.
Auf Grund der Universalititseigenschaft der Quotientenringe, gibt es eine Abbildung

f(Xl, ’Xn) 1
XX =0ty ) Gy 00y 00y )
Auf Grund der Beschreibung von k(xl, ,xn) in 3.1.6 Bemerkung (ii) ist diese
Abbildung surjektiv. Auf Grund der algebraischen Unabhingigkeit der X; ist sie auch

injektiv, also ein Isomorphismus.
QED.

3.2.3 Beispiel: einfache algebraische Korpererweiterungen
Seien K/k eine Korpererweiterung, o €K ein iiber k algebraisches Element und

f(X)=c e X+ e X LixNe kX

das Minimalpolynom von a iiber k. Dann gelten die folgenden Aussagen.

() [k(o):k] =deg fa = n (< «). Insbesondere ist K/k eine endliche
Korpererweiterung.

i 1o0.., a™Lig eine k-Vektorraumbasis von k(o).
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(iii) Die Abbildung
KIXI/(F ) = k(@), p(X) mod (f ) > p(a),
ist wohldefiniert und ist ein |somorphismus von k-Algebren (kurz k-Isomorphismus).

Bemerkung
Durch das Minimal-Polynom fa ist die multiplikative Struktur des k-Vektorraum

Vo=kl+ka+ .. + koMl

vollstindig festgelegt: bei der Berechnung des Produkts zweier Elemente auf V reicht es
auf Grund des Distributivgesetzes zu wissen, wie man die Produkte

ool firij=1,..,n-1

adsLinearkombinationder 1, a, ..., an-l schreiben kann. Dazu wiederum reicht es die
Produkte der Gestalt _
oc-ocj,j =1,..n1
asLinearkombination der 1, a, ..., an-l zu schreiben. Fiir j < n-1 ist das klar:
aol = al"'l

und fiir j = n-1 erhélt man mit Hilfe des Minimalpolynoms

aaml=gn=. (c+c, a+..+Cc_ . a n-l)

o1 n-1

Beweis. Zu (i) und (ii). Zumindest gilt
) V= kl+kao+ .. + ka1l C k).

Aulerdemsind diel, o, ..., a1 linear unabhingig iiber Kk, denn andernfalls wiirde es
ein Polynom iiber k des Grades = n-1 geben mit der Nullstelle o (und dem hochsten
Koeffizienten 1). Das steht aber im Widerspruch zur Definiton des Minimalpolynoms.
Zum Bewels der Aussagen von (i) und (ii) reicht es aso zu zeigen, in (1) gilt das
Gleichheitszeichen.

Nach Definiton ist k(o) der kleinste Korper zwischen k und K, der das Element o
enthlt.

Der Vektorraum V liegt ebenfalls zwischen k und K und enthilt das Element a. Es
reicht also zu zeigen, V ist ein Korper.

1. Schritt. Das Produkt zweier Elemente V liegt wieder inV, d.h. V ist eéine k-Algebra.
Esreicht zu zeigen,

2 a-v €V fiir jedes vEV.

Denn dann gilt auch

ai v € V fiir jedes vEV,
also auch

-1 :
® al)v € V fiir beliebige a k.
i=0
Bewesenwir dso (2). Sa
- n-1
V= d0+dlot+...+dn_1a .

Dann gilt

oV = dOOL+d10L2

ozn']'+dn ol

+...+dn_ 1

2
Wir ziehen von der rechten Seite

- dn-l' fq(a) =- dn_l-O =0
ab und erhalten, da der héchste Koeffizient von dn_ 1 fa(X) gerade dn_ 1Xn Ist,

av  =k-Linearkombinationvon1, o, ..., a1 e V.
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2. Schritt: Das Inverse jedes Elements von V-{0} liegt in V, d.h. V ist ein Korper.
Se

veV-{0}.
Nach dem ersten Schritt liegen die (n+1) Vektoren

W=1vl=12 .

samtlich in V. Da V die Dimension n hat, sind sie linear abhingig iiber k, d.h. es gibt
Koeffizienten aIEk, die nicht samtlich gleich Null sind, mit

2 n_
3 agtayvra V.. +a vi= 0
Wir wihlen r derart, daf§ gilt
O—ao—...—ar_1,0¢ar.
Durch Multiplikation mitire k(o) erhaten wir eine Identitit derselben Gestalt wie (3)
%

mit ao # (0. Wir konnen also annehmen in (3) gilt a, = 0. Durch Multiplikation mit dem

0
Inversen von aO konnen wir weiter erreichen

aozl.

1+v-(a HagV+... + anvn'l) =0

Dann gilt aber

d.h.

V(-8 BV - anvn'l) =1
Mit anderen Worten, das Inversevon v liegtin'V,

-8BV - anv”'l EV.

Zu (iii). Betrachten wir den k-Algebra-Homomorphismus

K[X] = k(w), f(X) = f(a).
Wegen (ii) ist dieser surjektiv, d.h. man hat einen Isomorphimus von Ringen mit 1,

K[X]/(Ker ) — k(a), f(X) mod Ker ¢ = (o).

Nun gilt aber
feKerp < f(a) =0 <= fa [finKk[X] < fe(fa),

mit anderen Worten, esist

Kerg = (fa).
und wir haben einen wohldefinierten Isomorphismus
4 K[X]/( fa) — k(a), f(X) mod (fa) = f(a).

Esist noch zu zeigen, (4) ist en Homomorphismus von k-Algebren. Dazu miissen wir
dem Ring auf der linken Seite zunichst mit der Struktur einer k-Algebra versehen. Wir
tun dies mit Hilfe der Komposition

(5) I = K[X] = KIXJ/(f ), ¢+ > cmod (F ),

aus der natiirlichen Einbettung von k in den Polynomring k[X] und dem natiirlichen
Homomorphismus auf den Faktorring. Das Bild von c€k bel der Zusammensetzung
von (5) mit (4) ist gerade ¢ (da der Wert des konstanten Polynoms ¢ an der Stelle a
gleich cist). Mit anderern Worten, (4) ist een Homomorphismus von k-Algebren.

QED.

3.2.7 Beispiel: K[X]/(f) mit f irreduzibel
Fiir jeden Korper k und jedes irreduzible Polynom fEK[X] ist
K :=K[X]/(f)

ein Korper.
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Bezeichne ¢ den hochsten Koeffizienten von f. Dann ist die Restklasse der
Unbestimmten

o := X mod (f)
ein liber k algebraisches Element mit dem Minimalpolynom f/c und es gilt

K = k(o).

Insbesondere gibt es fiir jedes nicht-konstante Polynom von K[X] eine endliche
algebraische Korpererweiterung K/k , welche eine Nullstelle von f enthélt.
Beweis. Well k[X] ein ZPE-Ring i, ist (f) eén Primideal. Wir miissen zeigen, (f) ist
sogar maximal. Angenommen nicht. Dann gibt esein Idea | mit
(D) (f) C 1 CK[X] (echte Inklusionen).
Dak[X] ein Hauptidealring i<, gilt

| = (g) mit gek[X].
Wegen (f) < (9) gilt
f = g-h mit hek[X].

Well f irreduzibel ist, mul einer der Faktoren g oder h eine Einheit sein.
Ist g eine Einheit, so gilt | = (g) = k[X] im Widerspruch zu (1).
Ist h eine Einheit, so gilt
o (f) = (gh) = ghk[X] = gk[X] = 1.
im Widerspruch zu (1).
Insgesamt erhalten wir einen Widerspruch, d.h. (f) ist maximal und
K = K[X]/(f)

ein Korper.
Betrachten wir jetzt die Restklasse der Unbestimmiten,

a =X mod (f) = X + f(X)K[X].
Bezeichne

p: K[X] = K =K[X]/(f)

den natiirlichen Homomorphismus. Wir schreiben

a = p(X).
Mit f(X) = §a|x‘ gilt dann
i=0
fla) = g aol
=0’
= ga,p(x)i
i=0
=p( § aIXi) (p ist ein Homomorphismus von k-Algebren)
i=0
=p(f)
=0 (wegen Ker p = (f)).

Wir haben gezeigt, o ist iiber k algebraisch und ist Nullstelle von f(X). Deshalt ist das
Minimal polynom fa von o en Teler von f. Da f/c irreduzibel mit dem hochsten

Koeffizienten 1 ist, folgt
flc=1 .
o
Wir haben noch zu zeigen,
k(o) = K = K[X]/(f).
Wegen a€K gilt zumindest “C”. Beweisen wir “2”. Jedes Element von K hat die

Gestalt
g(X) mod (f)

mit einem Polynom g(X) = %] biXiEk[X]. Deshalb ist
i=0
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9(X) mod (f)

p( 3 bx)
i=0

Sbp(x)
i=0

Whal € k(o).
i=0 '
Es bleibt noch die letzte Aussage zu beweisen, dal3 jedes nicht-konstante Polynom
f(X)ek[X] in einer endlichen Korpererweiterung eine Nullstelle besitzt. Das ist klar im
Fal f irreduzibel, denn dann ist

K = K[X]/(f)
eine solche Kopererweiterung. Ist f nicht irreduzibel, so zerlege man f in ein Produkt

irreduzibler Polynome und suche fiir einen der irreduziblen Faktoren eine Nullstelle.
QED.

3.2.8 Endliche Korpererweiterungen sind algebraisch

Sei K/k eine endliche Korpererweiterung. Dann ist K/k algebraisch.

Beweis. Nach Voraussetzung ist K als Vektorraum iiber k endlich-dimensional, sagen
wir

(1) dim K=n<w.

Sel xeK. Wir haben zu zeigen, x ist algebraisch iiber k. Wegen (1) sind die n+1
Vektoren

x0 = 1, x1= X, x2, x3,..., x"
linear abhiingig iiber k, sagen wir
2 n_
ot C X+ CXTH.+C X1 = 0,

wobel die c € k nicht dle gleich Null sind. Mit anderen Worten, x ist Nullstelle des

Polynoms
- 2 n
f(X) = % + clx + 02X +...+ch e k[X] - {0}
und damit algebraisch iiber k.
QED.

3.2.9 Eigenschaften endlicher Erweiterungen und Korpergrad

()  Die endlichen Korpererweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klasse.
(i)  Fiir jeden Turm
kCFCK
von endlichen Korpererweiterungen gilt
[K:K] = [K:F]‘[F:K].
(iii) Ist K/k endlich, sagen wir

K=kw,+..+tk'w _,
1 n

und ist das Kompositum KF definiert, so gilt

KF=Fwo, +.+tFon_.
1 n

Beweis. Zu (ii). Wir wihlen Vektorraumbasen von L iiber K und von K iiber k, sagen
wir

L= K(u1+...+Kwr mit r = [L:K]
und

K= knl+...+knS mit s = [K:K].

Dann gilt
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[
L= K(ni 2 § kn .
=1 i=1j=1
d.h. die no, bilden ein Erzeugendensystem des Vektorraums L iiber k. Insbesondere ist

L/k eine endliche Erweiterung und es gilt
[L:K] = rs=[L:K]-[K:K].
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dienjmi sind linear unabhéngig iiber K.

Sel dso
i §Cn(u Omitc.ek.

i=1j=1 I L
Mit
d = § CJInJEK
gilt dann
é diu)i =0,
i=1

aso di =0 fiir alle i, dann die . sind linear unabhingig iiber K. Mit

0= d =
§ JI J
gilt aber auch Cji =0 fiir alle i und alle j, denn dle nl sind linear unabhingig iiber k.

Zu (iii). Wir setzen
K' = F'(Dl+...+F'(Dn
Dann gilt nach Definition von KF zumindest
K' € KF, FC K’ und KCK".

Es reicht also zu zeigen, K’ ist ein Teilkorper von KF. Beachten wir, Addition und
Multiplikation von KF definieren eine Abbildungen

K'xK" — K.
Fiir die Addition ist das trivial. Bei der Multiplikatioin beachten wir, das Produkt von je
zZwel mi’s ist eine k-Linearkombination von mi’s, aso est recht eine F-

Linearkombination. Damit ist K’ zumindest eine F-Algebramit 1. Wir haben zu zeigen,
das Inverse eines jeden Elements a€K’-{0} liegt in K'. Da K’ en endliich-
dimensionaler F-Vektorraum ist, sind die (unendlich viden) Potenzen von o linear
abhiingig iiber F, d.h. es besteht eine Relation

f0+floc+ +foc =0,

wobel diefiEF nicht alle gleich Null sind. FallsfO

ist, durch o teilen und erhalten eine Relation desselben Typs (und kleinern Grades). Wir

konnen deshalb annehmen, fo;é 0. Indem wir durch fo tellen, erreichen wir,

fO:1.

=0 ist, konnen wir, da KF ein K&rper

Dann gilt aber
— (L _ r-1
1=0of fl fzoc ...+fr0c ),
d.h. dasInverse
£ - _ r-1ce = K’
fl f20c ...+fra EF(ol+...+Foon K
vona liegtinK’.
Zu (i). Eigenschaft 1: sie
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kCFCK
ein Korperturm. Falls K/k endlich ist, d.h.

K=kw, +..+k-®_,
1 n

s0 hat F as linearer Unterraum von K ene endliche Dimension, d.h. F/k ist endlich.
Weiter gilt wegen kCF auch

KCFw, +.+Fo_ CK,
1 n

d.h. K/F ist endlich. Umgekehrt folgt aus der Endlichkeit von K/F und F/k auch die von
K/k (nach (iii)).

Eigenschaft 2: Seien K/k endlich, L/k beliebig und sei KL definiert. Dann gibt es eine
endliche Basis von K iiber k, sagen wir

K=kw,+...+ k-w
1 n

Nach (iii) folgt

KL=Lw,+..+L-w_,
1 n

d.h. KL/L ist endlich.
QED.

3.2.10 Endlich erzeugte algebraische Erweiterungen sind endlich
Sei K/k eine endlich erzeugte Korperweiterung, sagen wir
K= k(ozl,...,(xn).
Wir nehmen weliter an, jedes a. ist algebraisch iiber k. Dann ist die Erweiterung K/k
endlich.

Insbesondere sind endlich erzeugte algebraische Korpererweiterungen endlich.
Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Im Fall n = 0 gilt

K=Kk
und die Aussage ist trivial. Sei jetzt n > 0. Wir setzen
K :=k(a ).
n

Dann ist jedes der ocj nicht nur algebraisch iiber k sondern auch iiber k’. Nach

I nduktionsvoraussetzung ist
K/k’ endliche Korpererweiterung.
Nach 3.3.9 reicht es zu zeigen,
k’/k ist endliche Korpererweiterung.
Nach 3.2.3 ist aber k’= k(an) ein endlich-dimensionaler k-V ektorraum der Dimension

[k:k]=degf (<),
n

wenn fa das Minimal polynom von o iiber n bezeichnet.

n
QED.

3.2.11 Eigenschaften algebraischer Korpererweiterungen
Die algebraische Korpererweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klassse.

Beweis (Aufgabe?). Eigenschaft 1.
Sei

kCFCK

ein Korperturm. Falls K/k algebraisch ist, so ist jedes Element von K algebraisch iiber k,
also auch iiber F, d.h.

K/F ist algebraisch.
Auflerdem ist insbesondere jedes Element von F algebraisch iiber k, d.h.

F/k ist agebraisch.
Seien jetzt umgekehrt F/k und K/F agebraisch und sei

ackK.
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Wir haben zu zeigen, o ist algebraisch iiber k. Nach Voraussetzung ist o algebraisch
tiber F. Seien
Ay, 0. EK
1 r

die Koeffizienten des Minimal polynoms von a. iiber F. Dann ist o algebraisch iiber
k(al,...., ocr), d.h.

k(o e (xr,oc)/ (¢ 17 ocr) ist endliche Korpererweiterung.
DaF/k agebraischist, ist jedes o algebraisch iiber k, d.h.

k(al,...., ocr)/k ist eine endliche Korpererweiterung

(nach 3.3.10). Damit ist aber auch
k(ocl,...., ocr,a)/k endliche (also algebraische) Korpererweiterung,

d.h. o ist algebraisch iiber k.

Eigenschaft 2. Seien K/k und L/k Korpererweiterungen mit folgenden Eigenschaften.

1. K/K ist dgebraisch.

2. KL ist definiert.

Wir haben zu zeigen, KL/L ist algebraisch. Wegen 1 konnen wir K in der Gestalt
K= k(ozi | 1E€1)

schreiben mit einer Familie von Elementen cxiEK, die agebraisch iiber k sind. Nach
3.1.8 gilt damit

KL = L(ai [iEl).
Jedes Element
acKL
ist somit ein rationaler Ausdruck in endlich viden der o;, sagen wir Otppeeesy O mit

Koeffizienten aus L, d.h.
oL’ ;= L(al,...., an).

Dajedesder o algebraisch ist iiber k (also erst recht iiber L), ist
L’/L endlich
(vgl. 3.2.10) und damit erst recht algebraisch (vgl. 3.2.8). Also ist o algebraisch iiber L.

Wir haben gezeigt KL/L ist algebraisch.
QED.

3.2.12 Existenz von Nullstellen von Polynomen in Erweiterungskorpern
Seien k ein K&rper und fl,...,frek[X] endlich viele nicht-konstante Polynome. Dann gibt

es eine endliche Korpererweiterung K/k derart, daf3 jedes fi tiber K in Linearfaktoren

zerfallt.
Beweis. Ergibt sich durch Wiederholtes Anwenden aus 3.2.7.
QED.

3.2.13 Fortsetzung von Einbettungen

Seien K/k und K’/k zwei Korpererweiterungen, F ein Koérper zwischen k und K und
h: F— K’
ein k-Homomorphismus, d.h. das folgende Diagramm sein kommuitativ.
k C© FCK

n_ h
K

Weiter sl €K ein iiber F algebraisches Element mit dem Minimalpolynom
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f ()= YaxieFx].
o e
Das Polynom

h i :
fa¥)= 3 ha)x' €K'[x]
1=
habe eine Nullstellea’ in K.
Dann gibt es genau eine Fortsetzung
h': F(a) = K’
von h zu eéinem k-Homomorphismus mit b’ (o)) = o’

Beweis. Existenz von h’ .Wir betrachten den Homomorphismus von k-Algebren
FIX] =K', p(X) - p(e).
Wegen fg(a’) = 0 liegt fa im Kern und nach dem Homomorphiesatz gibt es einen

Homomorphismus

FIX1/( fa) — K’, p(X) mod (fa) = ph(a’).
Nach 3.2.3 ist aber der Definitionsbereich dieses Homomorphismus isomorph zu F(a).
Genauer, es gibt einen F-1somorphismus

F(o) = FIXJ/(T ), p(e) = p(X) mod (F ).
Durch Zusammensetzen erhalten wir also einen Homomorphismus

h:F(o) = K’ p(e) = p(o). |

Wiihlt man fiir p ein Polynom des Grades 0, so sieht man, daf die Einschriankung dieses

Homomorphismus auf F gerade hist,
h’ |F = h.

Insbesondere st h ein k-Homomorphismus. Und fiir p(X) = X erhélt man,
h(a) =a'.
Eindeutigkeit von h'. Falls h’ existiert, so gilt fiir jedes Polynom

px) = 3 bX! €FX),
i=0
dal’ das Bild von p(a) bel h' feststeht:

' (p(ar)) = h’(_?o b.ah) = _?0 ' (b)h(e)! = _%’O (oo = plicr).
1= 1= 1=
Jedes Element von F(a) hat aber die Gestalt p(a), d.h. h' ist eindeutig bestimmt.
QED.

3.3 Die algebraische AbschlieS8ung

3.3.1 Definitionen

Ein Korper k heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Polynom
f(X) e K[X]

mit Koeffizienten aus k mindestens eine Nullstelle in k besitzt. Eine algebraische

Abschlief3ung des Korpers k ist ein algebraisch abgeschlossener Korper K, welcher den

Korper k als Teilkorper enthélt und welcher algebraisch ist tiber k.

Bemerkung

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, jeder Korper k besitzt eine algebraische

Abschliefdung und diese ist bis auf k-1somorphie eindeutig bestimmt.
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3.3.2 Zerlegung in Linearfaktoren

Sei k ein Korper. Dann sind folgende Aussage dquivalent.

0] k ist algebrai sch abgeschl ossen.

(i) Jedes nicht-konstante Polynom von k[X] ist iiber k Produkt linearer Polynome.
Beweis. (ii) = (i). Trivid, dajedes lineare Polynom von K[ X] in k eine Nullstelle besitzt.
(i) = (ii). Sei

)= Yaxi ekx],a=0,
i=0' "
ein nicht-konstantes Polynom. Wir haben zu zeigen, f ist Produkt linearer Polynome aus
K[X].ImFal n=1ist dastrivial. Sai jetzt n > 0. Nach Voraussetztung hat f in k eine
Nullstelle

k.
Deshalb gilt
()=f)-f@ = Jaxi-d)
i=0
= ¥ a (x-a(xLrax!24a?xi3r_+d L)
i=0
= (X-8)g(X)

mit g(X)EK[X]. Nach Induktionsvoraussetzung ist g(X) Produkt linearer Polynome aus
k[X]. Also gilt dasselbe auch fiir f(X).
QED.

3.3.3 Fortsetzung von k-Einbettungen

Seien K/k und K’/k zwei Korpererweiterungen, F ein Korper zwischen k und K und
h: F— K’
ein k-Homomorphismus, d.h. das folgende Diagramm sein kommutativ.
k C© FCK

N h
K k)
Ist K’ algebraisch abgeschlossen und K algebraisch iiber F, so gibt es eine Fortsetzung
h:K— K’
von h zu einem k-Homomorphismus.
Mit anderen Worten, jeder k-Homomorphismus mit Werten in einem agebraisch
abgeschlossenen Koper 148t sich auf jede algebraische Erweiterung fortsetzen.
Beweis. Wir betrachten die Menge
M ={ (L, ch:L—>K’) |[FCLCK, ch|F =h, P ist k-Homomorphismus}

aller Fortsetzungen von h zu einem k-Homomorphismus auf einen Korper L zwischen F
und K. Wir versehen diese Mengen mit der folgenden Halbordnung.
(L, ch:L—>K’) < (L, ch,:L'—>K’) < L C L’ Teilkorper und ch,|L =9
Man beachte, “<” ist tatsidchlich reflexiv, antisymmetrisch und trangitiv. Zeigen wir, die
hal bgeordnete Menge JII. geniigt den Bedingungen des Zornschen Lemmas. Sei also
(L, oL —K) i}

einelinear geordnete Tellmenge von JL., d.h. fiir je zwei @, seien die Definitionsbereiche
ineinander enthalten und das eine @; ist Fortsetzung des anderen. Wir setzten

L=Ug L



106

und definieren @: L — K’ durch ¢(x) = cpi(X) falls xELi .
Die Definition von g ist korrekt, da je zwel P, die in enem x€L definiert sind, dort
denselben Wert haben. Die Menge L ist ein Korper zwischen F und K,

FCLCK,
denn fiir je endlich viele Elemente von L gibt es ein i, so dal3 Li diese Elemente enthdilt.

Nach Konstruktion ist (L, @) ein Element von Jll. und eine obere Schranke der
gegebenen linear geordneten Teilmenge.
Wir haben gezeigt, M. geniigt den Bedinungen des Zornschen Lemmas. Also besitzt Jif.
ein maximales Element, sagen wir
Q) (L';: @ :L’—K").
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, L’ = K: Angenommen, dasist nicht so.
Dann gibt esein Element

acK’ - L.
Bezeichne faeL’[X] das Minimalpolynom von o iiber L’ Wir haben dann ene

Situation wiein 3.3.12;
k C L'CK

N/ (mit F=L", h=¢')
K1

Weiter hat das Bild fflp eK’[X] von fa eine Nullstellein K’ (weil K’ algebraisch

abgeschlossen ist). Nach 3.2.13 gibt es also elne Fortsetzung von ¢’ zu einem k-
HomomorphismusL’ (o) — K’. Das steht aber im Widerspruch zur Maximalitit von
(). AlsogiltL" =K.

QED.

3.3.4 Die Existenz eines algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorpers
Jeder Korper k ist Teilkorper eines algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorpers.

Beweis. Wir betrachten die folgende Aussage

(*)  Jeder Koper K ist Teilkorper eines Korpers K’ mit der Eigenschaft, daB jedes
nicht-konstante Polynom von K[X] eine Nullstelle in K’ hat.

1. Schritt: Reduktion auf den Beweis von Aussage (*).
Wir bewe sen die Aussage des Satzes unter der Annahme, dal3 Aussage (*) richtig.

Dazu betrachten wir eine Folge von Korpererweiterungen
k:kog klg ...Qki C ki+lg

derart, dal3 jedes nicht-konstante Polynom mit K oeffizienten aus ki ein Nullstellein ki 41

besitzt. Eins solche Folge von Korpererweiterungen existiert wegen (*). Wir setzen

K := U‘i’ozo k;
Diese Menge K hat die Eigenschaft, daf3 es fiir je endlich viele Elemente
C,y....C EK
17
eini gibt mit
CqyrenC EK. .
(N

Insbesondere liegen dann ale Elemente, die man durch Kérperoperationen aus diesen
gewinnen kann, wieder in ki , dso auch in K. Das Ergebniss dieser Korperoperationen
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héngt damit nicht von der speziellen Wahl von i ab, da fiir je zwei i der eine Korper ki

ein Teilkorper des anderen ist. Mit anderen Worten,
K
ist ein Korper, der sdmtliche ki also Teilkorper enthilt. Sei jetzt

f(X) € K[X]
ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es en i derart, dal3 die endlich viden
Koeffizientenvonfin ki liegen, d.h. esgilt

f(X) e ki[X].
Nach Konstruktion besitzt f eine Nullstelle in ki und damit auch in K. Mit anderen

Worten, K ist algebraisch abgeschlossen (und enthilt k als Teilkorper).
2. Schritt: Bewels der Aussage (*).
Bezeichne F die Menge der nicht-konstanten Polynome von K. Fiir jedes fEF wihlen

wir eine Unbestimmte X ; und betrachten den Polynomring

® KIX, |fEF]

in den unendlich vielen Unbestimmten. Ein Element dieses Rings ist ein Polynom mit
Koeffizienten aus K in jewells endlich viden der Unbestimmten Xf. Je endlich vide

Elemente von (1) liegen deshalb bereits in enem Polynomring in endlich vieen
Unbestimmten und die Ringoperationen finden bereits in diesem Tellring <tatt.
Betrachten wir das Idedl

(2 | ;= (f(Xf) | fEF)

von (1), das von alen Polynomen der Gestalt f(Xf) erzeugt wird. Zeigen wir, | ist en

echtes Ideal von (1). Angenommen, | ist nicht echt, Dann gilt 11, d.h. es gibt Polynome
gl,...,gre K[Xf | f€F] und Polynomefl,...,frEF mit

1= glfl(xf1)+"'+grfr(xfr)'

Wir schreiben im folgenden einfach Xi fir X, . In der obigen Identitit kommen

fy

insgesamt nur endlich vide der Unbestimmten X, vor. Bezeichnen wir diese mit X

f 1
,...,XN (mit N = r). Dann bekommt die Identitéit die Gestalt

3) 1= élgi (X X I OC)
und sie 148t sich als Identitéit im Polynomring

K[X
auffassen. Nach 3.3.11 gibt es eine endliche Korpererweiterung
K’/K
die fiir jedes i = 1,...,r eine Nullstelle o, von fi enthilt. Wir setzen diese Nullstellen in (3)

X

en (Xi = firi=1,...rund Xi =0 fiir i > r) und erhalten

1=0inK".
Dieser Widerspruch zeigt, dal3 das Idea | ein echtes Ideal ist. Wir wihlen en
maximales Ideal von (1), welches I enthiilt,
mC K[Xf | fEF] maximal mit | C m,

und setzten
K':= K[Xf | fEF])/m.

Weil m maximal ist, ist K’ ein K&rper. Betrachten wir die Komposition
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chq@|EH—JLeszecmMnL
aus der natiirlichen Einbettung von K in K[X f | f€F] und dem natiirlichen

Homomorphismus p. Der Korper K* wird so zur K-Algebra und damit zu einer
Korpererweiterung von K. ES reicht zu zeigen, jedes fEF besitzt in K’ eine Nullstelle.
Mit
O 1= p(Xf) e kK
gilt
fa) = f(p(X4)) = p(f(X)) = 0.
Das letzte Gleichheltszeichen gilt dabei wegen
f(Xf) €1 < m=Ker(p).

QED.

3.3.5 Die Existenz einer algebraischen Abschlief3ung
Seien k ein Korper und K/k eine Korpereweiterung mit K algebraisch abgeschlossen.
Wir setzten

k :={ XEK | x algebraisch iiber k }.

Dannist k ein Teilkérper von K und eine algebraische AbschlieBung im Sinne von
3.3.1. Insbesondere besitzt jeder Korper eine algebraische AbschlieBung.

Beweis. Seien x,y€k . Dann ist x algebraisch tiber k und y ist algebraisch iiber k, also
auch iiber k(x). Dann sind
k(x)/k und k(x,y)/k(x)
endliche algebraische Korpererweiterungen, also ist auch
k(x,y)/k
eine solche. Insbesondere sind die folgenden Elemente algebraisch iiber k:
X+y, X'y € K(X,y)
im Fall y= 0 auch
xly € k(x,y).

Die Koperoperationen von K fiihren also nicht aus k heraus und k ist mit diesen
Operationen ein Korper. Nach Konstruktion gilt

kCkCK

und K ist algebraisch iiber k. Wir haben noch zu zeigen, K ist algebraisch abgeschlossen.
Sei

f(X) € k[X]
ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt esin K eine Nullstelle von f, sagen wir
ackK, f(a) = 0.

Esreicht zu zeigen, o liegt sogar in k. Nach Konstruktion ist o algebraisch iiber k, d.h.
k (o)/k

ist eine algebraische Korpererweiterung. Da k/k algebraischist, ist esauchk (c)/k (nach

%ZE.él). Also ist o algebraisch iiber k, d.h. es gilt 0€K.

3.3.6 Die Eindeutigkeit der algebraischen Abschliel3ung

Seien k ein Korper und k eine algebraische AbschlieRung. Dann gilt:

(i)  Die natiirliche Abbildung ¢: k — Kk ist ein k-Homomorphismus mit Werten in
einem algebraisch abgeschlossenen Korper.
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(i)  Fiir jeden k-Homomorphimus p: k — K mit Werten in einem agebraisch
abgeschlossenen Korper K gibt es einen (nicht notwendig eindeutig bestimmten)

k-HomomorphisrT1USc~p: k — K, fiir welchen das folgenden Diagramm
kommutativ wird.

K ¢

ol o
k

(i) st K algebraisch iiber k, so ist jeder k-Homomorphismus ¢ wie in (ii) en k-
| somorphismus.

Bemerkung

Je zwei agebraische Abschlief3ungen sind aso isomorph. Der Isomorphismusist jedoch

im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt (es gibt keinen “natiirlichen” Isomorphismus).

K

Beweis. Zu (i). Trivid.
Zu (ii). Folgt aus 3.3.3 mit F=kund h=¢: k = K..
Zu (iii). Als k-Homomorphismusist

¢k =K
injektiv. Es reicht also, die Surjektivitit zu beweisen. Sei
aceK

vorgegeben. Nach Voraussetzung ist K algebraisch iiber k. Sei
fa(X)Ek[X]

das Minimalpolynom von o iiber k. Da sowohl k aso auch K agebraisch

abgeschlossen sind, zerfillt das Polynom iiber beiden K&rpern in Linearfaktoren:
fa(X) = (X-ocl)(X-ocz)...(X-ocr) mit o arEK , 0=

1 (12,..., 1
und
f (X) = (X-B)(X-B,)..(X-B) mit B, By BreE.
Fiir jedes i gilt
fa(&}([si)) = o( f (B (weil @ €in k-Homomorphismus ist)
= ¢(0)
=0.

Mit anderen Worten, c~p(Bi)EK ist eine der Nullstellen o, von fa. Esgilt also

@ By By B C{cry, Oy 0t}
DacTJ injektiv ist und es genauso vieleai wie ﬁi gibt, gilt nicht nur das Inklusionszeichen,
sondern sogar das Gleichheitszeichen. Insbesondere ist
ac {al, Ol (xr} C Im(q),

d.h. a liegtim Bild von g.
QED.
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3.4 Zerfallungskérper und normale Erweiterungen

3.4.1 Definition: Zerfillungskorper

Seien K/k eine Korpererweiterung und {fi} eine Familie von Polynomen aus k[ X].

iel
Jedes der fi zerfalle in Linearfaktoren iiber K. Sei
M ={a€K | fi(oc) = 0 fiir ein i€}

die Menge der Nullstellen aller fi inK.

Dann zerfalen diefi(X) auch iiber

K’ := k(M)
in Linearfaktoren, und K’ der kleinste Korper zwischen k und K mit dieser
Eigenschaft.'® Er hei Zerfillungskorper der fi iiber k (in K).

Bemerkung
Ziel dieses Abschnitts ist es, die Eindeutigkeit des Zerfillungskorpers bis auf k-
| somorphie zu beweisen und dessen grundlegende Eigenschaften zu behandeln.

3.4.2 Charakterisierung der Zerfillungskorper

Seien k ein Kérper, K eine algebraische Abschliefung von k und K ein Kérper zwischen
k und k,

kCKCKk.
Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
() Kk ist Zerfallungskorper einer Menge von Polynomen aus k[ X].

(i)  Jeder k-Homomorphismus h:K — k ist ein k-Automorphismus K—K, d.h. es gilt
h(K) = K.

(iii)  Jedesirreduzible Polynom f(X)&k[X] mit einer Nullstelle in K zerfillt iiber K in
Linearfaktoren.

Beweis. (i) = (ii). Sei K Zerfillungskorper der Familie {fi} iy VOon Polynomen

f.ek[x]

iiber k. Wegen K C k wird dann K von den Nullstellen der fi ink iiber k erzeugt;
K =k( a€eK |fi(0c)=0 fiir ein i€l).

Sei jetzt h: K — k ein h-Homomorphismus. Weil fi Koeffizienten in k hat, wird bei h
jede Nullstelle von fi in ene Nullstelle von fi abgebildet. Mit anderen Worten, h
permutiert fiir jedes 1 die Nullstellen von fi. Damit induziert h auf dem

Erzeugendensystem
{ a€K | |fi((x):0 fiir ein i€l }

des Korpers K iiber k eine Bijektion. Deshalb gilt aber
h(K) =K,
d.h. hist ein k-Automorphismus von K.

(i) = (iii): Sei fEK[X] ein irreduzibles Polynom mit der Nullstelle o in K. Weiter sei
BE k eineweitere Nullstelle von f. Dann gibt es einen k-1somorphismus

> d h. jeder Korper zwischen k und K, iiber dem die fi in Linearfaktoren zerfallen, enthdlt K’ als

Teilkorper.
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_ _ _ - k(o) = k(p), _
der o in p abbildet. Wir setzen diesen zu einem k-Homomorphismus
K— K.

Nach Voraussetzung (ii) wird dabei K vollstindig in K abgebildet. Insbesondere liegt
in K. Wir haben gezeigt, dle Nullsellen, die f in k besitzt, liegen sogar in K.
Insbesondere ist die Zerlegung von f in Linearfaktoren iiber k sogar eine Zerlegung iiber
K. Wir haben gezeigt, es gilt (iii).

(iii) = (i). Fir jedes a€EK zerfillt das Mininmalpolynom fa von o iiber K in

Linearfaktoren iiber K, d.h. die Nullstellen von fa in k liegen sogar in K. Damit ist K

Zerfallungskorper der Familie

{ foz} acek
inK.
QED.

3.4.3 Definition: normale Korpererweiterungen

Eine algebraische Korpererweiterung K/K, die den dquivalenten Bedingungen von 3.4.2
geniigt, heiit normal.

Beispiel 1
SeC= eZ:rcI/ Neine primitive Einheitswurzel. Dann ist die Korpererweiterung
Q@)1
normal.
Beweis. T ist Nullstelle des Polynoms
f(X) = x"-1.
Die Nullstellen dieses Polynoms sind aber gerade die n-ten Einheitswurzeln
¢ i=041,.,n1
Dieseliegenin (). Mit anderen Worten Q(C) ist Zerfillungskorper von f iiber @.
QED.
Beispiel 2

Jede Quadratische Erweiterung, d.h. jede Erweiterung K/k des Grades 2 ist normal.
Bewels. Fiir jedes a€K-k gilt
1<[k(a):k] |[K:k] =2
d.h. esist
K = k(o)
und das Minimalpolynom fa von a iiber k hat den Grad 2. Damit gilt

f,(X) = (X-0)(X+a),
d.h. K ist der Zerféllungskorper von foc tiber k.
QED.
Beispiel 2
Die Erwelterung

2(V2)/0

ist nicht normal.

.3 . .
Beweis. Y2 ist Nullstelle des iiber @ irreduziblen Polynoms
f(X) = x3-2.

Der Korper (IJ(%/E) liegt ganz in den redlen Zahlen. Das Polynom hat aber auch
komplexe Nullstellen, zum Beispiel
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35.020/3

3= , .
Deshalb zerfillt f(X) iiber ©(3/2) nicht in Linearfaktoren, d.h. die Kérpererweiterung ist
nicht normal.
QED.

3.44 Eindeutigkeit des Zerfillungskorpers
Seien K/k und K’/k zwei Korpererweiterungen und

D {flig

eine Familie von Polynomen aus k[X], von denen jedes iiber K und iiber K’ in
Linearfaktoren zerfalle. Wir bezeichnen mit
L bzw. L’
den Zerféllungskorper von iiber k in K bzw. in K’. Dann gibt es einen (nicht notwendig
eindeutig bestimmten) k-Isomorphismus
L—L".

Beweis. Wir bezeichnen mit L bzw. L’ eine agebraische AbschlieRung von L bzw. L',

Weil L’ algebraisch abgeschlossen ist, 1Bt sich die natiirliche Einbettung
k—L’
fortsetzen zu einem k-Homomorphismus
oK —>L’
(nach 3.3.3). Analog 146t sich die natiirliche Einbettung
k—L
fortsetzen zu einem k-Homomorphismus
K — L.
Da o und T Homomorphismen iiber k sind, iiberfiihren sie die Nullstellen der fi in
Nullstellen der fi' Da diese Nullstellen die Korper K bzw. K erzeugen, folgt

o(K) €K undt(K") C K,
d.h. o und T sind k-Homomorphismen

oK = K’ bzw. t:K’ — K.
Die beiden Zusammensetzungen

1e0. K = K und oet:K'— K’
sind nach 3.4.2 Automorphismen iiber k. Insbesondere sind o und v surjektiv. Als k-
Homomorphismen sind sie injektiv, d.h. ¢ und t sind k-lsomorphismen
K — K’ bzw. K’'—K.
QED.

3.4.5 Eigenschaften normaler Korpererweiterungen

Seien K/k und L/k Korpererweiterungen.
(i) Ist K/k normal und liegen K und L in einem gemeinsamen Oberkérper, so ist auch
KL/L normal.
(i)  Ist K/k normal und F ein Korper zwischen k und K,
kC FCK.
dann ist K/F normal.
(i) Sind K’ und K” Korper zwischen k und K so besteht die folgende Implikation:
_K’/k und K”/k norma = K’K"/k normel und K’ NK"/k normal.
Bewels. Ubungsaufgabe
QED.
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3.5 Separabilitét

3.5.1 Separabilititsgrad

Seien K/k eine endliche Korpererweiterung und K eine algebraische Abschlieflung des

Korpers k. Dann heifit die Anzahl der k-Einbettungen von K in k Separabilititsgrad von
K iiber k und wird mit

[KiK]g = # 0:K—k | o ist eine k-Einbettung}

bezeichnet. Die Bilder eines Elements oK bei diesen k-Einbettungen heil3en die zu o
iiber k konjugierten Elemente.

Bemerkungen

() Dajezwei adgebraische Abschliefdungen k-isomorph sind (nach 3.3.6), ist die

Definition des Separabilititsgrads unabhiingig von der speziellen Wahl von k.
(i)  Der Separabilititsgrad ist endlich. Um das einzusehen, wihlen wir eine k-
Vektorraumbasis von K iiber k, sagen wir

K=kw,+...4+kw .
1 n

Zum Beweis der Endlichkeit des Separabilititsgrades reicht es zu zeigen, dal3 es
fiir das Bild jedes Basiselementes . be einer k-Einbettung nur endlich vide

Moglichkeiten gibt.
Jedes der Basiselemente o, ist nach Voraussetzung algebraisch iiber k. Sei
f(”i(X) € k[X]
das Minimalpolynom von . iiber k. Dann gilt fiir jede k-Einbettung o:K—k:
fwi(O((Di)) = 0(fwi((oi)) =0(0) =0,

d.h. o(coi) ist eine Nullstelle von fm in k. Die Anzahl dieser Nullstellen ist aber
[

endlich.
3.5.2 Beispidl: [k(a):k]S

Seien K/k eine einfache algebraische Korpererweiterung, sagen wir
K =k(a),
und bezeichne fa das Minimalpolynom von a iiber k. Dann ist der Separabilititsgrad

gerade die Anzahl
[k(oc):k]S = #{pEK | fa(ﬁ) =0} #{diezu a iiber k konjugierten Elemente}
der paarweise verschiedenen Nullstellen von fa in einer algebraischen Abschliefung k
von k. Insbesondere gilt
[k(a):k]s < [k(a):K]

Beweis. Fiir jede Nullstelle BEK von fa gibt es einen k-1somorphismus

k(e) = K[X]/(F ) = k(B), p(e)=> p(X) mod (f ) = p(B),
d.h. eine k-Einbettung
o:k(o) = k mit o(a) = B.
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Der Separabilititsgrad ist als mindestens so gro3 wie die Anzahl der Nullstellen von foc

in k. Umgekehrt bildet jede k-Einbettung

o: k(o) = k
die Nullstelle o. von fa in eine Nullstelle von fa ab. Und die k-Einbettung ist durch das
Bild von o eindeutig festgelegt (well k(o) von den Potenzen von o erzeugt wird).
QED.

3.5.3 Verhalten beim Zusammensetzen von Korpererweiterungen

Seien K/k eine endliche Korpererweiterung und F ein Korper zwischen k und K,
kCFCK.

[K:Klg = [K:FIG[FK]

Dann gilt

Beweis. Bezeiche

F

eine algebraische Abschliefung von F. Da F algebraisch ist iiber k , ist F auch eine
algebraische Abschliefung von k und kann damit zur Berechnung der
Separabilititsgrade [K:k]S und [F:k]S verwendet werden. Fiir je 2zwe

Korpererweiterungen K’/k und K”/k bezeichne
Homk(K’ , K”)

die Menge der k-Einbettungen von K’ in K”.
Wir betrachten die Abbildung

y:Hom, (K, F) — Hom, (F, F), o= ol
Esqilt

Hom, (K, F)=U 1),

tEHomk(F,IE) v
Die Vereinigung auf der rechten Seiteist dabei digunkt. Esgilt also
[K:K] = #Hom, (K, F) = s #y i),
rEHomk(F; F)

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen
) #y L) = [K:F], fir jedes T€Hom, (F, F)
denn dann ist

[K:k] = [K:F] #Hom, (F, F) = [K:FI[FK
Beweisen wir aso (1). Fiir fest vorgegebenes tEHomk(F, F) wihlen wir ene
Fortsetzung

T.F—-F

von T zu einer k-Einbettung von F. Eine solche Fortsetzung existiert nach 3.3.3 (da der
Definitionsbereich algebraisch iiber F und der Wertebereich algebraisch abgeschlossen
ist). Nach 3.3.6(iii) ist T ein |somorphismus.

Betrachten wir die Abbildung
Home (K, F) —™(x) (€ Hom, (K, ), o= Te0.
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Sie ist wohldefiniert, da o auf F die identische Abbildung und T die Abbildung T

induziert. Die Abbildung ist injektiv, da T dn k-Isomorphismus ist. ES reicht zu zeigen,
die Abbildung ist auch surjektiv, denn dann gilt

#yH(x) = # Hom (K, P) = [K:F]
Zeigen wir also die Surjektivitidt der Abbildung. Fiir
o€y ) C Hom, (K, F)

gilt

0|F =t = TlF
d.h.

;'1 0|F =1d,
d.h.

1 ocHom (K, F).
Das Element %’1
QED.

o ist gerade das gesuchte Urbild von o.

3.54 Vergleich mit dem Korpergrad
Fiir jede endliche Korpererweiterung K/k gilt
[K:k]Ss [K:K].

Bewels. Als endliche Korpererweiterung ist K/k endlich erzeugt, sagen wir
K= k(al,...,an)
Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Im Fal n = 1 gilt die Behauptung auf

Grund von Beispiel 3.5.2. Sal jetzt n > 1.Wir setzen
F:= k(ocl)

und bezeichnen mit F eine agebraische Abschliefung von F. Dann ist F agebraisch
abgeschlossen und algebraisch iiber F, also auch iiber k (nach 3.2.11). Insbesondere ist

F auch eine algebraische Abschliefung von k und kann daher zur Berechnung des
Separabilitidtsgrades von K/k benutzt werden. Nach Konstruktion gilt
K= F(az,...,an).

Nach Induktionsvoraussetzung ist
[K:F]ss [K.F].
Auf Grund von Beispiel 3.5.2 ist aul3erdem
[F:k]ss [FK].
Zusammen erhalten wir
[K:k]S: [K:F]S.[F:k]ss [K:F]-[FK] = [K:K].
QED.

3.5.5 Separabilitit: Polynome, Elemente und Erweiterungen

Sei k ein Korper. Ein nicht-konstantes Polynom f(X)EK[X] heil3 separabdl iiber k, wenn
es in keinem Erweiterungskorper K von k eine mehrfache Nullstelle besitzt. Andernfalls
heif3t f inseparabel.

Sei K/k eine algebraische Korpererweiterung. Ein Element o €K heil3t separabdl iiber k,
wenn das Minimalpolynom fa von o iiber k separabel ist.

Eine algebraische Korpererweiterung K/k heifit separabel, wenn jedes Element von K
separabel ist iiber k.
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Bemerkungen
()  Ist K/k eine separable algebraische Erweiterung und F ein Korper zwischen k und
K, soigt (trivialerweise) auch F/k separabel.
(i) Inder Situation von (i) ist aber auch K/F separabel.
Beweisvon (ii). Sei a€K. Seien
faek[X] und gaeF[X]

die Minimalpolynome von a iiber k bzw. iiber F. Wegen kCF ist dann das Polynom 9
einTelervonf
o
9, 1 To
Nach Voraussetzung ist ist a separabel iiber k, d.h. fa hat keine mehrfachen Nullstellen.
Dann hat aber ga ebenfallskeine, d.h. a ist separabel iiber F.
QED.

3.5.6 Beispiel: eine inseparable Korpererweiterung vom Grad p
Seien p eine Primzahl k der rationale Funktionenk&rper
k=IF p(T)

in einer Unbestimmten T iiber dem Korper IF D aus p Elementen. Das Polynom

f(X):=XxP-Te le[T]

ist ein Eisenstein-Polynom beziiglich T, also irreduzibel iiber k. Sei

K/k
eine Korpererweiterung, die eine Nullstelle
xeK
von f(X) enthilt.
Weiter gilt

f(X)=XP-T=xP-xP= § ('?) X1 ()P = (X-x)P iiber K.
i=0

Man beachte, die Binomiakoeffizienten (Fl)) sind auBer fiir i =0 und i = p Vielfache von

p. DaK die Charakteristik p hat, sind also alle Summanden der obigen Summe mit
i=0,p
gleich Null. Wir sehen damit, in jeder Erweiterung K/k, die eine Nullstelle von f enthilt
ist diese Nullstelle eine p-fache Nullstelle.
Insbesondere ist
f(X) :=xXP-T
inseparabel iiber k. Jede Nullstelle dieses Polynoms (in einer Korpererweiterung K von
k ist inseparabel iiber k und jede Korpererweiterung von, die eine Nullstelle dieses
Polynoms enthilt ist inseparabel. Insbesondere ist der Korper
F:=k[X]/(XP-T)

inseparabl, normal und vom Grad p {iber k.

Bemerkung
Der nachfolgende Satz zeigt, dal3 separable Erweiterung eine besonders einfache
Struktur besitzen: sie sind alle vom Typ desin 3.2.3 berschriebenen Beispiels.

3.5.7 Der Satz vom primitiven Element
Sei K/k eine endliche separable Korpererweiterung. Dann besitzt K {iber k ein primitives
Element, d.h. ein Element o €K mit

K = k().
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Beweis. Wir fiithren den Beweis hier nur fiir den Fdl,, daf3 k unendlich vide Elemente
enthélt,
#K=oo,
Den Fall endlicher Korper behandeln wir im niachsten Abschnitt (vgl. 3.6.5). Well K/k
endlichigt, gilt
K= k(al,...,(xr).

Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach r. Der Fall r = 1. ist trivid. Sei jetzt r > 1.
Nach Induktionsvoraussetzung besitzt dann
k(al,...,ar_l)/k

ein primitives Element, sagen wir X, d.h.
k(al,...,ar_l) = Kk(x)
und es gilt
K =Kk(x,y)
mity = o Seienf= fx und g =f die Minimalpolynomevon x bzw. y iiber K. In einer

algebraischen Abschlief3ung

k
von k, die K enthilt, zerfallen f und g in Linearfaktoren, sagen wir
f(X) = (X-xl)-...-(X-xr) mit x = X,

f(X) = (X-yl)-...-(X-yS) mity = Yq
Weil K/k separabel i, sind die X; paarweise verschieden und dasselbe gilt fiir die yj.

Die Gleichungen
xi + ij =X+ Xy (i=1,...,r,] = 2,...,1)

haben jede hochstens eine Losungen. Da k unendlich ist, gibt es ein
cek-{0}

das von allen diesen Losungen verschieden ist, d.h. es gilt

Q) X; +ch. =X +cy (i=1,..,]=2,..0).

Wir setzen
0 :=x+cy.
Esreicht zu zeigen, 6 ist ein primitives Element, d.h.
K = k().
Nach Konstruktion gilt
oek(x,y) = K.
Esreicht zu zeigen
(2 X,y € k(0).
Zu Beweis beachten wir, y ist Nullstelle der Polynome
(6 - cX) , g(X) € k(6).
Es gilt néimlich
f(6-cy)=1f(x)=0.
Die Polynome f(6 - cX) , g(X) haben also einen grofiten gemeinsamen Teller positiven

Grades
o deg ggT(f(6 - cX) , g(X)) > 0. _
Aul3er y haben die beiden Polynome keine weiteren gemeinsamen Nullstellen: fiir jede
NuIIsteIIeyJ. vong mitj>1gilto - (:yj =x+cy- cyj = X; (wegen (1)) also
f(o - cyj) = 0.

Wegen der Separabilitit von K/k besitzt g keine mehrfachen Nullstellen und der ggT ist
“linear,
ggT(f(d - cX), g(X)) =X -y.

Nun hat der groBte gemeinsame Teiler Koeffizienten im selben Korper wie die
Ausgangspolynome, d.h. es gilt
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X -y ek(O)[X],
aso
y € k(6).
Analog zeigt man, dal3 auch x in k(0) liegt. Man verwende, dal3 die Polynome
f(X) , 9((6 - X)/c) € k(B)[X]
die gemeinsame Nullstelle x haben, aso as grofiten gemeinsamen Teller das lineare

Polynom
9gT(f(X), 9((6 - X)/c)) = X - x.
QED.

3.5.8 Kriterium fiir die Separabilitiit eines Elements

Seien K/k eine Korpererweiteung und o€K ein iiber k algebraisches Element mit dem
Minimal polynom
fa(X) € K[X]

iber k. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.

0] o ist inseparabel iiber k.
of
(i) a—)?(oc) =0 (d.h. fa hat in k(o) die mehrfache Nullstelle o).

of
(i) = (X)=0.
Insbesondere ist jedes algebraische Element iiber einem Korper der Charakteristik O

separabel .1
Bemerkung

Bedingung (iii) bedeutet, fa ist ein Polynom der Gestalt g(XP) mit gek[X], wobei p>0

die Charakteristik von k bezeichne.
Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung hat

f=f
ol
in einem Erweiterungskorper L von k eine mehrfache Nullstelle, sagen wir
PEL.
Esgilt somit
1 f(X) = (X-B)%g(X) mit g)EL[X].
Nun gilt
pek(p)

und g(X) erhélt man aus f(X) indem man durch das Polynom

| o CXPPEKPIX. |
teillt. Aus dem Divisonsagorithmus fiir Polynome ergibt sich, dal3 damit auch
o(X)ek(P)[X] gilt. Wir konnen also annehmen,
L = k(B).
Daa und $ Nullstellen desselben irreduziblen Ponnomsfa sind, gibt es nach 3.2.3(iii)

einen k-1somorphismus
K(B) = KIX]/(T ) = k(e), p(B) = p(X) mod (f ) = p(av),
d.h. einen k-1somorphismus
h: k(B) — k(o) mit h(B) = a.
Dieser Definiert einen Isomorphismus von Polynomalgebren

(BIX] e[, p0x) = § 3x' > 600 := 3 higx'
Wir wenden letzteren auf (1) an und erhalten ”

16 denn die Ableiung eines nicht-konstanten Polynoms ist in der Charakteristik O stets = O.
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(X) = 1(X) = (X-a)?g"(x) mit g EK(@)X]. -
Man beachte, das erste Gleichheitszeichen gilt, well die Koeffizienten von f in k liegen.
Mit anderen Worten, f(X) hat in k(o) die mehrfache Nullstelle o. Nach 2.7.15 ist das

dquivalent zu
f'(a) =0.

(ii) = (iii). Angenommen esist
f'(X) = 0.

Nach V oraussetzung haben die Polynome

f', fEKX]
die gemeinsame Nullstelle . Betrachten wir den groBten gemeinsamen Teiler d(X) von f
und f'. Dak[X] ein euklidischer Ring ist, hat d die Gestalt

d(X) := ggT(f.f") = f(X)g(X) + * (X)h(X)

mit g(X),h(X)ek[X]. Daf und f’ eine gemeinsame Nullstelle haben, hat auch d(X) eine
Nullstelle. Also hat d einen Grad > 0. Die einzigen Teiler des irreduziblen Polynoms f
sind aber 1 und f (bis auf Multiplikation mit Elementen aus k*). Deshalb gilt

d(X) =f(X)
und damit f(X) | f'(X). Letzteres ist aber nicht moglich, daf’ einen kleineren Grad hat
asf.
(iii) = (ii). trividl.
(i) = (i). Nach 2.7.15 bedeutet die Bedingung gerade, o ist eine mehrfache Nullstelle
von fa in k(o).

QED.

3.5.9 Charakterisierung der separablen Erweiterungen

Sei K/k eine algebraische Korpererweiterung. Dann sind folgende Bedingungen
aquivalent.

() K/kistseparabel.
(i) K wird iiber k von separablen Elementen erzeugt, d.h.
K= k(oci |iEl)
mit einer Familie { (xi} iy VOn Elementen aiEK, die separabel iiber k sind.

Falls K/k endlich ist, sind diese Bedingungen auch dquivalent zur folgenden.
(iii) [K:k]sz [K:K].
Beweis. (i) = (ii). trividl.
(i) = (iii) im Fall K/k endlich.
Weil K/k endlichist, wird K bereits von endlich vielen der o erzeugt'’, sagen wir
K= k(ozl,...,(xn).
Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Im Fall n = 1 gilt nach 3.5.2
[K:K] <~ Anzahl der Nullstellen des Minimalpolynomsfa = deg fa = [K:K].
[ [
Sel jetzt n> 1. Wir setzen
F:=k(a ).
n
Dann gilt

K= F(al,...,an_l).

" Wegen dim K < « ist jede aufsteigende Kette von k-linearen Unterrdumen stationdr.

k



120

Nach Induktionsvoraussetzung gilt

[K:F]_ = [K:F]
und nach Beispiel 3.5.2ist

[F:k]S: [FK].
Zusammen erhalten wir (nach 3.5.3 und 3.2.9)

[K:k]S = [K:F]S[F:k]S: [K:F][FK] = [K:K].

(iiif) = (i) im Fall K/k endlich.
Sei a€K. Wir haben zu zeigen, o ist separabel iiber k, d.h. wir haben zu zeigen, das
Minimal polynom

fa(X) € K[X]

von o iiber k hat in keinem Erweiterungskorper von k mehrfache Nullstellen. Falls es
doch irgendwo mehrfache Nullstellen hiitte, so wiirde auf Grund von Beispiel 3.5.2

[k(oc):k]s< deg fa = [k(or):K].
gelten. Esreicht also zu zeigen,
Q [k(oc):k]sz [k(o):K].
Nach Voraussetzung (iii) gilt
[K:k(a)]s-[k(a):k]sz [K:k]S: [K:K] = [K:k(a)][k(c):K],

aso
b = IKK@] :
Ko = gy (@K = (KK,
wobei die Abschitzung rechts besteht wegen 3.5.4. Also gilt tatsidchlich (1).
(i) = (i) im allgemeinen Fall.
Sei

ocK.
Wir haben zu zeigen, o ist separabel. Das Element o kann as rationae Funktion in
endlich vielen der o i€l, mit Koeffizienten aus k geschrieben werden. Also liegt o in

einem von endlich vielen o, erzeugten Korper, sagen wir

aEk(al,...,an).
Dadie o nach Voraussetzung (ii) separabel sind iiber k, geniigt die Korpererweiterung
(3) k(al,...,an)/k

der Bedingung (ii) des zu beweisenden Satzes. Die Korpererweiterung ist endlich
erzeugt und algebraisch, aso endlich. Auf Grund der im endlichen Fall bereits
bewiesenen Implikationen

(i) = (i) = (i)
ist die Korpererweiterung (3) separabel. Insbesondere ist aE k(ocl,...,an) separabel iiber
dem Korper k.
QED.

3.5.10 Eigenschaften separabler Korpererweiterungen
Die separablen Korpererweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klasse.

Beweis. Eigenschaft 1. Sei
kCFCK

ein Korperturm algebraischer Erweiterungen. Wir haben die folgenden Implikationen zu
beweisen.

1. K/k separabel = F/k separabdl.

2. K/k separabel = K/F separabel.
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3. K/F und F/k separabel = K/k separabel.
Zu 1. Nach Voraussetzung ist jedes Element von K separabel iiber k. Also gilt das auch
fiir jedes Element von F C K.
Zu 2. Sei o€K. Wir haben zu zeigen,
o ist separabel iiber F.

Seien

faek[X] und gaeF[X]
die Minimalpolynome von a iiber k bzw. iiber F. Da a separabel ist iiber k, besitzt foc in

keinem Erweiterungskorper von k mehrfache Nullstellen. Als auch nicht in den
Erweiterungskorpern von F. Es reicht also zu zeigen,

9, 1T, nFX],
denn dann hat auch 9, keine solchen Nullstellen und o ist separdbel iiber F. Nun ist
aber fa ein Polynom mit K oeffizienten aus k, also aus F, mit
fa(a) =0
und ist deshalb durch das Minimal polynom 9 teilbar.

Zu 3. Sei oK. Wir haben zu zeigen,
a ist separabel iiber k.
Nach Voraussetzung ist o separabel iiber F, d.h. die Abbleitung des Minimalpolynoms

faEF[X]
von o tiber F ist nicht Null an der Stelle o,
fa(oc) =0
(vgl. 3.5.8). Seien
al,...,arEF

die Koeffizienten von fa. Dannist fa auch das Minimalpolynom von a. iiber
F = k(ozl,...,ar).

Nach 3.5.8 ist a. separabel iiber F* und nach 3.5.9 ist die Korpererweiterung
F (o)/F separabel
(davon separablen Elementen erzeugt). Ebenfalls nach 3.5.9 ist auch
F Ik separabel
(da dieaiEF separabel iiber k sind). Die beiden letzten Erweiterungen sind endlich (da

sie von endlich viden agebraisdchen Elementen erzeugt werden). Die Separabilitiit
dieser Erweiterungen ist nach 3.5.9 dquivalent zu
Q) [F (a):F’]S: [F (a):F] und [F’:k]S =[FK].
Damit gilt
[F (a):K] s - [F’(oc):F’]S-[F’:k]S (nach 5.3.5)

= [F(o):F]-[F:k] (wegen (1))
=[F (a):K]. (nach 3.2.9)
Nach 3.5.9ist
F (a)/k separabel,
aso
a separabel {iber k.

Eigenschaft 2. Seien K/k und L/k Korpererweiterungen mit
K/k separabel (und algebraisch).
Weiter sei KL definiert. Wir haben zu zeigen,
KL/L ist separabel.
Sei
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acKL.
Wir haben zu zeigen,
a ist separabel {iber L.
Dazu schretben wir K in der Gestalt

K= k(oci | iEl)
mit einer Familie von Elementen aiEK. Dann gilt
KL = L(oci [igl)
und oo € KL ist einerationale Funktion in endlich vielen der o , Sagen wir Ot gpeensChs mit
Koeffizienten ausL, d.h.
2 aEL(al,...,an).
Wegen aiEK sinddie o separabel iiber k, d.h. die Minimalpolynome
fa_ek[X]

[
der o tiber k sind separabel. Das Minimalpolynom

0, ELIX]

[
von a, iiber dem Erweiterungskorper L ist ein Teiler des Minimalpolynoms fa (iiber

|
L). Dann ist aber auch 9 separabel iiber L, d.h. o, ist separabel iiber L. Nach 3.5.9 it

i
dann aber
L((xl,...,ocn)/L Separabel.

Wegen (2) ist a separabel iiber L.
QED.

3.5.11 Die separ able Abschlief3ung, rein inseparable Erweiterungen

Seien K/k ene agebraische Korpererweiterung und k eine algebraische Abschlielung
von k, welche K enthalt*®,

K Ck.
Dann heil3t

k__ :={ o€k | a separabel iiber k }
Sep
separable Abschlieung von k ink und
KN kSep ={ a€K | o separabel iiber k }

separable Abschlielung von k in K.
Eine algebraische Korpererweiterung K/k heif3t rein inseparabel, wenn
KNk =k
Sep

gilt, d.h. wenn jedes Element von K - k inseparabel ist iiber k.
Bemerkungen

() ksep und KN kSep sind Teilkorper von k bzw. K.

(i) ksep ist bisauf k-1somorphie ein deutig bestimmt.

(iii) Eine algebraische Korpererweiterung K/k ist genau dann rein inseparabel, wenn es
fiir jedes Element €K ein ieNU{ O} gibt mit

i
aP k.

18 56 k zum Beispiel eine algebraische AbschlieRung von K
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Dabel bezeichne p die Charakteristik von k (bzw. p sai gleich 1 fal die
Charakteristik von k gleich Null ist).
(iv) Der Separatilititsgrad rein inseparabler (endlicher) Erweiterungen ist 1.

(v) Ist K/k eine endliche Korpererweiterung, so gilt
[K:k] =[KNk __ K] und[K:Kﬂksep] =1
S sep S

Insbesondere ist [K:k]sein Teiler von [K:K]. Der Quotient
[K:k]i = [K:k]/[K:k]S: [K:Kﬂkg

heil¥ Inseparabilitiatsgrad. Mit anderen Worten: jede endliche Erweiterung ist die
Zusammensetzung einer separablen und einer rein inseparablen Erweiterung. Der
Separabilititsgrad mif¥ den Grad des separablen Teils der Erweiterung und der
Inseparabilititsgrad den des rein inseparablen Teils.

Beweis. Zu (i). , Nach 3.5.9 bestehen die von ksep bzw. KN ksepijber k erzeugten

Korper aus lauter Elementen, die separabel sind iiber k, d.h. es gilt

k(k_)Ck
sep’ ~ sep

k(KNk__ )S KNk
- . Sep
Trivialerweise gilt auch “2”, d.h. rechts stehen Korper.

und

Zu (ii). Ist kSep eine weltere separable Abschliel3ung, sagen wir in der agebraischen
Abschlieung k’, so gibt es einen k-1somorphismus

h:k =k’
(nach. 3.3.6). Dieser iiberfiihrt separable Elemente in separable Elemente (da er deren
Minimalpolynome iiber k nicht &ndert), also gilt

M(kger) € Ksep

1,0 -
h™( ksep) C ksgp'
A|S(?-I- nduziert h einen k-1somorphismus kSep — ksep
Zu (iii). Wir kdnnen annehmen

und analog

p :=char(k) > 0.
Sei K/k ist rein inseparabel. Wir betrachte ein Element
acK
und dessen Minimalpolynom
fae K[X]
iiber k. Wir beweisen durch Induktion nach
d=deg fa,

[
daReseini gibt mit oP €k. Im Fall d = 1 liegt o selbst schon in k und die Aussage gilt
miti =0. Sei jetzt d > 1.

WEel o inseparabel ist iiber k ist nach 3.5.8 die Ableitung von foc identisch Null, d.h. die
Exponenten aller in fa vorkommenden Glieder sind Vielfache von p,

f )= ga(xp) mit f_€ k[X].
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Das Polynom g _ ist Minimalpolynom von aP iiber k: es gilt ga(ocp) = 0 und giibe es

ein Polynom kleineren Grades mit dieser Nullstelle, so gibe es ein Polynom eines
Grades < deg foc mit der Nullstelle o, d.h. foc wire kein Minimalpolynom.

Wegen
deg 9, <deg fa

[
gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein i mit (aP)P k.
Wir nehmen umgekehrt an, fiir jedes a€EK existiert ein iIENU{ 0} mit
[
aP ek
Wir haben zu zeigen, jedes

aeK-k
ist inseparabel iiber k. Wegen

[
a:= aP €k fiir ein IENU{ 0}
ist o Nullstelle des Polynoms

[
f(X) := XP - a€K[X].
Das Minimalpolynom fa von a tiber k ist deshalb ein Teiler von f,

f |fink[X].
o
Nun gilt ' _ _
[ [ [
f(X)=XP - aP = (X-a) P,
d.h. _
f )= X-a)"mit0<n=p'.
Wegen ak gilt n = deg fa >1,d.h. a ist inseparabel iiber k. Wir haben gezeigt, jedes

Element von K-k ist inseparabel, d.h. K/k ist rein inseparabel.
Zu (iv). Sei K/k eine rein inseparable endliche Erweiterung. Dann hat Gestalt

K= k(al,...,ar),
Wir setzen
Ki = k(ocl,...,ai).
Es reicht zu z eigen, fiir jedes 1 gilt
[KippKilg=1
Esqilt
Kirg =Ki(%4q)

Nach (iii) ist o = %iq Nullstelle eine Polynoms der Gestalt

i
XP -aeK[X]

[
mit a = of. Dieses Polynom hat auRer o keine weteren Nullstellen. Das
Minimal polynom fa von o iiber Ki talt dieses Polynom, d.h. auch fa hat nur eine

Nullstelle. Damit gilt aber

[KippKils=1
(nach 3.5.2).
Zu (v). Nach Definition von KﬁkSep ist
KNk __ /k separabel
sep SEp

und
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K/ KﬂkSep rein inseparabel
(jedes tiber Kﬂksep separable Element x€K ist nach 3.5.10 separabel iiber k also in
Kﬂksep). Damit gilt

[Kk Kl =Kk K]

[K: KNk ] =1

(nach (Iv)). Wir gehen zu den Produkten iiber und erhalten
[K:k]S: [Kﬂksep:k].

(nach 3.2.9) und

QED.
3.6 Endliche Kérper

3.6.1 Charakteristik, Primkorper, Korpergrad und Ordnung endlicher Korper

Sei F ein endlicher K&rper. Dann gilt
() DieCharakteristik von F ist eine Primzahl

p = char(F)
(i) Der Primkorper™® von Fist bis auf 1somorphie gleich
IFp = ZI(p).

(iii) Der Korper F ist eine endliche Korpererweiterung von IFp , d.h. der Korpergrad

n= dlmIFpF =[F IFp] <
von Fist endlich.
(iv) Der Korper F besteht aus
#F=p"
Elementen.
Bemerkung

Die Ordnung eines endlichen Korpers ist also eine Primzahlpotenz.
Beweis. Zu (ii). Wir betrachten den Homomorphismus von Ringen mit 1,

p.Z2 —F g g-lF.
Nach dem O-ten Isomorphiesatz gilt

D ZIKer(p) = Im(p) CF.
Dabel ist Ker(op) en ldeal von Z, aso von der Gestalt
Ker(p) = mZ.

Wegen (1) konnen wir
ZIKer(p) = Z/(m)
mit einem Teilring von F identifizieren. Dieser Teilring ist as Teilring eines Korpers
nullteilerfrei, d.h.
m = p ist eine Primzahl
und

IFIO =ZI(p)=Im(p) CF
ist en Korper. Nach Konstruktion liegt IFp in jedem Teilkorper von F, ist also Ider

Primkérper von F.2°

¥ d.h. der Durchschnitt aller Teilkérper von F
? Jeder Teilkorper von F enthilt lF adsoauch F o
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Zu (i). Folgt aus (i) dap-1=0giltin ]Fp, asoauchinF.

Zu (iii). Da F endlich igt, wird F als IFp-Vektorraum endlich erzeugt, hat also ene
endliche Dimension

n:mmeF
Zu (iv). Alsn-dimensionaler IFp—Vektorraum ist Fisomorph zu
F=(F )"
( p)

Also gilt
#F:(#IFp)”:p”

(Ein Element von F ist durch n Koordinaten festgelegt, und fiir jede Koordinate gibt es p
Moglichkeiten).
QED.

3.6.2 Existenz und Eindeutigkeit der endlichen Korper
Seien p eine Primzahl, n eine natiirliche Zahl und

n
q=p.
Dann gelten folgende A ussagen.
(i) Esgibt bisauf le-Isomorphie genau einen Korper der Ordnung q. Dieser wird
mit
F

q
bezeichnet und heil3 Galois-Feld der Ordnung g.
(i) Injedem Korper K der Charakteristik p gibt es hochstens einen Teilkorper der
Ordnung g und mindestens einen falls K algebraisch abgeschlossen ist (und jeder

Korper, der einen Korper der Ordnung q enhdilt, hat trivialerweise die
Charakteristik p).

(iii) Der Korper IFq ist der Zerfillungskorper des Polynoms

f(X) = Xx9- X
tiber dem Korper IFp. Ist Fp eine algebraische Abschlief3ung von IFp, dieden

Korper qu enthdlt, so gilt
F_={x€F _[f(x)=0} =F_U{0
q { 0 [1(x) =0} = FoU{G}
= F q-l =
F q {xeF 0 | X 1}.
Der Korper ]Fq ist normal und separabel iiber [F 0
Beweis. Existenz von ]Fq. Sel
K:=F
p
eine algebraische AbschlieBung des Korpers ]Fp =Z/(p) und

F:={xeK |xq=x}.
Das Polynom

f(X) = X9- X €K[X]
hat hochstens q Nullstellen in K und zerfillt iiber K in Linearfaktoren (wel K
algebraisch abgeschlossen ist). Wegen
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FX)=gx9dl.1=1x0
hat f in K keine mehrfachen Nullstellen. Die Anzahl der Nullstellen ist also gleich g.
Damit besteht die Menge F aus g Elementen,
q = #F.
Es reicht also zu zeigen, dal F ein Korper ist. Sind x,y&€F s0 gilt
(Xy)q = quq =Xy
also xyeF. AuRerdem gilt, weil K die Charakteristik p hdt
(x-y)P =xP - yP
also auch

n
x-y)9= (x-y)P =x9-y4

also x-y€F. Die Ring-Operationen des Korpers K definieren also Operationen

FxF — F.
und F ist, wie gerade gezeigt, eine Untergruppe der Additiven Gruppe des Korpers K.
Ubrigen Ringaxiome fiir F gelten auf Grund der Ringaxiome fiir K. Wir haben noch zu
zeigen, jedes Element

xeF - {0}

ist in F eine Einheit. Da K ein Korper ist, gilt xLEK. AuRerdem gilt wegen x&F:
g1 _1_ 1
X =—===X,

d.h. x TeF. Also ist F ein Korper mit q Elementen. Bezeichnung

F=Fq
Abschlul des Bewelses.
Wir haben bisher gesehen:

1.  Die Formeln von (iii) definieren tatséchlich einen Korper ]Fq mit q Elementen.

2. Nach Konstruktion ist IFq der Zerfallungskorper des Polynoms f(X) = X9X, aso
insbesondereist IFq normal.

3. Welf(X)= XY-X keine mehrfachen Nullstellen besitzt ist die Korpererweiterung
F /IF
qa p
Separabel.
Esreicht deshalb die Eindeutigkeitsaussagen von (i) und (ii) zu beweisen.

Eindeutigkeitsaussage von (i). Sei F ein Korper mit q Elementen. Dann hat die
multiplikative Gruppe F* die Ordnung g-1, d.h. es gilt

Xq'l = 1 fiir jedes xEF*,

d.h.
x4 =x fiir jedes xEF.

Also ist F der Zerféllungskorper von des Polynoms XU-X (iiber IFp) und als solcher bis

auf 1somorphie eindeutig bestimmt.
Eindeutigkeitsaussage von (ii). Selen K ein Korper und F € K en Korper von der
Ordnung g. Wie gerade gezeigt, gilt dann

FC{xeK |x9-x=0}.

Da beide Mengen dieselbe Anzahl ¢ von Elementen besitzten (denn X%-X hat héchsten g
Nullstellenin K), gilt sogar das Gleichheitszeichen,

' Das Minuszeichen rechts ist fiir ungerade Primzahlen p offensichtlich. Fiir p = 2 gilt in K aber -1 =
+1.
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F={xeK |x9-x=0},
d.h. Fist eindeutig bestimmt.
QED.

3.6.3 Einheitswur zeln

Sei K ein Korper und n ein natiirliche Zahl. Ein Element
xeK

hei 3 n-te Einheitswurzel von K, wenn gilt

n_
X' =1
Es helldt primitive n-te Einheitswurzel , wenn auf¥erdem gilt

XM firm=1,2,..,m-1.

Beispiel 1

Die komplexe Zahl ZiMNig eine primitive n-te Einheitswurzel von €.

Beispiel 2

Die von Null verschiedenen Elemente des endlichen Korpers qu sind (g-1)-te
Einheitswurzeln:

*

q
(da IFq eine multiplikative Gruppe der Ordnung g-1 ist): Auf Grund des nachfolgenden

Satzes gibt es unter diesen auch eine primitive.

Bemerkungen

() Dien-ten Einheitswurzeln bilden eine Untergruppe
*

MK.n =
der multiplikativen Gruppe des Kéri)ers K.
(i) 1t C eine primitive n-te Einheitswurzel, so sind deren Potenzen

o et ., | |
paarweise verschieden und ebenfalls n-te Einheitswurzeln. Diese Potenzen sind
damit aber alle n-ten Einheitswurzeln in dem gegebenen Korper.

(i) Einn-te Einheitswurzel T von K ist genau dann primitiv, wenn gilt
Mg n:<C> Ul’ld#u,K n= "

x4 = 1 fiir jedes x€IF

(iv) Ist T primitive n-te Einheitszwurzel, so sind die Potenzen mit zu n teilerfremden
Exponenten, .
¢ ' mitggT(i,n)=1,i=1,..n1,
gerade die {ibrigen primitiven n-ten Einheitswurzeln.

(v) Fdls eine primitive n-te Einheitswurzel in K exidtiert, so ist die Anzahl dieser
primitiven n-ten Einheitswurzeln gleich der Anzahl

_ p(n) =#Z/(n))*
der primen Restklassen modulo n.
Beweis. Zu (i). der Quotient zweier n-ten Einheitswurzeln ist eine n-te Einheitswurzel,

Zu (ii). Die ¢! sind trivialerweise wieder n-te Einheitswurzeln. Wiren zwe von ihnen
gleich, so wiirde ein Quotient von ihnen eine zu niedrige Potenz von T liefern, die gleich

1 ist. Es kann keine weiteren n-ten Einheitswurzeln in K geben, da X"™-1 hochstens n
Nullstellen hat.
Zu (iii). Ist T eine n-te primitive Einheitswurzel, so gilt wegen (ii)

M n:<C> und#uK a=n
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Sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so hat das erzeugende Element T von U n
die Ordnung n, d.h. die n-te Potenz von T ist 1 und keine friihere Potenz hat diese

Eigenschaft.
Zu (iv). Sei i teilerfremd zu n. Dann gibt es ganze Zahleni’ und n’ mit
-+ nn =1,
Damit gilt
(CI)I, — ?;i'i'f'n'n’ — t_,
Damit gilt

<?;i>:<§>:MK (und#uK n:n).

Alsoist ?;i primitive n-te Einheitswurzel. Hat | enen gemeinsamen Teiler > 1 mit n, sagen
wir
dli,d|nd>1
sogilti=dj,aso _ _
| HVd=gM =1,
d.h. ¢' ist nicht primitiv.

Zu (v). Da Z;j nur von der Restklasse von j in Z/(n) abhingt, folgt die Behauptung aus

V).
QED.

3.6.4 Existenz primitiver Einheitswurzeln

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und n eine natiirliche Zahl. Wir
nehmen an, eine der beiden folgenden Bedingungen ist erfiillt.

1. Die Charakteristik von K ist Null.

2. Die Charakteristik von K ist p>0 und p ist kein Teiler von n.

Dann gibt esin K eine primitive n-te Einheitswurzel.

Bemerkung:

Auf Grund der Voraussetzungen ist n-1K istin K eine Einheit.

Bewels. Esreicht zu zeigen, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln ist zyklisch von der
Ordnung n,

(D) M n ist zyklisch von der Ordnung n.
Die n-ten Einheitswurzeln sind die Nullstellen des Polynoms
f(X)=x"-1

Hittte dieses Polynom eine mehrfache Nullstelle, so hétte es einen gemeinsamen Teiler
eines Grades > 0 mit
f(X) = nx"1
was nicht der Fall ist. Also hat f im agebraisch abgeschlosseen Korper K genau n
paarweise verschiedene Nullstellen, d.h.
#u =n.
K,n
Esreicht zu zeigen
2 U n ist zyklisch.

Wir schreiben n al's Produkt teilerfremder Primzahl potenzen,
n n
=pl pr
n=
pl pr

mit paarweise verschiedenen Primzahlen at und natiirlichen Zahlen n;.

Fall 1:r=1.
Esqilt
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— M
n=p

mit einer Primzahl p’ und einer natiirlichen Zahl m

Im Fall m =1 hat die Gruppe U n Primzahlordnung, ist also zyklisch. Sei jetzt m > 1.

Wir setzen
n=p m-1
Wiire M n nicht zyklisch, so hitte jedes Element xeuK N eine Ordnung, die ein echter

Teiler von n ist, d.h. es wire XN = 1, dso xe MK '’ Damit wire

-
MK,n - MK,n' , a0

1m: 1m-1

p n:#uKns#uKn,:n’:p
Dieser Widerspruch zeigt, dal3 W p VON der Ordnung n ist.

Fal 2: r beliebig.
Auf Grund des ersten Fallsist

n.
fiir jedes i zyklisch von der Ordnung p_ !. Wir betrachten die Abbildung
|

@ g x > = s (G 8 Gy G
Dajedes ?;ieui eine n-te Einheitswurzd i, ist auch das Produkt solcher Ci ein solche,

d.h. die Abbildung ist wohldefiniert. Nach Definiton ist es en Gruppen-
Homomorphismus. Es reicht zu zeigen, ¢ ist ein Isomorphismus, denn auf der linken
Seite steht ein direktes Produkt zyklischer Gruppen mit teilerfremden Ordnungen, also
eine zyklische Gruppe.

Zeigen wir dso, @ ist ein Isomorphismus. Die Gruppen auf beiden Seiten haben
dieselben Ordnung

n n
pll-...-prr =n.
Esreicht also zu zeigen, g ist injektiv. Sal dso
9(Cy) =1,
d.h.
gl-...-gr =1
Esreicht zu zeigen,

C =1 fiiri=1,.r

n. n.
Seiu= n/pi | Dann ist u fiir jedes | = i ein Viefaches von pj l,dh. esist (C].)u =1 fiir
jedesj = i und damit auch
€)'=1
n.
Well utelerfremdistzuv ;= pi I gibt esganze Zahlen u’, v’ mituu’'+vv' =1, aso
¢ =@MV = (@ (Y)Y =11 =1
QED.

3.6.5 Die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers
Sei F ein endlicher Korper. Dann ist die multiplikative Gruppe F* von F zyklisch,
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P =<C>.
Bemerkung
Insbesondere gilt
F=k(©)
fiir jeden Teilkorper k von F, d.h. fiir Erweiterungen endlicher Korper gilt der Satz vom
primitiven Element.

Bewels. Seien

q=p°=#F
die Ordnung von F, F eine algebraische Abschlielung von F und
1) n = #F*.

Dannist n=p°- 1 teilerfremd zur Charakteristik p von F. Also gibt es nach 3.6.4 in F
eine primitive n-te Einheitswurzel

teF.
Die davon erzeugte multiplikative Gruppe
&> =g,

hat die Ordnung n und besteht gerade aus alen n-ten Einheitwurzeln von F. Wegen (1)
sind die Elemente von F* lauter n-te Einheitswurzeln, d.h. es gilt
F* Q Ml—: n
Da beide Gruppen aus derselben Anzahl n von Elementen bestehen, gilt sogar
* = u=  =<Ce.
F.n
QED.

3.6.6 Die Automorphismengruppe eines endlichen Korpers

Seien p eine Primzahl und g = p" eine Potenz von p. Dann gelten die folgenden
Aussagen.
() Die Gruppe der Automorphismen von ]Fq besteht aus lauter ]Fp—
Automorphismen,
Aut(IFq) = AutIF (IFq),

p
(i) DieOrdnung dieser Gruppeist

# Aut(IFq) =n.
(iii) Die Gruppe wird vom Frobenius-Automorphismus
FIF —-F x> xp,
q q
erzeudt,
Aut(]Fq) =<p>.
Sie ist also zyklisch, abelsch, auflésbar.
Beweis. Zu (i). Sei f: IFq — IFq ein Automorphismus. Dann gilt
f(1) =1
f(2)=f(1+1) =f()) +f(1)=1+1=2

aso
f(x) = x fiir jedes xE]Fp.

Zu (ii). Sel K ein agebraische Abschlief3ung von IFq,
F CIFF CK.
P q
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Dann ist K auch eine algebraische Abschliefiung von IFp und die Zahl der IFp-

Einbettungen von IFq in K ist gleich dem Separabilititsgrad

[F :IFp] =[F :IFp]:n.
q S q
Man beachte, qu/]Fp ist nach 3.6.2 eine normae separable Korpererweiterung.

Inbesondere induziert jede der IFp-Einbettungen einen le-Automorphismus von IFq.
Umgekehrt liefert jeder solche [F p—A utomorphismus eine IF o Einbettung. Damit gilt
#AutIF (IFq) =n.

Zusammen mit (i) folgt die Behauptung.
Zu (iii). Well IFOI die Charakteristik p hat, gilt

(x+y)P = xP+yP und (xy) P = xPyP fiir x,yEIFq,
d.h.

F: ]Fq — IFq
ist ein Automorphismus.

F E AU(F ).

Man beachte F(0) = 0 = 1 = F(1), d.h. F ist nicht die Nullabbildung. Sei CEqu ene
primitive (g-1)-Einheitswurzel. Eine solche existiert nach 3.6.5. Dann gilt

I I
t=FQ=tP sPl=1sphiip -1
Insbesondere ist
Fl(C) =Cfirl=1,..n-1,
d.h.
Fl «1d firl=1,..n-1.

Die von F erzeugte zyklische Untergruppe

<F>C Aut(IF
hat eine Ordnung = n. Zusammen mit (ii) ergibt sich, dal3 die Ordnung gleich n sein
mui3 und

<F>= Aut(]Fq)

gilt.
QED.

3.7 Hauptsatz der Galois-Theorie

3.7.1 Galois-Erweiterungen

Eine Korper-Erweiterung K/k heifit Galois-Erweiterung, wenn sie algebraisch, separabel
und normal ist. Die Gruppe der k-Automorphismen von K heif3t in dieser Situation auch
Galois-Gruppe von K iiber k und wird mit

Ga (K/k) = G(K/K) = Autk(K).

bezeichnet.
Seien K ein Korper und
G C Aut(K)
eine Gruppe von Automorphismen von K. Dann heil3t die Menge

KC := { xEK | o(x) = x fiir alle 0€G }
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der Elementevon K, die bel den Automorphismen von G in sich abgebildet werden,
Fixkorper von G in K.
Bemerkungen

()  KCistein Teilkérper von K.

(i) Seien K/k eine Galois-Erweiterung und k eine algebraische Abschlieflung von k,
welche den Korper K enthilt. (zum Beispiel eine algebraische AbschlieBung von

K). Dann fillt Gal(K/k) mit der Menge der k-Einbettungen von K in k zusammen,
Gal(K/k) = Menge der k-Einbettungen K — k.
Beweis. Zu (i). Fiir je zwei Elemente x,yEKG und jedes o€G gilt
o(x-y) = o(X) - o(y) =x-y d.h. x-y € KC
und
o(xy) = o(X)o(y) =xy, d.h. xyEKG,
dh. KCist ein Teilri ng von K (mit 1). Aul3erdem gilt mit XEKG-{ 0} und o€G auch
ot =000t =xt,
d.h. KC ist ein Teilkorper von K.

Zu (ii). Das gilt, weil Galois-Erweiterungen normal sind.
QED.

3.7.2 Hauptsatze der Galois-Theorie (fiir endliche Erweiterungen)
Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Galois-Gruppe
G = Gal(K/k)
Dann sind die folgenden beiden Abbildungen zueinaner inverse Bijektionen
o

{Untergruppen von G} {Korper zwischen k und K}

Ga(K/IF) <t F

U > KY
mit folgenden Eigenschaften.
(i) [K:F]=# Gal(K/F) fiir jeden Korper F zwischen k und K.

(i) #U= [K:KU] fiir jede Untergruppe U von G.
(iii)  Fiir jede Untergruppe U von G und jedes Element o€G gilt
KOUG-l — O.KU
(iv) Ein Korper F zwischen K und k ist genau dann normal iiber k, wenn Gal(K/F) ein
Normalteiler in G ist.
(v) Fiir je zwei Korper F’ und F” zwischen k und K gilt
Ga(K/FF") = Ga(K/F) N Gal(K/F").
(vi) Fiir je zwei Korper F” und F” zwischen k und K gilt
Ga(K/F NF") = <Ga(K/F), Gal(K/F")>.
Dabei steht rechts die von den beiden Galois-Gruppen erzeugte Untergruppe.
(vii) Fiir je zwei Untergruppe U’ und U” von G gilt
gUNuU” _ (U (U
(viii) Fiir je zwei Untergruppen U’ und U” von G gilt
K<UWU™> - U U”
Dabei bezeichnet <U’, U”> dievon U’ und U” erzeugte Untergruppen.
Bemerkung

Alsdirekte Folge der Existenz der Bijektion ergibt sich, dal3 die Menge
{ F I F Korper zwischen k und K }
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der Korper zwischen k und K endlich ist.

Beweis des Hauptsatzes. Wir fixieren eine algebraische Abschlieung k von k, die K
enthélt,

kCKCk.

und beginnen mit zwei (trivialen) Bemerkungen.
1.  Fiir jeden Korper F zwischen k und K ist auch K/F eine Galois-Erweiterung.

2 #Gal(K/K) = #{ k-Einbettungen K—k } = [K:k]S: [K:K]

3 Bem Anwenden von a und  kehren sich dle Inklusonen um, d.h. grof3e
Untergruppen haben kleine Fixkoérper und die Galois-Gruppen grofier
Zwischenkorper sind klein.

Zu (i). Die Aussage gilt fiir F = k auf Grund von Bemerkung 2 und fiir beliebige F

damit auf Grund von Bemerkung 2.

Zu (ii). Mit F= K Y gilt

U C G(K/F)
aso
3 #U < #G(K/F)
=[K: (nach (1)),
Wir haben noch die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, d.h.

4) [K:F] <#U.
Nach Bemerkung 2 ist K/F eine Galois-Erweiterung. Nach dem Satz vom primitiven
Element gilt
K =Fo)
fiir ein .. Sel
r
die groBte natiirliche Zahl mit der Eigenschaft, daB} es Elemente
01,...,0r eu

gibt, so dal3
ol(oc),...,or(oc) paarweise verschieden

sind. Dann gilt
r <#U.

Fiir die wie oben gewihlten 01,...,0r und beliebige t€U sind dann die Elemente

tol(a),...,'car(a)
nur eine Permutation der ol(a),...,or((x), denn andernfalls konnte man die Zahl r

vergroflern. Mit anderen Worten, das Polynom
f(X) = (X- ol(a))-...-(X - Gr(OL))
ist invariant bei jedem t€U,
fU = f fiir jedes T€U

und hat (tirivialerweise) die Nullstelle o.. Wegen f* = f gilt

f(X) € KY[X] = FX]
und wegen f(a) = Oist

[K:F] =[F(a):F] =degf=r <#U,
d.h. esgilt (4).
Beweisvon a=f = 1d.
Mit (4) gilt aber in der Abschitzung (3) das Gleichheitszeichen, d.h. es ist
U = G(K/KY) = a(kY) = a(p))

fiir jede Untergruppe U von G.
Beweisvon fea = Id.
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Wir haben zu zeigen, fiir jeden Korper F zwischen k und K gilt
KG(K/F) - £

Dadie Abbildungen von G(K/F) die Elemente von F fest lassen, gilt jedenfalls
(1) F=kGKFoF
Angenommen, die Inklusion ist echt. Dann gilt

[F:F]>1,
und daF /F as Teilerweiterung der Galois-Erweiterung K/F separabel ist, auch

[F:F]_>1.

S

Es gibt also eine F-Einbettung

o F =k
die von der identischen Abbildung verschieden ist:
(2 o(X) = x fiir ein xEF'.
Wir setzen o fort zu einer F-Einbettung

o K —=k.
Weil K normal i, gilt o(K) C K, d.h. o ist en Element der Galois-Gruppe G(K/F).
Wegen (2) liegt dann x nicht im Fixkorper von G(K/F), d.h.

x ¢ KCK/F) =,

das steht aber im Widerspruch zur Wahl von x. Deshab gilt in (1) das
Gleichheitszeichen.

Zu (iii). Es gilt
Zu (iii). Esg
-1
KoUo == {x|xeK und ogo'l(x) = x fiir alle gEU}
={x|o1x) € 01K und go"1(x) = o L(x) fiir alle g€}
={o(y) |y E oK und gy = y fiir alle g€V} (y = o"1(x))
=o({y|y€Kund gy =y fiir alle g&G}) (oist bijektiv)
= o({y |yekY})
= o(KY).
Zu (iv). Esqilt

aso

F=KY mitU = Ga(K/F),

U norma < 0U0'1 = U fiir alle 0€G

= oc(oUo'l) = o(U) fiir alle G (well o bijektiv ist)

-1
< KOUS "= kU fiiralle oeG (Definition von «)
< o(K) =K fiir alle 0€G (nach (iii))
< K norma (nach Bemerkung 2)
Zu (v). Well die beim Anwenden von a ale Inklusionen umkehren, gilt
Ga(K/FF") € Ga(K/F) N Gal(K/F").
Wir haben “ 2" zu zeigen. Sei g€ Ga(K/F') N Ga(K/F), d.h. g lasse dle Elemente
von F' und von F” fest. Dann bleiben aber auch dle rationalen Ausdriicke in solchen
FIementen (mit Koeffizienten aus k) fest bel g. Also bleiben dle Elemente von F’ F”
est.
Zu (vi).s.u.
Zu (vil). Wir setzen
F=kY undpr =kY".
Nach (v) gilt
U'NU” = Ga(K/F) N Gal(K/F") = Ga(K/F' F"),
aso
KU’ﬂU” e KGaI(K/F, F”) = F’ F” e KU,_KU”'
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Zu (viii). Dasich beim Anwenden von 3 die Inklusionen umkehren, gilt

K<UU"> c UV,

Esreicht “2” zu beweisen. Sei x € KU ﬂKU . Dann bleibt x bei allen Elementen von
U’ und be dlen Elementen von U” fest. Also auch be alen endlichen Produkten
solcher Elemente, also bei <U’, U”>.

Zu (vi). Wir setzen

Dann

aso

U = Gal(K/F) und U” = Gal(K/F").

gilt nach (viii)
K<U,,U"> — KU,OKU” =FNF = KGaI(K/F’ﬂF”)
<U’, U"> = Ga(K/F NF">.

QED.

3.8. Symmetrische Polynome

381

Die elementar symmetrischen Funktionen

Ein Polynom heif¥ symmetrisch, wenn es sich bei einer beliebigen Permutation der
Unbestimmten nicht dndert.

Seien X Xn Unbestimmte. Weiter sai

-
f(T) = (T-X ) (T-X ).

Wir betrachten f a's Polynom mit Koeffizienten aus

Z[Xl,...,xn],
d.h.
£(T) = igo(-l)” o (XX )T
mit
O,(X X ) 1sj1<?.<jis>rfj1 xji .
Das Polynom
o S Z[Xl,...,xn]
heil}t i-tes & ementarsymmetrisches Polynom von Xl""’xn'
Bemerkungen
(i) Fir jeden kommutativen Ring R mit 1 konnen wir den natiirlichen

(if)

(iii)

Homomorphismus
h:Z - R, gl—)g-lR,

benutzen um Si auf ein Polynom oihER[X

1""’Xn] abzubilden. Dieses Polynom
werden wir, falls keine Verwechslungen moglich sind, ebenfalls mit o, bezeichnen

und i-tes e ementarsymmetrisches Polynom nennen.
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Dann ist die Abbildung

K" kN x = (XX ) (040,00, (),

surjektiv.

Selen k en Korper und X Xn‘ Dann sind die elementarsymmetrischen

7
Funktionen
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oi(Xl,...,Xn)ek[Xl,...,Xn] ,i=1..n
algebraisch unabhéngig iiber k.

Beweisvon (ii). Sel (al,...,an)e k" vorgegeben. Das Polynom
f(x) = X"a X" ha Xt 4(-) e

zerfillt iber dem algebraisch abgeschlossenen Korper k in Linearfaktoren,
f(X) = (X-x-l)-...-(x-xn) mit xiek.

Dann gilt aber ' '
oi(xl,...,xn) = al fiir jedes i,

d.h. (al,...,an) liegt im Bild der Abbildung von (ii).

QED.
Beweis von (iii). Angenommen, die o; sind algebraisch abhingig. Dann gibt es en

Polynom

g(Yl""’Yn) € k[Yl’""Yn] -{0}
derart, dal3 g(ol,...,on)ek[x 1""’Xn] das Nullpolynom i,
Q) g(ol,...,on) =0.
Bezeichne

k

eine algebraische Abschliefung von k. Da g nicht identisch Null ist und k unendlich
viele Elemente besitzt, gibt esein n-Tupel

(@3 )E K"
mit
2 g(al,...,an)¢ 0.
Wegen (ii) gibt esein n-Tupd

(xl,...,xn)EFn

mit

oi(xl,...,xn) =a fiir jedes i,
Das steht aber im Widerspruch zu (1) und (2).
QED.

3.8.2 Die Operation der symmetrischen Gruppe Sn auf k(Xl,...,Xn)

Seien k ein Korper und X Xn Unbestimmte. Wir betrachten die folgende Operation

X iiberk.
n

1
von Sn auf dem Korper der rationalen Funktionen in X

S x k(XX ) = k(X

1
1,...,Xn), (o,N=or,
mit
(c-r)(Xl,...,Xn) = r(X
Man beachte, fiir 0,T€ Sn gilt
((o)r)( Xl,...,Xn) = r(xr'lo‘ 1(1)""’)(1'10' 1(n))

= (er)( xo_l(l),...,xo_l(n))
= (O @)X X )

RN
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d.h. (ot)r = o-(t'r), d.h. es handelt sich tatsdchlich um eine Operation. Sei

F:= k(Xl,...,Xn)Sn ={ rek(X

der Fixkoper dieser Operation. Dann gilt:
0] Sn operiert durch Automorphismen auf k(X 1""’Xn)'

1,...,Xn) | o°r = r fiir jedes OESn}

(i) F= k(ol,...,on),
wobel die o, die e ementarsymmetrischen Polynomein Xl""’xn seien.
(i) K/Fist eine Galois-Erweiterung vom Grad n! und der Galois-Gruppe

Ga(K/F) = S
(iv) f(T):=(T-X ) ~(T-X )|$1 Mlnlmalpolynom derX tiber F.
*(v) Ein Polynom pek[X 1 ’Xn] ist genau dann §ymmetr|sch d.h. esqilt
o-p = p fiir jedes OESn ,

wenn es as Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen geschrieben

werden kann, _
p(Xl,...,Xn) = q(ol,...,on) mit qek[Xl,...,Xn].

Das Polynom q ist durch p eindeutig bestimmt.
Beweis. Zu (i). Fiir jedes oESn ist die Abbildung

k(X 1, ,Xn)—>k(X1, ..,Xn),r}—>0-r,

ein k-Automorphismus, d.h. das Bild von
S — S(k(xl,...,xn)), ok (r= o),
1""’Xn)) der k-Automorphismen.

Zu (i1) und (iii). Die elementarsymmetrischen Funktionen sind zumindest invariant bei
den Elementen von Sn ,

F = k(ol,...,on) CFCL:= k(Xl,...,Xn).
JedeSXi ist Nullstelle von fEF’[T], also algebraisch iiber F’. Damit ist

L/F’ endliche Korpererweiterung.
Das Minima polynom von X, iiber F’ ist ein Teiler von f, also vom Grad =< n,

1
[F’(Xl):F’] <n.
tiber F’(Xl) istein Teiler von f/(T-Xl), also vom Grad <

liegt sogar in der Untergruppe Autk(k(X

Das Minimalpolynom von X

2
n-1. Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir _
[F (xl""’xi+1)'F (Xl""’xi)] <n-i,
d.h.
[L:F]=n!.

Die Xi sind samtlich separabel iiber F’, denn die Ableitung von f ist gleich

F(T) = I§1(T X (TX_(TXe, )
aso f(Xi) = (Xi-Xl)-. (XI |-1) (X. XI+1) (Xi-Xn) = 0, d.hf hat Xi nicht as
mehrfache Nullstelle (was damit auch fur das Minimalpolynom von Xi gilt). AuRerdem

ATX ),

ist L der Zerféllungskorper von f, also normal iiber F’. Wir haben damit gezeigt,
L/F ist eine Galois-Erweiterung vom Grad < nl.
Wegen F C F C L gilt dasselbe auch fiir L/F,
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L/Fist eine Galois-Erweiterung vom Grad < n!.

Nach Konstruktion gilt
Sn C Gal(L/F) € Gal(L/F)

aso
Q n! = #Sn = #Gd(L/F') < #Ga(L/F) = [L:F] < n!

In der letzten Abschitzung gilt liberall das Gleicheitszeichen. Insbesondere gilt
Ga(L/F) =Ga(L/F)
aso

F=F =k(o
Damit sind (ii) und (iii) bewiesen.
Zu (iv). Dain (1) iiberall das Gleichheitszeichen gilt, ist dies auch der Fall fiir dle
vorangehenden Abschitzungen. Insbesondere gilt

[F(X,) :FI=n,
d.h. das Minimalpolynom von Xi iiber F hat den Grad n = deg f. Wegen f(Xi) =0id

damit f das Minimalpolynom, d.h. esgilt (iv).
*Zu (v). Ein Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen ist trividerweise
symmetrisch. Nehmen wir umgekehrt an, p ist symmetrisch

o-p = p fiir jedes OESn

1,...,0n).

Dann gilt nach (ii)

n _
peE k(xl""’xn) ﬂk[xl,...,xn] -k(ol, ,on)ﬂk[xl, \ n]
Esreicht also zu zeigen,
2 k(ol,...,on)ﬂk[xl, ’Xn] C k[ol, Y n]
Jedes Xi ist Nullstelle des normierten Polynoms

f(T) = (T-X ) (TX ) = 3 (1)”'0 X ,Xn)T'
0
on] Also liegen dle;( und damit ale Elemente von k[Xl, " rl]

o] in k(XX ), dh. dlle

also ganz iiber k[ol, ¥

in der ganzen Abschlief3ung von k[ol, Y

Damit sind aber ale Elemente von

3 k(c;l, ,on)ﬂk[x 1 ,Xn]

n] Das dleo algebraisch unabhingig sind, ist k[ol, ,O'n] ein ZPE-
1 ,on) Die Elemente von (3) liegen daher

on], d.h. esbesteht die Inklusion (2).

ganz iiber k[o 1, "
Ring und damit ganz-abgeschl ossen in k(o
sdmtlich in k[o

QED.

1

3.9 Lineare Unabhéngigkeit der Charaktere

3.9.1 Definitionen

Seien G eine Gruppe und K ein Korper. Ein Charakter von GinK ist ein
Gruppenhomomorphismus
x: G — K*.
Der trivide Charakter ist die Funktion von G in K ist die Funktion
G—=K* g1,
die an dlen Stellen den Wert 1 annimmt. Eine Familie von Funktionen
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fi: G—K,i=1..n

heifd linear unabhiingig iiber K, wenn eine Relation der Gestalt
alf +.+af =0 mital,...,a €K
1 nn n

nur im Fall a1=...: . = 0 besteht, d.h. nur die trivide Linearkombination ist die

“identisch verschwindende’ Funktion.

3.9.2 Satz von Artin

Seien G eine Gruppe, K ein Korper und
Xqre Xy G — K*

paarwei se verschiedene Charaktere von G in K. Dann sind X% linear unabhingig

tiber K.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei
jetzt n> 1. Angenommen, es gibt eine endliche Familie von n linear abhéngigen
paarwei se verschiedenen Charakteren, d.h. die Linearkombination

Q) a1X1+"'+aan =0 (mit al,...,anEK, nicht ale a = 0)

ist auf ganz G Null. Der Fall, dal3 ein a gleich Null ist, ist nach Induktionsvoraussetzung

nicht moglich, d.h. es gilt
al,...,aHEK -{0}.
Dax1 und Xy verschieden sind, gibt esein geG mit
%1(9) = %(9)-
Fiir jedes x&G erhalten wir aus (1), indem wir als Argument gx einsetzen:
ay %q(9) %1 )+ +a % (9) x,(X) =0,

d.h. esist

(2) ay %4(9) xq*-Fa %, (9 %, = 0.
Anderersaits erhalten wir aus (1) durch Multiplikation mit Xl(g):
(3) ay %4(9) xq*+-Fa %q(9) %, = 0.

Wir bilden die Differenz aus (2) und (3) und erhalten
8, (Xo (9)- %1 (@) X+ +a (%, (9)-%,(9) x,, = 0.

Dies ist ene nicht-trividle Relation zwischen n-1 Charakteren, die nach
Induktionsvoraussetzung nicht moglich ist.
QED.

3.10 Spur und Norm

3.10.1 Definitionen (separabler Fall)
Seien K/k eine endliche separable Korpererweiterung und o €K ein Element. Wir setzen

N =TT ofo)

Dabei werden Summe bzw Produkt iiber alle k-Einbettungen o: K Cs k erstreckt. Auf
diese Weise sind Abbildungen
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TrK K K—=k
definiert, welche Norm bzw. Spur von K iiber k heifen.

Beweis. Zunichst nehmen diese Abbildungen nur Werte in K an. Wir miissen zeigen,
die Bilder dieser Abbildungen liegen in k. Dazu wihlen wir eine Galois-Erweiterung

L/k
mit K C L und der Galois-Gruppe
G :=Ga(L/Kk).
Wir betrachten die Untergruppe
U = Gal(L/K)

und zerlegen G in Nebenklassen modulo U,
G= glu U..U grU.

Jedes Element 6EG hat eine Einschriinkung auf K, die eine k-Einbettung von K in k
definiert,

ol :K—LCk,

K

und man erhilt auf diese Weise dle k-Einbettungen von K in k. Fiir zwel Elemente
6.1E€G gilt

0|K =r|K < 0'1T|K =1d e o €U « oU = TV,

d.h. sie definieren dieselbe k-Einbettung von K, genau dann wenn sie zur selben
Restklasse modulo U gehdren. Mit anderen Worten, die Eischrinkungen

sind gerade die k-Einbettungen von K ink. Damit gilt fiir jedes a €K,

() Ny (o= iljl g(o)EL

@ Tr (o) = él g (o) EL

Nach Definition von U gilt LG =K. Esreicht also zu zeigen, die rechten Seiten von (1)
und (2) sind invariant bei den Elementen von G.Sel geG. Nach Definition der of gibt es

dann eine Permutation GESr Elemente uiEU mit

99 = 95i)
Man beachte, die Abbildung o ist injektiv: aus 9y~ 9(i) folgt ggiui'l: 99, u-'l, dso g
€ ng aso g = gj.
Esfolgt
r
9Ny (@) = TT 99;(c)

=1

B i]jl I(iy Y ()
:.ﬁl NG (wegen u.€U = Gal(L/K) und «€K)
i=

= f[ g;(c) (weil L kommutativ ist)
i=1
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= Ni ()

Dieselbe Rechnung kann man auch mit der Summe anstellte des Produkts durchfiihren.
Wir haben gezeigt, NK /k(a) und TrK /k(a) sind invariant bel den Elementen von G,

liegen asoink.

QED.

Bemerkung

Der obige Beweis zeigt, fiir jede endliche Galois-Erweiterung L/k, jede Teilerweiterung
K/k und jedes Element a€K gilt

Ny @) = I g(a).
[g]EGal(L/K)/Gal (K/K)

Tre (@) = > ().
[glEGal(L/K)/Gal (K/K)

Dabei bezeichne [g] die (Links-) Nebenklasse von geGal(L/k) modulo Gal(K/k).

3.10.2 Eigenschaften der Norm

Sei K/k eine separable Korpererweiterung vom Grad n = [K:k] < . Dann gilt
0] NK/k(a-B) = NK/k(oc) NK/k([S) fiir o, pEK.

(i) Nyl = a" fiir a€k.

(i) NK/k = NF/k° NK/F fiir jeden Korper F zwischen k und K.

(iv) NK /k(a) = (-1)”fa(0) falsK = k().
v) NK /k((x) = det(multa).
Dabel bezeichne fa das Minimalpolynom von o iiber k und multa diek-lineare

Abbildung
multa: K — K, X ax.

Beweis. Zu (i). Fiir jede k-Einbettung o: K — kK gilt
o(ap) = o(a)o(p).
Dak kommutativ ist, folgt die Behauptung unmittelbar aus der definierenden Formel

von NK %

Zu (ii). Fiir o€k gilt o(a) = o fiir jede k-Einbettung o: K — k. Die Behauptung ergibt
sich damit aus der Definiton von N

K/k
Zu (iii). Wir wihlen eine endliche Galois-Erweiterung L/k mit K € L und setzen
G = Gal(L/k)
U := Ga(L/F)
V := Ga(L/K).

Nach der Bemerkung von 3.12.2 gilt dann fiir jedes a€EK:

B:=N,, (o) = g(a)
KIFD = gu N
und

Ny (N (@) =N B)= T h(B)
/K™ KIF R eeiu
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= [T hC IT 9(e)
[hEG/U [glEUNV
= I [T  hg(e)

[h]EG/U [gleulv
Durchlaufe jetzt h ein Reprisentantensystem von G/U,

G=h,UU..UhU
1 r

und g ein Reprisentantensystem vom U/V,
U= glv U..u gSV.

Dann bilden die hi gj ein Représentantensystem von G/V,

I S
Das obige Doppelprodukt 146t sich damit wie folgt schreiben.
NepNge@) =TT 9@) =Ny ().

[0]EGIV
Zu (iv). Die Nullstellen des Minimal polynoms von o sind gerade die zu o konjugierten

Elementevonk, d.h. esgilt

f0= I (Ko@)
oK.k
aso
fO= T (olN=()" T o)=Yy,
oK.k oK.k

Dasist aber gerade die Behauptung.
Zu (v). Seien a€K,

f (X)=cgte X +..+c x4 xNe kX

071 n-1
das Minimalpolynom von a iiber k und
F = k(c).
Dann gilt
Ny p@  =Ngy (N () (nach (i)
= NF/k(oc[K:F]) (nach (ii) wegen o€F = k(ct))
=N (FF (nach (i)
= ((DFKe)IKF (nach (v))
d.h.

Es reicht zu zeigen, der Ausdruck auf der rechten Seite ist die Determinante der
Multiplikationsabbildung multa beziiglich einer geeignet gewihlten Basis von K/k. Sel

irgendeine Basis von K {iber F gegeben, sagen wir

K= F(o1+...+Fmr mit r = [K:F].

Wegen
F=kl+ka+ .. +kaSlmit s=deg i =[FK.
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ist dann
sl sl sl
2 W 0@, 1107 D, Wy O Wy 111,07 T Doy Dy ALO 10y O
eine Basis von K iiber k. Bei Multiplikation mit o gehen die Basiselemente
., 0., ...,as'l .

]

in eine Linearkombination dieser Basiselemente iiber:

S . — (.~ _ ) sl
a (uj =( €@+ - C g ..

Deshalb zerfillt die Matrix vom multa beziiglich der Basis (2) in r Blocke,

BO..O
0B..O

M (multa) = (r Blocke)

00..B
wobei jeder Block die Gestalt
(OOO...O -co\
100..0 -

B=1010..0 -c

\OOO...O-CS_:L/

hat. Durch (s-1) Nachbartausche kann man die erste Zeile von B in die letzte iiberfiihren.
Deshalb gilt

det B = (-1)5'1(-c0) = (1%,
aso
det(mult ) = (det B)' = (-1)Scqy

Wegen r = [K:F] , s = [FK], aso rs = [K:k], erhalten wir durch Vergleich mit (1) die
Behauptung.
QED.

3.10.3 Eigenschaften der Spur

Sei K/k eine separable Kdrpererweiterung vom Grad n = [K:k] < . Dann gilt
M) TreplatB) =Tr (@) +Tr, (B) fir o,pEK.
(i) Try (o) =nfir agk.

(iii) TrK/k =Tr K Tr K/E fiir jeden Korper F zwischen k und K.

(iv) Tr K/k(oc) =-a4 fallsK = k(o) ist und a1 den Koeffizienten von XL im
Minimalpolynom fa von a tiber k bezeichnet.

) TrK /k(a) = Tr(multa) := Summe der Elemente auf der Hauptdiagonalen einer
Matrix von multa.

Dabel bezeichne multa die k-lineare Abbildung

multa: K — K, X ax.

Beweis. Ist analog zum Beweisvon 3.12.2.
QED.
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3.11 Zyklische Erweiterungen

3.11.1 Definition
Eine endliche Galois-Erweiterung K/k heif3t abelsch bzw. zyklisch, wenn die Galois-

Gruppe
Gal(K/k)
abelsch bzw. zyklischist.
Beispiel 1
Seien k ein Korper der eine n-te primitive Einheitswurzel
cek
enthélt und

K = k(o) mita:= o€k,
d.h. aist eine n-te Wurzel aus einem Element von k. Es gelte

n-lk =0

(d.h. n sai teilerfremd zur Charakteristik). Dann ist
k(a)/k

eine zyklische Galois-Erweiterung.
Bewels. Wir konnen annehmen , o ist nicht Null .Das Element o ist Nullstelle des
Polynoms

f(X)=X"-a
Die n Nullstellen des Polynoms f sind gerade die folgenden:

Z;'oc =1,..n.
Diese sind paarweise verschieden und liegen in K. Alsoist K/k separabel und gerade der
Zerfillungskorper von f iiber k, d.h. K/k ist normal. Damit ist

K/k eine Galois-Erweiterung.
Sei
G = G(K/k)
die Galois-Gruppe. Fiir jedes 0€G ist o(c.) eine Nullstelle von f, also von der Gestalt
ola)=w o
o

mit einer n-ten Einheltswurzel o Wir betrachten die Abbildung
¢.G —= <> Ck*, o= o

Esreicht zu zeigen,
1. @istinjektiv.
2. @ ist ein Gruppen-Homomorphismus.
Denn dann kann man G als Untergruppe der zyklischen Gruppe <C> auffassen, d.h. G
ist selbst zyklisch.
Zu 2 Fiir o, T€G gilt

o _oa=ot(ae)=ow a)=w o) =w_w_a,

OT T T T O

dsog(ot) =0 __=n_wo_=¢0)e(T).

OoT T O
Zu 1. Well K von a. erzeugt wird, ist o durch das Bild
o(a) = o o

bereits vollstindig festgelegt, d.h. durch (o) = o
QED.

Beispiel 2
Sei K/k eine Korpererweiterung und CEK eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist

k(@)/k
eine abel sche Galois-Erweiterung.
Beweis. k(Q) ist der Zerfillungskorper des Polynoms
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f(x)=x"-1,
also normal und separabel iiber k, d.h. die k(C)/k ist endliche Galois-Erweiterung. Sei

G = G(k(©)/k)
die Galois-Gruppen. Jedes oG bildet C in eine primitive n-te Einheitswurzel ab, d.h.

o(©) =¢' mitggT(i,n) = 1.
Der Exponent i = i(o) ist dabei modulo n eindeutig festgelegt. Auf diese Weise ist also
eine Abbildung
h: G — (Z/(n))*, o+ i(c) mod n,
definiert. Fiir 0, ©€ G gilt _ _ o
9 = (o)) = o(d W) = (o)) = ()
d.h. hist ein Gruppen-Homomorphismus. Well k(C) von T erzeugt wird ist jedes o€G
durch das Bild von o(€) (und damit durch i(c) mod n) bereits eindeutig festgel egt. Mit
anderen Worten h ist injektiv und wir konnen G als Untergruppe der abelschen Gruppe
_ (Z1(n))*

auffassen. Inspesondere ist G abelsch.

QED.
Bemerkung

Im Fall k = @ und n = 12 kann man zeigen, dal? die obige Erweiterung nicht abelschist.
Esist dann G eine Untergruppe von

(Z1(12))* ={1,5,7,11}

Jedes Element dieser Gruppe hat das Quadrat 1, d.h. es handdlt sich um die Kleinsche
Vierergruppe, d.h. um eine Gruppe, die nicht zyklisch ist. Esreicht also zu zeigen,

G = (Z2/(12))*.
Angenommen, es gilt nicht das Gleichheitszeichen. Dann hat G die Ordnung
#G=2,

also Q(C) den Grad

[REQ):Q]=#G=2,
d.h. T wiirde einer Gleichung zweiten Grades iiber {! geniigen. Nun ist aber ?;3 ene4 te
primitive Einheitsvurzel#, d.h. §3 = +i, dso gilt iEQ(T), also aus Gradgriinden

1) Q@ =q@H=0+iQ
Weiter it C4eine3-te primitive Einheitswurzel®®, also C4 =- % + Ii\/é asogilt
V2 (),

also aus Gradgriinden
) Q(C) = 0(W2) = @ +2-Q.

Die Identititen (1) und (2) sind aber unvereinbar: nach (2) liegt @(C) ganz in den redlen
Zahlen.

3.11.2 Hilberts Satz 90

Seien K/k eine (endliche) zyklische Erweiterung mit der Galois-Gruppe G, o en
erzeugendes Element von G,
G=<0o>
und a€K. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
@) NK/k(a) =1.

(i) Esgibt ein Element pEK-{ 0} mit o = p/o(p).

2 Wire CS nicht primitiv, so wire §3 =% 1 dso QG =1, d.h. € wire nicht primitiv.

3 Wire C4 nicht primitiv, so wire C4 =1, d.h. € wiire nicht primitiv.
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Beweis. Wir schreiben N : =N
(ii) = (i). Esgilt
Nach Definiton der Norm ist

N(o(B)) = [T w(o(B)) = [T wo(B)
€6 1€G
Dadie Multiplikation von links mit T eine bijektive Abbildung G — G definiert, folgt

N(o(B)) = II ©(B) = N(p)

K/k fiir die Normabbildung K — k.

N(a) = N(B)/N(c(B))-

1€G
also N(a) = N(B)/N(o(B)) = 1.
(i) = (ii). Wir setzen

n:=#G =[K:K]

Nach Voraussetzung gilt NK /k(oc) =1,das

a= 0.
Die Abbildungen _
ol: K* = K*,i=01,..,n
sind paarweise verschiedene Charaktere von K* in K, also K-linear unabhingig (nach
dem Satz von Artin, 3.9.2). Insbesondere ist die folgende Abbildung K—K nicht
identisch Null.
Id +0L-0+a-0(oc)-02+a-0(a)-oz(a)-03+...+ a-o(a)-...-an'z(a)-on'l
Esgibt aso ein Element 6K mit der Eigenschaft, dal3 das wie folgt definierte Element
BEK nicht Null ist.

B = 0 +a-0(6)+aro(a) 0%(B) +aro(c) 0%(c) 0 (B)+...+ aro(a)-....o Z(a)-cL(e)

=S, mitp, = (7T o'(e)o’(®)
r=0 1I=0
Esqgilt
o() :d&iﬂwm%»
i=
= (T o™ Y)o"Xe)
i=0

= (1 o (@)o"*1(0)
i=1
= Br+1/a
fiir r < n-1 und

oBpp) = (T(F) o'*(0))a"(6)
=

= (Ff o*Ye)y6  (wegeno"=1d
i=0

= (F{ o (o0)).0c
I

= |I\|K/k(OL)'9/O.
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= 0/a (wegen NK /k(a) =1)
Einsetzen in die Definition von f liefert

o(p) =" o(6)
r=0

= rEZ [SH_l/oL + 0/o
r=0

=pla
aso
o = plo(a)
QED.

3.11.3 Satz iiber die zyklischen Erweiterungen

Seien k ein Korper und n eine natiirliche Zahl, die im Fall char k = O teillerfremd zu
Charakteristik von k ist. Der Korper k enthalte eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann
gelten folgende A ussagen.
()  Jedezyklische Erweiterung K von k des Grades n hat die Gestalt
K =k(a),
wobel o Nullstelle eines Polynoms der Gestalt
f(X) =X" -ack[X]

ist.
(i) Sel o aus einer Korpererweiterung von k und Nullstelle eines Polynoms der

Gedtalt

f(X) =X" -ack[X]

Dann ist k(a)/k eine zyklische Korpererweiterung, deren Grad d ein Teiler von n

ist. Aulerdem gilt adek.
Beweis. Zu (i). Seien K/k eine zyklische Erweiterung des Grades n mit der Gruppe

G=<o>
und
CEk
eine n-te Einheitswurzdl. Es gilt
Ny /k(;'l) =@ hn (wegen ZEK und 3.10.2)
=1
Nach Hilberts Satz 90 gibt es ein aEK mit C'l = a/o(a), d.h.
o(a) =Ca..
Wegen Cek folgt _ _
_ o'(a)=Clafiri=1,..n.

Die Elemente ¢'asind die (paarweise verschiedenen) zu a iiber k konjugierten Elemente.
Esfolgt

[k(ot):K] = [k(oc):k]S (well K/k galoisch, also separabel ist)
=n (nach 3.5.2).
Damit ist
K = k(o)

und
o(a") = o()" = (€)= ()" = ",
d.h. o bleibt fest bei o und damit bei allen Potenzen von o, d.h bei <o> = G. Esfolgt
a=a'le KG =k,
d.h. aist Nullstelle von X-a € K[ X].
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Zu (ii). Sei k eine algebraische AbschlieRung von k und ack Nullstelle von
f(X) =X"-ack[X].
Dann sind die Elemente .
C'a Jd=1,..n.
ebenfalls Nullstellen von f(X). Wegen C&k sind es ales Elemente von k(a),

tlo € k(o).

Damit liegen ale Nullstellen von f (in k) in k(a), d.h. k(o) ist Zerfallungskorper von f
iiber k. Insbesondere ist
K(ct)/k normale Korpererweiterung.

Die n Nullstellen von f ink sind paarweise verschieden, d.h.
k(a)/k ist separable Kopererweiterung.
Zusammen sehen wir,
k(a)/k ist eine Galois-Erweiterung.
Se
G = G(k(a)/k)
deren Galois-Gruppe. Fiir jedes 0€G ist o(ct) eine Nullstelle von f(X), d.h.
o(a) = w o

Nach Beispiel 1 von 3.1.11 ist die Abbildung
cp:G—><?;>=ukn,a}—)(oO,

en inektiver Gruppen-Homomorphismus. Wir koénnen G as Untergruppe der
zyklischen Gruppe

Men ™ <>

der Ordnung n auffassen. Insbesondereist
G zyklisch von der Ordnung d = # Im(¢) mitd | n.
Sel o jetzt ein erzeugendes Element von G,
G=<o>.
Dannist o eine primitive d-te Einheitswurzel und es gilt

o(a% = (o(e) 9= (@ ) V= af,

d.h. o9 bleibt fest bei o, aso auch bei alen Abbildungen von <o> = G, d.h.

ade k(@)C =k
QED.

3.12 Auflésbare Erweiterungen (in der Charakteristik 0)

3.12.1 Definitionen

Seien k ein Korper der Charakteristik Null und
K/k
eine endliche Korper-Erweiterung.

Die Erweiterung K/k heif¥t auflosbar, wenn sie ganz in einer Galois-Erweiterung L/k mit
auflosbarer Galois-Gruppe liegt.

Die Erweiterung K/k heif¥ auflosbar durch Radikale, wenn es einen Korperturm

kZKOCch...CErZK

gibt mit
Kivg = Ki(y),
wobel eine Potenz von o in Ki liegen sall,
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(ai)ni X .

3.12.2 Eigenschaften auflosbarer Erweiterungen
Die Aufldsbaren Korpererweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klasse.

Beweis. Ubungsaufgabe.
QED.

3.12.3 Auflosbarkeit und Auflésbarkeit durch Radikale
Seien k ein Korper der Charakteristik Null und
E/k
eine endliche Galois-Erweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) E/kist auflosbar.
(i)  E/k ist auflosbar durch Radikale.
Beweis. (ii) = (i). Wir miissen die Existenz einer Galois-Erweiterung
L/k
mit
K C L und G(L/k) auflosbar
beweisen. Dazu konnen wir K bei Bedarf vergro3ern.
1. Schritt. Reduktion auf den Fall, dal3 K/k Galois-Erweiterung ist.

Sei k eine algebraische Erweiterung von k, die K enthiilt. Fiir jede k-Einbettung
oK —=k
ist auch o(K)/k auflésbar durch Radikale. Dasselbe gilt fiir das Kompositum aller o(K).

Wir konnen also annehmen K ist normal iiber k, d.h.
K/k ist eine endliche Galois-Erweiterung.

Nach Voraussetzung entsteht K durch Adjunktion von endlich viden Nullstellen von
Polynomen der Gestalt
XN-a
Wir bezeichnen jetzt mit
N
eine natiirliche Zahl, die von allen dabei auftretenden Graden n geteilt wird.
2. Schritt: Reduktion auf den Fall, daB k eine primitive N-te Einheitswurzel enthélt.

Bezeichne

C
eine primitive N-te Einheitswurzel. Wir setzen
F = k(Q).
Dann ist G(F/k) abelsch, also auflosbar. Es reicht zu zeigen,
G(KF/F) ist auflobar,
denn wegen der kurzen exakten Sequenz

f
1 - G(KFIF) —— G(KF/k) —3— G(F/k) — 1
mit f(o) = o und g(o) = 0|F ist G(KF/k) auflosbar und es gibt eine Surjektion

G(KF/k) — G(K/k), o = 0|K ,

d.h. K/k ist auflosbar.
3. Schritt. Abschlul? des Beweises.

Nach Voraussetzung gibt es einen Korperturm

k=KOCK1C...CEr=K

gibt mit

Kipq=Ki(e), () €K, n|N.
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Nach Voraussetzung enthilt k eine primitive N-te Einheitswurzel. Also enthilt Ki en
primitive ni-te Einheitswurzel. Nach 3.11.1 Beispidl 1ist

Ki +1/ Ki zyklische Galois-Erweiterung.
Aus der kurzen exakten Sequenz

1— G(Ki+1/Ki) — G(Ki+1/k) — G(Ki/k) -1
sehen wir, mit G(Ki/k) ist auch G(Ki +1/k) auflosbar. Also ist G(K/k) auflosbar.

(i) = (ii). Wird so dhnlich bewiesen: man reduziert die Aussage auf den Fall, dald K/k
Galois-Erweiterung ist und k eine primitive n-te Einheitswurzel enthélt mit n = [K:k] und
benutzt dann 3.11.3(i).

QED.

3.13 Die Galois-Gruppe eines Polynoms

3.13.1 Definition
Seien k ein Korper und

f(X) € k[X]
ein Polynom ohne mehrfache Nullstellen (in einem Erweiterungskorper von k). Weiter
sei K der Zerfillungskorper von f iiber k. Dann heif3t

G(f) = G(K/K)
Galois-Gruppe von f iiber k.

3.13.2 Beispiel

Saien OpreensOpy T Unbestimmte und

i) = X0 XM+ )0 EK =k(oy,0,)
das “algemeine’” Polynom n-ten Grades. Dann hat f die Galois-Gruppe Sn.

Insbesondere ist die Galois-Gruppe im Fall n = 5 nicht auflosbar und die Nullstellen
von f lassen sich nicht als Radikale in den K oeffizienten OO, VON f ausdriicken.

3.13.3 Beigpiel
Man kann zeigen, der Zerfallungkorper von
X9-X-1

hat tiber @ die Galois-Gruppe

G:SS'

Insbesondere lassen sich die Nullstellen dieses Polynoms nicht durch Radikale
ausdriicken.

Zum Bewels dieser Aussage brauchen wir einige algemeine Sitze zur Berechnung der
Galois-Gruppe eines Polynoms.

3.13.4 Konstruktion

Selen
f(X)EK[X]
ein Polynom ohne mehrfachen Nullstellen,
al,...,oanE

dessen Nullstellen in einer algebraischen Abschliefung k von k. Wir fiihren
Unbestimmte

u,,..,u
1 n
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e nund setzen

0= uloc1 +...unozn

und
F(z,u):= [ (z-s9)
=S

Dabe operiere sESn auf den Polynomen in den u durch Permutation der
Unbestimmten U. Wir zerlegen F inirreduzible Faktoren
F(zu) = Fl(z, u)-...-Fr(z,u) ink[u,z].
Die Permutationen von Sn , die F1 in sich abbilden, bilden eine Untergruppe von Sn'
G = {sESn | sF1 = Fl}
Bemerkungen
() DieElemente der Galois-Gruppe G := G(f) von f permutieren die Nullstellen

[0 AN ¢ )
A
von f. Wir haben a so einen wohldefinierten Gruppen-Homomorphismus
G— Sn, o ol{ al,...,an}

wenn wir Sn as Gruppe der Permutation von { o an} auffassen. Diese

1
Abbildung ist injektiv, well die o, den Zerfillungskorper von f erzeugen. Wir

konnen also G als Untergruppe der Sn auffassen.

(i) Der nachfolgende Satz besagt, dal3 man die beiden eben beschriebenen
Untergruppen der Sn identifizieren kann.

3.13.5 Eine alternative Beschreibung der Galois-Gruppe eines Polynoms
Mit den Bezeichnungen von 3.23.4 gilt
G(f) = {sESn | sF1 = Fl}'
Beweis. Sei K der Zerfillungskorper von f iiber k,
K= k(al,...,an).

Uber K[u] zerfillt F also auch Fl in die Linearfaktoren

Z-B9=z-u +... =S).
1%s1() (555

unas_ 1(n) n

Wir wihlen die Bezeichnungen so, dafl F1 den Faktor

z-0
enthilt. Wie schon angemerkt kénnen wir die sESn zum Permutieren der u benutzen,
aber auch zum Permutieren der o - Je nachdem, welcher Fall vorliegt, wollen wir s = S,

oder s= S, schreiben. Dann gilt

Q) Fl(z, uwl 3 (z- sae) ink[z, u]
s=G(f)
denn rechts steht ein Polynom mit Koeffizienten auf K, welches bei den Elementen von

G(f) unveriindert bleibt, d.h. die Koeffizienten von liegen in KG( = k. Die
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Tellbarkeitsrelation besteht, well F1 irreduzibel ist und mit dem Polynom rechts die
Nulstelle z - 6 gemeinsam hat.>*

. -1
1.Schritt: sae =s,0

Das Produkt

S S
uaoa

148t den Ausdruck

0= uloc1 +...unocn

unverédndert, d.h. es gilt
Ss 0=0,
u o
d.h.
-1
Sae =5 0.
2. Schritt: G’ := {sESn | SuFl = Fl} ist gleich { sESn | su(z-e) | F
Bewelsvon “2”. Sei

1

oc { sESn | su(z-e) | Fl}
Nach Definition von F(z,u) bleibt dieses Polynom unverindert bel o Jeder

Linearfaktor L von F1 wird von Gu in einen Linearfaktor ouL von GuFl tiberfiihrt.

Speziel fiir L. = z-0 sehen, dal3
ouL
und (nach Wahl von o auch) von F

en Linearfaktor von o F ist. Also haben o F
ul 1 ul

und F1 einen nicht-trivialen gemeinsamen Faktor. Da beide Polynome irreduzibel sind,

miissen sie gleich sein, d.h. es gilt

aso o€G'.
Beweisvon “C”. Sei 0€G’.

Dann iiberfiihrt o, jeden Linearfaktor von F1 in einen Linearfaktor von Fl‘ Dies gilt

insbesondere fiir z - 6.
3.Schritt. G’ = G(f).
Die Permutationen SGEG(f) tiberfiihren
0= ulal +...unocn
in die Konjugierten von 6, d.h. sie iiberfiithren den Linearfaktor z-6 von F1 in einen
Linearfaktor von Fl‘ Wegen sae = sijle gilt dasselbe auch fiir Su’ d.h. esgilt s€G’.

Wir haben gezeigt:

Gf)C G.
Ist umgekehrt s=G’, so iiberfiihrt S, nach dem zweiten Schritt z - 6 in enen

Linearfaktor von Fl‘ Wegen sae = s[lle tiberfiihrt S, das Element 6 in ein zu 6

konjugiertes Element. Die zu 6 konjugierten Elemente erhilt man aber, indem man auf
dieoci ein Element c&G(f) anwendet (wegen (1)), d.h. esgilt

24 Zunichst besteht die Teilbarkeitsbeziehung in k(u)[z]. Nun ist aber k[u] ein ZPE-Ring und beide
Polynome haben den Inhalt 1.
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5 = oEG().
QED.

3.13.6 Einige Untergruppen der Galois-Gruppe
Se R ein ZPE-Ring mit dem Primideal P und
f(X) = X"+ .€R[X]
ein Polynom. Bezeichne
h: R — R/P
den natiirlichen Homomoprhismus. Es gelte:

f und fh haben keine mehrfachen Nullstellen.

Bezeichne
G

die Galois-Gruppe des Zerfillungskorpers von f iiber Q(R) und
G

die Galois-Gruppe des Zerfiallungskorpers von fh iiber Q(R/P).
Dann kann man G als Untergruppe von G auffassen,
GCG.

Beweis. Sel
F(z,u) = Fl(z,u)-...-Fr(z,u)

die Zerlegung von F in irreduzible Faktoren iiber Q(R). Weill R ein ZPE-Ring i,
konnen wir annehmen,

Fi (zu) € R[z,u]
fiir alle i, und wir erhalten eine Zerlegung
Fh(z,u) = F?(z,u)-...-Fp (zu)
iiber Q(R/P). Die Elemente von G C Sn sind nach 3.12.5 gerade die Permuationen die

Fl in sich iiberfiihren:

G= {SESn | SuFl = Fl}

Sie iiberfiihren jedes der Fi in sich und damit auch jedes der Fih insich.?®

Die Elemente der Galois-Gruppe (des Zerfillungskorpers) von FN iiberfiihren jeden
irreduziblen Faktor von F4 in sich und damit auch F? in sich. Als Elemente von Sn
liegen sieaso in der Untergruppe G(f) C Sn'

QED.

3.13.7 Zur Berechnung der Galois-Gruppe von f(X) = X2-X-1

Bezeichne
G

die Galois-Gruppe von f iiber @1. Jedes Element von G permutiert die fiinf Nullstellen
von f und ist durch seine Werte auf diesen Nullstellen bestimmt. Wir konnen also G wie

bisher als Untergruppe der 85 auffassen,

% Esist egal, ob man erst die Nullstellen permutiert und dann h auf die K oeffizienten anwendet, oder ob
man diesin umgekehrter Reihenfolge tun.
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-
G_85

1. Schritt: Modulo 2 ist f zerlegbar in

f(X) = (X2+X+1)(X3+X2+1)
Die Galois-Gruppe des ersten Faktors (modulo 2) ist von der Ordnung 2, und vertauscht
die beiden Nullstellen dieses Faktors®®. Nach 3.13.6 enthilt also die Galois-Gruppe von
f einen Zweier-Zyklus. Bei geeigneter Nummerierung der Nullstellen von f konnen wir
annehmen

(12) e G.
2. Schritt: Modulo 3ist f irreduzibel:

Hitte f modulo 3 einen linearen oder quadratischen Faktor, so hitte f eine Nullstelle in

einer quadratischen Erweiterung von 1F3, d.h.in IF9. Die Elemente von IF9 sind aber

Nullstellen von X9-X, dh. f hiitte mit X9-X einen Faktor gemeinsam, aso auch mit
x20x2 = (x5-x)(x5+x),
also mit
X2-X oder X2+X,
was offensichtlich nicht der Fall ist. Damit definiert f eine Erweiterung des Grades 5 von

]F3 . Die Galois-Gruppe dieser Erweiterung ist Z/5Z. Jedes Erzeugende Element dieser
Gruppe bewirkt eine zyklische Vertauschung der Nullstellen von f. Nach 3.13.6 ergibt
sich:
GC 85 enthilt einen Fiinfer-Zyklus.
Wir kénnen O.B.d.A. annehmen?’,
(12345) € G.
Wiederholte Konjugation von (12) mit (12345) liefert weitere Zweier-Zyklen, die in G

liegen:

3.y2

%6 Die Gal 0is-Gruppe des zweiten Faktorsist von der Ordnung 6: Die Diskriminante von f = X~+X“+1

ist ndmlich kein Quadrat:

11010
01101
A(f) =Res(f, f) =det| 32000
03200
00320
1101 1101
__ge|3200|_ 0103
0320 0320
0032 0032
10-3 10-3
= - det 320]24H[029]
032 032
:da(z-gl
32
=4+27
=31,

d.h. die Galois-Gruppe von f ist die 83

? Jeder Fiinfer-Zyklus operiert transitiv auf den Elementen, die er permutiert.Es gibt also eine Potenz
des Fiinfer-Zyklus, die 1 in 2 iiberfiihrt sind. Durch Umbenennen der iibrigen Elemente erreichen wir,
daB der Fiinfer-Zyklus die Gestalt (12345) bekommt.
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(12), (23), (34), (45), (5) € G

Konjugation von (12) mit (23) liefert

(13) € G.

Konjugation von (13) mit (34) liefert

(14) € G.

Damit gilt

(12), (13), (14), (15) € G.

Da(12), (13), (14), (15) die S5 erzeugen, folgt
G=85..
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abelsch, 40

abelsch, 4

abelsche Erweiterung, 145
Absolutglied, 51

Adjunktion, 51

Algebra, 50

algebraisch, 95

algebraisch, 95

algebraisch abgeschlossen, 104
algebraisch abhingig, 95
algebraisch unabhingig, 95
algebraische Abschlief3ung, 104
allgemeine lineare Gruppe, 5

—A—
dquivalent, 40
Aquivalenzklasse, 60
Aquivalenzrelation, 60
A
assosiativ, 4
assoziiert, 76

auflosbar, 40; 149

auflosbar durch Radikale, 149

auflosbare Gruppen, 3

ausgezeichnete Klasse von Korpererweiterungen,
94

Auswertungsabbildung, 52

Automorphismus, 50

Automorphismus, 50

azyklisch, 65

—B—
Bild, 7

—C—
Charakter, 139

—D—

direktes Produkt, 7

—E—

Einbettung iiber k, 92

einfach, 40

einfache Korpererweiterung, 93
Einheit, 6; 50

Einheitswurzel, 128
Einheitswurzel, primitive, 128
Eins, 50

Einselement, 4

Einselement, 50
Eisenstein-Polynom, 85
Eisenstein-Polynom, 85
Element, konjugiertes, 113
elementarsymmetrisches Polynom, 136
Elementarteiler, 28

endlich, 95

endlich, 89

endlich erzeugt, 15; 89

endlich erzeugte Korpererweiterung, 93
Endomorphismus, 49
Endomorphismus, 50
Erweiterungskorper, 92
Erzeugendensystem, 15; 65
erzeugte Ideal, 54

erzeugte Teilalgebra, 53
erzeugte Teilmodul, 65
erzeugte Untergruppe, 15
euklidischer Ring, 71

exakten Sequenzen, 66
Exponent, 35

—F—

Faktoren, 40

freie abelsche Gruppen, 27
—G—

Galois-Erweiterung, 132
Galois-Feld, 126
Galois-Gruppe, 132
ganz, 89

ganz, 89

ganz abgeschlossen, 91
ganze Abschlieung, 91
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Grad, 51; 52 Linksideal, 54
grofter gemeinsamer Teiler, 73; 82 linksinvers, 4
Gruppe Linksnebenklasse, 16
Torsionsuntergruppe, 16; 31 Linksnullteiler, 50
Gruppe der inneren Automorphismen, 7 Linkstranslationen, 10
Gruppenoperation, 4 lokale Ringe, 63
Gruppenordnung, 4
Gruppenturm, 40 —M—
—H— maximal, 57
Minimalpolynom, 95
halbdirektes Produkt, 11 Modul, 64; 89
Hauptideal, 74 Modul-Multiplikation, 89
Hauptidealring, 74 Monome, 52
hochster Koeffizient, 51 multiplikativ abgeschlossen, 60
Hohenfunktion, 71
homogen, 52 —N—
Homomorphismus, 4; 49
Homomorphismus von Ringen mit 1, 50 nilpotent, 40
Homomorphismus von R-Moduln, 64 noethersch, 66
Norm, 71; 141
S normal, 111
normal, 40
Ideal, 54 Normalreihe, 40
Index, 18 Normalteiler, 11
Inhalt, 82 normierten, 53
inseparabel, 115 Nullelement, 4
Integritdtsbereich, 50 Nullteiler, 50
invariante Untergruppe, 11 nullteilerfrei, 50
inverses Element, 50
irreduzibel, 76 —0—
Isomorphismus, 4; 50
Isomorphismus iiber k, 92 oben beschrinkt, 66
operiert durch Automorphismen, 10
—K— Orbit, 10
Ordnung, 81
k-Einbettung, 92
Kern, 7 —pP—
k-Homorphismus, 92
k-1somorphismus, 97 p-Gruppe, 35
k-1somorphismus, 92 prim, 76
Kleinsche Vierergruppe, 9 Primelement, 76
Koeffizienten, 51 Primideal, 57
kommutativ, 4; 50 Primkérper, 125
Kompositionsreihe, 40 p-Untergruppe, 35
Kompositum, 94
Kompositum ist definiert, 94 —Q—

Konjugation, 10
Konjugationsklasse
eines Gruppenelements, 36
triviale, 36
konjugiertes Element, 113 —R—
Korper, 50; 92

Quotient, 60
Quotientenring, 61

L . . Radikale, 1
E?rper der .rtatlonalengunktlonen, 62 Rechstranslationen, 10
Orpererweiterung, Rechtsideal, 54

Korpergrad, 125
Korpergrad, 95
Kérperturm, 94

kurze exakte Sequenz, 66

rechtsinvers, 4
Rechtsnebenklasse, 17
Rechtsnullteiler, 50
Rechtsoperation, 9

reduzibel, 76
—L— rein inseparabel, 122
Linge, 40 rein transzendent, 95
Relationen, 27

linear unabhéngig, 140
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relationstreu, 55 transzendent, 95
Relationstreue, 9 transzendent, 95
Ring, 49 triviale Charakter, 139
Ring der ganzen Gauf3schen Zahlen, 7; 52 triviale Konjugationsklasse, 36
Ring mit 1, 50
Ring mit Einselement, 50 —yU—
Ring-Isomorphismus, 50
R-lineare Abbildung, 64 Untergruppe, 11
invariante, 11
—S— Torsionsuntergruppe, 16; 31
unzerlegbar, 76

schlechtes Element, 78
separabel, 115 —\V—
separabel, 115
Separabilititsgrad, 113 Verfeinerung, 40
separable AbschlieRung, 122 von einer Menge erzeugter Teilkorper, 93
spezielle lineare Gruppe, 5
Spur, 141 —W—
Stabilisator, 35

Struktur-Homomorphismus, 50 wohlgeordnete Menge, 71

Sylow-Untergruppe, 35
symmetrisch, 136; 138 —7—
symmetrische Gruppe, 5

Zentrum, 7
Zerfallungskorper, 110
—T— zerlegbar, 76
Teilkorper, 92 ZPE—R!ng, 76
Teilmodul, 64; 89 zweiseitiges Ideal, 54
Teilring, 50 zyklisch, 15; 40

Torsionsuntergruppe, 16 zyklische Erweiterung, 145

Torsionsuntergruppe, 31

Bezeichnungen

An aternierende Gruppe, vgl. Aufgaben zu 1.3

Aut(G) Gruppe der Automorphismen der Gruppe G, vgl. 1.1.1

C(G) Zentrum der Gruppe G, vgl. 1.1.10

det A Determinante der quadratischen Matrix A, vgl. 1.1.5

G(K/k) Galois-Gruppe der Galois-Erweiterung K/k, vgl. 3.7.1

GL(n, K) algemeinelineare Gruppe der umkehrbaren nxn-Matrizen iiber dem
Korper K, vgl. 1.1.3

GL(V) allgemeine lineare Gruppe des Vektorraums V, vgl. 1.1.3

Im(h) Bild des Homomorphismus h, 1.1.11

Ker(h) Kern des Homomorphismus h, 1.1.11

Oo(Vv) orthogonale Gruppe des Vektorraums V mit Bilinearform, vgl. 1.1.6

S(M) Gruppe der Permutationen der Menge M, vgl. 1.1.2

Sn Gruppe der Permutationen der Menge{1,2,...,n}, vgl. 1.1.2

SL(n,K)  spezielle lineare Gruppe iiber dem Korper K, vgl. 1.1.4

SL(V) spezielle lineare Gruppe des Vektorraums V, vgl. 1.1.4

Sp(V) symplektische Gruppe des sympl ektischen Vektorraums V, vgl. 1.1.7
uU(n) unitidre Gruppe, vgl. 1.1.8

U(v) unitire Gruppe des hermitischen Vektorraums V, vgl. 1.1.8

G'xG”  direktes Produkt der Gruppen G’ und G”, vgl. 1.1.12
[K:K] s Separabilititsgrad der endlichen Korpererweiterung K/k, vgl. 3.5.1

#M Anzahl der Elemente der Menge M, vgl. 1.1.2
R* Gruppe der Einheiten des Rings R mit Eins, vgl. 1.1.9
<M> die von der Menge M erzeugte Untergruppe, vgl. 1.2.4
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<> dievom Element g erzeugte zyklische Gruppe, vgl. 1.2.5

G/U die Menge der Linksnebenklassen von G modulo U, vgl. 1.3.1und 1.3.4
U\G die Menge der Rechtsnebenklassen von G modulo U, vgl. 1.3.1 und 1.3.4
Gm Stabilisator des Elements m bel der Operation der Gruppe G, vgl. 1.6.2
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