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Vorbemerkungen
Abelsche Varietiten sind projektive Varietdten mit Gruppenstruktur. Beispiele sind die
Tori bzw. projektive Varietiten mit der affinen Gleichung

y2 = x(x - 1) (x - ) mit A= 0, 1.
Abelsche Varietiten treten im Zusammenhang mit diophantischen Gleichungen mit
unendlich vielen Losungen auf.

1. Analytische Theorie
1.1 Die kompakten komplexen Lie-Gruppen: komplexe Tori

1.1.1 Definition: Komplexe Lie-Gruppe
Eine komplexe Lie-Gruppe ist eine zusammenhédngende komplexe Mannigfaltigkeit X,
deren Punktmenge die Struktur einer Gruppe besitzt, wobei die Abbildungen

XxX —= X, (x,y) a xy,

X%X,Xax'l,

holomorph (=komplex analytisch) sind.

1.1.2 Die Expontentialabbildung
Sei X eine komplexe Lie-Gruppe und
V= TeX

der Tangentialraum an X im neutralen Element. Dann gibt es fiir jeden Tangentialvektor
vev
genau einen holomorphen Gruppen-Homomorphismus

P C— X
mit der Eigenschaft'
d
(do )Gp =V,

d.h. der tangentiale Einheitsvektor % von (L im Piunkt O wird in den vorgegebenen

Vektor v abgebildet. Wir nennen P, Einparameter-Untergruppe von X mit dem
Geschwindigkeitsvektor v.* Die Abbildung
CxV =X, v ae O,

ist dabei holomorph®. Die Exponentialabbildung
exp: V—=X

"' d.h. in lokalen Koordinaten ist icp Wl =
at v t=0

* Fiir jedes xE€X definiert die Multiplikation mit x eine holomorphe Abbildung
L X—=X,ya xy,
X

V.

die das neutrale Element in x abbildet. Durch
X —=TX,xa (dL )Vv)
X

ist ein holomorphes Vektorfeld definiert (das invariant ist gegeniiber Linksmultiplikation). Die
Abbildung ¢ ist gerade die Integralkurve dieses Vektorfelds durch das neutrale Element e. Die Existenz
v

und Eindeutigkeit von ¢ folgt daher im wesentlichen aus dem Existenz und Eindeutigkeitssatz fiir
v

gewohnliche Differentialgleichungen.
? Die Losungen holomorpher Differentialgleichungen héingen holomorph von holomorphen Parametern
ab.



der Lie-Gruppe X ist definiert durch die Formel
exp(v) =@, (D).
Bemerkungen
(i) Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen
sorgt dafiir, daB3 die Exponentialfunktion lokal existiert. Die Gruppenstruktur von

X hat dann die globale Existenz zur Folge.
(i)  Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage fiir P, gilt

P, (0=, (s,
denn beide Seiten erfiillen die definierende Bedingung fiir P, mit sv anstelle von v.

Insbesondere ist
¢, (0 = exp(tv).
(iii) Fiir jeden analytischen Homomorphismus
h: X’ —= X”
von komplexen Lie-Gruppen ist das folgende Diagramm kommutativ.
e

T X T X”
e e
exp| L exp
h
X’ X 2
Das folgt ebenfalls aus der Eindeutigkeitsaussage fiir die Funktion P, !
(tv) Nach Definition gilt

d J
Eexp(tv)l =0 = dcpv(a) =V
fiir jedes v€V = TeX' L4Bt man v eine Basis des Vektorraums V durchlaufen, so

sieht man, die Funktional-Matrix der Abbildung V — X, v a exp(v),im Ursprung
ist die Einheitsmatrix. Mit anderen Worten,

dOeXp 1V =TOV -V

ist die identische Abbildung (bei einer geeigneten Identifikation des
Tangentialraums von V im Ursprung mit V). Daraus ergibt sich insbesondere, daf3
exp ein lokaler Diffeomorphismus ist.’

(v) Beweisen  wir  jetzt eine einschneidende Konsequenz unserer
Kompaktheitsforderung.

* Aus
d
(dp )G =v
folgt
d(hog (&) = (dhe(dg )3 = dh(v),

also hnch = cPdh(V)’ also heexp = expadh.

>In OET X ist das klar.Fiir x€Im(exp) kann man X so mit der Struktur einer Lie-Gruppe X’ versehen,
e
daf3
L:X—=X,ya xy,
X
ein analytischer Homomorphismus ist. Das kommutative Diagramm von (iii) zeigt dann, da3 exp in

den Punkten von exp_l(x) ebenfalls ein lokaler Diffeomorphismus ist.



1.1.3 Der Fall der kompakten komplexen Lie-Gruppen

Sei X eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann ist X als Gruppe kommutativ und die
Exponentialabbildung
exp: TeX —- X

ist ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus.
Beweis. Fiir jedes x&X betrachten wir die Abbildung
CX: X—=X,ya ny'l.

Dies ist ein analytischer Gruppen-Homomorphismus, d.h. es gilt nach 1.1.2(iii)

(1) Cxoexp = expe dCX .
Das Differential dCx ist ein linearer Automophismus des endlich-dimensionalen (-
Raumes
V= TeX’
und die Abbildung

X = Aut(V),xa dCX

ist holomorph. Fine holomorphe Funktion auf einer kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit ist aber konstant (nach dem Satz von Liouville)°. Also gilt
dCX = dCe =1Id

fiir jedes x€X, also nach (1)
Cxoexp = exp.

Mit anderen Worten, jedes Element im Bild von exp kommutiert mit jedem x&X.
Insbesondere kommutieren je zwei Elemente aus dem Bild von exp. Fiir v’ ,v’EV ist die
Abbildung

T — X, taexp(tv’)exp(tv”),
damit ein analytischer Gruppen-Homomorphismus mit dem Differential’

a b 29
§(exp(tv Jexp(tv ))It=0

— V’ + V”
im Punkt OEV. Also gilt
exp(tv)exp(tv”’) = cpv,+V,,(t) = exp(t(v’+v")).

Fiir t = 1 erhalten wir, exp ist ein Gruppen-Homomorphismus. Insbesondere ist
Im(exp) € X eine Untergruppe.

Nach 1.1.2(iv) ist nun

exp: V—=X
ein lokaler Diffeomorphismus. Insbesondere ist das Bild von exp offen in X, d.h.
Im(exp) ist eine offene Untergruppe von X. Das Komplement ist als Vereinigung von
Nebenklassen modulo Im(exp) ebenfalls offen, d.h.

® Eine nicht-konstante holomorphe Funktion einer Variablen hat in geeignet gewihlten Koordinaten die

Gestalt za z". Insbesondere ist das Bild einer offenen Menge bei einer solchen Funktion wieder offen.
Wenn sie auf einer kompakten zusammenhingenden Menge definiert ist, muf das Bild aber kompakt
und zusammenhéngend sein. In der komplexen Ebene gibt es aber keine offenen Teilmengen, die
auflerdem noch kompakt und zusammenhéngend sind.

" Man rechne in lokalen Koordinaten, betrachte die Multiplikationsabbildung als vektor-wertige
Funktion in zwei Gruppen von Variablen und wende die Ketten-Regel an.



Im(exp) C X
ist offene und abgeschlossene Untergruppe von X. Da X zusammenhéngend ist, folgt

Im(exp) = X,
d.h. exp ist surjektiv. Weil die additive Gruppe von V kommutativ ist, ist auch
exp(V)=X
kommutativ.
QED.
Vereinbarung

Das Gruppengesetz auf X wird ab jetzt additiv geschrieben.

1.1.4 Begriff des komplexen Torus

Seien V ein C-Vektorraum der Dimension d (<). Eine Gitter maximalen Rangs in V ist
eine Untergruppe

F g Va
die von einer reellen Vektorraumbasis von V erzeugt wird. Die Faktorgruppe
vr
hat dann die Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit, beziiglich welcher die natiirliche
Abbildung
V—=V/rT
lokal biholomorph ist. Gruppen-Operationen sind beziiglich diesser Struktur
holomorphe Abbildungen, d.h. V/I"ist eine Lie-Gruppe. Eine Lie-Gruppe dieser Gestalt
heiflt komplexer Torus der Dimension d.

Bemerkung
Wir konnen unter Vernachldssigung der komplexen Stuktur durch die Wahl einer
reellen Vektorraumbasis das Gitter I mit 224 und V mit R4 identifizieren und

erhalten

vrr=R2422d = (R/zy* =s!.
Mit anderen Worten, eine kompakte komplexe Lie-Gruppe der Dimension d ist
topologisch das Produkt von 2d Exemplaren des Einheitskreises, also ein topologischer
Torus (der Dimension 2d).

1.1.5 Die Struktur der kompakten komplexen Lie-Gruppen

Sei X eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann ist der Kern der Exponential-
Abbildung
exp: V= TeX —-X

ein Gitter

rcv
maximalen Rangs in V (d.h. es gibt eine reelle Vektorraumbasis von V, welche I" als
Gruppe erzeugt) und die Exponentialabbildung induziert einen Isomorphismus
komplexer Lie-Gruppen

~

VIT—— X.
Mit anderen Worten, jede kompakte komplexe Lie-Gruppe ist ein komplexer Torus.
Beweis. Sei

I' = Ker(exp: V —= X)
der Kern der Exponentialabbildung. Da exp ein lokaler Homdomorphismus ist, gibt es
eine offene Menge,
oeucyv

mit eXpIU: U — X injektiv, d.h.

(1) "N U ={0}.

Die natiirliche Abbildung
mwV—=VT



ist auf auf jeder der Mengen x + U injektiv. Die Einschrankungen von m auf die Mengen
der Gestalt x + U definieren ein System von holomorphen Karten auf V/I" und damit die
Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit auf V/I'. Insbesondere ist s lokal
biholomorph.
Nach Konstruktion ist die induzierte Abbildung

VI'—=X
bijektiv. Da w und exp lokal biholomorph sind, gilt dasselbe auch fiir diese Abbildung.
Insgesamt ist dies also ein biholomorpher Isomorphismus.
Insbesondere ist V/I" kompakt. Deshalb erzeugen die Vektoren von I' den Raum V iiber

IR ® Also enthilt I ein maximales Gitter I'’. Wiire der Faktor I'/I"” unendlich, so wiirden
dessen Elemente im kompakten Raum V/I”” einen Haufungspunkt besitzen. Da I'/I”
eine Gruppe ist, ist dann auch O€ I'/I"” ein Haufungspunkt. Dann ist aber auch OEV ein
Héaufungspunkt von I' im Widerspruch zu (1). Damit hat I'"” endlichen Index in I', I" ist
endlich erzeugt und es gilt

rcr-o.
Da I endlich erzeugt ist, gilt damit sogar

rcir

n

fiir geeignet gewihltes hinreichend groBes nEZ - {0}. Als Untergruppe einer freien
abelschen Gruppe ist I" aber selbst eine freie abelsche Gruppe, also ein Gitter maximalen

Rangs.
QED.

1.1.6 Die n-Teilungspunkte
Sei X eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann ist X als abstrakte Gruppe teilbar
(d.h. n-X = X fiir jedes n€Z - {0}). Bezeichne
Xn ={x&XInx=0}
die Gruppe der n-Teilungspunkte. Dann gilt
gfqzmzﬁdmnd:mmx.
Beweis. Wie wir oben gesehen haben, ist X als reelle Lie-Gruppe isomorph zu

X = (R/2)%4.
QED

1.1.7 Die ganzzahlige Kohomologie

Sei X = V/T" eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann gibt es natiirliche
Isomorphismen

HY(X, Z) = {alternierende r-Formen I'x..xI' — Z }.
Beweis. 1. Der Fall r = 1. Die natiirliche Abbildung
mV—=X
ist gerade die universelle Uberlagerung (sieche zum Beispiel: Forster: Riemannsche
Flichen) von X.° Also ist

r=nle)
natiirlich Isomorph zur Homotopie-Gruppe von X in e,
J'EI(X, e)=TI.

8 Wire I'IR ein echter Unterraum von V, so hitte X = V/T" den nicht-kompakten Faktor
V/T-IR, wire also nicht kompakt.

%V ist einfach zusammenhiingende und jeder Punkt x€X besitzt eine Umgebung U mit der Eigenschaft,

dal3 n_l(U) in eine disjunkte Vereinigung offener Teilmengen zerfillt auf denen x einen
Homdomorphismus mit U induziert.



Nach dem Satz von Hurewicz ist dann aber (weil die Homotopie-Gruppe abelsch ist)
HI(X) = nl(X, e)=T.

Da die 0-te Homologie von X mit Koeffizienten aus Z ein freier Z-Modul ist, gibt es
nach dem Satz iiber universelle Koeffizienten einen Isomorphismus'’

Hl(X,2Z)— Hom(H, (X), Z) = Hom(T', 2).

Damit ist die Behauptung im Fall r = 1 bewiesen.
2. Der Fall r > 1. Es reicht zu zeigen, fiir jedes r induziert das Cup-Produkt einen
Isomorphismus

(1) ATHI(X, 2) H'(X, 2).

Dazu reicht es anzumerken, ist fiir zwei Rdume X’ und X” die Abbildung (1) ein
Isomorphismus, wobei die Kohomologie der Rdume endlich erzeugt und frei sei, so ist
(1) auch ein Isomorphismus fiir den Raum X’xX”. Letzteres folgt aus der Kiinneth-
Formel

T 1 s I U T ’ I
ATHI (X xX” 2) HI(X’xX”, Z)
Il Kl
Aralx z)enl x.2)) ®  HP(X Z)®HYX".Z)
I Ve weu T
p+q=r
@ APHLX Z)ondHl (X" 2))
p+q=r

Dabei steht x fiir den Kiinneth-Isomorphismus und A fiir den natiirlichen
Isomorphismus (der fiir das duflere Produkt einer beliebigen direketn Summen besteht).
Die Behauptung folgt jetzt aus der Tatsache, dal X = V/I' homdomorph zum Produkt

von Exemplaren von st ist.
QED.

1.1.8 Die Hodge-Gruppen

Sei X = V/T" eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann gibt es natiirliche
Isomorphismen

HY(X, 0y) = AAT
und
HIX,QP)= APT® AIT.
Dabei bezeichne (’JX die Garbe der Holomorphen Funktionen auf X, QP die Garbe der
holomorphen p-Formen,
T:= Homm VvV, D)
den komplexen Kotangentialraum und
T := Hom (V,T)

(C-antilinear
den Raum der Antilinearformen auf V.

Zum Beweis dieser Aussage benotigen wir einige Vorbereitungen.

Wiederholung:

Garben und Garben-Kohomologie
Die Garben-Bedingungen
Die Garben-Bedingung als exakte Sequenz

' In jeder Dimension q ist dieser Homomorphismus surjektiv und hat den Kern Ext(H 1(X, 2),2).
q_



Garben und Kommutieren mit direkten Limiten

Halme
Kohomologie als hohere abgeleitete Funktoren (Hartshorne IIT)
Azyklische Garben, feine Garben
Vektorraumbiindel und Garben

HY(X, QP) und der Laplace-Operator

1.1.9 Eine Beschreibung der holomorphen p-Formen
Seien X = V/I" eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann gibt es einen
Isomorphismus

PT — QP
0. ®p NPT = o

Dabei sei T = HomX(V, X) der Raum der Kovektoren im Punkt 0€X, © % die Garbe der

holomorphen Funktionen auf X und Qg( die Garbe der holomorphen p-Formen auf X.

Beweis. Wir konstruieren zunichst eine L-lineare Abbildung
APT — OF.

Sei a€APT. Dann ist w eine alternierende p-Linearform
o Vx..xV — .
Fiir jedes x&X betrachten wir die Translation mit x,
rX:X%X,yay+x.
Dies ist eine biholomorphe Abbildung mit der Inversen
T X—=X.
Das Differential letzterer Abbildung im Punkt x ist eine Abbildung
dt :TX—->TX=V.
X -X X e
Fiir jedes n-Tupel von Vektoren
X X €T X
1 p X
setzen wir
coa( X1 ,...,Xp) = a(dxr_X(Xl),..., er_X(Xp)).
Mit anderen Worten, wir verschieben die Vektoren Xi in den Urprung und wenden dann
die Multilinearform o an.
Dann ist W, fiir jedes x eine alternierende p-Linearform auf TXX, d.h. ein globaler

Schnitt von Q%)( Genauer: ®, ist eine p-Form mit “konstanten” Koeffizienten und als

solche insbesondere holomorph. Konstant bedeutet hier, die Form ist invarianten
gegeniiber den Verschiebungen T X € X. Die Abbildung

APT — QP ,oam
o

ist wohldefiniert und T-linear. Da das Produkt aus einer holmorphen p-Form und einer
holomorphen Funktion eine holomorphe p-Form ist, induziert diese Abbildung eine
Garben-Abbildung
¢: 0, @ APT — b . (f.oa fo_.
Als Biindelabbildung ist dies nach Konstruktion in den Fasern iiber 0€X gerade die
identische Abbildung, also ein Isomorphismus. Fiir Vektoren
X1 ,...,Xp € TXX



gilt auflerdem
P(E X X )

= f(X) (Ua( Xl,,Xp)
= f(x) a(dr_X(Xl),..., d’c_X(Xp))

= cp(fo‘cx, a)( d‘c_X(Xl),..., dt_x(Xp))

d.h. die Abbildung der Fasern im Punkt x unterscheidet sich von der im Punkt O nur um
die Isomorphismen T, und dr_xx...x dr_x. Also induziert ¢ auf allen Fasern einen

Isomorphismus, d.h. ¢ selbst ist ein Isomorphismus.
QED.

Bemerkung

Auf Grund der obigen Aussage gilt

HY(X, QP) = HIY(X, [f)X@x‘\pT) =HIX, X)@f\PT.

Die Aussage von 1.1.8 ist damit auf die Berechnung von HY(X, [‘.’JX) reduziert.

1.1.10 Eine Beschreibung der glatten Formen vom Typ (p,q)
Seien X = V/T" eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann gibt es einen
Isomorphismus

. P 97\ P4
9t ExOg(NPTOATD) — £84.

p
Dabei seien'
T =Hom T (V, X) der Raum der Kovektoren vom Typ (1 0)'? im Punkt 0€X,

= 13
T =Hom C-an tilinear(V’ X) der Raum der Kovektoren vom Typ (0,1)"”.

?%’q die Garbe der glatte Differentialformen des Typs (p,q) auf X und ’E?X = 'E?())(’O die

Garbe der glatten Funktionen auf X.
Beweis. Erfolgt im selben Stil wie der Beweis von 1.1.9. Dabei bildet cppq das

Tensorprodukt ¥ fi®oci ab in
i

chq(% fi®ai) = % fi®(nai.
Wie oben bezeichne w, die globale invariante Differentialform auf X, welche im Punkt
0€X gleich a.

QED.

Bemerkung
Die invarianten Differentialformen w, sind geschlossen,

d ® = 0 fiir jedes 0EAPTR®AIT .

T und T lassen sich als Unterriume des komplexifizierten reellen Kotangentialraums
H V,T)=H V,.R T
omp (V, ) = Hom (V. R)®,

auffassen. Es sind dann gerade die Eigenrdume der komplexen Konjugation

fMa ifil 7
zu den Eigenwerten +1 bzw. -1.
2 dies ist der holomorphe Kotangentialraum.
1 dies ist der antiholomorphe Kotangentialraum.



Beweis. Wegen

(D(x.-""-.[i = wae’\oo

reicht es, die Behauptung fiir den Fall von Kovektoren des Typs (1,0) und (0,1) zu
beweisen. Nun ist
exp: V—=X
ein lokaler Diffeomorphismus. Deshalb reicht es zu zeigen
d(exp*(ma)) =0.

Wenn wir
o€ TAT = HomIR vV, D)

als Funktion auf V betrachten, so konnen wir die duBlere Ableitung von o bilden.
Beziiglich einer reellen Basis von V haben wir

v=R2d
oc(xl,...,x2d) = ? ax., aiE(I:.
Dann gilt

k — —
exp (ooa) = % a, dxi =da,
also
d exp*(wa) =dda =0.
QED.

1.1.11 Berechnung der H4(X, OX) mit Hilfe der Dolbeault-Auflosung
Sei X = V/T eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann gilt
HI(X, 0,) = HICTXO® 1)

Dabei seien

COO(X) der Vektorraum der glatten Funktionen auf X

A= @2;0 A4 T die GraBmann-Algebra iiber T.
Zur Beschreibung der rechten Seite der obigen Identitit miissen wir noch ein
Differential auf Tensorprodukt COO(X)® 'I:.-"\* definieren. Dieses sei durch die folgende
Formel gegeben.

9 (f®a) := (INH®a.
Dabei sei of der Summand des Typs (0,1) der duBeren Ableitung df der Funktion f.
Wegen d?=0 gilt dann auch 32 = 0.Nach Definition ist dann
HIC*(X)® A*) = Ker 39 /1m 99!

mit 99 = 91 C*X)@ M 4.
Beweis. Wir betrachten den Dolbeault-Komplex

9 000 019 9 _0qd 0q+l 9

Dabei ist d w fiir jede Differentialform w E'E‘(})(’q der Summand von



19 0,g+1
doe %’X @'EX

welcher in E.())(,q+1 liegt. Wegen 2 =0 gilt auch 92 = 0, d.h. (1) ist tatsdchlich ein
Komplex. Eine Aussage, die analog zum Lemma von Poincaré ist, besagt gerade, dieser

Komplex ist exakt. Da die Garben ?%(’q fein sind, kann man diesen Komplex zur

Berechnung der Kohomologie von UX benutzen: es gilt

0 J _,0,q+1 =0g-1
HI(X, 0,) = HI((1)) = Ker(€ oo = ey coyia ey 0.
Mit anderen Worten, wir gehen in (1) zum Komplex der globalen Schnitte iiber und
nehmen die q-Kohomologie-Gruppe des entstehenden Komplexes. Der weitere Beweis
besteht darin,, zu zeigen dall der Komplex der globalen Schnitte von (1) isomorph ist
zum Komplex der auf der rechten Seite der zu beweisenen Identitit auftritt. Dazu
betrachten wir die Isomorphismen

. P 97 — P4
@ 5 ExBg(APTONTD) — R,

von 1.1.10 fiir den Spezialfall p = 0 und gehen zu den globalen Schnitt iiber. Wir
erhalten Isomorphismen

- — .0
e q7 _ q 9
2) e X)®LAIT = 8 (0@ AT — BX).

Die Definition der Differentiale von COO(X)® ®¢

diese bei den Isomorphismen (2) gerade den Differentialen des Dolbeault-Komplexes
entsprechen. Wir kdnnen also die beiden Komplexe identifizieren und die Kohomologie
in der angegebenen Weise berechnen.

QED.

Bemerkung

Die natiirliche Einbettung

A* st nun gerade so gewihlt, daf3

A\ eC°°(X)®mA*

Respektiert die Graduierung der beiden Algebren. Das Differential der rechten Seite hat
als Einschrdnkung links die Nullabbilung. Wir konnen also die Algbra links ebenfalls
als Komplex auffassen, wobei dessen Differentiale alle gleich Null sind. Die natiirlichen
Einbettungen

M= CFX0e M
definieren dann einen Komplex-Morphismus und dieser induziert lineare Abbildungen
auf der Kohomologie der Komplexe
A9 =HY(A ) — HY( C°°(X)®(Ex‘\ 9 = HY(X, 0.

Das Gleichheitszeichen rechts kommt von der Tatsache, daf} alle Differentiale von / *
identisch Null sind. Zum Abschlufl des Beweises von Theorem 1.1.8 reicht es also die
folgende Aussage zu beweisen.

1.1.12 AbschluB} des Beweises von Theorem 1.1.8
Sei X = V/T" eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann induziert die natiirliche
Einbettung

AF — C°°(X)®¢£\*

Isomorphismen auf den Kohomologien.
Beweis. Sei du das MaBl auf X, welches vom euklischen Mall des komplexen
Vektorraumes V induziert wird und welches durch die Bedingung



wX) =1
normiert ist.'"* Wir betrachten die T -lineare Abbildung

w C°X)—C,fa M(f)=_}ffdu .
X
Fiir jeden T-Vektorraum induziert diese einelL-lineare Abbildung

Hy = M®idy, - C*(X) ®cW = W. fowa (] )E fduw)-w

(koordinatenweise Integration). Speziell fiir W = /* erhalten wir eine /\*-lineare
Abbildung

M st C(X) @p ¥ — A,

Nach Konstruktion gilt"’

Zwischenbemerkung
Wenn wir auch

ie =id

zeigen konnten, so wiren wir fertig. Denn dann wiirden i und pn 2\ auf den
Kohomologien zueinander inverse Abbildungen induzieren, d.h. die Kohomologien
wiren isomorph. Wir konnen leider nur eine etwas schwichere Aussage beweisen, die
aber fiir unser Zwecke ausreicht. Genauer, wir zeigen die Existenz I-linearer
Abbildungen

k: C7(0) @ A4 = C7() @ A
mit
* dek +ke 0 =id - s :
® CRO@AE
Mit anderen Worten, die Komplex-Abbildungen i und wu A sind homotopie-invers.

Daraus ergibt sich sofort, da die durch i und n A induzierten Abbildungen auf den

Homologie-Gruppen zueinander inverse Abbildungen induzieren.'® Zur Konstruktion
der Abbildungen k und zum Beweis der Identitit (*) benotigen wir einige
Vorbereitungen.

' Bis auf ein konstantes Vielfaches gibt es auf der lokal kompakten Gruppe V nur ein Haarsches Maf
(welches invariant gegeniiber Verschiebungen ist). Zur Bestimmung des MaBles einer Teilmenge von X
zerlege man diese in so kleine Teil, daf3 jedes von ihnen diffeomorphes Bild einer Teilmenge von V ist.
Diese Urbilder messe man in V und bilde die Summe von deren Maflen.

5 Fiir oM ist

w(i(@) = u(18a) = p(1ya = J dpa = l-a = a.
X

16 Auf Ker  bekommt (*) die Gestalt

ok =id e w, .
CE¥X)®M* Ax
d.h. es gilt

id =i (mod Im(9)).
CO(X)@ M *



1.1.12.1 Lemma

Fiir jedes (JoECOO(X)@(E A giltu, L) =0.
Beweis (des Lemmas). Da die Abbildung

M st @ A — A

MElinear ist, konnen wir annehmen,
0 =f=10l € C*X)Q A =C*X)® T,
Nach Definition von 9 gilt
ateC @A =CT 0@ T.
Wir wihlen eine Basis

wl,...,(ndET

vonT=Hom ... (V, T) iiber T und schreiben 9f in der Gestalt
antillinear

of = §D.(f)®oo.
) i i
i=1
mit eindeutig bestimmten glatten Funktionen Di(f)ECOO(X). Auf Grund der

Produktregel fiir 5,

A(fg) =) + I(D-g
und der Eindeutigkeit der Koeffizienten, gilt auch die Produktregel fiir die Di(f)’ d.h.

D.(fg) =fD.(g) + D,()rg.

Das bedeutet, die Di sind glatte Vektorfelder auf X. Da 9 und die . invariant sind

gegeniiber Verschiebungen
Ta: X —=X,yay +a,acX,

gilt dasselbe auch fiir die Vektorfelder Di , d.h. fiir jedes aEX ist das folgende

Diagramm kommutativ.

D;

X X
T s JdT,
1
X X

(das um a verschobene Vektorfeld D ist gerade (dTa)'laDcha).17 Zum Beweis der

Aussage reicht es somit, zu zeigen:

'7 Die Invarianz von 5 : zu zeigen ist g(foT )= (Ef)o dT .Zum Beweis kdnnen wir annehmen, a liegt
a a

in einer so kleinen Umgebung von 0EX, dall man diese Umgebung mit einer offenen Umgebung von V
identifizieren kann (jedes a ist endliche Summe von solchen kleinen a). Wir kdnnen also die Rechnung
in V ausfiihren. Zu diesme Zweck verwenden wir eine eine [L-Vektroraumbasis von V und
zugehorige (holomorphe) Koordinaten Zysen 2y Es gilt



(*) Es gilt f D(f)dx = O fiir jede glatte Funktione f: V/[' — (€ und jedes
v
verschiebungsinvariante Vektorfeld D: V/T' — T(V/T).
Fiir den Beweis von (*) konnen wir die komplexe Struktur von V/I' ignorieren, also
annehmen

VIT = (R/Z)2d

Wir betrachten jetzt f als periodische Funktion auf ]RZd, identifizieren IR/Z mit dem
halboffenen Einheitsintervall [0, 1) und erhalten

[ D(f)dx = [ D(f)dx .
\%8 12d

Bezeichne xi die i-te Koodinate des 1R2d und habe D die Gestalt
0
D= 'gai(x)ﬁ
1=1 1

Da D invariant ist gegeniiber Verschiebungen, sind die Koeffizienten ai(x) unabhingig

von x. Es folgt

1 1 o
VJ/'FD(f)dX = f_o f_o ._1aia_xi dxzd'...'dxl
X7V XogTv
1 1
of
= iﬁ f_o f_o aia—Xi dX2d ...dx1
X7 X047
und
Lo
J agc dx=adel _ ol _)=0
Xi=0 1 1 1

Das letzte Gleichheitszeichen gilt weil zwei Punkte von x von V, deren Koordinaten sich

nur um ganze Summanden unterscheiden, demselben Punkt von (IR/ Z)2d entsprechen,
so daB f in diesen Punkten denselben Wert annimmt.
QED (Lemma).

A(f=T )(2) = 9 (f(z+a)) = g UMzta) 4, _ g W) 40 1a) = (3T )(2) = (3 F=dT )2)
a 1 1 a a

i=1 9z i=] 9dz+a
i i
(im linearen Raum V konnen wir die Abbildung T mit deren Linearisierung dT identifizieren). Wegen
a a

der Invarianz der w, ergibt sich damit fiir das “antiholomorphe Gradienten-Vektorfeld™:
i

@ yleart =8 @m0 )T = § @r) D meT o,
a a a 1 1 a a 1 a 1
i:l l:l
I

af =St
21 (Do,
1=

Durch Koeffizientenvergleich sehen wir (dT )_lo D.(H)eT =D (f),d.h. die D. sind invariant.
a i a i i



1.1.12.2 Die Fourier-Entwicklung einer I'-periodischen Funktion auf'V

Wie wir wissen, a6t sich jede (komplexwerige) stetige Funktion auf der
Einheitskreislinie

R/Z
in eine Fourier-Reihe

_ < 2minx
fx)= 3 ae
n=-0oo
Die Fourier-Koeffizienten a lassen sich dabei als Integrale iiber f schreiben. Die
analoge Aussage gilt fiir direkte Produkte
vr

von 2d Exemplaren von IE/Z. Die Summe ist dann iiber 2d-Tupel ganzer Zahle n zu
erstrecken. Ein 2d-Tupel ganzer Zahlen entspricht aber gerade einem Element von

I'* = Hom(T", Z)
(wenn man eine Basis des Gitters I fixiert).

Sei jetzt wie bisher V ein komplexer Vektorraum der Dimension d < o und
rcv
ein Gitter maximalen Rangs von V. Wir betrachten glatte Funktionen

f.X:=V/IT— C.

Fiir jedes
AeT'* = Hom(T, £)
setzen wir A fort zu einer IR-linearen Abbildung
MV—-R,
die wir ebenfalls mit A bezeichnen (es gibt genau eine solche Fortsetzung). Wir
betrachten die zugehorige Abbildung

:V—=_CIT,va eZJTiX(V).

e,
A
Diese Abbildung nimmt in je zwei Punkten v’,v” mit v’-v”’EI" denselben Wert an. Sie
hat also die Gestalt
b - j'[j
e’y =y
mit einer eindeutig bestimmten glatten Funktion

e}\:X=V/F—>(I:.

Dabei sei
w.V—=V/T

die natiirliche Abbildung. Die L-lineare Abbildung

Q,: C*X) > CT.faue,h=] )f( e, fdu

heilit A-ter Fourier-Koeffizient. Jedes fECOO(X) besitzt dann eine Fourier-Reihen-
Entwicklung

f= 3 Q,(e, .
7»61“*)M »

Allgemeiner hat man fiir jeden T-Vektorraum W eine Abbildung
. m —_
Q)\. C (X)®(EW W, f®w a u(e_xf)@)w



und fiir jede vektorwertige glatte Funktion fECOO(X)®ﬂ:W eine Fourier-Entwicklung

f= 3 e ®Q, ().
¥
Bemerkungen

(i) Die Operatoren Q}\ verhalten sich funktoriell beziiglich des T-Vektorraums W,

d.h. fir jede T-lineare Abbildung oW — W’ hat man ein kommutatives

Diagramm
Q
COBW — 2 W
id®a| o
Q
CEBOBW — s W

(i1) Q)\‘: CP(X)® T M — Ak st eine M*-lineare Abbildung.

1.1.12.3 Fixierung eines Hermitischen Skalarprodukts

Auf dem komplexen Vektorraum V fixieren wir ein hermitisches Skalarprodukt und
bezeichnen die zugehorige Norm mit

21: v —-1IR.
Auf diese Weise wird, wie gewohnlich, eine Norm'®
2: T— R
und damit eine Norm'’
H2: A* - R
definiert. Wir definieren weiter die Abbildung
C:I'*—T

als Komposition der Abbildungen
I'* — Homp, (V, R) € Homp, (V, T) = T&T — T.
Dabei sei die erste Abbildung die R-lineare Fortsetzung auf V und die letzte die

Projektion auf den zweiten Faktor.
Bemerkungen

(i) Die Abbildung C ist additiv und ihr Bild ist ein Gitter maximalen Rangs von T.*°

'8 Man wihle eine Orthonormalbasis auf V und fordere, die duale Basis sei eine Orthonormalbasis von T

9 Man wihle eine Orthonormalbasis el ,...,e2 d von T und fordere, die du3eren Produkte

e. MN..Ae.
i i
1 r
mit 1= il < ...<1 = 2d sollen eine Orthonormalbasis von /* bilden.
r

2 Die Additivitit ist trivial. Zum Beweis der zweiten Aussage wihlen wir eine Basis e1 ,...,e2d des IR -
Vektorraums V, welche I" erzeugt. Die zugehorige duale Basis f | ,...,f2d liegt dann in T'* (und

bildet ein Erzeugendensytem des Z-Moduls I'*). Diese duale Basis erzeugt HomIR(V, IR) iiber B,



(i) Die Norm II?Il auf T definiert durch Einschriinken eine Norm auf I'*. Diese wird
ebenfalls mit I1?ll bezeichnet.

1.1.12.4 Lemma: Eigenschaften der Fourier-Entwicklung
(i) Die Abbildung

C®(X) = {Q: U* — T : IQ(\)! = o(IIA|| ™)l fiir jedes nEN}, f a (haQ)\(f)),
ist wohldefiniert und bijektiv.
(i)  Fiir jedes (JoECOO(X)@(Ef‘\* gilt

Q}\(gu)) = 2ni-Q7\(m)ﬁ6(k).

Beweis (des Lemmas).Die erste Aussage ist ein Fakt aus der Fourier-Analysis (und
charakterisiert gerade die glatten Funktionen unter denen, die eine Fourier-Entwicklung
besitzen)*'. Die zweite Aussage entspricht gerade der Aussage, daB das Differenzieren

also HomlR(V, (L) iiber €. Nach Konstruktion ist diese Basis auBerdem auch invariant
bei der komplexen Konjugation von HomlR(V, (L). Wir schreiben
f. = +f. mit . € T und f".ET.
i TS| i i

Wegen der Invarianz der f, bei der komplexen Konjugation gilt
i

?’, =1’ und ?”, =f ..
i i i i

Zum Beweis der Aussage reicht es zu zeigen, die f’i sind IR -linear unabhéngig. Sei also

Sef =0mitc €R.
i1 i
i
Wir konjugieren und erhalten

yef. =0.
ii
i
Ubergang zur Summe der beiden letzten Summen liefert
E cf =0.
ii

i
Wegen den linearen Unabhingigkeit der f, iiber IR folgt ¢, = O fiir alle i.
i i
21 f = o(g) bedeutet f/g — 0.
Eine glatte Funktion f auf V/T" ist jedenfalls quadratisch summierbar,

[ 12du < o,
X
d.h. fiir die Fourier-Koeffizienten von

2minx
1 =
x) = a e
n
gilt

2
> Ianl <,
n

Die Konvergenz der Reihe fiir f ist insbesondere absolut und gleichméBig, und es gilt



nach der Fourier-Transformation gerade dem Multiplizieren mit einer Variablen
entspricht.

Genauer ergibt sich die zweiten Aussage wie folgt.
Bezeichne

mV—=X=VT
die natiirliche Abbildung. Dann gilt

Damit ist

de , =-2mie. ®C(M).

I
Nach Lemma 1.1.12.1 ist damit fiir jedes wECOO(X)®(E ME

0 = W p 4(3(e, )
=-2mi (e, 0ACR) + 1y (e, G0)
=-2miu A*(e_}\m)ﬁa(k) +u N(e_}ﬁw) (u ist #*-linear)

= 21 Q, (@ACOY + Q, ().
QED (Lemma).

1.1.12.5 Verjiingung von dufieren Potenzen von Vektoren mit Kovektoren
Seien W ein komplexer Vektorraum und
D € Hom(W, ©).

Dann induziert D fiir jedes pEHN eine lineare Abbildung
D_I:APW — AP 1w,
welche innere Multiplikation mit D heiflt und durch die folgenden Bedingungen definiert
ist.
1. DX, AAX)= S DPEDx X, ALAR AKX

1 P S k™1 k p
2. Insbesondere gilt im Fall D(XO) = 1 fiir alle 0EMN*W

D_I (0/AX) + (D_lw)AX ) = 0.

Beweis: einfach, siehe Biicher iiber Differentialgeometrie.

QED.
lal—0
n
Differenziert man gliedweise nach x, so sieht man, bei Konvergenz der Ableitung miissen auch die
la -nl
n

gegen Null gehen. Auf X = (IR/ Z)2d entspricht das der Aussage Ia)\|-ll7\|| — 0. Beim Bilden n-facher

Ableitungen erhilt man Ia>‘|-ll7xlln — 0.
2 Man denke sich A in der Gestalt
Mz) = bz
(z) 2 az + 2 Z
i i

geschrieben und wende 9 an.



1.1.12.6 Konstruktion der Abbildungen k, Abschlufi des Beweises
Fiir jedes

rer* = Hom(I', )
definieren wir ein
A€ Hom([:(T, T)
indem wir setzen
DE(X) = <x,€()\)>2
2mi-lIC(M)I
fiir jedes XET. Dann gilt

2w (C(A)) =2 1
und
IR =sup { IMV¥(x)I : lIxll =1}

= (2n)_1||7\||_2'sup {l<x,COV>1: lixll =1}
=2 gy iy !
Fiir jedes oEC™(X)®/P definieren wir den Wert der Homotopie

kCPX)@MAP — CPX)@MAP ]
indem wir die Koeffizienten der Fourier-Reihe von k(w) angeben:

Qk(k((u)) = %k*_l QK((D) fiir A= 0
Qk(k(w)) :=0 fiir A= 0.
Wir haben zunéchst zu zeigen, die so definierte Funktion k(w) ist glatt, d.h.
Q, (k(w)) = o(IMIT™).
Das folgt aber daraus®, daB die entsprechende Aussage fiir die Qx(w) gilt (da w glatt
ist). Wir haben noch zu zeigen,
(*) 5k+k5:idcoo(x)®ﬁ*-iouﬁ*.

Wir beweisen (*) indem wir die Fourier-Koeffizienten der vektorwertigen Funktionen
auf beiden Seiten berechnen.
Fiir A= 0 gilt:

Q)\ka +kow) = Qx(gkw) + Qx(kgoo)
= 2m-Qx(km)f\E(x) + Qk(kgm) (nach 1.1.12.4 (ii))
= 2ﬂi~Qx(kw)ﬁE(X) + 2Lm A*F_| Qx(gco) (nach Definition von k)

= (W1 Q, (@)ACH) + 11 (Q, (@)AC(R)
(nach Definition bzw. nach 1.1.12.4.)

2 dentifiziert man I'* mit einem Gitter maximalen Rangs von T (mit Hilfe von E), SO ist
2 A*(X) A
gerade to Projektion von x auf die Gerade in Richtung A.
? Man erhélt das Supremum, wenn man fiir x einen Einheitsvektor in Richtung EO\) einsetzt.

% Anwenden von A*_| bedeutet in lokalen Koordinaten im wesentlichen Multiplikation mit den
Koordinaten von von A.



= Qx(u)) (nach 1.1.12.5)

= Qldee @ @)
und

Q, (et 5 (W) =1le , 1 g 1 (@) =We )M g 1 (@) = 0wy () =0

Zur Erinnerung, i : A% — CP(X)®/* ist die natiirliche Einbettung aa 1®a. und u
ist A *-linear. Die beiden letzten Gleichheitszeichen kommen von der Tatsache, dal die

konstante Funktion 1: X — (I nur einen von Null verschiedenen Fourier-Koeffizienten
hat.
Wir haben noch den Fall A = 0 zu betrachten. Es gilt

Qo(k5m) = 0 (nach Definition von k)
QO(5kw) = 2m-QO(km)AF:(0) =0 (nach 1.1.12.4)
QO(idCoo(X)® (@) =Qy(®)

Qq(i98 o (@) = (e _ gt p (@) = (e I (@) = T Q(e).

Damit ist (*) und damit auch 1.1.12 bewiesen.
QED.

1.1.13 Bemerkung 1
Beim konstruierten Isomorphismus
AAT — HI(X, 0)

entspricht die Multiplikation

q’ q” - q7+q”

HY (X, [fJX) x H1 (X, UX) H X, OX)
des Kohomologie-Rings gerade der duBBeren Multiplikation
AT x ADT - AT

Beweis. Das folgt aus der allgemeinen Garben-Theorie, denn wir haben zur Berechnung
der Kohomologie die Auflosung der Garbe © % durch die Garben der glatten graduierten

Algebra {?O’q} mit dem Differential 9 verwendet. In diesem Fall kommt die

Multiplikation des Kohomologie-Rings von der Multiplikation der Resolvente (vgl.
Godement).
QED.

1.1.14 Folgerung
Sei X = V/T eine kompakte komplexe Lie-Gruppe. Dann ist die natiirliche Abbildung

qul RS
ATHN (X, UX) HA(X, UX),

die von der Multiplikation des Kohomologie-Rings kommt, ein Isomorphismus.

1.1.15 Bemerkung 2

1. Der De-Rham-Komplex. In derselben Weise, wie wir oben die Kohomologie
des Dolbeault-Komplexes berechnet haben, kann man auch die Kohomologie des De-
Rham-Komplexes ausrechnen. Sei
gl - gPd
p+q=n
die Garbe der glatten n-Formen. Dann ist

d . d
0T -5l s



eine feine Auflosung der konstanten Garbe I. Deshalb gilt
d
H(X, T) = Ker (B"(X) — ™ (x))ae™ 1 (x).

2. Die Kohomologie der konstanten Garbe.Dieselben Argumente wie die fiir (0,q)-
Formen liefern die folgende Aussage.

Fiir jede d-abgeschlossene n-Form w,
do=0
existiert genau eine invariante n-Form

n
®, ,0E M Hom]R(V, T),
sodal} die Differenz die Gestalt
w-o_ =dn
o
hat mit einer glatten (n-1)-Form ) auf X. Mit anderen Worten, es gilt
HY(X, T) = AR Homp, (V. ©).

Bei diesem Isomorphismus entspricht wie oben die Multiplikation des Kohomologie-
Rings gerade der dufleren Multiplikation.
3. Die Hodge-Zerlegung. Wegen

Homp, (V. ©) = TOT

erhalten wir damit

HY(X, T) = ANTOT) = ®p+ . ATPRAIT

= HI(X, QP).
p+q=n
Dies ist eine explizite Variante der beriihmten Hodge-Zerlegung.

1.1.16 Bemerkung 3
Sei X = V/T eine komplexe Lie-Gruppe. Dann haben wir auf X die drei ineinander
liegenden Garben

ZCTCC UX
(die beiden ersten Symbole sollen die konstanten Garben bezeichnen). Wir haben fiir
die Kohomologie-Gruppen dieser Garben voneinander unabhidngige Beschreibungen

gefunden:
mit Hilfe des Isomorphismus

Hl(X,Z) = Hom(T, Z) = I'* Hl(Y,Z)EHom(nl(Y),Z)
fiir beliebige wegeweise zusammenhéingende Raume
|

[ mit Hilfe der exakten Sequenz

geschlossen

und der Einbettung

_ 0
H! (X,T) = Homp, (V,0) =TT

Te@Tc,H(&

1
geschlossen)

Pl



[ mit Hilfe der exakten Sequenz

0 O
=T 4 0—0 _>l€ ?geschlossen

HI(X,0,)=
und der Elnbettung

0
TC.H (% geschlossen)

Es ist naheliegend anzunehmen, dal} die Vertlkalen Morphismen, die diese Gruppen
ineinander abbilden, bei diesen Isomorphismen gerade den folgenden natiirlichen
Abbildungen entsprechen.

a) o entspricht der Abbildung Hom(T", Z) — Hom(T", Z)@Z L =Hom, (V,T)

R
b) B entspricht der Projektion T®T — T.
Beweis. Zu b). Die Abbildung

B: H! (X,0) > HI(X, 0,)
kann man berechnen, indem man die beiden Resolventen vergleicht, durch welche wir die
Kohomologie-Gruppen berechnet haben. Bezeichne

Cout gl - gl0pp0.1 _, g0

die Projektion auf den zweiten direkten Summanden. Sie iiberfiihrt d-geschlossene

Formen in d-geschlossene Formen. Deshalb besteht ein kommutatives Diagramm

o d 1
0-C - ¥ ?geschl. —0
| [ B CO 1
00 9 0,1
O% UX — ? > ?geSChl O

mit exakten Zeilen. Wir gehen zu den langen Kohomologie-Sequenzen iiber und
erhalten ein kommutatives Diagramm

= 0 1
TST _, H (X, ?geschl) H (X,T)
Projektion |, iCO | VP
e 0 1
T _.Hx E geSChl) H'(X0,)

Damit ist die erste Aussage bewiesen.
Zu a). Betrachten wir die Abbildung

a:H(X,2) - X, D).
Sei

acHL(X,2).
Wir bezeichnen mit

a:m X0 —Z
den zugehorigen Gruppen-Homomorphismus beziiglich des Hurewicz -Isomorphismus
m,(X)—=H (X, 2),[¢]a[¢]

der jedem geschlossenen Weg ¢: S1—X den zugehorigen Zyklus

¢:1— Sl—(p—>X
zuordnet. Es gilt



a([g]) =2° a(Homologie-Klasse von )
=" e(¢*(a))
Dabei sei € der natiirliche Isomorphismus
e H(s!,2)=Hom(H,(X,2), 2) — Z,h a h(lid:s'>s)
(Auswertung im erzeugenden Element von Hl)' Fiir jedes Element

vell
bezeichnen wir mit

% sl=rR/z->x=vr

den geschlossenen Weg mit
cpy(t) =tymodI' € X.

Das Element a definiert damit ein Element
a€r* = Hom(T', Z)
mit
~ *
€] a(y) = e(qy ().
Betrachten wir jetzt das Bild von a in der Kohomologie mit Koeffizienten aus T,
a(a) EHL(X, T).

Wie wir oben gesehen haben, ist HI(X, T) isomorph zu T@®T. Genauer: es gibt genau
ein Element

bET®T
derart, daf die zugehorige invariante 1-Form
0 1
(Db €H (X, ?geschl)
beim Zusammenhangs-Homomorphismus
0 1 1
HY(X, ?geschl) H'(X, T)
in o(a) iibergeht,
(2) 6(00b) = a(a).

Wir haben zu zeigen, a ist gerade die Einschrinkung der Abbildung bauf ' C V.

Da sich der Zusammenhangshomomorphismus 8 funktoriel beziiglich X verhilt, erhalten

wir mit Hilfe der stetigen Abbildung cpy: sl »x ,
% *
(3) E)(cpY (wb)) =@y (6(cob)) (Funktorialitéit von )

= gy (@) (nach (2))

% Wir identifizieren hier Hl(X, Z) mit Hom(Hl(X,Z), Z2)

7 Die Abbildung o*:H (X, Z) = H!(S!, Z) ist gerade die Verflanzungsabbildung mit der
durch @:S 1_X induzierten Abbildung
s, 2) > H,(X,2),

d.h. g*@)([c]) = a([p=c]) fiir jeden Zyklus ¢ von s Mit [c] = [id] gilt also
a((@]) = a([peid]) = @*(a)([id]) = e(¢*(a))



k
= a(cpY (a))  (Funktorialitit von OL:HI(Y, 2) — HI(Y,[I:) bzgl.Y)

Sei jetzt m) eine beliebige 1-Form auf sl (sie ist automatisch geschlossen),

sap en's!, @)
deren Bild beim De-Rham-Isomorphismus und

e(dm) e
das Bild beim natiirlichen Isomorphismus Hl(Sl, T) — €. Dann gilt
e@dm) = [ n.
gl
Deshalb ist
~ %
ay) =y @) (nach (1))

* € €
= a(oc(cpY (a))) (Vertraglichkeit von HI(S1 ,Z2)—Z und Hl(S1 ,D)—=2Z)
=@ @)  (nach(3)

%
= [ oy (@)
gl
Hat b € T®T in geeigneten Koordinaten von V die Gestalt
b=§bizi+§b ; Zi’

so gilt fiir die Anhebung von w, auf V,

b

wb:§bidzi+%b idZi'
Also ist

1
a) = [ o, (1) =b() - b0) = b(y).
t=0
Mit anderen Worten, a ist tatsichlich die Einschrinkung der Abbildung b auf T".
QED.
1.1.17 Folgerung
Der Homomorphismus {3 von 1.1.16 ist surjektiv.
Beweis. Folgt direkt aus der Interpretation von f als Projektion T®T — T.
QED.

1.1.18 Der Fall der hoheren Kohomologie-Gruppen

Unter Verwendung unserer Identifikationen mit der Multiplikation der betrachteten
Kohomologie-Ringe ergeben sich die folgenden weiteren Identifikationen.



HY(X,Z) = AT
A von der
| l Einbettung
*CT@®T
H'(X,T) = ANTOT) =@ APTRAIT
p+q=n
! | Projektion
N . nT
H (X,UX) AT

1.2 Geradenbiindel auf komplexen Tori

1.2.1 Theorem: die Kohomologie des affinen Raums mit Koeffizienten in O

Fiir jede ganze Zahl p > 0 gilt Hp((EN, @)=0.

Beweis. Siehe Gunning und Rossi [9], S.232.

QED.

Bemerkungen

(i) Die Aussage besagt, die globalen Schnitte des Dolbeault-Komplexes bilden fiir

den TN eine exakte Sequenz, d h. das Poincaré-Lemma gilt fiir den 8 -Operator

auf dem €N global.

(i)  Vergleich auch Hartshorne: Algebraic geometry, Kapitel III: dort wird das analoge
Ergebnis fiir die Garbe der reguldren Funktionen (und beliebige affine Schemata)
bewiesen.

1.2.2 Folgerung: Trivialitit der Geradenbiindel auf cN
Fiir jede ganze Zahl p > 0 gilt
HP(CN, 0%) = {e}.

Insbesondere sind alle holomorphen Geradenbiindel {iber dem €N trivial.

Beweis. Wir verwenden die kurze exakte Sequenz
2mi?

0—=2Z—-0 0* — 0.
Die Behauptung folgt dann aus der zugehorigen langen Kohomologie-Sequenz
..—»HPN, z) - PN, 0) - gP@N, v+ - gPtleN z) - ..
und der Tatsache, daf} gilt
HP(CN, ©9) = 0 fiirp> 0
HP(TN, Z) = 0 fiir p > 0.

Die zweite Identitit gilt, weil ©N kontrahierbar ist.
QED.
Bemerkungen
Unser Ziel besteht jetzt darin, eine direkte geometrische Beschreibung aller
Geradenbiindel L auf einem komplexen Torus
X=V/T
anzugeben. Dazu betrachten wir die universelle Uberlagerung
oV —=X
und verwenden die Tatsache, daf3 sw*L trivial ist.



1.2.3 Beschreibung der Geradenbiindel durch Multiplikatoren
Seien X = V/T" ein komplexer Torus,
mV—=X,vavmodT,

dessen unverselle Uberlagerung und
fL—=X
ein holomorphes Geradenbiindel auf X. Wir fixieren einen Isomorphismus

=

¥ wEL = LxXV CxV
(ein solcher existiert nach 1.2.2)*°. Die Gruppe
I' .= Ker(m)
Operiert auf V,

I'xa*L — 7L, (v, (I v)a d ,v+y),
wobel gilt
L/ =L.
Mit anderen Worten, das Biindel L ist eindeutig festgelegt, wenn wir das triviale Biindel
*L und die Operation von I" auf diesem Biindel kennen.

Jedes yEI definiert so eine holomorphe Abbildung
Ver* L = w*L, (I ,v) a (l, v+y),

die auf der Basis die Verschiebung mit y induziert, d.h.
L — % L

y Y

T
\Y% ! \Y%
ist kommutativ. Auf Grund des Isomorphismus 7 induziert diese Operation von I" eine

Operation auf dem trivialen Biindel TxV,
I'x LxV —ICxV,(y,(a,v)) a cpY(a,V),

welche auf der Biindelbasis V ebenfalls die Verschiebungen mit den Elementen aus I'
induziert, d.h.

Py
CxV CxV
| |
T
\Y% v \Y%

ist kommutativ fiir jedes yEI'. Auf jeder Faser des trivialen Biindels induziert cpY eine C-
lineare Abbildung (weil y,, diese Eigenschaft beziiglich w*L hat), ist also gerade die

Multiplikation mit einer von Null verschiedenen komplexen Zahl,
(A) cpY(a, V)= (eY(V)-a, v+y) fiir yEI', a€L, vEV,

wobei eY(V) in holomorpher Weise von v abhingt, d.h.
0 %k
eYE H* :=H"(V, UV)
fiir beliebige YEI'. Da es sich um eine Gruppen-Operation handelt, gilt

% Als Menge ist LxXV ={ (I v)ELxV I f(l ) = n(v)}

¥ d.h. die Abbildung ist eine Biindelabbildung: sie iiberfiihrt jede Faser in eine Faser und induziert auf

jeder Faser eine (L-lineare Abbildung die in holomorpher Weise vom Basispunkt abhingt. Und sie
besitzt eine inverse Biindelabbildung.



J(ay)) = J(av
CPY(CPY (a,v)) Py (a,v)
fiir beliebige v&V, a€(T, y,y'El". Das bedeutet fiir die eY(V), es gilt

e ,(v)y=e (vty)e ,(v) fir veVv,yy’er.
gy (V) = & (vH1)e,. () vy

1.2.4 Systeme von Multiplikatoren
Sei X = V/T" ein komplexer Torus. Eine Familie

. s MT*

{ey. V—-C }Y er
von holomorphen Funktionen
*
e EH* = HO(V, 0y)

auf V ohne Nullstellen mit

(1) eY+Y,(V) = eY(V+y’)ey,(v) fir veV, y,y’ erl’.
heifit System von Multiplikatoren auf X.
Bemerkungen

(i)  Wir haben oben zu jedem Geradenbiindel L auf X und jeder Trivialisierung von
m*L ein System von Multiplikatoren gefunden. Die definierende Bedingung
bedeutet gerades die Familie {ey} ist ein 1-Kozyklus von I' mit Koeffizienten in

H*, d.h. das Multiplikatorsystem definiert ein Element’

% Fiir jedes Gruppe G ist der Funktor
G-Mod — Ab,M a HomG(Z, M) = MG,
wobei Z der G-Modul mit der trivialen Operation sei, ein linksexakter Funktor. Die
zugehorigen rechtsabgeleiteten Funktoren werden mit
HY(G, 7 ): G-Mod — Ab,
bezeichnet. Insbesondere ist
HO(G, M) = MC und HYG M) = Ext; (@M.

Zur berechnung kann man die freie Resolvente

P,—2Z —0
benutzen mit
Pn -7 [Gn+1]
und den Differentialen d: Pn — Pn- 1 mit

1 A
d(g()’agn) = EO(-l)l(gO,,gI,,gn)
1=

fiir alle giEG. Die Gruppe G operiert auf den Prl durch koordinatenweise Multiplikation

der Basiselemente ( gO,...,gn). Damit ist also

HY(G. M) = Hi(Hom (P, M).
Man beachte, Abbbildungen von
Hom G(Pn, M)
sollen Z-linear sein. Sie sind also bereits durch ihre Werte auf der Menge G der
Erzeugenden eindeutig festgelegt. Da es G-Homomorphismen sein sollen, sind sie sogar

schon durch die Werte auf {e}xG" bestimmt (und diese kénnen beliebig sein). Man hat
deshalb eine Identifikation



[te, )] € H (T HY).
(i) Je zwei Trivialisierungen

. ES —
x: L —LxXV

~

CxV

von t*L unterscheiden sich nur durch die Multiplikation mit einer holomorphen

Funktion
f: V— T*

d.h. ist x’ eine zweite solche Trivialisierung, so ist diese gerade die

Zusammensetzung von y mit der Abbildung
(a,v)a (f(v)a,v).

fiir ein geeignetes f.’' Das Multiplikatorsystem {e’Y} zur neuen Trivialisierung

unterscheidet sich vom alten nur durch die Multiplikation mit dieser Funktion,*
e’Y(V)f(V) =f(v+ Y)eY(V)

fiir v&V und yET'. Es gilt also
e (V)= Iy + P!

Das bedeutet aber, die beiden Multiplikatorensyteme unterscheiden sich gerade
durch die Multiplikation mit dem Korand des 0-Kozyklus f:X — T** Mit

anderen Worten,
[te, )1 EHI(T, H¥)
héngt nicht von der speziellen Wahl der Trivialisierung  ab.
(i) Wir haben damit eine Abbildung
H (X, ©*%) - H\(T, H*)

_ n
Hom G(Pn’ M) = HomEns(G ,M).
Auf die Elemente der Menge rechts wirkt der Korand-Operator des Komplexes
Hom (P, M)
G %k
wie folgt: fiir fEHomEnS(Gn, M) ist 0f € HomEnS(Gn"'1 , M) gegeben durch
Bf(go,...,gn) = gOf(g1 ,...,gn)

1
T L DL NS
i=0

n+1
+ (_1) f(goagn_l)
Fiir jede Paarung *:MxN — P von abelschen Gruppen hat man ein U-Produkt
HP(G, M)xHY(G, N) — HPTA(G P), ([a], [B]) & [aUB],
mit
ptl ""’gp+q)'
3! Der Ubergang = X'l :CxV — CxV von den alten Koordinaten (beziiglich der alten

(OLUB)(gl ”gp+q) = a(gl ”gp)*ﬁ(g

Trivialisierung) zu den neuen ist eine Biindel-Abbildung, d.h. in der ersten Koordinaten gerade die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl und in der zweiten Koordinate die identische Abbildung.
32 Ausgehend von einem Element (a, v) von CxV in alten Koordinaten (d.h. beziiglich der alten

Trivialisierung) ist es egal ob man erst zu den neuen Koordinaten iibergeht und dann das Element yEI'

operieren 1dBt - vgl. linke Seite der Identitét - oder erst y operieren 148t und dann zu den neuen
Koordinaten iibergeht - vgl. die rechte Seite.
3 f héingt von 0 Argumenten, die in der Gruppe T varieiren, ab.



@iv)

V)

von der Gruppe der Isomorphie-Klassen von holomorphen Geradenbiindeln auf X
in die erste Kohomologie der Gruppe I' mit Werten in H* konstruiert. Es ist leicht
zu sehen, dal} dabei das Tensorprodukt von Geradenbiindeln gerade dem Produkt
der zugehorigen Kohomologie-Klassen entspricht,”* d.h. diese Abbildung ist ein
Gruppen-Homomorphismus.

Sei jetzt ein beliebigen Multiplikatorensystem {eY} auf X gegeben, d.h. ein System

von homomorphen Funktionen aus H* das den Bedingungen (1) geniigt. Dann
operiert I wie folgt auf dem trivialen Biindel.

I'xCxV — LCxV,(y,a,v) a (ey(v), vV+Y).

Durch Faktorisieren des trivialen Biindels nach dieser Operation erhalten wir ein
holomorphes Geradenbiindel

L =CxV/rT
auf V/T' = X. Es ist leicht zu sehen, {ey} ist ein Multiplikatorsystem zum Biindel

L. Die angegebene Konstruktion definiert gerade eine Abbildung

v: H(r, 1% — H(X, 0),
die invers ist zur Abbildung von (iii). Insbesondere sind die beiden Kohomologie-
Gruppen isomorph.
Allgemeiner kann man fiir jede Garbe F auf X = V/I' einen Gruppen-
Homomorphismus

v: H(r, HO(X, w#F)) — H1(X, F)
konstruieren. Wir werden hier zunidchst die Konstruktion dieses
Homomorphismus angeben. Im néchsten Abschnitt beweisen wir, dal diese
Konstruktion korrekt ist, und untersuchen einige Eigenschaftten dieses
Homomorphismus. Zum Beispiel werden wir sehen, da}3 diese Homomorphismen
Isomorphismen sind, wenn

HIX, n*F)) = 0
ist fiir alle g > 0, daf} sie sich funktoriell verhalten und vertriiglich sind mit den
Zusammenhangshomomorphismen zu kurzen exakten Sequenzen der Garben F.

Fiir F = ©* erhilt man die oben konstruierte Abbildung.

1.2.5 Der Homomorphismus 1: Hl(l", HO(V, n*F)) — HI(X, F)
Sei X = V/T" ein komplexer Torus. Bezeichne

mV—=X,vavmodT,

die universelle Uberlagerung. Wir wihlen eine Uberdeckung

X=Uie Y

des Torus durch hinreichend kleine zusammenhéngende offene Teilmengen, so daf die
folgenden Bedingungen erfiillt sind.

a) n'l(Vi) ist die Vereinigung von paarweise disjunkgen offenen Mengen der
Gestalt

Y+ Wi ,Yer'.
b) Die Einschrinkung ! Wi — Vi von 5t auf Wi ist ein Homdomorphismus.
<)

Ist ViﬁVj = (J | so existiert ein VijEV mit

1 1
mVOV) = (VOV) + v

¥ yE€T operiert auf jedem Biindel durch Multiplikation mit zugehérigen Funktionen e , auf einem

Y

Tensorprodukt also durch Multiplikation mit dem Produkt der zugehdorigen e .
Y



Man beachte, die letzte Relation gilt dann sogar elementweise, und die Vij sind eindeutig

bestimmte Elemente von I'.

Sei jetzt ein Element von HI(F, HO(V, *F)) durch den 1-Kozyklus
{CY}YEF

gegeben. Wir betrachten den l—éech—Kozyklus

_ 0

f= {fij} , fijEH (ViﬁVj ,F),
mit
-1
fij(v) =e .(n:i wv)).

1
Wegen

) Sty
erhalten wir fiir die ijk-Komponente des Korands von f den Wert
-1 _ -1 -1 -1 -1
AW =e, @5 (e, @G @) e, (G ()
jk ik ij
-1 -1 -1 -1
=, (M), @ Wye (g V)
jk ik ij
-1 -1 -1
=e_ (m (V) (g (V)H+v.))  (vel. (%)
ij J Vik—vij 1 1j

,(v) = eY(v+y’)eY,(v) fir veV,y,y’erl’.

Nach Definition der u gilt
Vi i T Vi ik T Vik
-1 -1
T (V)+uij = th W)
Der obige Ausdruck ist also identisch 1, d.h. f ist tatsidchlich ein Cech-Kozyklus.

1.2.6 Das Geradenbiindel zum éech-Kozyklus f
Die obige Konstrukion

{eY}Y er @ f
definiert gerade die erwédhnte Abbildung
v: Hir, HO(V, w#F)) — HI(X, B)

Wir wollen jetzt untersuchen in welchem Zusammenhang diese mit der in 1.2.3 und
1.2.4 konstruierten Abbildung

: HI(T, B — HIX, 0%),
(im Fall F = ©*) steht.

Der 1—éech—Kozyklus f definiert im Fall F = 0* ein Geradenbiindel L auf X, das gerade
durch Verheften der trivialen Biindel

CxV.—V.,
i i

indem man diese iiber den Durchschnittten ViﬁVj wie folgt identifiziert.



CxV. CxV.
1 J
U U

(I:x(ViﬂVj) (Ex()ViﬂVj

(a;v) a (fij(V)'a,V)
Weiterhin definiert T einen Isomorphismus (ExWi—>(E ><Vi , so daB man das Biindel L

auch als Biindel beschreiben kann, das durch Verheften der (L"xWi entsteht, indem man

diese iiber den Durchschnitten der Wi wie folgt identifiziert.

T ><VVi T ij
U U
-1 = -1
T XT (ViﬂVj) T xnj (ViﬂVj)
(a;v) a (fij (v)-a,v+uij)

Mit den Bezeichnungen von 1.2.3 (A) konnen wir schreiben

-1
(flj(V) a, V+uij) - (eulj(ﬂ:l (V)) a, V+uij) - q)uij(a’v)-
Die Vereinigung der [I:xWi ist gerade die Einschrankung von TxV auf UWi und die

Beschreibung der obigen Verheftung liefert gerade auf UWi die Aquivalenzrelation auf

CxV, die durch die Operation der Gruppe I' gegeben ist. Deshalb ist das konstruierte
Biindel L gerade gleich

L=CxV/T,
d.h. es ist dasselbe wie das in 1.2.3 und 1.2 .4 konstruierte.

1.2.7 Die Chern-Klasse eines Geradenbiindels

Sei X ein komplex analytischer Raum. Dann definiert die kurze exakte Sequenz
2mi ?
e *
Ogx—=0

0—2Z — [f]X
einen Zusammenhangs-Homomorphismus
5 Hl(X, 0y) = HA(X, 2).
Entspricht das Geradenbiindel L auf X gerade der Kohomologie-Klasse
reHl (X, 0y),

so heilit d(A) erste Chern-Klasse von L und wird mit
Cl(L) :=0(\)

bezeichnet.

1.2.8 Eine Beschreibung der Chern-Klasse des Biindels zu einem
Multiplikatorsystem

Seien X = V/T" ein komplexer Torus, {eY}Y r ein System von Multiplikatoren auf X
und L —X das zugehorige Geradenbiindel.

Die Homomorphismen
v HIW, 2) =1, 1V, 2)) - HIX, 2)



von 1.2.3 und 1.2.4 (mit F = £) sind, wie wir in 1.3 sehen werden, wegen Hq(V,Z) =0
fiir ¢ > 0 sdmtlich Isomorphismen. Bezeichne
H:=HOV, )
den Ring der holomorphen Funktionen auf V. Dann hat man eine kurze exakte Sequenz
2mi ?
0—-2Z —H H* =0
von abelschen Gruppen™, auf denen I" (durch Translationen) operiert. Die zugehdrige
lange Kohomologie-Sequenz liefert einen Zusammenhangshomomorphismus
5: HL(T, H*) — HA(T, 2).
In 13 werden wir sehen, die Isomorphismen ¢ sind mit den

Zusammenhangshomomorphismen vertrdglich, d.h. man hat ein kommutatives
Diagramm

a!(r 1) HA(T.Z)
Q= =|Q
1 (X 0o) H2(X.Z)

’ X ’

Man beachte, der linke Isomorphismus ¢ ist der in 1.2.3 und 1.2.4 konstruierte, der
rechte ist der, den wir in 1.3 konstruieren werden. Damit erhalten wir die folgende
Beschreibung der erstten Chern-Klasse des Biindels L zum Multiplikatorsystem {ey}:

c, M= Cp(ﬁ([{ey}])).

Bemerkung
Schreiben wir die eY in der Gestalt
2mif, (v
ey(v) =e Y( )
mit holomorphen Funktionen
f:V—=0(C.
Y

Dann ist die Kohomologie-Klasse
(e, }) € HAT. 2)

durch den 2-Kozyklus F : I'xI'—=Z gegeben mit
* Fy’',v)=f ., (v+y)-f, ,,v)+f (vV)EZ
(*) o) Y( ') Y+Y() Y()

gegeben. Man beachte, der erste Summand rechts steht fiir y’fY,, : da I' auf dem

Wertevorrat T der fY trivial operiert, geschieht die Operation auf den Abbildungen allein

durch die auf dem Definitionbereich V der fy'

Um diese Aussage moglichst einfach formulieren zu kénnen (vgl. 1.2.11) miissen wir
noch einige Identifikation zwischen verschiedenen hier auftretenden Gruppen
vornehmen.

1.2.9 Lemma
Wir betrachten die Antisymmetrisierungsabbildung
A: HomEnS(FxF, Z)— HomEnS(FxF, Z),Fayy»aFEyy)-Fy’y)).

Fiir jedes Element

% Weil V einfach zusammenhiingend ist, gilt HI(V, Z) = 0. Die lange Homologie-Sequenz zur
Exponentialsequenz liefert damit die Exaktheit rechts.



FEZA(T, Z)
aus der Gruppe der 2-Kozyklen von I' mit Werten in Z ist dann
A(F)
eine schiefsymmetrische Bilinearform I'xI" — Z. AuBlerdem induziert A einen
Isomorphismus

A: HA(T, Z)—> Hom(A\2T, Z) = A2Hom(T', 2).
Weiterhin gilt
A(EUn) =EAn
fiir je zwei Elemente &, nEHom(T', Z) = HI(F, 2).
Beweis. 1.Schritt: E := A(F) ist bilinear und schiefsymmetrisch fiir FE Zz(I“, Z).
Nach Voraussetzung ist F ein Kozyklus, d.h. es gilt
(D) 0=F(ry,v5) - FO + 75, v3) + F(y s 15 +75) - F(y 5 7,)-

Wir schreiben diese Identitit mit y3, Yl .Y, und Yl , y3, y2 anstelle von Yl , auf und

erhalten:
(2) 0=F vy - Flyg+ v 1) + Frgo vy +75) - Flyge 1))
G) 0=Flr3,v,) - Fly +v5,v,) + Fly o 15 +75) - Fly 5 v5)-
Wir bilden (1) + (2) - (3):
0= By, v3) - FOV 95, 73) + FOy vy +75) - By, 7,)
+F(v,vy) - Bl + g0 v5) + Flvg, vy +v,) - Fvg,vy)
- Fr3, 7)) + By +73:75) - FO v, +¥9) + F( L 75).
= F(vy,v5) - Fv +v5,¥5) - Fiy . v,)
+F(v,v) + Flygo vy +7,) - Flrg, 7))
-Fy3o 1) +F(r,75).
= -Fyp,v,)
+F(y v, + By vy +v5) - Elvgo v
-E(v3,7,)
=E(r3, v, +7,) - E(v3,v)) - E(v3,7,)-
Nach Definition ist E auBerdem schiefsymmetrisch und damit auch linear im ersten

Argument, also insgesammt eine schiefsymmetrische Bilinearform.
2. Schritt: A induziert einen Homomorphismus

(4) A: HX(T., Z) — Hom(A 2T, Z) = A2Hom(T'.Z).
Sei F EB2(F, Z) eine Korand, d.h. F = 8G. Dann gilt
AF(YI, Y2) = (0G)( Vi vz) - (0G)( 0% Yl)

= G(v,) - Gly; +7v,) +Gly))
- G(vl) + G(vl + Y2) - G(v2)

= 0.
Damit induziert A tatsdchlich den angegebenen Homomorphismus.
3. Schritt. Der Homomorphismus des 2. Schrittes ist ein Isomorphismus.
Wie bereits mehrfach erwihnt zeigen wir in 1.3, dal es im Fall eines komplexen Torus
X = V/T einen Isomorphismus

¢: H¥(T, Z2) — H*(X, 2)



von Kohomologie-Algebren gibt (der im Grad Null gerade Hom(T", £) in natiirlicher
Weise mit HI(X, Z) identifiziert). Wie wir gesehen haben ist H¥*(X, Z) die dulere
Algebra {iiber Hl(X, Z). Also ist H¥T', Z) die dulere Algebra iiber HI(I‘, Z) =
Hom(I',Z), d.h. jedes Element von H2(F, 7Z) ist eine Summe von Elementen der Gestalt
EUn mit EneE HI(F, Z) = Hom(I',Z).
Zum Beweis der Bijektivitit von (¥) reicht es zu zeigen, nach Identifikation von
H*T, Z) mit A*Hom(I',Z)

entspricht (4) gerade der Komponente des Grades 2 der identischen Abbildung. Es
reicht also zu zeigen®®

A(EUn) =E/m.
Mit anderen Worten, es reicht, den letzten Teil der Behauptung zu beweisen.
4. Schritt: AbschluB3 des Beweises.

Seien EneE HI(F, Z) = Hom(T",Z). Dann ist EUrn durch den Kozyklus ¢ mit

c(y’ ") = (IO
gegeben (vgl. Godement: Theorie de faisceaux oder Cassels & Frohlich: Algebraic
Number Theory). Es gilt also

ACGUN(Y YY) =0 M) - EG"ME) = EACY Y).
QED.

1.2.10 Bemerkungen
(i)  Wir haben damit einen Isomorphismus

H2X.Z) —— 12T, 2) A2 Hom(T, Z)

konstruiert. Er stimmt ubereln mit dem inl. 1 konstruierten Isomorphismus
H2(X, Z) A2 Hom(T, Z)
(mit Hilfe der Multiplikation in der Kohomologiegruppe H*( X, Z) und mit Hilfe

des Isomorphismus HI(X, Z) — Hom(I', Z)). Denn 1 respektiert die
Multiplikation und A iiberfiihrt die Multiplikation im Kohomologie-Ring in die
duBere Multiplikation.

(i) AuBerdem ist

v: H(T, Z) = Hom(1,Z2) - Hl(X, 2)
gerade invers zum Isomorphismus von 1.1. Das kann man leicht mit Hilfe der
Natiirlichkeit von 1 nachpriifen.

(iii) Im folgenden konnen wir deshalb die HI(X, Z) mit A9Hom(T", Z) identifizieren,

ohne jedesmal die Vertriglichkeit der verwendeten Isomorphismen iiberpriifen zu
miissen.

1.2.11 Proposition: Die Chern-Klasse des Biindels zu einem
Multiplikatorsystem

Seien X = V/T" ein komplexer Torus,
{eY}YEF €72 (I', H¥*),H* .= H" (X, 0*),
ein Multiplikatorsystem auf X und
L—-X
das zugehorige Geradenbiindel. Dann ist die erste Chern-Klasse

3 Als Element der duBeren Algebra iiber Hom(I",2) entspricht £Ur) gerade dem duBeren Produkt von &
und 1.



E=c ()= H2(X, Z) = A2Hom(T, Z)

gerade die alternierenden Bilinearform
E:TxI' = Z.

mit
(*%) E(y’ ") = fY”(V +v7) - fy, (V+y7)+ fY’(V) - fy,,(V) ,VEV,

wobel die fY gegeben sind durch

Beweis. Die Aussagen ergeben sich aus den vorangehenden Bemerkungen und Sétzen.
Die Formel fiir E erhélt man aus der Formel

(*) F(y’,v7") = fY”(V +U) - fY’+Y”(V) + fy,(V) €z
der Bemerkung von 1.2.8 durch Antisymmetrisierung.
QED.

1.2.12 Folgerung
Seien X = V/T" ein komplexer Torus und
E:TxI' = Z.

die erste Chern-Klasse eines holomorphen Geradenbiindels auf X. Dann gilt fiir die R-
lineare Fortsetzung

VxV — R

von E, die wir ebenfalls mit E bezeichnen wollen,
EGv’,iv))=E(MV’,v’) ,vV Vv EV.

Beweis. Die Bilinearform E représentiert ein Element aus dem Bild von

* C

Hl(X, by —L— HX(X, 2).
Die von E représentierte Kohomologie-Klasse hat also das Bild Null bei
H2(X,Z) — H(X, 0.).

Letztere Abbildung faktorisiert sich aber wie folgt:

H2(X, Z) — H2(X, ©)

J

2
H~(X, OX).

Dabei ist i die IR-lineare Fortsetzung
i A2Hom(T", Z) — A2Hom(V, T) = A2T @ (T&T) ® AT
und j ist die Projektion
AT @ (TeT) @ AT — AT
auf den letzen direkten Summanden. Wir bezeichnen i(E) wieder mit E und schreiben

E=E, +E,+E, mitEIEx‘\zT,E € T®T.E. € AT,

Weil E reell ist, folgt

2 3

E. =E..

1 3
Wegen j(E) =0 gilt E3 =0, also E1 =0, also
E= E2.

Da die Funktionen von T linear sind iiber T und die von T anti-linear sind, geniigen aber

die von T®T gerade der fiir E behaupteten Bedingung (wegen i(-i) = 1).
QED.
Bemerkungen



@

(i)

Wie bereits ausgefiihrt besteht unser Ziel in einer moglichst expliziten
Beschreibung aller Geradenbiindel auf einem komplexen Torus. Mit anderen
Worten, wir wollen die Kozyklen {ey} der einfachsten Art finden, die sdmtliche

Kohomologie-Klassen von

Hl(U, v

reprasentieren. Das wiederum ist dquivalent zur Bestimmung aller {fY}Y er °

welche der Bedingung (*) von 1.2.8 geniigen.

Wir gehen deshalb jetzt von einer festgewihlten alternierenden Bilinearform

E: I'xI'—=&
aus mit
E@Gv’,iv?) =E(V’, V")
und versuchen alle Familien {fy}y cr holomorpher Funktionen zu bestimmen, die
den Bedingungen (*) von 1.2.8 und (**) von 1.2.11 geniigen (welche nicht

notwendig Null sind im Ursprung). Dabei verwenden wir das folgende einfache
Lemma.

1.2.13 Lemma
Sei V ein komplexer Vektorraum. Dann gibt es eine 1-1-Korrespondenz

mit

o Schiefsymmetrische
Hermitische Formen

H:V—(T e —

auf V

E-lineare Formen
E:V—=E
mit E(ix.iy)=E(x.y)

E(x.y) = Im H(x.y)
H(x,y) = E(ix,y) + 1E(Xx,y).

Beweis: einfach.
QED.

1.2.14 Bestimmung aller {fy} zu gegebenen E mit fY(V) linear fiir jedes y , so dafl
(**) gilt

Sei E: VxV — I eine schiefsymmetrische Bilinearform mit E(ix, iy) = E(x,y). Dann
sind die Systeme linearer Funktionen

mit

(**)

f :V—>1(C,
Y

Ey’'y)=f,,v+y)-f,(v+y)+1f ,(v)-f (v
O’y Y( ') Y( Y") Y() Y()

fiir beliebige v € V', y, y”EI gerade die Systeme der folgenden Gestalt.

1
f,Y(V) = ZH(V’ Y) + B,Y + S(V7 Y),

mit beliebig gewihlten Konstanten BYE(I: , und einer beliebigen symmetrischen

Bilinearform

s:VxV—=T(C.

Beweis. Die angegebenen fY(V) sind jedenfalls Losungen von (**):

f,v+y)-f,v+y)+f (v)-f (v)=
Y( ') Y( Y7) Y() Y()

1 9 bhl b b2
EH(V+ Y,y + By” +s(v+ v, 77)



- %H(V+ V) - B - s(YTL YY)
+ g HOLT) 4B+ S0 7)
g HOL) + B s

= H' ) - 5 HOTL 7))

=Im H(y’ y”)
=E®Xy’' ")

Umgekehrt erhdlt man auf diese Weise alle L-linearen Losungen von (**): es reicht zu
zeigen:
O=f, (v+y)-f,(v+y)+f ,(v)-1f, (v
Y( ) Y( ") Y() Y()

hat als lineare Losungen nur die symmetrischen Bilinearformen. Aus den dquivalenten
Bedingungen
(I 0= fY,,(Y’) - fy, )
liest man ab, die Abbildung
I'xV—-=C,(y,v)a fY(V),

ist additiv im ersten Argument und symmetrisch in den beiden Argumenten. Sie setzt

sich also auf genau eine Weise fort zu einer symmetrischen R -Bilinearform
VxV—ILCL.

32112 ii)e sogar L-linear ist im zweiten Argument, ist sie es in beiden.

1.2.15 Vereinbarung
Wir wihlen im folgenden zu gegebenen E solche f, fiir die die Bilinearform s identisch
Null ist, d.h. wir nehmen an,
s=0.
1.2.16 Bestimmung aller {fy} zu gegebenen E mit fY(v) linear fiir jedes y , so daB

(**) und (*) gilt

Wir setzen die in 1.2.14 gewonnene Formel
fY(V) = %H(V, Y) + BY
(mit s = 0) in Bedingung (*) von 1.2.8 ein und erhalten
Zs=s F,y)= fY”(V +v7) - fY’+Y”(V) + fY’(V)
= %H(V +v,77) + [Sy,,
- %H(v, V) - By
+ g HOLY) 4B,

= - (H(v .y") + Hy . 7) - Hv. ) - HO, ) + Hv. 1)

+ 99 5 2 + 5
ﬁY BY +Y BY

1 ) ”
:ZH(Y,Y)+I3’Y”_[5, ”+[39



d.h.
1 . . . .
=H® .,y +ip ,+ipf ,-ip, ,EiIZ.
7 HOS v + B+ B, - 1B,
Wir fiihren neue Konstanten 6ye(]: ein mit iBY = 6Y + %H(y, y) und erhalten

. 1 ) 99 1 9 9 i b 2
iZ2 7 HOZ YD) 0, + 7 HOZ v +3,, + 7 HO YY)
i b 2 b bh)
-6Y,+Y,,-ZH(Y 7YY
i

==ImH&’,y")+d ,+08 ,-0 ,
5 O, Y7) v v Oy

999

dh.
i .
=~EX’,y")+d ,+0 ,-0, ,EiZ.
2 LD H 0k 07O gy
Diese Bedingung bedeutet insbesondere, dafl der Realteil der Funktion

'r—-=TCT,vad
v Y

additiv ist. Wir konnen diesen Realteilteil somit zu einer IR-Linearform
LV —=R
fortsetzen.
Von den ifY kann man nun den Korand einer beliebigen L-Linearform L: V— T

abziehen,
ifY(V) a ifY(V) - L(y),

ZTCifY(V)

ohne daB} sich das Geradenbiindel zum 1-Kozyklus der ey(v) =e dndert. Dabei

wird iBY durch i By— L(y) ersetzt und 6Y durch 6Y - L(y). Insbesondere konnen wir fiir L

die die eindeutig bestimmte (L-Linearform wihlen, deren Realteil gerade A ist (d.h. L(v)
= MV) .- iM3iv)). Indem wir diese Substitution durchfiihren, erreichen wir, da} die &

rein imaginér werden. Mit

27d,
ay)=e
gilt
lo(y)l =1
QA _ By
a(y)o(y”)
Bemerkung

Man kann zeigen, fiir jede hermitische Form H: V x V — [ mit dem Imaginirteil E,, fiir
welche E(I'xI") € Z gilt, gibt es eine solche Abbildung a:I'—=IR (d.h. es gibt eine
Abbildung 8”: T — R mit & (y’+y”) -8 () -8 () = % E(y’,y”) mod Z)’’. Wir

haben hier gezeigt, dal dann E gerade die Chern-Klasse des zum entsprechenden 1-
Kozyklus gehorigen Geradenbiindels ist. Wir formulieren diese Aussage
zusammenfassend als Lemma:

7 Modulo Z ist % E(y’,y”) eine symmetrische Bilinearform I'xI" — IR /&, kann also durch eine

symmetrische Matrix beschrieben wirden. Man definiere 8’ als zugehorige quadratische
Form zu dieser symmetrische Matrix. Die Polarisierung & (y’+y”) - 8’(y’) - 8’(y”) ist dann die
symmetrische Bilinearform selbst.



1.2.16 Lemma
Seien X = V/T" ein komplexer Torus,
HVxV—=L(T
eine hermitische Form mit dem Imaginarteil E = Im H, fiir welche
EIxI)C 2
gilt. Dann gibt es eine Abbildung
oI — (I:;k ={zelT:lzl=1}
mit
a(y+y”) = e a)agy) fir v, yEr.
Die Familie der {CY}Y er mit

T
ey(v) = a(y)e”H(V’Y)“LfH(Y ) fiir vev

%k
ist dann ein 1-Kozyklus auf I" mit Koeffizienten in H* = HO(X, OX). Die erste Chern-
Klasse des zugehorigen Geradenbiindels ist gerade gleich
EE H3(X, Z) = AZHom(T, 2).

Beweis. s.o.
QED.

1.2.17 Definition: die Geradenbiindel L(H, o)
Seien X = V/T" ein komplexer Torus,
H:VxV —=(T
eine hermitische Form, fiir deren Imaginérteil E = Im H gilt
E(I'xI") € Z,und

*
o' =T,
eine Abbildung mit ‘
(1) oy’ +y”) = eI EQY Y )a(y’)oc(y”) firy’, y"€r.
Dann bezeichne
(2) L(H, o) = TxV/T

das holomorphe Geradenbiindel auf X beziiglich der folgenden Gruppenoperation von I'
auf dem trivialen Biindel CxV.

1
I'xCxV — LxV, (y,z,v)a (oc(y)enH(V’Y)"' EH(Y’Y)Z, vV+Y).
Bemerkungen
(1) In 1.2.16 haben wir gesehen, aus Bedingung (1) folgt, da3 die

iy
ey(v) = a(y)enH(V’Y)_"fH(Y ) fiir v&eVv

%k
einen 1-Kozyklus auf I' mit Werten in H*:= HO(X, UX) bilden. Deshalt ist durch
(2) tatsdchlich ein holomorphes Geradenbiindel auf X definiert.

(i) Die hermitischen Bilinearformen H mit E(I'xI') C Z bilden offensichtlich eine
additive Gruppe. Aus (1) liest man ab, daf} auch die Paare
H, a)
eine Gruppe bilden mit der Gruppenoperation
3) H, o)+ H”,a”) = (H+H”, o’ a”).



(iii) Das Geradenbiindel zum Paar (3) ist gerade das Biindel zum Multiplikatorsystem
{e’Ye”Y}, wenn {e’y} und {e”y} die Multiplikatorsysteme zu den Biindeln L(H’,

a’) und L(H”, &) sind. Mit anderen Worten, es gilt
L(H’ , OL’)@L(H”, a”) = L(H’+H”, aaa”),
d.h. die Abbildung
w:{Gruppe der (H, o)} — HI(X, ©*), (H, o) a Isomorphieklasse von L(H, av),
ist ein Gruppenhomomorphismus.

1.2.18 Satz von Appell

Sei X = V/I" ein komplexer Torus. Dann ist jedes holomorphe Geradenbiindel auf X
isomorph zu einem Biindel der Gestalt

LH, o)
mit eindeutig bestimmten H und o, welche den in 1.2.17 gegebenen Bedingungen
geniigen.

Genauer, es gibt ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen, dessen vertikale Pfeile
Isomorphismen bezeichnen.
Gruppe der hermitischen

0— Hom(I‘-(L“*) — Gruppe der — Formen H mit —0
1 Paare (H,o)
(Im)(I'xINC2
=|\ =u =|v

C

0— Pi% —  PicX Ker(H2(X,Z)—H2(X [)) —0

Dabei bezeichne
PicX :=HIX, 0%
die Gruppe der Isomorphie-Klassen der holomorphen Geradenbiindel auf X,
Pic0 X = Ker(c,: Hl(X, 0%) = H3(X, Z))
die Untergruppe der holomorphen Geradenbiindel, welche topologisch trivial sind*®,
Gruppe der hermitischen

Vi Formen H mit — Ker(HA(X,Z)—HX(X,0))
(Im H)(I'xI')CZ
ist gerade die in 1.2.11 beschriebene Identifikation
HaImH

der Chern-Klassen mit den alternierenden Bilinearformen E: I'xI'—Z mit E(ix,iy) =
E(x,y), wobei HZ(X, Z) mit den alternierenden Bilinearformen I'xI'—2 identifiziert
wird. Die Abbildung w ist der in 1.2.17 konstruierte Homomorphismus
(H, o) a L(H, o),
(und A ist dessen Einschrinkung).
Beweis. 1. Schritt: v ist ein [somorphismus.
Wir haben bereits gezeigt, eine alternierende Bilinearform
E: ITxI' = Z,

aufgefaf3t als Element von

HZ(X,Z) = A2Hom(T, Z)

liegt genau dann im Kern der Abbildung H2(X,Z)—>H2(X J19), wenn fiir die Fortsetzung
von E auf V gilt

% Die Isomorphie-Klasse eines topologischen Geradenbiindels ist durch dessen Chern-Klasse festgelegt
(denn die stetigen Funktionen bilden eines feine Garbe - stetige Funktionen kann man mit glatten
Funktionen multiplizieren).



E(ix, iy) = E(x,y) fiir alle x,y €V

(vgl.1.2.12). Diese Bedingung bedeutet aber gerade, dal E von der Gestalt
E=ImH

ist, d.h. im Bild von v liegt. Also ist v surjektiv. Die Injektivitit folgt aus Lemma 1.2.13.
2. Schritt. Exaktheit der beiden Zeilen.
Die Exaktheit der unteren Zeile ergibt sich aus der der langen Kohomologie-Sequenz
zur Exponentialsequenz auf X.
Die Exaktheit der oberen Zeile ergibt sich aus deren Definition und der Aussage von
Lemma 1.2.16, daB3 es zu jedem H ein a gibt (also auch zu H = 0).
3. Schritt. A ist ein Isomorphismus.

%
Zunichst beachte man, A ist wohldefiniert, d.h. bildet Hom(I", T 1 ) in ein Element von
PicVX ab, weil das rechte Viereck des Diagramms kommutativ ist (vgl. 1.2.8). Sei jetzt

ES
o€Hom(T", T 1)
aus dem Kern von A. Dann ist das Geradenbiindel

LO, o)

trivial, d.h. der durch a definierte (Vjech—Kozyklus ist ein Korand: es gibt eine Funktion
e HOv, %)

mit
(1) ay) = g(g\(/—:)wfﬁr VEV.
Wir wihlen eine kompakte Teilmenge

KCV
mit

K+I'=V

(zum Beispiel einen Fundamentalbereich, eine “Gittermasche”). Wegen (1) und lo(y)!
=1 fiir alle yETI" gilt dann

lg(v)l = SUP gl
fiir jedes v&€V. Als beschrinkte holomorphe Funktion auf V ist g dann aber konstant.

Nach (1) ist damit
a(y) = 1 fiir jedes yET,
%
d.h. o ist das neutrale Element der Gruppe Hom(T', (Ill). Wir haben gezeigt, A ist
mjektiv.
Beweisen wir die Surjektivitit von A. Dazu betrachten wir das folgende kommutative
Diagramm
2mi?
H'(r,0) - H'(TH) Ker(H! (D HY)—HX(T,2))
=y =l =

2mi?

Hlx,o) - Hlx o) Ker(H! (X 0% —H2(X,2))=Pic’X
Die vertikalen Pfeile bezeichnen Isomorphismen®®. Die durch die Exponential-Funktion

definierten horizontalen Abbildungen sind surjektiv*’. Nach Folgerung 1.1.17 ist die
Abbildung

% Die ersten beiden sind gerade die Isomorphismen 1 zu den Garben T und 0 auf X, denn es ist

HY(V, x*F) = 0 fiir alle ¢ > 0 und F = T bzw. ©. Sie sind Teil eines Morphismus von

langen exakten Sequenzen, bei dem zwei von drei Morphismen Isomorphismen sind, so
daf} nach dem Fiinfer-Lemma alle Morphismen Isomorphismen sind. Der rechte
Morphismus unseres Diagramms ist gerade die Einschrinkung eines solchem dritten
Morphimus auf die Kerne der exakten Sequenzen.



B: HI(X, T) > Hl(x, ©)
surjektiv. Deshalb besitzt jedes Geradenbiindel

LePicOx
ein Urbild in der linken oberen Gruppe, sagen wir
flen'r, o)
mit einem Homomorphismus®*'
f:I' — .
Wir betrachten das Bild
o = e 2muf

von f als 1-Kozyklus mit Koeffizienten in H*. Das zugehorige Geradenbiindel ist
gerade
L=TxV/T
beziiglich der Gruppen-Operation
I'xCxV — CxV, (y,z,v) a (a(y)z, v+y).
Wir haben zu zeigen, a 146t zu einem Homomorphismus

%k
oz:l“eﬂll

abédndern, ohne daB} sich die Isomorphie-Klasse des zugehorigen Geradenbiindels
dndert. Da wir f um den Rand eines 0-Kozyklus abéndern konnen,

f(y) a f(y) - L(y)

mit einer L-Linearform (siehe 1.2.16), konnen wir erreichen, da die f reellwertige
Funktionen sind, d.h. fiir die oo konnen wir tatsichlich erreichen, daf} ihre Werte auf dem
Einheitskreis liegen.

4. Schritt. n ist ein Isomorphismus.
Folgt aus der Bijektivitit von A und v und dem Fiinfer-Lemma.
QED.

1.3 Ergdnzungen

1.3.1 Die Situation

Wir haben vor, das Verhalten der Garben-Kohomologie in der folgenden Situation zu
untersuchen. Seien

X ein “guter”™*’

topologischer Raum
und
G eine diskrete Gruppe,
die auf X frei und diskret operiert,
GxX — X.
Das soll bedeuten,
fiir jedes xEX gibt es eine Umgebung Ux C X von X mit Uxﬂ g(UX) = O fiir

jedes g€G - {e}. Wir setzen
Y =X/G
und bezeichnen mit
mX—=Y
die natiirliche Abbildung. Das von uns im vorangehenden Abschnitt 1.2 verwendete
Ergebnis 1a6t sich dann wie folgt formulieren.

“ Das folgt aus der Exaktheit der langen Kohomologie-Sequenzen zur Exponentialsequenz bzgl. der
Gruppen-Kohomologie im oberen Fall und bzgl. der Garbenkohomologie im unteren.

* f ist ein 1-Kozyklus, d.h. es gilt 0 = (8D)(y’ y7”) = f(y”) - f(y’+y”) + f(y°), d.h. f ist ein Gruppen-
Homomorphismus.

# X sei wegeweise zusammnenbiingend und parakompakt.



1.3.2 Die Existenz der natiilichen Transformation
Fiir jede Garbe F abelscher Gruppen auf Y gibt es einen natiirlichen Homomorphismus
y: HP(G, HO(X, 7*F)) — HP(Y, F)
mit folgenden Eigenschaften.
(@) Sei
0—-F —=F—=F —=0
eine kurze exakte Sequenz abelscher Garben auf Y mit der Eigenschaft, dal auch
0 — HIX, m#F") — HY(X, m#F) — HY(X, w*F™) — 0
exakt ist. Dann gibt es ein kommutatives Diagramm von Kohomologie-Sequenzen
.—~HPG HOX 7n#F*)) — HP(G HOX 7v*F)) — HP(G HOX w+F)) — HPHL (G HO(X o F)) —
Al W W W
.— HP(YF) e HP(Y F) — HP(Y ) — HPH (v )
(b) Die Abbildungen { kommutieren mit dem U-Produkt.
(c) Ist HYG, n*F) =0 fiir jedes g>0, so ist
v: HP(G, HO(X, #F)) — HP(Y, F)
ein [somorphismus.

1.3.3 Konstruktion von ¢
Zur Konstruktion von 1\ wihlen wir eine offene Uberdeckung
Y=U. V.
el i
durch offene Mengen mit:
(1)  Fiir jedes i€l gilt
-1 a
o (V)=U 0EG gU)
mit einer offenen Menge Ui C X, fiir welche die Einschriankung Ui—>Vi von
m:X—Y auf Ui ein Homdomorphismus ist.
(i1)  Fiir je zwei 1,j€I gibt es hochstens ein Element geG mit Uiﬂg(Uj) = (. Falls das
Element existiert, bezeichnen wir es mit
glj *
Wir definieren jetzt einen Homomorphismus
¥: CPG. X, 7)) — PV 3. F)
von der Gruppe der Gruppen-p-Koketten in die Gruppe der éech—p—Koketten beziiglich
der gegebenen Uberdeckung. Fiir jede Gruppen-p-Kokette
fecP(G, HO(X, 7*F)) = Hom(GP, HO(X, 7*F))

setzen wir
-1
(p D). =rese(ww*). [f(g. . .& . ,.ng )]
p 10...1p o gl F, lp-llp
Dabei bezeichne fiir i€l die Abbildung (n*)i_ I die Komposition
res =
HY(X, 74F) HO(Ui ) «— HO(Vi,F)
T

aus der Garben-Restriktion res auf Ui und dem Inversen des durch den

Homdéomorphismus Ui — Vi induzierten Isomorphismus der globalen Schnitt von FIV
i



mit den globalen Schnitten von (rc*F)IU . Die andere Abbildung res sei die Garben-

i
Restriktion auf Ui ﬂ...ﬁUi .

0
Es ist leicht zu sehen, daB3 die so definierten Abbildungen wp mit den Korand-

Operatoren vertriglich sind, d.h.
61pp = wp+ | d.
Wir erhalten damit Gruppen-Homomorphismen
w: HP(G, HO(X, #F)) — HP(Y, F).

1.3.4 Beweis von 1.3.2

Die Eigenschaften (a) und (b) zeigt man durch direktes Nachrechnen. Eigenschaft (c)
beweisen wir durch Induktion nach p.

Der Fall p = 0.

Im Fall p = 0 besagt die Behauptung gerade, die natiirliche Abbildung

H9x, wF)°C — HO(Y, F)
ist ein Isomorphismus. Ist F zum Beispiel die Garbe der stetigen Funktionen auf Y, d.h.
n*F ist die Garbe der stetigen Funktionen auf X* so bedeutet dies, eine stetige
Funktion auf X kommt genau dann von einer stetigen Funktion auf Y, wenn sie invariant
bei der Operation von G ist. Fiir die Garbe der stetigen Funktionen ist die Behauptung
also richtig**. Der allgemeine Fall ergibt sich aus dem eben betrachteten Spezialfall, denn
zu jeder Garbe F auf Y gibt es eine stetige Abbildung
e:Y =Y

derart, da3 man F mit der Garbe der stetigen Schnitte identifizieren kann. Das inverse
Bild w*F identifiziert sich dann gerade mit der Garbe der Schnitte von

XxYY’ —-X

und die Behauptung ergibt sich aus dieser Interpretation nach derselben Argumentation.

XxYY’ - Y

| !
TT
Y Y

Der Fall p >0 (Induktionsschritt).
Sei F eine abelsche Garbe auf Y mit

(D) HY(X, n*F) = 0 fiir jedes q > 0.
Wir betten F in eine injektive Garbe F’ ein und erhalten eine kurze exakte Sequenz
2) 0 —=F—=F — F’ — 0 mit F’ injektiv.
Da m ein lokaler Homdomorphismus ist, ist dann auch
0 - 7*F — a*F — a*F” — 0

eine exakte Sequenz und damit auch

0 — H9X, m*F) — HOX, n#F") — HY(X, m*F”) — H1(X, n*F).
Die Gruppe rechts ist nach (1) gleich Null, d.h. wir erhalten wieder eine kurze exakte

Sequenz und damit nach Eigenschaft (a) folgendes kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen.

# Das gilt zunéchst lokal, weil m:X — Y ein lokaler Homdomorphismus ist, also gilt das auch global
(da eine Garbe durch ihre Halme festgelegt ist).

* Lokal kann man jede stetige Funktion auf X zu einer stetigen Funktion auf Y verpflanzen. Wenn die
Ausgangsfunktion G-invariant ist, sind alle so entstehenden lokalen Verpflanzungen vertréiglich und
verkleben sich zu einer global definierten Funktion auf Y.



1P 16 HO(n+F)) - HP 1 (G H(n*F”)) — HP(G HO(v*F)) — HP(G HO(w+F))
P, ) b, ) !
wlyr) - wPlyr) - HOYPH - HP(YF)=0
Die Gruppe rechts unten ist Null, weil F* injektiv ist. Wir haben zu zeigen, lp3 ist ein
Isomorphismus. Dazu reicht es zu zeigen,
3) Ho(n*F’) ist ein injektiver G-Modul.
4)  HYX,nw*F’) =0 fiir g> 0.
Denn dann ist auch die rechte obere Gruppe Null (nach (3)) und es reicht nach dem
Fiinfer-Lemma zu zeigen, da3 lpl und 1p2 Isomorphismen sind. Der Homomorphismus
lpz ist aber nach Induktionsvoraussetzung (beziiglich p) ein Isomorphismus (wegen
(1)). Dasselbe gilt fiir tpl (wegen (4)). Es reicht also tatsdchlich, (3) und (4) zu

beweisen. Das reduziert den Beweis der Behauptung auf den Beweis des nachfolgenden
Lemmas.
QED.

1.3.5 Lemma

Sei F eine injektive Garbe auf Y. Dann gilt:
@) m*F ist eine welke*” Garbe auf X
(i1) HO(J'[*F) ist ein injektiver G-Modul.
Beweis. Zu (i). Weil F injektiv ist, ist F welk.** Also ist auch *F welk."’
Zu (ii). Fiir jeden G-Modul M bezeichnen wir mit
M
auch die zugehérige konstante Garbe auf M.** Die direkte Bildgarbe
M

ist gegeben durch
T M(V) = {a: :rc'l(V) — M | a lokal konstant }.

Die Operattion von G auf X 1463t n'l(V) invariant, d.h. durch
GxaM—-aM, (g, a)a (goaog'l)

* d.h. fiir jede offene Menge U C X ist die Restriktion (t*F)(X) — (7w*F)(U) surjektiv.
% Fiir jede offene Teilmenge i:V C Y sei ZV =i,(2 |V) die Fortsetzung durch Null der

Einschriankung von Z auf V (beliebiges F auf V betrachtet man die Prigarbe auf X mit
U i[F(U) fiir UCV
a ' O  sonst
Dann ist 1| F die zugehdrige Garbe).

Fiir V’CV” hat man Injektionen ZV’ — Z_,,und es gilt

V”
Hom(ZV ,F)=F(V),fa f(lV).

Aus der Exaktheit von 0 — ZV’ — ZV” und der Injektivitdt von F folgt die Exaktheit
von F(V”) = F(V’) — 0, d.h. F ist welk.

*7 Sei s ein Schnitt von s*F iiber der offenen Menge UCX. Dann wird s reprisentiert durch einen
Schnitt t von F iiber einer Umgebung von st(U). Dieser Schnitt kommt aber von einem globalen
Schnitt von F. Also kommt s von einem globalen Schnitt von t*F.

* d.h. die Garbe der lokal konstanten Funktionen mit Werten in M.



ist eine Operation von G auf T, M gegeben. Betrachten wir die Teilgarbe

(e, M)©

Thre Schnitte tiber V C Y sind gerade die lokal konstanten Funktionen

m: .TC_I(V) —- M
mit
() m(gu) = gm(u) fiir alle g&G und alle uEn'l(V).
Betrachten wir den wie folgt definierten natiirlichen Homomorphismus
) Hom M, H)Gv*F)) — Hom,, (MY , ).
Ein Element der linken Hom-Menge ist ein Gruppen-Homomorphismus

oM — F(Y)

mit
3) a(gm) = a(m)

(die Schnitte von F sind G-invariant). Fiir jede offene Teilmenge V C Y haben wir damit
einen Homorphismus von G-Moduln

4) M@ L(V)) =@M — F(V) F(V).
der auf den einzelnen direkten Summanden M (die den Zusammenhangskomponenten

res

von Tc'l(V) entsprechen) gleich a ist. Die Abbildungen (4) definieren einen Garben-

Homomorphismus
T M —F.

Durch Einschrinken auf (:rc*M)G erhalten wir ein Element

a: n*MG — F
der rechten Hom-Menge von (2). Der urspriingliche Homomorphismus o ist durch
diese Einschrinkung bereits vollstindig bestimmt: jedes Element m&EM definiet einen

globalen Schnitt von (J‘E*M)G dessen Bild bei o gerade

a(m) = a(m)

ist. Umgekehrt hat jedes Element der rechten Hom-Menge die Gestalt a. Mit anderen
Worten (2) ist ein Isomorphismus.
Wir konnen jetzt die Injektivitit von HO(J'E*F) beweisen. Fiir zwei G-Moduln M’, M
mit

M’ g M”
hat man Injektionen

M Ca M”
und
.TC*M’G g JT*M”G,
also, wegen der Injektivitit von F, eine Surjektion
Hom(zt,M”C | F) => Hom(m M0 | F),
und wegen (2) eine Surjektion
Hom (M, HO(w+F)) ~>Hom ,(M”, HO(v+F)).

Mit anderen Worten, HO(J'E*F) ist injektiver G-Modul.
QED.



1.4 Algebraische Tori

1.4.1 Wiederholung und Formulierung des niichsten Ziels
Wir haben gezeigt, jedes holomorphe Geradenbiindel L auf einem komplexen Torus X =
V/T ist isomorph zu einem Geradenbiindel der Gestalt
L(H, o)

mit eindeutig betimmten H und o, wobei

H:VxV—LCT
eine hermitische Form ist, fiir deren Imaginérteil E gilt

E(I'xI') C Z,

und a eine Abbildung

%
oI — ([:1
mit ‘
G(Y’+Y,,) - elTCE('Y ,'Y )O((Y’)OL(Y”) .
Das Geradenbiindel L(H,o) erhiilt man durch Faktorisieren,
L(H,a) = CxV/T
des trivialen Biindels € xV nach der Gruppen-Operation
I'xCxV — CxV,(y,z,v) a cpY(z,V),

mit
CPY(Z,V) = (eY(V)-z, v+Y)

TT
e a0

1.4.2 Zum weiteren Vorgehen: ample Geradenbiindel
(i)  Unser néchstes Ziel besteht in der Untersuchung der Schnitte der Biindel
L(H, o).
Insbesondere suchen wir nach Geradenbiindeln L, deren globale Schnitte wie
folgt eine Einbettung von X in den projektive Raum gestatten.
(i)  Sei
HOX, 1) = Cs .4 Ts
mit einer minimalen Anzahl globaler holomorpher Schnitte SrS, Yon L (weil X
kompakt ist und L kohirent*’, hat dieser Vektorraum eine endliche Dimension)*’.
Wir sagen, L wird von globalen Schnitten erzeugt, wenn es zu jedem Punkt x€X
einen globalen Schnitt s von L gibt, mit
s(x) = 0.
Dann gibt es zu jedem Punkt x insbesondere ein i mit
si(x) =0

(und jeder Schnitt von L ist in einer Umgebung von x ein Vielfaches von Si)'

(iii) Da L ein Geradenbiindel ist, gibt es zu jedem xEX eine offene Umgebung U,
xeEUCX

* d.h. L ist lokal der Kokern von Abbildungen UX_linearen Garben-Morphismen der Gestalt

0r—ns,
% das ist ein Spezialfall des Propper-Mapping-Theorems, vgl. Grauert, H., Remmert, R.: Coherent

analytic sheaves, Springer Berlin 1984, Theorem 10.4.6 (oder im Kontext der algebraische Geometrie:
Hartshorne, R.: Theorem III, 8.8



(vi)

V)

(Vi)

(vit)

(viii)

(ix)

mit

LIU = UXIU ,
d.h. die Schnitte von L lassen sich iiber dieser Umgebung mit den holomorphen
Funktionen auf U identifizieren. Insbesondere konnen wir auf U die 5. als

holomorphe Funktionen U — (L betrachten.

Diese Identifikation mit holomorphen Funktionen ist nicht eindeutig: sie hingt von
der Wahl der lokalen Trivialisierung von L ab. Beim Ubergang zu einer anderen
Trivialisierung multiplizieren sich alle s, mit ein und derselben von Null

verschiedenen holomorphen Funktion,
s.afs.,
i i
insbesondere sind die Verhiltnisse

S.:S.

1]
wohldefiniert und unabhiingig von der Trivialisierung.
Die Abbildung

¢=q X P" xa (59 18, (®) 1 ots (X)),

ist somit eine wohldefiniert holomorphe Abbildung (vorausgesetzt, L wird von
globalen Schnitten erzeugt). Diese Abbildung héngt nur unwesentlich von der
speziellen Wahl der Basis

0
sO,...,sn eH"(X,L)

ab: beim Ubergang zu einer anderen Basis Zndert sie sich nur um eine lineare
Transformation des projektiven Raums. Wir werden deshalb oft von “der
Abbildung P sprechen und keinen Unterschied zwischen den verschiedenen

Abbildungen der Gestalt P machen’' und als ein im wesentlichen nur von L

abhéngiges Konstrukt betrachten.
Man kann leicht zeigen, jede holomorphe Abbildung

X—-P"
kommt auf diese Weise von einem Geradenbiindel auf X.
Das Geradenbiindel L heif3t sehr ample, wenn die zugehorige Abbildung

X _s oD
ch.X 1%

eine abgeschlossene Einbettung ist, d.h. P ist ein injektive Immersion (d.h.

injektiv und lokal von der Gestalt C™ — C™ [z a (z, 0), - bei geeigneter Wahl
der Koordinaten).

Ein Geradenbiindel L heiflt ample, wenn eine Tensorpotenz von L sehr ample ist.
Man kann zeigen, auf einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit ist das
dquivalent zu der folgenden Bedingung:

Fiir jede kohirente Garbe F auf X gibt es ein n€N derart, daB FQL" von globalen
Schnitten erzeugt wird.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, ein Kriterium fiir die Existenz einer amplen
Garbe zu beweisen. Man beachte, die Existenz einer solchen Garbe impliziert, daf}

X eine Teilmannigfaltigkeit des P ist, und damit eine algebraische projektive
Mannigfaltigkeit, d.h. definiert durch Polynome.

5! Indem man IP™ durch die Projektivierung des T-Vektorraums HO(X, L)* ersetzt, kann
man ¢ invariant definieren:

X — IP(HO(X, L)*), x a (der von s a s(x) erzeugte lineare Unterraum)



1.4.3 Begriff der Theta-Funktion

Seien X = V/T" ein komplexer Torus und L ein Geradenbiindel der Gestalt
L=LH, o).

Ein Schnitt von L heifit dann Theta-Funktion zur hermitischen Form H und dem

Multiplikator o.

Bemerkung
Wir werden im folgenden die Schnitte von L = L(H, o) identifizieren mit den Schnitten
des trivialen Geradenbiindels

CxV
auf V, welche invariant sind bei der Operation

I'xCxV — CxV,(y,z,v) a cpY(z,v),

(Bezeichnungen wie in 1.4.1) der Gruppe I" auf TxV. Mit anderen Wort, wir
identifizieren sie mit den holomorphen Funktionen

0:V—C,
welche den folgenden Bedingungen geniigen.
s
mH(v,y)+5H(y,
B(v+y) = aly)-e (vl Y)-e(v) fiir alle vEV und yET'.

1.4.4 Reduktion auf den nicht-entarteten Fall

Seien X = V/T" ein komplexer Torus und L ein Geradenbiindel der Gestalt
L=LH, o).
mit mindestens einen nicht-trivialen globalen Schnitt. Falls die hermitische Form entartet
ist, d.h.
N :=NH) :={v&eV | H(v,v’) =0 fiir alle v’EV}
ist = 0, dann gibt es einen komplexen Torus kleinerer Dimenion

einen surjektiven Homomorphismus kor)r(lple\;g Lie-Gruppen
f: X =X
und ein Geradenbiindel
L=L(Ha)
auf X mit H nicht entartet und
L = f*L
H= ﬁog
a= aoglr
Dabei bezeichne
g V-V

den durch f induzierten surjektiven Homomorphismus der universellen Uberlagerungen

(welcher T-linear ist).
Beweis. Nach Definition ist N ein komplexer linearer Unterraum von V. Wir setzen

V:=V/N,
und definieren
g:V—>V,VaV+N,
als die natiirliche Abbildung. Dann enthilt die Untergruppe
I:=g@) = +N)/N=I/TNN

von V trivialerweise eine reelle Vektorraumbasis von V. Sie ist eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe ohne Torsion, also eine freie abelsche Gruppe, d.h.



(1) T C V ist ein Gitter maximalen Rangs,

) X = V[T ist ein komplexer Torus
und die natiirliche Abbildung induziert einen surjektiven Homomorphismus komplexer
Lie-Gruppen
f: X = X.

Wir haben noch zu zeigen, L, H und o entstehen durch das Anheben entsprechender
Daten auf X. Nach Defintion von N ist das fiir H der Fall, d.h. H entsteht durch
Anheben entlang g aus einer hermitischen Form

H: VxV — .
1. Schritt: Der Kern von f ist ein komplexer Torus X’ := V’/T”” (mit V' = N).

Nach Konstruktion von
f: VIT = (V/N)/(I'+N)/N = V/(I'+N)
ist
Ker f= (I'+N)/I' = I'/NNI".
Sei E =Im H die zu H gehorige schiefsymmetrische Bilinearform. Dann gilt
H(x,y) = E(ix,y) +HiE(x,y).
Der komplexe Vektorraum N = N(H) 146t sich also auch wie folgt schreiben.
N ={vEeV I E(v,v’) =0 fiir jedes v’EV}.
Aus dieser Beschreibung und der Ganzzahligkeit von EIFxI‘ folgt™,

3) I’ :=T'NN ist eine Gitter maximalen Rangs in V’ := N.
2. Schritt:
Sei 0: V — (L eine Theta-Funktion zum Paar (H, o), welche nicht identisch Null ist.
Dann gilt nach Defintion von N,
4) 0(v+y) = a(y)0(v) fiir beliebige y&I” = T'NN.
Wir wihlene eine kompakte Teilmenge
K € N mit K+I"” = N.

Dann gilt fiir fest gewéhltes v&€V und beliebiges nEN

B(v+n)l < sup?; cK O(v+Q)l

(da sichn € N = K+I" in der Gestalt n = € + y mit CEK und yEI" schreiben 1at und
der Summand y den Betrag nicht beeinfluflt). Als holomorphe Funktion von nEN ist 0
beschriankt und damit konstant, d.h.

0(v+n) = B(v) fiir v&V, n€N,
d.h. 0 ist konstant auf den Restklassen modulo N. Falls also 6 einen von Null
verschiedenen Wert besitzt, so gilt nach (4)

a(y) =1 fiir alle yeI™.

Daher entsteht oo durch das Anheben einer Funktion

>2 Die Ganzzahligkeit von E bedeutet, beziiglich einer Basis v1 ,...,v2d von I hat die Matrix von E

genzzahlige Fintridge, d.h. die Bedingungen
E(v,v)=0firi=1,...2d
i

kann man als lineares homogenes Gleichungssystem mit ganzzahligen Koeffizienten auffassen. Die
Losungsmenge dieses Systems ist deshalb ein linearer Unterraum, der von gewissen Vektoren mit
rationalen Koordinaten erzeugt wird. Mit anderen Worten, der (als reell aufgefalite komplexe)
Vektorraum N besitzt eine Basis

n ,..,n €N
1 |

mit mn, € T fiir eine gewissen natiirliche Zahl m (und alle i). Mit anderen Worten, I’ := T'MN enthilt
i

ein reelles Erzeugendensystem von N. Dann ist aber I’ ein Gitter maximalen Rangs in V’:= N und
X =V
ist ein komplexer Torus



a:T=T/TNN=IT" - u‘:f

und 6 durch das Anheben einer Funktion

0:V=V/N— (T,
welche Theta-Funktion zum Paar (H,a) ist. Nach Konstruktion ist 8 ein nicht-trivialer
globaler holomorpher Schnitt des Geraden-Biindels

L(H.a)
und *8 ein solcher von L = L(H, ). Dann muB aber
L(H, o) = f* L(H)

gelten.”
QED.

1.4.5 Die Biindel zu nicht-entarteten hermitischen Formen mit nicht-trivialen
Schnitten
Seien X = V/T" ein komplexer Torus und L ein Geradenbiindel der Gestalt
L=L(H, o).
mit einer nicht-entarteten hermitischen Form H. Falls L mindestens einen nicht-trivialen
globalen holomorphen Schnitt besitzt, ist die hermitische Form positiv definit.
Beweis. Wir nehmen an, H ist nicht positiv definit und zeigen, es gilt
HYX, L) =0.
Wir nehmen also an, es gibt einen nicht.-trivialen C-linearen Unterraum W,
0=WCV
mit
H(w,w) <0 firwe W - {0}.
Wir wihlen eine kompakte Teilmenge
KCVmitV=I+K.
Wir fixieren ein vEV und schreiben ein vorgegebenes wEW in der Gestalt
w = ¢ + y mit cEK und yET'.
Es gilt fiir jede Theta-Funktion 0 zum Paar (H, o)

(1) 10(v+w)l = 10(v+c+y)l = 10(v+c)l-e Re H(v+cy)+5H(y1)
Weiter ist wegem y = w - C:
Re H(v+c,y) + %H(y,y)
=Re H(v+c,w) - Re H(v+c, ¢)
+ %H(W,W) + %H(c,c) -Re H(w,0)

= %H(W,W) + Re H(v, w) + Funktion in v und ¢

Der erste Summand rechts ist eine negativ definite quadratische Form. Der zweite
Summand ist linear in w und der dritte hdngt nicht von w ab. Bei fest gewihlten v und

w— geht deshalb dieser Ausdruck gegen - © (da cEK in einem Kompaktum liegt,
spielt der Beitrag von ¢ dabei keine Rolle). Wir sehen daher, der Ausdruck (1) bleibt fiir

jedes fest gewihlte v beschrinkt und geht fiir w — o gegen Null. Als beschrinkte
holomorphe Funktion in w&EW ist O(v+w) aber konstant. Sie mull daher gleich Null
sein,

0(v+w) =0 fiir v&V und weEW.

33 Jeder nicht-triviale globale holomorphe Schnitt legt die Ubergangsfunktionen des Biindels beziiglich
eines gegebenen Systems von lokalen Trivialisierungen fest.



Wir haben gezeigt, jede Theta-Funktion zum Paar (H, o) ist identisch Null. Das steht
aber im Widerspruch zu unserer Annahme, dal L einen nicht-trivialen holomorphen
Schnitt haben soll. Also muf3 H positiv definit sein.

QED.

Bemerkung

Fiir jede ample Garbe der Gestalt L(H, o) muB somit H positiv definit sein.’*

1.4.6 Proposition: die Dimension des Raums der Theta-Funktionen
Seien X = V/T" ein komplexer Torus und
H:VxV—=(T
eine positiv definite hermitische Form mit E(I'xI") € Z (E := Im H). Dann gilt
dim HY(X, L(H, o)) = Vdet E

Dabei bezeichne det E die Determinante der Matrix von E beziiglich einer Z-Basis von
I.
Beweis. Beweis-Idee. Wir suchen zunéchst nach einer quadratischen Form
QWv):V—1L,
fiir welche die abgeidnderten Theta-Funktionen
0%(v) := O(v)-eRQY)
periodisch sind beziiglich eines Teilgitters
rcr
(vom halben Rang). Auf Grund der Periodizitit kann man diese Funktion in eine

Fourier-Reihen entwickeln. Die definierende Bedingung fiir die Theta-Funktionen,
(D) O(v+y) = CY(V)'G(V) fiir alle v&V und y&T’,

TT.
@ em := afy)e VDD

tibersetzt sich dann in eine lineare Bedingung an die Fourier-Koeffizienten. Wir werden
ein maximales linear unabhiingiges System von LoOsungen des entsprechenden
Gleichungssytems beschreiben und so eine Information iiber die Dimension des
Losungsraumes bekommen.

1. Schritt: Die Funktionalgleichung der abgeénderten Theta-Funktion.

Sei 0: V — (L eine holomorphe Funktion mit O(v+y) = ey(v)-O(V) und
B: VxV — ([
eine symmetrische Bilinearform iiber IL.Dann geniigt die holomorphe Funktion

T
- TB(V ’V)

3) 0*(v) :=e 0(v), vev,

der Bedingung

A(H-B)(v )+ 5(H-B)(y.7)

€)) 0*(v+y) = a(y)-e 0*(v) fiir alle v&€V und yeT'.

Das sieht man durch direktes Nachrechnen:
T T T
-5 Bv+yvHy) _ -5BVv) -5EBV)+BYY)
e =e €

2. Schritt: Konstruktion des Teilgitters I'” C I" (halben maximalen Rangs).
Sei

> Die globalen holomorphen Schnitte diirfen nicht alle identisch Null sein auf einem nicht-trivialen
linearen Unterraum von V, d.h. H darf nicht entartet sein. Es muf} aber aulerdem nicht-triviale globale
Schnitte geben, d.h. H muf positiv definit sein.



d:= dimm V.

Dann gibt es ein Teilgitter
rrcr
von Rang
d:=dim @ re., )]
mit
5) E(I"xI"") = {0}.
(6) I’'=WNI'mitW :=T"R.
Zum Beweis wihlen wir ein beliebiges von Null verschiedenes Element
v’ €T - {0}
Dann ist die Linearform E(?,y’ 1) nicht identisch Null (da E nicht entartet ist), d.h.es gibt
ein
y” €T - {0}

mit E(y”1 Y 1) = 0. Fiir das orthogonale Komplement I, von y’ 1’ y”. in T gilt”

1
r-Q= (Y’ICD+ Y”lil!)@(Fl-(I!)

Insbesondere hat E auf Fl den Rang 2d-2 und ist nicht entartet. Wir konnen die obige

anstelle von I' wiederholen und erhalten so ein System von linear

1

Argumentation mit Fl

unabhiéngigen Vektoren
VoY e d,ydEF.
Das Teilgitter
"= Zy’1+...+2y’d
von I' hat dann den Rang d und geniigt der Bedingung (5). Insbesondere hat der
Vektorraum

W =T"R
die reelle Dimension d°° und es gilt E(W,W) = {0}. Damit geniigt auch
I :=wnNr

der Bedingung (5), und Bedingung (6) ist trivialerweise erfiillt. Der Rang von I' ist
mindestens so grofl wie der von I"”” und hochstens so grofl wie die Dimension von W.
3. Schritt: Eine direkte Zerlegung von V: es gilt
V=WaoiW = (E@ZI" = (I:@IRW.
Die Bilinear-Form W ist identisch Null auf W, also auch auf iW (wegen E(ix,iy) =
E(x,y)). Deshalb ist
WNiw
ein komplexer Vektorraum, auf dem H(x,y) = E(ix,y) + iE(x,y) identisch Null ist. Weil
H nicht entartet ist, folgt
WNiw = {0}.
Also bestehen die angegebenen Zerlegungen.

4. Schritt: Konstruktion der symmetrischen Bilinearform B: VxV — ([ iiber T.
Auf dem reellen Vektorraum W ist der Imaginirteil der hermitischen Form H gleich
Null, d.h.

B = HIW

% d.h. das orthogonale Komplement von y’ | Q+vy” I(D in T'-@ wird von Elementen aus I erzeugt (weil

alle Vektoren von I'*Q ein @-Vielfaches von Vektoren aus I sind).
% Die Konstruktion der y’. kann man als Konstruktion im reellen Vektorraum V auffassen.
i



ist eine symmetrische Bilinearform. Wir bezeichen die Fortsetzung’’ von B zu einer
symmetrischen Bilinearform

B: VxV —= ([
tiber T ebenfalls mit B. Nach Definition gilt
H(w, w’) = B(w, w’) fiir w,wE&W.

Da beide Seiten {L-linear sind im ersten Argument, gilt sogar
@) H(v, w) = B(v,w) fiir v€V und wEW.
5. Schritt: die I'"’-Periodizitit der abgeénderten Theta-Funktion
Betrachten wir die Einschriankung von o auf I’. Wegen

O(':Y’+Y”) — elTCE(Y ,'Y )O((Y’)O((Y”) .
(vgl. 1.4.1) und E(I"xI"") = 0 ist

, %k

r
ein Gruppen-Homomorphismus. Deshalb gibt es eine ([ -lineare Abbildung’®

AV — T mit \W)C R und a(y) = e ZUMY) i vEr.
Aus der Funktionalgleichung (4) fiir 0% lesen wir ab, wegen (7) gilt
0*(v+y) = ay)-0*(v) fiir alle v&€V und yEI™.
d.h.

0*(v+y) = ezm)”(Y)B*(V) fiir alle v&V und yeI™.
d.h.

e'2m}‘(v+¥)-6*(v+y) = e_2m7‘(v)-6*(v) fiir alle v&V und yEI™.
Mit anderen Worten,

@) e ZUMY).gx(v) ist [-periodisch.
6. Schritt: Es bestehen die folgenden Relationen zwischen den Fourier-Koeffizienten
von 0%*:

¢ = oy HO2TODRMDe  x mie 26y = B )
X xX-Y

fiir Xef’ YEL, yel”.
Beweis. Wir schreiben

P o= Hom_,(I", Z) e Hom (V. ©).
Die Fourier-Entwicklung von (8) liefert
9) 0*(v)= I Cx.ezﬂi(X(V)*‘)\(V))
XEf"

Fiir beliebige v&€V und weW gilt

H-B)(w,v) = }_I(V W) - B(v,w) = -2i-Im(H)(v,w) (nach (7))
=2IrE(wyv).
Fiir jedes v&V definieren wir eine L-Linearform

V: V= T mitv(y ) = E(y"v) fiir jedes y'EL.

37 Man wiihlt eine Matrix von B beziiglich irgendeiner (reellen) Basis von W und definiert die
Fortsetzung als die Bilinearform mit derselben Basis.

8 Man fixiere eine Basis von W, die das Gitter I’ erzeugt und definiere A zunéchst auf diesen Basis-
Elementen derart, da die angegebene Relation zwischen o und A fiir die Basiselemente besteht. Dann
setze man A [R-linear auf W fort. Dann besteht die Relation fiir alle y&I"*. SchlieBlich setze man A T-
linear auf V fort.

% Nach dem dritten Schritt ist V = (E@ZF’.



Da E IE-linear im ersten Argument ist, ist auf diese Weise zumindest ein Gruppen-
Homomorphismus auf I'” definiert. Wegen des 3.Schrittes (d.h. E@ZF’ = V) setzt

dieser sich T-linear auf V fort. Nach Konstruktion gilt dann
A
(H-B)(y".v) = 21v(Y’).
DaTI" eine L-Vektorraumbasis von V enthilt, folgt
(H-B)(z.v) = 2iV(z) fiir beliebige z, v EV.

Wir setzen die Fourier-Entwicklung (9) von 6* in die Funktionalgleichung (4) von 0*
ein und erhalten

3 ¢ 27X+ MY)) 270 (X (V)+A(V))
XE’I\“’X
T
—aqe ORI g ¢ 2riG0e)
XE%’

T
= a2 DD Cx.ezm<x<v>+>»<v>+?<v>>

Xef’
oW 3 o 2OV
xef’x

. A .
=am)e™W 3 ¢ aeZHUMHAY)
xX-Y

XEf‘ ’
Koeffizienten-Vergleich liefert

. . A
C .CZWl(X(Y)"')\(Y)) = a(y)‘elny (Y)c A
X xX-Y
d.h.
A .
c, = a(y)-e (y)-23r1(><(y)+>»(y))cX 3
Das ist gerade die Behauptung des 6. Schritts.
Bemerkungen

(1) Bezeichne

M := {7 |yET}
das Bild von I bei der Abbildung
r—f ,Y a Ay.

Wir haben gezeigt, die Fourier-Koeffizienten der transformierten 6-Funktion 0*
sind vollsténdig festgelegt, wenn man sie fiir eine volles Représentantensystem von
A
I’/M
kennt.

(i)) Zwei Elemente vy €I haben genau dann dasselbe Bild in £ wenn gilt

> Y
2
E(Y’,Yl) = E(y’,yz) fiir jedes y’EI,

d.h.

E(F > Yl_Y2) = 07



d.h.%
VY el’.

7. Schritt. Jedes System {CX} von komplexen Zahlen, welches den Relationen des

A
xEl”
6. Schrittes geniigt, definiert eine transformierte Theta-Funktion 6%*.
Wir haben zu zeigen, die Funktion (9),

0*(v)= I ¢ .ezm(X(V)‘”\(V)),

XEf"
Konvergiert absolut und gleichméBig auf den kompakten Teilmengen von V (dann ist
der Limes holomorph)®'.

Die im 6.Schritt bewiesenen Relationen zwischen den CX sind linear in CX. Die Familien

e b e
XX
, die diesen Relationen geniigen, bilden eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition. Es

reicht deshalb, die Konvergenz-Aussage fiir ein Erzeugendensystem dieser abelschen
Gruppe zu beweisen. AuBerdem sind die CX fesgelegt, wenn man sie fiir die ¢ eines

Reprisentantensystems von /M kennt. Wir kénnen deshalb annehmen, von den CX ,

die zu einem Reprisentantensystem von M gehoren, ist nur eines ungleich Null. Sei
also ein

XO S f
fixiert und sei
CX =0
fiir jedes  , das nicht in derselben Restklasse modulo M liegt wie X Fiir
X € I
schreiben wir
A
x=%g "V YEL

Die Reihe bekommt dann die Gestalt
. A
O v)= S ¢ aelT0G(V) STV #AWV)
A XO -y
YEM
mit (vgl. 6.Schritt)
A .
¢ = a(y) W2, L
X %o - Y
0 0
d.h.
A )
*v= 3¢, a(y) Le7 3T (1), 27 (2 (V)+2M(V)
yem 0

Fiir v aus einer kompakten Teilmenge von V, sagen wir
veK C 'V,

% Es ist E(W, yl-yz) =0,daI” den Raum W erzeugt (nach (6)). Nun hat W die halbe Dimension von

V und das orthogonale Komplement von W enthilt W (nach (5) und (6)). Da E nicht entartet ist, muf3

das orthogonale Komplement gleich W sein, d.h. yl-y2€WﬂF =I" (nach (6)).

6! A\ ist durch E festgelegt.



wird dann die Reihe e'zni}\(z)ﬁ*(v) majorisiert durch
A
C S le e 3
A XO
YEM
also durch
A
Cle_ |y e3mImy()
X0 A
YEM
Wegen V = W®iW konnen wir jedes vEV in der Gestalt

v =@(V) +iy(v)
schreiben mit IR -linearen Funktionen
Q,P:V—=W.
Wir erhalten
A A )
Imy(v) =Im /\\( (@(v) +1p(Vv))
= Imy(e(v)) + Y(p(v)) (v ist C-linear auf V)

= Q (P(v)) ({(\ ist reellwerting auf W)
=E@W(v),y) (Definition von {/\ )
=Ep(v), o(y) +1(y))

=EW(v), y(v)) (wegen E(WxW) = 0)
=-EQy(¥), P(v)) (E 1st schiefsymmetrisch)

Speziell fiir v =y erhalten wir

A
Imy(y) = - Im HGW(y), Y(v))
= - Im iH((y), Y(v))
- Re HO(y), Y(v))
- H®), ¢(v)) (H(v,v) ist reell)

AuBerdem ist
A
Y =0<=y=09%F) < 1EW <1 =0.
A
Mit anderen Worten, Im y (y) ist eine negativ definite quadratische Form in y. Die obige

Majorante geht also sehr schnell gegen Null.
Bemerkung

Wir haben damit gezeigt, der Raum der Theta-Funktionen zum Paar (H, ) ist gleich der
Ordnung von

/™.
Es reicht daher, die folgende Aussage zu beweisen.
QED.
14.7 Lemma

Seien I eine freie abelsche Gruppe vom Rang 2d, I C T ein direkter Summand von T’
des Rangs d,

E:I'xI' = &
eine nicht-entartete schiefsymmetrische Bilinerform mit
E(I"xI") =0.
Dann gilt
\det El = n?

wenn n die Ordnung des Kokerns der Abbildung
r—f= Hom,,(I", Z),y a E(?, )

bezeichnet.



Beweis. 1. Schritt: Sei f: 2" — 2" eine injektive lineare Abbildung, welche beziiglich

der Standard-Basis von Z", die (ganzzahlige) Matrix A hat. Dann gilt
# Koker f = Idet Al.
Nach dem FElementarteilersatz gibt es ganzzahlige nxn-Matrizen B, C mit der

Determinante *1 mit

d1 0..0
0d,..O0
BAC = 2
0 0 .. dn
Bezeichne f, f , die Multiplikation mit der Matrix B bzw. C. Dann gilt, da f_ und f

B °C
Isomorphismen sind,
# Koker f = # Koker (ch-fofC) =# Z/(dl)(-B...@Z/(dn)

B C

= [1 d. = det BAC = det Al
i=1

2. Schritt. Beweis der Behauptung.
Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten.

0 0 0
| | l

0- I’ — T =TI/ —0
o B Ly

A A
0> @) = T = I" =0
Die Exaktheit der oberen Zeile ist offensichtlich. Die der unteren ergibt sich daraus, weil

Hom( ? , Z) exakt ist auf den freien abelschen Gruppen®’. Die vertikalen Abbildungen
sind induziert durch E, d.h. von der Gestalt

o .  xalyaEy,x). - .
Die Abbildung y ist wohldefiniert, weil E(I"xI"") = 0 gilt. Die Kommutativitit des

rechten Vierecks ergibt sich trivialerweise. Die Abbildung o kann man jetzt als
Einschrinkung von B auf I'"" definierten. Das Bild von o liegt dann wegen der

A
Kommutativitit der rechten Vierecks ganz im Kern von f — f’, also in (I'T”) .

Die Injektivitit von 3 ergibt sich aus der Voraussetzung, dall E nicht entartet sein soll.
Die von a ergibt sich aus der von . Die Zusammensetzung

L
hat als Bild eine Gruppe von Rang®’
A A
tk -1k (I'T”) =tk - rk Im) =2d-d=d.
und damit als Kern eine Gruppe vom Rang
kT -rk > =2d - d.
Die Untergruppe I'” liegt in diesem Kern. Deshalb ist

[/Ker(T [ )

52 Freie abelsche Gruppen sind projektiv. Das ist offensichtlich fiir freie abelsche Gruppen vom Rang 1,

Hom(Z., ?) ist als Funktor isomorph zum identischen Funktor. Der allgemeine Fall ergibt sich daraus,
da Hom beziiglich der ersten Variablen direkte Summen in direkte Produkte iiberfiihrt.

%3 Man betrachte die zugehdrigen {1-Vektorraume.



eine Faktorgruppe von I'/T”, die den Rang d hat. Als freie abelsche Gruppe vom Rang d
ist aber I'/T” selbst die einzige solche Faktorgruppe, d.h. es gilt

I/Ker(T (L. =,

d.h. Ker(I" E> P - IA“’) =17, d.h. yistinjektiv. Wir haben damit gezeigt, die Zeilen und
Spalten des obigen kommutativen Diagramms sind exakt.
Betrachten wir die zu y duale Abbildung

A ;\\ A A A
v:I"—= @Iy CI,d:I"—=2)a(yal (y’a Ex”,v)).
Identifiziert man I"” mit seinem doppelten Dual, vermittels
A

A
r'=Ir,yadal)),
SO bekommt\/(\ die Gestalt
A A
y:I'=TI,ya(yal Y,(Y”a EG”,v),

wenn | Y die Auswertung an der Stelle y’ bezeichnet, d.h. es ist

A b A b b b

v:I" =Ty a(yaEQy,y)=-E@.v)).

A
Mit anderen Worten, y ist bis aufs Vorzeichen gerade die Abildung o, d.h. a und y sind
dual zueinander. Beziiglich geeigneter Basen sind sie durch zueinander transponierte
(quadratische) Matrizein gegeben. Insbesondere haben o und y dieselbe Determinante.
Damit gilt nach dem 1. Schritt und dem Schlangen-.Lemma

Idet El = # Koker 3 = # Koker a - # Koker y = (# Koker y)2

= (# Koker I E IA“ — 1/\“’)2.
Das ist aber gerade die Behauptung.
QED.
Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptergebnis dieses Kapitels zu beweisen.

1.4.8 Satz von Lefschetz

Seien X = V/T" ein komplexer Torus, H: V x V — (L eine hermitische Form, deren
Imaginirteil E = Im H der Bedingung

EIx)C 2
genugt,,
*
a:U— T
eine Abbildung mit ‘
a(Y’+’Y”) - a(Y’)a(Y”)'elnE(Y ,Y )
und L = L(H,0) das zugehorige holomorphe Geradenbiindel auf X. Dann sind folgende

Bedingungen dquivalent.
(i)  Fiir jeden komplexen Teiltorus Y C X existieren eine natiirliche Zahl N, ein Schnitt

oeHO(x, LON)
und zwei Punkte x’ x”EX mit
X’ -x"€Y,o0(x’) =0, o(x”) = 0.
(i) Die hermitische Form H ist positiv definit.

(iii) Fiir jedes n = 3 definieren die holomorphen Schnitte von L®N eine Einbettung von
X in einen projektiven Raum.
Beweis. Die Implikation (i) = (ii) wurde bereits bewiesen (vgl. 1.4.4 und 1.4.5). Die
Implikation (iii) = (i) ist trivial. Es bleibt also
(i) = (iii)
zu beweisen. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall
n=3.



Der Fall n > 3 ist vollkommen analog. Wie bisher unterscheiden wir nicht zwischen den
Schnitten des Biindels
L=LH, o)
und den Theta-Funktionen V — € zum Paar (H, o).
1. Schritt: Fiir jeden Schnitt 6 von L(H,a) und beliebige Punkte a,b€V ist durch
0*(v) =0(v-a)0(v-b)B(v+a+b), vEV,

ein Schnitt von L3 gegeben.
Fiir yeT gilt
4y s s
0% (vHy) = oc3(y)- enH(V—a,y)+§H(y,y) enH(V—b,y)+§H(y,y)e:rcH(V+a+b,y)+7H(y,y)e*(V)

3n
= a3(y)-BHEVD+ZHE g (y).
QED.
2. Schritt: die globalen Schnitte von L®3 definieren eine holomorphe Abbildung
X — PN N := dim HO(x, L®3) - 1.
Weil H nach Voraussetzung (ii) positiv definit ist, ist N = O (nach 1.4.6). Also gibt es
einen von Null verschiedenen Schnitt
o HY(X, L) - {0).
Sei v €V vorgegebener Punkt. Nach Wahl von 0 gibt es ein a&V mit

0
O(VO -a)=0.

Diese Bedingung bleibt erhalten, wenn man a um hinreichend kleine Werte abéndert,
d.h. fiir b aus einer hinreichend kleinen Umgebung von 0 gilt auch

G(VO-a-b)=0.
Auferdem kann 6 nicht in einer ganzen Umgebung von Yo
holomorphei Funktioen wire dann 6 auf ganz X gleich Null). Wir kdnnen also b noch
so wihlen, daf

identisch Null sein (als

G(V0 -b)=0

ist. Dann ist aber

0*(v) = 0(v-a)0(v-b)B(v+a+b)
ein globaler Schnitt von L®3, welcher im vorgegebenen Punkt Yo ungleich Null ist. Die
Abbildumg

mit HOX, 1.93) = To o++++T8y wohldefiniert (und holomorph).

3. Schritt. Die Abbldung ¢ ist injektiv.
Andernfalls gibt es zwei Punkte v’ ,v’EV mit
(D) v -v’ &I
und
(V') =(v’),
d.h. es gibt ein
cel*
mit
Gi(v’) = c-Gi(v”) firi=0,...,N.

Letzteres bedeutet,

0%(v’) = c-0%(v”) fiir jedes 0*€H(X, L®3).
Insbesondere besteht diese Relation fiir alle Funktionen der Gestalt

0*(v) = 6(v-a)0(v-b)O(v+a+b)



mit a,bEV und BEHO(X, L). Wir fixieren b und betrachten 6* als Funktion in a. Wir
setzen
do
w = B
gehen zur logarithmischen Ableitung (beziiglich a) liber und erhalten eine Identitét, in
der ¢ nicht mehr vorkommt:
-w(v’-a) + o(v’+a+b) = - w(v’-a) + w(v’+a+b) fiir alle a,bEV,

d.h.

w(v’-a) - o(v’-a) = ow(v’+a+b) - w(v’+a+b).
Mit anderen Worten,

oV’ + v) -0V +Vv),VEV,
ist invariant gegeniiber Verschiebungen mit beliebigen Elementen aus V, d.h. diese 1-
Form hat konstante Koeffizienten, d.h. sie ist von der Gestalt

oV’ + V) -0 +v)=dl (v)

mit einer L-Linearform

| :V—(C.
Nach Konstruktion gilt

dl (v) = dFB (V’+v) - C—1§(V’+ v) =d log 8(v’+v) - dlog 0(v’+v)

0(v’+v)
)
d.h.
dd v)- 1og6((vV :VV))) 0,
d.h.
I (v)-1lo ee(( v ))—const.
d.h.
| v) _ 6(V”+V)
TO(V+v)
dh,

O(v+v") = A 1-6(V+V’)-el (v)
mit einer Konstanten

A 1 el*.
Wir fiihren eine lineare Variablen-Transformation durch und erhalten
2)  B(v+0) = Ao(v)el V)

mit
o=v-v &I

(vgl. (1)) und einer Konstanten
A e C*,

Wir haben zu zeigen, die Relation (2) fiihrt zu einem Widerspruch zu unseren
Voraussetzungen. Die Beweis-Idee besteht darin, zu zeigen, aus (2) folgt, 0 ist auch eine
Theta-Funktion beziiglich des echt gro3eren Gitters

I':=T+o02
(vom selben Rang) beziiglich des Paares (H, a’), wobei

%k
oI’ — (]:1



%k
eine Fortsetzung von a: I' — (1:1 ist. Dies kann aber unmoglich fiir alle Theta-
Funktionen
0eHOX, L)
der Fall sein, denn der Raum dieser Theta-Funktionen hat die Dimension

N+1 := dim HO(X, L(H, o)) = A /detFE

wihrend der der Theta-Funktionen beziiglich I"” die kleinere Dimension
N’+1 := dim HY(X, L(H, o)) = AJdet B < o fdet B

hat. Das ist nur moglich, wenn nicht alle 6 zum selben Multiplikator o’ gehoren. Der
Raum

3) dim HY(X, L(H, o)) = U W,
zerfillt daher in eine Vereinigung linearer Unterrdume Woc’ einer Dimension
dim Wa, =N +1 <N +1
mit
W ,C HOX’, L(H, o)), X':= V/T",
wobei die Vereinigugng iiber die verschiedenen Fortsetzungen o’ von a erstreckt wird.

Der komplexe Vektorraum (3) kann nicht Vereinigung endlich vieler Unterrdume
kleinerer Dimension sein. Die Anzahl der Fortsetzungen

2 2 *
a: I’ — T,
von
k
o= T,
muf also unendlich sein. Das ist aber nicht der Fall: T" hat in I endlichen Index und die
Werte von o’ auf der Nebenklasse y’+I" sind durch den Wert a’(y’) bereits eindeutig
festgelegt.®’

Wir haben damit den Beweis des 3. Schrittes auf den Beweis der Aussage
zurtickgefiihrt, mit (2) ist die Funktion 6 eine Theta-Funktion beziiglich des Gitters

I’ =T+oZ
und beziiglich eines Paares (H, a’), wobei o’ eine Fortsetzung von a ist. Dazu reicht es
zu zeigen, es gilt
4) E(I"xI") € Z und

TT
(5) 0(v+0) = A’-eH(V.0)+5H(0.0)g(y) fiir vev

mit einer Konstanten A’ET* °°
Zum Beweis ersetzen wir in (2) v durch v + y mit yEI" und erhalten

% Nach dem Elementarteilersatz besitzt das groBere Gitter I'” eine Basis e1 ,...,62d mit

I'=ae+.4+a_e__,
11 2d 2d

d.h.

det E=det (B(ac. aec)) = (ﬁ] )% det (E(e.. e.) = (]zf a)?det  E>det_ E
r iij] o 1] T r r
i=1 i=1
65 Wegen a’(Y""Y”) - a’(’Y’)' a,(y”)'elnE(Y ,Y ).
5 Eigentlich miiten wir noch zeigen, daB A’ betragsmiBig gleich 1 iat. Das erreicht man jedoch in der
tiblichen Weise, indem man H um einen Korand abéndert (d.h. um eine Linearform die gerade die

gewiinschte Anderung des Realteils von H zur Folge hat).



ABvy)el V) = 0(vaoy) = ) HOHODTHE gy 40
= Ael ). a(y).eTCH(V"'O,Y)‘*'z‘T&'I(Y’Y)@(V)

= A (V)'enH(G’Y)G(V+Y),
also
also
nH(o,y) - | (y) € 2niZ fiir jedes yET.
Die Funktion (in y) hat also nur rein imaginédre Werte:
mH(o,v) - | (y)=nH(y, 0) - | (y) + 7( H(o, y) - H(y, 0))
=mH(y, o) - | (y) + 2mwi E(o, )

Also hat auch
aH(v,0)-1 (v),VvEYV,

rein imagindre Werte auf dem Gitter TCV. Da T iiber IR den Raum V erzeugt, hat sie

?olgar in allen Punkten von V rein imagindre Werte. Da die Funktion T-linear in v ist,
olgt
* nH(v, 0) - | (v) =0 fiir jedes VEV.
Damit gilt
27ti E(o,y) € 2miZ fiir yerl'.
also
ET'xI")C Z,
d.h. es gilt (4). Weiter ist nach (2)

0(v+0) = AG(V)el (v) — A'B(V)‘CRH(V’O) =A’ e(v).eTCH(V,O)-l'z—Ti‘I(O',O'),
d.h. es gilt (5).

4. Schritt: Die Abbildung ¢ ist eine Immersion (induziert auf den Tangentialrdumen
injektive Abbildungen.

Angenommen, das ist nicht so. Dann gibt es einen einen Punkt x &X und

0
Tangentialvektor D mit dem FuB3punkt in Xy mit
(6) dp(D) =0.
Wir identifizieren eine Umgebung von x€X = V/I" mit einer offenen Mengen von V, Xy
mit einem Punkt VOEV und schreiben
J
D= g ai W
1=1 1

in geeigneten komplexen Koordinaten (Vl,...,V d) auf V. Wir haben zunichst die
Bedinung (6) mit Hilfe der eingefiihrten lokalen Koordinaten auszudriicken. Falls die i-

te Koordate des Bildes von Yo bei der Abbildung

ungleich Null ist, so hat sie lokal in einer Umgebung von v

B [Gi(V)

0 die (affine Gestalt
A
(NG

. aN
V .& 9cey el(v))

,va( ei(v) yeres ej(v)




Nach Voraussetzung gilt fiir jedes j,
1

0=D(6./6.) = D(0.)6.(v,) - D(6.)0. (v,)).
6% = 2. DOY0¢)-DEY9; ()
1Y°0
Da der Ausdruck rechts T-linear in 0. ist, derhalten wir damit
— *). _ A*
0= (D(0%)-0.(vy) - D(0,)-08% (v))

fiir jedes 0*€HO(X, L¥3). Also ist
D(log 6*) = D(Log E)i) =- a, el
eine von 0* unabhingige Konstante. Dies gilt insbesondere fiir alle Thetafunktionen der
Gestalt
0*(v) = B(v-a)0(v-b)0B(v+a+b), mit abEV, GEHO(X, L).

Mit
(7 f(v) := D(log 8)(v)
erhalten wir

f(VO-a)+f(v0-b)+f(v0+a+b)=-a

0
fiir alle a,b&V. Durch Differenzieren nach der i-ten Koordinaten von a erhilt man
of of
—a—Vi(VO - a) +8—Vi(VO + a +b) —0,
d.h. die ersten Ableitungen von f sind konstant, d.h. f ist ein Polynom vom Grad < 1.

Wir 16sen jetzt (7) nach 0 auf. Dazu setzen wir
a

1
a=| .. |und g(v) =log O(v).
%
Dann ist
ag(v+ha
f(v) =Dg (v) =LA
also fiir jedes A&(L:
f(v+ha) = ag(;#
Es folgt
» ag(v+ia) A
g(v+ha) - g(v) = f 8—7»(1}\ = f f(v+ho)dA
}\.=O )\_=O

Fiir jedes fest gewihlte v hat f(v+Aa) die Gestalt
f(v+Aa) = aA + b (mit b = f(v)).

Damit ist N
A
gv+ha) -g) = [ (ah+b)dh=[5 22 + oAy = E A2 + bk = ¢ A24Af(v)
A=0
mit
c= %D(f) e,
also

log O(V+A)/O(V) = ¢ AZ+M(V)
also

2
o(v+ha) = e TMVg ) fiir alle vev, AL



Diese ist eine zur Identitdit (2) des vorigen dritten Schrittes analoge Identitdt (mit
denselben Konsequenzen): Indem wir fiir beide Seiten dieser Identitit die

Funktionalgleichung fiir 0 (beziiglich einer Verschiebung v a v + y mit y€l)
aufschreiben und die Ergebnisse vergleichen, sehen wir, fiir jedes AE(T ist

E(y, M) € Z. fiir jédes yEI und jedes AELL.
d.h. Ao liegt im Gitter

{v€V I E(y, v) € Z fiir jedes y&EI'}.

Das ist offensichtlich nicht moglich fiir alle AL . Man beachte o ist gerade der (von
Null verschiedenen Tangentialvektor, der bei dg in die Null gehen sollte.

QED.

Bemerkung

Bevor wir auf einige Konsequenzen des Satzes von Lefschetz eingehen, erinnern wir an
einige allgemeine Fakten aus der algebraischen Geometrie.

1.4.9 Algebraisierbare analytische Riaume

Sei X eine algebraische Varietit iiber € .*” Die Punktmenge X besitzt dann in
kanonischer Weise die Struktur eines analytischen Raumes.*® Wir bezeichnen diesen
Raum mit

Xhol

und dessen Strukturgarbe mit

O .
X hol
Der Einfachheit halber werden wir oft einfach von den holomorphen Funktionen auf X
sprechen und von den holomorphen Abbildungen auf X oder mit Werten in X, usw.
Ein analytischer Raum X heif3t algebraisch oder algebraisierbar, wenn es eine
algebraische Varietit Y gibt mit

X=Y

Bemerkung
Die vollstiandigkeit der algebraischen Mannigfaltigkeit X ist dquivalent zur Kompaktheit

von Xhol . Das folgt aus dem Lemma von Chow (eine Aufblasung einer vollstindigen

Varietit X ist abgeschlossene Teilvarietit eines projektiven Raums).

1.4.10 Satz von Chow

Seien X eine vollstidndige algebraische Varietit iiber I und Y eine abgeschlossene

analytische Teilmenge®” von Xhol' Dann ist Y in X abgeschlossen beziiglich der Zariski-

Topologie.
Bemerkung

Chow hat diesen Satz fiir X = PN bewiesen. Die allgemeine Aussage ergibt sich aus
diesem Spezialfall mit Hilfe des Lemmas von Chow.”®

57 d.h. lokal ist X Teilmenge des " und wird dort durch Polynome mit Koeffizienten aus T definiert.
% d.h. auf X ist der Begriff der holomorphen Funktion definiert: lokal sind das solche Funktionen die

durch Einschrinkung holomorpher Funktionen des T" entstehen (in welchem X lokal durch Polynome

definiert ist). Diese Definition héngt nicht von der Wahl der lokalen Einbettung von X in den " ab, da
der Koordinatenwechsel in beiden Richtungen durch polynomiale (also biholomorphe) Abbildungen
vermittelt wird.

% d.h. lokal wird Y in X durch endlich viele holomorphe Gleichungen definiert.

™ Die Aussage ist ein Spezialfall des Einbettungssatzes von Kodaira: eine kompakte komplexe
Mannigfaltigkeit X ist genau dann algebraisch, wenn es auf X eine geschlossene positiv definite (1,1)-

Form gibt, deren Kohomologie-Klasse ganzzahlig ist (d.h im Bild von HI(X, Z)— HI(X, T) liegt).



1.4.11 Folgerung: analytische Abbildungen algebraischer Varietiten

Seien X und Y vollstiandige algebraische Varietiten und

£ X0l ™ Yhol

eine beliebige holomorphe Abbildung. Dann kommt f von einem algebraischen
Morphismus

X—=Y.
Beweis. Wir betrachten den Graphen der Abbildung f,

P=T & X o Y hot = XYy

Die Menge I ist eine abgeschlossene analytische Teilmenge von (XxY)hol., also auf

Grund von 1.4.10 abgeschlossen in XxY beziiglich der Zariski-Topologie. Sei
x, fx)er
ein beliebig vorgegebener Punkt. Wir betrachten die Projektion
r—-Xx
auf den ersten Faktor in einer Umgebung dieses Punktes. Diese Projektion induziert
einen lokalen Homomorphismus

(1) O, —0

Xx  Tx,f(x)
der algebraischen lokalen Ringe. Wir haben zu zeigen, dieser Homomorphismus ist ein
Isomorphismus. Da die Projektion I' — X surjektiv ist, ist (1) jedenfalls injektiv. Wir
haben die Surjektivitit zu beweisen (und konnen dabei annehmen, der linke Ring ist ein
Teilring des rechten).

Wir setzen’!

[‘.’Jl = OX,X
2= Or . 800)
[?J =0
I Xhol’X
6 =0 .
. Da die Projektion

r—-Xx
eigentlich ist und bijektiv, so ist der Homomorphismus endlich (nach dem Hauptsatz von
Zariski), d.h.
(2) O ) ist als Modul tiber [f)l endlich erzeugt.

Weiter haben wir ein kommutatives Diagramm
k

O ——0

1 2
N n .
“ e

wobei der untere horizontale Homomorphismus ein Isomorphismus ist:

Siehe Wells: Differential analysis on complex manifolds, Theorem VI.4.1 oder Griffiths & Harris:
Principles of algebraic geometry Ch.1, Section 4, p. 191. Teilmannigfaltigkeiten des P" besitzen cine

solche (1,1)-Form auf Grund der Fubini-Study-Metrik des P".

! Die algebraischen lokalen Ringe bestehen aus den Potenzreihen rationaler Funktionen, die
analytischen aus den Potenzreihenentwicklungen holomorpher Funktionen in den jeweils betrachteten
Punkten.



f* ist ein Isomorphismus.
Bezeichne

m, := das maximale Ideal von [f]i

und

ani := das maximale Ideal von E)i
Es gilt
m, =m0,
i i

(weil die Potenzreihenentwicklung einer im Ursprung verschwindenden Funktion mit
dem Lineargliedern beginnt und m. von diesen Linearglieder erzeugt wird). Weiter

haben wir ein kommutatives Diagramm

2 2
(‘.’Jl/ml — Uz/mz
=| b=

2= 2

Die vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen, weil jede Poltenzreihe modulo der

Glieder einer Ordnung = 2 ein Polynom ist. Wir sehen so, der obere horizontale
Abbildung ist ein [somorphimus, und damit insbesonder surjektiv. Deshalb gilt

2
m =m102+m2

2
Nach dem Lemma von Nakayama’* (angewandt auf den © 2-M0dul m, und den
Teilmodul m, (‘.'32) folgt

m, =m, O >

Weiter lesen wir aus dem dem obigen Diagramm ab,

2 2
02—01+m2—01+m102—01+m101.

Nach dem Lemma von Nakayama (angewandt auf den endlichen © l—Modul 02 und den
Teilmodul O 1) folgt

02= [91,

d.h. ist ein Isomorphismus.
QED.

1.4.12 Uber die Anzahl algebraischer Strukturen auf analytischen
Mannigfaltigkeiten

Eine Implikation der eben bewiesenen Aussage ist, dafl ein kompakter komplexer Raum
hochstens eine algebraische Struktur haben kann.”” Das ist im Fall nicht-kompakter
komplexer Rdume vollkommen anders. Das folgende Beispiel stammt von Serre.

Beispiel

72 Seien (A,m) ein lokaler Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und N ein Teilmodul mit
M =N + mM.

Dann gilt M = N.

3 Ein Isomorphismus der komplexen Strukturen induziert einen der algebraischen Strukturen.



Fiir jede eindimensionale abelsche Varietit X iiber L gibt es bis auf (algebraische)

Isomorphie genau eine algebraische Gruppe G, so da} die Erweiterung
0-C—-G—=X—=0

nicht trivial ist.”* In der analytischen Kategorie ist die Situation jedoch anders: wir

konnen die universellen Uberlagerungen betrachten (welche analytische ober keine
algebraischen Abbildungen sind) und erhalten ein kommutatives Diagramm

0-C—->G— T —0
[ ! b

0-C—-=G—= X—0
Die oberen horizontalen Abbildungen sind durch die Universalititseigenschaften der
universellen Uberlagerungen von G und X festgelegt, wenn man zusiitzlich noch fordert,
daf} die neutralen Elemente ineinander abgebildet werden sollen. Alle Abbildungen sind
dann Morphismen algebraischer Gruppen.

Die Fasern der vertikalen Abbildungen werden auf Grund der Kommutativitit des
Diagramms ineinander abgebildet. Diese Fasern sind aber gerade die fundamentalen
Gruppen der Ridume der unteren Zeile. Die obere Zeile fillt damit zusammen mit dem
Ende der langen Homotopiesequenz des Faserbiindels G — X und ist damit
insbesondere exakt (die Exaktheit links ist trivial, weil die fundamentale Gruppe trivial
ist). Wir haben gezeigt, die obere Zeile ist exakt, d.h. die Gruppe in der Mitte ist eine
Erweiterung von Ga mit sich selbst. Es gibt jedoch nur eine solche Erweiterung: die

triviale” , d.h. wir konnen annehmen G= (E2 und die obere Zeile ist die offensichtliche

exakte Sequenz (die ©2 mit der direkten Summe von zwei Exemplaren von
identifiziert). Wir erhalten so, G ist isomorph zum Faktorraum

2
G=1(C /Zool+2w2

von @2 nach einem Gitter vom Rang 2,d.h. w_, o, ist eine Basis von T2, Als komplexe

Mannigfaltigkeit hat G also die Gestalt
(C/Z)x(L/Z) = C*xT* = Gmem

|

™ Nach Serre: Groupes algébrique et corps de classes, Hermann Paris 1959, Th. 7, chap. VII, §3,
Abschnitt 17 ist die Gruppe Ext(X, G ) der Erweiterungen
a

e 0-G -G—=X—=0
a
fiir abelsche Varietiten X isomorph zu HI(X, UX). Dies ist in unserem Fall ein 1-dimensionaler

Vektorraum. Auf diesem Vektorraum operiert G = L * und alle von Null verschiedenen
m
Elemente liegen im selben Orbit von G , d.h. je zwei solche Erweiterungen G, G’ sind durch ein
m

kommutatives Diagramm der Gestalt
0—-G - G—=X—=0
a
@) lc i) Il mitceG =C*
m
0—-G -G —=X—=0
a
miteinander verbunden. Nach dem Fiinferlemma sind die algebraischen Gruppen G und G’ isomorph.

Umgekehrt liefert jeder Isomorphismus G — G’ algebraischer Gruppen fiir jede Erweiterung (1) ein
kommutatives Diagramm (2) (weil die Automorphismen von G gerade die Elemente von G  sind).
a m

" vgl. Serre VII, §2, Abschnitt 7.



Diese Gruppe ist aber gerade die triviale Erweiterung von X mit €.”° Wir haben damit
zwei verschiedene algebraische Strukturen, ndmlich
G und Gmem ,

auf derselben analytischen Mannigfaltigkeit T2 Zm1+2w2.

Bemerkung
Wir setzen jetzt unsere Betrachtung der komplexen algebraischen Tori fort.

1.4.13 Folgerung: Algebraizitit komplexer Tori

Sei X = V/I" ein d-dimensionaler komplexer Torus. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.
(1)  Der komplexe Raum X kommt von einer projektiven algebraischen Varietit.
(i)  Der komplexe Raum X kommt von einer algebraischen Varietit.
(1)) Auf X gibt es d algebraisch unabhéngige meromorphe Funktionen.
(vi) Es gibt eine solche positiv definite hermitische Form
H:VxV —>IL,
daf} der Imaginérteil E = Im H auf I'<I" nur ganzzahlige Werte hat.

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) sind trivial.”” Die Implikation

(vi) = (1)
wurde bereits bewiesen (vgl. 1.4.8 Satz von Lefschetz). Wir haben also noch die
Implikation

(iii) = (vi)
zu beweisen.

Seien

f1 ,...,fd: X———=1(T
algebraische unabhingige meromorphe Funktionen auf X.
Bezeichne

Di =div (fi)oo
den Polstellen-Divisor von fi' Wir setzen

D=D1+...+Dd.

Weiter sei
L=0 X(D)

das zu D gehorige Geradenbiindel auf X.”* Nach Konstruktion besitzt besitzt das
Geradenbiindel d+1 holomorphe Schnitte

7 Man kann L (als algebraische Gruppe) in diese Gruppe einbetten zum Beispiel durch
C— (C/Z)x(T/Z),a+ bia (ai mod £, bi mod £).
" Es gibt dann auf X sogar d rationale Funktionen, die algebraische unabhiingig sind.

8 d.h. die Quotienten der lokalen Gleichungen von D sind Ubergangsfunktionen von L. Genauer, ist
X=UU
o

eine offene Uberdeckung undistg : U — (L lokale Gleichung von D auf U , so hat die Garbe
a a o
der L der Schnitt des Biindels auf U die Gestalt
o
U
a

Die holomorphen Schnitte von L lassen sich deshalb mit den meromorphen Funktionen f auf X
identifizieren, fiir welche gilt

LIU =40
o g
o

fg regulirauf U |,
o o



o.,..,0:X—L

0 d
mit '
(1) 0i=fi00 firi=1,..,d.
Nach dem Satz von Appell gibt es eine Hermitische Form
H:VxV—LCT

mit
Im HI'xI') C 2
und einen Multiplikator
%
mit
L =LH,).
Da L nicht-triviale Schnitte besitzt, ist die Hermitische Form zumindest positiv semi-
definit,
H positiv semi-definit
(vgl. 144 und 1.4.5). Seien N der Nullraum von H,
N :={v€eV I H(v,Vv’) =0 fiir alle vV’EV }
und X’ der zugehorige Teiltorus von X,
X’ =N/NNTI'.
Dann kommt H von einer positiv definiten quadratischen Form H auf dem Faktortorus
X = X/X’ = (V/ID)/(N+I/T) = (V/N)//(T+N)/N) = VIT ,T = /NN,
H: VxV — ( positiv definit.
Dabei ist Im H ganzzahlig auf dem Gitter T,
ImH (Tx) C Z.
Nach dem Theorem von Lefschetz ist X eine projektive algebraische Mannigfaltigkeit,
Xc PN
Wir wir beim Beweis von 1.4.4 gesehen haben, sind die Schnitte von L (aufgefal3t als

Theta-Funktionen V — ) auf den Restklassen modulo N konstant. Wegen (1) sind

damit alle Mengen der Gestalt
{(xeX | fi(X) = const }

Vereinigungen von Restklassen modulo X°.” Damit kommt jede der Funktionen fi von
einer meromorphen Funktion
fi: X———C.
Bezeichne
CX)
(glfl? Korper der rationalen Funktionen auf der algebraischen Mannigfaltigkeit X. Dann

d.h.
div(f) + div(g )=0auf U ,
a a

d.h.

div(f) + D=0,
d.h mit den meromorphen Funktionen, deren Polstellen-Divisor = -D ist. Beispiele fiir solche
meromorphen Funktionen sind

" Falls die Bedingung f (x) = const in x erfiillt ist, so ist sie auch auf der ganzen Restklasse erfiillt.
i



d=ud%¢¢@1qupsmdgmméb=&misdesd

Es folgt dim X’ =0, d.h. H ist positiv definit.
QED.

1.4.14 Algebraizitit der eindimensionalen Tori

Jeder komplexe Torus der Dimension 1 ist algebraisch.
Beweis. Sei
X=V/r
ein algebraischer Torus der Dimension 1, d.h.
V=CundT'=2Z + Zw,wET - K.
Wir setzen
H(z,w) := ﬁz;v fiir z, we(.

Dann ist H eine hermitische Form, welche positiv definit ist, mit

Im H(1,1) = Im H(w, w) =0

Im(w, 1)=-Im H(1,w)=1.
Insbesondere ist Im H ganzzahlig auf I'.
QED.
Bemerkungen
Ein Reihe von projektiven Einbettungen des 1-dimensionalen Torus X sind wohlbekannt

(siehe zum Beispiel Hartshorne). Zum Beispiel ist die Weierstraische §2-Funktion
1 1
zt 2 2 - 2
(z - ZO) (m,n)=(0.0) (z-n-mw) (zo+n+mw)

meromorph mit den Perioden 1 und w und besitzt in den Punkten von I' doppelte Pole.
Die Abbildung

p(2) =

C—>P2zall,p@),p @)
definiert einen Isomorphismus von X mit einer ebenen Kurve dritten Grades, deren
Gleichung die Gestalt

2 3 2 3
hat (wobeti a und b von w abhéngen).

1.4.15 Der Fall einer Dimension d > 1

Sei V ein komplexer Vektorraum der endlichen Dimension d > 1. Dann ist der komplexe
Torus

X=V/T
fiir fast jede Wahl des Gitters I" nicht algebraisch. Auerdem gilt fiir fast jede Wahl von
r

Pic X = Pic? X.
Nach dem Satz von Appell ist letzteres dquivalent dazu, daf es keine schiefsymmetrische
Form

EEVxV—=RE
gibt, mit
E(I'xI") € Z und E(ix, iy) = E(x,y) fiir x,y&V.
Beweis. Wir setzen
T =Hom T (V, D)
und betrachten die Abbildung

2 . 2 A2
AM“Hom(T', 2) f\mHomZ(U, T)= .f"'s[I:Hom]R(V, T)



=N (TOT)

2
T
2 = 2 =
=N _TOTRXT) D N T.

T T
Das Bild dieser Abbildung besteht aus den schiefsymmetrischen Bilinearformen
E: VxV — C,

die ganzzahlig auf dem Gitter I" sind. Eine solche Bilinearform geniigt auBerdem noch
der Bedingung
E(ix, iy) = E(xy),
genau dann wenn sie im mittleren Summanden
T®T
liegt. Es reicht also zu zeigen, fiir fast jede Wahl von I' liegt kein Element des Bildes

dieser Abbildung (auBer der 0) in T®T. Dazu wiederum reicht es zu zeigen, die
induzierte Abbildung

2
A2Hom(T, Z) — AgT
ist fiir fast jede Wahl von I" injektiv.
Nun ist aber das Bild von
Hom(T', Z) — Homm(V, C)=T

ein Gitter in T und bei geeigneter Wahl von I' kann man auf diese Weise jedes Gitter

von T (maximalen Rangs) erhalten.®” Es reicht also, das nachfolgende Lemma zu
beweisen.

QED.

Lemma

Sei V ein d-dimensionaler komplexer Vektorraum. Dann ist fiir fast alle Gitter
rcv
maximalen Rangs die Abbildung

d d
1 AL U= ASY
(D Z T
injektiv (so daB auch alle Abbildungen !\12 U-— x‘\.lmV mit i = d injektiv sind).

Fast alle soll hier folgendes bedeuten. Wir wihlen ein komplexes Koordinatensystem
auf V und beschreiben das Gitter U durch die (dx2d)-Matrix

M= (ooij)
der Koordinatenvektoren einer Basis von I'. Die Ausnahme-Gitter, fiir welche die obige

Abbildung nicht injektiv ist, entprechen dann einer abzahlbaren Vereinigung von
Hyperebenen im Raum dieser Matrizen.

Beweis. Die Spalten der Matrix bilden ein Gitter vom Rang 2d im €94, Unter diesen

Spalten sind also d linear unabhingig iiber €. Wir beschrinken uns hier auf dem Fall,
daB die ersten d Spalten unabhiingig sind. Dies entspricht der Betrachtung einer offenen
Teilmenge einer endlcihen offenen Uberdeckung des Raums dieser Matrizen. Sei

A= (Vl""vd)

die Matrix der ersten d Spalten V Vg von M und
B=(v. ,.v.)

1 la

eine Matrix von irgendwelchen d Spalten von M. Dann gilt

% Fiir ein gegebenes Gitter von T fixiere man eine Basis und wihlen eine duale Basis (iiber IR).



B=CA
mit irgendeiner komplexen dxd-Matrix C und
vil f\...f\.vid = det(C)- Vi .-""-....-""-.Vd.
Die Vektoren der Gestalt
\A A ....»'“%.Vi
1 d

d
bilden eine Basis von AZ U, und die Abbildung (1) ist genau dann injektiv, wenn diese

d
Vektoren auch in /™ (]:V linear unabhingig iiber Z sind. Das Gegenteil ist genau dann

der Fall, wenn die endlich vielen komplexen Zahlen
det C

einer linearen Relation iiber Z geniigen. Die Anzahl aller moglichen Relationen dieser
Gestalt ist abzahlbar (man lasse die Koeffizienten dieser Relationen alle moglichen

Werten in & durchlaufen).
QED.

2. Algebraische Theorie: die Sprache der algebraischen
Mannigfaltigkeiten

Bezeichnungen
k ein algebraisch abgeschlossener Korper

2.1 Definition der abelschen Varietédten

2.1.1 Definition

Eine abelsche Varietiit X ist eine vollstéindige algebraische Varietit®' {iber k zusammen
mit einem Gruppengesetz

m: X xX—=X,
wobei m und die Invertierungsabbildung

i:X%X,xax'l,

Morphismen von Varietiten sind.
Bemerkungen

(i) ImFall k = T ist der komplex-analytische Raum zu einer abelschen Varietit eine
kompakte komplex-analytische Gruppe, d.h. auf Grund der Ergebnisse von 1.1 ein
komplexer Torus.

(i) Im Fall k = T besteht die erste Aufgabe der Theorie der abelschen Varietiten

darin, zu zeigen, daf} ihre Eigenschaften denen der komplexen Tori analog sind.
(i) Im Fall char k = 0 kann man viele Ergebnisse dieser Art beweisen indem man sie

auf den Fall k = € zuriickfiihrt (Lefschetz-Prinzip). Im Fall char k = 0 ist das
jedoch nicht moglich.

2.1.2 Fragestellungen im Zusammenhang mit abelschen Varietiiten
Wir haben vor, die folgenden grundlegenden Fragestellungen zu untersuchen.

Problem 1. Man bestimme die Struktur von X als abstrakte Gruppe.

Wir werden zeigen, die Gruppe X ist kommutativ und teilbar.

8! Insbesondere soll das bedeuten, X ist irreduzibel.



Sei weiter

Ny X—=X,panp,

der Morphismus der Multiplikation mit n€2 , n > 0. Dann zeigen wir, der Kern von Ny

hat die folgende Struktur.
XIl = Ker(nX) = (Z/nZ)2g falls char k kein Teiler ist von n

Xpm = (Z/me)i falls p = char k >0, m= 0.

Dabei kann i einen beliebigen Wert annehmen mit
O<i=<g:=dim X.
Die ganze Zahl i heifit p-Rang der Varietit X.

Problem 2. Man berechne die Kohomologie HY(X, QP)

Dabei sei QP die Garbe der p-Formen auf X. Wie im klassichen Fall konstruieren wir
einen kanonischen Isomorphismus

HIX, QP) = APHOX @N®, AdHT (X 0y
und wir zeigen
dim Hl(X,OX) = dim Hx ey =q.
Wir zeigen auBlerdem, daf3 die fundamentale Gruppe nl(X) (im algebraischen Sinne, d.h.

der projektive Limes der Galois-Gruppen der endlichen unverzweigten Uberlagerungen)

ist isomorph zu
-

[, )28 falls chark =0

Tl?l(X) =3 l

1, )2gle§ falls char k = p > 0
L =p

Sei Y- X ein solcher Morphismus, daf3 auf Y eine endliche Gruppe G operiert und
X gerade die Faktor-Varietidt von Y beziiglich G ist. Dann existieren eine ganze Zahl n >

0 und ein kommutatives Diagramm der Gestalt
Y

g/ Nf
n
X X X
AuBerdem existiert auf Y die Struktur einer abelschen Varietit, beziiglich welcher f und g
Homomorphismen sind.
Problem 3. Man bestimme die Struktur von Pic X.
Wir zeigen, die exakte Sequenz von Gruppen

0 — PicX — Pic X — NS(X) — 0,
in welcher PicOX die natiirliche Struktur einer abelschen Varietit und NS(X) eine freie

abelsche Gruppe mit endlicher Erzeugendenzahl ist (und deren Rang p Basiszahl von X
heil3t).

Wir werden sogar versuchen, eine Beschreibung der Gruppe NS(X) zu finden, die
analog ist zur klassischen Beschreibung mit Hilfe der Riemann-Formen.

Hier sind noch zwei damit zusammenhéingende Probleme.
(@) Man zeige, daB fiir je zwei abelsche Mannigfaltigkeiten X,Y die abelsche Gruppe
Hom(X,Y) der relationstreuen Morphismen frei ist und endlich erzeugt.



(d) Man finde Matrizen-Darstellungen dieser Gruppe (im klassischen Fall kommen
diese Darstellungen von Hom(Hl(X), HI(Y))'

Problem 4. Man charakterisiere die amplen umkehrbaren Garben auf X.

Allgemeineres Problem: Man berechne die Kohomologie mit Werten in einer beliebigen
umkehrbaren Garbe und insbesondere die Dimension des Raums aller globalen Schnitte,
d.h. man l6se das Riemann-Roch-Problem auf X.

2.1.3 Singularititenfreiheit
Abelsche Varietiten besitzen keine singulidren Punkte.

Beweis. Sei X eine abelsche Varietit. Dann gibt es mindestens (wie auf jeder Varietit)
einen nicht-singuldren Punkt
acX.
Sei jetzt
xeX
1

ein beliebig vorgegebener Punkt. Dann ist die Multiplikation mit xa™~,
A _I:X —X,x axa x’,
xa

ein Isomorphismus der Varietit X mit sich, welcher eine Umgebung von a in eine
Umgebung von x abbildet. Also ist auch x ein nicht-singuldrer Punkt von X.
QED.

2.1.4 Kommutativitit des Gruppengesetzes
Als abstrakte Gruppe ist jede abelsche Varietit kommutativ.

Beweis. Wir werden zwei Beweise fiir diese Aussage angeben. Den einen jetzt, den
anderen spiter. Der erste Beweis verallgemeinert den klassischen Beweis fiir kompakte

komplexe Lie-Gruppen iiber L, welcher die adjungierte Darstellung von X auf dem
Tangentialraum an X im Punkt e verwendet.

Anstelle der adjungierten Darstellung auf dem Tangentialraum betrachten wir diese
Darstellung auf allen Riumen

n
OX,e/mX,e ’

wobei OX . den lokalen Ring von X im neutralen Element e € X bezeichnet,

9

mX,e

das maximale Ideal von UX . und n die natiirlichen Zahlen durchlauft. Fiir jedes x€X

bezeichne
CX: X—=X,x"a xx’x'1 ,

die Konjugation mit x. Dies ist ein [somorphismus von X mit sich, welcher das neutrale
Element e in sich abbildent. Also induziert CX fiir jedes x € X einen Automorphismus

LS
CX: OX,e —= 0

und damit fiir jedes n eine Automorphismus

Xe

n n
CX,H. |Z))(’e/l'n)(,e - I::::])<,e/n'l>(’e .
Auf diese Weise erhalten wir fiir jedes n eine Abbildung
n n
Yy X AUt(UX,e/mX,e) - End(UX,e/mX,e)‘

Beziiglich geeigneter affiner Koordinaten in einer Zariski-Umgebung U C X von



e=(0,.0)EUCKN
hat CX die Gestalt

ya (fl(x,y), s T(X0Y))
mit in X und y reguldren Funktionen fi' Wir denken uns diese Funktionen im Urprung

in Potenzreihen entwickelt. Bezeichne

£

i
k

das Taylorpolynom des Grades n-1, zur Potenzreihe von fi' Dann ist C, 1 durch die

Abbildungsvorschrift

n n
IZ))(,e/rn)(’e g I:f))(,e/l’n)C’e H p(Y) a p(fnl(XaY)’ see s fRI(X,}’)), y = (yla'"’yN)’

gegeben. Man beachte, diese Abbildung ist linear in p und regulér in x und y. deshalb ist
Vy fiir jedes n ein regulidre Abbildung (mit Werten in einem endlich-dimensionalen k-

Vektorraum). Da das Bild von Y, affin ist und X eine vollstindige (und irreduzible)
Varietit ist, muf} Yn konstant sein,

Yn = const.
Nach Konstruktion ist yn(e) die identische Abbildung. Also ist yn(x) fir jede x die
identische Abbildung, d.h>.l<

Cx,n =id fiir jedes x€X und jedes nEN .

*
Wir gehen zum inversen Limes iiber und erhalten, daf§ C,die Identische Abbildung
A A

UX,e — UX,e

auf der Komplettierung von OX . induziert. Dann ist aber die Abbildung

’ *

CX: OX,e — OX,e
selbst die identische Abbildung. Das wiederung bedeutet,
CX: X—=X,ya xyx'l,
stimmt in einer Zariski-Umgebung mit der identischen Abbildung iiberein. Das gilt dann
aber sogar auf der AbschlieBung dieser Zariski-Umgebung. Da X irreduzibel ist, folgt

CX = IdX fiir jedes xEX.

Mit anderen Worten, X ist kommutativ.
QED.

2.1.5 Vereinbarung

Von jetzt ab schreiben wir das Gruppengesetzt auf der abelschen Varietdt X additiv.
Insbesondere bezeichne kx die Abbildung

7\.X:X—>X,yay+x.

2.1.6 Die Garbe der 1-Formen auf X

Seien X eine abesche Varietit iiber k,
T=Tx0
deren Tangentialraum im neutralen Element O und

QO = Homk(T, k)



dessen Dual. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

1

wobei 9)1( die Garbe der regulidren 1-Formen auf X bezeichne.

Beweis. Betrachten wir den Garben-Morphismus
1
(p.QO®kUX — QX ,0xfa f W -
Dabei bezeichne

1
weEQX

die eindeutig bestimmte (und global definierte) verschiebungsinvariante 1-Form auf X,
die im neutralen Element den Wert 0 hat:

*
_ _ e o 82
(036)0 =0, p, wq = g fiir jedes xEX.
Explizit: Fiir x€ X tiberfiihrt
p_X:X—>X,yay—x,

eine Umgebung von OEX in eine Umgebung von xEX, induziert also einen

Isomorphismus

dp_:T X—>TX

auf den Tangentialriumen. Wir setzen fiir jeden Tangentialvektor D & TX X mit

FiiBpunkt in x,
(De(D) =0(dp_, (D)) =(dp_)*(0)D) = p_, (O)D),
d.h.
%
(0g), = P_4(0).
Da durch

XxX =X, (x,y)ap_ (),

eine reguldre Abbildung definiert ist, ist w, fiir jedes O eine regulidre Differentialform.

0
Der Garben-Morphismus ¢ ist damit wohldefiniert. Nach Konstruktion induziert ¢ fiir
jeden Punkt x einen Isomorphismus von € mit dem Raum der 1-Formen von X im

0
Punkt x. Mit anderen Worten,

cP@UXOX,x/mX,x : QO

ist fiir jedes X€X ein [somorphismus. Nach dem Lemma von Nakayama ist dann aber
die Abbildung der Halme

1
g QX(X) ’

1
Px Q0®kOX,X - QX,)(’

fiir jedes xEX ein Isomorphismus.*’ Das bedeutet aber, g ist ein Isomorphismus.
QED.

82 Wie obenseip : X = X,y a vy + x, die Verschiebung un x € X.
X

8 Nach Nakayama ist die Abbildung surjektiv. Da Bild- und Urbild-Modul frei vom Rang 1 iiber
X

sind (d.h. die Abbildung ist durch eine 1x1-Matrix gegeben), folgt aus der Surjektivitit die Injektivitit:
die Abbildung besteht in der Multiplikation mit einem Element cE O Xx Da die Abbildung surjektiv

>

ist, gilt c-d = 1 fiir ein d, d.h. c ist eine Einheit, d.h. die Abbildung ist injektiv.



2.1.7 Folgerung: die globalen reguliren 1-Formen auf X
Sei X ein abelsche Varietit iiber k. Dann gilt

HOX, 9%) =T (= Hom, (Ty (. K).

Beweis. Die Varietit X ist vollstindig und zusammenhédngend (sogar irreduzibel). Jede
globale regulédre Funktion auf X ist also konstant, d.h.

0 —
H (X, [CIX) =k.
Es folgt
HX, Ve, 0,)=V
fir jeden k-Vektorraum V. Fir V = QO erhalten wir auf Grund von 2.1.6 die

Behauptung.
QED.

2.1.8 Surjektivitit von ny

Sei X ein abelsche Varietit iiber k. Fiir jede ganze Zahl n, die teilerfremd ist zur
Charakteristik von k ist, ist der Morphismus

% X=X, xanx=Xx+..+ x(n-mal)

surjektiv.
Beweis. 1. Schritt: Die durch die Addition a: XxX — X auf den Tangentialrdumen
induzierte Abbildung

doa: TOXxTOX — TOX

ist gerade die Vektorraum-Addition (v,w) a v+w.
Auf jeden Fall ist die Abbildung

doa:T (O’O)XXX — TOX

k-linear. Die Einbettungen
iO: X—=XxX,xa(0,x), und i,:X—XxX,xa x,0),

1
induzieren Einbettungen

d10: TOX — T(O,O)XXX und dll: TOX — T(O,O)XXX’

die den Tangentialraum

T:TOX

© ’O)XxX identifizieren, wobei
T(O’O)XXX =T ®T

gilt. Da da eine k-lineare Abbildung ist, reicht es zu zeigen, die beiden Einschrinkungen

dOaIT,: T — T und daIT,,: ™ —=T

sind beziiglich der beschriebenen Identifikationen beide gerade die identische
Abbildung. Mit anderen Worten, wir haben zu zeigen,

dOa ole =1id und dandll =id.

Da der Ubergang zum Differential ein Funktor ist, reicht es zu zeigen,

aoiO =Id und acld=1d

Die beiden letzten Identititen gelten aber trivialerweise.
2. Schritt. Fiir jedes nEZ gilt nX(V) =n-v.
Nach dem ersten Schritt hat die Abbildung
ny,id
(n+1),. x i)

mit Unterrdaumen T°, T” von T

xX —= X
im Punkt O das Differential



(d(n+l)X)(V) =da (an(V), V)= an(V) + V.

Das Differential der Multiplikation mit O ist die Nullabbildung,

dOX=O.

Zusammen ergibt sich durch Induktion nach n,
(an)(V) =nv

ist die Multiplikation mit n.
3. Schritt: Abschlufl des Beweises
Sei jetzt n teilerfremd zur Charakteristik
p =chark
des Grundkorpers (diese Bedingung ist leer im Fall p = 0). Dann induziert die
Multiplikation mit n einen Isomorphismus auf jedem k-Vektorraum. Insbesondere ist
dann
(1) an. TOX - TOX ein Isomorphismus.

Angenommen, ng, ist nicht surjektiv. Dann hat das Bild von ng, eine Dimension, die

X
kleiner ist als die von X,

X

dim Im nX <dim X

(weil X irreduzibel ist). Nach dem Satz tiber die Dimension der Faser miissen die Fasern
von n, alle mindestens 1-dimensional sein. Insbesondere ist

X
dim Ker Ny = dim ng 0)>o0.
Insbesondere gibt es einen von Null verschiedenen Tangentialvektor
De TOX - {0}

mit

| | De TO. Ker Ny -
Da die Abbildung nX auf Ker nX konstant ist, folgt an =0 auf TOKer nX, also

an(D) =0,

im Widerspruch zu (1).
QED.
Bemerkung

Das nachfolgende Lemma liefert neben anderen wichtigen Anwendungen einen zweiten
Beweis fiir die Kommutativitiit der Gruppe X.

2.1.9 Starrheitslemma (erste Formulierung)

Seien X eine vollstidndige Varietit, Y und Z beliebige Varietiiten und
f: XxY = Z
ein solcher Morphismus, daB fiir einen Punkt
Yo ey

f(Xx{y ) = {z,}

aus nur einem Punkt besteht. Dann gibt es einen Morphismus g: Y — Z , fiir welchen
das Diagramm

das Bild

Xxy —P2

Y
f\ g
Z
kommutativ ist. Dabei bezeichne Py die Projektion auf den zweiten Faktor.
Beweis. Wir fixieren einen beliebigen Punkt

XOEX



und definieren die Abbildung g als
g Y—>Z,ya’f(x0 ,Y).
Zum Beweis der Identitiit
f = gop 2
reicht es zu zeigen, daf diese Identitit auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge von
XxY besteht (da XxY als Varietit insbesondere irreduzibel ist). Sei

ucz
eZ,

F=7-U

eine affine Umgebung des Punktes z,

und
G :=p,( ' (F).
Dann ist G abgeschlossen in Y (weil X vollstindig ist). Weiter gilt

Yo % G,
denn kein Punkt von f(Xx{yO}) = {ZO} liegtinF=7Z-UCZ- {ZO}. Deshalb ist
Vi=Y-G
eine nicht-leere offene Menge von Y. Fiir jeden Punkt yEV wird die vollstindige
Varietit
X x{y}
durch f in die affine Varietit U abgebildet, d.h.
X x{y})

besteht aus nur einem Punkt. Damit gilt aber fiir x€X und yeV
fxy) =f(xy, ¥) = gop,(x.y),

d.h. es gilt die Behaupt (auf XxV also auch auf XxY).
QED.

2.1.10 Folgerung 1:Morphismen abelscher Varietiten und Homomorphismen

Sei

£ X—=Y
ein Morphismus algebraischer Varietiten. Falls X und Y abelsche Varietiéten sind, gibt es
einen Homomorphismus

h: X—=Y
und einen Punkt a€Y mit

f(x)=h(x) +a

fiir jedes xEX.
Beweis. O.B.d.A. sei

f(0)=0
Falls das nicht so ist, konnen wir f durch f - f(0) ersetzen. Es reicht zu zeigen, in dieser
Situation ist f ein Gruppen-Homomorphismus. Dazu betrachten wir den folgenden
Morphismus algebraischer Varietiten.

p: Xx X —=Y,(xy) af(x+y) - f(y) - {(x).
Es gilt
¢(x,0) =1(x) - f(0) - f(x) = 0,

P(Xx{0}) ={0}.
Nach dem Starrheitslemma héngt ¢(x,y) nicht vom ersten Argument ab, d.h. es ist
@(x,y) =90, y) =f(y) - f(y) - f(0) = 0
fiir alle x, yeX. Also ist f ein Gruppen-Homomorphismus.
QED.

d.h.



2.1.11 Folgerung 2: Ein weiterer Beweis der Kommutativitit
Abelsche Varietiten X sind kommutativ.
Beweis. Nach 2.1.12 unterscheidet sich der Morphismus
hX—X,xa x‘l,
nur durch eine Konstante von einem Gruppen-Homomorphismus. Wegen h(1) =1 isth
selbst schon ein Gruppen-Homomorphismus, d.h. es gilt fiir beliebige x,yEX:

x'ly'l _ (yx)'l _ y'lx'l

d.h. xy = yx.
QED.

2.1.12 Folgerung 3:
Sei X eine abelsche Varietit. Wir betrachten den Funktor

hX:(vollst. Var), — Ab, Y a Hom(Y, X),

auf der Kategorie der punktierten vollstindigen Varietiten, wobei wir uns X mit dem
Basispunkt 0EX versehen denken und Hom die Menge der Morphismen, die die
Basispunkte respektieren, bezeichnen soll.

In dieser Situation ist der Funktor h™ linear, d.h. fiir beliebige punktierte vollstindige
Varietiten S, T ist die natiirliche Abbildung

Hom(S, X) x Hom(T, X) — Hom(SxT, X), (f,g) a faprS + gepr,.,,

bijektiv. Dabei seien

pr: ST — T und pr: SxT —T

die natiirlichen Projektionen.
Beweis. Injektivitiit.
Sei
h= ’fc‘prS + 8Pl
Dann gilt

h(s,t) = f(s) + (V).
Seien s, und t, die Basispunkte von S bzw. T. Dann gilt f(sO) =0= g(to), also

0 0
f(s) = h(s, tO) und g(t) = h(sO, t).

Das Paar (f,g) ist somit durch dessen Bild h eindeutig festgelegt.

Surjektivitit. Sei
h: SxT — X

ein beliebiger Morphismus von algebraischen Varietdten mit
h(s,,t.)=0.
00
Wir setzen
f(s) :=h(s,t,)
g®  =h(sy,0

k(s,) =h(s,t) - 1f(s) - g®)
fiir jedes s&S und jedes tET.
Dann gilt fiir jedes s&S:

k(s,t.) =h(s,t.) - f(s) - g(to) =0,
d.h. k(Sx{tO}) = 0. Nach dem Starrheitslemma ist k(s,t) unabhéngig von s, d.h.
k(st) = k(sO, t) = h(s0 ,t) - f(so) -g(t)=0

fiir alle s und alle t. Mit anderen Worten: h ist das Bild von (f,g) biie der obigen
Abbildung.
QED.



2.1.13 Ein Kriterium fiir abelsche Varietiten
Seien X eine vollstidndige Varietit,
eeX
ein Punkt und
m: XxX —= X
ein Morphismus algebraischer Varietiten mit
m(e, x) = m(x, e) = x fiir jedes xEX.

Dann ist X eine abelsche Varietdt mit dem Gruppengesetzt m:XxX—X und dem
neutralen Element e.
Beweis. Wir schreiben

Xy anstelle von m(x.y).
Wir betrachten den Morphismus

P: XxX — XxX, (x,y) a (xy, y).
Es gilt
vleo =1{ce).
Nach dem Satz iiber die Dimension der Faser gilt damit
dim P(XxX) = dim XxX,
d.h. das Bild von  liegt dicht in XxX. Weil X (und damit auch XxX )vollstindig ist, ist
die Abbildung 1 surjektiv,
 ist surjektiv.

Daraus folgt insbesondere die Existenz des Linksinversen:
(1) Fiir jeden Punkt xEX gibt es einen Punkt x’EX mit x’x = e.

Wir setzen
I’ ={(xy) EXxXlxy=e}
und bezeichnen mit
pi: XxX—=X,1=12,

die Projektion auf den i-ten Faktor. Wegen (2) gilt

p, (I =X.
Wir fixieren eine irreduzible Komponente I' von I'” mit
Dann gilt
dim I' = dim X.
Mit
Py =Pl
gilt

-1
P’y (©C™{e),
d.h. unter den Fasern von pllrz I' — X gibt solche einer Dimension < 0. Nach dem Satz

tiber die Dimension der Faser gilt damit
dim pl(F) =dim X.
Weil I' vollstindig ist, folgt
p’ I I' = Xist surjektiv.
Insbesondere ergibt sich daraus die Existenz den Rechtsinversen:
(2) Fiir jeden Punkt x&€X gibt es einen Punkt x’EX mit xx’ =e.
Betrachten wir jetzt den Morphismus
@: I'xX —= X, (X’ x,y) a x’(x,y).
Es gilt fiir jedes (x’ x)EI™:

¥ Auf I gilt xy = e. Wenn auBdem noch x = e sein soll, so muf} auch y = e sein.



Q(x’, X, €) = x’(xe)
=Xx’x (nach Voraussetzung tiber m)
=e, (nach Definition von I')

d.h.
p(I'x{e}) = {e}.
Nach dem Starrheitslemma ist ¢(x’, X, y) unabhéngig von (x’ x), d.h. es gilt
X' (xy) = 0(X’, X, y) = pe..y) =y,

d.h.
3) x’(xy) =y fiir alle (x’ x)EI" und alle yEX.
Insbesondere besteht fiir jedes (x’, x) € I" die Relation

X' (xx’) = x’.
Wir multiplizieren diese Identitit von links mit einem beliebigen Element x” und
erhalten
x7(x’(xx)) = x’x’.
Fiir x” konnen wir insbesondere ein Linksinverses von x’ wihlen, x”’x’ = e. Nach (3)
ist dann x”(x’(xx’)) = xx’ und zusammen bekommt die Identitéit die Gestalt
XX’ =e.
Wir haben gezeigt:
@ xx’ = e fir jedes (x’ x) €’
(die Linksinversen von I'" sind auch rechtsinvers).
Betrachten wir jetzt die Abbildung
x: I'xXxX = X, (X, X,y,2z) a x((xX'y)z).
Fiir y = z = e erhalten wir wegen (4) nur den Wert e, d.h.
x(I'x{e}x{e}) = {e},
Nach dem Starrheitssatz ist x(x’ X,y ,z) unabhédngig von (x’ x)€I’, d.h.
X((X’Y)Z) = X(X, 9X’y7Z) = X(C, e’y’Z) = e((e}’)z) =Yz
Wir multiplizieren diese Identitidt mit x’ und erhalten:
(xX’y)z = x’(x((x’y)z)) (nach (3))
=x’(yz) (nach der letzten Identitét).

Diese Identitit gilt fiir beliebige y,zEX und beliebige (x’ x)EI'. p’,: I' = X surjektiv ist,

1
folgt
(x’y)z = x’(yz) fiir beliebige x’,y, z € X,
d.h. die Multiplikation m ist assoziativ.
Zusammen haben wir gezeigt, X ist eine Gruppe mit dem Gruppengesetz m. Wir haben

noch zu zeigen

X%X,xax'l,

ist eine Morphismus von Varietiten.
Dazu betrachten wir wieder den Morphismus
P XxX — XxX, (x,y) a (Xy, y).
vom Anfang des Beweises (dessen Surjektivitit wir bereits gezeigt haben). Aus
Y(X,y) = P(z,w)
folgt xy = zw und y = w, also ( da X eine Gruppe ist ) x = z, d.h. (x,y) = (z, w). Der
Morphismus ist also sogar bijektiv.
Betrachten wir die durch y induzierte Abbildung
dy: T X@T X =T X@T X.
e e e e

Wegen y(x, e) = (X, e) induziert dp auf dem ersten direkten Summanden die Abbildung

va(v,0).
Wegen y(e x) = (x,X) induziert dy auf dem zweiten direkten Summanden die Abbildung

wa (w,w).
Insgesamt erhalten wir, d ist die Abbildung

vw)a v0) +(ww)=(v+w,w) = (V,W)\( 1 (l)]’



d.h. dy ist bijektiv. Der Morphismus 1 ist damit separabel®> also birational.** Nach
dem Hauptsatz von Zariski®’ ist 1 ein Isomorphismus. Wir haben gezeigt, die
Umkehrung von y,

w'l: XxX = XxX, (x,y) a (xy'l, y),
ist ein Morphismus von Varietiten. Die Einschrinkung auf {e}xX,

X—>X,yay'1,

ist dann aber auch ein Morphismus.
QED.

2.2 Kohomologie und Basiswechsel

2.2.1 Einige Begriffe der Theorie der Schemata: geometrische Riume,
Morphismen, affine Schemata, Schemata

2.2.2 Definition: eigentliche Morphismen

(i) Seif:X — Y ein Morphismus von Schemata. Der Morphismus heif3t separiert,
wenn der Diagonal-Morphismus

A X — XxYX

eine abgeschlossene Einbettung ist.

(i) Der Morphismus ist vom endlichen Typ, wenn es eine offene affine Uberdeckung
Y= UiVi ,Vi:SpecBi

gibt mit der Eigenschaft, daB fiir jedes i1 das vollstandige Urbild von Vi eine

endliche affine Uberdeckung

n.
Flov)=uUi U..,U..=SpecA..,
i j=1 17 ij
besitzt , wobei Aij fiir jedes i1 und jedes j eine endlich erzeugte Bi—Algbra ist.

(iii) Der Morphismus f heifit abgeschlossen, wenn er abgeschlossene Teilmengen von
X in abgeschlossene Teilmengen von Y iiberfiihrt. Er heif3t universell

abgeschlossen, wenn fiir jeden Morphismus Y’ — Y der induzierte Morphismus

XxYY —Y

abgeschlossen ist.

Der Morphismus heif3t eigentlich, wenn er separiert, vom endlichen Typ und
universell abgeschlossen ist.

2.2.3 Bewertungskriterium fiir separierte Morphismen

Seien f. X — Y ein Morphismus von Schemata mit X noethersch. Dann sind folgenden
Aussage dquivalent:

(1)  fist separiert.

(i) Jedes kommutative Diagramm der Gestalt

% Wiirre 1 inseparabel, so wiirde 1 iiber einen Frobenius faktorisieren, d.h. auf keinen Tangentialraum
wire dy injektiv.

% Nach dem Hauptsatz von Zariski (vgl. Milne) zerfillt  in eine offene Einbettung und einen endlichen
Morphismus. Das alle beteiligten Varietéten vollstindig sind, ist y ein endlicher Morphismus. Da
bijektiv ist, ist ¢ endlich vom Separabilititsgrad 1. Weil 1 separabel ist, ist y endlich vom Grad 1,
also birational.

%7 vgl. Hartshorne: Algebraic geoemetry, Theorem V, 5.2: Sei T: X — Y eine birationale
Transformation von projektiven Varietiten mit X normal. Ist pEX ein fundamentaler Punkt von T,
dann ist die totale Tranformierte T(P) zusammenhingend von einer Dimension = 1. (Insbesondere kann
ein birationale Morphismus mit Fundamentalpunkten nicht bijektiv sein). Die Voraussetzung der
Projektivitét ist unwesentlich und - wie wir spéter sehen werden - in unserer Situation erfiillt.



Spec K — X
i} Vf
SpecR—='Y
mit einem Korper K und einem Bewertungsring R € K besitzt hochstens eine
kommutative Erginzung
Spec R — X.
Dabei bezeichen i den durch die Inklusion R € K definierten Morphismus.
Beweis: vgl. Hartshorne Theorem 11, 4.3.
QED.

2.2.4 Bewertungskriterium fiir eigentlich Morphismen

Seien f. X — Y ein Morphismus von Schemata endlichen Typs mit X noethersch. Dann
sind folgenden Aussage dquivalent:
(1) fisteigentlich.
(i) Jedes kommutative Diagramm der Gestalt
SpecK — X
i W
SpecR—='Y
mit einem Korper K und einem Bewertungsring R € K besitzt genua eine
kommutative Ergéanzung
Spec R — X.
Dabei bezeichen i den durch die Inklusion R € K definierten Morphismus.
Beweis: vgl. Hartshorne Theorem 11, 4.7.
QED.

2.2.5 Satz iiber eigentliche Morphismen
Sei f: X — Y ein eigentlicher Morphismus lokal noetherscher Schemata und F eine

kohirente Garbe von © X-Moduln auf X. Dann ist
RPf_(F)

fiir jedes nicht-negative ganze p eine kohidrente Garbe von U _ -Moduln.

Y
Beweis. siche EGA
QED.

2.2.6 Kohomologie und Basiswechsel
Seien
X—=Y
ein eigentlicher Morphismus noetherscher Schemata mit
Y =Spec A
affin und F eine kohirente Garbe auf X, welche flach ist iiber Y.** Dann existiert ein
endlicher Komplex
0-KY->Kl - . =K"= 0
von endlich erzeugten projektiven A-Moduln und ein funktorieller Morphismus
Hp(XxYSpec B.F®,B) = HP(K*® AB)

auf der Kategorie der A-Algebren B (fiir jedes nicht-negative ganze p).
Beweis. vgl. EGA
QED.

8 d.h. fiir jedes x€X ist F flach iiber ©
X Y f(x)



2.2.7 Folgerung 1: Halbstetigkeitssatz

Seien
X—=Y
ein eigentlicher Morphismus noetherscher Schemata und F eine kohirente Garbe auf X,
welche flach ist iiber Y.* Dann gilt:
(1) Fiir jedes nicht-negative ganze p ist die Funktion

'Y - 2Z,yadim,, HPX ,F
? Y k(y) (y y)

nach oben halbstetig.”” Dabei seien

Xy 1= XxYSpec k(y) und Fy = FIXy

(i1) Die Funktion

00]
Y—>2Z,ya X(Fy) S (-1)Pdim

HP(X ,F)
p=0 y'y

k(y)

ist konstant auf Y.

2.2.8 Folgerung 2: direkte Bilder und Vektorraumbiindel

Seien

. X—=Y
ein eigentlicher Morphismus noetherscher Schemata und F eine kohirente Garbe auf X,
welche flach ist iiber Y. Das Schema Y sei reduziert und zusammenhéngend. Dann sind
fiir jedes nicht-negative ganze p die folgenden Bedingungen dquivalent.

i Y - Z,yadm HP(X ,F ) ist konstant.
® Y k(y) ( y y)

(i1) Rpf* (F) ist eine lokal freie Garbe auf Y und fiir jeden Punkt yE€Y ist die natiirliche

Abbildung
RPf, (F)®,, k(y) = HP(X ,F
APDy_k(y) = HPX, F)
ein [somorphismus.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist aulerdem die natiirliche Abbildung
RP-If (F®,, k(y)—=HPI(X F
By _K) (X F)
ein Isomorphismus fiir jedes yEY.

2.2.9 Folgerung 3: direkte Bilder und Kohomologie der Fasern 1
Seien
. X—=Y
ein eigentlicher Morphismus noetherscher Schemata und F eine kohirente Garbe auf X,
welche flach ist iiber Y. Weiter gelte
HP(Xy , Fy) =0
fiir eine nicht-negatives ganzes p und alle yEY. Dann ist die natiirliche Abbildung
RP-If (F®,, k(y)—=HPI(X F)
Oy YUy
ein Isomorphismus fiir jedes yEY.

% d.h. fiir jedes x€X ist F flach iiber ©
X Y f(x)

% d.h. die Mengen {yE€Y | ¢(n) = n } sind abgeschlossen in Y fiir jedes nEZ..



2.2.10 Folgerung 4: direkte Bilder und Kohomologie der Fasern 2
Seien
. X—=Y
ein eigentlicher Morphismus noetherscher Schemata und F eine kohirente Garbe auf X,
welche flach ist tiber Y. Weiter gelte

RKf, (F) = 0 fiir alle k = Ky
Dann gilt

Hk(Xy F,)=0 furalle yEY und alle k= k.
2.2.11 Folgerung 5: flacher Basiswechsel

Seien

. X—=Y
ein eigentlicher Morphismus noetherscher Schemata und F eine kohérente Garbe auf X,
welche flach ist tiber Y = Spec A. Weiter sei B eine flache A-Algebra. Dann gilt:

P = HP
H (XxYSpec B,F® AB) = HF'(X, F® AB)

2.2.12 Folgerung 6: der Trivialisierungsort einer Familie von Geradenbiindeln
Seien X ein vollstidndige Varietit, T eine beliebige (nicht-notwendig irreduzible) Varietit
und L ein Geradenbiindel auf XxT. Dann ist die Menge

T1 ={teT | LlXx{t} trivial auf Xx{t}}

abgeschlossenin T.

Sei weiter Py’ Xle — T1 die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann gilt

*

fiir ein Geradenbiindel M auf Tl'

Dieser Satz heit auch Satz von der Schaukel oder Schaukelsatz.

Beweis des Satzes. 1. Schritt: ein Geradenbiindel M auf einer vollstindigen Varietit X
ist genau dann trivial, wenn gilt

dim HO(X, M) > 0 und dim HOX, M1y > 0.
Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensichtlich. Sei umgekehrt jetzt diese
Bedingung erfiillt. Dann gibt es von Null verschiedene globale Schnitte

o€ HO(X, M) und v HO(x, M 1),
also Garbenmorphismen

o: UX—>M,faf0,

T [fJX — M'l,fa fr,
die nicht identisch Null sind. Aus dem zweiten Garbenmorphismus erhalten wir durch
Tensorieren mit M einen Garbenmorphismus

v M —>UX,sasr,
welcher nicht identisch Null ist. Wir setzen letzteren mit o zusammen und erhalten einen
Garbenmorphismus

T20: UX — UX ,



welcher nicht identisch Null ist. Insbesondere ist T(o(1)) ein von Nullverschiedener
globaler Schnitt von [fJX. Da X vollstindig (und irreduzibel) ist, ist jeder Schnitt der
Strukturgarbe von X konstant. Also ist der Schnitt T(c(1)) in keinem Punkt Null. Dann
sind aber die Garbenmorphismen

o: OXeM,fa fo,

. M eOX,sasr,

in keinem Punkt Null. Das sie zwischen lokal freien Garben vom Rang 1 abbilden, sind
o und t Isomorphismen. Insbesonder ist M ftrivial.

2. Schritt: Reduktion der Behauptung auf den Fall T1 =T.

Nach dem ersten Schritt gilt
T, ={tETldim HOXx{t}, L
Nach Folgerung 1 (2.2.7(1)) ist T1

T1 mit der reduzierten Schema-Struktur, ersetzen T durch T1 und L durch LIX><T .
1

Xqy) > 0 und dim HOXx{t} ,L'1|Xx ) >0

eine abgeschlossene Teilmenge von T. Wir versehen

Wir konnen damit annehmen,

(1) LIXx ©
wobei T ein reduziertes Schema ist. Wir haben zu zeigen,

ist trivial fiir jedes t€T,

*
L = p, M mit einem Geradenbiindel M auf T.
Wie bisher sei Py’ XxT — T die Projektion auf den zweiten Faktor. Zum Beweis

konnen wir annehmen, T ist zusammenhingend, d.h. wir sind in der Situation von 2.2.8
Folgerung 2. Wegen (1) gilt

10
(2) dim H”(Xx{t}, LIX>< ©
Auf Grund der Folgerung ist pZ*L eine lokal freie Garbe und die natiirliche Abbildung

) = 1 fiir jedes tET.

f,L)®, k) —HUX ,L)=HOXx{t}, LI
* OT tt
ist ein Isomorphismus fiir jedes t€T. Wegen (2) ist
M = pZ*L lokal frei vom Rang 1, d.h. umkehbar.

Betrachten wir den natiirlichen Garbenmorphismus
% *
p2M =Py pZ*L —L
(der adjungiert ist zum identischen Morphismus von pz*L). Es reicht zu zeigen, dies ist

Xx{t})

ein Isomorphismus. Jedenfalls ist es ein Morphismus von lokal freien Garben des
Rangs 1. Nach dem Lemma von Nakayama reicht es zu zeigen, die Einschriankungen
dieses Morphismus auf die Teilschemata Xx{t} sind Isomorphismen.”’ Wegen der
Kommutativitét des Diagramms

Xx{t} C; XxT
a p,
o T

%! Jeder abgeschlossene Punkt liegt auf einen solchen Teilschema. Ubersetzt in kommutative Algebra
bedeutet dies: Ist (A,m) ein lokaler Ring, I € m ein Ideal, so ist eine A-lineare Abbildung

A— A, xa ax,
genau dann ein Isomorphismus, wenn die induzierte Abbildung A/l — A/l ein Isomorphismus ist (was
genau dann der Fall ist, wenn a eine Einheit von A ist.



Auf der linken Seite erhalten wir durch Einschrinken auf der linken Seite

k k
— % = g¥i* ied = D ol

p2M|Xx{t} =1*" ppM = g*j*M (wegen je=q Py 1)
=q* j*(pz*L) (Definition von M)
= q*(q,i*L) (Flacher Basiswechsel)’*
_ * -* . . . 93
=q (q*OXx{t}) (i*L ist trivial)
=q*0 © (k ist algebraisch abgeschlossen)
= UXx 0 (Definition des inversen Bilds)
= LIXx{t}-

QED.
2.3 Der Satz vom Kubus |

2.3.1 Theorem

Seien X und Y vollstidndige Varietiten, Z eine beliebige Varietidt und

XOEX,yOEY,ZOEZ

fixierte Punkte. Dann ist jedes Geradenbiindel L auf
XxYxZ,

dessen Einschrinkungen auf
{XO}xYxZ, Xx{yo}xZ und, XxYx{ZO},

trivial sind, selbst schon trivial.

Diese Aussage heifit Satz vom Kubus.

2.3.2 Bemerkungen
(i)  Sei
T: (voll. Var./k)°P — Ab

ein Funktor auf der Kategorie der vollstindigen Varietéten tiber k mit Werten in
der Kategorie der abelschen Gruppen.’*

Seien weiter

beliebige vollstindige Varietiiten ﬁéer k, !
x(l)EXO, s xgEXn
fest gewihlte Punkte und
ni: X1 X vore X Xn — Xlx ....xf\(ix...xXn, (x1 R, Xn) a (Xl’ ....Axi...,xn)
Oi: X1 X ....xg\(ix...x Xn — X1 X . X Xn’ (xl, ...;&\i...,xn) a (xl, ....xoi ...,xn)

die natiirlichen Projektionen bzw. Inklusionen.

Betrachten wir die Homorphismen

%2 ygl Hartshorne III, Prop. 9.3, j ist separiert und P, ist flach.

% d h. wir konnen i*L mit ©| identifizieren.
Xx{t}

% Der Wert von T auf der einpunktigen Varietit sei die triviale Gruppe, T{e} = {0}-



s TI T % oo XoxexX ) = T, x oo x X ), B o) a S ()
T L 17 3% o 1 n . 1,..., n 2 i i,

T TX X [[ TX 5\( X i X

n, -

Brp: T( XX ) 1 ( X XXX x ),na (o (m),..,o,m).
Dann gibt es eine natiirliche Zerlegung

TX| x . x X ) = Im(a%)@Ker(BrI})

Der Funktor T heifit von der Ordnung n-1, wenn o surjektiv ist (was genau dann
der Fall ist, wenn 3 injektiv ist). Im Fall n = 2 sagt man statt dessen auch T ist
linear, im Fall n = 3, T ist quadratisch, usw.

(1)) Mit diesen Definitionen besagt die Aussage des Satzes, der Funktor

Pic: (vollst. Var./k)°P — Ab
ist (im Fall daf Z auch vollstindig ist) quadratisch.
(1)  Seien jetzt

T,.T,.T,: (vollst.Var/k)°P — Ab
kontravariante Funktoren und
T -T,undg: T, —T

1 2 2 3
Morphismen, fiir welche die Sequenz
f g
Tl T2 T3
exakt ist. Wenn dann T1 und T3 die Ordnung n haben, so gilt dasselbe auch fiir
T2.

(iv) Aus der Bemerkung (iii) ergibt sich der Beweis des Satzes vom Kubus im Fall
des Grundkorpers L, denn dann hat man eine in X funktorielle exakte Sequenz
alx, o) —alx, o) - 12X, 2)

Der Funktor HI(X, ) ist linear” also erst recht quadratisch und der Funktor

HZ(X, 2)
ist quadratisch auf Grund der Kiinneth-Formel. Also ist auch Hl(X, ()
quadratisch.
Beweis. Zu (i). Im Fall n = l,X1 =X, X(l) =a, nl =7, 01 = o ist die Komposition

o 1
{a} X {a}
gleich der Identitit. Dasselbe gilt also auch fiir

a p
T{a} TX T{a}.
Insbesondere ist o injektiv und die Sequenz
0—T{a} TX — Koker — 0

% Nach der Kiinneth-Formel gilt
nlxxy, ©) =H!X, ) @ Hl (Y, T).

Vergleich der Hodge-Zerlegungen H! = HO’I@H1 0 auf beiden Seiten liefert
HlxXxY,0) =X, D@ Hl (Y, ),

d.h. die natiirliche Abbildung
a x, meHly,m) - 1 xxy,®)

ist surjektiv.



ist exakt und zerfillt. Da 3 linksinvers ist zu o, folgt
TX = Im(a)®Ker(p).
Sei jetzt n > 1. Betrachten wir die Komposition

A B A
if[lT(xlx XXk xX ) (X, % oo x X ) i11’[1T(X1>< XX XX ).
Es reicht zu zeigen, diese Komposition ist gerade die identische Abbildung. Dazu reicht
es zu zeigen, die i-te Koordinate der Einschrinkung von fec auf den j-ten Faktor ist

gleich Id im Fall i = j und Null sonst. Die i-te Koordinate dieser Einschriankung ist
gerade:

A A *k *
T(Xlx ....ijx...xXn) — T(Xlx ""XXiX"'XXn)’ Eao P % ®).
Die Aussage im Fall i = j ist trivial, wegen
m.e0. =1d.
i
Zum Beweis der Aussage im Fall i = j schreibt man
A
T(Xlx ....ijx...xXn) = Im(a’)®@Ker(f’)

als direkte Summe in der Art, wie sie nach Induktionsvoraussetzung existiert. Zum

Beweis von
ko ok

01 TCJ =0fur1¢]
geniigt es diese Identitiit auf Im(a’) und Ker(f’) zu iiberpriifen. Im ersten Fall muf}

man zeigen
* *

01 U'TCj o :Ofurl#J
Dazu reicht es, dies fiir die Einschrinkung auf jeden Faktor des Produkts, auf dem o’

definiert ist, zu zeigen. Fiir diese Einschrinkung gilt die Aussage aber nach Induktion
(beziiglich der Anzahl n der Faktoren Xi)'

Im zweiten Fall muf} man zeigen,
ks
O T | Ker p” =0 fiir i = j.
%
Da o, und 7. im Fall i = j kommutieren, reicht es zu zeigen, o; | Ker ” = 0. Das ist aber

der Fall nach Definition von f°.
Zu (iii). Wegen der Exaktheit von

T T, T;

und dem Schlangen-Lemma ist auch

n n n
Ker |3T1 — Ker |3T2 — Ker ﬁTz
exakt. Wenn die dulleren Gruppen trivial sind, ist es also auch die mittlere.

QED.
Zum Beweis des Satzes vom Kubus bendtigen wir noch das folgende Lemma.

2.3.3 Lemma

Seien X eine beliebige Varieit iiber k und x ., x . €X zwei Punkte. Dann gibt es auf X

01
eine irreduzible Kurve
CCX
welche die beiden Punkte ebenfalls enthélt.
Beweis. Auf Grund des Lemmas von Chow kénnen wir annehmen,
X ist projektiv.
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach



d =dim X.
Im Fall d = 1 ist nichts zu beweisen. Sei also
d>1.
Auf Grund der Induktionsvoraussetzung reicht es zu zeigen, es gibt eine Teilvarietit
YCEX
mit
dimY =d-1und XO, Xl €Y.
1. Schritt. Konstruktion eines birationalen Morphismus f: X’— X mit X’ projektiv und
dmﬁ4@921mn=0J.

Wir wihlen eine beliebige rationale Funktion
h: X— — —k

welche in den Punkten Xy und X nicht definiert ist.”® Sei X’ die AbschlieBung des

Graphen von h,

X = {(x,y)EXx]P’1 | h regulédr in x und y = h(x)}
und
X=X
sei die Einschrinkung der Projektion auf den ersten Faktor. Das Bild von f enthilt eine
nicht-leere offenen Teilmenge von X, liegt also dicht in X. Da X’ projektiv ist, muf}
f surjektiv
sein. Nach Konstruktion induziert f auf gewissen offenen Teilmengen von X’ bzw. X
einen Isomorphismus, d.h. f ist birational. Nach dem Hauptsatz von Zariski’’ gilt

mmf4@921ﬁni=QL

2. Schritt. Konstruktion von Y.
Wir betten X’ in einen projektiven Raum ein, sagen wir

X’ g PN’
und zwar so, daB X’ in keiner Hyperebene liegt. Nach dem Satz von Bertini’® gibt es
eine Hyperebene

HcpN
mit

Y’:=HNX" irreduzibel.

Welil die Fasern f I(Xi) eine positive Dimension haben, ist ihr Durchschnitt mit der

Hyperebene H nicht leer, d.h. es gilt
fle)ny =2.
Also enthilt die (irreduzible) Varietit

Y =1(Y)

die Punkte X0 und x| Nach Konstruktion gilt

dmY =dim Y’ =dimHNX’=dim X’ -1 =dim X -1 =d-1.

% Sei X C IPN, wobei N so klein gewihlt sei, da X in keiner Hyperebene liegt. Wir
wihlen die Gleichung L’ einer Hyperebene, die durch die beiden Punkte geht und die
Gleichung L” einer Hyperebene, die durch keinen dieser beiden Punkte geht. Dann ist h

=L/’ IX einer rationale Funktion der gewiinschen Gestalt.

7 vgl. Hartshorne, Theorem V.5.2

% vgl. Einfiihrung in die algebraische Geometrie 02/03, Theorem 1.7.14 (Hartshorne behandelt nur den
nicht-singulédren Fall).

Siehe auch

Jouanolou, J.-P.: Théoremes de Bertini et applications, Progress in Math. 42, Birkhéduser, Boston-
Basel-Stuttgart 1983



QED.

2.3.4 Beweis des Satzes vom Kubus

1. Schritt: Es reicht zu zeigen

LI (OXYx{z} ist trivial

fiir fiir beliebige Punkte x€X und zEZ.

Nach dem Schaukel-Satz kommt dann L von einem Geraden-Biindel,
L’ auf XxZ,

* b
und es gilt

L’=L = trivial,

IX><{y0}><Z
d.h. L ist selbst schon trivial.

2. Schritt: Reduktion auf den Fall dim X = 1 und X nicht-singulidr

Gelte die Behauptung fiir den Fall, dal X eine vollstindige nicht-singuldre Kurve ist.
Wir betrachten zwei Punkte

xEX und zEZ
und haben zu zeigen, L | XY x{z} ist trivial.
Nach 2.3.3 gibt es eine Kurve
C C X durch x und X
Seien
mC —=C

eine Normalisierung von C und
T CxYXZ — XxYxZ
die induzierte Abbildung. Die Voraussetzungen des Satzes sind dann fiir das
Geradenbiindel
v *L auf C’xYxZ
€ X einen beliebigen iiber x

erfiillt (wenn man anstelle von x liegenden Punkt von C’

0 0
verwendet). Dann ist aber 7’ *L trivial, d.h. fiir jeden {iber x liegenden Punkt x’€C” ist
das Biindel

L I{x’}xYx{z} = Ll{x}xYx{z}

trivial. Nach dem ersten Schritt ist damit L trivial.
3. Schritt: Reduktion auf die Existenz einer nicht-leeren offenen Teilmenge Z'CZ , fiir
welche die Einschrinkung

LlXxYxZ’ trivial

ist.

Dann ist LI trivial fiir alle z€Z’. Da die Menge der Punkte z, fiir welche
XxYx{z}

LlXxYx{z}-
trivial ist, abgeschlossen ist in Z (nach dem Schaukel-Satz), ist damit
Ll{x}xYx{z}
trivial fiir beliebige XX und beliebige z&Z, d.h. L ist trivial nach dem 1. Schritt.

%k
4. Schritt: Reduktion auf den Fall, da3 das direkte Bild von L®p1 OX(D) bei der

Projektion
P,y XXYXZ = YXZ, (xy.z) & (y2),

eine lokal freie Garbe vom Rang 1 ist fiir einen geeignet gewihlten
effektiven Divisor D des Grades g auf der Kurve X vom Geschlecht g.
Bezeichne



1_Al
Q _QX

die Garbe der regulédren 1-Formen auf X und
¢ =dim HOx, @
das Geschlecht der glatten Kurve X. Bezeichne weiter K, den kanonischen Divisor von

X
X, d.h. das kanonische Geraden-Biindel

1
Qy = 0, (K, )
ist gerade das Biindel zum Divisor K, 22 Dann kann man
0 1y _ 0

identifizieren mit den rationalen Funktionen f auf X mit
2) div (f) + KX =0.
Sei P1€X ein Punkt, der nicht auf allen Divisoren der Gestalt (2) liegt. Dann kann man

0
3) HOX, 04 (K -P))

identifizieren mit den rationalen Funktionen f auf X mit
“4) diV(D+KX-PzO,

d.h. mit den Schnitten von (1), die in P1 Null sind. Nach Wahl von P1 ist der k-

Vektoraum (3) echt enthalten in (1). Sei P2
der Gestalt (4) liegt, Nach demselben Schlufl wie eben ist dann
0
HY(X, OX(KX—PI—Pz))
ein echter Unterraum von (3). Wir wiederholen die Argumentation und erhalten Punkte

P...,P €X
1 g

€X ein Punkt, der nicht auf allen Divisoren

mit
. 0 _ —
dim H"(X, OX(KX—D)) =0,D:= P1 + ...+ Pg

Sei
P XxYxZ — X

die Projektion auf den ersten Faktor und
%
L = L®p,; [fJX(D)).

L’ =L’ fiir (y,z) € YXZ.
(v = Xy pxgzy O

Dann gilt

5 L’ = 0O _(D

O L= x®

(weil L auf Xx{y}x{zo} trivial ist) also

dimH!(X,L’, ) =dimHX, Q%(—D)) (Serre-Dualitit)
(yzq)

L 0 i .
=dim HY(X, OX(KX D)) (Definition von KX)
=0. (nach Wahl von D).

Betrachten wir die Menge

% Jedes Geraden-Biindel L hat die Gestalt [CIX(D) mit einem Divisor D (man tensoriere L mit der Garbe

J. der rationalen Funktionen auf X und betrachte die zugehérige Einbettung L — JI1.).



F:={(y2) € YxZdim H(X, L’

Wie wir gerade gesehen haben, gilt
FN Yx{zo} =J.

Weil Y vollstidndig ist, gibt es eine offene Teilmenge Z’ C Z mit
FNYxZ =@
Auf Grund des dritten Schrittes konnen wir Z durch Z’ ersetzen, also annehmen,

(y,Z))2 b

F=0.
Dann gilt aber
.10 ) 5
dim HY(X, L =y(X,L wegen F=
( (y,Z)) X (y ,Z)) (weg )

=y(X,L’ ) (Flachheit von L’ iiber XxZ)"""!

WATN
0”0
=xX, 04 (D)) (nach (5))
=1-g+degD (Riemann-Roch)

Nach Folgerung 2 des Satzes iiber Kohomologie und Basiswechsel ist das direkte Bild
Pyqsls’
23%*
von L’ eine lokal freie Garbe vom Rang 1 und die natiirlichen Abbildungen
2 — 0 2
p23*L ®k(y,z) = H' (X, L (y,z))
sind Isomorphismen fiir jeden Punkt (y, z) € YxXZ.

5. Schritt: Beschreibung von L’ durch einen effektiven Divisor D auf XxYxZ.
Seien U C YxZ eine offene Teilmenge, auf welcher die umkehrbare Garbe p23*L’

trivial ist und
) -1 )
oy € U, p, 5,17 = HOp3(U), L)
ein Schnitt, welcher die Garbe Ps3 L’ iiber U erzeugt. Bezeichne

DU =div oy
den Nullstellen-Divisor von oy auf p_213(U). Fiir je zwei offene Teilmengen U, U’ C
YxZ wie oben unterscheiden sich die Schnitte OU und OU, nur um einen Faktor, der
nirgends Null wird. Die Divisoren ]~)U verheften sich deshalb zu einem Divisor
~ . . o~ -1 ~ _
D = effektiver Divisor auf XxYXZ mit Dlp,(U) = DU =div oy

Nach Konstruktion definieren die lokalen Gleichungen von D gerade
Ubergangsfunktionen des Biindels L.’, d.h. es ist

L =©(D).
6. Schritt: Bestimmung des Divisors D.

Fiir jedes Paar (y,z) € YXZ ist die Einschrinkung von D auf Xx{y}x{z} gerade der
Nullstellen-Divisor eines Schnittes von

19 das Bild von F bei der natiirlichen Projektion YxZ — Z ist eine abgescblossen Teilmenge von Y,
welche den Punkt ZO nicht enthilt. Das Komplement dieses Bildes ist eine offenen Teilmenge Y’ der

geforderten Art.
101 siehe Hartshorne, Th. I11.9.9 und Ex. I11.5.2



0 ,
O )

welcher nicht identisch Null ist. Da der Vektorraum 1-dimensional ist, ist dieser Schnitt
bis auf ein konstantes Vielfaches eindeutig bestimmt. Insbesondere sind die beiden
Einschrinkungen

6 DI und D | leichD =P +..+P
©) oy pelzgh P ety pxz) 8 1
fiir beliebige yEY und beliebige zEZ.'** Fiir
eX-{P,..,P
p P, g}
hat die Einschrinkung von D auf {p}xYxZ einen Triger
S := Supp D l{p}xYxZ
welcher sich weder mit {p}xYx{ZO} noch mit {p}x{yo}xZ schneidet,'"’
(7 SN {p}xYx{zO} =J=SN {p}x{yo}xZ.
Die Projektion der Menge S auf Z ist eine echte abgeschlossene Teilmenge
T= p3(S) CZ.

Weil S in {p}xYxZ die reine Kodimension 1 hat'’*, muB S die Gestalt
S= U?;l {p}><Y><Ti
haben mit Ti C Z abgeschlossen von der Kodimension 1 fiir jedes 1. Die zweite Identitiit

(7) impliziert dann aber,
S=0,

d.h. der Tréger von D schneidet sich nicht mit {p}xYxZ auBer im Fall p = Pi fiir ein 1.

Damit hat D die Gestalt

D= él n. {PIXYXZ.
Durch Einschrinken auf Xx{yo}x{zo} und Vergleich mit (6) sehen wir,

b= § {PIXYZ.
i=1
Damit gilt aber
%* ~ k
L=L"®p) 0 (-D)=0D)®p 05 (-D)=0y . -
d.h. L ist trivial.
QED,

2.3.5 Folgerung 1

Seien X und Y vollsténdige Varietiten, Z eine beliebige Varietidt. Dann hat jedes
Geradenbiindel auf
XxYxZ

bis auf Isomorphie die Gestalt

S
192 Nach Definition ist L’ = L®p10(D) und L ist trivial auf Xx{y}x{zo} und Xx{yo}x{z}. D ist also

Nullstellen-Divisor eines Schnitts der Einschrinkung von L.

19 Wire einer der beiden Durchschnitte nicht-leer so géibe es ein yEY bzw. ein zEZ, fiir welches (6)
falsch ist.

1% Wegen (7) ist S eine echte Teilmenge. Als Triiger eines Divisors hat S die reine Kodimension 1.



k ES ES
P12L®p;sM®py3N
mit Geradenbiindeln L, M, N auf XxY, XxZ bzw. YxZ. Dabei bezeichne pij die

Projektion von XxYxZ auf das Produkt aus i-ten und j-ten Faktor.

Beweis: das folgt aus den Bemerkungen im Anschlu3 von Theorem 2.3.1 (Satz vom
Kubus).
QED.

2.3.6 Folgerung 2

Seien X eine beliebige Varietit, Y eine abelsche Varietit und
fgh X—=Y
regulidre Abbildungen. Dann gilt fiir jedes Geradenbiindel L auf Y:
(f+g+h)*L = (f+e)*L@(f+h)*Le(g+h)*Lof*L l@g*L I@n+L 1.
Beweis. Bezeichnungen:
pi: YxYxY — Y Projektion auf den i-ten Faktor (i=1,2,3).

q;’ YxY — Y Projektion auf den i-ten Faktor (i =1,2)

mij = pi+pj :YxYxY =Y
m = pl+p2+p3 YxYxY —=Y
q =YxY = YxYxY,(yy)a,y,y).

nYxY—=Y,(y,y)ay+y’

Wir betrachten das Geradenbiindel auf YxYxY,

) « %k _ 1 k _ 1 k _ 1 %k Xk k
Es gilt

" o *k _ 1 3k _ 1 _ 1 *k k

q*M = n*L®q; L " ®q,L " ®n*L" " ®0*L&®q; L&q, L
wenn 0: YxY — Y die Null-Abbildung bezeichnet. Aus dem letzten Ausdruck liest man
ab, @*M ist trivial. Aus Symmetrie-Griinden sind auch die Einschrankungen von M auf
Yx{0}xY und YxYx{0} trivial. Nach dem Satz iiber den Kubus ist damit M trivial.
Dasselbe gilt dann aber auch fiir das inverse Bild von M beziiglich
(f.g.h): X = YxYxXY,

d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

2.3.7 Folgerung 3

Seien X eine abelsche Varietit und n eine ganze Zahl. Dann gilt fiir jedes Geradenbiindel
L auf X,

e n2+n /2 n2-n /2
nyL = L7 ®(-1X)*L( )

Beweis. Wir wenden die Isomorphie

(f+g+h)*L = (f+2)*L@(f+h)*L@(g+h)*LOf*L l@g*L 1on*L 1.
von Folgerung 2 an mit

f=(n+l) lX undh:(-l)X

X87
und erhalten
%k k 3k 3k k _1 k _1 3k _1

(n+1)yL = (n+2)x LOny L&O LO(n+ 1y L @1 L ®@(- 1)y L.

also
* ko ok * *

(1) (0+2) L®(n+1) 3 L “®ny L = 15, L&(-1) L
Falls die Behauptung fiir ein n gilt, so erhdlt man durch Anwenden von (-1 X)* die

Behauptung fiir -n (die beiden Faktoren auf der rechten Seite vertauschen bein



Anwenden von (-1 X)* ihre Plédtze). Wir konnen also annehmen, n = 0. Wir fiihren jetzt

den weiteren Beweis durch Induktion nach n. Fiir n =0 und n = 1 besteht die behauptete
Isomorphie trivialerweise. Sei jetzt also n > 1. Aus der Relation (1) erhalten wir (mit n-1
anstelle von n)

* * R0 *
2) ny L = (L&(-1) yL)®(n-1) L =@ (n-2) L
Bezeichnung:
L@D) = (L@ 1) 3 1) D@L EP.
Es gilt dann
L(a,b)®L(a’ b’) (at+a’ b+b’)
Mit dieser Bezeichnungsweise bekommt die zu beweisende Aussage die Gestalt
n;L = L(S(n) ) mit s(n) = Summer der natiirlichen Zahlen < n.
Auf Grund von (2) und der Induktionsvoraussetzung gilt
L = (L) yL)®M-1) 5y LB2@m-2) 17!
-1 ,0)®(L®2)(s(n— 1),n—1)®(L—1)(s(n—2),n—2)

—1.(ab)

mit

(ab) =(1,0)+2(s(n-1),n-1) - (s(n-2), n-2)
= (2s(n-1) - s(n-2) + 1, 2(n-1) - (n-2))
=(s(n-1) + (n-2) + 1,n)
=G
Damit ist die Behauptung bewiesen.
QED.

2.3.8 Folgerung 4: Satz vom Quadrat

Seien X eine abelsche Varietit und L ein Geradenbiindel auf X. Dann gilt
* * *
px+yL®L = pr®pyL
fiir beliebige Punkte x,yEX. Dabei sei wie bisher P, der Translations-Morphismus

pZ: X —=X, ua u+z.
Mit anderen Worten, die Abbildung
%
P X—=PicX,xap XL®L'1,

ist ein Gruppen-Homomorphismus.
Beweis. Wir wenden Folgerung 2 an mit X =Y und

f := konstante Abbildung mit dem Wert x
g := konstant Abbildung mit dem Wert y
h := identische Abbildung

Die Relation

(f+g+h)*L = (f+2)*L@(f+h)*L®(g+h)*Lef*L l@g*L 1@n*L 1.

bekommt dann die Gestalt
%k

* *
1
Pyl = 0, ®p, LOp LBV, B0 L

* % _1
= Py L@py L&®L
QED.



2.3.9 Vereinbarung: die Abbildung P

Die Abbildung P wird im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Im weiteren werden
wir deren Bezeichnung beibehalten: P sei fiir jedes Geradenbiindel L auf einer
abelschen Varietit der Gruppen-Homomorphismus

P X —=PicX,xa p*XL®L'1.
Man beachte, es gilt:
O P =P TP
(i1) cpp;'(< L= fiir jedes x € X

ImFalldimX=1undL = UX(p) mit einem Punkt pEX ist chgerade die Abel-Jacobi-

Abbildung der elliptischen Kurve X.
Bewelis. Zu (ii). Es gilt
*

%k %k _1 k %k _1 * _1
cpp* L(Y) = py PXL®pXL = pX+yL®pXL = (pL(x+y)®L®pr
X

_ ) -1
- CPL(X+Y) CPL(X)
= (pL(X+Y)ch('X)
=@ ).
Zu (i). Es gilt
CPL,®L”(X)
* b ’_1 * 2 9= 1

= p, (L)®L"'®p, (L")®L
= @p > (@) (%)

Das ist gerade die Behauptung (wobei wir im Beweis das Gruppengesetz von Pic
multiplikativ geschrieben haben).
QED.

* -1 -1
- pX (L7®L’7)®L” ®L7

2.3.10 Bezeichnung: die Untergruppe K(L)
Fiir jedes Geradenbiindel L auf der abelschen Varietit L sei

%
K(L) := Ker ¢ = {xeX| pr =L}

der Kern des Gruppenhomomorphismus von 2.3.8.

2.3.11 Proposition

Sei X eine abelsche Varietit iiber k. Dann ist die Untergruppe
K@L)CX

abgeschlossen in der Zariski-Topologie.

Beweis. Wir wenden den Schaukelsatz (2.2.12) auf das Geradenbiindel

-1
M := a*L®p, L
wobei
a:XxX—>Xundp2:XxX—>X

das Gruppengesetz von X sei bzw. die Projektion auf den zweiten Faktor. Die Menge
{ x€ X | M ist trivial auf {x}xX }
ist danach Zariski-abgeschlossen. Wegen
%
- -1
Ml{x}xX = p, L&L
ist diese Menge aber gleich K(L).



QED.

2.3.12 Lemma
Seien X eine abelsche Varietit,
CCX
eine (irreduzible) Kurve auf X und
E

ein Primdivisor mit C N E = . Dann ist E invariant gegeniiber Verschiebungen mit
beliegigen Punkten der Gestalt x’-x” mit x,yEC.
Beweis. Sei

L =0O().
%
Da sich E und C nicht schneiden, ist die Einschrankung von p, L auf C fiir jedes xEX
ein Biindel vom Grad 0O,
% %
deg prlc = (Cp.E) ='" (C‘E)=0.
Also kann sich E mit pXC nicht in einer endlichen nicht-leeren Menge schneiden (denn

dann wire die Schnittzahl positiv). Das bedeutet, fiir jedes x& X gilt
pXC N E = J oder pXC CE.

Fiir x’ x”€C und y€EE ist

y E py_x,,CﬂE,
also py_x,,C CE,alsoy - x” + x’ € E. Damit ist das Lemma bewiesen.
QED.

2.3.13 Anwendung 1: die amplen Geradenbiindel auf einer abelschen Varietit
Seien X eine abelsche Varietit, D ein effektiver Divisor auf X und

L= (‘_’JX(D)
das zugehorige Geradenbiindel.

Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
(i) Die folgende Untergruppe von X ist endlich.

H:= { x€X | p:(D) ='%D}.

(i) Die Gruppe K(L) ist endlich.
(iii)) Das lineare System 12Dl besitzt keine Basispunkte und definiert einen endlichen

Morphismus P X - PN,
(iv) Das Geradenbiindel L ist ampel.
Beweis. (iii) = (iv). Nach Definition von P gilt
%
L = ¢ O(D).

Dabei bezeichne (1) das Biindel zu einer beliebigen Hyperebene des PN. Das Bild
von @

X :=Im P
ist eine projektive Teilvarietdt des projektiven Raumes und
X —>PpN

19 Der Schnitt-Index von C mit den Gliedern einer algebraischen Familie hiingt nicht vom speziellen
Glied der Familia ab.
1% Gleichheit von Divisoren, nicht von Divisorklassen.



die natiirliche Einbettung. Nach Voraussetung ist

P X—=X
endlich. Wir konnen L als inverses Bild der sehr amplen Garbe
L=0IX
schreiben,
L= cpii.

Es reicht also zu zeigen, das inverse Bild einer amplen Garbe L bei einem endlichen
Morphismus ist ampel. Das ist aber der Fall nach Hartshorne, R.: Algebraic geometry,
Exercise I11.5.7(d) oder EGA II1(2.6.1) bzw. (4.4.2).

(iv) => (i1). Angenommen, K(L) ist unendlich. Bezeichne

0
Y =K(L)
die Zusammenhangskomponente der Null. Dann ist Y eine abelsche Varietit positiver
Dimension, und die Einschrinkung

LY = LIY

von L auf Y ist ample auf Y. Auflerdem gilt
%
pyLY = LY fiir alle y€Y.
Seien
a:YxY—>Yundpi: YxY =Y

das Gruppengesetzt von Y bzw. die Projektion auf den i-ten Faktor. Nach dem
Schaukelsatz (2.2.12) ist

" £ _1 ES _1
trivial auf YxY.'°” Wir betrachten das inverse Bild dieses Geradenbiindels bei

JY—=YxY,ya(y,-y),
und sehen so, daf} das Biindel

(D LY®(—1)YLY

%
trivial sein muft.'”® Mit L, ist aber auch (-1)yL,, ample (da die Multiplikation mit -1 ein

Automorphismus ist. Also ist (1) auch ample. Das steht aber im Widerspruch zu
dimY >0.

(ii) = (i). Trivial, denn es gilt H C K(L).

Zum Abschluf} des Beweises reicht es zu zeigen:

(i) = (iii). Nach Folgerung 4 ist die Garbe zum Divisor

*k

%
(2) pxD +p D
%
isomorph zu py O(D)®D(D) = ©(2D), d.h. dieser Divisor liegt im linearen System

% %
pyD + p_ D € 12Dl fiir jedes xEX.

Fiir jedes u € X gibt es ein x € X mit'"’

%k
7 Wegen pyLY =L _ ist die Einschriinkung dieser Garbe auf jeder Faser von jedem p. trivial. Die
i

Y
Garbe ist damit inverses Bild einer Garbe auf Y, die ihrerseits trivial sein muf3.
198 95 j ist die Nullabbildung, p1 o] ist die identische Abbildung und p2o j die Multiplikation mit -1.

19 Man betrachte die Urbilder von Supp D bei den Automorphismen

X—=X,xa u+x,und X — X, xa u-xXx.
Beide Urbilder haben die Kodimension 1, ihre Vereinigung ist also nicht gleich X. Man wihle x
beliebig aus dem Komplement dieser Vereinigung.



u* x ¢ Supp D,
d.h. mit
* *
u ¢ Supp (p, D + p_ D).
Deshalb besitzt das lineare System keine Basispunkte und definiert einen Morphismus
o . N
P = PHpy’ X—=F".
Wiire dieser Morphismus nicht endlich, so wiirde es eine irreduzible Kurve
ccX
geben mit (C) = einzelner Punkt. Das bedeutet, jeder Divisor EEI2DI enthilt entweder
C oder schneidet sich nicht mit C."'° Da der Triger von (2) jedem Punkt u€X
ausweichen kann, gilt damit
% *
C N Supp (p,D +p_D)=D
fiir fast alle x € X (fiir alle x aus einer nicht-leeren offenen Teilmenge von X). Sei
D= % niDi
die Zerlegung von D in Prim-Divisoren. Nach dem Lemma ist jedes Di invariant

gegeniiber Verschiedungen mit Elementen der Gestalt x’-x” , x’ ,x”€C. Das steht aber
im Widerspruch zur Annahme (i). Es gilt also (iii).
QED.

2.3.14 Folgerung: Projektivitiit der abelschen Varietiiten

Jede abelsche Varietit X ist projektiv.
Beweis. Wir fixieren eine beliebige affine offene Teilmenge

ucx
Durch eine Verschiebung erreichen wir,

0eU.
Seien D1 ,...,Dt die Komponenten des Komplements X - U. Wir konnen annehmen, die
D. sind Primdivisoren.''' Wir setzen

D= él Di .
Es reicht zu zeigen, D geniigt der Bedinung (i) von 2.3.13, d.h. die Menge
*

(1) H={x€XIp,D=D}

ist endlich. Die Menge H ist eine abgeschlossene Untergruppe von X. Nach
Konstruktion bildet fiir jedes x€H die Verschiebung mit x den Triger
Supp D

in sich und das Komplement des Trigers

U=X-SuppD
ebenfalls in sich ab. Wegen O€U gilt insbesondere fiir jedes x€H auch

x=0+x€U.
Also gilt

"0 Ein Schnitt von HO(X,U(ZD)) - {0}, der auf C eine Nullstelle besitzt muBt auf C identisch Null

sein, denn er kann als Koordinatenfunktion der Abbildung ¢ verwendet werden. Aulerdem gibt es
Schnitte, die auf C von Null verschiedenen sind, denn ¢ ist auf C wohldefiniert. Die auf C
verschwindenden Schnitte bilden also einen echten Unterraum.

" Man nehme aus einem lokalen Ideal von D, eine lokale Gleichung und schlieBe den zugehdrigen
i

lokalen Divisor in X ab. Das Entfernen der AbschlieBung aus U liefert eine affine offenen Teilmenge
von U (wenigstens auf einer affinen offenen Teilmenge von U).



HCU.
Wegen H vollstindig und U affin, folgt H endlich.
QED.

2.3.15 Anwendung 2

Die Gruppe der Punkte einer abelschen Varietit X ist teilbar. Fiir jedes n = 1 ist die
Gruppe

X
n

endlich.
Beweis. Wir betrachten den Morphismus

nX:X—>X,XanX.

Wir haben zu zeigen, n, ist surjektiv und hat einen endlichen Kern.

X
Nach dem Satz von der Dimension der Faser gilt
dim Im(nX) <dim X < dim Ker(nX) >0.

112

Die Surjektivitit von n., folgt also aus der Endlichkeit des Kerns

X =Kern
n

X

X
und es reicht letztere zu zeigen.

Zum Beweis wihlen wir eine beliebige ample Garbe L auf X. Eine solche existiert nach
2.3.14. Nach 2.3.7 gilt

* n2+n /2 n2-n /2
nyL = L7+ ®(-1X)*L( )2,

und weil -IX ein Automorphismus von X ist, ist auch (-IX)*L ample. Wegen

(n2+n)/1 > 0 und (n2-n)/2 = 0
ist damit auch'"®
ES
ny L ample.

Dann ist aber die Einschriankung dieser Garbe auf jede Teilvarietit positiver Dimension
nicht-trivial.''* Nun ist aber der Morphismus n_, konstant auf Ker n_,, d.h. die Garbe

X X’
%)
nxl IKer Ny
ist sehr wohl trivial. Das ist aber nur mdglich, wenn die Komponenten von Ker Ny
einzelne Punkte sind, d.h. Ker Ny ist endlich.
QED.
Bemerkung

Als dritte Anwendung berechnen wir Xn im Fall, daB n teilerfremd ist zur Charakteristik

von k. Wir “beginnen zunichst damit, an einige allgemeine Fakten zu erinnern.

2.3.16 Der Grad eines endlichen Morphismus

Sei
. X—=Y
ein surjektiver Morphismus vollstindiger Varietiten derselben Dimension,
dim X=dimY.

Dann induziert f eine Injektion der rationalen Funktionenkorper

"2 Da nX ein Gruppen-Homomorphismus ist, haben alle Fasern von nX dieselbe Dimension.

'3 Das Tensorprodukt ampler Garben ist ample, vgl. Hartshorne: Algebraic geometry, Exercise I11.7.5
' Die Schnitte der trivialen Garbe definieren eine Projektion auf einen Punkt, also niemals eine
abgeschlossene Einbettung, es sei denn, der Definitonsbereicht ist ein einzelner Punkt.



*: k(Y) — k(X).
Da diese denselben Transzendenzgrad besitzen, ist dies eine endliche
Korpererweiterung. Thr Grad
deg f = [k(X) : k(Y)]
heifit Grad des Morphismus f. Analog heif3t der Separabilititsgrad
degsf =[k(X): k(Y)]S

auch Separabilititsgrad von f und der Inseparabilitdtsgrad
degi f:=[kX): k(Y)]i

auch Inseparabilititsgrad von f.

Bemerkungen
(1)  Der Separabilititsgrad von f ist gleich der Anzahl der Punkte von fast allen Fasern
von f,

degS f=#1f 1(y) fiir fast alle yeY,

d.h. fiir alle y aus einer Menge, die eine nicht-leere offene Teilmenge von X
enthalt.
(i) Istn die gemeinsame Dimension von X und Y,
n=dimX=dimY
und sind D1 s e s Dn Divisoren auf Y, so gilt fiir die Schnitt-Multiplizitéit

XD - Pk - D - -
(f D1 o § Dn)—degf (D1 Dn).

Beweis. Zu (i). (Pseudo-Beweis)' . Dies ist eine wohlbekannte klassische Tatsache. Es
reicht, die entsprechende Aussage fiir endliche Morphismen
. X—=Y

affiner Varietiten zu beweisen,

X =Spec A, Y = Spec B.
Da die singuldren Orte von X und Y abgeschlossene Teilmengen von echt kleinerer
Dimension sind, konnen wir annehmen,

X und Y nicht-simgulér.
Da die Fasern von endlichen rein inseparablen Morphismen aus genau einem Punkt
bestehen, reicht es die Aussage im Fall, daf3

f separabel ist,

zu beweisen. In dieser Situation gilt:

K :=k(X) = Q(A) ist endliche separable Korpererweiterung von L :=k(Y) = Q(B).
und
A ist die ganze AbschlieBung von B in K.
Da A und B klassische Koordinaten-Ringe sind (also insbesondere exzellente Ringe), ist
A als B-Modul endlich, d.h.

A= a1B+...+arB mit aiEA.
Dann ist alQ(B)+...+arQ(B) als nullteilerfreie endliche Q(B)-Algebra ein Korper und

enthélt damit Q(A) =K, d.h. es gilt
alQ(B)+...+arQ(B) =K.

1""’Xn K iiber L,
(1) K= x1L+...+an mit fiEA fiir jedes i.

Insbesondere ist

Also gibt es eine L-Vektorraumbasis x

X . B+..4x BC A.
1 n

Wegen (1) ist jedes a, eine Linearkombination der x. mit Koeffizienten aus L. Wir

ersetzen B durch eine affine offene Teilmenge und erreichen, daf} alle Koeffizienten
dieser (endlich vielen) Linearkombinationen in B liegen. Dann gilt auch

'3 Fiir einen formalen Beweis siche Grundlagen der algebraischen Geometrie 2002/03, 1.5.3(j).



ai Ex B+...+an fiir jedes 1,

1

also

A=x B+..+x B.
1 n

Insbesondere ist A ein freier B-Modul vom Rang n = deg f. Sei y€Y und bezeichne m
das zugehorige maximale Ideal von B. Dann ist
1(y) = Spec A/mA
Das schema-theoretische vollstindige Urbild von y in X. Es ist ein Schema der Linge
I k(A/mA) =1 B/m(A/mA) =nl B(B/m) =n=degf.

Seien jetzt n » g die tiber m liegenden Primideale von B, welche gerade den

P
abgeschlossenen Punkten der Faser 1(y) entsprechen. Dann gilt

degf=1 (A/mA)=$ | ((A/mA) ).
k 21 k n,
Falls y nicht im Verzweigungsort von f: X — Y liegt, sind die Lingen unter der Summe
rechts alle gleich Eins, d.h. es gilt
#ly)=s=degf
(dabei soll links die Anzahl der abgeschlossenen Punkte der Faser stehen).

Zu (ii). Dies ist ebenfalls eine wohlbekannte klassische Tatsache, die man zum Beipiel

im Rahmen der Multiplizititstheorie, wie sie im Buch von Schafarevic: Grundlagen der
algebraischen Geometrie, entwickelt wird, reltive leicht ableiten 1d8t. Wir geben hier
einen Beweis mit Hilfe der allgemeinen Multiplizititstheorie von Fulton an (welcher
lediglich die funktoriellen Eigenschaften der inversen und direkten Bilder von Zyklen
verwendet). Betrachten wir das kommutative Diagramm

X Y

a™N, /B

Spec k

Die Zyklen-Gruppe von Spec k (modulo rationaler Aquivalenz) kann man mit Z
identifizieren. Die Schnitt-Multiplizitit kann man deshalb definieren als
(Dl' -Dn) = a*((Dl- 'Dn)).

Als Element der Zyklen-Gruppe hat der 0-Zyklus Dl' -Dn die Gestalt
Dl- -Dn =a;p t.tap
mit Punkten piEY und ganzen Zahlen aiEZ . Es gilt
%k . Sk - & . Sk
(f D1 o § Dn) =B (f D1 I § Dn)
= (x*f*(f*Dl- -f*Dn)
= oc*(alf*f*p1+...+arf*f*pr)
_116 3
= "degf oc*(alp1+...+arpr)
= deg f-a*(Dl- -Dn)
=deg f'(Dl- 'Dn).
QED.

3.2.17 Begriff der Isogenie
Ein Homomorphismus

11 Fulton: Intersection theory, Proposition 2.3((c) “Projektionsformel”.



f:X—=Y
von abelschen Varietiten hei3t Isogenie, wenn er surjektiv ist und einen endlichen Kern
hat.
Bemerkungen
(i)  Wir haben gerade gesehen, fiir jede abelsche Varietit und jedes von Null

verschiedene nEZ ist Ny X — X eine Isogenie.

(i)  Fiir jede Isogenie f: X — Y ist der Grad von f wohldefiniert,
deg f = [k(X):k(Y)] < o,
denn die Ordnung des Kerns von f ist gleichzeitig die Ordnung jeder Faser von f,
und diese ist gleich dem Separabilititsgrad (d.h. dieser ist endlich).

3.2.18 Eigenschaften der Isogenie n

X
Seien X eine abelsche Varietit iiber k,n € Z - {0} und
Ny X—=X

die zugehorige Isogenie. Dann gilt
(1) deg Ny = n2€ mit g :=dim X.

(i1) Ny ist genau dann separabel, wenn n teilerfremd zu p := char k ist.

m m
(i) X =X _ @®.@®X _ fallsn=p_ l-.-p T gilt mit teilerfremden Primzahlen p

n ml pmr 1 r 1
1 r

e o

(iv) Xn = (Z/nZ)2g , falls n teilerfremd zu p ist.
V) X =@pMZ) mit0=isg.
m

Beweis. Zu (i). Sei D ein ampler symmetrischer Divisor auf X, d.h.ein ampler Divisor D
mit

(—1); D=D.
Ein solcher Divisor existiert: ist D’ irgendeiu ampler Divisor (ein solcher existiert weil X
projektiv ist, vgl. 2.3.14), so ist auch
D’ + (—1);D’
eslirzl}?le und nach Konstruktion symmetrisch. Es gilt fiir das g-fache Produkt von D mit
deg (nX)(D-...-D) = (n;D'...-n;;D) (nach Bemerkung (ii) von 2.3.16)

%
Nach Folgerung 3 (d.h. 2.3.7) ist nyD linear dquivalent zu

2 2 2 2
* n“+n n“-n ¥, _n°+n n°-n - 2D

Damit gilt
deg (ny )(D-...D) = n2-(D-...D).
Weil (D-...-D) positiv ist (denn ein Vielfaches von D ist eine Hyperebenenschnitt), folgt
deg (nX) = n2.

Zu (i1). Falls n teilerfremd ist zu p, so ist der Grad von Ny teilerfremd zur Charakteristik

des Grundkorpers, d.h. n_, ist separabel.

X



Sei jetzt p | n. Wir haben zu zeigen, n., ist separabel. Wir wir gesehen haben, induziert

X
n,, auf dem Tangentialraum in O die Multiplikation mit n,

X
an: TOX — TOX’ vanv.
Da TOX ein k-Vektorraum ist, ist damit an die Nullabbildung,

an=O.

Sei jetzt w irgendein invariantes Differential auf X. Dann ist auch
*
N3
ein invariantes Differential auf X, welches aulerdem auf dem Tangentialraum in O

identisch Null ist. Mit anderen Worten
b

(D Ny = 0
fiir jedes invariante Differential w. Wir wir oben gesehen haben, erzeugen die invarianten

Differentiale w iiber UX die Garbe Q)I( der reguldren 1-Formen. Wir betrachten Q%( als

Teilgarbe der Garbe der rationalen 1-Formen,
1 1
Qy C Qy rat

Letztere ist eine Modulgarbe iiber der Garbe OX,rat der rationalen Funktionen auf X

(und ist lokal frei vom Rang 1 iiber dieser). Weil der von UX erzeugte UX,rat'MOdlﬂ

. S 1 . 1
gleich OX,rat ist, ist lokal der von Qy erzeugte OX,rat_MOdul gleich Qv rat - Wegen
der Garben-Axiome gilt dies dann aber auch global. Zusammen erhalten wir, die
invarianten 1-Formen w erzeugen Qy rat iiber OX,rat' Wir gehen zu den globalen
Schnitten iiber und erhalten:

Qll<(X) /k wird {iber k(X) von den invarianten 1-Formen w erzeugt.

Wegen (1) bedeutet das, Ny induziert auf QII((X) /K die Null-Abbildung. Das ist nur
moglich, wenn bei
k
ny: kK(X) = k(X)
jedes Element in eine p-te Potenz abgebildet wird. Der Inseparabilititsgrad von n., ist

X
damit mindestens

degin >p8,g:=dim X.

X

Insbesondere ist Ny inseparabel.

Zu (iii) . Zumindest gilt
X . &X_fiir jedes i
. n
p. 1
i
und

m

p l
i

d.h. diese Untergruppen haben paarweise teilerfremde Ordnungen und das Produkt ihrer
Ordnungen ist

#X dp i
=ord (p. by



m, m
ord (p1 )X-...‘ord (pr )X =ord Ny = # Xn

Die Abbildung
e:X ml(-B...@X mr — Xn’ (Xl""’xr) a x1+...+xr,
p p
1 r
ist ein Homomorphismus zwischen Gruppen gleicher Ordung. Zum Beweis seiner
Bijektivitit reicht es seine Injektivitit zu beweisen. Sei

cp(xl,...,xr) =0.

m.
Dann gilt x toAX = 0 .Seil das Produkt alle p, J mit j = i. Dann folgt | X, = 0.Dal
J

1

m.
teilerfremd zu P, ist, reprasentiert | eine Einheit modulo p 1 Also gilt X, = 0 (i beliebig).
i

Zu (iv). Wegen (iii) reicht es, die Behauptung fiir den Fall zu beweisen, dal3

Il=m

die Potenz einer Primzahl ist. Im Fall ggT(n,p) = 1 ist der Morphismus

ng,: X —

X
separabel vom Grad n28 ist, folgt
#X =n’L.
Nach derselben Argumentation gilt auc
2) # Xm = m?8 fiir jedes m mit min.
AuBerdem wird jedes Element von Xm bei Multiplikation mit m in die Null abgebildet,

d.h.
3) Jedes Element von Xm hat eine Ordnung die m teilt.

Als endliche abelsche Gruppe ist Xn direktes Produkt zyklischer Gruppen. Wegen (3)

hat jede dieser Zyklischen Gruppen eine Ordnung =< n. Die Zahl der zyklischen direkten
Summanden ist daher mindestens 2g und ist genau dann gleich 2g wenn jeder direkte
Summand die Ordnung m hat. Es reicht also zu zeigen, kein direkter Summand hat eine
Ordnung kleiner als m.

Angenommen, es gibt doch einen solchen direkten Summanden, sagen wir

Xn = Z/mIZ@..@Z.»"th mit m

<m,m,<..sm s=m
1 1 t

und

.o =m28
m1 mt—m ,t>2g.

Mit m ist jedes m, eine Potenz von (. Jeder der direkten Summanden enthilt eine
zyklische Untergruppe der Ordnung m 1 (wegen m <..s< mt). Wir ersetzen jeden der

direken Summanden durch diese Untergruppe und erhalten eine Untergruppe von Xm ,
1
Zim Z®.@Z/m Z CX
1 1 m,
Da die Zahl der direkten Summanden rechts gleich t > 2g ist, folgt
t 2g
#Xm1 > (ml) > (ml)

im Widerspruch zu (2).
Zu (v). Wie wir beim Beweis von (ii) gesehen haben, hat Py’ X — X eine

inseparabilititsgrad = p& und einen Grad p2g also eine Separabilititsgrad



degS pX=pi mit0<i=<g.
Damit gilt .
degS (pm)X = (p™)! fiir jede natiirliche Zahl m.

Deshalb ist jede der Gruppen X . von der Ordnung (pm)i. Nach derselben
p

Argumentation wie in (iv) gilt dann aber X = (Z/me)i.
QED.

2.4 Faktorisierung einer Varietét nach einer endlichen
Automorphismengruppe

2.4.1 Definition: Etale-Morphismen

Sei f: X — Y ein Morphismus algebraischer Varietiten (iiber dem algebraisch
abgeschlossen Korper k). Dieser Morphismus heif3t etale oder auch Etale-Morphismus,
wenn die folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) f ist flach.

(i1) Fiir jeden Punkt x&EX gilt

£5(

mY,f(X))OX,X XX

Dabei bezeichne mX,x das maximale Ideal von OX,X ,d.h. das Ideal der Keime regulérer

Funktionen, die in x Null sind.

Bemerkungen

(1)  Diese beiden Bedinungen sind dquivalent dazu, da3 f ein formaler Isomorphismus
im folgenden Sinne ist:

Fiir jeden Punkt x&€X mit dem Bild y = f(x) € Y induziert f einen Isomorphismus
A A
%X: OY,y — UX,X .
A
Dabei bezeichne OX,X die Vervollstindigung von UX,X beziiglich der mX,X—
adischen Topologie.
(i) Im Fall k = € ist kann man die formalen Potenzreichenringe von (i) auch durch
die konvergenten Potenzreihen (d.h. die Keime holomorpher Funktionen) ersetzen,
d.h. die Bedingung ist dquivalent dazu, dal f ein lokaler Isomorphismus
analytischer Rdume ist.
(iii) Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist der folgende Satz.

2.4.2 Theorem 1: Existenz des Faktors nach einer endlichen
Automorphismengruppe

Seien X ein algebraische Varietéten iiber k und G eine endliche Gruppe von
Automorphismen von X.

Wir nehmen an, fiir jeden Punkt XX liegt das Orbit Gx von x in einer affinen offenen
Teilmenge von X.

Dann gibt es einen Morphismus
T X—=Y
algebraischer Varietéten iiber k mit folgenden Eigenschaften.



(i)  Als topologischer Raum ist Y der Faktorraum von X beziiglich der Gruppen-
Operation G.'"”

(i) Bezeichne (0 X)G die Teilgarbe von n*(UX) der G-invarianten Schnitte von
(UX). Dann ist der natiirliche Homomorphismus von Ring-Garben
- G
[‘fJY Jt*([‘f)X)
ein [somorphismus.
Weiter gilt:

(iii) Die Varietit Y und der Morphismus 7t sind durch diese Bedingungen bis auf
Isomorphie eindeutig festgelegt. Der Morphismus ist endlich, surjektiv und
separabel.

(iv) Ist X eine affine Varietit, so auch Y.

(v)  Operiert G frei auf X, d.h. gx = x fiir beliebige x&X und g&G - {e}, so ist 7w ein
Etal-Morphismus.

Beweis. Eindeutigkeit: Durch die Bedingungen (i) und (ii) sind der Y als topologischer

Raum und dessen Strukturgarbe festgelegt. Die Eindeutigkeitsaussage (iii) ist somit

trivialerweise richtig.

Existenz: Wir haben zu zeigen, der topologische Raum

Y =X/G
ist zusammen mit der Strukturgarbe
— G
[fJY =m, (0 X)

eine algebraische Varietiit.

1. Schritt: Reduktion auf den Fall einer affinen Varietit X.

Nehmen wir also an, die Behauptung des Satzes ist fiir affine Varietdten X richtig und

beweisen sie fiir beliebige Varietiten X.

Sei xEX vorgegeben. Dann liegen nach Voraussetzung die Punkte des Orbits Gx in iner

affinen offenen Teilmenge von X , sagen wir U’,

xeU CX.
Dann ist
U= ﬂg G gU

eine G-invariante affine offene Umgebung von x.''® Wir haben gezeigt, X besitzt eine
Uberdeckung durch G-invariante affine offene Teilmengen
UCX.

Fiir jedes solche U gilt

7y =U.
insbesondere ist w(U) offen in Y. Aus der Giiltigkeit des Theorem im affinen Fall folgt,
daf} w(U) zusammen mit der Einschrinkung

Dl
Y m(U) )

eine affine Varietit ist. Da die Teilmengen der Gestalt (U) eine offene Uberdeckung
von Y bilden, folgt die Behauptung im allgemeinen Fall damit aus der
Eindeutigkeitsaussage.

2. Schritt: Beweis der Existenz im affinen Fall.

Wir konnen annehmen,

X=Spec Ami A= k[xl,...,xn].

"7 d.h. als Menge ist Y die Menge der G-Orbits, t: X — Y ist die natiirliche Surjektion und die
Topologie von Y ist die Faktorraum-Topologie.

'"® Der Durchschnitt von zwei affinen offenen Teilmengen U, V C X ist affine offene Teilmenge: UNV
ist isomorph zu UxVNA in XxX. Dabei ist A die Diagonale in XxX. Die Aussage ist richtig fiir
beliebige separierte S-Schemata.



Wir werden Y definieren als
Y =Spec BmitB := N
Dabei operiere G auf dem Koordinatenring A vermittels der Operation'"”
GxA — A, (g,f) a gf = fog™ ],
Y ist eine algebraische Varietit iiber k:
Wir haben zu zeigen, B ist eine endlich erzeugte k-Algebra. Sei
vi=#G
die Ordnung der Gruppe G. Fiir jedes fEA und 1 < k < v bezeichnen wir mit
o,
die elementarsymmetrische Funktion des Grades k in den v Elementen
gf €A, geG.

Wir setzen
B’ = k[oi(xj) li=1,..,v,j=1,..n].

Nach Kostruktion ist B’ eine Teilalgebra von A, die aus G-invarianten Elementen
besteht,

B CB=ACCA.
Die erzeugenden Elemente Xj von A iiber k sind ganz iiber B’, denn Xj genligt der

Gleichung
v v-1 A% —
XV - Ol(xj)X + ... +(-1) OV(Xj) =0.

Also ist A ein endlich erzeugter B’-Modul. Weil B’ ein noetherscher Ring ist, ist dann
aber auch der Teilmodul B iiber B’ endlich erzeugt. Da B’ als k-Algebra endlich erzeugt
ist, gilt damit dasselbe auch fiir B.

Die Einbettung
BCA
definiert einen Morphismus algebraischer Varietéiten
m: X=Spec A— SpecB=Y.
Der Morphismus 7 ist surjektiv, endlich und separabel:
Wie wir gerade gesehen haben, ist A ein endlicher Modul iiber B’, also erst recht iiber
B. Also ist &t endlich und surjektiv. Zum Beweis der Separabilitit reicht es zu zeigen,
K =Q(A) ist eine Galois-Erweiterung von L := Q(B).
Die Operation von G auf A setzt sich auf genau eine Weise auf den Quotientenkorper K
fort:

GxK — K, (g, a/b) a ga/gb.
Fiir beliebige € KO, a, bEA, b=0 gilt

a [Jgb
_geG-{e}

[]gb
geG

Weil der Qutient in KC liegt und der Nenner des Bruches rechts, so liegt auch der

(on B

Zahler des Bruches rechts in KG, d.h. jedes Element von KG ist Quotient zweier
Elemente aus ANKC = AC = B. Wir haben gezeigt,

o K®=qe),
d.h. K ist eine Galois-Erweiterung von Q(B) = L.

"% G ist nach Voraussetzung eine Gruppe von Automorphismen von X.



. G .
Es gilt n*(UX) = UY.
Weil t: X — Y endlich und surjektiv ist, ist 7 ein eigentlicher Morphismus. Also ist

R*UX
ein kohirenter [fJY—Modul. Nun ist n*(UX)G gerade der Durchschnitt der Kerne der

endlich vielen Garben-Morphismen

cpg: E*OX — W*UX’ fagf-f,
mit gEG. Also ist n*(UX)G. Der natiirliche Garben-Homomorphismus
R G
[f)Y n*((‘_'JX)

induziert einen Isomorphismus der globalen Schnitte. Da er zwischen kohérenten
Garben auf affinen Schemata abbildet, ist er selbst schon ein Isomorphismus.

Als Menge ist Y = Spec B gerade die Menge der Orbits von G auf X = Spec A.

Wir haben zu zeigen, die Fasern der Abbildung

7 X = Spec A — Spec AG = Y
sind gerade die G-Orbits auf X.
Seien x, yESpec A zwei Punkte im selben G-Orbit, sagen wir

y = gX.

Fiir jedes fEAC gilt

00 = (N(X) = (Fog™)(x) = (y),
d.h. die (Verpflanzungen auf X der) Funktionen des Koordinatenrings AS von Y haben
in x und y denselben Wert. Dann gilt aber
T(x) = 71(y).
Seien jetzt x,yESpec A zwei Punkte in unterschiedlichen Orbits von G. Wir betten X in
einen affinen Raum ein,

x C AN

und wihlen eine Hyperebene H C AN durch X, welche die endlich vielen Punkte des
Orbits von y meidet:

x € H, gy ¢ H fiir geG.

Sie f1 die Einschriankung einer Hyperebenengleichung von H auf X. Dann ist die

Funktion

f= J]ef 1
eeCG

invariant beziiglich G, Null im Punkt x und ungleich Null in y. Mit anderen Worten, f ist
eine reguldre Funktion auf Y, die in 7t(x) und m(y) verschiedene Werte annimmt. Also
gilt

nu(x) = m(y).
Die Topologie von Y = Spec B ist gerade die Faktortopologie von X = Spec A.
Als Morphismus ist mt: X — Y stetig. Nach Konstruktion ist st auBerdem endlich, also
abgeschlossen. Fiir jede Menge V C Y mit

T 1 (V) offen

gilt also

X - J'C_I(V) abgeschlossen,
also

Y-V=a(X- n'l(V)) abgeschlossen,
also

V offen.



Wir haben gezeigt, jede Menge mit offenen Urbild ist offen. Umgekehrt hat jede offene
Menge ein offenes Urbild. Wir haben gezeigt , die Topologie von Y ist die
Faktortopologie.

Wir haben nocht die letzte Behauptung des Satzes zu beweisen:

Falls G frei auf X operiert, ist t: X — Y ein Etale-Morphismus.

Seien xEX ein Punkt, y = f(x) dessen Bild und m das zu y gehorige maximale Ideal

m C B.
Weiter seien ‘ .
A = 121 A/m"A und ﬁ = 1£n B/m"
n n

die Vervollstindigungen von A bzw. B in der m-adischen Topologie. Weil A als B-
Modul endlich erzeugt ist, ist der natiirliche Homomorphismus

A
ﬁ@BA—»A

ein [somorphismus. Der Ring B ist gerade die Vervollstindigung

A
ﬁ:UYy

des lokalen Rings UY beziiglich des maximalen Ideals. Auf der anderen Seite sind die

maximalen Ideale von ,A, welche mA enthalten, gerade die Punkte von X der Gestalt gx
mit g&G. Nach dem Chinesischen Restesatz ergibt sich

A
“ )
ggG X.gx

=

(1) A

A
Dabei bezeichne OX,gx die Vervollstindigung des lokalen Rings UX,g

maximalen Ideals. Die Operation der Gruppe G auf A induziert eine Operation auf
Bo,A

< beziiglich des

vermittels g(b®a) := b®ga und damit eine Operation auf A. Die Tatsache, da3 B der
Ring der G-Invarianten auf A ist, 148t sich durch die Exaktheit der folgenden Sequenz
ausdriicken.

a
0—=-B—=A—= J]A
geG
mita(a) :={ga-a }g G Da ﬁ ein flacher B-Modul ist, erhalten wir durch Tensorieren

die exakte Sequenz
id®a.

0—B—BoyA 1 BogA.

geCG

Mit anderen Worten B ist gerade der Ring der G-Invarianten in A,
= AC,
Weiter definiert die Operation von g&G (auf X bzw. auf A) einen Isomorphismus

— o -1
OX,x OX,gx’fafg .

Wenn man mit Hilfe dieser Isomorphismen den Ring auf der rechten Seite von (1) mit
A
[19¢«

identifiziert, so bewirkt die Operation von G auf letzteren Ring gerade eine Permutation
der Koordinaten:

: s g aol S B C i oforor-]



9 b _1 b
= , @ a
{(gff)g g f(g g)d }geg {(g f)g}lge(f‘I . )
mit (g’f) =1 ,_ iir jedes g&G. Eine Familie ist G-Invariant genau dann,
(g, =1y.-1, fur jedes g Ui g
wenn gilt
f = (g’f)g =f , 1 fiir jedes g&G und jedes g’EG.

g 8
Mit anderen Worten, der Ring

A _ _AG
UY’y_ﬁ_A .

der G-Invarianten von A ist bis auf Isomorphie gerade das Bild der Diagonal-Abbildung
A

A
© - 10 .
Xx geG XX

Der natiirliche Homomorphismus
A

A
UY,y - UX,X

ist deshalb ein Isomorphismus, d.h. m ist ein Etale-Morphismus.
QED.

2.4.3 Bemerkung zu den Bedingungen von 2.4.2

Die Bedingung von Theorem 1 (2.4.2), daB} jedes G-Orbit in X in einer affinen offenen
Teilmenge enthalten sein soll, ist automatisch erfiillt, wenn X quasi-projektiv ist.

Beweis. Seien X eine lokal abgeschlossene Teilmenge des PN , X deren projektive
AbschllieBung und
Xl ,...,Xn eX

endlich viele Punkte. Es reicht zu zeigen, in dieser Situation gibt es eine Hyperfldche
HCPN mit

X-XCHund { Xl,...,xn}ﬂH = .
Denn dann ist

X - (XNH) =X - XNH
affin und offen in X und enthilt alle Punkte Xi'

Beweisen wir die Existenz der Hyperfliche H. Weil die Punkte X, nicht auf der

abgeschlossenen Teilmenge

7:=X-XcPN
liegen, gibt es fiir jedes i ein homogenes Polynom Fi aus dem Ideal von Z mit

Fi(xi) =0.
Indem wir jedes der Fi durch eine geeignete Potenzersetzen, erreichen wir
deg F1 = deg F2 =...=deg Fn .
Betrachten wir die nxn-Matrix

(Fi(xj))'

Spalten dieser Matrix sind dann vom Ursprung verschiedene Punkte des k™. Es gibt

deshalb eine Hyperebene durch den Ursprung, die alle diese Punkte des k™ meidet, d.h.
es gibt ein linearers homogendes Polynom L, welches auf jeder Spalte dieser Matrix von

Null verschieden ist:
L(Fl(xj)"“’Fn(Xj)) =0firj=1,..n.

Das homogene Polynom



Fi=L(F..F )

definiert dann die gesuchte Hyperfléiche.
QED.

2.44 Definition: Faktor einer Varietit nach einer endlichen Gruppe von
Automorphismen

In der in Theorem 1 (2.4.2) beschriebenen Situation heiflt die Varietdt Y Faktor von X
beziiglich G und wird mit X/G bezeichnet.

2.4.5 Definition: vertrigliche Operationen auf einer Garbe

Seien X eine algebraische Varietit, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von X
und F eine Garbe (von Mengen) auf X mit dem Etalraum

f: EFeX.

Eine Operation von G auf F heif3t vertrdglich mit der Operatlon von G auf X, wenn fiir
jedes g€G das folgende Diagramm kommutativ ist.'

g

Ep Fr

£l |t
g

X X
Dabei bezeichne die obere Zeile die auf dem Etalraum induzierte Abbildung.''
Bemerkungen

(1)  Eine vertrdgliche Operation von G auf F ist durch eine Familie von Abbildungen
gyt F(U) = FgU)

gegeben, wobei U € X die offenen Teilmengen und g die Elemente von G
durchliuft, wobei diese Abbildungen mit den Garben-Restriktionen vertriglich
sind und auBerdem gilt

1.idU:id

2.¢” g’U U =(g g’)U (Assoziativgesetz).
(i) Eine vertrdgliche Operation von G auf F ist durch eine Familie von Garben-

Morphismen
gF—=gF
gegeben, wobei das Diagramm
F L) g F
\g”g’ ¢g*(g”)
(g”g)*F

fiir beliebige g’,g”€G kommutativ ist.

120 vgl. Grothendieck, A.: Sur quelques points d’algebre homologigue, Té\hoku Mathematical Journal 9
(1957)
"2l Wir erinnern daran, EF ist die disjunkte Vereinigung der Halme von X,
E_=U F
F xEX X
und f ist die Abbildung mit f(F ) = {x}.
X



2.4.6 Definition: G-UX-Moduln

Seien X eine algebraische Varietit, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von X
und F eine Garbe von OX—Moduln. Diese Garbe heil3t G—UX—Modul, wenn G auf F
derart durch Gruppenhomomorphismen operiert, das diese Operation mit der Operation
von G auf X vertréglich ist und auerdem fiir jedes g&G, jeden Schnitt f von OX und

jeden Schnitt s von F (iiber derselben offenen Menge UCX) gilt

g(f-s) = (gh)-(gs),
d.h. das folgende Diagramm ist fiir jedes g=G kommutativ.

O XF mult
X%
gxgl g
O XF mult E
XX
Beispiel 1
Die Operation

GxX = X, (g.x) a gx,
definiert durch Verpflanzung von Funktionen eine Operation von G auf der
Strukturgarbe,

Gxy — O, (2£(x) a (gN(x) =f(g" '),

Letztere definiert fiir jedes x&X einen Isomorphismus der Halme,

OX,x — OX,gx'
Mit anderen Worten, diese Operation von G auf OX ist mit der Operation von G auf X
vertriglich.
Beispiel 2

Seien F ein (kohirenter) IZCJY—Modul mit Y = X/G und 7t: X — Y der natiirliche

Morphismus. Dann hat sv*F in natiirlicher Weise die Struktur eines G—@X—Moduls.

Man beachte, fiir jedes g&G hat man ein kommutatives Diagramm

X e X

N\

und damit einen Garben-Morphismus

g*n*F — m*F.
Die zugehorigen Garben-Morphismen

7*F — g, n*F

definieren gerade die erwéhnte Operation,

2.4.7 Proposition 2: der Fall, daB3 G frei operiert

Seien X eine glatte algebraische Varietit und G eine endliche Gruppe von Morphismen
von X, die auf X frei operiert. Wir setzen

Y =X/G
und bezeichnen mit

mX—=Y )
den natiirlichen Morphismus. Dann ist der folgende Funktor eine Aquivalenz von
Kategorien.



(kohérente UY-Moduln) — (kohirente G-(‘.’JX-Moduln), T an+T .

Der folgende Funktor ist quasi-invers zu diesem Funktor:
(kohirente G-UX-Moduln) — (kohirente [fJY-Moduln), ga u*(%)G.

Dabei gehen lokal freie Garben iiber in lokal freie Garben desselben Raugs.
Beweis. Wir betrachten die natiirlichen Homomorphismen

S(F): F - m (+(F)0)
T(§): w*(m(§)0) — §.

(die sich aus den analogen Homomorphismen ergeben, die man erhélt, wenn man den
Ubergang zu den G-invarianten Schnitten weglaft).

Es reicht zu zeigen, diese beiden Homomorphismen sind Isomorphismen. Zum Beweis
konnen wir annehmen, X und Y sind affin:

X =Spec A,Y =SpecB,B = AS,
Wir haben zu zeigen, die natiirlichen Homomorphismen

S(M): M — (M®BA)G, mam®l.
T(N): NG®BA — N ,n®a a an.

sind Isomorphismen fiir jeden endlich erzeugten B-Modul M und jeden endliche
erzeugten G-A-Modul N.
1. Schritt: Reduktion auf den Beweis der Bijektivitit von T(N).
Betrachten wir die Komposition
S(M)®id G TM®RA)

M®LA =—— (M®,A) M®,A

Nach Definition von S(M) und T(N) ist dies die identische Abbildung. Wenn also T(N)
fiir jedes N ein Isomorphismus ist, so ist auch S(M)®id ein solcher. Nun ist aber 7 nach
Voraussetzung ein surjektiver Etal-Morphismus, d.h. A ist treuflach iiber B, d.h. mit
S(M)®id ist auch S(M) ein Isomorphismus.

2. Schritt: Isomorphie von T(N) im Fall A = B[G].

Die Elemente von A sind formale Linearkombinationen der Gestalt

und G operiert auf diesen durch Permutation der Koordinaten bi' Da G auf sich selbst

transitiv operiert, folgt

AG - {3 bg, 1bEB},
i
d.h. die Diagonaleinbettung

B—A,ba 3 bg
geG

identifiziert B mit dem G-invarianten Teil von A. Sei jetzt N ein G-A-Modul. Wir
wihlen ein Erzeugendensystem von N iiber A und erhalten eine A-lineare Surjektion

(1) Al ->N

Indem wir das Erzeugendensystem von N so wihlen, da mit jedem Element auch alle
Elemente des G-Orbits im Erzeugendensystem liegen, erreichen wir, da (1) G-
dquivariant wird, wenn G in geeigneter Weise durch Permuation der direkten

Summanden auf A" operiert. Den Modul A" kénnen wir uns auch als direkte Summe
von B-Teilmoduln Bg vorstellen. Das G-Orbit jedes solchen direkten Summanden ist
isomorph zu B[G], d.h. es gilt



r
A" =B[G] ¥ als B-Modul,

wobei die G-Modul-Struktur von der Gruppen-Ringstruktur von B[G] kommt. Wir
erhalten damit eine B-lineare und G-4quivariante Surjektion

r

B[G] 0 = N.
Indem wir den SchluB mit dem Kern dieser Surjektion wiederholen erhalten wir eine
exakte Sequenz
T r1 Ty
0—=B[G] —..—=B[G] —=B[G]"—=N—=0

von B-linearen G-dquivarienten Abbildungen. Wir konnen dafiir sorgen, daf} diese
Sequenz endet, weil A als Koordinatenring einer glatte affinen Varietit endliche
homologische Dimension hat (und diese obige Sequenz gleichzeitig eine A-linere
Auflosung von N durch freie A-Moduln ist).

Wir fiihren den weiteren Beweis durch Induktion nach |, wobei wir gleich zeitig
H'(G,N) =0 fiir alle i > 0
beweisen.

1.Fall: | =0.
Es gilt

r
N=B[G] V= AT
und G operiert auf jedem direkten Summanden durch Permutation der Koordinaten. Wir
erhalten
r
NG=p0
also
r

NO@ A = BrO®BB[G] =B[G] Y =N.
Zu Beweis von
HY(G,N) =0 fiir alle i > 0
reicht es zu zeigen, N ist koinduziert, d.h. von der Gestalt
N = HomAb(Z[G], X).

Mit einer abelschen Gruppe X. Dazu wiederum reicht es zu zeigen, A ist koinduziert.
Das ergibt sich aber aus den G-Isomorphismus

=

¢:Hom , , (Z[G], B) B[Gl=A,fa 3 f(g)e
Ab
geG
Man beachte, es gilt

o= 3 hh@eg= 3 fh'lwg=h 3 fh'9h™g=ho.
geCG geG geCG
2. Fall: | >0.
Wir erhalten eine exakte Sequenz
r
0—-N —=B[G]">N-=0
wobei N’ der Induktionsvoraussetzung beziiglich | geniigt. Wir gehen zu den G-
invarienten Elementen iiber und erhalten

T
0 - N6 - B[G] %O - NO - 1l (G, N)>0-H! (G.N)=HXG N )—0-...
Nach Induktionsvoraussetzung gilt
HY(G,N) = H* (G, N") =0 fir alle i > 0
und



r

0—-NG - ®B[G] )0 -NC -0
ist exakt. Wir tensorieren mit A iiber B und betrachten das kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen

10
0— N — B[G] - N =0
o't (& to
T
0-NY@ A - BIG] 0o A - NOo A -0
Wir haben zu zeigen, o ist ein Isomorphismus. Nach dem Fiinferlemma reicht es zu

zeigen, o’ und [ sind Isomorphismus. Fir o’ ist das der Fall nach

Induktionsvoraussezung beziiglich | . Fiir § ergibt sich dies aus dem Fall | =0.
3. Schritt: Bijektivitit von T(N) im allgemeinen Fall.
Seien xEX, y = m(x) und

B:= UY,y'

Zum Beweis der Bijektivitit von T(N): NG®BA — N reicht es zu zeigen, daf} der
Homomorphismus
. G A _ A
T(N)®id:(N ®BA)®BB N®BB
ein Isomorphismus ist (fiir jedes xEX)'**.
Zum Beweis betrachten wir das folgende kommutative Diagramm.

G A T(N)®id A
NO@,A® B N®,B
la [l
NC®_B)®a(A®, B) N®. B
St : Niag B
B I

A
A G A T(N®BB) A
(N®BB) ®ﬁ(A®BB) N®BB
Wir haben zu zeigen, die obere horizontale Abbildung ist bijektiv. Zum Beweis reicht es

zu zeigen, alle anderen Abbildungen sind bijektiv. Die Bijektivitit von . ist trivial. Die
A A
von [ folgt aus der Tatsache, dal die G-Invariaten von N®NB gerade mit NG®BB

A
(wegen der Flachheit von B iiber B, vgl. den Beweis von Theorem 1). Wir haben damit
den Beweis der Behauptung auf den Beweis der Bijektivitit der unteren horizontalen

A
Abbildung zuriickgefiihrt. Nach dem zweiten Schritt reicht es zu zeigen, A®BB ist eine
A
direkte Summe von Exemplaren von B, wobei G durch permutieren der direkten
Summanden auf dem Tensorprodukt operiert. Nun ist aber
A
A®BB
die Vervollstinding von A beziiglich der y-adischen Topologie,
A _ lim tp _123 lim t
A®BB = < B/iyB=""_ Hl AX,/y Ax’
xenl(y)

A
122 Da B treuflach iiber der Lokalisierung von B im Punkt y ist.



=l<iin H A
t o€G &
mé
0€G X.gx

A
= OY,y[G] (denn r ist etale)

t
X/y Agx

QED.

2.4.8 Bezeichnung: die Charaktergruppe von G
A
G := Hom(G, k*).

2.4.9 Proposition 3: der Fall X vollstindig

Seien X eine glatte vollstindige algebraische Varietit und G eine endliche Gruppen von
Automorphismen von X, die frei auf X operiert. Sei
mX—=>Y: =X/G
die natiirliche Projektion auf den Faktor. Fiir jeden Charakter
a: G — k*
von G sei

fﬁa = {aEn:*([f)X) | ga = alg)a fiir alle g&G}.

Dann ist Eff.a eine umkehrbare Garbe auf Y. Die Multiplikation der Schnitte von n*([fJX)

definiert einen Isomorphismus
£ %, —-%
o o

p +p

und die Abbildung
G — Ker(Pic Y = Pic X),a > £ _,

ist wohldefiniert und ein Gruppen-Isomorphismus.

Beweis. 1. Schritt: Konstruktion eines Isomorphismus ¢: G- Ker(Pic Y — Pic X),.
Auf Grund von Proposition 2 kann man
Ker(n*:Pix Y — Pic X)

identifizieren mit der Menge der Operationen von G auf der trivialen Garbe OX’ welche
mit der Operation von G auf X vertréglich sind. Bei jeder solchen Operation ist das Bild
von 1 € HO(X, [‘.'JX) bei g&€G ein globaler Schnitt von UX, welcher nirgends Null ist.

Weil X vollstindig ist, ist dieser Schnitt eine Konstante, sagen wir
o () € k*.
Nach Konstruktion ist die Abbildung
o: G — k*
ein Gruppen-Homorphismus, d.h. ein Element

aEé.

Ist Umgekehrt ein Gruppen-Homomorphismus a: G — k*, so ist durch
Gx 0y =0y (@ hao @ g,

2 Das gilt nach dem Chinesischen Restsatz: es gilt A ,/ytA , = A/y’(t)A, wenn y’(t) die
X X

Primédrkomponente von yt zum Primideal x’ bezeichnet.



eine Operation von G auf O, definiert, die mit der Operation von G auf X vertréglich ist.

X

Der zu dieser Operation gehorige Charakter von G ist gerade o (Man setze fiir f den
konstanten Schnitt 1 ein).

Umgekehrt ist diese Operation die einzige (‘.’JX—lineare Operation, fiir welche der

zugehorige Charakter gerade o ist: fiir jede solche Operation gilt nimlich
g(f-s) = gfrgs
fiir beliebige Schnitte f,s von UX. Speziel fiir s = 1 erhalten wir
gf = (feg ol (@),

Damit ist die gesuchte Bijektion konstruiert. Es ist nicht schwer, zu sehen, daf} es sich
um einen Gruppen-Homomorphismus handelt.

2. Schritt: das Bild von a.€G bei @ ist gerade %(x

Wie bisher wollen wir die natiirliche Operation von G auf UX in der iiblichen Weise
bezeichnen:
. — faol

GXUX UX,(g,f)agf.—f g .
Bezeichen o = (o) , die Operation, die zum Charakter p=c gehort. Dann gilt

o@f=a (@ (fag ) =a (@) ef.
Die zu dieser Operation gehorige Teilgarbe (n*OX)G der G-invarianten Schnitte ist
damit gleich

{fEn*[‘.'JX lo(g)f =1} = {fEn*UX lo(g)f =1} = fﬁa EPicY.

Wir haben noch zu zeigen,

L % =%
o o

p
+p

+pB°

Indem wir die Garben fﬂa, £ und Eﬂa als Teilgarben von E*UX ansehen, ergibt

B

sich unmittelbar aus deren Definition,

T‘a'fﬂﬁgzmﬁ’

ist zumindest isomorph zu einer Teilgarbe von fﬁa . Wir haben noch

dh. £ ®%
a P +f
zu zeigen, die durch die Multiplikation von der Schnitte induzierte Abbildung

(1) £ ®L, - %

a B a+p
ist surjektiv. Diese Aussage ist lokaler Natur. Es reicht, sie iiber einer beliebig kleinen
offene Umgebung UCY eines vorgegebenen Punktes zu beweisen. Sei U so klein
gewdhlt, da} die Garben iiber U frei (von Rang 1 sind). Insbesonder gibt es dann einen
erzeugenden Schnitt

0, -1

c

fe2 (U CH (@ (U),0y)

der Garbe Eﬂa iiber UY. Dieser Schnitt ist nirgends Null auf U. Deshalb ist auch fer

nirgends Null auf n'l(U), dh.f 1 ist ein wohldefinierter Schnitt von s, % iiber U. Fiir

jeden Schnitt s von Eﬁa iiber U ist dann st ! ein Schnitt von € _ iiber U und s ist das

+f p
Bild von f®sf” Lpei (1). Mit anderen Worten, (1) ist surjektiv.



QED.

2.4.10 Bemerkungen zur Zerlegung n*UX umkehrbare Garben

(1)  Falls die Gruppe G eine zur Charakteristik p = char k teilerfremde Ordnung
besitzt, so sind die Darstellungen von G auf den k-Vektorrdaumen (s, 0 X)(V)

vollstidndig reduzibel, d.h. jede Darstellung ist direkte Summe von irreduziblen
Darstellungen.
(i) Insbesondere gilt damit

n*(UX) = ®OLEé£ﬁOL@8 ’

wobei die Darstellung von G auf jedem der Vektorrdume #%(V) keinel-
dimensionalen Teil-Darstellungen besitzt.

(iii) Ist die Gruppe auBerdem noch kommutativ, so besitzt sie keine irreduziblen
Darstellungen einer Dimension > 1, d.h. es ist

n*(OX) a @OLEGEBOL
Beweis. Zu (i). Zunichst beachten wir, jede irreduzible Darstellung ist endlich-
dimensional: fiir jeden Vektor v des Darstellungsraumes ist der von den
gv mit geG
erzeugte Unterraum endlich-dimensional und G-invariant, d.h. jedes v liegt in einem
endlich-dimensionalen G-invarianten Unterraum. Zum Beweis der vollstindigen
Reduzibilitit haben wir zu zeigen, zu jedem G-invarianten Unterraum

WC H:= (n*[‘JX)(V)

gibt es eine komplementiren G-invarianten Unterraum.

Zumindest gibt es einen komplentiren Unterraum, sagen wir W’. Bezeichne
pH—=W

die zugehorige Projektion. Wir setzen

1 .
Pp=7G 2 8°P°8 L
geCG
Dies ist eine k-lineare Abbildung H — H. Weil W ein G-invarianter Unterraum ist, gilt
sogar

p(H) & W,
d.h. Py ist eine k-lineare Abbildung
Py’ H—W.
Fiir xeW gilt g'leW, also p(g'lx) = g'lx, also gopog'l(x) = X, also pO(x) = x. Wir

haben gezeigt, .
Polw = 1y~

d.h. Py ist eine Projektion,

2 —
Weiter gilt
g2p, =P8 fiir jedes g€G,
denn es ist
-1 1 -1 -1
gopoog = m 2 gnhnpnh og

heG



=7 3 (ehepe(eh)’!

heG
1 -1
=G E gopeg
heG
= po
Sei
WO := Ker Py-
Dies ist ein zu W komplementérer Unterraum. Es reicht zu zeigen, er ist G-invariant. Sei
XEW .

0
Dann gilt pO(x) =0, also

Po(gx) = (p=&)(X) = (g=p)(X) = g(x) =0,

also gx € W_ fiir jedes g€G.

0
Zu (ii). Jeder 1-dimensionale G-Modul in & (V) wiirde einen Charakter o von G

definieren. Dann lige dieser G-Modul aber ganz in Eﬂa('l}').

Zu (iii). Sei M ein irreduzibler G-Modul'** einer Dimension > 1. Jedes gE€G besitzt
mindestens einen Eigenraum in M (weil k algebraisch abgeschlossen ist). Weil G
kommutativ ist, ist dieser Eigenraum G-invariant. Weil M irreduzibel ist, ist er gleich M.
Mit anderen Worten, jedes g&G operiert durch Multiplikation mit einem Element aus k
auf M, die Gruppe G selbst durch Multiplikation mit einem Charakter. Dann ist M aber

reduzibel (wegen dim M > 1).
QED.

2.4.11 Folgerung

Seien X eine vollstindige algebraische Varietit liber k und G eine endliche
Automorphismengruppe mit einer zu p = char k teilerfremden Ordnung. Weiter sei
T X—=>Y=XG

der natiirliche Morphismus auf die Faktorvarietit. Weiter sei F ein kohérenter O -

Y
Modul.
Dann ist F isomorph zu einem direkten Summanden von rt t*(F).

Beweis. Nach 2.4.10(iii) ist

Jt>"(OX) = ®a€é£a
also nach der Projektionsformel

% - % - k) — —
m, ¥ (F) = m o (UY®F) =T, (OY)®F = n*(OX)®F = @aeé (EE-G®F).
Die Garbe F ist bis auf Isomorphie der direkte Summand rechts zum trivialen Charakter
o = 0. Man beachte, es gilt
_ G_

EE.O = :rc*(UX) = IUY
QED.
Wir wenden jetzt die bewiesenen Aussagen auf die abelschen Varietiten an. Dazu

bendtigen wir die Unterversalititseigenschaft der natiirlichen Projektion X — X/G auf
die Faktor-Varietit.

124 4 h. ein einfacher k[G]-Modul.



2.4.12 Die Universalitiitseigenschaft der Faktor-Varietit

Seien X ein algebraische Varietit, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von X
und

mX—=Y =X/G
der natiirliche Morphismus auf die Faktor-Varietit.
Weiter sei
. X—=Z

ein Morphismus von algebraischen Varietiten, dessen Fasern G-invariant sind. Dann

gibt es genau einen Morphismus f: X/G — Z derart, daB das Diagramm
X Y=X/G

£, T
Z
kommutativ ist.

Beweis. Da t: X — Y auch als stetige Abbildung die natiirliche Projektion auf den
Faktorraum ist, existiert zumindest

f:XIG—>2Z
als stetige Abbildung und der Morphismus f ist, falls er existiert, eindeutig. Es reicht

also zu ziegten, die stetige Abbildung f ist ein Morphismus. Mit anderen Worten, wir

haben zu zeigen,

(1) fiir jede offenen Menge WCZ und jede regulidre Funktion s:W—k ist auch die
Funktion

sa T: T 1(W) >k
reguldr.
Zumindest ist, da f ein Morphismus ist,

sof: F1(W) >k € UX(fl(W))
regulér. Da die Fasern von f G-invariant sind, gilt
g(sef) = sofog'l = sof,

d.h. s=f ist ein G-invarianter Schnitt von

f, 0 X f, m, 0 X
tiber W. Wegen

f=Tom
konnen wir sef auch als G-invarianten Schnitt von 5 0 X auffassen iiber f'l(W), d.h.
7 G 7-1 =-1
sa foer=sof € (n*[fJX) (W) = UY(f (W))

d.h.

se f: f*OY(W).
Wir haben gezeigt, f induziert einen Garben-Homomorphismus

0 7= f,0 7

Dann ist aber T ein Morphismus algebraischer Varietiten.
QED.



2.4.13 Theorem 4: endliche Untergruppen und separable Isogenien

Sei X eine abelsche Varietit. Dann sind die folgenden beiden Abbildungen bijektiv und
zueinander invers.

{endliche Untergruppen von X} {separable Isogenien X—Y }/~.
K a X —= X/K
Ker f < f:X—=Y
Dabei bezeichne ~ die folgende Aquivalenz-Relation:

f~ 1’ <> es gibt einen Isomorphismus h mit f* = hef.
Beweis. Beginnen wir mit einer endlichen Untergruppe K € X. Sie operiert frei auf X,
d.h. die natiirliche Projektion
f: X —=X/K
auf die Faktor-Varietit ist (surjektiv, endlich und) etale. AuBerdem ist X/K der Faktor
der abstrakten abelschen Gruppe X nach der Untergruppe K und hat damit die Struktur
einer Gruppe. Wir haben zu zeigen, das Gruppen-Gesetz
n: X/K x X/K — X/K
ist ein Morphismus algebraischer Varietiten. Zum beweis betrachten wir das
kommutative Diagramm

X x X X
fxf Vf .
X/K x X/K X/K

Dabei bezeichne m das Gruppen-Gesetz von m. Es ist nicht schwer zu zeigen, es gilt
X/K x X/K = XxX/KxK.

Weiter sind die Fasern des Morphismus fem: X x X — X/K invariant bei KxX.
Deshalb faktorisiert sich fem (nach 2.4.12) iiber XxX/KxK, d.h. n ist ein Morphismus.

Analog wird zeigt gezeigt, der Ubergang zum inversen Element ist ein Morphismus
J:X/K — X/K. Man betrachtet das kommutative Diagramm
i

X X
0 f.
XK —— XK

wobei i den Ubergang zum inversen Element auf X bezeichne. Der Morphismus fei hat
K-invariante Fasern, d.h.nach 1.4.12 faktorisiert er sich auf genau eine Weiser iiber X/K,
d.h. j ist ein Morphismus.
Wir haben gezeigt, X/K ist eine algebraische Gruppe. Weiter ist X vollstindige Varietit
(als Bild der vollstdndigen Varietit). Zusammen sehen wir X/K ist ein abelsche Varietit
und der natiirliche Morphismus

f: X = X/K
ist ein separabler Morphismus mit endlichem Kern (vgl. 2.4.2), d.h. ein separable
Isogenie (vgl.3.2.17).

Sei jetzt umgekehrt f:X — Y ein separable Isogenie. Bezeichne
K:=Kerf
deren Kern. Wie oben konstruieren wir die zu K gehorige separable Isogenie
g X = X/K.
Da die Fasern von f invariant sind bei der Operation von K, gibt es nach 2.4.12 einen
Morphismus h:X/K — Y, fiir welchen das Diagramm



g/h\f

X/K Y

kommutativ ist.

Nach Konstruktion ist h bijektiv und, weil f separabel ist, auch separabel. Weil g endlich
ist, ist auch h endlich. Also ist h endlich vom Grad 1, also birational. Nach dem
Hauptsatz von Zariski ist damit h ein Isomorphimus.

QED.

2.4.14 Folgerung 1
Jede separable Isogenie abelscher Varietiten ist ein Etale-Morphismus.

2.4.15 Folgerung 2
Seien X und Y abelsche Varietiten und
L X—=Y
eine Isogenie, deren Grad teilerfremd ist zur Charakteristik p des Grundkorpers k. Dann
sind
Kerf und Ker (f*: Pic Y — Pic X)
duale endliche abelsche Gruppen.
Beweis. Nach Proposition 3 (d.h.2.4.9) gilt,
& = Ker(f*:Pic Y — Pic X) mit G := Ker
im Fall, daB f: X — Y der natiirliche Morphismus auf den Faktor X/G ist. Nach 2.4.13

Theorem 4 gilt damit die Aussage aber auch fiir beliebige separable Isogenien.
QED.

2.5 Die duale abelsche Varietat im Fall der Charakteristik Null

Die Voraussetzung iiber die Charakteristik des Grundkorpers k wird erst am Ende des
Abschnitts benétigt (siehe 4. Schritt bei der Konstruktion des Poincaré-Biindels in
254).

2.5.1 Definition von Pic? X
Sei X eine abelsche Varietit iiber k. Dann bezeichne
Pic¥ X := {LEPic X | 9 =0}

die Menge der Isomorphie-Klassen aller Geraden-Biindel L auf X, fiir welche der
Grupen-Homomorphismus

%
P X—=PicX,xap XL@L'1

von 2.3.8 (Satz vom Quadrat) identisch Null ist.
Bemerkungen
(1) Nach dem Satz vom Quadrat (2.3.8) liegt das Bild von P fiir jedes L ganz in PicO

X,

Im P e Pic¥ X fiir jedes LEPic X.
(i) Man hat damit sogar eine exakte Sequenz
0 — PicY X Pic X Hom , (X, Pic¥ X)
wobei ¢ gerade die Abbildung'* L a ¢y ist.

12 Diese Abbildung ist nach 2.3.9 ein Gruppenhomomorphismus.



(iii) Das Hauptziel dieses Abschnitts ist es im Fall der Charakteristik Null zu zeigen,

dab Pic¥ X eine in natiirlicher Weise definierte Struktur einer abelschen Varietit
besitzt. Diese Varietiit heiflit die zu X duale abelsche Varietit. Wir beginnen mit
einigen Bemerkungen allgemeiner Natur.

Beweis. Zu (i). Fiir jedes xEX gilt

=@ * nach Definiton von
Yo 0™ ¥p Lol ( ¢
=@ * - nach 2.3.9(i
(prL %L ( (1))
= ¢ -9 (nach 2.3.9(ii))
=0
also ch(x) e pic¥ X.
Zu (ii). Nach (i) gilt Im o € Ker ¢. Umgekehrt gilt fiir LEKer ¢ stets Py = 0, also nach
Definition LEPic 0.

QED.

2.5.2 Eigenschaften von Pic? X
Sei X eine abelsche Varietit tiber k. Dann gilt:

* * *
() LePic’ X = p L =L fiir jedes xEX < m*L = p; L®p,L
Dabei seien m, P> Py XxX — X das Gruppengesetzt, die Projektion auf auf den

ersten bzw. die Projektion auf den zweiten Faktor.

(1) Fir LEPicOX, jedes Schema S und je zwei Morphismen f;g: S
(fg)*L = f*L®g*L .

* ®n . . 0 :
(ii) nyL =L*=" fiir jedes LEPic™ X und jedes nEZ.

X gilt

. * n2 . 0 . .
(iv) nyL®L™ € Pic” X fiir jedes XEPic X.

vy L& PiCO X falls LEPic X endliche Ordnung besitzt.
(vi) Seien S eine beliebige Varietit, L. ein Geradenbiindel auf XxS und
L =Ll .
S Xx{s}
Dann gilt
-1
L ®Lg &€ Pic0 X fiir beliebige s, s, € S.
s1 0 01
(vii) HI(X, L) =0 fiir jedes i und jedes nicht-triviale LEPicC X.
Beweis. Zu (i). Nach dem Schaukelsatz ist das Geradenbiindel
*k k
m*L&p,; L_1®p2L'1
genau dann trivial, wenn seine Einschrinkungen auf Xx{a} und {0}xX fiir jedes aEX

trivial sind. Auf {0}xX ist diese Garbe jedoch immer trivial'*® und auf Xx{a} ist sie
isomorph zu'?’

* -1
p,L&®L "

126 Auf {0}xX sind m und p2 gleich dem identischen Morphismus und p1 ist eine konstante Abbildung

127 Auf Xx(a) ist m gleich der Verschiebung p , p1 ist die identische Abbildung und p2 eine konstante
a

Abbildung.



Die Behauptung folgt damit aus der Definition von PicY X (und der von P q)L(X) =Py

LeL .
Zu (i1). Wegen LEPicOX, gilt besteht nach (i) ein Isomorphismus
* *
m*L = p, L®p,L .

Wir gehen zum inversen Bild bei
(f,g): S = XxX
iiber und erhalten
(f-g)*L = f*L®g*L.
Zu (iii). Fiir n = 0 ist die Aussage tr1v1a1 Aus (11) erhalten wir mit f=nund g =1d,

(n+1 )XL nXL®L

Die Behauptung ergibt sich also durch (aufsteigende und absteigende) Induktion nach n.
Zu (iv). Nach 2.3.7 ist

n;k(L _ L(n2+n)/2®(_IX)*L(nZ—n)/Z _ Ln2®(L®(_IX)*L—l)(n—nz)Q’
d.h.
n;;L®L'n25 (L®(—1X)*L'1)(n'n2)/ 2
Weil L a P (nach 2.3.9) ein Gruppen-Homomorphismus ist, also PicOX eine
Untergruppe von Pic X, reicht es zu zeigen,
L®(—1X)*L'1 e PicVx .
Nach (jk) reicht es zu zeigen, die Isomorphie-Klasse dieser Garbe dndert sich nicht, wenn

man p, mit XEX anwendet. Es gilt

8 L® 1 *L'l 128 *L® 1 % >k]_"l
pX( (_ X) ) = pX (_ X) p_X

IR

& *
Py LOC1 )L L @1 )L !

» o LOL ®p L1, )L
X -X X

I}

I}

1 .
ch(X)®ch(—X)®L®(—1 X)*L (nach Definition von ch)

I}

30 -1
ch(X—x)®L®(— 1 X)*L

I}

-1
L®(—1X)*L

Zu (v). Aus der Trivialitéit von L folgt
= (0 =1y (x) = @ (%)

Px
X X
'8 Das folgende Diagramm ist kommutativ: -Id |, |-1d
Px
X X

12 Man beachte, die Garbe in eckigen Klammern liegt in PicOX (nach Bemerkung (i) von 2.5.1), wir
konnen also (iii) auf diese Garbe anwenden.
1% Nach 2.3.8 ist (pL: X — Pic X fiir jede umkehrbare Garbe L ein Gruppen-Homomorphismus.



fiir jedes xEX. Da die Gruppe X teilbar ist, folgt P = 0.

Zu (vi). 1. Schritt: Reduktion auf den Fall LI {0}xS trivial.
Da L lokal frei ist, konnen wir eine offene Uberdeckung'*'
S=US
ot

finden mit der Eigenschaft, dal3

Ll trivial
{O}XSOL

ist fiir jedes a. Fiir gegebene So° 51 gibt es % und o 1 mit
s €S unds,ES
0 oco 1 al
und ein sESa ﬂSa (denn S soll eine Varietiit, d.h. irreduzibel, sein). Es reicht zu
0 1

zeigen
-1 . 0 -1 . 0
LS®LSO € Pic” X und LS®LS1 € Pic” X.
Im Folgenden halten wir s, fest und variierens =s_ .

0 1
2. Schritt: Reduktion auf den Schritt LS trivial.

0

x -1
Wir kénnen L durch L&®p, LSO ersetzen.

3. Schritt: Beweis der Behauptung unter den zusétzlichen Bedingungen.
Wir haben zu zeigen

LS e Pic¥ X fiir jedes sES.
Nach (i) reicht es zu zeigen,
) _ k*_
(1) m*LS®p1 le®p2 le ist trivial fiir jedes sES.
Dazu betrachten wir das folgende Geradenbiindel M auf XxXxS.
* k

w: XxXxS — XxS, (x,y,s) a (x+y,s),
p13: XxXxS — XxS, (X,y,s) a (x,s),
p23: XxXxS — XxS, (X,y,s) a(y,s).
Die Einschrinkungen dieser Garbe M auf {0}xXxS, Xx{0}xS und XxXx{sO} sind

trivial'**. Nach dem Satz vom Kubus ist damit M trivial. Dann ist aber auch die zu (1)
isomorphe Garbe

1! Eigentlich wihlt man zunéchst eine offene Uberdeckung von XxS, auf welcher L trivial ist. Durch
Schneiden mit {0}xX erhélt man dann die S .
a

B2 Auf {0}xXxS ist W=p, und Piy faktorisiert sich iiber die Einbettung {0}xS C XxS (und L ist auf

{0}xS trivial).
Auf Xx{0}xS ist pszl2 und p23 faktorisiert sich iiber die Einbettung {0}xX C XxS.

Auf XxXx{sO} faktorisieren sich alle drei Abbildungen u, p12 und p2 3 tiber die Einbettung
Xx{sO}QXxS
(und L ist auf Xx{sO} trivial).



MlXxXx{s}

trivial*?.

Zu (vii). Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach i.
Induktionsanfang: i = 0.

Angenommen, es ist

HOWL) = 0.
134

Dann gilt
L=0 X(D)

0

mit einem Divisor D = 0. Wegen L € Pic™ X konnen wir (iii) anwenden und erhalten

_1 ES ES
L = (-I)XL = OX((—I)XD),
also

- -1 _ 1
0y =LOL" = 0y (D +(-1)yD),

k
Der effektive Divisor D + (-1)yD muf} demnach der Nulldivisor sein, d h. es gilt
D=0,
dh.L= [fJX im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen.

Induktionsschritt: Angenommen es gibt eine natiirliche Zahl k mit Hk(L) = 0. Wir

konnen annehmen, k ist die kleinste solche natiirliche Zahl. Bezeichne s1 den

Morphismus
51 X — XxX,x a (x,0).
Wegen L € Pic0 X gilt nach (i)
* *
m*L = p; L&p, L.
Aus der Zerlegung

81 m
X XxX X

des identischen Morphismus erhalten wir die folgende Zerlegung'*” der identischen
Abbildung

m*

HX(X, L) — HK(XxX, m*L) HX(X,L).

Es reicht deshalt zu zeigen, es gilt
@) HN(XxX, m*L) =0,

135 Auf XxXx{s} ist u bis auf Isomorphie gerade m, Py ist bis auf Isomorphie gerade P, und Pys
dep..
gerade p,

13 Die Projektivierung von HO(L) ist gerade die Menge aller dieser Divisoren, und diese Projektivierung
ist nicht leer.
15 Fiir jeden Morphismus f:U — V und jede abelsche Garbe F auf U haben wir eine Spektralsequenz

HYV, RPf F) = HPY(U, F)

die im rechten oberen Quadranten konzentriert ist. Damit gibt es einen Kanten-Homomorphismus
v, £ B =B - X0, L B gk, B,
* 2 3 o)
Ist F speziell von der Gestalt F = f*L so erhalten wir mit Hilfe des Adjunktions-Homomorphismus L

— f_f*L die Abbildung

H VL) - HYV, £, L) — HN(U, L)



denn dann muf} auch Hk(L) = 0 sein. Zum Beweis von (2) verwenden wir die Kiinneth-
Formeln'*°. Es gilt

% b3 . .
HR(XxX, m*L) = HX(XxX, p; L®p, L ) = ®,, iy HILIBHIL),

Fiir i+ j= k = 1 muB aber i < k oder j < k gelten, also Hi(L) = 0 oder HI(L) = 0.
Zusammen ergibt sich damit (2).
QED.

2.5.3 Theorem 1: Surjektivitit der Abel-Jacobi-Abbildung
Seien X eine abelsche Varietit iiber k, L eine ample Garbe auf X und

M e Pic? X.
Dann gibt es einen Punkt x€X mit

* -1
M=p L®L".

Mit anderen Worten, der Gruppen-Homomorphismus ch:X — PicOX ist surjektiv.

ImFalldimX=1undL = UX(p) mit einem Punkt pEX ist dies gerade der Satz von

Abel-Jacobi.
Beweis. Die Grundidee des Beweises besteht in der Betrachtung des Geradenbiindels

RPN [ PR |
K :=m*L&®p;L "®p, (L "®M )

auf XxX. Gegem die Kohomologie dieses Geradenbiindels konvergieren zwei Leray-
Spektralsequenzen, die zu den beiden Projektionen XxX — X gehoren:

(1) H' (, Rp K) = HKH (xxX, K)

) H! (X,RkpZ*K) =kt (xxx, K.

Wir untersuchen diese Spektralsequenzen, indem wir die Einschrinkungen von K auf
die Fasern der beiden Projektionen betrachten. Es gilt

%k
Klex = p, LeL oM

138 " -1
KIXx{x}= py L&L

136 vgl. Bredon, G. E.: Sheaf Theory, McGraw-Hill, New York 1967, Ch. 2 Theorem 18.2. Der Beweis
dort beschrinkt sich auf den Fall lokal kompaker Rdume. Der Beweis in unserem Fall ist so dhnlich.
Entscheidend ist, daB3 eine der beiden beteiligten Garben torsionsfrei ist:

Theorem 18.2:
Seien X und Y lokal kompakte Hausdorff-Rdume und A, B abelsche Garben auf X bzw. Y mit
A4B =0.
Dann gibt es eine exakte Sequenz von Kohomologien mit kompakten Trigern:
i J k i J
0—-@® . HXARH XB)—H (XxY,A®B) = @®. . H X, A):H (Y,B)—=0
ok HeXAIDH (XB) = H (X )= O,y M AV B)

(betrachtet man alles iiber einem Korper, so sind die Torsionsprodukte rechts sdmtlich Null).
Zum allgemeinen Fall siche Grothendieck, A., Dieudonné, J.: Eléments de géometrie algébrique III1 s

Théoreme 6.7.3 (es werden 6 Spektralsequenzen angegeben, die gegen einen gemeinsamen Limes
gehen).
3 Die Einschrinkung von m auf {x}xX ist isomorph zur Verschiebung um x, die von p1 ist der

konstante Morphismus und die von p2 ist isomorph zur Identitét.



k
Wenn also M fiir kein x isomorph ist zu pXL®L'1, so ist die Einschriankung KI (x)xX

fiir kein x das triviale Element von PicO X. Nach Eigenschaft (vii) von 2.5.2 bedeutet

dies, alle Kohomologie-Gruppen dieser Einschrinkung sind trivial. Nach 2.2.8

Folgerung 2 des Satzes iiber Kohomologie und Basiswechsel bestehen aber

Isomorphismen

3) RKp L (K)®,, k(x) — HY({x}xX,KI
1 OX

d.h. es ist Rkp 1>l<(K) = 0 fiir alle k. Auf Grund von (1) folgt

{x}xX) ’

HX(XxX, K) = 0 fiir alle k.

*
Betrachten wir jetzt die zweite Spektralsequenz. Fiir x & K(L) ist das Biindel p XL@L'l

0 X140 Nach 2.52 (vii) sind simtliche Kohomologie-

*
Gruppen mit Koeffizienten in p L®L! fiir solche x gleich Null. Es folgt
Supp RkpZ*K C K(L) fiir jedes k.

Nun ist K(L) eine endliche Menge, die hoheren Kohomologien mit Koeffizienten in der
Garbe Rkpz*K sind Null, d.h. (2) degeneriert:

nicht-trivial'*® und liegt in Pic

k _pk L
®XEK(L) R pz*K)X = H™ (XxX, K) fiir jedes k.
Da rechts die Null steht, folgt

RKp,., K = 0 fiir jedes k.

Aus dem Isomorphismus (3) mit P, anstelle von P, erhalten wir

pz*

k P
H™(Xx{x}, KIXx{x}) = 0 fiir jedes k.

%

L®L! das triviale Biindel, hat

Das ist aber nicht moglich: fiir x = 0 ist KlXx{x} =Py

also nioht-triviale globale Schnitte. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung.
QED.

Bemerkungen

(1)  Einen anderen Beweis einer etwas schwécheren Variante der obigen Aussage
findet man im Buch von S. Lang [17].

(1)) Das obige Theorem besagt, als abstrakte Gruppe ist PicV

abelschen Varietit
ES
X/K(L) mit K(L) = {x&X | pXL =L}

X 1somorph zur

(vgl. 2.3.10).
(iii) Sei L irgendeine abelsche Varietit, die als abstrakte Gruppe isomorph ist zu
() & ——PidVx.

%8 Die Einschrinkung von m auf Xx{x} ist isomorph zur Verschiebung um x, die von p1 ist isomorph

zur Identitédt und die von p2 ist der konstante Morphismus.

*k
1% K(L) war definiert als der Kern des Gruppen-Homomorphismus ch: X—=PicX,xa pXL®L_1,

vgl. 2.3.10. Nach 2.3.13 ist K(L) fiir amples L endlich.
140 Nach Bemerkung (i) von 2.5.1.



Unser Ziel in diesem Abschnitt besteht darin, diese zusétzliche Struktur auf PicOX
durch gewisse natiiliche Eigenschaften zu charakterisieren. Genauer geht es um
die beiden folgenen Eigenschaften.

(a) Auf Xxfk gibt es ein Geradenbiindel P, welches Poincaré-Biindel heif3t, mit der

Eigenschaft, da fiir jedes aePic?X die Einschriankung
P =PI
a Xx{o}

dasjenige Element von PicVx ist, welches beim oben gewéihlten Gruppen-
Isomorphismus (*) gerade dem Element o entspricht.'"*" AuBerdem ist die
Einschriankung

Pleoyx&

trivial auf & Man beachte, nach dem Satz vom Kubus (2.3.1 mit Z = Spec k) ist P
durch diese Bedinungen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt).

(b) Seien S eine normale Varietit und K ein Geradenbiindel auf XxS mit den
folgenden beiden Eigenschaften.

. P .5 0 . :
1. KS = KIXx (s} liegt fiir ein sES in Pic™ X (also fiir alle s&S, vgl. 2.5.2(vi)).

2. KI{O}XS ist trivial.

Dann ist die eindeutig'** bestimmte Abbildung'**

f: S — % mit KS = Pf(S)

ein Morphismus von algebraischen Varietéten, und aulerdem ist K = (IXxD*P.

(iv) Die Eigenschaften (a) und (b) charakterisieren 5? und P bis auf kanonische
Isomorphie. Das Problem besteht in der Konstruktion von P.

(v)  Mit dem Ziel der Konstruktion von P fixieren wir im folgendne ein amples
Geraden-Biindel,
L ample auf X

und nehmen als abelsche Varietiit X den Faktor
R = X/K(L)
(vgl. Theorem 1). Bezeichne
X — ﬁ
den natiirlichen Morphismus auf die Faktor-Varietit, d.h. T =

0

¢y wenn man mit

Hilfe von (*) die Varietit & mit der Gruppe Pic™ X identifiziert.

2.5.4 Konstruktion des Poincaré-Biindels (in der Charakteristik 0)
Zur Konstruktion von P wenden wir 2.4.7 Proposition 2 auf den Morphismus

(1) (1 xm): XxX — Xx&

und die Untergruppe G = {0}xK(L) von XxX an. Die Proposition besagt in dieser
Situation, daf} durch

0

A
14 Mit anderen Worten, bei (*) wird aE€X identifiziert mit P €Pic~ X.
o

142 Nach Definition sind die Geradenbiindel P fiir verschiedene o nicht-isomorph.
a

A
'3 Identifiziert man mit Hilfe von (*) die Varietit X mit der Gruppe PicO X, so ist f gerade die
Abbildung

s - Pi’X.sa K .
S



(kohirente 0Xx§( Moduln) — (kohirente G OXxX Moduln), ¥ a (1Xxn) T.

eine Aquivalentz von Kategorien definiert ist mit dem Quasi-Inversen Funktor
§ a(( xm),§°
Es reicht also «w*P auf X in geeigneter Weise zu beschreiben. Sei
K:= m>"L(>9p;<L'1(>Dp;L'1
1. Schritt. Falls P existiert, so gilt (1Xx7|:)*P =K.

Wir wenden Eigenschaft (b) von Bemerkung 2.5.3 (iii) an auf den Fall S = X und K wie
oben an. Man beachte, K hat tatséchlich die geforderten Eigenschaften:

— " -1_ ot in Pie0
1. KS = KlXx{s} = p LOL " = (pL(s) liegt in Pic™ _X.

5 I
2.Kl (03xX = L®[9X®L ist trivial.
Nach (b) ist dann die Abbildung

f:X—>>A<=Pic0X,saKS,
ein wohldefinierter Morphismus von Varietéiten mit K = (1 XXf)*P.
Wegen KS = ch(s) ist aber f = 7, d.h. es gilt
K= (lXxf)*P.

2, Schritt: K ist das inverse Bild bei (1) eines kohérenten UX 5\( -Moduls
X

(den wir mit P bezeichnen werden).

Nach der oben zitierten Proposition 2 (d.h. 2.4.7) haben wir zu zeigen, K hat die
Struktur eines G- -Moduls. Fiir jedes Element

XxX
(0,2) € G = {0}xK(L)
haben wir einen Automorphismus P, K — K anzugeben mit

Pa

K
2) | J

x,y)a(x,y+a
XxX( yu ) XxX

Dabei seien die vertikalen Abbildungen gerade die Biindelprojektionen. Untersuchen wir
also, welche Wirkung eine Translation mit (0,a) auf K hat. Es gilt

* * . * * 1 * * 1
P0.2)K = P02 LO P a)P1 L ® P a)P2 L

%k 3k _1 ko ok _1
=m*p,L&p L ' ®py p, L
Die letzte Isomorphie besteht wegen der Kommutativitit der folgenden Diagramme.

P
XXXM XxX XxX (_,a)) XxX XXXM XxX
m| , lm pl\ Ip, P, , lp,
X — X X X — X

Wegen a€K(L) ist L invariant gebeniiber der Translation um a, d.h. es gilt
%k k k
Wir haben gezeigt, es gibt einenen Automorphismus ?, , fiir welchen das Diagramm (2)

kommutativ ist. Ein solcher Automorphismus ist jedoch nicht eindeutig festgelegt.



Durch Multiplikation mit einer von Null verschiedenen Konstanten (aus k) erhélt man
aus ¢ einen weiteren solchen Automorphismus.

Da K ein Geradenbiindel (d.h. vom Rang 1) ist, unterscheiden sich je zwei solche
Automorphismen durch Multiplikation mit einer reguldren (auf XxX definierten)
Funktion, die an keiner Stelle Null ist. Da XxX projektiv ist, ist jede solche Funktion
konstant. Diese Tatsache bietet eine Moglichkeit, durch eine Zusatzbedingung den
Automorphismus eindeutig festzulegen: es reicht, diesen auf einer der Fasern von K
festzulegen.

Zur Beschreibung des Automorphismus auf einer der Fasern von K benutzen wir den
folgenden natiirlichen Isomorphismus.

%k
-1
Kleorsx = ™ H01x®@Pil iouex

= L®(triviales Biindel L™1(0)xX)®L1
=L 1 (0)xx

Dabei bezeiche L'I(O) die Faser des Biindels L™! iiber dem Punkt OEX. Wegen der
Kommutativitit von (2) tiberfiihrt ?, die Einschriankung Kl ¢ und hat, wenn man

diese Einschrinkung mit L'I(O)xX identifiziert, dort die Gestalt

L'I(O)xX — L'I(O)xX, (v,x) a (f(x)v, x+a),
mit einer reguldren Funktiorn f: X — k - {0}. Da X vollstidndig ist, ist f konstant. Wir
legen jetzt %, dadurch fest, indem wir fordern, dafl diese Konstante gleich 1 ist, d.h. %,

% _1|
OpL gyex

soll auf Kl {03xX den Automorphismus

L L 0)xx = L1 (0)xX, (v.x) a (v, x+a),
. Wir haben noch zu zeigen, die Abbildung
GxK =K, ((0,2),v) a CPa(V),

ist tatsidchlich eine Gruppenoperation, d.h. zu zeigen ist
PP =Pih fiir beliebige a,b € K(L).

induzieren'**

Wir wissen, die beiden Automorphismen ®,% und Porh unterscheiden sich nur in der

Multiplikation mit einer von Null verschiedenen Konstanten. Es reicht zu zeigen, diese
Konstante ist 1. Dazu wieder reicht es zu zeigen, die beiden Automorphismen stimmen
auf einer Faser von K iiberein. Das ist aber sogar der Fall auf allen Fasern iiber den
Punkten von {0}xX : dort induzieren beide Automorphismen die identische Abbildung

auf der Faser L'l(O).

Damit ist die Aussage des zweiten Schritts bewiesen: wir haben die Existenz eines
Geradenbiindels P auf XxX bewiesen mit (lxxn)*P =K.

3. Schritt. P geniigt der Bedinung (a) von Bemerkung 2.5.3 (iii).
Wir haben zu zeigen, fiir jedes aeX ist die Einschrinkung

— - 0
P(x = PlXx{a} € Pic” X

gerade das o bei der Identifikation &L = picY

schreiben wir

X ensprechende Biindel. Zum Beweis

o =mn(s)

14 Indem wir den Werteverlauf von ¢ auf den Faser iiber (0,0) festlegen, legen wir diesen Werteverlauft
a

damit auf allen Fasern iiber den Punkten von {0}xX fest (und nach den obigen Bemerkungen auf allen
Fasern iiberhaupt).



mit einem geeignet gewihlten s&€X. Dann gilt
P =PI o =14 (IXxn)*(P)I

a Xx{a} Xx{s}

= KIXx{S}
s

* -1
= p, L&L
=@ (5
=7(s)
=a.

Wir haben noch zu zeigen, Pl A 1st trivial. Wegen
{0}xX
K= (IXxTc)*P

und wegen der Surjektivitidt von 1,xm entsteht das Biindel P aus K, indem man die

X
Fasern von K iiber den Punkten desselben Orbits von G = {0}xK(L) mit Hilfe der oben
konstruierten Isomorphismen ?, identifiziert, d.h. P ist ein Faktor von K beziiglich

K(L). Dann ist aber auch Pl A ein Faktor von Kl = L_I(O)xX beziiglich
{0} x X {0} xX
K(L), wobei K(L) auf der Faser L'I(O) trivial operiert. Also gilt

Pl A = L'l(O)x(X/K(L)) = L'l(O)x X
{0}xX
d.h. die Einschrinkung von P auf {0}xX ist tirivial.
4. Schritt. P geniigt der Bedinung (b) von Bemerkung 2.5.3 (iii).
Seien S ein normale Varietit iiber k und K’ ein Geradenbiindel auf XxS mit
K’S = K,IXx{s} e Pic¥ X fiir jedes sES
und
trivial.

K I{O}><S
Wir haben zu zeigen, die Abbildung
A
f:8—>X=Pic!X,saK’_,
ist ein Morphismus mit (1X><f)*P = K’. Zum Beweis betrachten wir das Geradenbiindel
k k _1 A
E :=p;,K'®p 3P auf XxSxX.
Dann gilt
, -1 .. o A
ElXx{(s, ) = K S®Pa fiir beliebige sES, aEX.
Nach dem Schaukelsatz 2.2.12 ist
A
I':={(s,a) € SxXIEI

Xx{(s., o)} trivial}
A
eine abgeschlossene Teilmenge von SxX, Wegen
ElXx{(s, _. trivial & K o = Poc (=)

ist diese Menge gerade der Graph der Abbildung f. Mit anderen Worten, f ist eine
algebraische Korrespondenz. Um zu beweisen, daf f ein Morphismus ist, miissen wir
zeigen, die Projektion auf den ersten Faktor induziert einen Isomorphismus

A
(3) [ C SxX — S.

14 Die Einschrinkung von (1 xm) auf Xx{x} ist ein Isomorphismus Xx{x} — Xx{a}
X



Da I' der Graph einer Abbildung ist, ist (3) zumindest bijektiv. An dieser Stelle
verwenden wir die globale Vorausssetzung, dafl k ein Korper der Charakteristik Null
sein soll.'*®

Nach dem Hauptsatz von Zariski (die Variante wie im Buch von Milne) zerfillt (3) in die
Komposition einer offenen Einbettung und einem endlichen Morphismus. Da der
Morphismus projektiv ist, ist (3) selbst bereits ein endlicher Morphismus. Als bijektiver
Morphismus hat (3) den Separabilititsgrad 1. Auf Grund der Charakteristik Null ist
damit auch der Grad von (3) gleich 1, d.h. (3) ist ein birationaler Morphismus. Nach
dem Hauptsatz von Zariki (die Variante wie im Buch von Hartshorne) ist (3) ein
Isomorphismus.

Wir haben noch zu zeigen, K’ = xf)*P. Dazu betrachten wir das kommutative

(I
Diagramm'*’

idxi A
XxI' C__, XxSxX

sJ,ldxpl i) 1d><p2
idxf A
XxS XxX

Nach dem Satz von der Schaukel 2.2.12 gibt es ein Geradenbiindel M auf I" mit
%

A
Nun sind K’ auf {O}xS und P auf {O}xX trivial (Eigenschaft (a) von P, Bemerkung
A

2.5.3(ii1)). Also ist E auf {0}xSxX trivial. Das bedeutet aber, M ist trivial, d.h.

ElXxF

ist trivial. Wegen

* *
Bly, = (idxi)*E = (idxi)*p; ;K" ®(idxi)*p; 3P 1)

= (idxp ) *K'® idxpl)*(idxf)*P'l
Man beachte, es gilt id><p2 =Pj3 und auller dem obigen Viereck ist auch das folgende
kommuativ.
idxi A
XxI' . XxSxX
1dxp2\ ipl ’
XxS
Weil id><p1 ein Isomorphismus ist, folgt die Trivialitit des Biindels
K ®(idxf)*P1,
d.h. es ist K’ = (idxf)*P.
QED.

16 Dies ist die einzige Stelle, an der wir diese Voraussetzung verwenden. Trotzdem ist diese
A
Voraussetzung wesentlich. Die von uns konstruierte Varietit X kann sich in den von Null verschiedenen

Charakteristiken als die “falsche” Varietit erweisen.
47 Das Diagramm bekommt man aus der Zerlegung (3) von f durch Anwenden des Funktors Xx
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