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13. Die (nichtexakte) Differentialgleichung P(z,y) + Q(z,y)% = 0 ist dquivalent zu

d
M(z,y)P(z,y) + M(x,y)@(w,y)ﬁ =0, falls M #0 auf R := (a,b)x(c,d) C R? ist.

Damit nun diese neue Differentialgleichung exakt ist, muss M der Differentialgleichung
M(P,— Q.,) =QM, — PM,

in R geniigen. Eine solche Funktion M heifit dann Fulerscher Multiplikator oder integrie-

render Faktor zur Ausgangsdifferentialgleichung.

a) Leite die partielle Differentialgleichung fiir M her.

b) Untersuche die Differentialgleichung xy® — 1 + z*y*y’ = 0 auf Exaktheit. Bestimme
einen nur von x abhingigen Eulerschen Multiplikator fiir diese Differentialgleichung und
anschlieffend ihre allgemeine Losung.

14. a) Berechne alle méglichen Kreuzprodukte aus zwei der Vektoren (—1,2,—4), (1,1,1),
(0,5,0) € R? .

b) Leite die Formel |lv x w|| = ||v||||w||sine  her, wenn v, w Vektoren des R? sind und
¢ € [0, 7] der Winkel zwischen v und w ist.

c) Beweise, dass v, w € R? genau dann linear unabhingig sind, wenn v x w # 0 gilt.

d) Zeige fiir u,v,w € R? durch direktes Nachrechnen die Regeln:
(u,vxw>:det<z>, (u,v x w) = (v,w X u) = (w,u X v,

(uxv)xw=(u,w)v— (v,w)u , (uxv)xw+ Wxw)Xu+ (wxu) xv=0.

15. a) Berechne rot(w x x) und div(w X x) , wenn w ein fester Vektor des R® und x der
Ortsvektor ist.

b) Sei Q C R? ein Gebiet. Zeige fiir f € C*(Q), u,v € C*(Q,R?) durch direktes Nach-
rechnen die Regeln:
rot(grad f) =0, div(rotv) =0, div(fv) = (grad f,v) + fdivov ,
rot(fv) = grad f x v+ frotv, div(u x v) = (rot u,v) — (u,rotv) .

16. a) Sei 2 C R? ein Gebiet. Ein C?-Vektorfeld w auf Q heiBt Vektorpotential zu v €
CH(Q,R3), falls

v=rotw in

ist. Zeige, dass dann notwendigerweise divv = 0 gelten muss und dass sich zwei Vektorpo-
tentiale zu v in einer Umgebung U.(z) C € nur durch ein Gradientenfeld unterscheiden.

b) Untersuche, ob w(z,y,2) = 3(xz,yz, —2* — y?) ein Vektorpotential zum Vektorfeld

v(z,y,z) = (—y,2,0) ist. Bestimme gegebenenfalls zwei weitere Vektorpotentiale, welche
sich nicht nur durch Konstante von w unterscheiden.



