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Kapitel 1

Integralsatze

1.1 Kurven- oder Wegintegrale

1.1.1 Kurvenlinge
1.1.1.1 Parametrisierung

Definition 1.1. Sei / c R ein Intervall und Q € R ein Gebiet. Dann heit C ¢ Q Kurve
oder Weg, falls es eine stetige Abbildung y : I — R gibt mit y(I) = C. Man nennt C eine
C"-Kurve, falls y € C"([a,b],R") ist, und reguliire Kurve, falls der Tangentenvektor y(f) =

(ddll](t), e, CZ—IN(I)) # 0 fiir alle 7 € I ist. y heit Parametrisierung von C.

Beispiel 1.2. i. Archimedische Spirale.

IO
/ T |
] // /// 2 \\ '\ “‘ 0]
y() = (tcost,tsint), te€(0,00) / \] |
. . . \‘f | r/ | ] | \
y(t) = (cost—tsint,sint +tcost) R g e
1 \\ S / /
= () +y(0)* #0.
t \\ AN - / /
. R
\\\ ' ,/4

ii. Schraubenlinie.

v(t) = (rcost,rsint,ht)
rnh>0, te(0,c0)
(=rsint,rcost, h)

P +h*>0

¥(©)
@l

= (¢) ist regulér fiir t > 0.
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1.1.1.2 Motivation

Definition 1.3. Ist C c Q gegeben durch y € C'([a, b], R"), so heit |C| = fab ly()||dz
Lénge der Kurve C.

Sei C gegeben durch die Parameterdarstellung x = x(t), y = y(t), t € [a,b], &> +y* # 0,
x,y € C!([a,b]). Um die Linge |C| anzunihern, unterteilen wir [a, b] durch die Zerlegung
Z:a=1t <t <...<t,=b. Diese Zerlegung erzeugt p,...,p, € C. Werden je zwei
benachbarte Punkte durch Geradenstiicke verbunden, so entsteht ein Polygonzug P(Z) = P,.

y

Linge des Stiickes px, pr+1:

A /Axi + Ayi y

|Pks D1l =
Axp = X(trer) — x(t)
Ay = Y(tre1) — y(te) o
n—1 n—1 Ay,
IPnI = Z |Pkpk+1| = Z Ax}% + Ay]% 7777777777777777777 P = (x(1), ¥(1)
k=0 k=0 Pn
Axp = Xt )t — 1) + Ryt — 1)

Ayr = Yt )t — 1) + Ro(tir — 1)

mit lim Rt
R

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
Po |
I
I

n—1
= [Pl > D Vi + 36t — 1)

k=0

) o . b ) )
Die rechte Seite ist eine Riemannsche Summe zu fa \VX2(2) + y*(¢)dt, und die Anndherung ist
umso genauer, je feiner die Zerlegung Z ist.

Exakt: IC| :=sup|P,| .
Pu

Beispiel 1.4. Linge der Schraubenlinie C: (x,y,z) = (rcost, rsint, ht), t € [0, a], @ > 0.
IC| = f ly(®||dt = f V2 + h2dt = a Vr?2 + h?
0 0
Mit Grenziibergang i — 0+ ergibt sich die Linge des Kreisbogens x = rcost,y = rsint,z = 0,
t € [0,a] als |C] = ar mit a < 2n.

Bemerkung 1.5. Ist die Kurve C C R? als Graph einer Funktion y = f(x), x € [a, b] gegeben,
so wihlt man die Parametrisierung y : x = t,y = f(1), v = (1, f'(1)).

b b
] = f I(Olde = f T+ /(xrdx.

1.1.1.3 Parametertransformation

Definition 1.6. Zwei C’-Parametrisierungen von C : y : I — RV und % : T — R mit
v) = 5/(I~) = C, I,I C R Intervalle heiBen dquivalent, wenn es eine bijektive C"-Abbildung
h:l—1 gibt, das heiB3t y(¢) = ¥(h(¢)). h nennt man dann Parametertransformation von C.
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Beispiel 1.7. Sei C gegeben durch y € C'([a, b],RY), so erhiilt man einfache #quivalente Para-
metrisierungen durch:

i. 9(t) :==y(a+t(b—a)),tec[0,1], hierh™'(t) =a+tb-a),¥:[0,1] - C.

ii. 9(¢) := y(b +t(a—b)),t € [0,1], hier h™'(#) = b + t(a - b), % : [0,1] = C.
Y(t) liefert eine Parametrisierung von —C (Durchlauf von C im entgegengesetzten Sinn).

Satz 1.8. (Verhalten der Liinge der Kurve C bei Parametertransformation)
|C|] ist invariant beziiglich Parametertransformation.

Beweis. Fiir 2 dquivalente Parametrisierungen 7y : [a,b] — C, ¥ : [a,b] — C gilt:

y=%oh = y(t) =yh@)()  (Kettenregel).
h(b)

’ b alde  firh>0 ([P |5aoldu firh > 0
[ 1ot = [ oo = o,,] Y A
¢ a = Jw Wlldu fiirh <0 |~ [*IF@lidu  fiir k<0

(mit Substitution u = h(t) = du = (H)dr). O

Jede regulire Kurve C kann beziiglich ihrer Bogenldnge parametrisiert werden.

Sei y:1—CCRY, to,t €, h(t) = [ Ily(lldr fir festes t.

Dann ist A(7) = /(O] > 0, das heiBt & : I — h(I) =: I ist eine bijektive C'-Abbildung.
¥(s) := y(h™'(s)) ist eine dquivalente C'-Parametrisierung von C (¥ : I — C) und

1
h(t)

: d
(Il = Iy @l i&h_l(S) = II)'f(t)II‘ ‘ =1.

D.h., der Tangentenvektor ist in diesem Fall der Einheitsvektor = fs z IW(o)lldo = 5 — .
Somit gibt der Parameter s die Linge des Kurvenstiicks auf C vom festen Punkt Py = () zum
Punkt P = y(t) = y(h(¢)) an. s heilit deshalb Bogenlinge von C.

IC| :fds mit ds = ||y(®)||dt (skalares Bogenelement).
c

1.1.2 Skalares Kurvenintegral oder Kurvenintegral 1. Art

Definition 1.9. Sei C ¢ Q C RY, Q ein Gebiet, C = {x € RV|x = y(¢) # 0,1 € [a, b]}. Weiterhin
sei f : C — R gegeben mit f o 7y stetig auf [a, b]. Dann heif3t

b
ffds=ff(x)d81=f F@) ly@)lldz
C C a v:ds

skalares Kurvenintegral oder Kurvenintegral 1. Art.
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Eigenschaften:
1. Invarianz gegeniiber Parametertransformation (wie bei |C|)
2. Linearitit im Integranden (wie beim Riemann-Integral)

3. Additivitit beziiglich der Zerlegung von C = C; UC, U ... U C, mit C'-Kurvenstiicken C;:

fcfds:fafds+...+fcnfds

Beispiel 1.10 (Gesamtmasse eines Drahtes). Ein Draht der Liniendichte p(x) (also Masse pro
Lingeneinheit) sei idealisiert durch eine Kurve C. Dann ist M := fc p(x)ds die Gesamtmasse

des Drahtes. Definieren wir m(t) := f[ : p(y()lly(r)|ldr fiir t > 1y, t,ty € [a, b] fiir festes #y, so
ist m(t) die Masse des Kurvenstiickes von y(#y) bis y(?).

dm

= = =POOIFOI = dm = p(y()ds = M = fc -

Zum Beispiel: Masse M einer Windung der Schraubenlinie, wenn die Dichte exponentiell mit z
wichst, also p(x,y,z) = Ae*, x = rcost,y = rsint,z = ht,r,h > 0,1t € [0, 2n].

b
M = f pds = f Ae’ds = f Ae" \Jr2(= sin)? + r2(cos t)? + h2dt
C C a

2.
" AVE T2
AV + h2f ehds = '"TJr (" - 1)
0

1.1.3 Vektorielles Kurvenintegral oder Kurvenintegral 2. Art
1.1.3.1 Definition und Beispiele

Definition 1.11. Sei v ein Vektorfeld auf Q und C C Q eine regulire C'-Kurve mit Parametri-
sierung 7y, so heilit

b
fv -dx = fvl(x) cdx; + ..+ vy(x) - dxy = f v(y(t)) - y(¢)dt
c c a ———

=(v,dx) =(v(y(®), 7))

vektorielles Kurvenintegral oder Kurvenintegral 2. Art und dx = y(¢)dt(=: d_>s) vektorielles Bo-
genelement von C.
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Beispiel 1.12 (Arbeit im Kraftfeld).

Gesucht ist die Arbeit W, die verrich-
tet wird, wenn eine Punktmasse in einem
Kraftfeld F entlang einer Kurve C vom An-
fangspunkt A zum Endpunkt B verschoben
wird.

Wir betrachten einen einbeschriebenen Po-
lygonzug mit den Eckpunkten x, ..., x,.
Sei W, die Arbeit bei der Verschiebung von
Xk ZU Xjpy1.

Wk ~ Fk . (Xk+1 - )Ck) mit Fk = konst. und
geniigend kleinen ||x;,; — xxl|.

Es ist Fi- (Yt — y(@)) = Fr - (7@t — 1) + Ry)
mit lim —&— =0. Wihle F;, = F(y(t)), so dass

fe1 —1—0 1 Ik

Wi~ Foy () - 7@t = 1) = W~ Y Wi Y FOy(t0) - (1t — 1)
k=0 k=0

(Zwischensumme zum Riemann-Integral fa b F(y(t)) - y(t)dr). Deshalb:

W::fF-dx.
c
X

Beispiel 1.13. Arbeit W im Gravitationsfeld F(x) = —W entlang C: x = (1), t € [a,b],
X
A =vy(a), B =y().

X O
Fode=- | — . dx=—
L * .me = o™

W :_j*wmmm+nmwm+nm%@
a (1) + 30 + 303>

W

b LLy2(0) + yA(0) + YA(0)) b4
_ a2\ 2 3 _ d/ ) N
T Jd PO+ 0P dr f i (1) + 730 + V3@ ?) de

b1 11
“ Ayl ly@Ill - 11BIL 1Al

Ilyol™

Das Ergebnis hingt hier gar nicht von der Parametrisierung y der Kurve C ab, sondern nur von
deren Endpunkten A, B.
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Eigenschaften:
1. Linearitdt im Integranden und Additivitit beziiglich C wie bei Kurvenintegralen 1. Art.
2. Verhalten bei Parametertransformationy = o hmith # 0, ¥ : [@, b] — C:

(a) fc v - dx ist invariant gegeniiber orientierungserhaltenden Parametertransformatio-
nen, das heil3t bei i(¢) > 0, t € [a, b].

(b) Ist A(t) < 0, so dndert sich beim Ubergang von y zu ¥ das Vorzeichen von fc v-dx,
insbesondere f—c v-dx = - fc v-dx.

Beweis.
h(b)

b b
f v(y(0) - y(ndt = f v h() ) - ¥( () ) h(tyde = f v(F(w)) - y(u)du
a a —— ~—— —— h(a)

=u =u =du

Fiir i > O ist h(a) = @, h(b) =b = [ " V(1)) - #(dt = f;’ v(y(u)) - y(u)du.

Fir b < Oisth(@) = b, k) =a = [ voy®) - #(0dr = — [ viy@)) - #wydu. O

1.1.3.2 Konservative Vektorfelder

Definition 1.14. Das Vektorfeld v auf Q C RY heiBt konservativ in Q, wenn fc v - dx wegunab-

héingig ist fiir jede regulidre C'-Kurve C C Q, das heiBt wenn fc v - dx nur von den Endpunkten
von C abhingt und nicht von deren Verlauf (bei Orientierungserhaltung).

Folgerung 1.15. Das Vektorfeld v ist konservativ in Q genau dann, wenn 56c v-dx=0
fiir jede geschlossene stiickweise regulire C'-Kurve C C Q,
denn C = C; U C, mit C, = —C; und gleichen Anfangs- und Endpunkt von C; und Cs.

fv-dx:fv-dx+fv-dx:fv-dx—fv-dx
c G G G C3

Satz 1.16. Vektorfeld v ist konservativ in Q € R genau dann, wenn v ein Potentialfeld in Q
ist.

Beweis. (i). (<) Seiv = Vfin Q mit f € C'(Q). Dann gilt fiir jede C'-Kurve C C Q:

(Vf& @), ¥(1)

d
5f(7(t))
b b d
f{v()/(t)),)'/(t))dt:f 5f()’(f))dl‘

= f v-dx
14
Fy@). = fy®)) - f(y(@) = f(B) — f(A)

Ergebnis: fc v-dx hiangt nur von den Endpunkten A und B von C ab. Wegen der Additivitét
des Kurvenintegrals beziiglich C gilt dies auch fiir alle stiickweisen C!-Kurven.

(i1). (=) Sei v konservativ in Q2. Wir wihlen einen festen Anfangspunkt A € Q und betrachten
eine C'-Kurve C, C Q von A nach x € Q. Durch fc v - dx wird eine Funktion f definiert,
welche wegen Konservativitét von v nur von x abhangt, das heif3t

f(x)::fv-dx:fxv-dx.
C A
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Zu zeigen: f:Q — R ist eine Stammfunktion zum Vektorfeld v in Q, das heif3t %(p) =

vi(p) firi =1,...,N, p € Q. Nach Definition von % betrachten wir U,(p) C Q, r > 0.
Dann ist p + he; € U,(p) fiir |h| < r.

p+he; D p+he;
f v-dx—f v-dx:f v-dx:fv-dx
A A P C

h h
(v(p + te;), e;)dt = f vi(p + te;)dt
0 0

f(p+he)— f(p)

wenn als C die geradlinige Verbindung zwischen p und p + he; gewihlt wird, d.h. C : x =
p +te;, t € [0, h]. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert

d
@(f (p+he)—f(p)) =vi(p+he)) = Vf(p+he)e; =vi(p+he;) = fu(p) =vi(p). O

Bemerkung 1.17. Dieser Satz ist das Gegenstiick zum Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung. Er lautet als Formel:

f(B)—f(A):fv-dx ov =gradf

c

1.1.3.3 Hinléinglichkeit der Integrabilititsbedingungen

Frage: Wann folgt aus der Giiltigkeit der Integrabilitdtsbedingungen

= inQ,i=1,...,N, 1.1
an (9)C,' m : ( )

dass v ein Potentialfeld auf ganz Q ist?

Das Beispiel eines Magnetfeldes um einen Draht (vgl. Ubungsaufgabe 32) zeigt, dass die Inte-
grabilititsbedingungen fiir beliebige Gebiete Q C RY nicht hinreichend sind. Deshalb miissen
Zusatzvorraussetzungen an { gestellt werden, hier: Sternformigkeit.

Definition 1.18. Ein Gebiet Q C R" heiBt sternférmig, wenn es ein Zentrum x, € Q gibt, so
dass fiir jedes x € Q die Verbindungsgerade G, := {xo + t(x — xo)|t € [0, 1]} vollstidndig in Q
verlauft.

Beispiel 1.19. 1. Beispiele fiir sternformige Gebiete:

Uss) (@ b)x(c, d)
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ii. Beispiele fiir nichtsternférmige Gebiete:

Ui(xo) {xo}

Satz 1.20. Ist Q C RY ein sternformiges Gebiet und sind in Q die Integrabilititsbedingungen
(LI fiir das C'-Vektorfeld v erfiillt, so besitzt v ein Potential auf ganz Q.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei xy = 0 das Zentrum von Q. Wir definieren

1 1 N
f(x) = f v-dx = f w(tx), x)dt = f Z vi(tx)x;de .
e 0 0 =1

Nach Satz iiber die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen folgt:

1
7 () = f (v,(tx)xl) dr = f —(tx)txldt+ f vi(t)dr
0xy, 0

Ov-(tx)
=t (?lxk Xi+vi(tx)0ik

N

1 1
d
Nebenrechnung: f ve(t)de = vl — f t—vi(tx)dt = v(x) — f §
0 0 dr

i=

| <

(tx)x;dt
Xi

1 N
= Yy =nw+ f (@(t )——(rx))txldt o
Ox; 0 i:l

=0 (wegen (LI))

Bemerkung 1.21. 1. Die Hinlédnglichkeit der Integrabilitidtsbedingungen fiir ein Potential-
feld gilt auch fiir Gebiete Q C R, welche sich durch eine bijektive C?-Abbildung auf ein
sternférmiges Gebiet ¥ C RY abbilden, insbesondere fiir solche Gebiete, welche keine
Locher umschlieBen (einfach zusammenhédngende Gebiete).

Beispiel: Das ’Schlitzgebiet” Q = {(x},x2) € R?|0 < ||x| < r} \ {(x,0)|0 < x; < r} ist
einfach zusammenhéngend.

2. Da sich Potentiale nur durch eine Konstante unterscheiden, stimmt das globale Potential
mit dem jeweiligen lokalen Potential zu v iiberein (durch Integration lings der Koordina-
tenrichtungen).

3. Die Sternférmigkeit von € ist nicht notwendig fiir die Existenz eines Potentials zu v.
Zum Beispiel besitzt das Gravitationsfeld - * im nichtsternférmigen Gebiet R? \ {0}

1]

ein Potential.
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1.1.3.4 Zusammenfassung

Wann ist ein Vektorfeld v € C'(Q, RV) ein Potentialfeld?

v konservativ f v - dx wegunabhingig

(Def.) C
g
95 v-dx =0
c
g
v Potentialfeld = v=gradf
(Def.)
g
N N
Z vidx; exakt vidx; = df
(Def.)
i=1 i=1
J (T Q sternformig)
8v,~ 6\/‘}'
— = —firi,j=1,...,.N
axj ax,- ureJ

1.2 Oberflichenintegrale

1.2.1 Flichen im R3

Definition 1.22. 1. Sei G c R? ein Gebiet und
® .G - R
w

(u,v) = (X1, X2, x3) = X

eine injektive Abbildung mit ® € C"(G,R?), r > 1, deren partielle Ableitungen

IO (9D, 0D, 00,

E_(ﬁu’au’au) (1.2)
o (0D, 0D, 0D;

i 1.
Av (6\/’8\/’6\/) (13)

linear unabhéngig fiir jedes (u,v) € G sind. Dies ist dann der Fall, wenn rg ®’ = 2. ®
heift dann Fldchenparametrisierung F = ®(G) und G der Parameterbereich von F.
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X3

> DU B(G) .

u X1

Abb. 1.1: Flichenparametrisierung

2. F C R? heiBt C"-Fliche, falls eine Flichenparametrisierung ® mit F = ®(G) existiert
und zusitzlich die inverse Abbildung ® ' stetig ist. Eine solche Parametrisierung von F
heilt dann zuldssige Parametrisierung von F.

Beispiel 1.23. (a) Eine Ebene £ wird aufgespannt durch x = a + ub + ve mit gegebenen
Vektoren a,b,c € R3, u,v € R.

& = {a} + lin{b, c}

Hier ist G = R?, ®(u,v) = a + ub + ve, 32 = b, %2 = ¢. @ ist also eine C'-

Flachenparametrisierung, falls b und c¢ linear unabhéngig sind.

Abb. 1.2: Ebene

(b) Die obere Sphire O der Einheitskugel S*> = U,(0) € R? wird beschrieben durch

O:x;3=4/1 —(x%+x% ,  (x1,x) € Ui (0)
——

=GCR?

Hieristu = x;,v = x,.
Allgemein beschreibt x3 = f(x;, x2), (x1,x2) € G eine C"-Fliche im R?, falls f €
C"(G) (Graph der Funktion f). Diese Flidche ldsst sich parametrisieren durch

D(u,v) = (u,v, f(u,v))

oD oD
— = (1,0, 1) — =(0,1, 1)
ou ov
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%’ und ("6%’ sind linear unabhéngig. Ein solches ® ist auch stets eine zulédssige Fla-

chenparametrisierung F = ®(G).

X3

X2

1

Abb. 1.3: Obere Kugelsphire

(c) Die Schraubenfliche F wird parametrisiert durch
1

X] = rcost Xy = rsint X3 = —t
Vi

mitr € (1,2),t € (0,2n) in G = (1,2) X (0, 27r). Dementsprechend ist

or ot
Die Umkehrabbildung ®~! : F — (1,2) x (0, 2r) ist gegeben durch

t=7x3 r= /% +x

@ ist somit eine zuldssige C*-Parametrisierung von F.

oD ) oD . 1
— = (cost,sint, 0) — = |—rsint,rcost, —
Vi

\\\\\\\\“W///////////// :

, /,;7;7////////// ” \\\\W

Abb. 1.4: Schraubenfliache

Bemerkung 1.24. Um Figuren mit approximativer Selbstdurchdringung auszuschlieBen, muss
zusitzlich die Stetigkeit der Umkehrabbildung ®~' gefordert werden. Ahnlich wie bei Kurven
gilt dann der Satz iiber Parametertransformationen:

Satz 1.25 (Satz iiber Parametertransformation). Seien ® : G — F,® : G — F zwei zulissige
C"-Parametrisierungen von JF, so existiert eine bijektive C"-Abbildung & von G auf G mit ® =
® o 1 (Umparametrisierung).
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1.2.2 Tangentenvektoren und Flichennormale
Wir betrachten fiir eine feste Stelle P = (u1,v) € G

s D+ s,v) (1.4)
o O, v+1) (1.5)

Dies sind C!'-Kurven durch ®(P) auf F = ®(G) und heiBen Koordinatenlinien. Ihre Tangenti-
alvektoren in ®(P) sind

d oD

3, (P +s.v) T ) (1.6)
d op

3 (@ v+1) T 2, V) (1.7)

und heiBlen Tangentenvektoren an F in ®(P). Da sie linear unabhingig sind, spannen sie die
Tangentialebene an F in ®(P) auf.

(u,v+1)

Abb. 1.5: Koordinatenlinien und Tangentialvektoren

Wir bilden das Kreuzprodukt

Nu,v) = o X — (1.8)

Dieser Vektor bezeichnet die Normale an F in ®(u, v). Es ist NLZ2 und N.LSE.

€ € €3
N= Ou Ou Ju |~ G(IL)tz G(ILDZ €+ Hdb>t3 Bdb)tl €+ a(lb)tl aqb)tz €
ov, 00, 0d; = = 5 -7 72
ov ov ov ov ov ov
ov ov ov —_—
_D(D,, D3) _D(@3, @) D(D,, D)
~ D(u,v) ~ D(u,v) ~ D(u,v)

(Funktionaldeterminanten)

Beispiel 1.26 (Normalenvektor auf der Schraubenfliche). Die Schraubenfliche ist parametri-

siert mit
X rcost
®(r,t)=|y|=|rsint
Z t/m
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mit 1 < r < 2,0 <t < 2x. Die Tangentenvektoren sind

oD C‘.);’;
— =i
or 0
oD —rsint
— = | rcost
ot 1/n
An der Stelle r = 3/2,¢ = mist
-3/2
®3/2,n)=| 0 |eF
1

1
62(3/2,71’) = O]
or 0

0
62(3/2,71) = —3/2]
ot 1

|/

Somit ergibt sich

€ € €; 1/msint 0
N =| cost sint 0 —1/mcost|{= N@B/2,n)=|1/r
—rsint rcost 1/=m r 3/2

1.2.3 Berechnung des Flacheninhaltes

Aus der analytischen Geometrie erhilt man den Fldcheninhalt eines von zwei Vektoren a und b
aufgespannten Parallelogramms P mit

lla x bl = |all ||bl]| sin z(a, b) (1.9)
Analog ergibt sich

sai)(P) % t—(P)“ = st

sin / (BE(P) (P)) (1.10)

=st|IN(P)|

fiir r,# > 0. Dies ist der Flicheninhalt des Parallelogramms, das von s2% und 15>

wird und in der Tangentialebene an F in ®(P) liegt.

aufgespannt

Uberdeckt man F durch geeignet kleine solcher Parallelogramme, so ergibt sich die Summe der
Fliacheninhalte dieser Parallelogramme als Nédherung fiir den Flacheninhalt | F| der Flache F.

Definition 1.27 (Flicheninhalt | F| einer Fliche F). Der Fldcheninhalt einer Fliache F ist gege-
ben durch

Fl = f NG )| du dv
G

2 2 2
o f \/(D((I)z,‘b3)) i (D(cba,cbl)) +(D<c1>1,c1>2)) s
G D(u,v) D(u,v) D(u,v)

8(1) 8(1)
6v
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Damit | F| einen geometrischen Sinn hat, muss noch gezeigt werden:

Satz 1.28. Der Wert des Integrals fG |IN(u, v)|| du dv ist unabhingig von der gewéhlten Parame-
trisierung ®@.

Beweis. Seien ® : G — F und @ : G — F zwei zulissige Parametrisierungen von F. Dann
existiert eine bijektive C'-Parametertransformationh : G — G mit ® = ® o h,
ov; 0D, oh, 0D,
—— = —(h _ —
o~ o MG T G
0 00 (6D o) (0 oy _ ol oy
ou” av \ou " ov

(h(u,v))%, i=1,2,3
ov

ou ov ou Ov
= N(u,v) = N@@, v)deth’(u,v)  mit (&1, 7) = h(u,v)

= f INGe, v)I| du dv = f [Nh(u, v))|| [deth’ (u, v)| du dv
G G
(Subst.: (it, ) = h(u,v) & (,v) = h™' (@, 7))

— N[~ ’ D(M, V) i dv
- fh o [N, )| 1det b D(i1, ) i dy
~——
=|detth=1y (uv)|= 2k
_ f NG, 9| dit dv -
G

Beispiel 1.29 (Flicheninhalt einer Windung der Schraubenfldche F).

|F] :f IIN(r, 2)|| dr dt
(1,2)x(0,27)

2 27
= f ( (1/m)* + 12 dt) dr
1 0
2
= 2r- % (r 2+ (1 /m2 + (1) arsinh(m))‘
1

=2V1 +4n% — V1 + 72 + (1/7)(arsinh(27) — arsinh(r))
~ 9.642

Bemerkung 1.30. 1. Da sich das Integral fiir / nicht dndert, wenn im Integrationsbereich
G eine zweidimensionale Nullmenge heraus- oder dazugenommen wird, ist

|F| = fIINII dudv = fllNll du dv = |]-_'
G G
falls |0G| = Ound @ : 0G — O.F.

o

2.
,  ||0®|] ||o® | , [0® oD
||N|| = E E (1—COS (E,E))
_o®@ P jo@|F (i@ o\’
"ol Iov _<E’E>
ou’ dv av?’ dv
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g bezeichnet die Gramschdl Matrix von F. Man kann somit auch schreiben

Iflzf\/detgdudv
G

In der Physik benutzt man das skalare Oberfliichenelement

= +/detg du dv = |IN|| du dv

1.2.4 Skalares Oberflichenintegral

In Verallgemeinerung von |F| = ff do definiert man das skalare Oberfiiichenintegral oder
Oberflichenintegral 1. Art:

Definition 1.31. Sei F eine C!-Fliche mit zulissiger Parametrisierung @ : G — F C R? und
f eine reellwertige Funktion auf /. Das skalare Oberfldchenintegral ist dann definiert durch

ffdo —ff(fl)(u v))H—x—

Das Integral ist wieder invariant gegeniiber Parametertransformationen.

du dv (1.11)

Beispiel 1.32. Gesucht ist die Masse m einer Windung der Schraubenfliche F, wenn diese
mit einer Flichendichte p(x) proportional zur Hohe x; belegt ist, das heiBit p(x) = ax; fiir alle
x € F,a = const.,a € R.
Fixy=rcost,xp, =rsint,xzs =t/n, re(l,2),te(0,2n)
o 0D

N(r,t) = o X s = (1/nsint,—1/mcost,r)

m = fp(x) do —f a®s(r, 1) |[N(r, t)|| dr dt
(1,2)%(0,27)

271
= (f ,/—+r2dt) dr
27
1
gf tdtf \ = Fridr
T Jo 1 T
2 7 N
:1(27'()2[ ,/—+r2dr:2a/7rf — +r2dr = a|F|
2 i 2 | n? —

1.2.5 Vektorielles Oberflichenintegral

Definition 1.33. Unter gleichbleibenden Vorraussetzungen an die Parametrisierung von ® wird
fiir ein stetiges Vektorfeld v auf F mit dem Einheitsnormalenvektor n(u, v) := ||§EZ t;” durch

f(v,n> dozfv-?o)::fV(‘D(u,v))N(u,v)dudv:f<vo<l) 0P 8 >dudv
F F G G 3“ o
(1.12)

das vektorielle Oberflichenintegral oder Oberflichenintegral 2. Art definiert. Fé := n do heilt
auch vektorielles Oberflichenelement von F.

1JgrGEN PEDERSEN GRAM (1850-1916), dinischer Mathematiker
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Das vektorielle Oberflachenintegral verhilt sich bei Parametertransformation anders als das ska-
lare Oberflichenintegral. Seien ® : G — Fund ® : G — F zwei zulissige C'-Parametrisierun-
gen von F. Dann existiert eine bijektive C'-Abbildung h : G — G mit ® = ® o h, wenn
(i1, v) = h(u, v). Dann ist

X — = | —

ou ov ol ov

——e
=N(@,7)

f v-ndo = fv(fl)(u, v))N(u,v) du dv
F G

oD 0D (0D oD L, O0(h,hy) O, V)
N(u,v) = — = — |deth’, h = =
(w¥) ( x ) ¢ B v) 0w, v)

D(u,v)
D(it, v)

dit dv

= f v(D(i, ))N(it, ) det h’
h(G)

’
= f v-ndo= f V(@@ )N 5P 47 d
F G |det h'|
Das vektorielle Oberflichenintegral ist invariant unter positiver Parametertransformation mit
deth’” > 0 und &dndert sein Vorzeichen unter negativer Parametertransformation deth’ < O.
Bei Vorgabe einer zulédssigen Parametrisierung wird auch stets eine Orientierung der Fliche F
ausgezeichnet mit den zwei Klassen positive Orientierung und negative Orientierung.

Beispiel 1.34. Wir berechnen ff v - n do fiir eine Windung der Schraubenfliche 7 und v =
(-x2’ —X1, O)

N(r,t) = (1/msint,—1/mcost,r)
®(r,t) = (rcost,rsint,t/m)

f v-ndo = f (Dy(r, 1), —D(1,1),0)- (1 /mrsint,—1/mcost, r) du dv
F (1,2)x(0,27)

2 27
=f (f r/7TSi1’l2l+l’/7TC082tdl) dr
1 0
2 pom 2 )
=1/7Tf (f rdt)drzl/nf andr:ﬁ]:é
1 0 1

1.3 Integralsitze von Gauf} und Stokes

1.3.1 Der GauBsche Integralsatz in der Ebene
1.3.1.1 Normalbereich beziiglich der x-Achse

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im R! lautet

b
f f'(x) dx = f(b) - fa)

Das heil3t, die Integration iiber f” kann ausgedriickt werden durch Randwerte von f.
Verallgemeinerung auf den R%:
B C R? sei ein Normalbereich beziiglich der x-Achse. Der Rand B von B sei positiv orientiert,
das heilt, beim Durchlaufen von 0B liegt B zur Linken. 9B = C; U C, U C5 U Cy.
G ={(t, 81Dl € [a, b}, G ={(b, DIt € [1(D), 2D} ,
—C3 ={(t, 820t € [a, D]}, —C4 ={(a, Dt € [g1(a), g2(a)]} -
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oP

Sei Q € R? ein Gebiet mit Q > Bund P € C(Q) mit P, = % € C(Q), dann ist

oP b e gp b
f ——dxdy = f ( f —dY) dx = f (P(x, g2(x)) — P(x, g1(x))) dx
B ay a g1(x) 8y a
Wir betrachten das Vektorfeld v = (P, 0) und berechnen

4
95 v (dx, dy) f Pdx = Z f P(x,y)dx
0B 0B =1 YG
b dx 82(b)
fP(t,gl(t)) a dl“"f

b
d
P(b,1) =~ di— f P(t,e:(t) — dr
~—— ~——
=1 =0
g2(a) d
- f Pa,f) = dr
$1(@) .
=0
b P
= Pdx = (P(t, g(t)) — P(t, g2(2))) dt, also —dxdy = - Pdx .
dB a B Oy dB
1.3.1.2 Allgemeiner Fall

Ist B ein Normalbereich beziiglich der y-Achse mit positiv orientiertem Rand 0B und Q, Q, €
C(Q), so folgt analog

0
f —dedy = Qdy .
B Ox 9B
Satz 1.35. (Gaufischer Integralsatz in der Ebene, C.E.Gau3 (1777 - 1855))

C'(Q). Dann gilt bei positiver Orientierung von dB:

Sei B C R? ein Normalbereich beziiglich beider Achsen und Q > B ein Gebiet sowie P,Q €

oP 0
f(— + —Q)dxdy - 95 Ody — Pdx = 95 (=P, 0) - (dx, dy)
B\ 0y 0x 4B OB
Anwendung: Speziell ergibt sich fiir |B| die Formel

1
|B| = —9§xdy—ydx,
2
denn setzt man in der Formel aus Satz[1.35|P =y, Q = x, so ist

oP 9

f—+—Q dxdyszdxdy:ZIBl.
p\dy  Ox B
————

=2
Beispiel 1.36. Sei B = {(x,y)| x> +y> <2,y > 0}.

o°P 0
95 x? arctan(xy) dx + siny dy = f (— + 90 )dxdy
BT — B0y

ox
~——

=0
VI VR 3 V2
:_f f ﬁdy dx:—f go(x)dx—f p(x)dx=0.
v lJo + x%y 0 -V2

=:p(x)

Wegen ¢(—x) = —p(x) ist f_oﬁ p(x)dx = — foﬁ e(x)dx .

17
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1.3.2 Der Integralsatz von Gaufl im Raum

Satz 1.37 (GAussscheI@ Integralsatz im Raum, Divergenzsatz).

fdivvdx:f v-ndo (1.13)
Q 00

n ist die duflere Einheitsnormale auf 0Q, das heif3t derjenige Einheitsnormalenvektor, der von
0Q nach R? \ Q weist.

1.3.2.1 Beweis des GauBschen Integralsatzes im Raum
Der Beweis erfolgt schrittweise fiir spezielle Bereiche Q C R* und spezielle C'-Vektorfelder v.

Definition 1.38. Q c R? heiBt Normalbereich beziiglich der x,-x,-Ebene, falls
1.

Q= {X €R’| fix1, %) < X3 < fo(x1, %), (x1, 1) € B}
Fi={xeR x5 = i, x). (x1,x0) € B), j=1,2

JF1 bezeichnet den unteren Deckel, /, den oberen Deckel.

M = {x € R*| fi(x1. %) < X3 < fo(x1, %), (x1, X2) € OB} (Mantel von Q)
8Q = .F] U .Fz U M

2. Sei B ¢ G, G c R? ein Gebiet und habe B einen stiickweisen C'-Rand dB. Weiterhin sei

B ein gemeinsamer Parameterbereich fiir 7y und F>. f; € C'(G) erzeugt eine zuléssige
C'-Parametrisierung von JF ; iber B mit dem Normalenvektor N = N(x;, xp) = Z%" X % =

oxp’  0x1’

Sei jetzt v = (0,0,R) = R(xy, X», x3)e3, R € C'(Q), Q offen
und Q > Q. Dann gilt

OR R R
—dx = f —do—f ——do (1.14)
adx SR INTYT S5 N

Dies ist der Gausssche Integralsatz[1.37]in seiner einfachsten
Form. Beweis von (I.14): Nach Satz von Fusin ist

OR fo(x1,x2) OR
f —dx = f (f -— d.X3) d)C1 d)C2
Q 8x3 B Si(x1,x2) (9X3

=R(x1,%2,f2(x1,X2))=R(x1,%2, f1 (x1,X2))

Zu beachten: do = [IN|| dx; dx;.

OR f R f R
—dx = — do - — do
o 0x3 7 INI| 7 INI|

ICarL FriepricH Gauss (1777-1855), deutscher Mathematiker, Astronom, Ggolslﬁt liné PNSiliﬁralb ereich
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Umschreiben von (L14): Sei jetzt n = n(xy, x,) der duflere
Einheitsnormalenvektor auf 0QQ = F; U F, U M. Es ist dann:

aof, 0fs ) 1 1
auf F; : =|-—,-———, 1| ——= >n=N-€ = —
2 ( ' an’ ) Tx (VAR ’ SN
af1 afi ) 1 1
auf Fi: n=|—,—,-1| —— =>n3 = ———
: (6x2 0x, JT+(VF)? ’ [INI|

auf M : nles, weil M_Lx;-x;-Ebene = n3; =0

(L.14) gilt somit genau dann, wenn

f—dx_fRe3-ndo+fRe3-ndo+f Re3-nd0:f Re; -ndo
0x3 Fi M Q.

Analoge Formeln gelten fiir Vektorfelder v = (0, Q, 0) beziehungsweise v = (P,0,0); P,Q €
C'(Q).

00
f — dx = f Qe, -ndo |, falls Q ein Normalbereich beziiglich der x;-x3-Ebene ist.
Q

8]62
(1.15)

oP
—dx = f Pe; -ndo , falls Q ein Normalbereich beziiglich der x;-x3-Ebene ist.
o0

8x1
(1.16)
Addition der Gleichungen (I.14) - (IL.16) ergibt den allgemeinen Fall (L.13).

Bemerkung 1.39. Der Gausssche Integralsatz gilt auch fiir allgemeinere Bereiche €, insbe-
sondere fiir solche, welche sich in endlich viele Teilbereiche zerlegen lassen, die jeweils einen
Normalbereich beziiglich aller Koordinatenebenen darstellen. Dabei heben sich Integrale iiber
gemeinsame Trennflichen der Teilbereiche auf.

Beispiel 1.40. Gesuchtist / := fa o(4x1x3, —x3, X2x3) -n do, wenn Q = [0, 1] der Einheitswiirfel
im R3 ist. Es ist div v = 4x3 — x,. Mit Gaussschem Integralsatz[T.37] ergibt sich dann

1,' 3
I= fdlvvdx = f f f (4x3—x) dx; dxp dxz = f x3 dxz— f Xy dx, = 2x3 Ex% = 5
0 =
1.3.2.2 Anwendungen des GauB3schen Integralsatzes
1. Volumenformel:
1
|Q|:—f X -ndo, (1.17)
3 Joa
denndivx=3= Q| = [ dx= [ jdivxdx=1 [ x-ndo.
2. Formel der partiellen Integration:
0 0
fu% dx=— | —v dx+f w-v-n;dx, n;=cos(Z(n,e)) (1.18)
o OX;j Q 0X; oQ

fiir u, v € C'(Q), denn fiir v = uve; ist [, divv dx = [ div(uve;) dx = [ uve;-ndo und
A(uv)
('ij :

div(uve;) =
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3. 1. GREENsch Formel:

fVqudX+quvdX:f uﬂ do (1.19)
Q Q o0 On

fiir u,v € C*(Q) und g—; = Vv - n (Richtungsableitung von v in Richtung von n, dufiere
Normalenableitung von v).

Beweis. Mitv = uVyv = ugradvistdivv = Vv = V(uVv) = VuVv + uAv. Integration und
der Gausssche Integralsatz[1.37 liefern die Formel. 0O

. 2. GrREENsche Formel:

f(uAv —vAu) dx = f uﬂ - v% do (1.20)
Q 5Q on on

Die Formel ergibt sich aus der 1. GReenschen Formel mit Vertauschung von u und v sowie
Subtraktion.

1.3.3 Der Integralsatz von Stokes

Dieser Integralsatz stellt ebenfalls eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnun im Hoherdimensionalen dar. Wir wollen wieder ein Integral durch Randwer-
te des Integranden ausdriicken.

Satz 1.41 (Der Satz von STOKE@ im euklidischen Raum).

mit

f(rotv,n) do :95 v-dx (1.21)
F OF

rotv=VxXv=|7— = , ,
6xz (9)C3 8x3 (9)61 8x1 (9)62

0x) 0x2 E -
Vi V2 V3

eal e32 ea3 _(5\/3 0v, O0vi  Ovy O, avl)

Ausfiihrlich lautet der StokEessche Integralsatz

f%—%n+%—%n+%—%n do_fvdX+vdx+vdx
f5x25X316X36x126x1 ox,) _6]-'112233

(1.22)

1.3.3.1 Beweis des Stokesschen Integralsatzes

Beweis. Beweis des Stokesschen Integralsatzes mittels des Gaussschen Integralsatzes in der
Ebene unter folgenden Vorraussetzungen:

MGeorGE GREEN (1793-1841), englischer Mathematiker und Physiker.
V" f dx = F(b) - F(a), falls F' = f.
VSIR GEORGE GABRIEL STOKES (1819-1903), irischer Physiker und Mathematiker
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1. Sei G c R? ein Gebiet mit G C B und B ein Normalbereich beziiglich beider Koordina-
tenachsen mit positiv orientiertem stiickweisem C'-Rand 9B, das heiBt

B ={wv)|uela,bl, fiw) <v< )} ={wv)|veled, g <us<gm)
fi, f>, &1, & sind stiickweise C'-Funktionen.

2. Sei ® € C*(G) und eine zulidssige C2-Paramterisierung von F = ®(B) iiber den Para-
meterbereich B, F = ®(AB). Jede C'-Parametrisierung von 0B liefert damit eine C!-
Parametrisierung von 0.F.

3. v sei ein C'-Vektorfeld auf einer offenen Menge M > F.

Behauptung: Dann gilt die Formel des Stokesschen Integralsatzes.
Beweisfiihrung:

1. Wir betrachten das Vektorfeld v = (P,0,0), P € C'(M) und setzen p(u,v) = P(®(u,v))
fiir (u,v) € B. 9B : (u,v) = y(1),t € [0, 1]. Daraus folgt: ® o 7y ist eine Parametrisierung

von 0.F.
1
f v-dx = f P(@(y(®)) _dx
OF 0 —

00y,

1
f p(y(r))<(‘9u‘ M)‘) (t)>

do 5® i
( 1(y(0) _ 09, ~ 010 + —(7/(0)?’20))

dr
0D, oD,
= — du —d
56 ﬁu +p6v Y

Die Anwendung des Gaussschen Integralsatzes in der u — v-Ebene liefert
0 ( 00 0 ( 0D,
Sdx = —|p—| - dud
ﬁ;v X f;(ﬁu(p av) 8\/( ou )) e

_f @@_G_pg + 52(1)1_ P>, du dv
~Je\\du v Oy du pﬁuav pavﬁu

ap 6P8<I>1+8_P6(I)2+8_P%
du  Ox; du  Ox, du  Oxy Ou
aPaq)l OpdP®, 0P H(®@y, D) 9P 9(D;, 1)

8u d O ou ﬁxz o(u,v) HFTS 0x3 6(u V)

Nebenrechnung:

oP oP

=——N;+ —N,
(9X2 3T 8x3 2

=rotv-N

= f v-dx = frot v(®(u, v))N(u, v) du dv
OF

:frotv-n do m]

]: v

=|INJ|| du dv
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2. Eine analoge Formel gilt fiir v = (0, Q,0) beziehungsweise v = (0,0,R) mit Q,R €
C?(M). Der Fall eines allgemeinen C'-Vektorfeldes v ergibt sich wegen der Additivitit

der Integrale im Integranden auf beiden Seiten der Formel im Stokesschen Integralsatz

.41l

Bemerkung 1.42. Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir allgemeinere Parameterbereiche
B beziehungsweise Fliachen F, zum Beispiel fiir solche, welche aus Teilflachen F; bestehen
mit 7, = ®(By) und B = |J;_, By unter der Bedingung, dass die By die im Beweis genannten

Vorraussetzungen erfiillen. Dabei ist Cx; = By N B; fiir k # j entweder leer, aus einzelnen
Punkten bestehend, oder eine stiickweise C'-Kurve

ij = (I)(Ck]) =0F N 8.7-"1
Wegen Additivitat gilt

rotv-ndo = f rotv-ndo = SE v-dx (1.23)
A 2 2.9,

k=1 YTk

Auf dem gemeinsamen Rand I'; ist die Orientierung abhiingig von der Orientierung von Cy;.
Cx; wird in unterschiedlicher Richtung durchlaufen, je nachdem, ob die Kurve als Teil von 8By
oder 0B; anzusehen ist. Die Integrale fnf v - dx haben somit unterschiedliche Vorzeichen und
heben sich somit in der Summe gegenseitig auf. Damit folgt

frotv-ndO:Zf V-dXz?GV-dX (1.24)
F =1 Y OFNOF oF

Spezialfall: Ist F eine geschlossene Fliche, zum Beispiel eine Kugelsphire oder Oberflache
eines Torus , so ist . F = @ und ff rotv-ndo = 0.

/la" K 77 \\\
(IS A
= <)
NGOt KN
\NiShoaz sy oo
R oy
AN\ y /4

Abb. 1.7: Torus

Beispiel 1.43. Gegeben ist ein Vektorfeld

x|
vV = sin(xyx3) + e*
9
cosh (xge(x‘ )" In (1 + xfx%))
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Sei F eine beliebige C?-Fliche und .F = {x eR3 | x3=0,(x1,x) € aUr(O)}.

frotv-ndo:gg v - dx
F OF

vy dx; + vy dxp

I
SO~

oU(0)

x% dx; + e dx,
oU,(0)

Il
[

da (xf, e’”) ein ebenes konservatives Vektorfeld auf R? ist wegen (xf, eXZ) = V(

3
i x2
3 + ¢

)

23
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Kapitel 2

Funktionentheorie

2.1 Holomorphe Funktionen

2.1.1 Darstellung

Wir betrachten Funktionen aus C in C, das heit sei D C C eine Menge komplexer Zahlen, so
heiit f : D — C eine komplexe Funktion. Schreibt man

w = f(2) ze€D,z=x+iy,w=u+1iv
mit x,y,u,v € R, so ist
Re (f(2)) = u(x,y) Im (f(2)) = v(x,y) (2.1

Beispiel 2.1 (f(z) = €7).

e’ =exp(z) = Z % absolut konvergent fiir alle z € C
n=0 "
exp:C—>C

e“=e" =¢e*(cosy+1isiny)

u(x,y) = Re(e®) = e*cosy v(x,y) = Im(e*) = e*siny

Einerseits ldsst sich f als Abbildung A ;(x,y) = (Lv’gg) aus dem R? in den R? auffassen, an-
dererseits kann man die Korpereigenschaften von C ausnutzen. Die weitgehende Ausnutzung
der multiplikativen Struktur von C ist Gegenstand der Funktionentheorie beziehungsweise der
komplexen Analysis. Das fiihrt zu tiefgreifenden Berechungen und Resultaten, welche im R
nur sehr schwer oder gar nicht moglich sind. Die Topologie von C wird bestimmt durch die

Eigenschaften des euklidischen Vektorraumes R? versehen mit der Standardnorm

VX2 4+ 32 = ||(x, V) = Iz (Betrag von 7). 2.2)
Insbesondere ist
lim f(z) =a,ac C¢& lim u(x,y) = Re(a) lim  v(x,y) = Im(a) (2.3)
720 (x,y)—(x0,Y0) (x,)—(x0,Y0)

25
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2.1.2 Differentiation komplexer Funktionen

Definition 2.2 (Komplexe Differenzierbarkeit, Holomorphe Funktion). 1. Sei D c C offen
und zo € D sowie f : D — C eine komplexe Funktion. Dann heit f in zy (komplex)
differenzierbar mit der komplexen Ableitung f”(zo), falls

lim fzo + h})l — f(20)

h—0

= f"(z0) 2.4)

existiert.

2. Man nennt f : D — C holomorph in D, falls f in jedem zy € D komplex differenzierbar
istund f’(z) stetig auf D ist.

Bemerkung 2.3. Die Voraussetzung der Stetigkeit von f” ist eigentlich tiberfliissig, da mit wei-
tergehenden Mitteln bewiesen werden kann, dass aus der Existenz von f” fiir alle zo € D bereits
die Stetigkeit von f’ folgt.

Wegen der Analogie zum Reellen iibertragen sich auch alle Differentiationsregeln wortlich ins
Komplexe. Insbesondere gilt wieder die Zerlegungsformel:

[ ist in zo komplex differenzierbar & | f(zo + 1) — f(z0) = bh + r(h) | (2.5)

mit limy,_, rTh) = 0. Dabei ist b = f’(zp). Daraus ergibt sich unmittelbar die Stetigkeit von f in
20, das heilt aus der Differenzierbarkeit von f in zy folgt die Stetigkeit von f in z,.

Beispiel 2.4. 1. Aus Definition 2.2} Ist f(z) = const. in D, so ist f’(z) = 0.
2. Aus Definition2.2: Ist f(z) = zin D, soist f'(z) = 1.
3. Aus der Produktregel folgt: (z") = mz™ ', m € N. Allgemein gilt: Ist

1

p@) =a,7" +an 7" +...+az+ap, ajeC

SO ist
P @) =ma,?" + (m=Dan2" > +...+a .

4. Allgemeiner gilt fiir eine Potenzreihe P(z) = ), _, a.(z — zo)™ mit einem postiven Kon-
vergenzradius p > 0 die gliedweise Differentiation von P(z) im Innern des Konvergenz-
kreises U,(zo) (s. Herleitung der Differentiation von P(z) im Reellen):

P(z) = Z man(z — 20" .
m=1

2.1.3 Zusammenhang zwischen komplexer Ableitung und Jacobimatrix

A= (z) (2.6)

Aj(x,y) = (ﬁx “y) 27
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Satz 2.5. Die komplexe Funktion f = u + iv ist in zp = xy + iy genau dann komplex differen-
zierbar, wenn die reelle Abbildung A differenzierbar ist im Punkt (xo, yo) und dort gleichzeitig
die CaucHY-RIEMANNSCHEN Differentialgleichungen

‘ux = Uy = =V, (2.8)
gelten. In diesem Fall ist
1/ (z0) = u(x0, yo) + ivi(X0, Yo) = vy(xX0, yo) — itty(xo, yo) (2.9)
und
' (zo) = det A’/(xo, yo) (2.10)

Beweis. i) Wenn f’(zo) existiert, so gilt die Zerlegungsformel (2.3)). Wir zerlegen (2.3) in
Real- und Imaginérteil mit

fl@o)=a+iB h=h+ihy r(h) = ri(h, h) +ir(h, h) o, B by by 1,12 €R

R3) e ulxg+hi,yo+ hy) —u(xg,y0) = ahy — Bhy + 1,
v(xo + hy,yo + ha) — v(xo, Yo) = ahy + Bhy + 1

& Af(XO + hy,y0 + hy) _Af(xo,yo) — (Q _,8) (Z;) + (1’1)

a 1)

Wegen limy,_, rTh) = 0 folgt lim,,, 'rl(}ﬁ)l =0.Mit|r] = Jr? + 7% > 1|r)l, j = 1,2 ergibt sich

lim, 1,)-(0.0) \/ﬁ = 0, das heiit die Abbildung A ist in (x, yo) differenzierbar mit
1 2

Al(x0, y0) = (a _'8) o {0‘ = ux(x0, yo) = vy(Xo, Yo)

@ B = vi(x0,y0) = —uy(xo, Yo)

ii) Umgekehrt ergibt sich aus der Differenzierbarkeit von A/ in (xo, o) und (2.8)) die Existenz
von f’(z) mit

f(z0) = a +iB = u(xp, o) + ivi(x0, yo) = vy(x0, yo) — ity (X0, Yo)

’ a - /
det A,(xo, yo) = f‘=az+ﬁ2=lf(z(>)l2 O

Ié

Folgerung 2.6. f istholomorph in D genau dann, wenn u, v € C'(D) und die CAUCHY-RIEMANNSCHEN
Differentialgleichungen (2.8)) erfiillt sind.

Beispiel 2.7. 1.

f(@)=¢ u= Re(f)=e"cosy v=Im(f)=e"siny

Uy =€ cosy =1, u, = —e*siny = -,

= € ist holomorph auf ganz C mit (¢*)’ = u, +iv, = e*cosy +ie*siny = e°.
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f@=72=x—-1y Su=x v=-y uy=1#v,=-1
Fiir diese komplexe Funktion ist u, v € C*(R?), jedoch ist f nirgendwo komplex differen-
zierbar.

Weitere Folgerungen aus den CauchHy-RiemannscHEN Differentialgleichungen (2.8)):

1. Sei G c C ein Gebiet, f holomorph in G mit f’(z) = O fiir alle z € G, so ist f(z) = const.
in G, denn f’(z) = 0 impliziert u, = v, = v, = u, = 0, das heilt A((x,y) = const .

2. Satz 2.8 (Satz iiber die Umkehrfunktion). Sei f holomorphin G, f'(zy) # O fiirein zp € G.
Dann existieren Umgebungen U = Us(z9) € G und V = U (wy) C f(G), wy = f(20),
so dass U durch f bijektiv auf V abgebildet wird. Die Umkehrfunktion g : V — U ist
holomorph in V mit der Ableitung

11
@ fgw)

g'w) = w=fz) & z=¢gW) (2.11)

y G i f(G)

w=E+1n

Abb. 2.1: Satz iiber die Umkehrfunktion

Beweis. f'(z9) # 0 = detA}(xO,yO) = |f’(zo)|2 >0= A}(xo,yo) ist regulédr. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen (s. Analysis II) ist A eine reelle bijektive C'-Abbildung
von U auf V und fiir die Umkehrabbildung A, : V — U gilt

-1
A& = Alx,y) ! = (a _(;8) mit f'(z) = a + iB,
, 1 a B
s 8):

Andererseits ist

A= (‘V‘j ﬁz) gw) = p(&,m) +iv(&, )

He = Zom = Vi
= B
vé::—az—wz:—,un.

Das heif3t, die reellen Funktionen y, v erfiillen die CaucHy-RiemannscHEN Differentialglei-
chungen fiir jedes (£,1) € V. g ist somit holomorph in V mit

@ . B _a-ip_ f@ __1
0/2+,82 012"‘32_012"',32_|f’(Z)|2_f’(z)'

gw) = +ive =
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2.1.4 Die komplexe Logarithmusfunktion
f(z) = e* ist holomorph in C mit f'(z) = e* # (ﬂ Wir betrachten

exp:S Z:RX(—T(,T[)—>C\R_:{WEC|W:rei¢,—ﬂ'<¢<ﬂ'}

R_={zlz=x,x<0}

3

Abb. 2.2: Komplexe Logarithmusfunktion

Die Abbildung ist bijektiv und holomorp. Nach Satz [2.8 existiert deshalb die Umkehrfunkti-
on, welche mit log bezeichnet wird.

log: C\R_ — R X (=, m) mitel°¢¥ = w
log(e®) =z (2.12)
(logw)" = v'—v (2.13)

w=re? el = e =y = Jogw = Inr +i¢

[logw = In|w| +iargw| (2.14)

log heillt Hauptzweig des komplexen Logarithmus. Allgemein heiflt eine holomorphe Funktion
L(z) ein Zweig des komplexen Logarithmus in einem Gebiet G 3 0, falls eX@ = z fiir alle z € G.

Bemerkung 2.9. Mit L(z) ist auch L(z) + 2kni fiir k € Z wieder ein Zweig des komplexen

Logarithmus in G, denn el@+27 = L@ Xt — - Sind L, L, zwei Zweige, so gilt L;(z) =
-1

L,(2) + 2kmi mit einem k € Z, denn el1®@ = 7 = el2@ = el@=L2@) = 1 = [,(7) - L, () = 2nik(2)

fiir jedes z € G mitk : G — Z. Aus k(z) = 229 folgt, dass k holomorph und somit stetig ist.

Wegen k(z) € Z muss k(z) konstant sein.

2.1.5 Fortsetzung reller Funktionen im Komplexen

Seia € C,z € C\ R_. Dann ist die allgemeine komplexe Potenz z* definiert durch

= exp(alogz)| (2.15)

mit

a—1

1
(z") = exp(alogz)-a(logz) = 7*a-— = az (unter Verwendung der Kettenregel) (2.16)
z =

Iwegen |e7] = le¥el| = |e¥| |eiy| =e*>0
——

. :1
siehe Ubungsaufgabe 43.b)
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Beispiel 2.10. Wir betrachten eine ebene, stationire, inkompressible und wirbelfreie Stromung
mit einem Geschwindigkeitsfeld («, v). Damit ist die Stromung quellenfrei, das heifit div(u, v) =
u, + vy, = 0, und wirbelfrei, das heilt rot(x,v,0) = 0 & wu, = v, = fi(z) = u —iv und
f(2) = v +iu = i(u — iv) = ifi(z) sind holomorph in G, falls u,v € C1(G). fi(z) = u + iv heiBt
komplexe Geschwindigkeit des Feldes (u, v).

Zum Beispiel

fi(z) =logz fiur Re(z) > 0
=In|zl +iargz
= u =1In /x? +y?
v:—arctanz
X
1.05 [ 2 D T U B T B o
SR 2 A B T R B B o
r ¢ % ; * ¥ A Al A} A Y A N N EN EN
A A A
L / '/ / ¥ y Y A 4 4 LN a a - -
,/ / » » » 14 A 1 « LN 'S IS - -
:/ P - » Vd Y A IS ~ IS - - =
! . L -+ | L . + | L
L 0.5 1.0 1.5 2.0
7\ ~ - ~ - » 1 v - > - > - >
7\ A N NN » A\ A 4 v v T o >
\ X X % v o4 g ( ¢ ¢ v ¥ 2 >
-0sr \ \ L\ A\ A A 4 4 4 v y v oy >
L K LT S S S R
[ T T L T Y »
10+ ? ? f f f 1 A A A A EAR 4

Abb. 2.3: Vektorfeld fi(z) = logz

2.2 Integralsatz und Integralformel von Cauchy

2.2.1 Komplexe Integrale

Definition 2.11 (Komplexes Riemann-Integral). Sei g : [a,b] — C mit g(r) = g(¢) + ig,(?),t €
[a, b] mit reellen Riemann-integrierbaren Funktionen g, g,, so schreiben wir

b b b
fg(t)dt::fgl(t)dt+ifg2(t)dt (2.17)

1

Beispiel 2.12.

1 1 :
- t
f (sin(rt) + %) dr = f sin(rr) dr + i f £ gp = 5@
0 0 B

T

1 .Z‘3
+iz

o 3

+

2
I

L | ==

0



2.2. INTEGRALSATZ UND INTEGRALFORMEL VON CAUCHY 31

Definition 2.13 (Komplexes Kurvenintegral).

1. Sei z(t) = x(¢) + iy(¢) mit x,y € C([a,B]). Dann ist C = {z € C|z = z(¢),t € [a,B]} eine
Kurve in C. Sie entspricht der reellen Kurve mit der Parameterdarstellung (x, y) = y(¢) mit
y(t) = (x(2),y(1)),t € [a,B] und dem Tangentenvektor y(r) = (k(¢), y(¢)). Der komplexe
Tangentenvektor ist z(¢) = X(¢) + iy(?).

|C|=fﬁll7(t)||dt=fﬁli(t)l dr (2.18)

2. Sei G c C ein Gebiet, f(z) = u(x,y) + iv(x,y) eine komplexe Funktion auf G und C
eine stiickweise C!-Kurve. Dann wird das komplexe Kurvenintegral von f entlang dieser
Kurve definiert durch

&)
ff(z)dz ::f f(z(t))z'(t)dt:fudx—vdy+ifvdx+udy (2.19)
C @ C C

Bemerkung 2.14. fc f(2) dz wird auf zwei vektorielle Kurvenintegrale im Reellen zuriickge-
fiihrt, weil fZ = (u +1v)(X +1y) = ux — vy + i(vx + uy). Damit iibertragen sich die Eigenschaften
dieser reellen Integrale auf fc f(2) dz. Trotzdem berechnet sich oft fc f(z) dz bequemer in C.

Beispiel 2.15 (Wichtige Integrale der Funktionentheorie). Sei C = dU,(zy) die Kreislinie um z,
mit Radius r und positiver Orientierung

C={zeC(Cllz—zl =1}

96 f(z) dz = f f(@) dz
U, (z0) lz=zol=r

r

KZO

Abkiirzend setzen wir

Abb. 2.4: Kurvenintegral

Berechnung von flz aol=r m dz fiir m € Z: Wiihle Parametrisierung von U ,(zg): z = zo+re' =

AP) mit§ € (0,2m). 2 = ire?, (2(¢) — 20)" = (re®)" = e,
1 7 et o
dZ = f - d — irl—mf el(l—m)¢ d
ﬁ-zulzr (Z - Zo)m 0 ymeimg ¢ A ¢
1
m=1: f dz = 2mi
lz—z0l=r < — <0

27 27
m#1: f L ir‘-m( f cos((1 — m)¢g) dg +i f sin((1 — m)¢) d¢)
lz—zol=r (z—zo)" 0 0

=0 =0

Il
IS
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2.2.2 Der Cauchysche Integralsatz

Satz 2.16 (Cauchyscher Integralsatz). Sei G C C ein sternformiges Gebiet und f eine in G
holomorphe Funktion. Dann ist fc f(2) dz wegunabhiingig fiir jede stiickweise C'-Kurve C C G,
also

f@dz= | f(x)dz (2.20)
Ci Cy

fiir zwei C'-Kurven C;,C> C G mit gleichem Anfangs- und Endpunkt. Gleichbedeutend damit
ist

ng(z) dz=0 (2.21)
C

fiir jede geschlossene C!'-Kurve C C G.

Bemerkung 2.17. Der Cauchysche Integralsatz gilt unter ,, schwicheren “ Anforderungen an G
und C, zum Beispiel fiir einfach zusammenhingende Gebiete G (Gebiete ohne Locher). Aber:
Fiir beliebige Gebiete G C C gilt der CaucHysche Integralsatz im Allgemeinen nicht. Zum
Beispiel ist f(z) = i holomorph im Gebiet C \ {zy}, aber

1 )
f f(z)dz:f dz=271#0
l=~zol=r lz—zol=r £ — 20

Beweis von Satz[2.16] Da f = u + iv holomorph in G ist, gelten die CaucHy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen (2.8)). Dies sind aber gerade die Integrabilititsbedingungen fiir die beiden
reellen Vektorfelder (u, —v) und (v, u#). Damit sind die beiden Felder Gradientenfelded™ und
fc(u dx — v dy) sowie fc(v dx + u dy) sind wegunabhingig fiir C ¢ G. Daraus folgt die Behaup-
tung. O

2.2.3 Stammfunktionen

Wegunabhiingige Integrale lieBen sich im R? mittels Stammfunktion berechnen. Das gleiche
giltin C, wobei F : G — C eine Stammfunktion zu f : G — C genannt wird, wenn F’(z) = f(z)
fiir alle z € G. Genauer gilt:

Satz 2.18. Ist f stetig auf G ¢ C und fc f(z) dz ist wegunabhiingig fiir C!'-Kurven C C G,

dann ist fiir beliebiges aber festes a € G die Funktion Fy(z) = fco f(£) d mit einer beliebigen

C'-Kurve Cy von a nach z € G eine holomorphe Stammfunktion zu f in G. Fiir irgendeine
holomorphe Stammfunktion F zu f gilt

fc f(©)dd =F(z) — F(a) (2.22)

Beweis. 1. Sei f = u+iv. fc(u dx — v dy) und fc(v dx + u dy) sind wegunabhingig und es
existieren Potentiale ¢,y zu (u, —v) beziehungsweise (v, u). Also gilt

Gr=1u ¢y =—v Yr=v Yy=u

Setze Fo(z) = ¢(x,y) + i(x,y). Dann sind fiir Fy in G die Gleichungen (2.8)) erfiillt.
Somit ist Fo holomorph in G mit F|(z) = ¢, + i, = u +iv = f(z). Weiterhin ist F(z) =
fco(u dx—vdy) +i fCO(v dx + udy) = fCO f(z) dz.

Beachte: G muss sternférmig sein.




2.2. INTEGRALSATZ UND INTEGRALFORMEL VON CAUCHY 33

2. Fir z € G gilt: F'(z) = f(z) = F((z), das heibt (F — Fy)’ = 0 in G. Somit folgt F(z) =
Fo(z) + Cund [, f(z) dz = Fo(2) = Fo@) = F(z) = F(a). D
=0

Folgerung 2.19. Jede holomorphe Funktion f hat im sternférmigen Gebiet G C C eine holo-
morphe Stammfunktion.

Beispiel 2.20. Gesucht ist fc cos(z) dz, wobei C die positiv orientierte Kreislinie um i mit Radius
1 in Re(z) > O ist. Da cos(z) holomorph in C ist, gilt

2i i 1
f cos(z) dz = sin(z)’ = sin(2i) = isinh?2 = . (62 - —)
c 0 2 e?

da sin(z) = (cos(2))’".

Im(z)

Re (2)
Abb. 2.5: [, cos(z) dz

2.2.4 Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatz

Satz 2.21 (Hilfssatz). Sei G C C ein Gebiet, zo € G und g holomorph in G \ {zo}. Ist G D

Uzr(z1) D U.(zp), so gilt
f g(z)dz = f g(2) dz (2.23)
l=z1|=R lz—z0l=r
Beweis.

C, =T, UTl, U3 UTy ist eine stiickweise C'-Kurve. C; wird in
ein sternformiges Gebiet G; C G \ {zy} eingebettet. Dann liefert
der Caucnysche Integralsatz 9561 g(z)dz = 0.

Analog sei C, = I's U —-I'3 UT¢ U —TI'. Satz R.16lliefert wieder
fcz g(z) dz = 0. Somit ist fcl g(2) dz + fcz g(z) dz = 0. Wegen
Additivitdt und Orientierungsabhingigkeit des Wegintegrals ist

f g(x)dz =~ f g(z) dz
I3 -I2,-T3

pos. Orient.

F] UF5 = (9UR(Z1)

Abb. 2.6: Grafik zum Beweis

neg. Orient.

F4 U F6 = —(9Ur(Z0)

Damit folgt

f g(z)dz + f g(zx)dz=0= g(z) dz - f g(zx)dz=0 m|
0URg(z1) -0U(20) lz=z1|=R lz=zol=r

Erginzung:
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Satz 2.22 (Deformationssatz). Die Formel (2.23)) bleibt richtig, falls 0Ug(z;) ersetzt wird durch
eine geschlossene stiickweise C'-Kurve C ¢ G, C = dG mit positiver Orientierung. Es ist G 3 z,
und C darf keine Doppelpunkte enthalten.

Aus dem Deformationssatz beziechungsweise der Formel (2.23)) leiten wir eine wichtige Eigen-
schaft holomorpher Funktionen her:

Satz 2.23 (CaucHysche Integralformel). Sei f holomorph in einem Gebiet G C C und Ug(z;) C
G. Dann gilt

1 f(2)

271 Jy =k 2~ 20

dz = f(zo) Vzo € Ur(z1) (2.24)

Die Caucnysche Integralformel besagt, dass bei holomorphen Funktionen f ihre Werte im Inne-
ren von Ug(z;) eindeutig bestimmt sind durch die Werte von f auf dUg(z;). Mit anderen Worten:
Die Holomorphie von f erzeugt so eine enge Bindung zwischen den Funktionswerten, dass der
Funktionsverlauf in Ug(z;) vollstindig durch den Verlauf von f auf 0Ug(z;) bestimmt ist.

Beweis.

1. Setzt man g(z) = %, so ist g holomorph in G \ {zo}. Anwendung von (2.23)) ergibt

S Z2dz= [ L2 wemn 0 <r < R-1|z1 -2l (= Ulz) € Ur(@)).
+ - d -
f ) dz = f J (o) + f(2) — f(z0) dz = £(z0) . f Jf(@) - f(zo) dz
le=zol=r £ = 20 le=zol=r 72 le=zol=r £ 720 Jlg—zol=r <720
P ———
=2mi
1 1 -
:>_f f(z) dZ:f(ZO)+_-f Mdz
2ni l—z1l=R < ~ 20 2ri lz=zol=r 720

Noch zu zeigen: lim,_,, ﬁ flz oer f(zz:—fo(z") dz = 0.

2. Da f stetig in Ug(zy) ist, gibtes zu e > 0 ein 6 = d(e) : |f(2) — f(z0)| < & fiir alle

Z:]z—20l < 6. Mit0 < r < ¢ gilt dann
1 J@—-fo) | 1 f(2) = f(z0)
— ——dz| = — — - dz
le—zol=r 270 | Jp—zgl=r

21 Z—20 72— 20
1 - 1
< —10U,(zp)| max M < —27rrf =¢
(UA 48.b) 27 -zl=r |z — 2ol 2n r
1
= —f /@ dz - f(z0)| < & Ve > 0.
2mi Ji;—gy1=r 2 = 20
Mit € — 0 folgt (2.24). |
Folgerung 2.24 (Mittelwertformel). Wihle zo = z; in (2.24).
1 .
flz) = —f /@ dz 2=z +Re?, ¢ €0,27]
27t Jpmzyir 2 20
1 (™ f(z; + Re®)
= — — 7 d
i), Rew P4

=iRei?

27

1 .
= f) = - ) f(z1 + Re) d¢ (2.25)
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Beispiel 2.25 (Anwendung der CaucHyschen Integralformel).

h h
f €08 Zdz:f 02 4z = 2i cosh 0 = 2xi
lz-i=2 < lz—=i]=2 < —

2.3 Hauptsitze iiber holomorphe Funktionen

2.3.1 Der Entwicklungssatz

Mittels der CaucnHyschen Integralformel gelingt es, teils iiberraschende Resultate iiber holomor-
phe Funktionen herzuleiten, welche in der reellen Analysis keine Entsprechung haben, zum
Beispiel die Entwicklung in eine Potenzreihe. Da fc f(2) dz zuriickgefiihrt wird auf zwei reelle
Kurvenintegrale (siche (2.19) und Bemerkung 2.14)) wenn C gegeben ist durch x = x(¢),y =
¥(t),t = [, B], folgt der Satz iiber Vertauschung von Integration und Grenzwertbildung.

Satz 2.26. Sei C eine stiickweise C'-Kurve und (g,), eine Folge komplexer Funktionen, wel-
che stetig auf C sind und gleichmdfig auf C gegen g konvergieren. Dann ist g stetig auf C und
fc gn(z)dz — fc g(2) dz fiir n — oo, das heif3t

n—oo

lim | g,(z)dz = f lim g,(z) dz (2.26)
C cn—oe

Satz 2.27 (Entwicklungssatz fiir holomorphe Funktionen).
Eine im Gebiet G C C holomorphe Funktion f ldsst sich in

jedem Punkt zy € G in eine eindeutige Potenzreihe entwickeln.
Das heif3t:

(o)

f@=) alz-z) Vi€ Usz)CG 2.27)

n=0

Abb. 2.7: Entwicklungssatz
Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist groBBer oder gleich

inf a6 W — 2ol

Beweis.
1. Sei Ug(zp) € G,z € Ug(zp). Dann ist ry := |7 — 29| < R und es existiert r € (ry, R). Mit

2.29) folgt
@
= — EAEAN|
f@)= f( ¢

2ni —zo0l=r g -z

lz=z0l _

|{—z0l —

2720

= m1t w| =

2. Entwicklung des Integranden in eine Reihe: Fiir { € 0U,(zp) seiw :=
L < .

(o)

1 1 1
:>§—Z_(§—ZO)+(ZO—Z) (- Zol_ 4“ ZOZW

(o9

f({) JO) O &—z0)" f&Qo .
[-7 (- ZOZ@—ZO)" Z@ PR
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3. Diese Reihe wollen wir integrieren und zeigen deshalb ihre gleichmifige Konvergenz
beziiglich der Integrationsvariable ¢ bei festem z, z.

S

n

n 7] M (ro\"?
< max Ifé)l ol _ o :—(—0)
({— )n+1 £e0UR(20) 0|nJrl pirl r \r
‘/_/
=M

n
Da Y7, (’70) wegen ry < r konvergiert, ergibt sich die gleichmifBige Konvergenz nach
dem WEIERSTRASSSChen Majorantenkriteriu.

(o9 (o)

J ) IA9) f Q) )
dZ = —2 2 di(z—
N L ar €7 a 16=zol=r ; (¢ = 200! marde= Z t—zol=r (€ = 20)""! (e
_y (L f© N
= /@)= ; (271-1 L—Z()l:r - Zo)n+1 dg) (z—z0)"| (228[])

2.3.2 Folgerungen aus dem Entwicklungssatz
2.3.2.1 Analytizitit

1. Da wie im Reellen jede Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzradius gliedweise und
unendlich oft differenzierbar ist, ist auch f unendlich oft differenzierbar. Damit folgt:
Jede holomorphe Funktion ist im Inneren ihres Definitionsbereiches D unendlich oft dif-
ferenzierbar (kurz: f € C*(int D)).

Bemerkung 2.28. Eine Funktion, welche die Eigenschaft hat, in jedem zp € G in eine
Potenzreihe entwickelbar zu sein, heilt (komplex) analytisch in G. Im Komplexen gilt: f
ist holomorph genau dann, wenn f analytisch ist.

Aber: Im Rellen gilt dies nicht! Zum Beispiel ist die reelle Funktion

h) {exp (-%) xeR\{0}
0 x=0

unendlich oft in R differenzierbar, jedoch in xy = 0 nicht in eine Potenzreihe entwickelbar.

2. Aus dem Beweis des Entwicklungssatzes folgt die CaucHysche Abschditzungsformel:

1 S f f&
= — d a, —~ > d
27 —z0l=r (é" — Zo)n+1 { = | | 271' —zol=r (év _ ZO)n+1
SO |_M
= |lanl < r(erﬂnUa;éo) ¢ - Z())n+1 = F (2.29)

Weiterhin folgt wie im Reellen aus f(z) = Yoy a,(z — 20)" = ao = f(z0) = f(z) =
Yo @z — 29)" ' =

1 1
= f'(z0) a, = Ef”(Zo) a, = —'f(")(Zo)
n!

Wsiehe Analysis II
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Die Potenzreihe von f ist folglich die komplexe TayLorreihe von f mit den CAucHyschen
Ableitungsformeln

!
f"(z0) = =

o ¢ (2.30)

[ /@
|

{—zo0l=r (lj - ZO)n+1 - 2_7(1 |(-z1|=R ({ - ZO)”+1

Bemerkung 2.29. Die Ableitungsformeln ergeben sich induktiv durch formale Differen-
tiation nach z, unter dem Integralzeichen.

Beispiel 2.30. (a) f(z) = log(1 + z) ist holomorph im Gebiet G mit
G=C\{zeClIm(z) =0, Re(z) < —1}. f(z) ist somit in zy = 0 in eine Potenzreihe

entwickelbar.
log(1+2) = )" a,2" mit ap = £(0) = log(1) = 0
n=0
1 1 (=1 (n-1)! (=1
= — () 0 = — =
== T oy n
R (_1)n+l .
- Z z
n=1 n
Nebenrechnung: £2) = ——  f(s) = ——
ebenrechnung: =— =—
e S Y= T U+ 2
1) (n = 1)!
gy = 1))
(@) A+
Es ist der Konvergenzradius o > 1. Wegen Divergenz der Reihe fiir z = —1 ergibt
sichpo = 1.

(b) Im Allgemeinen wird man versuchen, die Potenzreihenentwicklung einer holomor-
phen Funktion durch geeignete Operationen mit bekannten Reihen zu erhalten, zum
Beispiel durch Umordnung. f(z) = a%z ist holomorph in C \ {a}. Potenzreihenent-
wicklung um z; # a:

1 - 1 .
= —(2—-2
a-z nZ:;‘ (a—zo)”“( )

fiir |z — zo| < |zo — al (siehe Beweis des Entwicklungssatzes 2.27).

3. Satz 2.31 (Satz von Morera (1856-1909)). Ist G c C ein sternformiges Gebiet und f
eine auf G stetige Funktion mit wegunabhdngigem Integral fc f(z) dz fir alle C ¢ G
(stiickweise C!'-Kurven). Dann ist f holomorph in G.

Beweis. Nach dem Satz iiber Existenz einer Stammfunktion ist F(z) = fc fQ d¢ =
fa ° £(¢) d¢ fiir eine Kurve C € G mit Anfangspunkt a und Endpunkt z eine Stammfunktion
zu f, das heiBit F(z) = f(z). Aus der Holomorphie von Fj folgt, dass Fy, unendlich oft
komplex differenzierbar ist, somit ist auch f unendlich oft komplex differenzierbar und
folglich holomorph. O
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2.3.2.2 Identitiitssatz

Aus dem Identititssatz fiir Potenzreihen folgt der

Satz 2.32 (Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen). Sind f, g holomorph im Gebiet G € C
und sei (z,),-; € G mitlim,,. 2, = 20 € G,z, # 2o und f(z,) = g(z,) fiir alle n € N. Dann ist
f=ginG.

Anwendungen des Identitiitssatzes:

(a) Die holomorphe Fortsetzung der reellen elementaren Funktionen ins Komplexe ist nur auf
eine Weise moglich, denn zwei solcher holomorpher Fortsetzungen fallen auf der reellen
Achse zusammen. Aus dem Identitétssatz[2.32] folgt die Gleichheit im komplexen Gebiet.

(b) Sei f in G holomorph und nicht konstant, so hat f’ in jeder kompakten Teilmenge D C G
nur endlich viele Nullstellen, denn gelte fiir eine abzéhlbare unendliche Menge (z,,);7, C
D : f'(z,) = O fiir alle n € N, dann besitzt (z,) wegen Kompaktheit von D einen Hiu-
fungspunkt zo € D. Das heift es existiert eine Teilfolge (z,,);2, C (z,) mit limy_ 2, =
20, f'(zy,) = O fur alle n € N. Der Identititssatz[2.32]liefert f’(z) = O fiir alle z € G. Somit
ist f(z) konstant.

Zusammen mit der Cauchyscher Integralformel (2.24) ergibt sich daraus:

Satz 2.33 (Maximum-Prinzip). Sei f im Gebiet G C C holomorph und besitze |f| ein Maximum
im Inneren von G, so ist f konstant in G.

Beweis. 1. Seizp € G mit M = |f(z0)] = max,cs |f(z)]. Wir zeigen f’(z9) = 0.
Betrachte g,(2) := (f(2))",n € N, wobei g,(z) holomorph in G ist. Mit der CaucHyschen
Ableitungsformel (2.30) folgt

8,(20) = L f GG A

2mi lz—zol=r (Z - ZO)2

1
max |f(g)I" < -M"
U ( r

1
’
20)| £ — max ==
gnz)| <~ max lgn(@)| =~ max

2€0U (20

M
18,20l = n1f )" 1f (o)l = nM" ™ |f"(z0)] = |f'(20)] < i

Mit n — oo folgt |f/(z0)] < lim, o =0 = f/(2) = 0.

2. Nach der 2. Anwendung des Identititssatzes [2.32] kann es fiir f # const in U,(z9) C
G nur endlich viele Stellen z,...,z, € U,(zo) mit |f(z))| = M geben. Wihle r, > 0

und 7o < minj_; |zj - z0|. Dann ist |f(z)| < M fiir alle z € U,,(z9). Mit CaucHyscher
Integralformel (2.24) folgt

1
vm»%;if 1@ 4,
= |27 gl 27 20

M

< max )< M
2€0U (20) 7@l

Dies fiihrt zum Widerspruch, falls f nicht konstant ist. m]

Beispiel 2.34. Gegeben sei f(z) = z> — z. Gesucht wird max g |/ (2)] =1 Mo.

My = max |f(2)l = max|z* — z| =max |zl lz—1]= max |¢¥ -1
le=1] =1 =1 ~—— ¢€10.27)
-1

= — 2 in2 = — = — = = —
_¢1€1[1£§r)\/(cos¢ 1)? +sin“ ¢ ¢r€r[1()e}2)§r)\/2 2cos¢p = V2 —2cosm=2=f(-1)
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2.3.3 Zusammenfassung: Charakterisierung holomorpher Funktionen

Sei f stetig im sternformigen Gebiet G ¢ C und C C G eine stiickweise C!-Kurve.
f@ =ulx,y) +iv(x,y), z=x+1y
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
e fist holomorphin G

e fistanalytischin G

0 0 0 0
. u,vECl(G,R)mita—Z :a—;unda—;t :_6_;

e ¢ f(z) dz = 0 fiir alle geschlossenen C.
e [, f(z) dz ist wegunabhiingig fiir alle C.

e f besitzt eine holomorphe Stammfunktion in G.

2.4 Residuentheorie

24.1 Laurent-Entwicklung

Oftmals miissen komplexe Funktionen untersucht werden, welche in U.(z) \ {zo} definiert und
holomorph sind. Das heifl3t, in z, liegt eine Definitionsliicke von f vor. Man bezeichnet z, als
isolierte Singularitdt von f.Zum Beispiel ist zg = 0 eine isolierte Singularitit fiir die Funktionen
Si%, %, exp (%) Das Verhalten einer solchen Funktion f in U.(z¢) ldsst sich genau beschreiben,
wenn man eine Verallgemeinerung der TavyLor-Reihen verwendet: Die sogenannte LAURENT-

Reihe nach PiERRE LAURENT (1813-1854).

Definition 2.35.

(o)

f@= ) alz-z) 2.31)

n=—oo

heiflt LAURENT-Reihe. Diese ist konvergent, wenn die beiden Reihen

(9]

T() =) az-2)" (2.32a)
n=0
—1 0 1 n
HQ = Y ae-2) = Y a, (Z - ZO) (2.32b)
n=—0oo n=1

konvergieren. Man nennt 7'(z) reguldren Teil (TayLor-Reihe, Nebenteil der LAurRenT-Reihe) und
H(z) singuldren Teil (Potenzreihe in ﬁ, Hauptteil der LAURENT-Reihe).

Bemerkung 2.36. Eigenschaften wie Eindeutigkeit, absolute und gleichméfige Konvergenz,
gliedweise Differenzierbarkeit usw. lassen sich, insbesondere in Ringgebieten K, ,,(z0) :=
U,,(z0) \ U, (z0), 0 < r; < r, < oo von der Potenzreihe auf die LAURENT-Reihe iibertragen.
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Satz 2.37 (Entwicklungssatz). Sei f holomorph in K, ,,(z9). Dann besitzt f dort eine LAURENT-
Entwicklung, das hei3t

[ee)

=) az-2)" YzekK, ()

n=—co

Die Koeffizienten a, sind eindeutig bestimmt durch

: f _J@ ¢ (2.33)
|

ap = =
2mi {—z0l=r ({ - ZO)IH—I

In jeder kompakten Menge D C K, ,, konvergiert die Laurent-Reihe (2.31)) gleichméBig und
absolut.

e a r<r<nmr

Kr],r2(20)={ZEC|"1 <lz =zl < 12} mitOSrl <ry <o

Abb. 2.8: LAURENT-Reihe

Beweis. (Beweis durch Adaption des Beweises des Entwicklungssatzes fiir Potenzreihen)

1) Sei z € K, ,, fest. Somit gilt

1,2
rn<o<l|z—zl<R<nr

KQ,R(ZO) - Kr1,r2(ZO)

I'1, I, verlaufen auf dU,(zp) und 0Ug(zp) sowie auf ge-
meinsamen radialen Strecken. Nach Satz[2.16]ist

O 40 g
I (-2
Abb. 2.9: Zum Beweis der Lau-
Weiterhin ist nach (2.24) RENT-Entwicklung
1@ d¢ = 27if(z)
I (-2

Addition ergibt

2nif(z) = &d{+ &dz=f &d{—f &d{:h—lz
| 4

r { —Z I § —Z {-z70l=R § —Z ~zl=0 6 — X

=1 =1
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ii) Wir entwickeln den Integranden von /; in eine Reihe. Fiir € dUg(z,) ergibt sich

1 (z-z0)"
- Z( T fir -zl <1 -l .

¢ ¢ —zo)"*!
Das heiBt, die Reihe konvergiert fiir &= = =20 < 1 ynd nach dem Majorantenkrite-
g = R J

rium gleichmiBig beziiglich {. Analog erhilt man durch Vertauschung von ¢ mit z die
Reihenentwicklung des Integranden in I;:

<1

L Z (& =z0)" fii Is“—zOI 0
(

{-z - -zl k-l
mit gleichméBiger Konvergenz beziiglich £.

iii) Beide Reihen diirfen somit gliedweise integriert werden:

- f() Jf@)
2nif(x)=hL - L = == dl -
nif(z)=1 — L f 4 f;

—zol=k £ =2 =0 2

N ; [ N -1 f f@
= > (z- —L= g —z0) A VS T
;(Z ZO) fl{—zol:R ({ - ZO)n+1 § " ; (Z ZO) ’ |&—z0l=0 (é“ - Zo)‘Zfl ¢
ki=n+1=1

dg

Wegen Satz[2.22]konnen in den Integralen dUg(zo) beziehungsweise U, (zo) durch dU,(z)
mit r; < r < r, ersetzt werden, ohne dass sich die Integralwerte dndern. Daraus folgt die
Formel fiir a,,n € Z. Die Aussage iiber die gleichméfige Konvergenz der Reihen folgt
wieder aus dem Majorantenkriterium. O

Beispiel 2.38 (LAurent-Entwicklung um efinzy = 0). ef = exp (%) ist holomorph fiir z # 0,
das heif3t fiir |z] > 0, bzw. z € K (0).

2.4.2 Klassifikation isolierter Singularitiiten

Definition 2.39. (1) z, heiit hebbare Singularitdt von f, falls H(z) = 0, das heilit a,, = 0 fiir
n < 0. Hier lédsst sich f durch T'(z) holomorph nach z, fortsetzen.

(2) zo heiBt Polstelle der Ordnung m von f, falls H(z) ein Polynom vom Grad m in Potenzen
von —— ist, das heift a_,, # 0,a, = O fiir n < —m. Hier hat f die Darstellung f(z) =
(z — z0) ™h(z) mit einer holomorphen Funktion A, h(z) = a_,,.

(3) zo heiBt wesentliche Singularitit von f, falls H(z) eine unendliche Potenzreihe in ﬁ ist,
das heiBt a, # O fiir unendlich viele n < 0.

Beispiel 2.40. 1.

O°1 °°1

H(2)
Zo = 0 ist also eine wesentliche Singularitit.
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2. % =T +H(@mitT(z) =0, H(z) = % Zo = 0 ist also eine Polstelle erster Ordnung.

sinz S (—1)2
_— = 1 _—= T H =
Z T i+ ) (@)= Hz) =0

Zo = 0 ist also eine hebbare Singularitiit.

Bemerkung 2.41 (Ergiinzung). Analog zu den Polstellen definiert man:

f hatin z eine Nullstelle der Ordnung m, wenn f(z) = (z —20)"g(z) mit g(zo) # 0, g holomorph
in G.

Folgende Aussagen sind dquivalent:

e f(z) hat in z eine Nullstelle der Ordnung m.

f( 5 hat in z; eine Polstelle der Ordnung m.

o f(z0)=f(z0)=...= f(m_l)(Zo) =0, f™(z9) # 0.

Beispiel 2.42. f(z) = =,z # 2kni, k € Z. Wir untersuchen den Typ der Singularitit in z; =
2kmi. Der Nenner g(z) = € — 1 hat in z; eine Nullstelle der Ordnung 1, denn g’(z) = €* # 0. Fiir
k # 0 hat damit f(z) in z; eine einfache Polstelle.

Z Z 1
k=0: (2) = = flirz#0
f (Z"" )_1 1+Z+Z+ -1 1+§+...

n=0

Da h(z) = 1+ 5 + ... holomorph in C ist und i(z0) = h(0) = 1 # 0, ist — ,() die holomor-

phe Fortsetzung von f in zo = 0. Die Singularitit ist somit hebbar. Fiir f existiert somit eine
Potenzreihenentwicklung um z, = 0:

= B
@)= k:‘ z
k()\/./

=ay

fiir |z| < 27 wegen Singularititen von f in z.; = +2mi. In diesem Ansatz sind By die BERNOUL-
Lischen Zahlen’|. Berechnung von By:

el

k+n
k' (n+ e

1= 0%

(P

l

Z( k'(l—k+1)'Jl VZ§O<|Z|<27T

=0

CaucHysche Produktreihe

k+n

Mit dem Identitétssatz fiir Potenzreihen und Koeffizientenvergleich ergibt sich

'1:C0:Bo

I
0= Zk'(l k+1)! €N

VJakos BErnouLLI (1654-1705), Schweizer Mathematiker
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Daraus erhilt man eine Rekursionsformel zur Berechnung von By:

! I
I+ 1! [+1
Bi——— B 2.34
R+ 1= ) kz k( ) (2.34)
R l+lB+l+lB+ +l+1B—O
0 0 1 1+ / 1=
Berechnung von B; und B;:
1
Bo+231:0:>81:—5
1
BO+3BI+332:0:>B2:8
Fiir ungerade n > 1 ist B, = 0.

2.4.3 Das Residuenkalkiil

Definition 2.43 (Residuum). Sei f holomorph in Ug(z9) \ {zo}. Dann heif3t der erste Koeffizient
des Hauptteils der zugehorigen LaurenTreihe das Residuum von f an der Stelle zj, das heif3t

Res(f,z0) =a_; = L f(z)dz (2.35)

271 Jpezgl=r

Bemerkung 2.44. Der Begriff Residuunt*1 bezeichnet den Wert des Integrals aus dem CaucHyschen
Integralsatz (Satz[2.16)). Ist f holomorph in zg, so folgt Res (£, zg) = 0

Umgekehrt ldsst sich folgern: Res (f, z9) # 0 = f hat eine Singularitit in zyo. Zum Beispiel ist
Res (L,0) = 1. Aber Res( £,0) = 0, jedoch hat f(z) = % in zy = 0 einen Pol zweiter Ordnung,

dennziz:H(z): —+1 %
2.4.3.1 Berechnung von Residuen
1. Wihlen eines ,,bequemeren‘ Integrationsweges anstelle von dU,(z)

2. Aus der Laurent-Entwicklung folgt: Falls lim__,, (z — z¢) f () existiert, so ist
Res (f, zo) = lim,_,,,(z — z0) f(z) genau dann, wenn f in 2z, einen Pol erster Ordnung oder
eine hebbare Singularitit besitzt.

3. Rechenregeln:

(a)
Res (af + bg, zo) = aRes (f, z0) + bRes (g, z0) (2.36)

(b) Hat f in z; eine einfache Polstelle und ist g holomorph in U,(z¢), g(zo) # 0, so ist

Res (fg,20) = g(z0) Res (f, 20) (2.37)

Vat. , Riickstand“
Vlisiehe auch Ubungsaufgabe 55
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(c) Hat f in z; eine einfache Nullstelle, so ist

1 1
Res|—, = 2.38
. (f ZO) 1 (20) (2-38)

Beispiel 2.45. Gegeben sei die Funktion f(z) = Z3S+i"2fzz. Gesucht sind die Residuen von f an
allen Singularititen.

1. Berechne die Nullstellen des Nenners:

2+2i2=0ez=0,20 = -2i
~—— —

zweifach einfach

2. Berechne die Nullstellen des Zahlers:

sinz=0sz=km,keZ

f hat somit in z, = —2i eine einfache Polstelle.

3. Wende die Rechenregeln an:

. 1 N 1 N 1
Res (f, —2i) = Res T sin z, —21) = sin(—2i) Res (Z3 i —21) = —isinh(2) E 22|,

o 1 isinh(2)
= —1sinh(2) - A
3(-2i)2 +4i(-2i)) __ 4
sinz sin z 1 i
R =1 =li =lim——- =3
es (f,0) Z1_I>I(')IZf(Z) Zl_{rolzzz(z +2i) pare) z 0+2i _2
—— -

=1

2.4.3.2 Der Residuensatz

Satz 2.46 (Residuensatz). Sei f holomorph im Gebiet G ¢ C mit Ausnahme der isolierten
Singularititen zy, . . ., z,,. Ist I" eine geschlossene stiickweise C I_Kurve ohne Doppelpunkte, I' =
G mit positiver Orientierung, G c G und G ein Gebiet mit z; € G firk = 1, ..., m. Dann gilt:

b £ dz =27 )" Res (. (2.39)
r k=1
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Beweis. Wegen der endlichen Anzahl der Singularititen von f in G existiert zu z; ein ry > O :
Urk(Zk) - G’ Urk(Zk) % Zj fur.] * k

f f(z)dz = 2niRes (f,z0)  firk=1,...,m

lz—zk|=rk

=,
k=1 VI

In G=G\ Ui, (Sk U U,k(zk)) (einfach zusammenhéngendes
Gebiet) ist f holomorph = 569@ f dz = 0 (Satz2.16).

fdz=27i )" Res (f,2)
k=1

2—zk|=rk

G =T U U (Sx U (=S U (=0U,, (1))
k=1

=0= %f dz + 9§ fdz
r ; —0Uy, (zx)
= 95 fdz=)" f fdz O
r k=1 v 1e=zl=r

Beispiel 2.47. Berechnung des folgenden Integrals mit Hilfe des Residuensatzes:

Abb. 2.10: Zum Beweis des
Residuensatzes

4 C=a-2.2)%0,2 me
) = ) X ’ 2
9§1+Z4Z (22x0.2) >
=G
21 1. 4+-.. 20
1. Berechne die Singularitdten des Integranden: e *
:’  Re@
(a) Nullstellen von 1 + z*: 0 1 1 2
) -1 z3
l+'=00=-1=""", neZ
=z=2=¢0"%) n=0,1,23 Abb. 2.11: Beispiel 247
(b) Nullstellen von z*:
2=00z=0%+2
= Alle Singularititen sind einfache Polstellen.
2. Berechne die Residuen:
3 3
Z 3 1 ;1 z, 1
R — s Zn| — R — | = 0 - L =
es(1+z4z) on es(1+z4z) “U+yl., ap 4

3. Wende den Residuensatz[2.46an. Priifung der Voraussetzungen: zo,z; € G, 7,23 € C\ G.

3 3 3
Z ) Z Z 1 1 .
9§1+Z4 dz:27r1(Res(—1+Z4,z0)+Res(—1+Z4,Zl)):2m(z+z): i
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2.4.3.3 Anwendung: Berechnung von reellen uneigentlichen Integralen

Satz 2.48. Sei f holomorph in C mit Ausnahme der isolierten Singularititen z;,...,z, € C\ R
und |f(2)| < 5 fiir alle z : |z| > r. Dann ist

|2

f f(x)dx =2mi Z Res (f, zx) (2.40)
e Im ()>0
Beweis. 1. Wihle R > r so, dass z; € Ug(0). Cr := 0(Ur(0) N {z € C|Im (z) > 0}). Aus Satz
2.46/folgt
95 fdz=2zi > Res(f,z)
Cr Im (3)>0
R T . dZ i
fdz= | fdx+ | f(Re?) 5, 99, €0Ux0) & z=Re" ,$€[0,2m)
Cr R 0 ¢
=1\ (R) ~iReit

=h(R)

2. Grenziibergang R — oo:

IL(R)| = |iR f £ (Re)e* d¢‘ <R f |f(Re)| |e| do
0 0 ————
<_C =
" ko] :
C [~ C
IL(R)| gRﬁfo do = % S 0fiir R — oo
= Es existiert
lim 7,(R) = f f(x) dx = 2ni Z Res (f,z) — lim L(R) O
R— o0 oo Im (>0 R—o0

=0

Bemerkung 2.49. 1. Wegen f(z) = u(x,y) + iv(x,y) gilt |[u(x,0)] < % fir [x] < r. Damit

existiert nach Majorantenkriterium fow u(x,0) dx und f_ (; u(x,0) dx (analog fiir v).

00 0 00
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x) dx
oo . 0
f f(x)dx = f u(x,0)dx +1 f v(x,0) dx
0 0 0

2. Da die Singularititen z; mit Im (z) < 0 in der Formel keine Rolle spielen, konnen in der
unteren Halbebene beliebig viele Singularititen von f liegen.

3. Ein analoger Satz gilt bei Integration iiber den unteren Halbkreis.

4. Anstelle der Integration iiber den Halbkreis kann als Integrationskurve auch eine andere
geeignete geschlossene stiickweise C!'-Kurve gewihlt werden, zum Beispiel Viertelkreise
oder Rechtecke. Dadurch konnen die Voraussetzungen an f abgeschwicht werden.
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5. Die Wachstumsvoraussetzung an f ist insbesondere erfiillt fiir Integranden vom Typ

f2) = %Z; mit Polynomen p, g und Grad p < Grad g — 2.
qz

Beispiel 2.50. Berechnung von [ O:O# dx. Wihle f(z) = 17, dann ist f(x) =
Re (f(x)),x € R.

1. Teste Voraussetzungen an f: f ist holomorph auBer in z = z, = ("% n = 0,..., 3.

. . |z* . 1
lim |f(2)||zI* = lim = lim ———— =
RO = B ] T T ]

das heil3t [ f(z)| Iz* < 1 fiir |z > r mit geeignetem r.

2. Singularititen von f in der oberen Halbebene sind die einfachen Polstellen zy und z;.

3. Berechnung der Residuen:
1 I 5. 1 3 3
Res (f,z0) = 4—Z(3) = Ze_z’” =7 (cos (Zﬂ) —isin(Zﬂ))
1 1 .1 9 9
Res(f,z1) = — = Ze_%’” = Z(COS (Iﬂ) —i sin(zﬂ))

4zf
S—— ——
“en(D) (D)

4. Berechnung des Integrals:

1

f ) foydx=2zi Y Res(fiz)

n=0,Im (z,)>0
1 RV .. (37 1 b8 LT
=2mi|=(cos|—|—1isin|— +—(cos(—)—1sm(—))
4 4 4 4 4 4
27i? 1 bis
=— 2. =—- V2 ==YV2
4 2 V2 2



48

KAPITEL 2. FUNKTIONENTHEORIE



Kapitel 3

Partielle Differentialgleichungen

3.1 Lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen bilden die Untersuchungen eine weitgehend abge-
schlossene Theorie. Bei partiellen Differentialgleichungen ist dies wegen der Vielzahl der mog-
lichen Gleichungstypen und verschiedenartigen Losungsmethoden nicht der Fall. Deshalb be-
schrinken wir uns auf die drei klassischen Grundgleichungen der mathematischen Physik:

N
1) LAPLACE@-Gleichung oder Potentialgleichung: | Au = Z Uy, =0
=1

ii) Wirmeleitungs- oder Diffusionsgleichung: |u, = a*Au|, a = const., a > 0

iii) Wellengleichung:|u, = a*Aul, a = const., a > 0

3.1.1 Charakteristische Form und Typeneinteilung

Die drei Grundgleichungen sind alles lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten und beschreiben jeweils andersartige physikalische Erscheinun-
gen.

Allgemein heif3t

N

Liu) = )" ay(x)

ij=1

2

0“u N ou
Tedx, + ; bi(x)a—xi + c(0)u + d(x)

=:H[u] (Hauptteil)

linearer partieller Differentialoperator 2. Ordnung und

N &
01(x:) 1= Y ayéié; = £TAME mitg=|; |eRY (3.1)
S En

die zugeordnete charakteristische Form (oder das Hauptsymbol) von L. Hier ist A(X) = (a;;(X))
die Koeffizientenmatrix.

Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden in drei Typen klassifiziert.

TPiERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827), franzosischer Mathematiker und Astronom

49
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Definition 3.1 (Typeneinteilung). Sind A4,(x), ... Ay(x) die Eigenwerte von A(x).
Dann heit L in x € RY
elliptisch & A;(x) > 0 oder A;(x) < O fiir alle i,
parabolisch < A;(x) = 0 fiir ein {7,
A;(x) > 0 oder A;(x) < O fiir i # 1",
hyperbolisch < A;:(x) > 0 fiir ein 7",
Ai(x) < 0 fiir i # i* (oder umgekehrt).

Bemerkung 3.2. 1. Der Typ des Differentialoperators L[u] wird durch seinen Hauptteil
Hl[u] bestimmt. Q;(x, &) entsteht aus H[u] durch Ersetzung von a%- durch ;.

2. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann A € R¥*V als symmetrisch vorrausgesetzt
werden. Andernfalls setzen wir a;; = %(a,» i+aj)=ajund

N N N N
0u 1 o’u o’u 0?

;P — v —_— — — = H 2
Z ij ax,-axj 2( Z ij 6x,»8xj * Z dii 8x,-(9xj ) Z ii 6x,»8xj [u] (3 )
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

3 0’u
B ijax,-

3. Fir N = 2 ist damit die Klassifikation von L[u] vollstindig, fiir N > 2 ist dies nicht der
Fall.

4. Fiir N = 2 und festes x € R? ist Q(x;, x», &1, &) = const die Gleichung fiir eine Kurve
zweiter Ordnung in der &,-&,-Ebene (Kegelschnitte). Mit den Vorzeichen der Eigenwerte
von A = A(x) ergeben sich dabei Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln.

3.1.2 Prototypen partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung

1) Die LapLacegleichung
Au=0 (3.3)

beschreibt stationdre Zustdnde physikalischer Prozesse, wie zum Beispiel bei Wirmelei-
tung, Schwingungen, usw.

N N 1 0
Onx.€) = 0a@) = D 6yt = Y & A=| . |=Iy
=1 0 1

(elliptische Differentialgleichung in N Dimensionen)

i.j=1

ii) Die Warmeleitungsgleichung

U, = a*Au, t=xyi 3.4)
beschreibt physikalische Ausgleichsprozesse wie zum Beispiel Warmeausgleich oder Dit-
fusion.

a? 0
N .
0@ =d’0n§) -0=a’) &, A= o
i=1 a
0 0

(parabolische Differentialgleichung in N + 1 Dimensionen)
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iii) Die Wellengleichung

u,; = a’Au,

= XN+1

51

(3.5)

beschreibt physikalische Schwingungsvorgéinge. Zum Beispiel ist sie fiir N = 1 die Dif-
ferentialgleichung einer schwingenden Saite (1, = a’u.,), wobei u die Auslenkung der
Saite beschreibt. Fiir N = 2,3 werden Schwingungen zum Beispiel elektromagnetischer

Wellen oder Schallwellen dargestellt.

N

0@ = @0sE) ~ & =a* ) & -
i=1

2
§N+1’

A =

a? 0

0 -1

(hyperbolische Differentialgleichung in N + 1 Dimensionen)

0
Ersetze: — — &, — — &Ena
ox

i

0
ot

Bemerkung 3.3. Im Spezialfall konstanter Koeflizienten im Hauptteil, das hei3t a;; = const.,
ldsst sich H[u] mittels Hauptachsentransformation der konstanten Matrix A € R¥*¥ auf Nor-
malform transformieren, und zwar so, dass bei dem entsprechenden Typ eine der drei Prototypen

entsteht.

3.2 Die Laplacegleichung

3.2.1 Haupteigenschaften harmonischer Funktionen

Definition 3.4. Sei Q c R ein Gebiet. Losungen u € C%(Q)NC(Q) der LapLacegleichung (3.3)
heilen harmonische Funktionen oder Potentialfunktionen.

Die wichtigsten Eigenschaften harmonischer Funktionen sind:

1. Jede harmonische Funktion ist in € beliebig oft differenzierbar (u € C*(Q)).

2. Fiir eine in Q harmonische Funktion u gilt die Mittelwertformel

1
10U, (x)|

u(x) =

OU(x)

udo

falls U,(x) c Q.

(3.6)

3. Maximum-Minimum-Prinzip: Besitzt eine harmonische Funktion # im Inneren von Q ein
Maximum (oder Minimum), so ist # konstant in Q2.

Bemerkung 3.5. Fiir N = 2 besteht ein enger Zusammenhang zur Funktionentheorie, Beweise

dieser Eigenschaften s. Ubungsaufgabe 52.
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3.2.2 Fundamentallosungen

Haupteigenschaft des LapLaceoperators ist die Rotations- und Translationsinvarianz, das heif3t
bei einer Koordinatentransformation X = Ax + b mit einem Vektor b ¢ R" und einer ortho-
gonalen Matrix A € RM™V (AAT = Iy) bleibt die Gestalt des LapLacEOperators unverindert,
das heifit Ay,u = Azu. Rotationssymmetrische Losungen von Au = 0, das heilit u(x) = ¢(r),

r=|xll = /x] + ...+ x% fiir r > 0, sind bestimmt durch

.. Ou N X
1) 6_)ci_¢(r)8_)c,~_ (i’)r,
Pu D ( '<r>) ¢(r) _d (¢'<r>)x? ¢'(r)
— = x— + = — — + ,
0x2 ox;\ r r dr\ r | r r
2

N N\’ , 7\’ ’ 7\’ ’
L R L O E e

i) Au=0 o (rN—1¢,)’ 0 o ¢, _ Crl—N,

Cilnr+C, firN=2
= ¢(r) = ) (C, C, reelle Konstanten).

C ) + C, firN >3
Nutzt man die Translationsinvarianz, so erhélt man bei geeigneter Wahl von C; und C,

Sy {—ﬁlnllx—yﬂ fir N =2 37)
Xay = 1 . .
T Doy TN 23,
Dabei ist wy der Oberflicheninhalt der Einheitssphire dU;(0) ¢ RY. Speziell ergibt sich fiir
N =3:
1 . o .
Sx,y) = ——— Couromspotential bzw. NewTtonsches Gravitationspotential

4 [lx -yl

Man nennt im Allgemeinen die Funktion S = S (x,y) die Singularititenfunktion, Grundlosung
oder Fundamentallésung des LapLacEoperators A mit Pol in y. Fiir festes y € RY gilt:

AS(X,y) =0 Vx € RV \ {y)

Weiterhin ist
Sx,y) =S(y,x) (Symmetrie von §') .

Mit Hilfe der 2. GrReenschen Formel gelingt die Herleitung einer Darstellungsformel fiir har-
monische Funktionen: Sei u harmonisch in Q c RY, dann gilt:

u(x) = ﬂ Q(s x 23 B Y)) doy (3.8)

on, on,

Bemerkung 3.6. Mit Hilfe der Grundlésung (3.7) ldsst sich ge-

miB (B.8) der Wert einer harmonischen Funktion im Inneren Q
ou

von Q durch ihre Randwerte o und u bestimmen. 90

n

Abb. 3.1: Darstellungsformel
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3.2.3 Das Dirichletproblem

Eine typische Problemstellung ist das DiricHLET-Problem oder
die 1. Randwertaufgabe:

Gegeben sei g € 0Q. Gesucht ist u € C(ﬁ) N C*(Q), so dass gilt

Au=0 inQ

39
u=yg aufoQ (39)

Bemerkung 3.7. a) Aus dem Minimum-Maximum-Prinzip ergibt sich die Eindeutigkeit ei-
ner Losung von (3.9) in einem beschrinkten Gebiet Q ¢ RY, denn die Differenz u; — u,
zweier Losungen von (3.9)) ist wieder harmonisch. AuBerdem gilt auf 9Q: u;—u, = g—g =
O=2u —u = O

b) Neben dem DiricHLET-Problem gibt es noch das NEUMANN-Problem oder die 2. Randwert-

aufgabe:
Au=0 inQ
ou
— = f 0Q
n g au

Die Losung ist hier eindeutig bestimmt bis auf eine additive Konstante. Weiterhin unter-
sucht man auch verschiedene gemischte Randwertaufgaben (3. Randwertaufgaben).

Beispiel 3.8. Gesucht ist die stationdre Temperaturverteilung in Q = (0, 1) X (0, 1), wobei auf
0Q die Temperatur u vorgeschrieben ist:

1 A 00000
u(x,0) = x

u(x,1)=0 x,y € [0,1]
Ansatz fiir die Losung:
u(x,y) = Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F
I Gebiet Q ist Abb. 3.2: Beispiel 3.8

Upy + Uy =2A+2C=0=>A=-C

u(x,0)=Ax* +Dx+F=x=A=0,D=1,F =0
=>u=Bxy+x+Ey
ux,1)=Bx+x+E=0=B=-1,E=0

= U=X—XY

Alle Randbedingungen sind erfiillt.
Allgemein gibt es unter anderem folgende Losungsmoglichkeiten fiir das DiricHLET-Problem:

1. Ansatzmethode: Siehe Beispiel 3.8

I JonanN PETER Gustav LEJEUNE DiricHLET (1805-1859), deutscher Mathematiker
g a. Ubungsaufgabe 52.d)
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2. Explizite Losungsformel: Dazu benutzt man die Darstellungsformel (3.8)) fiir eine Lésung
u von (3.9). Diese bleibt auch dann richtig, wenn S ersetzt wird durch

S(x,y)+v(x,y) mitAw(x,y)=0fiirallexe Q,y e RV \ Q.
Geeignete Wahl von v liefert die GrReensche Funktion I':
I'x,y) =Sxy) +vx,y), I'(xy)=0 VxeQ,yedQ

_ or(x,y)
= u(x) = ﬁ Qg(y) on, doy

Wie findet man I' beziehungsweise v? Fiir spezielle Gebiete € lasst sich I' durch Spiege-
lung an 0Q konstruieren, zum Beispiel fiir den Halbraum, die Kugel oder den Kreis.

Beispiel 3.9. Losung des DiricHLET-Problems fiir den Einheitskreis U;(0) in der Ebene:

1-r2

do
—2rcos(0 — ¢) + r?

-

1 2
u(x,y) = 7 f g(cos 6, sin6)
T Jo 1

wobei (x,y) = (rcose,rsing) € U;(0) ist. Dies ist die Poissonschd™ Integralformel
(Beweis s. Ubungsaufgabe 53).

3.3 Die Wirmeleitungsgleichung

3.3.1 Losung des Anfangswertproblems

Das Anfangswertproblem zur Wirmeleitungsgleichung besteht darin, eine Losung u = u(x, t)
zu finden mit
w=a’Au inRYXR,, a>0

.. N ) (3.10)
u(x,0) = f(x) fiirxeR", f gegebene Funktion

Zunichst betrachten wir das Anfangswertproblem fiir N = 1, welches physikalisch interpretier-
bar ist als Beschreibung der Temperaturverteilung in einem geradlinigem unendlichen Draht.
Losung des Anfangswertproblems:

U = a*uy, firt>0,xeR (3.11)

u(x,0) = f(x) (3.12)

Die formale Losung erfolgt mittels Fouriertransformation der Funktion u als Losung des An-
fangswertproblems beziiglich der Raumvariable x.

Definition 3.10 (Fouriertransformation der Funktion f).

f&) = FIf1E) = \/% I: foe™ dx (3.13)

Wichtige Eigenschaften der Fouriertransformation:

IV Siméon-Denis Poisson (1781-1840), franzosischer Physiker und Mathematiker
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i) Inversionsformel: Mit obigem f gilt:
1 P a A
f)=—= [ fee as = F AW = FLA-D
V271 J-wo

(inverse Fouriertransformation)

ii) F[f'1(€) = iEF[f1(€) (Algebraisierung der Differentiation)

denn

f f/(x)e ™ dx = f(x)e ine | f f(x) (e ) dx (partielle Integration)

= f f(x)e™™ dx = — f ) i€ f(x)e™ dx

falls lim f(x) = Oist.

|x| >0

Anwendung: Setze fiir festes & € R: (t) := Flu(-, 1)](&).

8 (1) = Flu(, D)) = Fla un(, 01@) 2 dieF[u,(-,0)€) 2 a()*Flu(-, 0)€) = ~a*E* ),
das heif3t & ist Losung des Anfangswertproblems
(1) = —a*&(r)
aus Anfangswert 312)  2(0) = F[f1(&) = f(&)
Mit 1) folgt:

= () = f(&)e

1 ® 4 2., -
u(x,t) = F‘l[ﬁ(t)](x) = \/T f f&e™ E1gixt dé
T J—-c0

1 f(y)( f * I d¢ ) dy

27r o

L »)?
= — —eXx - 7
a\t P 4a’t

Der Beweis erfolgt mittels des CaucHyschen Integralsatzes [2.16] durch Integration iiber ein
Rechteck. Es folgt daraus

1 © (x—y)
== [ oen{-S

3.3.2 [Eigenschaften der Losung des Anfangswertproblems

Satz 3.11. Sei f(x) eine stetige und beschrinkte Funktion fiir alle x € R. Dann ist

e 1 -y
l/l(x, t) = f:oo K(x’y’ t)f(y) dy’ K(x,y, t) T 2a \/E eXp{ 4a’t }
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eine Losung des Anfangswertproblems zur Warmeleitungsgleichung fiir N = 1. Genauer ist u
fiir # > 0 unendlich oft differenzierbar, geniigt der Differentialgleichung und

lim u(x,t) = f(xg) fiir xo € R.
(x,H)—(x0,0)

Bemerkung 3.12. 1. f_ 0:0 K(x,y,t)f(y) dy heiB3t Poissonsches Integral und ist fiir jedes t > 0
ein uneigentliches Integral, das absolut konvergiert. Ebenfalls gilt dies fiir alle Ableitun-
gen nach x und 7 (Vertauschung von Integration und Differentiation erlaubt).

2. Der Beweis ergibt sich durch Eigenschaften des Warmeleitungskerns K (siehe zum Bei-
spiel CouranT/HILBERT, Seite 156 ff.)
(@) K € C°(R?>xR,)
(b) K(x,y,t) >0, K(x,y,t) = K(y, x,1)
(c) Fiir festes y € R geniigt K der Wirmeleitungsgleichung K, = a*K,,.
(d) f_ o:o K(x,y,t) dy = 1 = K ist die Dichte der Normalverteilung (,, Gausssche Glo-

ckenkurve ) mit Mittelwert u = y und Streuung o, o> = 2a°t.

3. Fiir N > 1 lautet die analoge Losung u des Anfangswertproblems

u(x, 1) = f K%y, 0f(y) dy

N 2
K(x,y,1) :( 1 ) exp{—_Hx_y|| }
T Za\/E 4a’t

a) In der Losung ist eine ,,Zeitumkehr*, das heiflt das Ersetzen von ¢t durch —¢ anders als
bei der Wellengleichung nicht moglich. Deshalb beschreibt die Wirmeleitungsgleichung
beziehungsweise deren Losung irreversible Prozesse.

mit Kern

Abgeleitete Eigenschaften:

b) Alle Werte von f beeinflussen zu jeder Zeit t+ > 0 und jedem Punkt x € R die Werte
u(x,t) der Losung. Anders als bei der Wellengleichung hat man hier eine unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Storungen in den Anfangsdaten.

c) Sofortiger Glittungseffekt: Auch wenn f nur stetig und beschrinkt ist, ist u fiir jedes t > 0
unendlich oft differenzierbar.

d) Wegen K(x,y,t) > Ofiiralle x,y € R, r > 0 gilt
i%ffl((x,y, H <Ky, tf(y) <supfK(x,y,t) VyeR
R

Integration beziiglich y liefert

nff [ Koonnd= [ Keoofo b <sps [ Ko

(o9

=1
= inf f <u(x,t) <supf
R R

(Minimum-Maximum-Eigenschaft der Losung). Die Ungleichung zeigt, dass die Werte
der Losung durch die Anfangsdaten kontrollierbar ist.
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3.4 Wellengleichung

3.4.1 Allgemeine Losung der eindimensionalen Wellengleichung

Gesucht ist die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung
0 0\(0 0
2

—du, =|—-a—||= —lu=0 3.14
Uy —au ( aﬁx)(8t+a )u ( )

Durchfiihrung einer Koordinatentransformation: Wir suchen neue Koordinaten X, 7, so dass
0 0 of 0 0 of
(5‘“5)]‘—@ (a*“a)f-ﬁ

fiir beliebiges f € C!'(R?). Wegen % = 9 ox Ao gy gelten

T 0oxdx T 91 ox
Ox ot :
— = —a =
ox ox
Ox ot
—==4a — =
ot ot
= x=a - X t=X+1
|
t= Z—(at + x)
a
= (charakteristische Koordinaten der Wellengleichung)
1
X= %(at —-X)

Uy — Aty =0 © Uz =0
0 ) ou
ﬁ(h)_o mlth—ﬁ
. ou
h(x, 5 = F@) = o = F(f)

= u(E D) = 50 + I it §) = [ £ di
= u(x,t) = ¢ (i(at + x)) + &(i(at - x))
2a 2a

= ¢(at + x) + Y(at — x) mit ¢, ¥ € C*(R)

Durch Einsetzen erfolgt eine Probe der Giiltigkeit der Losung. Die allgemeine Losung der ein-
dimensionalen Wellengleichung lautet also

|u(x,y) = ¢lat + x) + y(at — x)| (3.15)
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\* at + x = const. (_~
X-Achse Y(at + x) d(at — x)

Abb. 3.3: Losungsprinzip

Abb. 3.4: Superposition

u kann als Superposition zweier Wellen interpretiert werden. Die Wellen haben die gleiche Form
zu verschiedenen Zeiten und breiten sich in entgegengesetzte Richtungen mit der Geschwindig-
keit a beziehungsweise —a aus.

3.4.2 Losungsformel von d’Alembert

Das Anfangswertproblem oder Caucnyproblem zur Wellengleichung mit den Anfangs-
werten u(x,0) = f(x), u,(x,0) = g(x) fir x € R und gegebene Funktionen f, g wird gelost,
indem man ¢ und ¢ in (3.13) aus f und g bestimmt:

t=0: Y(=x)+¢dx) =ulx,0) = f(x) (3.16)
ay'(=x) + ap’(x) = u,(xo) = g(x) (3.17)

fiir alle x € R. Differentiation von (3.16) nach x:

- (—=x) + ¢’ (x) = f'(x) zusammen mit (3.17)

o () = EY —2 ;lf’(x)
o) = 8 ; Zf’(x)

1 X
=000 = 5 [ @@ +ar@ e

1 x 1 1
:2_aj(; g(f)d§+§f(x)—§f(0)+cl

g(=x) —af’(-x)
2a

I 1 1
=y = -5 fo §E) dE + 2f(=x) = 2f(O0) + 3

Y'(x) =

x+at

1 1
= u(x,t) = ¢(at + x) + Y(at — x) = E(f(at +x)+ f(x—at)) + % f g(&) d¢ (3.18)

x—at

Gleichung (3.18)) ist die Losungsformel von D’ ALEMBERTY

Folgerung 3.13 (Folgerungen aus der Losungsformel). 1. Um den Wert von u im Punkt (x, #)
zu bestimmen, sind nur die Werte der Anfangsdaten f und g in [x — at, x + at] notig. Das

VJEAN-BAPTISTE LE ROND D’ ALEMBERT (1717-1783), franzosischer Mathematiker, Physiker und Philosoph
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Intervall A(xo, t9) = [xo —aty, xo + aty] heilbt Abhdngigkeitsbereich des Punktes (x, 7o) und
wird durch die beiden Charakteristiken durch xy, 7y herausgeschnitten.

2. Sei jetzt in x, eine ,,Storung* oder ,,Signal“ gegeben. Der Beobachter sitzt in x; # x,. Er
bekommt fiir 0 < 7 < #; nichts vom Signal mit. Dies geschieht erst fiir t > #,.

X1 — Xo

t = (3.19)

? (XO’ tO) { Einflussbereich [,/

X0
A(xo, 1)

?elijljﬁ 3.5: Abhéngigkeitsbe- Abb. 3.6: Einflussbereich

3.4.3 Anfangsrandwertproblem fiir die Wellengleichung

Wir betrachten das Problem der eingespannten endlichen [

Saite der Lange . Zusitzlich ist die Auslenkung an bei- N
den Enden der Saite Null. Das hei3t wir suchen eine L6- S i\s

sung u € C>(S)N C! (E) des Anfangsrandwertproblems

Uy = @’y in (0, 7) X (0, 00) =: S %\D \
0

Randwerte: u(0,7) = 0,u(r,t) =0 V>0
Anfangswerte: u(x,0) = f(x), u,(x,0) = g(x) Vx e [0,n] u

X

0

T

Wegen u € C! (§) miissen sogenannte Kompatibilitits- ~ £x0P- 3.7 Anfangsrandwertproblem

bedingungen (oder Vertrdglichkeitsbedingungen) fiir die
gegebenen Werte erfiillt sein:

f(0)=u(0,0)=0, f(r)=u(r0)=0.
Aus den gegebenen Randwerten folgt weiter 0 = ,(0,0) = g(0), 0 = u,(7,0) = g(n).

Das Anfangsrandwertproblem wird in § mittels der Fouriermethode gelost.
1. Schritt: Separationsansatz.

|u(x, 1) = v(x)w()

, Uy = v()W(r), Uy = V' (OOW(D) (3.20)

Einsetzen in die Wellengleichung (3.3)) liefert

o _ 2. @ _ ZV,/(X)
w)v(x) = a V' (x)w() = W) - a )

Es existiert somit eine Konstante y, so dass

WO _ L v
w(t) - e v(x) =7
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Das heilit, v geniigt der gewohnlichen Differentialgleichung
V(X)) + Av(x) =0
und w geniigt der gewohnlichen Differentialgleichung
W(t) + a*Aw(t) = 0 (3.21)

mit A = —y. Daw # 0 sein soll (denn wir suchen nichttriviale Losungen u), muss v(0) = v(rr) =
0 sein, das heiB3t v ist die Losung des Randwertproblems

Vi+Av =0, v(0)=v(r) =0 (3.22)
in [0, r]. Das Randwertproblem (3.22)) hat nur dann eine nichttriviale Lésung v, wenn A > 0 ist.

Folgerung 3.14. (3.22) hat nur nichttriviale Losungen fiir spezielle 1 = A, = n?, n € N,
und zwar v,(x) := sin(nx), denn die allgemeine Losung von v/ + Av = 0 fiir 4 > O ist v =
c1 cos( \/Zx) + ¢ sin( \/Zx). Aus den Randwerten folgt dann

0=v(0)=cjcos(0)+0=¢; =0
O:V(ﬂ):0+c2sin(\/27r):> \/Z7r:n7r,n€Z:>/1:n2

Bemerkung 3.15. (3.22) ist ein Eigenwertproblem fiir v mit Randwerten v(0) = v(r) = 0. Die
A, = n® heiBen Eigenwerte und v, Eigenfunktionen des Randwertproblems.

Noch offen ist die Losung der Differentialgleichung (3.21)) fiir w:
W+ a’n* =0 = w, = A, cos(ant) + B, sin(ant)
Die Gesamtlosung (3.20) ergibt sich dann mit
u,(x,t) = w,(H)v,(x) = (A, cos(ant) + B, sin(ant)) sin(nx) (3.23)

bei noch zu wihlenden Konstanten A,,, B, € R. Jede Funktion u,, ist Lésung der Wellengleichung
und heiBt n-te Oberschwingung beziehungsweise Grundschwingung fiir n = 1. Jede Uberlage-
rung von Oberschwingungen ist wieder Losung der Wellengleichung (Superpositionsprinzip)
und geniigt den Randbedingungen. Es bleibt die Frage nach der Erfiillung der Anfangsbedin-
gungen.

2. Schritt: Reihenansatz. Die Losung u des Anfangsrandwertproblems wird als eine Fouri-
erreihe dargestellt:

u(x,t) = Z(A,, cos(ant) + B,, sin(ant)) sin(nx) (3.24)
n=1

Bestimmung der Koeffizienten A, und B, aus den Anfangswerten:

u(x,0) = Z A, sin(nx),  wu(x,0) = Z B, an cos(an - 0) sin(nx)
o S——

n=1 -1

Das heifit, A, und B, miissen Koeffizienten der Sinusreihe von f beziehungsweise g sein. Im
Detail: -
f(x) = Z A, sin(nx)
a=l fiir x € (0, )

g(x) = Z anB, sin(nx)

n=1
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Wir wihlen die ungerade Fotsetzung von f beziehungsweise g auf (-, 0), das heilit f(x) =
—f(—x) beziehungsweise g(x) = —g(—x) fiir x € (—m,0) und f(0) = g(0) = 0. Aus der Theorie
der Fourierreihen erhilt man

A, = z f ' f(x)sin(nx) dx, B, = i f ' g(x) sin(nx) dx (3.25)
T Jo anm Jo

Bemerkung 3.16. (3.24) mit (3.23) ist zunidchst nur eine formale Losung des Randwertpro-
blems. Sie ist eine Lésung aus C2(S) N C! (E), falls alle Differentiationen in (3.24) gliedweise
ausgefiihrt werden diirfen. Mittels Majorantenkriterium fiir gleichmiBige Konvergenz ist dies
moglich, falls [A,| < -5 und |B,| < = fiir alle n € N mit einer reellen Konstanten ¢ > 0 ist. Diese
Bedingungen an A,, und B, lassen sich explizit an f und g erfiillen.

Die Eindeutigkeit der Losung kann mittels der Energieintegmlmethod gezeigt werden:
1 2, 2.2 .
Elu](t) = 3 (“; +a ux) dx (Energieintegral von u) (3.26)

Satz 3.17. Fiir eine Losung u € C*(S)NC! (§) des Randwertproblems ist E[u] eine Erhaltungs-
grofe, das hei3t
E[u]() = E[u](0) V>0

Beweis.

d I B A P L )
E(E[u](t)) Efo % (u, +a ux) dx = Ef(; (utun +a uxuxt) dx

Umformung durch partielle Integration:

T T T d T
f 1, (1) dox = uyit,| — f oty dx = —(E[u](1)) = f ty (1t = @Ptt) = 0
0 — 9 Jo dr 0 @ —
:O =

wegen Wellengleichung (3.14). mi

Folgerung 3.18. Die Losung u € C*(S) N C! (E) des Anfangsrandwertproblems ist eindeutig,

denn sei w = u; —up mitu; € C>N C! (E) Losung des Anfangsrandwertproblems, so 16st w das
Anfangsrandwertproblem mit den Anfangswerten w(x, 0) = 0, w,(x, 0) = 0 fiir ¢ € (0, ). Damit
ergibt sich fiir das Energieintegral

Ew](0)=0 = E[w]() =0 Vt>0

()

1 T
Ef (wf+a2wi)dx:0 = w=w=0 Y(x,t) €S
0

= w = const. in S, mit Anfangswerten folgt w = 0.

Vlanwendbar bei den meisten hyperbolischen Problemen
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3.4.4 Wellengleichung in hoheren Dimensionen

Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung:

u, = a*Au in RV*!

,0) =
u(x,0) = f(x) }ﬁirx e RV
u(x,0) = g(x)

Losungsformel fiir N = 1:

f(x+at)+ f(x—at)

u(x,t) =

xX+at
+ % f g(y) dy Formel von D’ ALEMBERT
a X

—at

2

Losungsformel fiir N =

2 (K, (x) ist die Kreisfliche um x € R?> mit Radius at):

of 1
u(x,r) = —(— f /W) ) f s&) dy Formel von Poisson
ot\2ma Ka®)_[4272 Zﬂa Kar(x) [aztz —|Ix - y||2

— IIx -yl

Losungsformel fiir N =

3:

0 1
u(x, ) = at( o ﬁ L do<y>)+

1
> f g(y) do(y) Formel von KIRCHHOFF
4na’t Jou

Vergleich der Storungsausbreitung bei Wellen in den verschiedenen Raumdimensionen:

[ P
: |x — xo| = a |t — ty| (Charakteristiken)
tol- S R
0 5 Weltpunkt (xo, tO)llx — Xo|| = a |t — ty| (Charakteristische Kegel)
\
s L X0 1 A
ADbD. 3.8: ,,Schnittbild in der x;-t-Ebene
N=1: A(xo, 1) = [xo — aty, xo + aty]
Abhingigkeitsbereich: N=2: AXo, ) = Ku,(Xo) = {X eR*| IIx — xoll < afo}
N=3: A@o)=0Uu(%0) = {x € B’ | [Ix = x]l = ato]

Liege jetzt zur Zeit t = 0 in s eine ,,Storung® der Ruhe vor. In allen Raumdimensionen herrscht
im Punkt xy Ruhe fiir t < ¢,. Fiir t = ¢, ist die Stoérung bemerkbar mit ¢; = iHXo — ||, da
s € A(Xg,t,) ist. Fiir t > ¢t; bei N = 1,2 ist auch s € A(Xy, ), das heilit die Storung klingt
nicht ab. Bei N = 3 ist dagegen s ¢ A(xo,?), das heiBt die Stérung klingt ab. Im R? gilt das
Huvcensschd' ] Prinzip (in der starken Form), im R! und R? dagegen nicht.

VIICxrisTiaaN HUuYGENs (1629-1695), niederlidndischer Mathematiker, Astronom und Physiker
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