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19. Es sei
ysing  firy #0

0 firy =0

Zeige, dass f in jedem Intervall [a,b], a > 0, einer Lipschitz-Bedingung bez. y
geniigt, wihrend dagegen im Intervall [0,b] die Funktion f stetig, jedoch nicht
Lipschitz-stetig ist.

20. Beweise mittels vollstandiger Induktion nach n die in der Vorlesung angege-

bene Abschitzung

n

Yn+1(2) = ya(@)] < Ao— (2 — 20)" fir z € [xo, 20+ o) und n =0,1,2,...
n!

fiir die Differenz zweier Ndherungen nach dem Verfahren der sukzessiven Appro-
ximation. Hierbei ist die Bedeutung von L und o dem Satz von Picard-Lindelof
zu entnehmen und

Ao = [lyr — woll = e max |y1(z) — yo(x)] .

[0,20+0]

21. Ermittle alle Punkte (zo,y0) € R? | fiir die Anfangswertprobleme zu den
folgenden Differentialgleichungen mit dem Anfangswert y(xg) = yo in einer ge-
eigneten Umgebung von z( eindeutig losbar sind. Bestimme gegebenenfalls diese

Losungen sowie ihre Definitionsbereiche:

/ _y+2
a)y==x+y

: b) ¥ =ylny.

(Hinweis: Hinreichende Bedingungen des Satzes von Picard-Lindeldf iiberpriifen,

restliche Punkte separat untersuchen)



22. Sei 2 C R" ein Gebiet (d.h., eine nichtleere offene und zusammenhéngende
Teilmenge) und f : 2 — R eine Funktion mit

[f(y) = F@)] < Clly—gll* firalle y,5 €,

wobei L > 0 und « > 1 feste Zahlen (unabhdngig von y, g € ) sind und || - || die
Maximum-Norm im R"™ bezeichnet. Zeige, dass f in {2 konstant ist.

23. a) Lose das Anfangswertproblem: Yy =2%y—a*, y(0)=—-2.

b) Berechne mittels Eulerschen Polygonzugverfahren die Ndherungswerte y;, zu
obigem Anfangswertproblem bei dquidistanter Zerlegung des Intervalls [0, 2] mit
den Schrittweiten h =1, %, % und vergleiche mit den Funktionswerten y(xy) der
exakten Losung.

c) Stelle die 3 Polygonziige zusammen mit der exakten Losung grafisch dar.
24. Die Differentialgleichung xy” + 3 —xy =0  besitzt Losungen, die sich in

y(xr) = Z anx"
n=0

entwickeln lassen. Man berechne die Koeffizienten a,, und bestimme den Konver-

eine Potenzreihe

genzradius. Wieviele derartige Losungen gibt es?
(Hinweis: Setze die Reihe in die Differentialgleichung ein und vergleiche die

Koeffizienten.)



