§7 Rechnen mit Polynomen



Zu Polynomfunktionen

Satz. Zwei Polynomfunktionen
fR— R, x— apx"+ ap_1x"1 + a1x + ag

und
g:R— R, XI—>b,,Xn+bn,1Xn_1+b1X+b0

sind genau dann gleich, wenn ag = by, a1 = b1, ...,a, = b, ist.

Beachte hier: Die beiden Funktionen f und g sind nach Definition
genau dann gleich, wenn fiir alle Zahlen x gilt: f(x) = g(x).



Zu Polynomfunktionen

Es werden hier zwei “wenn-dann”-Aussagen gemacht.

Die eine ist:
Wenn ag = by, ..., an = by ist, dann sind die Funktionen f und g
gleich.

Die andere ist:

Wenn die Funktionen f und g gleich sind, dann ist
ap = bo,...,an: bn.

Die erste Aussage ist klar, wir betrachten die zweite.



Zu Polynomfunktionen

Es wird behauptet: Wenn die Funktionen f und g gleich sind, dann
ist ag = bg, a1 = b1,...,a, = b.

Mit anderen Worten: Es wird behauptet, dass das Folgende nicht
moglich ist:

Die Funktionen f und g sind gleich, aber trotzdem gibt es ein k
mit ay 75 by.



Zu Polynomfunktionen

Die folgenden Aussagen haben denselben mathematischen Inhalt
und sind nur rhetorisch unterschiedlich:

Die Funktionen f und g sind gleich, aber trotzdem gibt es ein k
mit ay 75 by.

Die Funktionen f und g sind gleich und es gibt ein k mit a, # by.
Es gibt ein k mit ax # by und die Funktionen f und g sind gleich.

Es gibt ein k mit ax # by, aber trotzdem sind die Funktionen f
und g gleich.



Zu Polynomfunktionen

Es wird behauptet: Wenn die Funktionen f und g gleich sind, dann
ist ag = bg, a1 = b1,...,a, = b.

Mit anderen Worten: Es wird behauptet, dass das Folgende nicht
moglich ist:

Die Funktionen f und g sind gleich, aber trotzdem gibt es ein k
mit a, # by.

Das ist genau die gleiche Aussage wie:

Es gibt ein k mit ax # by, aber trotzdem sind die Funktionen f
und g gleich.

Das kann man auch so sagen: Wenn es ein k mit a, # by gibt,
dann sind die Funktionen f und g ungleich.



Zu Polynomfunktionen

Behauptung. Wenn die Funktionen f und g gleich sind, dann ist
ap = bo,al = b1,...,a,,: bn.

Umformulierung. Wenn es ein k mit a; # by gibt, dann sind die
Funktionen f und g ungleich.

Das heiBt: Wenn es ein k mit ax # by gibt, dann gibt es eine Zahl
x mit f(x) # g(x).

Dies zeigen wir jetzt.



Zu Polynomfunktionen

Wir wollen zeigen:

Wenn es ein k mit ax # by gibt, dann gibt es eine Zahl x mit

f(x) # g(x).



Zu Polynomfunktionen

Wir setzen voraus, dass es ein k mit a, # by gibt. Wir nehmen das
groBte k mit dieser Eigenschaft und wir setzen OE voraus, dass
ai > by ist.

Wir wollen zeigen, dass es eine Zahl x mit f(x) # g(x) gibt.
Wir betrachten nun die Funktion
f—g: xm— f(x)—g(x)
= (anX”+---+ao)—(b,,X"-f-"‘—l-bo)
= (an—bn)x"+ (an_1— bp_1)x" L+ + (ap — bo)
= (ak — bk)Xk + (ak,l — bkfl)Xk_l +---+ (ao — bo)
mit a, — bk # 0.

Wir wissen schon: Fiir groBe x ist f(x) — g(x) > &(ax — bx)x*.
Also gibt es eine Zahl x mit f(x) # g(x).

Das war zu zeigen!



Zu Polynomfunktionen

Wir haben bewiesen:
Satz. Zwei Polynomfunktionen
f:R—R, x»—>anx”—|—an_1x”_1+alx—i—ao

und
g:R—R, x> bpx"+ by_1x" 1 + bix + by

sind genau dann gleich, wenn ag = by, a1 = b1, ...,a, = b, ist.

Bemerkung. Ohne diesen Satz kdnnte man eigentlich gar nicht
vom Grad einer Polynomfunktion sprechen.



Zu Polynomfunktionen

Polynomfunktionen haben also die folgenden Eigenschaften:
1. Man kann sie in der Form
x5 apx" + ap_1x""L 4 4 ax + ag

schreiben, wobei ag, ..., a, Zahlen sind.

2. Zwei Polynomfunktionen
x5 apx" + ap_1x"L 4 4 ax + ag

und
X = bpx" + bp_1x"t 4 4 byx 4 by

sind genau dann gleich, wenn ag = by, a1 = b1,...,an, = by
ist.



Die ldee der Polynome

Statt ausfiihrlich eine Polynomfunktion wie z.B
f:R— R, x— f(x):=x>+2x>-3x+5
hinzuschreiben, schreiben wir nun einfach
f(x) =x>+2x> —3x+5.

Wir betrachten hier x als Unbestimmte, mit der man “ganz
normal” rechnen kann. Wir vergessen, dass wir Funktionen
betrachten und betonen, dass wir “mit der Unbestimmten x"
rechnen kdnnen.

Wenn wir uns auf diesen Standpunkt stellen, sprechen wir von
Polynomen.



Die ldee der Polynome

Polynome haben also die folgenden Eigenschaften:

1. Man kann sie in der Form

anx" + ap_1x"L 4 -+ a1x + ag

schreiben, wobei ag, ..., a, Zahlen sind.

2. Zwei Polynome

X"+ ap_1x" 14+ aix + ag

und

box" 4+ bp_1x" Y 4+ -+ + byx + by
sind genau dann gleich, wenn ag = by, a1 = b1,...,a, = b,
ist.

3. Man kann sie “ganz normal” addieren, subtrahieren und
multiplizieren, wenn man x als “Unbestimmte” auffasst.



Die ldee der Polynome

Wir konnen also z.B. das Polynom
x3+2x2 —3x+5

betrachten, oder das Polynom
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oder fiir eine feste Zahl a das Polynom

x234+ax+1,

oder einfach fiir eine nicht-negative ganze Zahl n das Monom

x",

dh. x°=1 xt =x, x2,....



Die ldee der Polynome

Wir betrachten
f(x) =x34+2x* —=3x+5.

In diesem Beispiel sagen wir: f(x) ist

v

ein Polynom dritten Grades

v

mit den Termen 5, —3x , 2x% , x3
» und den Koffizienten 5; —3; 2; 1.
» Hier ist x3 der fiihrende Term

» und 5 der konstante Term.

Da der fiihrende Koeffizient gleich 1 ist, ist das Polynom normiert.



Die ldee der Polynome

Der Grad eines Polynoms
f(x) = anx" + ap_1x" 4 4 aix + ag
mit Zahlen ag,...,a, und a, # 0 ist definiert als n.
Ein konstantes Polynom ist ein Polynom der Form
f(x)=a
mit einer Zahl a.

Wenn nun a # 0 ist, ist der Grad gleich 0.

Wenn a = 0 ist, erhalten wir das Nullpolynom, auch
triviales Polynom genannt.

Wir definieren: Der Grad des Nullpolynoms sei —1.



Die ldee der Polynome

Polynome kann man

» addieren,

» subtrahieren,

» multiplizieren,
wobei die liblichen Rechenregeln gelten.
Z.B. ist das Polynom f(x) = x> 4+ 2x? — 3x + 5 selbst eine Summe
seiner Terme

x3,2x%, —3x, 5,

2

der Term 2x2 ist das Produkt von 2 und dem Monom x? , und x?

selbst ist ein Produkt von x und x.



Rechnen mit Polynomen

Beispiele.

(x> +2x% = 3x +5) + (x> =5x+1) = x>+ 3x> — 8x + 6

(P +x+4)-(x—2) =3+ x> +4x—2x> —2x -8 = x> —x* +2x—8

Wenn man die Unbestimmte x durch irgendeine Zahl ersetzt,
bleiben die Rechnungen immer noch richtig.



Einsetzen

Man kann x sogar durch ein anderes Polynom ersetzen und die
Rechnungen bleiben richtig.

Beispiel.
(x—1) - (x+1)=x>—1
Wir ersetzen x durch x — 2:
(x=2) = 1)((x—2) +1) = (x—2)* — 1

D.h.
(x=3)-(x—1)=x>—-4x+3



Einsetzen

Es sei f(x) ein Polynom und a eine Zahl.

Wir kénnen nun a “fiir x einsetzen”. Wir erhalten den Wert der
Polynomfunktion x — f(x) an der Stelle x = a.

Mit anderen Worten: Wir erhalten f(a).

Man sagt nun:

“Fiir x = a ist der Wert des Polynoms f(x) gleich f(a)



Einsetzen

Beispiel. Wir sagen:
“Fiir x = 2 ist der Wert des Polynoms f(x) = x2 — 1 gleich 3."

Aber: Das Polynom (!) x ist nicht gleich dem Polynom 2!
Also haben wir x # 2, wenn wir von Polynomen reden.

Wir sehen: “Fiir x = 2" ist eine Redensart, die im Widerspruch zur
Idee der Polynome steht.

Besser ware: “Wenn man fiir x die Zahl 2 einsetzt, erhilt man ..."



Einsetzen

Wenn g(x) ein weiteres Polynom ist, erhalten wir durch Ersetzen
das Polynom f(g(x)).

Z.B.
f(x)=x>—1, g(x)=x—2

Wir erhalten:
flg(x)) =x2—2x+3

Dieses Polynom f(g(x)) entspricht der Polynomfunktion, die durch
Hintereinanderausfiihrung von g(x) und f(x) gegeben ist, d.h.

x = f(g(x))



Vergleich mit ganzen Zahlen

Es gibt viele Gemeinsamheiten zwischen Polynomen und ganzen
Zahlen:

» Beide kann man addieren, subtrahieren und multiplizieren.

» Dabei gelten die iiblichen Rechenregeln (Kommutativitat,
Assoziativitat, Distributivitat).

Es gibt noch eine weitere Gemeinsamkeit:

» Fiir ganze Zahlen gibt es Teilen mit Rest ...
und ebenso fiir Polynome ...



Teilen mit Rest

Unter ganzen Zahlen haben wir Teilen mit Rest:

132:11 =12 132 =11-12

1
133:11:12+ﬁ 133 =11-12+1

Hier ist 1 der Rest bei der Divison von 133 durch 11. Um von
Teilen mit Rest zu sprechen, brauchen wir nur ganze Zahlen,
rationale Zahlen brauchen wir nicht.

Polynomdivision ist Teilen mit Rest angewandt auf Polynome.



Polynomdivision

3211:12=267+ % 3211=12 (2H+6Z+7E) + 7267 47
24 - 2400

8 1 811
-r2 - 120

91 91

-84 -84

7 7



Polynomdivision

3x° +4x* —6x3+2x2 —4x+1 = (x*+2x—1)-(3x> —2x%+x—2)+(x—1)
—(3x5+6x*—3x3)
—2x*=3x342x2 —4x+1
—(—2x*—4x34-2x2)
x34+0x? —4x+1
—(x34+2x2— x)

—2x?=3x+1
—(—2x2—4x+2)

x—1




Theorie zur Polynomdivision

Teilen mit Rest mit ganzen Zahlen.

Satz. Es seien a und b ganze Zahlen, b # 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen ¢ und r mit

a=c-b+r

mit 0 < r < |b|. Die Zahl r heiBt der Rest bei der Division von a
durch b.

Definition. Wenn der Rest r gleich 0 ist, sagen wir, dass a durch b
teilbar ist. Dann ist also



Theorie zur Polynomdivision

Satz. Es seien nun Polynome f(x), g(x) gegeben mit g(x) # 0.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome h(x), r(x) mit

f(x) = h(x) - g(x) + r(x)

und Grad(r(x)) < Grad(g(x)). Das Polynom r(x) heiBt der Rest
bei der Division von f(x) durch g(x).

Definition. Wenn der Rest g(x) gleich 0 ist, sagen wir, dass f(x)
durch g(x) teilbar ist. Dann ist also



Nullstellen

Es sei nun f(x) ein Polynom und a eine Zahl. Wenn f(a) = 0 ist,
sagen wir, dass f(x) an der Stelle a eine Nullstelle hat. Dies
bedeutet genau, dass x = a eine Losung der Gleichung

f(x)=0

ist.



Nullstellen

Behauptung. f(x) hat genau dann an x = a eine Nullstelle, wenn
f(x) durch x — a teilbar ist.

Beweis. Wir teilen f(x) durch x — a mit Rest.

Wir erhalten

wobei ¢ eine Zahl ist.
Es ist

Somit sind dquivalent:
» f(a)=0.
» c=0.
> F(x) = g(x) - (x - a).
» f(x) ist durch x — a teilbar.



Mehrfache Nullstellen

Es habe nun das nicht-triviale Polynom f(x) an x = a eine
Nullstelle. Dann ist also

fF(x) = f(x) - (x - a)
mit einem Polynom f;(x).

Wir kénnen uns fragen, ob fi(x) wieder eine Nullstelle an x = a
hat.

Wenn dies der Fall ist, haben wir
fA(x) = fo(x) - (x — a)
mit einem Polynom f(x).

Dann ist



Mehrfache Nullstellen

Wir fiihren das Teilen fort, solange es geht.

Wir erhalten eine Darstellung der Form
F(x) = fi(x) - (x = a)"

mit fk(a) #0.

Hier gilt: Das Polynom (x — a)¥ teilt das Polynom f(x), aber das
Polynom (x — a)k*! teilt das Polynom nicht.

Definition. Die Zahl k heiBt die Ordnung oder Vielfachheit der
Nullstelle a des Polynoms f(x).



Mehrfache Nullstellen

Man kann direkt ablesen, ob 0 eine Nullstelle eines Polynoms ist,
und man kann direkt die Ordnung ablesen.

Beispiel. Das Polynom
20 4 x" x>+ 1
hat keine Nullstelle an x = 0.
Das Polynom
2x10 p xT = x5 = (2% + X2 = 1)x5 = (2x° + x> — 1)(x — 0)°

hat eine fiuinffache Nullstelle an x = 0.



Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten

Wir geben uns zwei Polynome f(x), g(x) mit ganzzahligen
Koeffizienten vor (d.h. mit Koeffizienten, die ganze Zahlen sind).
Wir setzen auch voraus, dass g(x) normiert ist, d.h.

glx) ="+
Wir fiihren Teilen mit Rest durch:
f(x) = h(x) - g(x) + r(x)

Wenn man die Polynomdivision betrachtet, sieht man:

Die Polynome h(x) und r(x) haben auch ganzzahlige Koeffizienten.



Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten

3x° +4x* —6x3+2x2 —4x+1 = (x*+2x—1)-(3x> —2x%+x—2)+(x—1)
—(3x5+6x*—3x3)
—2x*=3x342x2 —4x+1
—(—2x*—4x34-2x2)
x34+0x? —4x+1
—(x34+2x2— x)

—2x?=3x+1
—(—2x2—4x+2)

x—1




Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten

Satz. Wir geben uns zwei Polynome f(x), g(x) mit ganzzahligen
Koeffizienten vor, wobei g(x) normiert ist, d.h.

glx) = <"+ -
Dann haben die eindeutig bestimmten Polynome h(x) und r(x) mit
f(x) = h(x) - g(x) + r(x)
und Grad(r(x)) < Grad(g(x)) auch ganzzahlige Koeffizienten.
Wenn nun f(x) durch g(x) teilbar ist, ist
f(x) = h(x) - g(x) ,

wobei h(x) ganzzahlige Koeffizienten hat.



Anwendungen
Wir geben uns ein normiertes quadratisches Polynom
f(x)=x*>+px+q

mit einer Nullstelle x; vor. Wir kénnen durch x — x; teilen und
erhalten
X+ px+q=(x—x)-(x—x)

mit irgendeiner Zahl xo.
Dann ist
x2—|—px—|—q:x2+(—x1 —Xx2) - X + x1x2

und somit
xxe=q="Ff(0) , xx+xx=-p.
Dies ist die Regel von Vieta.

Ferner gilt: Wenn p, g und x; ganze Zahlen sind, dann ist auch x;
eine ganze Zahl und beide sind Teiler von q.



Anwendungen
Satz. Wir geben uns irgendein nicht-triviales Polynom

f(x) = apx" + ap_1x" 4 4 aix + ag
mit ganzzahligen Koeffizienten ag, ..., a, mit ag # 0 vor.

Dann sind alle ganzzahligen Nullstellen von f(x) Teiler des
konstanten Terms von f(x), d.h. von ag = £(0).

Begriindung.
Es sei xg eine ganzzahlige Nullstelle von f.
Wir haben
f(x) = (bp_1x™ 1 4 -+ 4 byx + bp) - (x — x0)

mit einem Polynom b,_1x"1 4 .- 4+ byx + by mit ganzzahligen
Koeffizienten. Hiermit ist

ap = —Xobo .



Das Horner-Schema
Wir wollen ein Polynom mit moglichst wenig Rechnung an einem
Wert auswerten. Hierbei hilft das Horner-Schema.

Beispiel. Wir wollen das Polynom
f(x) =3x>—2x2 +5x+7
an irgendeiner Stelle x = a auswerten.

Wir schreiben
f(x) = x-(3x2—=2x+5)+7

x-(x-(x-3=2)+5)+7

Z.B. fir x = —2:
(-2)-3-2 = -8
(=2)-(-8)+5 = 21
(=2)-21+7 = =35

Also: f(—2) = —3b



Das Horner-Schema

f(x) =3x3 —2x2 +5x+7 an x = —2:

Symbolisch:

x=-2 0 -6 16 -42

Hier kann man sogar noch mehr ablesen:

(3x® —2x* +5x+7) = (x +2) - (3x* —8x+21) - 35



