§6 Polynomielle Gleichungen und
Polynomfunktionen
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Lineare Gleichungen

Eine lineare Gleichung in einer Variablen ist eine Gleichung der

Form
ax+b=cx+d

mit festen Zahlen a und ¢ mit a # c.
Dies kann man so umformen:
(a—c)x=d—-»b

So eine Gleichung hat genau eine Losung:

d—b>b
X =
a—c
Die Losungsmenge L ist
d—b>b
L={ b



Polynomielle Gleichungen

Polynomielle Gleichungen kdnnen die Unbestimmte x in hoheren
Potenzen enthalten.



Polynomielle Gleichungen

Polynomielle Gleichungen kdnnen die Unbestimmte x in hoheren
Potenzen enthalten.

Beispiele fiir solche Gleichungen sind:



Polynomielle Gleichungen

Polynomielle Gleichungen kdnnen die Unbestimmte x in hoheren
Potenzen enthalten.

Beispiele fiir solche Gleichungen sind:

7x2+56x+1 = 0



Polynomielle Gleichungen
Polynomielle Gleichungen kdnnen die Unbestimmte x in hoheren
Potenzen enthalten.

Beispiele fiir solche Gleichungen sind:
X2 +5x+1 = 0

x3—4x2 —2x+6 = 0



Polynomielle Gleichungen
Polynomielle Gleichungen kdnnen die Unbestimmte x in hoheren
Potenzen enthalten.

Beispiele fiir solche Gleichungen sind:
X2 +5x+1 = 0
x3—4x? —2x+6 = 0

x3—4x?> = 2x—6



Polynomielle Gleichungen

Polynomielle Gleichungen kdnnen die Unbestimmte x in hoheren
Potenzen enthalten.

Beispiele fiir solche Gleichungen sind:

7x24+5x+1 = 0
x3—4x? —2x+6 = 0
x3—4x2 = 2x—6

x' = 324



Polynomielle Gleichungen

Polynomielle Gleichungen kdnnen die Unbestimmte x in hoheren
Potenzen enthalten.

Beispiele fiir solche Gleichungen sind:

x> +5x+1 = 0
x3—4x%> —2x+6 = 0
x3—4x?> = 2x—6
x' = 324
3x = 5
Wenn wir eine Gleichung der Form *--. = 0" haben, sagen wir:

“Die rechte Seite ist trivial”.



Polynomielle Gleichungen

Polynomielle Gleichungen kdnnen die Unbestimmte x in hoheren
Potenzen enthalten.

Beispiele fiir solche Gleichungen sind:

x> +5x+1 = 0
x3—4x%> —2x+6 = 0
x3—4x?> = 2x—6
x' = 324
3x = 5
Wenn wir eine Gleichung der Form *--. = 0" haben, sagen wir:

“Die rechte Seite ist trivial”.

Wir betrachten nun nur solche Gleichungen.



Quadratische Gleichungen

Die n&chst einfachen Gleichungen nach linearen Gleichungen sind
quadratische Gleichungen.



Quadratische Gleichungen

Die n&chst einfachen Gleichungen nach linearen Gleichungen sind
quadratische Gleichungen.

Eine quadratische Gleichung mit trivialer rechter Seite ist eine
Gleichung der Form

ax’+bx+c=0,

wobei a, b, ¢ feste Zahlen (Konstanten) sind und a # 0 ist.



Quadratische Gleichungen

Die n&chst einfachen Gleichungen nach linearen Gleichungen sind
quadratische Gleichungen.

Eine quadratische Gleichung mit trivialer rechter Seite ist eine
Gleichung der Form

ax’+bx+c=0,
wobei a, b, ¢ feste Zahlen (Konstanten) sind und a # 0 ist.

Man kann durch a teilen, ohne die Losungsmenge zu dndern.



Quadratische Gleichungen

Die n&chst einfachen Gleichungen nach linearen Gleichungen sind
quadratische Gleichungen.

Eine quadratische Gleichung mit trivialer rechter Seite ist eine
Gleichung der Form

ax’+bx+c=0,
wobei a, b, ¢ feste Zahlen (Konstanten) sind und a # 0 ist.

Man kann durch a teilen, ohne die Losungsmenge zu dndern.

Dann erhdlt man eine Gleichung der Form
X2+ px+q=0

mit festen Zahlen p, q.
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Wir betrachten als Beispiel

X2+ 7x+12=0

und formen dquivalent um. Wir erhalten:

x24+Tx+12 = 0
= x? + 7x = 12
— 247+ (1) = (2)* - 12
— (x+I1P = (1)?—12
= x+2 = (12— 12

i

oder



Quadratische Gleichungen

Losung der Gleichung mit quadratischer Ergédnzung:
Wir betrachten als Beispiel

X2+ 7x+12=0

und formen dquivalent um. Wir erhalten:

x24+Tx+12 = 0
= x? + 7x = 12
— 247+ (1) = (2)* - 12
— (x+I1P = (1)?—12

— x+ 3 = /(@) -12



Quadratische Gleichungen

Losung der Gleichung mit quadratischer Ergédnzung:
Wir betrachten als Beispiel

X2+ 7x+12=0

und formen dquivalent um. Wir erhalten:

x24+Tx+12 = 0
= x? + 7x = 12
— 247+ (1) = (2)* - 12
— (x+I1P = (1)?—12

— X = I+ (%)2—12



Quadratische Gleichungen

Losung der Gleichung mit quadratischer Ergédnzung:
Wir betrachten als Beispiel

X2+ 7x+12=0

und formen dquivalent um. Wir erhalten:

x24+Tx+12 = 0
= x? + 7x = 12
— 247+ (1) = (2)* - 12
— (x+I1P = (1)?—12
= x = p/ien



Quadratische Gleichungen

Losung der Gleichung mit quadratischer Ergédnzung:
Wir betrachten als Beispiel

X2+ 7x+12=0

und formen dquivalent um. Wir erhalten:

x24+Tx+12 = 0
= x? + 7x = 12
— 247+ (1) = (2)* - 12
= (x+Hr = (1)>-12
= x = p/ien



Quadratische Gleichungen

Losung der Gleichung mit quadratischer Ergédnzung:
Wir betrachten als Beispiel

X2+ 7x+12=0

und formen dquivalent um. Wir erhalten:
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Losung der Gleichung mit quadratischer Ergédnzung:
Wir betrachten als Beispiel

X2+ 7x+12=0

und formen dquivalent um. Wir erhalten:

x24+Tx+12 = 0
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Wir betrachten als Beispiel
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und formen dquivalent um. Wir erhalten:
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= x? + 7x = 12
— 247+ (1) = (2)* - 12
= (x+Hr = (1)>-12
— x = —I+,/(1)-12
— X = -3



Quadratische Gleichungen
Allgemein:

x2+px+q =



Quadratische Gleichungen
Allgemein:

x2+px+q

<~ X2+px



Quadratische Gleichungen
Allgemein:

x2+px+q

<~ x2+px

= x>+ px+ (g)z



Quadratische Gleichungen
Allgemein:

x2+px+q

<~ x2+px

= x>+ px+ (g)z

— (x+8)?

0
—q
(8)°-q
(8)°-4q
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Allgemein:
X2 +px+q
— X%+ px
= Rpee (8)
— (x+8)?
= x+5
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Quadratische Gleichungen
Allgemein:

x>+ px+q
x2+px

2 p\2

<2+ px+ (8)

(x+ g)z

[N

x+5

x+ 5
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Allgemein:

—

= x>+ px+ (g)z

—

x2+px+q

x2+px

(x+ g)z
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x2+px+q

e
< X



Quadratische Gleichungen

2+px+q = 0 (%)
— x = —BE\(§) -4

Somit: Die Losungsmenge L der Gleichung (x) lautet:

» Wenn p? > 4q ist:

L ={-%+3 VP-4, -5-3 VP —4q}
= {8/ e 5B - a)



Quadratische Gleichungen

2+px+q = 0 (%)
— x = —BE\(§) -4

Somit: Die Losungsmenge L der Gleichung (x) lautet:
» Wenn p? > 4q ist:
L= (-3
= {5+ (B e 56
» Wenn p? < 4qist: L =0.
(Wenn p? =4qist, ist L={ — §}.)
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Kubische Gleichungen

Wir betrachten nun kubische Gleichungen oder Gleichungen
3. Grades mit trivialer rechter Seite:

X4 ax’+bx+c=0
mit Konstanten a, b, c.

(Wir kdnnten auch noch eine Konstante vor x3 zulassen, aber dies
macht keinen Unterschied, weil wir durch diese gleich wieder teilen
konnen.)

Es gibt eine Losungsformel fiir solche Gleichungen mit
Quadratwurzeln und Kubikwurzeln. Diese ist aber ziemlich
kompliziert ...

Es gibt einen groBen Unterschied zu quadratischen Gleichungen:

Es gibt immer eine Lésung!



Kubische Gleichungen

Satz. Fiir beliebige Konstanten a, b, ¢ hat die Gleichung
34 ax®> +bx+c=0

stets eine Losung.
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Kubische Gleichungen / kubische Funktionen

Idee. Wir betrachten die Funktion

f: R — R
x = f(x) =x3+a®+bx+c
und deren Graph.
Die folgenden Aussagen erscheinen einleuchtend:

1. Es gibt eine Konstante C; mit: Fiir alle x; < Gy ist f(x1) < 0.
2. Es gibt eine Konstante C; mit: Fiir alle x; > G ist f(x2) > 0.

3. Seien xi,xp zwei Zahlen mit f(x;) < 0 und f(xz) >0
gegeben. Dann gibt es eine Zahl xp zwischen x; und xo mit

f(Xo) =0.

(“Zwischen” heiBt: x; < xp < x2.)
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Kubische Funktionen

fixx3+ax®+bx+c

Wir wollen die ersten beiden Aussagen beweisen. Die dritte
Aussage ist nicht so leicht. (Kommt spater.)

Wir wollen zeigen:

Es gibt eine Konstante C > 0 mit: Fiir alle x > C ist f(x) > 0 und
fiir alle x < —C ist f(x) < 0.

Wir zeigen mehr:

Es gibt eine Konstante C mit:
> Fiir alle x > C ist %.X3 < f(x) S%-x3
> fiir alle x < —Cist 3-x3>f(x) >3- x3.

Wir werden sogar eine Formel fiir so eine Konstante finden.
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Wir bendtigen:
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Begriindung.

OE (Ohne Einschrankung) / OBdA (Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit) ist |« > || und « > 0.

Es gibt nun zwei Fille:

» 3>0:Dannist |a+ 8| =a+ 0 = |a] + 8]



Exkurs: “Dreiecksungleichung”
Wir bendtigen:
Fiir je zwei Zahlen «, (5 ist

o+ 8] < |af + 18] .

Begriindung.

OE (Ohne Einschrankung) / OBdA (Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit) ist |« > || und « > 0.

Es gibt nun zwei Fille:

» >0:Dannist [a+ | = a+ = |a] +|5].
» 3 < 0: Dann ist immer noch o + 3 > 0 und
la+Bl=a+ B <a=lal <|a]+ 8]



Kubische Funktionen

fixmxd+ax®+bx+c
Wir schreiben f(x):x3-(1—|—§+x—b2+x%) (fiir x #0).

Wir wollen eine Zahl C finden mit: Fiir alle Zahlen x mit |x| > C

Ist
b c 3
+=+=< =

a
<1+ -— .
- +X x2  x3 = 2

N =



Kubische Funktionen

f:xr—>x3+ax2+bx+c

Wir schreiben f(x) = x> (14+ 2+ 5 b+5 =)  (fiir x#0).
Wir wollen eine Zahl C finden mit: Fiir alle Zahlen x mit |x| > C
ist 1 b 3

- <1 IR

5 S1+° + st < 5

Mit so einer Konstanten gllt

» fiir alle x > C: %-X3§f(x)§

Nlw



Kubische Funktionen

f:xr—>x3+ax2+bx+c

Wir schreiben f(x) = x> (14+ 2+ 5 b+5 =)  (fiir x#0).
Wir wollen eine Zahl C finden mit: Fiir alle Zahlen x mit |x| > C
ist 1 b 3
a c
S <l+S4 42 < 2.
;) Sttt aEs 3
Mit so einer Konstanten gilt
> fiiralle x> C: 3-x3 < f(x) <358
> fiirallex < —C: 2-x3>f(x)>3-x3
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?
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=]
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X X
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Kubische Funktionen

Unter welcher Bedingung an |x| gilt

b c

=]
<1+242
X

N -
X

Beziehungsweise:

N W

N -
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Beziehungsweise:
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Wichtig. Es ist keine “genau-dann-wenn Bedingung” gefragt. Wir

wollen nur ein C > 0 finden mit welchem fiir alle x mit |x| > C die
Ungleichungen gelten.



Kubische Funktionen

Unter welcher Bedingung an |x| gilt

1 <1+i+£+i § ?
2~ x x2 x3- 2
Beziehungsweise:
1 < a+ . c 1
2 ~x x2 x37 2

Wichtig. Es ist keine “genau-dann-wenn Bedingung” gefragt. Wir

wollen nur ein C > 0 finden mit welchem fiir alle x mit |x| > C die
Ungleichungen gelten. Das ist leichter!
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Kubische Funktionen

Unter welcher (hinreichender) Bedingung an |x| gilt

a b 1
— 4+ = <= 7
244515 T ()
Idee. Wenn
1 1 c 1
)< g und | o)< £ und |5 < ¢

gilt, gilt auch (x).
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1
6

1
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Kubische Funktionen

Unter welcher (hinreichender) Bedingung an |x| gilt

x  x2

c 1
tals; 7 ()

Idee. Wenn

1
6

1

Pl a il <l a1 g<l
x' T 6 x2' = x3'~ 6

gilt, gilt auch (x).

Die Bedingung (sx) ist dquivalent zu:

6lal < [x| A 6]b] < |x A 6lc| < [P, dh.

6lal < |x| A /6|l < |x| A /6lc| < |x|
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‘f£|1
X X2 2



Kubische Funktionen
Wir suchen eine Bedingung an |x| unter der gilt:

6lal < x| A V/6[b| < |x| A /6[c| < |x]
C :=max ( 6la|, ¥/6/b|, v/6c|) .

Wir setzen

Dann gilt fiir alle Zahlen x mit |x| > C:
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Kubische Funktionen
Wir suchen eine Bedingung an |x| unter der gilt:

6lal < x| A V/6[b| < |x| A /6[c| < |x]
C :=max ( 6la|, ¥/6/b|, v/6c|) .

Wir setzen

Dann gilt fiir alle Zahlen x mit |x| > C:

‘f b | 1
X x2 27
d.h.
1<a+b+c <}
2 7 x x2 x3—27
d.h.
1<1+E+£+£<§
2~ x x2 x3- 2



Kubische Funktionen
Wir suchen eine Bedingung an |x| unter der gilt:

6lal < x| A V/6[b| < |x| A /6[c| < |x]
C :=max ( 6la|, ¥/6/b|, v/6c|) .

Wir setzen

Dann gilt fiir alle Zahlen x mit |x| > C:

2+ 2+ i<
X X2 27
d.h.
1<a+b+c<1
2 7 x x2 x3—27
d.h.
LS WL LA
2~ x x2 x3- 2

(AuBer wenn a = b= ¢ =0, dann ist C =0 und man muss hier
x = C = 0 ausschlieBen.)
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Kubische Funktionen

Fiir Zahlen x mit |x| > C ist

1<1+a+b+c<3
2~ x x2 x3—- 2
Mit
a b c
fx)=x*4+ax*+ bx+c=x>- (1+ + 2+;)

folgt



Kubische Funktionen

Fiir Zahlen x mit |x| > C ist

<1+

N =

Mit

folgt:

a
X

» Fiir x > C gilt: %-x3§
3

» Fiir x < —C gilt: %'x

_i_i



Allgemeine polynomielle Gleichungen

Eine polynomielle Gleichung n-ten Grades mit trivialer rechter Seite
ist eine Gleichung der Form
anx" +ap_1x" 14+ +ax+a =0

mit festen Zahlen ag, a1, ..., a,, wobei a, # 0 ist, und einer
“Unbestimmten” x.



Allgemeine polynomielle Gleichungen

Eine polynomielle Gleichung n-ten Grades mit trivialer rechter Seite
ist eine Gleichung der Form

anx" +ap_1x" 14+ +ax+a =0

mit festen Zahlen ag, a1, ..., a,, wobei a, # 0 ist, und einer
“Unbestimmten” x.

Wenn a, = 1 ist, hat man
x”—}—a,,,lx”_l—{—---—}—alx—l—ao:0.

Man spricht dann von einer normierten polynomiellen Gleichung.



Polynomielle Gleichungen

Es ist ein groBer Unterschied, ob der Grad gerade oder ungerade
ist:

» Wenn der Grad ungerade (also 1,3,5,...) ist, gibt es immer
eine Losung.

» Wenn der Grad gerade ist (also 2,4,...), hdngt es von der
Gleichung ab — nanchmal gibt es welche und manchmal nicht.

Also:

Satz. Eine polynomielle Gleichung ungeraden Grades hat stets eine
Losung.



Polynomielle Gleichungen

Es ist ein groBer Unterschied, ob der Grad gerade oder ungerade
ist:

» Wenn der Grad ungerade (also 1,3,5,...) ist, gibt es immer
eine Losung.
» Wenn der Grad gerade ist (also 2,4,...), hdngt es von der

Gleichung ab — nanchmal gibt es welche und manchmal nicht.

Also:

Satz. Eine polynomielle Gleichung ungeraden Grades hat stets eine
Losung.

Und: Fiir jede gerade Zahl n gibt es (mindestens) eine
polynomielle Gleichung n-ten Grades, die eine Losung hat und
(mindestens) eine, die keine Losung hat.



Polynomielle Gleichungen ungeraden Grades

Satz. Eine polynomielle Gleichung ungeraden Grades hat stets eine
Losung.



Polynomielle Gleichungen ungeraden Grades

Satz. Eine polynomielle Gleichung ungeraden Grades hat stets eine
Losung.

Dies beweist man ganz analog zum Beweis fiir Gleichungen
3. Grades:

Man betrachtet die polynomielle Funktion / Polynomfunktion
n-ten Grades

f: R — R
x = f(x) =ax"+a,_1x"+ - +aix+ a

und geht “genauso” vor wie zuvor.



Nullstellensatz

Wir formulieren zunachst den “Nullstellensatz” fiir
Polynomfunktionen:

Satz. Es sei eine Polynomfunktion
f: R — R
x = f(x) =ax"+ a1 x4 ax+ag

gegeben und es seien x; < xp zwei Zahlen mit f(x;) < 0 und
f(XQ) > 0.
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Nullstellensatz

Wir formulieren zunachst den “Nullstellensatz” fiir
Polynomfunktionen:

Satz. Es sei eine Polynomfunktion
f: R — R
x = f(x) =ax"+ a1 x4 ax+ag

gegeben und es seien x; < xp zwei Zahlen mit f(x;) < 0 und
f(XQ) > 0.
Dann hat die Funktion £ immer mindestens eine Nullstelle

zwischen xq und xo,

d.h. es gibt eine Zahl x mit x; < xp < x» und

f(Xo):O.



Polynomielle Funktionen ungeraden Grades

Satz. Es sei eine normierte Polynomfunktion

f: R — R

x = f(x) =x"+a,1x" 14 +ax+ ag
ungeraden Grades gegeben.
Es gibt nun eine Konstante C > 0 mit:

» Fiir x > C gilt: %-X”Sf(x)g - x"

Nlw

n

> Fiir x < —C gilt: 3 -x" > f(x) - X

Vv
NIw



Polynomielle Funktionen geraden Grades

In Analogie zum obigen Satz haben wir:



Polynomielle Funktionen geraden Grades

In Analogie zum obigen Satz haben wir:
Satz. Es sei eine normierte Polynomfunktion

f: R — R
x = f(x) =x"+a, 1 x" 14 +ax+ ag

geraden Grades gegeben.

Es gibt nun eine Konstante C > 0 mit:
» Fiir x > C gilt: %~x" < f(x) S%-x”
» Fiir x < —C gilt: %-X" <f(x) < % - x"



Polynomielle Funktionen geraden Grades
In Analogie zum obigen Satz haben wir:
Satz. Es sei eine normierte Polynomfunktion

f: R — R

x = f(x) =x"+a, 1 x" 14 +ax+ ag

geraden Grades gegeben.

Es gibt nun eine Konstante C > 0 mit:
» Fiir x > C gilt: %~x" < f(x) S%-x”
» Fiir x < —C gilt: %-X"ﬁ f(x) §%-x"

Mit einem Wort: Fiir alle Zahlen x mit |x| > C gilt:

-x" < f(x)

N
IN
N| W
X
3



Polynomielle Gleichungen geraden Grades
Behauptung. Zu jeder gerade Zahl n gibt es (mindestens) eine
polynomielle Gleichung n-ten Grades, die eine Lésung hat, und
(mindestens) eine, die keine Lésung hat.
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Behauptung. Zu jeder gerade Zahl n gibt es (mindestens) eine
polynomielle Gleichung n-ten Grades, die eine Lésung hat, und
(mindestens) eine, die keine Lésung hat.

Beweis. Sei n = 2k, k eine natiirliche Zahl.

1. Die Gleichung
x"=1

hat die Lésung x = 1.
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hat die Lésung x = 1.
2. Wir betrachten die Gleichung

x"+1=0 bzw. x"=-1
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Polynomielle Gleichungen geraden Grades

Behauptung. Zu jeder gerade Zahl n gibt es (mindestens) eine
polynomielle Gleichung n-ten Grades, die eine Lésung hat, und
(mindestens) eine, die keine Lésung hat.

Beweis. Sei n = 2k, k eine natiirliche Zahl.

1. Die Gleichung
x"=1

hat die Lésung x = 1.
2. Wir betrachten die Gleichung
x"+1=0 bzw. x"=—1, dh. x> =—-1.

Angenommen, es gibe eine Zahl xo mit x3% = —1.



Polynomielle Gleichungen geraden Grades

Behauptung. Zu jeder gerade Zahl n gibt es (mindestens) eine
polynomielle Gleichung n-ten Grades, die eine Lésung hat, und
(mindestens) eine, die keine Lésung hat.

Beweis. Sei n = 2k, k eine natiirliche Zahl.

1. Die Gleichung
x"=1

hat die Lésung x = 1.
2. Wir betrachten die Gleichung
x"+1=0 bzw. x"=—1, dh. x> =—-1.

Angenommen, es gabe eine Zahl xg mit ng = —1. Wir setzen
70 1= xX



Polynomielle Gleichungen geraden Grades

Behauptung. Zu jeder gerade Zahl n gibt es (mindestens) eine
polynomielle Gleichung n-ten Grades, die eine Lésung hat, und
(mindestens) eine, die keine Lésung hat.

Beweis. Sei n = 2k, k eine natiirliche Zahl.

1. Die Gleichung
x"=1

hat die Lésung x = 1.
2. Wir betrachten die Gleichung
x"+1=0 bzw. x"=—1, dh. x> =—-1.

Angenommen, es gabe eine Zahl xg mit ng = —1. Wir setzen
Zp = Xé‘ und erhalten

z :xgk =-1



Polynomielle Gleichungen geraden Grades
Behauptung. Zu jeder gerade Zahl n gibt es (mindestens) eine
polynomielle Gleichung n-ten Grades, die eine Lésung hat, und
(mindestens) eine, die keine Lésung hat.

Beweis. Sei n = 2k, k eine natiirliche Zahl.

1. Die Gleichung
x"=1

hat die Lésung x = 1.
2. Wir betrachten die Gleichung
x"+1=0 bzw. x"=—1, dh. x> =—-1.

Angenommen, es gabe eine Zahl xg mit ng = —1. Wir setzen
Zp = Xé‘ und erhalten
2= xgk =-1.

Das geht nicht!



Waurzeln

Wir haben schon ab §2 (“Rechenregeln”) (implizit) benutzt:

Zu jeder positiven Zahl a und jeder natiirlichen Zahl n gibt es
genau eine positive Zahl b mit

b" =a.

Diese Zahl b heiBt dann die (positive) n-te Wurzel aus a und wird
mit /a bezeichnet.



Waurzeln

Es ist leicht zu sehen, dass es héchstens eine solche Zahl b gibt.

D.h. es gibt keine zwei verschiedenen positiven Zahlen by, by mit



Waurzeln

Es ist leicht zu sehen, dass es héchstens eine solche Zahl b gibt.

D.h. es gibt keine zwei verschiedenen positiven Zahlen by, by mit

b =bj =a.

Das stimmt:

Seien by, by zwei verschiedene positive Zahlen. Sagen wir (OE)
b1 < by. Dann ist auch b < b3. Damit kann unméglich

a= b und a=bj

sein.



Waurzeln

Wir miissen zeigen, dass es in der Tat (mindestens) eine positive
Zahl b mit

b"=a
gibt.

Dies beweisen wir nun Grundlage des Nullstellensatzes fiir
Polynomfunktionen:

Fiir gegebenes a und n > 1 betrachten wir die Polynomfunktion

f:ix—x"—a.
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Dies beweisen wir nun Grundlage des Nullstellensatzes fiir
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Fiir gegebenes a und n > 1 betrachten wir die Polynomfunktion
fix—=x"—a.

Esist f(0) = —a < 0.



Waurzeln

Wir miissen zeigen, dass es in der Tat (mindestens) eine positive
Zahl b mit
b" =a

gibt.

Dies beweisen wir nun Grundlage des Nullstellensatzes fiir
Polynomfunktionen:

Fiir gegebenes a und n > 1 betrachten wir die Polynomfunktion
fix—=x"—a.
Esist f(0) = —a < 0.

Wir wollen zeigen, dass es ein xp > 0 mit f(xp) > 0 gibt. Wir
diirfen hier aber nicht schon die Wurzel verwenden!



Waurzeln

fix—x"—a,

f(0)=—-a<0.



Waurzeln

fix—x"—a,
f(0)=—-a<0o0.
Fallunterscheidung:
» Wenn a > 1 ist, ist f(a) =a" —a > 0.
» Wenn 0 < a<1list ist f(1)=1—a>0.

» Wenn a = 1 ist, ist nichts zu zeigen.



Waurzeln

fix—x"—a,
f(0)=-a<0.
Fallunterscheidung:
» Wenn a > 1 ist, ist f(a) =a" —a > 0.
» Wenn 0 < a<1list ist f(1)=1—a>0.
» Wenn a = 1 ist, ist nichts zu zeigen.

Wir kdnnen also den Nullstellensatz anwenden:

Die Funktion f hat eine Nullstelle im Intervall (0, c0)
(nach dem Obigen genau eine Nullstelle im Intervall (0, c0)).

Wir erhalten: Es gibt (genau) eine positive Zahl b mit

b" =a.



Waurzeln

Man kann nun definieren:

Definition. Die eindeutig bestimmte Zahl positive Zahl b mit
b" = a wird die (positive) n-te Wurzel von a genannt und mit /a
bezeichnet.



Waurzeln

Man kann nun definieren:

Definition. Die eindeutig bestimmte Zahl positive Zahl b mit
b" = a wird die (positive) n-te Wurzel von a genannt und mit /a
bezeichnet.

Zur Beachtung. Wenn eine positive Zahl b mit b” = a gegeben
ist, dann ist automatisch b die (positive) Wurzel von a, also

b= /a.



Losungen approximieren

Wir wenden uns wieder einer polynomiellen Gleichung
X"+ ap_1x" 1+ 4 ax+ay=0

ZU.
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Eine Lésung mit den Grundrechenarten und Wurzelziehen zu
finden, ist schwer oder sogar unmoglich, wenn die Gleichung nicht
quadratisch ist.
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Losungen approximieren

Wir wenden uns wieder einer polynomiellen Gleichung
X"+ ap_1x" 1+ 4 ax+ay=0

ZU.

Eine Lésung mit den Grundrechenarten und Wurzelziehen zu
finden, ist schwer oder sogar unmoglich, wenn die Gleichung nicht

quadratisch ist. (Hierzu gibt es eine umfangreiche mathematische
Theorie.)

Deshalb wollen wir eine Lésung approximieren. Wir wollen mit
moglichst wenig Rechenaufwand sagen konnen:

Entweder: Hier ist eine exakte Losung!

Oder: Hier ist ein kleines Intervall, in welchem eine Ldsung liegt!



Losungen approximieren
Wir betrachten wieder die Polynomfunktion

f: R — R
x = f(x) =ax"+a, 1 x" L+ +ax+ap.

Wir wollen also eine Nullstelle von f approximativ bestimmen.
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f(x1) < 0,f(x2) > 0 kennen. (Wenn f(x1) > 0 und f(xz) < O ist,
geht es auch — ganz analog.)
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Losungen approximieren
Wir betrachten wieder die Polynomfunktion

f: R — R
x = f(x) =ax"+a, 1 x" L+ +ax+ap.
Wir wollen also eine Nullstelle von f approximativ bestimmen.
Wir gegen davon aus, dass wir zwei Zahlen x; < xp mit

f(x1) <0,f(x2) > 0 kennen. (Wenn f(x;) > 0 und f(x2) < O ist,
geht es auch — ganz analog.)

Wenn der Grad ungerade ist, kann man solche Zahlen ausrechnen.

Wir wissen dann also, dass f im “offenen” Intervall (x1, x2) eine
Nullstelle hat.

Wir betrachen nun den Mittelwert x3 von x; und x»:

X1+ X2
2

X3 =

und rechnen f(x3) aus.



Losungen approximieren

Wir haben f(x1) < 0, f(x2) > 0 und:
entweder f(x3) = 0 oder f(x3) < 0 oder f(x3) > 0.
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entweder f(x3) = 0 oder f(x3) < 0 oder f(x3) > 0.

Im ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten Fall tauschen wir x; mit
x3 aus. Im dritten Fall tauschen wir x, mit x3 aus.



Losungen approximieren

Wir haben f(x1) < 0, f(x2) > 0 und:
entweder f(x3) = 0 oder f(x3) < 0 oder f(x3) > 0.

Im ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten Fall tauschen wir x; mit
x3 aus. Im dritten Fall tauschen wir x, mit x3 aus.

Wir haben dann also die Lage des Intervalls halbiert. Wir kommen
so sehr schnell vorwarts.



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.
Wir haben

f(1) = -1 <0
f(2) = 2 >0



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.
Wir haben
f(1) = -1 <0

) = §-2 >0



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.
Wir haben
f(1) = -1 <0

f3) = 9-2 >0 ,2=1%



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f(2) = 2 >0
f3) = 9-2 >0 ,2=1%
f2) = -2 <0



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.

Wir haben
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Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f(2) = 2 >0
f(3) i—2 >0 2=3
fR) = ©-2 <0 ,3=3
f(8) = 2-2 <o



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f(2) = 2 >0
f(3) i—2 >0 2=3
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Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f(2) = 2 >0
f(3) -2 >0 ,2=3
) = B-2 <o 3=
i - B2 <0 3-%
f(2) = 38-2 >0



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f(2) = 2 >0
f(3) 2-2 >0 ,2=1%
[ = E-2 <0 3=
) = B2 <o =¥
@) = B2 >0 -3



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

x> f(x)=x*-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f(2) = 2 >0
f(3) i—2 >0 2=3
) = B-2 <o 3=
i - B2 <0 3%
(@ - B-2 >0 E-Z
f(5) = B —-2 <0



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 approximieren. Wir betrachten also die
Polynomfunktion f mit

X — f(x)::x2—2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f(2) = 2 >0
f(3) i—2 >0 2=3
) = B-2 <o 3=
) = B2 <o 3=
(I EERELINE RS
f(35) = %53 -2 <0

Also: V2 € (33,22) = (%5, %) = (1,40625; 1,4375).



Losungen approximieren

Die obige Methode ist sehr gut geeignet, wenn man das 2-er
System zur Zahlendarstellung verwendet.

Wir verwenden aber das 10-er System. Wenn man L&sungen bis
auf so-und-so-viele Stellen approximieren will, ist es sinnvoll dies
auch beriicksichtigen. Man sollte dann nicht immer genau zur
Mitte des Intervalls gehen.
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f:xmf(x)=x>-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0

f2) = 2 >0
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Losungen approximieren

Wir wollen v/2 bis zur 1.Stelle nach dem Komma approximieren.

f:xmf(x)=x>-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f2) = 2 >0
f(1,5 = 2,25—-2 >0
f(1,2) = 1,44-2 <0
f(1,3) = 1,69—-2 <0
f(1,4) = 1,96-2 <0

Also: v/2 € (1,4;1,5)



Losungen approximieren

Wir wollen v/2 bis zur 1.Stelle nach dem Komma approximieren.

f:xmf(x)=x>-2.

Wir haben
f(1) = -1 <0
f2) = 2 >0
f(1,5 = 2,25—-2 >0
f(1,2) = 1,44-2 <0
f(1,3) = 1,69—-2 <0
f(1,4) = 1,96-2 <0

Also: /2 € (1,4;1,5), somit v/2 =1,4....



