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Bemerkung Die Invarianz (2.13) kann man mittels Matrizenmultiplikation
auch so zeigen: Wie gesagt korrespondiert jede elementare Spaltentransfor-
mation zu einer Multiplikation mit einer bestimmten invertierbaren Matrix
von rechts.

Sei A € K™ die Ausgangsmatrix und M eine beliebige invertierbare
r X r-Matrix. Dann ist

Bild(Ap) = Bild(Ay 0 Ay) = Bild(A4)

da Ay : K" — K7 surjektiv (sogar bijektiv) ist. Es ist aber Bild(A 4) der von
den Spalten von A aufgespannte Raum und Bild(A 4,,) der von den Spalten
von AM aufgespannte Raum.

2.5 Vektorriaume

Sei nach wie vor K ein Korper. Das Konzept eines Vektorraums ist eine
Verallgemeinerung des K".

Definition Ein K- Vektorraum (oder ein Vektorraum tiber K) ist eine abel-
sche Gruppe (V, +) zusammen mit einer Abbildung (genannt Skalarmultipli-
kation (von K auf V'))

ot KxV —V (a,r)—a-¢
so dass
e Vac KVr,peV ta(t+1n)=ar+ay
e Va,be KVr eV :a(br) = (ab)r
e Va,be KVr eV :(a+b)r=ar+bx
e VeV !lg-rt=1

Hier haben wir (wie iiblich) die Multiplikationspunkte weggelassen und die
Regel (“Mal vor Plus”) angewandst.

Notation Das Nullelement benzeichnen wir mit o.

Sprachgebrauch Die Elemente eines Vektorraums heiflen Vektoren, und
die Elemente dem Grundkoérper Skalare. Beachten Sie, dass der Begriff eines
Vektorraums abstrakt ist; insbesondere sind die Elemente eines Vektorraums
nicht notwendigerweise in irgendeinem anschaulichen Sinn Vektoren.
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Bemerkung / Frage Es gilt immer —y = (—1) - r. Warum?
Einige Beispiele:

e Fiir alle n € N ist K™ mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplika-
tion ein K-Vektorraum.

e Die “triviale Gruppe” {0} ist in offensichtlicher Weise ein K-Vektorraum.
(Man setzt K° := {0}.)

e Der Korper K ist mit seiner Addition und Multiplikation ein K-Vektorraum.
(“Im Wesentlichen” ist K = K, siehe unten.)

e Fiir alle n,m € N ist die Menge der m x n-Matrizen K"*™ mit der
iiblichen Addition und der auf S. 91 definierten Skalarmultiplikation
ein K-Vektorraum.

Und noch zwei wichtige Beispiele:

Beispiel 2.26 Sei L ein Korper und K C L ein Unterkorper. Dann ist L in
“natiirlicher Weise” ein K-Vektorraum, und zwar wie folgt: (L,+) ist eine
abelsche Gruppe, und wenn wir die Multiplikation - : L x L. — L auf K x L
einschrianken, erhalten wir eine Skalarmultiplikation von K auf L.

Es ist offensichtlich, dass die vier Vektorraumaxiome gelten.

Beispiel 2.27 Der Polynomring K[X] ist mit der iiblichen Addition und der
Skalarmultiplikation K x K[X]| — K[X], (¢,> " ja; X") — > ca; X" ein
K-Vektorraum.

Aus Abschnitt 1.8 wissen Sie, dass man, immer wenn eine neue Art von
mathematischen “Objekten” eingefithrt wird, fragen sollte: Wie lauten die
zugehorigen Morphismen?

Die Morphismen sind hier die linearen Abbildungen, die genau so definiert
sind wie zuvor:

Definition Seien V und W K-Vektorraume. Eine K-lineare Abbildung (kurz:
eine lineare Abbildung) von V nach W ist eine Abbildung ¢ : V. — W so
dass

o Vr,p eV :p(x+1n) =) +e)

e Vaec KVreV:yplar) = ap(r).
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Bemerkung Seien V,W K-Vektorrdume. Dann ist eine Abbildung ¢ :
V. — W genau dann linear, wenn fiir alle « € K und alle z,y € V

p(ax + 1) = ap(xr) + () gilt.
Lemma 2.28

a) Wenn ¢ : V. — W und ¢ : W — X lineare Abbildungen von K-
Vektordumen sind, dann auch Y op:V — X.

b) Wenn p,9p : V. — W lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen sind,
dann auch ¢+ : V. — Wt — ¢(z) + ().

c) Wenna € K und p : V. — W eine lineare Abbildungen von K -Vektorrdaum-
en ist, dann auch ap : V. — Wt +— ap(r).

d) Wenn ¢ :V — W eine bijektive lineare Abbildung von K -Vektorraumen
ist, dann ist auch o' : W — V linear.

Die K-linearen Abbildungen nennt man auch von Homomorphismen von
K-Vektorraumen. (Entsprechend der Philosophie von Abschnitt 1.8.

Dementsprechend bezeichnet man die Menge der K-linearen Abbildungen
von V nach W mit Homg(V, W) (oder einfach mit Hom(V, W), wenn es
klar ist, dass man “iiber dem Korper K7 arbeitet). Insbesondere ist also
Homg (K™, K™) die Menge der linearen Abbildungen von K™ nach K™ (die
bisher keine Bezeichnung hatte). Beachten Sie, dass Homg (V, W) mit der in
Lemma 2.28 b) definierten Addition eine abelsche Gruppe ist.

Ferner ist Homg (V, W) mit dieser Addition und der in Lemma 2.28 c)
definierten Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum (iiberpriifen Sie dies!).

Wir wenden nun auch die anderen Begriffe aus Abschnitt 1.8 auf lineare
Abbildungen an:

e Ein Isomorphismus von V nach W (beides K-Vektorraume) ist eine
lineare Abbildung ¢ : V' — W so dass es eine lineare Abbildung
Y W — V mit oy = idy und g o1 = idy existiert. (Nach Lemma
2.28 d) ist dies dquivalent dazu, dass ¢ eine bijektive lineare Abbildung
ist.) Wenn es einen Isomorphismus zwischen V' und W gibt, heiflen V
und W isomorph.

e Ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V' ist eine lineare Abbil-
dung von V nach V.

e Ein Automorphismus eines K-Vektorraums V ist ein Isomorphismus
von V nach V.
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Die Bezeichnungen fiir die entsprechenden Mengen sind Isox (V, W), Endg (V)
und Autg(V), wobei das K auch weggelassen werden kann. (Beachten Sie,
dass die letzeren beiden Bezeichungen analog zu den Bezeichnungen in Ab-
schnitt 1.8 sind.)

Es ist klar, dass Endg (V) mit der schon diskutierten Addition und der
Verkniipfung als Multiplikation ein Ring ist, und Autg (V) ist mit der Ver-
kniipfung eine Gruppe. Dabei ist Autg (V') gleich der Gruppe der (bez. der
Multiplikation) invertierbaren Elemente von Endg(V), also Endg(V)* =
Autg (V) (vergleiche die letzte Aussage mit Aussage 1.63). Aussage 2.16 be-
sagt, dass die Abbildungen Endg(K™) — K™ ¢ — M(p) und K™*" —
Endg(K™) , A — Ay, zueinander inverse Isomorphismen von Ringen sind.

Und nun noch einige Beispiele fiir [somorphismen von K-Vektorrdumen:

Beispiel 2.29 Die Abbildung K — K', x — (z) (wobei (z) das “1-Tupel”
ist, dass x enthélt) ist ein Isomorphismus von K-Vektorraumen. (Wir iden-
tifizieren diese beiden Vektorrdume.)

Beispiel 2.30 Seien m,n € N. Dann ist das Transponieren K™*" —
K™ A+ A ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Insbesondere ist
also der Raum der Zeilenvektoren der Linge n isomorph zum Raum der
Spaltenvektoren der Lénge n (iiber K).

Beispiel 2.31 Die lineare Abbildung
K™ — K™ A = ((ai;))izt1,..mj=1,.n — Y Mt Y(j—1)mti 1= Qi

firalle:=1,...,m,j =1,...,n ist ein Isomorphismus von K-Vektorraum-
en.

Beispiel 2.32 Die Abbildungen Homg (K™, K") — K™ ¢ +— M/(p)
und K™*" — Homg (K™, K™), A — A4 sind zueinander inverse Isomor-
phismen von K-Vektorrdumen.

Definition Sei V ein K-Vektorraum. Dann heiflen die linearen Abbildun-
gen V. — K Linearformen auf V.

Das obige Beispiel besagt insbesondere, dass der Raum Homg (K", K)
der Linearformen auf K™ isomorph zum Raum der Zeilenvektoren der Linge
n iiber K ist.
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Bemerkung Wir haben gesehen, dass das Transponieren einen Isomorphis-
mus zwischen dem Raum der Zeielenvektoren der Lénge n und dem Raum
der Spaltenvektoren der Lénge n definiert. Man kénnte sagen, dass es sowieso
egal ist, ob man einen Vektor als Zeile oder als Spalte schreibt. Man sollte
aber nicht beliebig zwischen Spalten- und Zeilenvektoren hin- und herwech-
seln: Viele Argumente sind viel iibersichtlicher, wenn man die Elemente von
K™ mit Spalten beschreibt und Zeilenvektoren benutzt, um Linearformen
anzugeben.

Bemerkung / Definition Sei V' ein K-Vektorraum, und sei U C V mit
0 € U so dass U abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation ist
(dh. Va € KV, € U : ¢+ € Uyar € U). Dann ist U mit der indu-
zierten Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum; genannt ein
Untervektorraum von V.

Bemerkung Die Untervektorrdume des K™ sind genau die linearen Un-
terraume.

Lemma 2.33 Seien V,W K-Vektorriume, ¢ : V. — W eine lineare Ab-
bildung. Dann ist Kern(p) ein Untervektorraum von V', und Bild(p) ist ein
Untervektorraum von W'.

Der Beweis ist offensichtlich. O

2.6 Endlich erzeugte Vektorriaume

Systeme von Vektoren

Sei V' ein K-Vektorraum. Sei ¢y, . . ., &, ein endliches System von Vektoren aus
V. Dann definiert man in offensichtlicher Verallgemeinerung der Definitionen
in Abschnitt 2.1:

Definition

® ry,...,x bilden ein Frzeugendensystem von V', wenn gilt: Fiirallex € V
gibt es ay,...,a, € K mit r = ax1 + - - - a,L,.

® ry,...,x5 bilden eine Basis von V, wenn gilt: Fiir alle r € V gibt es
eindeutig bestimmte aq,...,a, € K mit r = a;x; + - - - a, L.

Beispiel 2.34 Wie wir schon wissen, bilden die Standardvektoren e, ..., e
eine Basis von K". Man spricht von der Standardbasis des K".

T
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Man definiert den von ri,...,r, erzeugten (oder aufgespannten) Unter-
vektorraum als

(t1, .-tk ={an+---+ar |a,...,a, € K}

Dies ist nun der kleinste Untervektorraum von V' (bez. der Inklusion), der
1, ..., L enthélt.

Aussage 2.35 Seibq,...,b,. €V eine Basis. Sei W ein weiterer K -Vektorraum,
und seien ry,...,5. € W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ :

V — W mit o(b;) = ; fir allei = 1,...,r, und diese ist durch p(a1by +
cotaby) =an++ar, firag, ..., a, € K gegeben. Dabei gilt Bild(p) =
<x1a s axr>K-

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Sei ¢ € V. Dann gibt es (ein-
deutig bestimmte) aq,...,a, € K mit ¢t = a1b; + -+ - + a,.b,. Nun ist ¢(r) =
olarby + -+ a,b,) = a1p(by) + -+ a,p(b,) = a1 + - - - + a, L,

Nun miissen wir noch nachweisen, dass es tatsichlich so eine lineare Ab-
bildung gibt. Sei dazu wiederum r € V beliebig. Wie schon gesagt gibt es

eindeutig bestimmte aq,...,a, € K mit ¢ = a;by + --- + a,b,.. Wir setzen
nun ¢(z) := aixy; + - - - + a,¢,. Dies ist wohldefiniert, da die “Koeffizienten”
ai, ..., a, eindeutig sind.

Wir miissen noch die Linearitdt nachweisen.

Seien dazu r,n € V und ¢ € K. Sei ¢t = a1by + -+ a,b, und y =
b1by + -+ b,b,.

Dann ist ¢(c-r 4+ 1) = ¢(ca1by + -+ + ca,b, + biby + -+ + b.b,) =

o((cay + b1)by + - + (cay + b)b,) "2 (cay + b))y + -+ - + (car + b1, =

per Def.

clarry+- -+ a k) +(birr+- - +bxy) = cp(arby+---+a.b,) +o(biby +

o bbe) = cp(r) + p(n).
Die Aussage iiber das Bild folgt sofort aus der Definition von . O

Als Spezialfall des obigen Aussage erhalten wir: Sei V' ein K-Vektorraum,
und seien ri,...,rx € V. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
¢ K" — V omit p(e;) =1 fir i = 1,...,r. Explizit ist diese Abbildung
durch

ay
o( : ) =air1 + -+ anky
a/’f‘

gegeben.
Offensichtlich sind nun die folgenden Aussagen jeweils dquivalent:

® rq,...,&, ist ein Erzeugendensystem von V.
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o <x17"'7x7“>K:V

e Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : K™ — V mit p(¢;) = 1;
ist surjektiv.

Sowie:

® Ii,...,x, ist eine Basis von V.

e Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : K" — V mit p(¢;) = 1;
ist bijektiv (d.h. ein Isomorphismus).

Definition Seip € V. Dann ist ¢ linear abhdngig von gy, ...,%,, wenn es
aiy...,a, € K mit r = a;x; + - - - + a,x, gibt. Wenn dies nicht der Fall ist,
heifit ¢ linear unabhdingig von gy, ..., ¢,.

Definition Die Vektoren ry,...,r, heilen linear unabhdngig, wenn keiner

der Vektoren von den anderen linear abhéngig ist.

Wir haben die folgende offensichtliche Verallgemeinerung von Lemma 2.7:

Lemma 2.36 Die Vektoren yi,...,x,. sind genau dann linear unabhdngig,
wenn gilt:
Vai,...,a, e K:apy1+---4+ax,=0—a;=---=a,=0.

Somit sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

e Die Vektoren ry, ..., sind linear unabhéngig.
e Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : K — V mit p(¢;) = 1;

ist injektiv.

Auch die Definitionen von “maximales linear unabhéngiges System” und
“minimales Erzeugendensystem” verallgemeinern sich sofort. Damit haben
wir:

Aussage 2.37 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) ti,...,5 ist eine Basis von V.
b) r1,...,& ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem.

c) r1,. .., & ist ein mazimales linear unabhdngiges System.
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d) t1,...,5 ist ein minimales Erzeugendensystem.

e) Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : K™ — V mit ¢(e;) = 1
fir allei =1,...,r ist ein Isomorphismus.

Der Beweis der Aquivalenzen von Aussage 2.8 gilt wortlich auch hier. Oben
haben wir bereits gesehen, dass a) und e) dquivalent sind. O

Lemma 2.38 Seien V., W K-Vektorraume, seien t1,...,%. € V, und sei
¢V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

a) Wenn r1,...,r. ein Erzeugendensystem wvon V  bilden, dann bilden
o(r1), ..., 0(xr) ein Erzeugendensystem von Bild(V). Wenn also zusditz-
lich ¢ surjektiv ist, bilden sie auch ein FErzeugendensystem von W.

b) Wennyy, ...t linear unabhingig sind und ¢ injektiv ist, dann sind auch
o(r1), -, o) linear unabhdingig.

c) Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, dann bilden ti,...,r, genau dann eine
Basis von 'V, wenn o(x1), ..., ¢(x,) eine Basis von W bilden.

(Das ist leicht.)

Aussage 2.39 Seixy, ..., 5 ein Ereugendensystem von V. Dann gibt es ein
Teilsystem von 1, ...,%,, das eine Basis von V ist.

Beweisskizze. Sei 11, . ..,¢, ein Erzeugendensystem. Dann gibt es zwei Félle:
Entweder rq, ..., 1, ist linear unahbéngig, also eine Basis, oder einer der Vek-
toren ist linear abhéngig von den anderen. Dann lassen wir diesen Vektor
weg. Wenn man diese Prozedur iteriert, erhélt man irgendwann ein minima-
les Erzeugendensystem, also eine Basis.

(In einem formalen Beweis sollte man vollstdndige Induktion benutzen.) O

Definition Der Vektorraum V' heifit endlich erzeugt, wenn er ein Erzeu-
gendensystem rq,...,z, hat.

Wir werden uns im Folgenden fast ausschlieSlich auf endlich erzeugte
Vektorrdume beschrianken.

Nach Aussage 2.39 gilt insbesondere:
Aussage 2.40 Sei V endlich erzeugt. Dann hat V' eine Basis.

Satz 2.3 Sei V endlich erzeugt, und sei xq,...,xt, eine Basis. Dann gilt:

e Jedes Frzeugendensystem von V' enthdlt mindestens n Vektoren.
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e Jedes linear unabhdingige System von V' enthdlt hichstens n Vektoren.
e Jede Basis von V enthdlt genau n Vektoren.

Beweis. Sei ¢ : K" — V die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit

ple;) = r; fir alle i = 1,...,n. Da py,...,r, eine Basis ist, ist dies ein
Isomorphismus.

Seien yq,...,n, € V.

Wenn die Vektoren vy, ..., 1, ein Erzeugendensystem von V' bilden, dann

bilden ¢~ 1(r1),...,0 ' (z,) ein Erzeugendensystem von K™. Damit gilt nach
Aussage 2.13 r > n.

Wenn vy, .. ., 9, linear unabhiingig sind, dann sind auch o =1(x1), ..., o~ (x,)
linear unabhéngig. Damit gilt nach Aussage 2.12 r < n.

Aus diesen beiden Aussagen folgt die dritte. (Oder man benutzt Satz
2.1.) 0

Definition Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann heift die Anzahl
der Elemente einer Basis (jeder Basis) die Dimension von V. Bezeichnung:
Dim(V') oder Dimg (V).

Wenn V' nicht endlich erzeugt ist, sagt man auch, dass V unendliche
Dimension hat, und man schreibt Dim(V') = oc.

Beispiel 2.41 Der Raum K" hat natiirlich die Dimension n; man spricht
auch vom n-dimensionalen Standardvektorraum iber K.

Beispiel 2.42 Sei wie immer K ein Koérper, und sei p(X) € K[X] mit
Grad(p(X)) = d. Dann ist K mittels der Inklusion K — K|[X|/(p(X)), ¢ —
[c](p(x)) €in Unterring von K [X]/(p(X)), und somit ist K [X]/(p(X)) in natiirli-
cher Weise ein K-Vektorraum. Lemma 1.74 besagt, dass 1, [X], [X]?, ..., [X]¢!
eine Basis dieses Vektorraums ist. Also ist dieser Vektorraum d-dimensional.

Beispielsweise ist der Kérper C := R[X]/(X? + 1) ein R-Vektorraum,
und 1,7 = [X](x241) ist eine Basis dieses Vektorraums. Damit ist C ein 2-
dimensionaler R-Vektorraum.

Aus Lemma 2.38 folgt:

Lemma 2.43 Seien V und W K -Vektorrdume, wobei V' endlich erzeugt ist,
und sei p : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

a) Bild(y) ist auch endlich erzeugt, und es ist Dim(Bild(¢)) < Dim(V).
Wenn ¢ dariiber hinaus surjektiv ist, ist auch W endlich erzeugt, und es
ist Dim(WW) < Dim(V).
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b) Wenn ¢ injektiv ist, gilt Dim(Bild(V')) = Dim(V'). Wenn ¢ ein Isomor-
phismus ist, gilt Dim(V') = Dim(W).

Satz 2.4 Seien V,W zwei endlich erzeugte K-Vektorrdume. Dann gilt: Es
gibt genau dann einen Isomorphismus zwischen V. und W, wenn Dim(V') =
Dim(W).

Beweis. Wir wissen schon, dass Dim(V') = Dim(W), wenn ¢ ein Isomorphis-
mus ist.

Sei also Dim (V) = Dim(W) =: n. Sei 11,...,&, eine Basis von V, und
sei 91,...,1, eine Basis von W. Dann haben wir eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung ¢ : V. — W mit ¢(x;) = v; fir alle i = 1,...,n, und
wir haben eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : W — V mit
Y(y;) = fur alle ¢ = 1,...,n. Nun ist p o ¢ : V. — V die eindeutig
bestimmte lineare Abbildung mit (¢ o v)(z;) = ; fiir alle ¢ = 1,...,n, also
(¥ o ) = idy. Andererseits ist p o9 : W — W die eindeutig bestimmte
lineare Abbildung mit (po)(y;) =p; fir allei = 1,...,n, also potp = idy .

Damit ist also ¢ : V' — W ein [somorphismus. U

Aussage 2.44 SeiV endlich erzeugt. Dann kann man jedes linear unabhdngi-

ge System in V' zu einer Basis von V ergdnzen. D.h.: Seien q,...,¢, linear
unabhdingige Vektoren in V. Dann kann man t,yq,...,8s € V finden, so dass
Ii,...,Ls eine Basis von V bilden.

Beweisskizze. Man geht wie folgt vor: Wenn das System eine Basis ist, ist
man fertig. Wenn dies nicht der Fall ist, gibt es einen von rq,...,g, linear
unabhéngigen Vektor. Man fiigt so einem Vektor zu dem System hinzu. Dies
iteriert man. Der Prozess terminiert nach genau Dim(V') — r Schritten. [

Aussage 2.45 Sei V' endlich erzeugt, und sei U C V' ein Untervektorraum.
Dann hat ist auch U endlich erzeugt, hat also auch eine Basis.

Beweis. Angefangen von leeren System geht man analog zum obigen Beweis
vor: Wenn immer es einen von dem System linear unabhéngigen Vektor in
U gibt, ergénzt man das System mit so einem Vektor. Dieser Prozess muss
terminieren, da jedes linear unabhéngige System in V' hochstens Dim(V)
Vektoren entélt. Dann hat man ein maximales linear unabhéngiges System
von U, also eine Basis von U. O

Definition Sei A eine Matrix iiber K. Die Dimension des von den Spalten
von A erzeugten Vektorraums heifit der Spaltenrang von A. Die Dimension
des von den Zeilen von A erzeugten Vektorraums heifit der Zeilenrang von A.
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Bemerkung Der Zeilenrang von A ist gleich dem Spaltenrang von A* (und
umgekehrt).

Ziel ist nun der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 2.5 Sei A eine Matriz tiber K. Dann ist der Spaltenrang von A gleich
dem Zeilenrang von A.

Lemma 2.46 Sei A € K™*" eine beliebige Matrixz, und seien M € K™ ™
und N € K™ ™ invertierbare Matrizen. Dann ist der Spaltenrang von A gleich

dem Spaltenrang von M AN, und der Zeilenrang von A ist gleich dem Zei-
lenrang von M AN .

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Aussage fiir den Spaltenrang. Der Spal-
tenrang von A (resp. M AN) ist per Definition gleich der Dimension von
Bild(A4) (resp. Bild(Apran)). Nun ist Bild(Ayan) = Bild(Ayy 0o Ayo Ay) =
Bild(Ap; 0 Ay), da Ay surjektiv (sogar bijektiv) ist. AuBerdem ist

Dim(Bild(Ay 0 As)) = Dim(Bild(A4))

da Apr|giaca ) injektiv (sogar bijektiv) ist (siehe Lemma 2.43).

Die Aussage iiber den Zeilenrang folgt, indem man zu den transponierten
Matrizen iibergeht und die schon bewiesenen Aussagen iiber den Spaltenrang
anwendet. Genauer ist der Zeilenrang von A gleich dem Spaltenrang von A?
gleich dem Spaltenrang von N*A'M* = (M AN)*, gleich dem Zeilenrang von
MAN. O

Lemma 2.47 Sei A in Zeilenstufenform, und sei v die Anzahl der Nicht-
Nullzeilen. Dann gilt: Der Zeilenrang von A ist gleich dem Spaltenrang von
A ist gleich r.

Beweis. Die Nicht-Nullzeilen sind offensichtlich linear unabhéngig, d.h. sie
bilden eine Basis fiir die von ihnen aufgespannten Raum.

Andererseits sind die Stufenspalten auch offensichtlich linear unabhéngig,
und die anderen Spalten sind von diesen Spalten linear abhéngig. Damit
bilden die Stufenspalten auch eine Basis in dem von ihnen aufgespannten
Raum.

Beachten Sie, dass die Anzahl der Stufenspalten gleich der Anzahl der
Nicht-Nullzeilen ist. U

Aus diesen beiden Lemmata folgt der Satz. Denn: Sei M € K™*" inver-
tierbar so dass M A in Zeilenstufenform ist. Dann ist der Spaltenrang von A
gleich dem Spaltenrang von M A gleich dem Zeilenrang von M A gleich dem
Zeilenrang von A. O
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Definition Da der Zeilenrang immer gleich dem Spaltenrang ist, spricht
man einfach vom Rang von A. Bezeichnung: Rang(A).

Faktorraume und Dimensionsformeln

Sei V' ein K-Vektorraum, und sei U C V ein Untervektorraum. Dann ist U

insbesondere eine Untergruppe von V', und wir haben die Faktorgruppe V/U

mit der induzierten Addition (also [r]y + [v]y] = [r + vy fiir alle x,y € V).
Ich behaupte, dass die Skalarmultiplikatition eine Skalarmultiplikation

- K x VU —V/U (a,[t|lv) — |az]v

induziert, und dass V/U mit dieser Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum
ist.

Wir miissen iiberpriifen, dass die Multiplikation auf V/U wohldefiniert
ist.

Seien dazu ¢ € K und r,y € V mit ]y = [v]y, d.h. ¢ ~y v. Dann ist
ax —ay = a(r —y) € U, also ay ~y ay, was zu zeigen war.

Es ist leicht, die Vektorraumaxiome zu iiberpriifen.

Aussage 2.48 Sei V' endlich erzeugt und U C V' ein Untervektorraum.
Dann gilt Dim(V) = Dim(V/U) + Dim(U).

Beweis. Sei pq,...,x, eine Basis von U. Wir ergédnzen diese Basis zu ei-
ner Basis p1,...,1s von V (sieche Aussage 2.44). Ich behaupte nun, dass
[tr+1]u, - -+, [ts]u eine Basis von V/U ist. (Dann ist s = Dim(V'), » = Dim(U)
und s — r = Dim(V/U), und hieraus folgt die Behauptung.)

Offensichtlich bilden [g1]y, ..., [ts]u ein Erzeugendensystem von V/U. Da

aber [t1]y = -+ = [g;Ju = oy ist, bilden auch [g,41]v, ..., [ts]u ein Erzeugen-
densystem.
Wir zeigen nun die lineare Unabhéngigkeit. Seien dazu a,41,...,as € K

mit a,1[gr41)u + -+ + as[ts)y = 0. Dann ist also a, 1841 + -+ + asts € U,
d.h. es gibt a4,...,a, € K mit a1 18,41 + -+ asks = a1x1 + - - - + a,x,, d.h.
—Q181 — - — Qplp + Qp1lpq + o Fasks = 0. Daxy, ..., 1 eine Basis von V
bilden, folgt a; = --- = a, = 0. ]

Sei nun auch W ein K-Vektorraum und ¢ : V' — W eine lineare Abbil-
dung. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus von Vektorrdumen

@ V/ Kern(p)— Bild(¢) , [t]kern(p) = ¢(F) - (2.14)

Um zu iiberpriifen, dass die Abbildung wohldefiniert und injektiv ist, nehmen
wir uns zwei beliebige Vektoren r, € V' vor. Dann gilt:

I ~Ken(p) D —— & — 9 € Kern(p) «— ¢ — 1) = 0 < ¢(xr) = () ,



2.6. ENDLICH ERZEUGTE VEKTORRAUME 111

was zu zeigen war.
Es ist leicht zu sehen, dass ¢ eine lineare Abbildung ist, also ist es ein
Isomorphismus.

Satz 2.6 SeiV endlich erzeugt, und sei p : V. — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt Dim(V) = Dim(Kern(y)) + Dim(Bild(y)).

Dies folgt aus Aussage 2.48 und dem Isomorphismus (2.14).

Korollar 2.49 Sei A € K™*". Dann gilt Rang(A) + Dim(Kern(A)) = n.

Definition Seien U;,U, C V Untervektorraume. Dann definieren wir die
Summe von U; und U, als

Ui+Uy:={tn+rlncl,ncl}.

Dies ist der kleinste Untervektorraum von V', der U enthélt (iiberpriifen!).

Bemerkung Wenn y,...,1,. ein Erzeugendensystem von U; bilden und
D1,...,0s ein Erzeugendensystem von U, bilden, dann bilden gq,...,z,,
D1, ..., ein Erzeugendensystem von U; + Us.

Satz 2.7 Sei V endlich erzeugt, und seien Uy, Uy C V' Untervektorriume.
Dann gilt Dim(U; + Us) + Dim(U; N Uy) = Dim(Uy) + Dim(Uy).

Beweis. Sei ri, ...,z eine Basis von U; N Uy. Wir ergénzen diese Basis zu
einer Basis r1,...,zs von U; sowie zu einer Basis 1, ...,%, 91, ..., ¢ von Us.

Ich behaupte, dass dann gq,...,zs,91,...,0; eine Basis von U; + U, ist.
(Dann ist s+t = Dim(U;+Us), s = Dim(U;) und ¢ = Dim(Us) —Dim(U;NU3),
und hieraus folgt die Behauptung.)

Es ist offensichtlich, dass es sich um ein Erzeugendensystem handelt.

Seien also ai,...,as,b1,...,0, € K mit a;py + -+ + asks + b1y + -+ - +
biy; = 0. Dann ist also ajxry + -+ + asts = — (b1 + -+ - + b)) € Uy N Us.
Somit gibt es ¢1,...,¢, € K mit cip1 + -+ + ¢8 = a1ty + -+ - + asks bzw.
(al - Cl);l + ot (ar - Cr)xr + Qrp1lry1 + 000+ asks = 0. Hieraus fOlgt

aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von gq,...,8s ¢ = aq, ..., ¢, = a, und
apy1 = ---=ags = 0. Wir haben also ayx; + -+ a, 2 + b191 +-- - + by = o.
Hieraus folgt nun a; = --- = a, = by = --- = by = 0 aufgrund der linearen

Unabhéngigkeit von r1,...,5.,91,..., ;. O
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Abbildungsmatrizen und Basiswechsel

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum, und sei B := (by,...,b,) eine
Basis von V.

Wir haben den Isomorphismus ¢ : V' — K", der eindeutig durch b; —
e, gegeben ist. Dieser Isomorphismus heifit die Koordinatenabbildung zu 8.
Fiir ¢ € V| heifit der Vektor x := ¢g(r) der Koordinatenvektor von ¢ beziiglich
bl, ey b,,.

Wir wihlen nun eine zweite Basis B’ = (b, ..., b} ) von V. Dann kénnen
wir b, = > o, si;b; mit eindeutig bestimmten s;; schreiben. Die Matrix
S = ((si;))i; nennen wir Ubergangsmatriz von % nach %'

51,5
Beachten Sie, dass der Vektor : (die j-te Spalte von S) genau der
Sn,j
Koordinatenvektor von b; bez. by, ..., b, ist.

Wir wollen nun die Koordinatenvektoren von Vektoren von V' bez. by, ..., b,
in Koordinatenvektoren bez. b’, ..., b} umrechnen. D.h. gegeben z € K™ wol-
len wir cgy © c%l (x) berechnen. Beachten Sie, dass caq 0 c%l : K" — K™ eine
lineare Abbildung ist.

Wie muss die Matrix 7 lauten, damit das Diagramm kommutativ ist?

Bevor wir hierzu kommen, betrachten wir ein einfacheres Problem: Wir rech-

nen die Koordinatenvektoren von ¢ € V bez. b}, ..., b/ in Koordinatenvek-
toren bez. by, ..., b, um.
Dies bedeutet: Wir bestimmen die Matrix zur linearen Abbildung ngoc%} :
51,5
K" — K" Wir wissen, dass cg o c%}(gj) = (b)) = : . Und das
Sm,j
bedeutet: Die gesuchte Matrix ist S.
Mit anderen Worten: Wenn z der Koordinatenvektor von ¢ bez. b, ..., b/,
ist, dann ist Sz der Koordinatenvektor von ¢ bez. by, ..., b,.

Nun koénnen wir auch die urspriingliche Frage beantworten: Die Abbil-
dung ce 0 c%l : K™ — K™ ist durch z — S~ 'z gegeben. Also: Wenn z der
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Koordinatenvektor von r bez. 9B ist, dann ist S~'z der Koordinatenvektor
von ¢ bez. B’.

Kn

C%/

Vv As Ag-1

AN

Kn

Sei nun W ein zweiter endlich erzeugter K-Vektorraum, sei € := (cq, ..., ¢p)
eine Basis von W, und sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung.

Wir wissen bereits, dass ¢ durch ¢(by),...p(b,) eindeutig bestimmt ist.
Wir definieren die Abbildungsmatriz von ¢ beziiglich der Basen by, ..., b,
und cq, ..., ¢, wie folgt:

Die j-te Spalte der Abbildungsmatrix ist der Koordinatenvektor von ¢(b;)
beziiglich der Basis ¢y, ..., ¢,.

Somit ist die Abbildungsmatrix also eine m x n-Matrix. Die Abbildungs-
matrix von ¢ beziiglich der Basen by,...,b, und cy,...,c, bezeichnen wir
mit Mg ().

Wir haben das kommutative Diagramm:

1% ¢ 1%
. l l%
K Mg (p)-z K

Die Abbildungsmatrix Mg () ist endeutig durch die Forderung, dass das
Diagramm komutativ sei, bestimmt.

Beachten Sie: Mit den obigen Notationen ist die Abbildungsmatrix von
idy beziiglich B’ und B gleich S, der Ubergangsmatrix von 9B auf %8’ (und
die Abbildungsmatrix von idy beziiglich B und B’ ist gleich S~1).

ME (idy) =S  Mg(idy)=S""! (2.15)

Sei nun X noch ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit Basis ® :=
(01,...,0¢), und sei ¢ : W — X eine lineare Abbildung. Dann haben sind
das rechte und das linke “Késtchen” sowie der untere Teil des folgenden
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Diagramms kommutativ:

v 2 W s X
Ccy Ce D
M2 () z—MS ()
Kn ¢ Km G KZ

o= MG (P)ME (p)-x

Dies bedeutet, dass das gesamte Diagramm kommutativ ist. Insbesondere
sieht man, dass die Abbildungsmatrix von ¢ o ¢ : V. — X bez. B und €
gleich M§()ME () ist. Also

Mg (1 0 p) = Mg(¥) Mg () - (2.16)

Eselsbriicke: Man kann “€ kiirzen”.

Wir betrachten nun, wie sich Abbildungsmatrizen unter Basiswechsel
verandern.

Seien dazu 9B, %8’ Basen von V und €, ¢ Basen von W. Sei S die Uber-
gangsmatrix von B auf B’ und T die Ubergangsmatrix von ¢ auf ¢’. Dann
ist nach (2.16) und (2.15)

Mg (0) = Mg (idw ) Mg (p) Mg (idv) = T Mg ()85 . (2.17)

Wir betrachten noch zwei Spezialfalle:

Sei ¢ : V. — V ein Endomorphismus. Die Abbildungsmatrix Mg ()
heifit dann die Abbildungsmatriz von ¢ beziiglich der Basis B. Wenn nun 8’
eine weitere Basis ist und S (wie oben) die Ubergangsmatrix von 9B zu %5’
ist, dann ist

ME(¢) = STME()S . (2.18)

Wir geben uns eine Matrix A € K™*" vor und betrachten die Abbil-
dung A4 : K™ — K™. Die Abbildungsmatrix dieser Abbildung bez. den
Standardbasen von K™ und K™ ist natiirlich A.

Seien nun B := (b,...,b,) und € = (¢,...,¢,,) Basen von K" bzw.
K™ und seien B und C' die Matrizen, die man erhélt, wenn man die Basis-
vektoren jeweils als Spalten einer Matrix auffasst. Die Ubergangsmatrix von
der Standardbasis von K" zur Basis B ist demnach B, und die Ubergangs-
matrix von der Standardbasis von K™ zur Basis € ist C'. Demnach ist die
Abbildungsmatrix von A4 bez. B und € gleich C~'AB. (Uberlegen Sie sich

anhand der Definition der Abbildungsmatrix, warum dies richtig ist!)
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Charakteristik und endliche Ko6rper

Sei K ein Korper. Dann haben wir den Ringhomomorphismus ¢ : Z —
K |z z-1x. Wir wissen, dass es ein n € Ny mit Kern(y) = (n) = {an,|a €
Z} gibt. Beachten Sie: Entweder ist n = 0 oder n ist die kleinste Zahl in N
mit n-1x = 0.

Sei nun n > 0. Dann ist n eine Primzahl. Denn: Angenommen n ist keine
Primzahl. Dann gibt es a,b € N, beide < n, so dass ab = n. Damit ist dann
a-lg #0und b-1x # 0 aber ablg = (alk) - (blg) = Ok, ein Widerspruch.

Definition Die Zahl n heifit die Charakteristik von K und wird mit char(K)
bezeichnet.

Wenn char(K) = 0, haben wir eine Inklusion Z — K ,z +— 2z - 1g.
Man erhélt dann auch eine Inklusion Q < K von Koérpern (warum?). Man
“identifiziert” nun Q mit seinem Bild in K (in Verallgemeinerung des Falls
K =R). Dann ist Q (bez. der Inklusion) der kleinste Unterkérper von K.

Sei nun char(K) = p > 0. Wir haben einen injektiven Homomorphismus
F, =Z/pZ — K von Kérpern. Das Bild von F, ist ein Unterkérper von K;
dieser Korper ist nun (bez. der Inklusion) der kleinste Unterkorper von K.
Nach Beispiel 2.26 ist K insbesondere ein [F)-Vektorraum.

Sei nun K ein endlicher Kérper. Dann gibt es ein m € N mit m -1 =0,
also gilt char(K) > 0. Sei wiederum p := char(K’). Da K nur endliche viele
Elemente enthélt, ist K insbesondere endlich erzeugt als F,-Vekorraum. Sei
ai,...,aq € K eine Basis von K iiber F,. Dann ist K als F,-Vektorraum
isomorph zu K?. Insbesondere gilt #K = p®.

Wir haben gezeigt:

Aussage 2.50 Die Anzahl der Elemente eines endlichen Kdorpers ist immer
eine Primpotenz (d.h. eine Potenz einer Primzahl).

Wie schon in Abschnitt 1.10, S. 61 erwéhnt kann man auch zeigen: Zu
jeder Primpotenz ¢ gibt es einen endlichen Koérper mit ¢ Elementen, und zwei
endliche Korper mit ¢ Elementen sind isomorph.

2.7 Determinanten

Zur Motivation der Definition der Determinante nehmen wir uns die folgende
Aufgabe vor:
Gegeben z,,...,2, € R" wollen wir definieren, was das Volumen des
Spats
{aizy+ - +cuz,|0<¢; <1firalej=1,...,n}
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ist. Mit anderen Worten: Wir suchen eine Abbildung Vol : (R")* — R, so

dass fiir alle z,,...,z, € R” Vol(z,,...,z,) € R unserer intuitiven Vorstel-
lung des Volumen des entsprechenden physikalischen Spats entsricht.
Wir stellen die folgenden naheliegenden Forderungen (wobei z,...,z,

beliebige Vektoren aus R" sind, ¢ € R und 4,7 = 1,...,n mit ¢ # j ist).

Voll VOl(lla---aZj—lacijaﬁj-Ha“->Zn) = |c| 'V01(£1>---a£j>lj+1>--- z,)

’r=n

Vol2  Vol(zy,...,z; y,2; +2;,25,4,-..,2,) = Vol(zy,...,z,)

Vol3  Vol(ey,...,e,) =1

Man kann zeigen, dass es genau eine solche Abbildung Vol : R® — R
gibt.

Eine andere Motivation der Determinante kann man iiber beliebigen Kérpern
formulieren: Wir suchen eine Abbildung, die jeder Matriz ein Skalar zuordnet,
so dass die Matriz genau dann invertierbar ist, wenn dieses Skalar # 0 ist.
Auflerdem soll die Abbildung noch einige weitere “angenehme Eigenschaften”
bez. elementaren Spaltentransformationen haben.

Sei also K ein Korper und n € N. Wir suchen eine Abbildung Det :
K™ — K, die die folgenden Eigenschaften hat:

Detl Sei A € K™ und sei A’ eine Matrix, die aus A durch Multiplika-
tion einer Spalte mit einem Skalar ¢ hervorgeht. Dann gilt d(A’) =
¢ Det(A).

Det2 Sei A € K™ und sei A" die Matrix, die aus A durch Addition des
c-fachen von Spalte 7 zu Spalte j (mit i # j) hervorgeht. Dann gilt
Det(A) = Det(A’).

Det3  Det(I,) = 1.

(Beachten Sie, dass aber fiir ¢ = 0 die Transformation in Detl keine
elementare Spaltentransformation ist.)

So eine Abbildung K™*" — K heiflt eine Determinanteabbildung. Wir
werden sogleich sehen, dass es genau eine Determinantenabbildung K"™*" —
K gibt. Wir werden auch sehen, dass diese Determinantenabbildung die Ei-
genschaft hat, dass Det(A4) = 0 genau dann wenn Rang(A) < n, was die
urspriingliche Motivation war.
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Notation Wenn eine Abbildung f : K™*" — K gegeben ist, erhilt man
mittels (z,...,z,) — f(zy| --|z,) eine Abbildung (K™)" — K. Wir

» Em

bezeichnen diese Abbildung wieder mit f, d.h. wir setzen f(z,,...,z,) =

f(zy|...|z,). Umgekehrt identifizieren wir Abbildungen (K™)" — K mit
Abbildungen K"™*" — K.

Bemerkung Wenn wir eine Determinantenabbildung Det : R™" — R
haben, dann erfiillt die Abbildung Vol : (R")" — R | (z,...,2,) —

’r=n

| Det(z;,...,z,)| die obigen Forderungen Voll, Vol2, Vol3. Die Zahl

)Ly

Det(z,...,xz,) selbst kann man als gerichtetes Volumen auffassen.

Eindeutigkeit und Existenz einer Determinantenabbildung

Wir fixieren nun eine Determinantenabbildung d : K™*" — K und leiten
einige Eigenschaften her. Mittels dieser Eigenschaften werden wir dann ins-
besondere zeigen, dass es hochstens eine Determintenabbildung K™*" — K
gibt. Danach werden wir eine dieser Eigenschaften als Ansatz fiir eine De-
finition benutzen und zeigen, dass die so definierte Abbildung wirklich eine
Determinatenabbildung ist.

Es ist leicht zu beschreiben, wie sich d(A) (mit A € K™*™) unter elemen-
taren Spaltentransformationen angewandt auf A &ndert. Wir kennen schon
das Transformationsverhalten unter Multiplikation einer Spalte mit einem
Skalar ¢ # 0. Aulerdem haben wir:

Lemma 2.51 Sei A € K™" und sei A" eine Matriz, die aus A durch An-
wendung einer elementaren Spaltentransformation hervorgeht. Dann gilt:

a) Wenn A" aus A durch Vertauschen von zwei Spalten hervorgeht, gilt d(A") =
—d(A).

b) Wenn A’ aus A durch Addition des c-fachen einer Spalte zu einer anderen
Spalte hervorgeht, gilt d(A") = d(A).

Beweis. Wir zeigen zuerst die zweite Aussage. Sei A’ die Matrix, die man aus
A durch Addition des c-fachen von Spalte i zu Spalte j erhélt. Fiir ¢ = 0 ist
nichts zu zeigen, sei also ¢ # 0. Wir haben

cd(A) = dlay,... 41,00, 0yqs -5 05_1)
Detl
= d(ay,...,a; 4, Clyy Ay - - Aj_1, @ + CQian-}-laQn)
= cd(A),

und hieraus folgt die Behauptung. (Wir haben hier implizit angenommen,
dass i < j, aber das hat nur notationelle Griinde.)
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Die erste Behauptung folgt, da das Vertauschen von zwei Spalten durch
wiederholte Addition und Subtraktion einer Spalte, gefolgt mit Multiplikati-
on einer Spalte mit —1, dargestellt werden kann (Mit anderen Worten: Man
braucht Umformung (II) im Gauf-Algorithmus eigentlich gar nicht.)

In der Tat, die Vertauschung von Spalten ¢ und j kann man so realisieren:
- Man addiert Spalte i zu Spalte j. (Dann steht in Spalte j a; + a;.)

- Man subtahiert Spalte j von Spalte i. (Dann steht in Spalte i a,—(a;+a;) =
—a;.)

- Nfan addiert Spalte 7 zu Spalte j. (Dann steht in Spalte j a,.)

- Man multipliziert Spalte ¢ mit —1. U

Bemerkung Zusammen mit der Eigenschaft d(I,,) = 1 folgt aus dem obi-
gen Lemma insbesondere, dass d(E) fiir eine Elementarmatrix £ durch Axio-
me Detl, Det2, Det3 eindeutig festgelegt ist und dass immer d(E) # 0 gilt.

Wenn man beachtet, dass eine elementare Spaltentransformationen zur
Multiplikation mit einer Elementarmatrix von rechts korrespondiert, erhélt
man aus dem obigen Lemma sofort:

Lemma 2.52 Sei A € K™ eine beliebige Matriz, und set E € K™ " eine
Elementarmatriz. Dann gilt d(AE) = d(A) - d(E).

Per Induktion nach k folgt:

Lemma 2.53 Sei A € K™*" beliebig, und seien Ey, ..., B, nxXn-Elementar-
matrizen. Dann gilt d(AE; --- Ey) = d(A) - d(Ey) - - - d(Ey).

Aussage 2.54 FEs gibt hichstens eine Determinantenabbildung d : K" —
K, und diese erfillt d(A) = 0 genau dann wenn Rang(A) < n.

Beweis. Sei nach wie vor d : K™*" — K eine Determinantenabbildung, und
sei A € K™

Sei zundchst Rang(A) = n, also A invertierbar. Dann gibt es Element-
armatrizen Ej, ..., E, mit A = F;--- E} (siehe Satz 2.2). Dann gilt nach
dem obigen Lemma d(A) = d(E}) - - - d(Ey). Nun ist die Determinante einer
Elementarmatrix eindeutig festgelegt (s.o.). Damit ist auch die Determinante
von A eindeutig festgelegt.

Sei nun Rang(A) < n. Dann gibt es also eine Matrix A, die eine Nullspalte
enthélt (z.B. eine Matrix in Spaltenstufenform) sowie Elementarmatrixen
Ei,...,Eysodass A= AE; --- E;. Damit ist d(A) = d(A)-d(E,) - - - d(Ey) =
0. O

Die Beweismethode hat einige recht einfache Konsequenzen:
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Aussage 2.55 Fir A e K™" gilt d(A) = d(A").

Beweis. Offensichtlich ist fiir eine Elementarmatrix F d(E) = d(E"). Wenn
Rang(A) = n, gibt es Elementarmatrizen E,..., Ey mit A = E;--- Fy.
Damit gilt d(A") =d(E}---E!) =d(E})---d(EY) = d(Ey) - - - d(Ey) = d(A).

Wenn Rang(A) < n, ist auch Rang(A’) = Rang(A4) < n. Damit gilt
d(AY) =0=d(A). O

Bemerkung Sei wiederum A € K™*". Aufgrund der obigen Aussage hat
die Determinantenfunktion d die folgenden Eigenschaften beziiglich Trans-
formation von A mittels elementarer Zeilenoperationen:

e Sei A’ eine Matrix, die aus A durch Multiplikation einer Zeile mit einem
Skalar ¢ hervorgeht. Dann gilt d(A’) = cd(A).

e Sei A’ eine Matrix, die aus A durch Vertauschen von zwei Zeilen her-
vorgeht. Dann gilt d(A") = —d(A).

e Sei A’ die Matrix, die aus A durch Addition des c-fachen einer Zeile zu
einer anderen Zeile hervorgeht. Dann gilt d(A’) = d(A).

Aussage 2.56 Fir A,B € K™" gilt d(AB) = d(A)d(B).

Beweis. Sei zunéchst Rang(A) = Rang(B) = n. Dann gibt es Elementarma-
trizen Fy, ..., Ey und Egiq,...,Ey mit A= F,---FE, und B = Epyq--- Fy.
Damit ist d(AB) = d(E; - -+ Ey) = d(Ey) - - -d(Ey) = d(A) d(B).

Sei nun der Rang (mindestes) einer der beiden Matrizen < n. Wie das
folgende Lemma zeigt, ist dann auch Rang(AB) < n. Damit gilt d(AB) =
0=d(A)d(B). O

Lemma 2.57 Sei A € K™" und B € K"*". Dann ist Rang(AB) <
min{Rang(A), Rang(B)}.

Beweis. Wir benutzen die Definition des Rangs als Spaltenrang. Nach Defini-
tion der Matrizenmultiplikation sind alle Spalten von AB im “Spaltenraum
von A” (d.h. im von den Spalten aufgespannten Raum) enthalten. Damit ist
der Spaltenraum von AB im Spaltenraum von A enthalten. Dies impliziert
Rang(AB) < Rang(A).

Auflerdem ist der Spaltenraum von AB gleich Bild(Aap) = Aap(K") =
As(Ap(K")). Nach Lemma 2.43 a) ist die Dimension dieses Raumes
< Dim(Ap(K")) = Rang(B). O

Eine Aussage von Aussage 2.56 ist wiederum:
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Aussage 2.58 Die Determinantenabbildung d ist ein Homomorphismus von
Monoiden von (K™ -) nach (K,-). Insbesondere ist (K™*")* — K* ein
Homomorphismus von Gruppen.

Beweis. Die erste Aussage ist eine Zusammenfassung der obigen Aussage und
des Axioms Det3: d(1,,) = 1. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten.[]

Aussage 2.59 FEs gilt firallej =1,...,nundallexy,...,z; 1,Z;4,...,Z, €
K™: Die Abbildung

. n
d: K _)K>l'_>d(ilw"alj—l?laﬁ]q_la'--azn)
18t linear.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass stets d(x,, ..., 2; , 2+y,2;,4,...,2,) =
d(&b te 7£j—17£7 £j+17 te 7£n) + d(&lu te 7&]’—17%7 £j+17 te 7&71) gllt

Wir wissen, dass n + 1 Vektoren in K™ immer linear abhéngig sind. Wir
haben also ¢,d € K und ¢y, ...,¢j_1,¢jt1,...,¢, € K, nicht alle = 0, mit

cz+dy+ch§k:0.
k#j

Wenn ¢ = d = 0 ist, sind die Vektoren z, (k # j) linear abhingig. Damit
haben alle drei Matrizen, die hier betrachtet werden, Rang < n. Somit gilt
die Behauptung.

Sei also ¢ # 0 oder d # 0. Wie kénnen o.E. (ohne Einschrénkung) anneh-
men, dass d # 0 und sogar d = —1. Dann ist also y=cx+ Zk# ckxy, und
wir haben nun

A(xy, Ty, Y Ty Ty,) =

Ay Ty CT A D s ChTgys Tjg1s - - -5 L) =
A2y, Ty 1, CT Ty, T,) =
cod(zy,. ., Ty, T,)

Nach dem selben Argument ist

d(&lv R 7&]’—17& + yazj-i-lu te 7&71) =
Ay, oz, (L 0T+ Yy Chs Typys -5 L) =
(1 + C) ’ d(glv s 7&]’—17&7&]’-}-17 s 7&71) .
Aus der Verbindung dieser beiden Identitéten folgt die Behauptung. OJ

Bemerkung Die Aussage in der obige Aussage heifit Multilinearitit von d.

Sei nunn > 2.
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Notation Seifir A€ K™"undi,j=1,...n A;; diejenige n—1xn—1-
Matrix, die entsteht, wenn man in A die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.

Betrachten wir die Abbildung K®D*=D _ K A d(( 1 ) ))

Man sieht leicht, dass dies eine Determinantenabbildung auf K ®=D*(=1) gt

Wir bezeichnen diese Abbildung mit d,,_;, und die wir setzen d,, := d.
Aussage 2.60 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A € K™". Dann
gilt fiir alle j =1,...,n:

d,(A) = Z(—l)i“ai,j dn—1(Ai ;) (Entwicklung nach Spalte j)

i=1
Analog gilt fiir allei =1,...,n:

dn.(A) = Z(—l)”j aijdn_1(A;;) (Entwicklung nach Zeile i)

=1

Beweis. Die beiden Aussagen sind dquivalent da d,,(A) = d,(A") und d,,_1(A") =
d,,_1(A"). Wir zeigen die Entwicklung nach Spalte j.
Aufgrund der Multilinearitat ist

n
d(A) = d(a,... 141, Zi:l QijCis Ajqqs--- , Q)
_ n
- Zi:lai,j (217'"7@]’—1721’7@]’4—17"'7@71) .
Wir miissen also zeigen, dass

dn(glu e 7@]’—1721’7@]’-}-17 s 7Qn) = <_1)Z+]dn(AZJ) *

Sei zunéachst

1 12 -+ Qin
0 Q22 -+ Q2n
A= (eas|-+|a,) =
0 Ap1 =+ Qpn
1 0 --- 0
. 0 Q22 -+ Q2n
Dann ist d,(A) = d,(| . . i ) aufgrund von Spaltentrans-
0 Ap1 =+ Qpn

formationen, und letzteres ist per Definition gleich d,,_1(A;,1). Somit ist die
Formel fiir solche Matrizen richtig.
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Seinun A = (g;|az] - - - |a,,) eine Matrix wie oben, nur das die Eins in in der
i-ten Zeile steht. Wieder “raumen wir zunéchst die Eintrége rechts der 1 aus
(Addition von Vielfachen der ersten Spalte zu anderen Spalten). Wir fithren
hintereinander die Zeilentransformationen “Vertauschen der Zeile ¢ mit Zeile
1—1, “Vertauschen der Zeile i —1 mit Zeile 1 —27, ..., “Vertauschen der Zeile
2 mit Zeile 1”7 durch und nennen das Ergebnis A’. Dann ist A}; = A;; und
=, A(?l ) Damit st dn(A) = (—1)~Ldp(A) = (=1} d,_1(Air).
Die Formel ist also wiederum richtig.

Sei nmun A = (ay|---|g; ,l€la 4] - -|a,). Wir gehen analog vor und
“raumen zuerst die Eintrége rechts und links vom Eintrag mit Index (i, 7)
aus”. Dann vertauschen wir der Reihe nach die Spalte j mit der Spalte j —1,

..., die Spalte 2 mit der Spalte 1. Dann vertauschen wir noch die Zeilen

wie oben. Wir erhalten die Matrix (1) AQ _ ) Wir haben nun d,(A) =
2y

(=1) =71, 4(Ai ;) = (-1)" d,_1(A; ), abermals die richtige Formel. [J

Wir kommen nun zum Hauptresultat iiber Determinantenabildungen.

Satz 2.8 Sei K ein Korper und n € N. Dann g¢ibt es genau eine Determi-
nantenabbildung K™" — K.

Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir schon gezeigt.
Motiviert durch die obige Entwicklung nach Zeilen (die ja fiir jede Deter-
minantenabbildung gelten muss) definieren wir rekursiv fiir jeden Korper K:

Dety(a) :=a Det,(A) := Z(—l)lﬂam Det,,—1(4; ;)

J=1

fir n € N und A € K™". Ich behaupte, dass fiir alle n € N Det,, eine
Determinantenabbildung ist.

Wir zeigen dies nach Induktion iiber n. Der Induktionsanfang n = 1 ist
trivial. Wir setzen also voraus, dass die Behauptung fiir n richtig ist und
zeigen die Behauptung fiir n + 1.

Beachten Sie, dass wir dann insbesondere alle oben bewiesenen Eigen-
schaften fiir Determinantenabildungen fiir Det,, benutzen diirfen.

Offensichtlich ist Det,, 11 (l,+1) = 1 - Det(l;) = 1.

Sei A € Ktx(4+) 5 — 1 'n+ 1 und A’ diejenige Matrix, die
aus A durch Multiplikation der j-ten Spalte mit ¢ € K hervorgeht. Dann
ist Det,(A},) = cDet,(A],) fir alle & # j. Damit gilt Det,1(A4") =
S (1) cay; Det,(A; ) = Detyi1(A).

j=1
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Sei nun A € KO+)x(+h yund seien 4,5 = 1,...,n+ 1 mit i # j. Sei
A’ diejenige Matrix, die aus A durch Addition der i-ten Spalte zur j-ten
Spalte hervorgeht. Fiir k # i, j entsteht dann A} ; auch aus A, ;, indem eine
Spalte zu einer anderen addiert wird. Wenn wir nun anwenden, dass Det,,
eine Determinantenabbildung ist, erhalten wir, dass Det(A} ;) = Det(A; )
fiir alle k& # 7, 7. Auflerdem ist dies offensichtlich auch fiir £ = j richtig, denn
diese Spalte wird ja gerade gestrichen.

Wir untersuchen nun Det,, (A ;). Es ist Det,, (A} ;) = Det, (A} ;)+Det,(B),
wobei B aus A hervorgeht, indem man zuerst die Spalten ¢ und j vertauscht
und dann die Spalte ¢ streicht. Also hat B bis auf Reihenfolge die selben
Spalten wie die Matrix A; ;. Genauer geht B aus A;; durch |j —i| — 1
Spaltenvertauschungen hervor. Damit ist also Det,(A];) = Det,(Ai;) +
(=1)==1 Det,,(A; ;) = Det, (A1) + (1) Det,, (A; ;).

Es folgt:

Det,41(A") — Detyiq(A)

= (=1)"a1; Det,_1(A7;) + (=1)'*d] ; Dety, (A )

—( 1)1+2a1,Det (Alz ( 1)1+Ja1jDet (Alj)

)
i)~
= (=1)"ay,; Det,,_1(A1;) + (—1)1F(—1)7""1ay ; Det, (A 4)
+(=1)"ay ; Det, (A1) + (=1)"ay; Det,, (A1)
—(=1)"*ay; Det, (A1) — (—1)ay ; Det n(A )

=0
U

Notation Im Folgenden schreiben wir Det statt Det,. Eine andere iibliche
ayi1 -+ Qip ari1 - Qinp
Schreibweise fiir Det( : : Do) st
Un1 ~ Gpp Un1 G
Man kann die Spalten- / Zeilnentwicklungen der Determinante verwen-
den, um eine nicht-rekursive Formel herzuleiten. Es ergibt sich:

n = 2. Es ist Det(A) = a1,1G022 — A12022.

G2 A3 12 A1,3 Q1,2 a12
azo a3;3 azo 04s;s3 Q29 A23
1,102,203 3 + Q1,202 3031 + 013021032 — (31022013 — 01,1043 2023 — A2,101,203 3.
Dies ist die so genannte Regel von Sarrus.

n =3 Esist Det(A) = ay,

) )
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Ich gebe noch ohne Beweis das Ergebnis fiir beliebies n an.
Zunéchst einige Definitionen und einfache Bemerkungen.

Definition / Bemerkung Wir ordnen jeder Permutation 7 € S,, die ent-
sprechende Permutationsmatriv My = (€y(1),- -+ €n(n) € K" zu. Man
sieht leicht, dass diese Matrix immer invertierbar ist, und dass die Abbil-
dung S,, — K™ ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir betrachten nun
Permutationsmatrizen iiber Q und definieren nun das Signum von w € S,
wie folgt: sign(m) := Det(M,) € Q*. Da auch Det : (Q™")* — Q* ein
Gruppenhomomorphismus ist, ist also sign : S, — Q* ein Gruppenhomo-
morphismus.

Eine Transposition ist per Definition eine Permutation, die genau zwei
Elemente vertauscht und die anderen Elemente fest ldsst. Man sieht leicht,
dass jede Permutation ein Produkt von Transpositionen ist (= aus Transpo-
sitionen durch Verkniipfung hervorgeht). (Beweisen Sie dies per Induktion!)

Wenn 7 eine Transposition ist, ist Det(7) = —1 per Definition. Damit
gilt: Sei m = 7y - - - m, wobei die 7; Transpositionen sind. Dann ist sign(7) =
(—1)*. Insbesondere ist also sign(m) = #1.

Man sieht auch: Wenn 7y - - - 1, = 01 - - - 0, mit Transpositionen m; und o;,
dann sind entweder £ und ¢ beide gerade oder beide sind ungerade.

Wir haben nun (ohne Beweis):

Aussage 2.61 (Formel von Leibniz) Sei A € K"*". Dann ist

Det(A) = Z SIgN(T)a1,7(1) * * * Cpyr(n) -

Bemerkung Diese Formel hat ihren Wert in theoretischen Betrachtun-
gen. Fiir die algorithmische Berechnung der Determinante ist sie aber ka-
tastrophal: Mittels dieser Formel benétigt man (n — 1) - n! Kérpermulti-
plikationen. Mann man mit elementaren Spalten- und Zeilenumformungen
rechnet, benétigt man nur O(n?®) Korperoperationen, genau wie beim Gauf-
Algorithmus.

Die adjunkte Matrix und die Cramersche Regel
Definition Fir A € K™*" definieren wir die adjunkte Matrixz als
A* = ((=1)"7 (Det(Az)))i =1, -

(Beachten Sie die Rolle der Indices!)
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Sei nun A € K™ und b € K", und sei ¢ := A7b. Dann ist
i =Y (=1)" Det(A;;) by = Det(ay, .., a1, by @, 1) - (2.19)
j=1
aufgrund der Formel fiir die Entwicklung nach Spalten. Also: Man erhélt ¢;,
indem man die i-te Spalte von A durch b ersetzt und die Determinante dieser
Matriz bildet. (Beachten Sie wieder die unkonventionelle Rolle des Index i!)
Somit ist insbesondere A%#a; = Det(A) ;. (Wenn man die i-te Spalte von
A durch g, ersetzt und dann die Determinante bildet, erhélt man Det(A) d; ;.)
Damit gilt
A*A = Det(A) I, . (2.20)
Da A beliebig war, gilt auch (A)#A? = Det(A?) I, = Det(A)I,,. Nun ist
(A7 = ((=1)"* (Det(A5)))ij=1..n = (AF)".
Damit folgt:
(AAF) = (AF) AN = (AY# A" = Det(A) I,
Wenn man nochmal transponiert, erhédlt man
A A* = Det(A) I, .
Wenn A invertierbar ist, kann man dies natiirlich auch durch

Al ! A

~ Det(A)
ausdriicken.
Wir geben uns nun eine invertierbare Matrix A € K™ und einen Vektor
X1
b € K" vor. Dann wissen wir, dass das LGS A - : = b genau eine
Xn

Losung hat; sei diese . Wenn wir beide Seiten von (2.20) von rechts mit z
multiplizieren erhalten wir A% b = Det(A) z, also

1
= CAFD .
7 Det(4) 7 7
Wenn wir (2.19) beachten, erhalten wir:
Det(a;, -+ ,a;_1,b, 041, , Q)
;= — —— == — 2.21
v Det(A) (221)

Dies ist die so genannte Cramersche Regel.
Algorithmisch ist diese Formel aber kein Fortschritt gegeniiber dem Gauf3-
Algorithmus.
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Die Determinante eines Endomorphismus

Wir geben uns jetzt einen endlichen erzeugten K-Vektorraum V und einen
Endomorphismus ¢ : V. — V vor. Wir wollen die Determinante von ¢
definieren.

Hierzu wéhlen wir uns (irgendwie) eine Basis by, ..., b, von V und be-
trachten die Determinante der Abbildungsmatrix Mg () von ¢ bez. B.

Ich behaupte, dass diese Determinante nicht von der Wahl der Basis
abhéngt.

Sei hierzu B’ eine andere Basis von V, und sei S die Ubergangsmatrix
von B nach B’. Dann gilt nach (2.18) und Aussage 2.58:

Det(Mg (¢)) = Det(S™' MB(p) S) =
Det(S~") Det(Mg(¢)) Det(S) = Det(Mg(¢))

Damit konnen wir definieren: Die Determinante von ¢ ist die Determinante
der Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich irgendeiner Basis von V. Bezeichnung:
Det(y).

Langrange-Interpolation und die Vandermondesche Matrix

Ich schliefe mit der expliziten Berechnung der Determinante einer bestimm-
ten Art von Matrizen und einer Anwendung.

Sei wie immer K ein Kérper, und seien (21, 1), ..., (Zn, yn) € K?, wobei
die z; paarweise verschieden sind. Wir wollen diese Punkte mittels eines
Polynoms interpolieren. Dies heifit, wir wollen ein Polynom p(X) € K[X]
mit p(z;) = y; fiir alle i = 1,...,n finden. Wir stellen uns die Aufgabe, ein
solches Polynom mit moglichst kleinem Grad zu finden.

Nun hat diese Aufgabe die folgende eindeutige Losung: Es gibt ein eindeu-
tig bestimmtes Interpolationspolynom p(X) € K[X]| mit Grad(p(X)) < n—1.

Das Auffinden dieses Polynoms heiflt Lagrange Interpolation.

Dies wollen nun die Behauptung beweisen. Dabei werden wir auch eine
Methode kennen lernen, die es erlaubt, dieses Polynom explizit zu berechnen.
Sei zunéchst p(X) = Zj:o a; X7 irgendein Polynom. Dann gilt: p(x;) =
ao
Y Zfzoai:c; =y — (1 z - )| : = ¥,. Mit ande-
Qq
ren Worten: Das Polynom p(X) interpoliert die Punkte genau dann, wenn
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ao
aq .
eine Losung des LGS
Qg
1oz - af Ao (1
1z, - 2l Ay Yn
Ao
ist, wobei : der Vektor der Unbestimmten ist.
Ag
1 x zh
Ich behaupte nun, dass die quadratische Matrix
1 xn PR xz_l

invertierbar ist. Hieraus folgt die Behauptung, dass es ein eindeutig bestimm-
tes Interpolationspolynom vom Grad < n — 1 gibt. Auflerdem ergibt dies
sofort eine Methode, dies zu berechnen: Man 16se das LGS! (Es gibt aber
noch andere Methoden hierfiir.)

1 X1 e :L'Tf_l
Die Matrix P : : heiit Vandermondesche Matriz. Ich
1 T, - xn_l

n
berechne nun die Determinante dieser Matrix und zeige, dass diese # 0 ist.
Beachten Sie, dass wir vorausgesetzt haben, dass die x; paarweise verschieden
sind. Wenn zwei gleich sind, ist die Determinante offensichtlich = 0.

Wenn wir der Reihe nach das x,-fache der Spalte n — 1 von der Spalte
n abziehen, das z,-fache der Spalte n — 2 von der Spalte n abziehen, ...,
das z,-fache der Spalte 2 von der Spalte 1 abziehen (in dieser Reihenfolge),
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erhalten wir:

n—1 n—2
12y x’f‘l 1 z—z, A
Det : : = Det . | =
1 =z =1 I 21—z T, 1 — TnT,_3
" " 1 0 0
T1 — Tn xy - xnx?_z
(=1 . Det : =
n—1 n—2
Tp—1— Tn T 1 — TpZ,_7
n—2
1 = Ty
(x9g —x1) -+ (v — 1) - Det :
n—2
]_ Tp_1 --* zn—l

Die Matrix, von der die Determinante genommen wird, ist nun eine (n— 1) x
(n — 1)-Vandermondesche Matrix.
Per Induktion nach n sieht man nun, dass

1 €Ty e x;”_l
1 z, - xz—l i>]

Insbesondere sieht man, dass die Determinante # 0 ist, also ist die Matrix
invertierbar.
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