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Wir beschéftigen uns nun, wie angekiindigt, mit Tensorprodukten.
Es sei im Folgenden R ein kommutativer Ring.

Zunichst nochmal die Definition eines Tensorprodukts zweier R-Moduln:

Definition Es seien M und N R-Moduln. Ein Tensorprodukt von M und N ist ein
Tupel (P, 3), wobei P ein R-Modul und §: M x N — P eine bilineare Abbildung ist,
flir welches die folgende universelle Eigenschaft gilt:

Fiir alle Tupel (@, ), wobei @ ein R-Modul und v : M x N — @ bilinear ist,
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : P — @, mit welcher das Diagramm

M x N
gl
N

kommutiert.

Hinweis. Ein Tensorprodukt von M und N ist wirklich ein Tupel (P, 5) wie angegeben,
nicht nur ein R-Modul. Man kann aber den Fokus auf den Modul legen, indem man sagt:
“P ist zusammen mit S ein Tensorprodukt von M und N.”

Ich denke, das Folgende ist eine Wiederholung;:

Definition. Es sei M eine Menge. Wir definieren:
RM) .= {(am)menr | Fiir fast alle m € M ist ap, =0}

(“Fiir fast alle” heiftt, wie aus der Analysis gewohnt: Fiir alle bis auf endlich viele.)
Dies ist ein Untermodul von RM.

Wir setzen fiir m € M: ey, := (6mn)nem. Hiermit ist R ein freier R-Modul auf der
Menge {e,, | m € M}. (Wenn hier eine Unklarheit vorhanden ist, sollten Sie sich damit
beschéftigen.)



Aufgabe

a)

Es seien M und N R-Moduln. Formulieren Sie die folgende Aussage mathematisch
exakt: Tensorprodukte zu M und N sind “im Wesentlichen” eindeutig. Zeigen Sie sie
sodann.

Es seien m,n natiirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass der R-Modul R"™*" zusammen mit
der bilinearen Abbildung R™ x R"™ — R™*", die durch (e;, e;) — e; ; gegeben ist,
ein Tensorprodukt von R™ und R" ist.

Es seien M und N Mengen. Zeigen Sie, dass der R-Modul RM*N) zusammen mit der
bilinearen Abbildung RM) x RN) —s RIMXN) " die durch (ém, €n) — em n gegeben
ist, ein Tensorprodukt von R™) und RM) ist.

Achtung. In a) sind M und N Moduln, hier sind es Mengen und die betrachteten
Moduln sind R™) und ROV,

Zeigen Sie, dass es zu je zwei Vektorrdumen iiber demselben Korper stets ein Tensor-
produkt gibt.

Es seien M und N R-Moduln. Wir setzen:

€mi+meon — €Emin — Emon,
r- em,n - e’r‘-m,nv
M®N := R(MXN)/< €mni+nz — €mn; — €mno )
T €emmn — Cmrn ‘
re R, mmi,mo€e M, n,ni,ne €N

Ferner verwenden wir die folgende Notation: Die Restklasse eines Elementes a €
RMX*N) i dem soeben definierten Modul M ® N wird mit @ bezeichnet, die Restklasse
von e, mit (m,n) € M x N wird mit €,,, bezeichnet.

Zeigen Sie, dass der so definierte Modul M ® N zusammen mit der Abbildung
M xN— M®N, (m,n) —> €,y ein Tensorprodukt von M und N ist.

Definition. Wir nennen dieses Tensorprodukt von M und N das Tensorprodukt von
M und N und verwenden die Produktschreibweise mit Symbol ® fiir die Abbildung
M x N — M ® N, d.h. wir setzen fiir m € M,n € N: m®n =€y pn.

Es seien wieder M und N R-Moduln und es sei (P, 3) ein Tensorprodukt von M und
N. Zeigen Sie, dass P vom Bild von (8 erzeugt wird.

Es seien My, My, N1, No R-Moduln und ¢ : M7 — Ms, 1 : Ny — Ny lineare Abbil-
dungen.  Zeigen Sie, dass es eine eindeutige lineare  Abbildung
X : My ® N — My ® Ny mit x(m®n) = @(m) ®(n) fiir alle m € M, n € N gibt.
Hinwets. Benutzen Sie eine universelle Eigenschaft.

Notation. Wir bezeichnen die so definierte Abbildung x mit ¢ ® .

Es sei M ein R-Modul und S eine kommutative R-Algebra. Zeigen Sie, dass S @ M
“in offensichtlicher Weise” zu einem S-Modul gemacht werden kann. (Das ist gar nicht
so leicht ...)

Es sei weiterhin S eine kommutative R-Algebra. Zeigen Sie, dass die Zuordnungen
M +— S®p M und ¢ — idg ® @ einen kovarianten Funktor von der Kategorie der
R-Moduln zur Kategorie der S-Moduln definieren.



