LOSUNGEN ZUM PREISAUSSCHREIBEN
‘MIT DEM ZUFALL AUF DU UND DU’

Erster Teil: Uberlegen Sie mal ...
Zur Losung dieser sechs Aufgaben reichen einfache Kenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie
und einige logische Uberlegungen aus.

AUFGABE 1: BRIEFTAUBEN

Aufgabentext: Sie wollen einen Brief per Brieftaube verschicken. Die Grine Ti-
mortaube kommt mit doppelt so hoher Wahrscheinlichkeit am richtigen Ziel an wie die
Orientturteltaube. Mit welcher Variante kommt Ihre Nachricht mit hoherer Wahrschein-
lichkeit an?

(a) Sie schicken eine Grine Timortaube los.

(b) Sie schicken zwei Orientturteltauben mit dem Brief (bzw. einer Kopie) los.

(¢) FEgal, die Wahrscheinlichkeiten von (a) und (b) sind gleich grof.

Lo6sung: Antwort (a) ist richtig.

Begriindung: Sei p (mit 0 < p < 1) die Wahrscheinlichkeit, dass die Griine Timortaube
ankommt, wenn Sie sie losgeschickt haben. Da unsere Griine Timortaube eine Expertin ist,
kommt sie mit positiver Wahrscheinlichkeit an, also gilt p > 0. Schicken Sie die Orientturteltaube
los, so erreicht diese also ihr Ziel mit der Wahrscheinlichkeit §.

Nun schicken Sie aber zwei Orientturteltauben los. Sei A das Ereignis, dass mindestens eine
der Tauben ankommt. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit P(A) von A berechnen, was sich am
besten iiber das Gegenereignis A° von A berechnen ldsst. Wir nehmen an, dass die beiden
Tauben unabhéngig voneinander ankommen. Also ist die Wahrscheinlichkeit von A€, dass beide
Tauben nicht ankommen, gleich dem Produkt der beiden Wahrscheinlichkeiten, dass die eine
nicht ankommt und dass die andere nicht ankommt. Diese beiden Wahrscheinlichkeiten sind
natiirlich jeweils gleich 1 — g. Also haben wir

P(A)=1—IP(AC):1—(1—§)2:1—<1—2x1x§+<g>2>:p—%Z.

Diese Wahrscheinlichkeit ist wegen p?/4 > 0 echt kleiner als die Wahrscheinlichkeit p, dass die
Griine Timortaube ankommt, wenn Sie sie losgeschickt haben. Also ist die Antwort (a) richtig.

AUFGABE 2: PFANNKUCHEN

Aufgabentext: In einer Schiissel befinden sich zehn Pfannkuchen: Neun sind mit
Marmelade und einer mit Senf gefillt. Zwei Personen ziehen abwechselnd einen Pfannku-
chen und beiffen hinein, so lange, bis einer den Senfpfannkuchen erwischt, dieser Spieler
hat verloren. Wiirden Sie lieber als Erster oder als Zweiter ziehen wollen?

(a) Als Erster.

(b) Als Zweiter.

(¢) Egal, die Gewinnwahrscheinlichkeiten sind gleich.
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Losung: Antwort (c) ist richtig.

Begriindung: Sei 5, das Ereignis, dass der Senfpfannkuchen im n-ten Zug gezogen wird, und
P(S,,) seine Wahrscheinlichkeit. Es gewinnt der zuerst ziehende Spieler, wenn n gleich zwei, vier,
sechs, acht oder zehn ist, in den anderen Fallen gewinnt der andere Spieler.
Wir zeigen nun, dass jedes P(S),) gleich % ist. Zunéchst gilt
1
P(S1) = —
(51 =15

da nur einer der zehn Pfannkuchen der Senfpfannkuchen ist. Das Ereignis S9 ist das Ereig-
nis, dass im ersten Zug einer der neun Marmeladenpfannkuchen gezogen wird (dies passiert
mit Wahrscheinlichkeit 1%) und dass der Senfkuchen im zweiten Zug aus nun nur noch neun
Pfannkuchen gezogen wird (dies passiert mit Wahrscheinlichkeit %) Also gilt

9 1 1

P(Sy) = — =—.
(52) =15 5= 19
Analog wird P(S3) berechnet: Mit Wahrscheinlichkeit 1% wird im ersten Zug einer der neun
Marmeladenpfannkuchen gezogen, anschlieend wird mit Wahrscheinlichkeit % einer der verblei-
benden acht Marmeladenpfannkuchen (von neun verbleibenden Pfannkuchen) gezogen, und
mit Wahrscheinlichkeit % wird anschlieBend im dritten Zug der Senfpfannkuchen (von acht
verbleibenden Pfannkuchen) gezogen. Also haben wir
9 8 1 1
P = —X=-X=-=—.
() = 1555 = 10
In der selben Weise zeigt man, dass P(S,) = 1—10 fiir jedes n =1,2,3,...,10 ist.
Also ist die Wahrscheinlichkeit, den Senfpfannkuchen zu ziehen, in jedem Zug gleich und
damit Antwort (c) richtig.

AUFGABE 3: KARTENDREIER

Aufgabentext: Von drei Karten ist die erste auf beiden Seiten rot, die zweite auf
beiden Seiten weiff, die dritte hat eine rote und eine weifle Seite. Sie ziehen zufallig
eine Karte und legen sie vor sich hin. Sie sehen eine weifle Seite. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Riickseite dieser Karte ebenfalls weifs ist?

(a) Fiinfzig Prozent.

(b) Ein Drittel.

(¢) Zwei Drittel.

Losung: Antwort (c) ist richtig.

Begriindung: Man hat also entweder die weif3/weifle Karte oder die weifl/rote Karte vor sich.
Wenn man sie umdreht, kommt in ersten Fall also eine weifle Seite und im zweiten Fall eine
rote Seite zum Vorschein. Man kénnte nun falschlicherweise denken, dass diese beiden Fille mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, dass also Antwort (a) richtig sei.

Allerdings ist dies nicht der Fall. Die sechs Seiten der drei Karten liegen tatséchlich mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit vor Thnen. Insbesondere haben die beiden weiflen Seiten der weifl/weiflen
Karte gemeinsam die doppelte Wahrscheinlichkeit, vor Ihnen zu liegen, wie die eine weifle Seite
der weif/roten Karte. Wenn Sie nun also eine weifle Seite sehen, ist es in zwei Drittel aller Falle
die weifl/weifle Karte (dann ist die Riickseite auch weifl) und sonst die weif}/rote Karte (dann
ist die Riickseite rot). Also ist (c) richtig.
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AUFGABE 4: BLAUSUCHT

Aufgabentext: In einer Stadt sind 0,1% der Einwohner an Blausucht erkrankt. Fin
Test soll herausfinden, ob Sie ebenfalls infiziert sind. Falls Sie es sind, so wird der Test
Ihnen das mit 99% Zuverldssigkeit bescheinigen. Haben Sie keine Blausucht, so zeigt
der Test in 2% der Fdlle falschlicherweise dennoch ein positives Ergebnis. Ihr Arzt sagt
Ihnen, dass der Test bei Ihnen positiv ausgefallen ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
leiden Sie tatsdchlich an Blausucht?

(a) 94,7%.

(b) 47%.

(c) 4,7%.

Losung: Antwort (c) ist richtig.

Begriindung: Wir ermitteln den Anteil der wahrheitsgemafl positiv getesteten Biirger und
teilen sie durch den Gesamtanteil der positiv getesteten Biirger, jeweils an der Gesamtbevolkerung.
Dieser Quotient ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Von den 0,1% erkrankten Biirgern werden 99% positiv getestet, also werden 0,099% der
Gesamtbevolkerung wahrheitsgeméafl positiv getestet. Von den 99,9% gesunden Biirgern werden
falschlicherweise 2% dennoch positiv getestet, also werden 1,998% aller Biirger filschlicherweise
positiv getestet. Der Gesamtanteil der positiv getesteten unter allen Biirgern ist also 0,099% +
1,998%. Der gesuchte Quotient ist dann

0, 00099
0,01998 + 0,00099

Es ist also ziemlich unwahrscheinlich, dass Sie tatséchlich krank sind; Antwort (c) ist richtig.

~ 0,047, also 4, 7%.

AUFGABE 5: WURFELEREIGNIS

Aufgabentext: Welches Wiirfelereignis ist wahrscheinlicher?
(a) Eine Sechs bei einem Wurf.

(b) Fin Pasch beim Werfen von zwei Wiirfeln.

(¢c) Beide gleich.

Losung: Antwort (c) ist richtig.

Begriindung: Unser Wiirfel ist fair, d.h., alle Ergebnisse 1,2,...,6 sind beim Wurf unseres

Wiirfels gleich wahrscheinlich. Also hat jedes Ergebnis eine Wahrscheinlichkeit von %. Insbeson-

dere betragt die Wahrscheinlichkeit, eine Sechs in einem Wurf zu wiirfeln, %.

Wirft man nun zwei Wiirfel, so hat man 36 mogliche Ergebnisse, die alle gleich wahrschein-
lich sind: Jedes mogliche Paar aus den Zahlen 1,2;...,6 tritt mit Wahrscheinlichkeit % auf,
insbesondere jeder Pasch. Da es aber sechs verschiedene Pasche gibt, addieren sich deren

Wahrscheinlichkeiten, d. h., die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu werfen, ist gleich 6 x % = %.
Also sind die Wahrscheinlichkeiten, mit einem Wiirfel eine Sechs zu werfen, und mit zwei

Wiirfeln einen Pasch zu werfen, gleich grofl. Antwort (c) ist damit richtig.

AUFGABE 6: URTEILSFINDUNG

Aufgabentext: Die Richter Jakob und Johann fdllen jeder in 80% der Falle das richtige
Urteil (schuldig/unschuldig). Normalerweise wird zu dritt abgestimmt, und die Mehrheit
entscheidet. Leider ist der dritte Richter heute verhindert. Mit welcher Taktik ist die
Wahrscheinlichkeit fir eine richtige Entscheidung gréfSer?

(a) Nur Jakobs Stimme zihlt.

(b) Der Wurf einer Miinze zdhlt als dritte Stimme (Kopf=schuldig/Zahl=unschuldig).

(¢) Die beiden Varianten liefern die selbe Wahrscheinlichkeit.
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Losung: Antwort (c) ist richtig.

Begriindung: Die Richter Jakob und Johann urteilen jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von
0,8 richtig und die Miinze mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5, und die drei Entscheidungen
werden unabhéngig voneinander gefallt. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine richtige Entscheidung
ist bei Taktik (a) also gleich 0, 8.

Nun berechnen wir diese Wahrscheinlichkeit bei Taktik (b). Uns interessieren alle Moglichkei-
ten, in denen mindestens zwei der drei Urteilsfinder richtig urteilen:

(1) Alle drei urteilen richtig (dies passiert mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,8 x 0,8 x 0,5 =
0,32),

(2) beide Richter urteilen richtig und die Miinze falsch (0,8 x 0,8 x 0,5 = 0, 32),

(3) Johann und die Miinze urteilen richtig, Jakob falsch (0,2 x 0,8 x 0,5 = 0,08),

(4) Jakob und die Miinze urteilen richtig, Johann falsch (0,8 x 0,2 x 0,5 = 0,08).

Um die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir ein richtiges Urteil herauszufinden, bildet man die Summe
der Wahrscheinlichkeiten dieser Falle und erhalt
0,32 40,324 0,08 +0,08 =0,8,

also die gleiche Wahrscheinlichkeit wie in der Taktik (a). Es ist also egal, ob nur Jakob entschei-
det oder ob die Miinze als dritte Stimme dient, in beiden Féllen betrigt die Wahrscheinlichkeit
80%, (c) ist richtig.
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Zweiter Teil: Schatzen Sie mal ...

Die Losungen dieser sechs Aufgaben sind zum Teil sehr aufwendig. Es wird jedesmal nur nach
einer Schitzung gefragt; diese ist haufig einfacher zu erhalten als die hier angegebenen exakten
Losungen.

AUFGABE 7: SUDOKU

Aufgabentext: Auf einem 9x9-Sudoku-Feld werden zufillig neun Einsen, neun Zweien
usw. verteilt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit entsteht hierbei ein korrekt ausgefilltes
Sudoku?

(a) Rund 1 zu 10°.

(b) Rund 1 zu 10%8.

(c) Rund 1 zu 109 (d. h. rund 1 zu einem Googol).

Losung: Antwort (b) ist richtig.

Begriindung: Sei R die Anzahl aller richtig ausgefiillten Sudokus, und sei A die Anzahl aller
moglichen Fiillungen eines 9 x 9-Feldes mit neun Einsen, neun Zweien, neun Dreien,. .., neun
Neunen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist p = R/A.

Zuerst ermitteln wir A. Um die Anzahl der méglichen Verteilungen von neun Einsen auf 81
Felder zu ermitteln, gehen wir davon aus, dass wir jede Eins einzeln nacheinander legen. So
haben wir fiir die erste Eins 81 freie Felder, fiir die zweite 80, fiir die dritte 79,..., und fir die
neunte 73. Da wir die neun Einsen unterscheiden, ist diese Anzahl gleich

(81)g = 81 x 80 X 79 X -+ X 73.

(Im Allgemeinen schreiben wir (n) (sprich: ‘n Index k’) fiir das Produkt aller natiirlichen
Zahlen von n bis n — k + 1).

Allerdings wird bei dieser Rechnung die Anzahl der moglichen Reihenfolgen, in der die Ein-
sen gelegt werden, beriicksichtigt. Da wir bei der Berechung von A jedoch die Einsen nicht
unterscheiden, muss die obige Anzahl noch durch die Anzahl der md&glichen Reihenfolgen von
neun verschiedenen Objekten geteilt werden. Diese Anzahl ist offensichtlich gleich

N =9x8XT7TXx6xHx4x3x2x1.

(Im Allgemeinen schreiben wir n! (sprich: ‘n Fakultit’) fiir das Produkt aller natiirlichen Zahlen
von 1 bis n. Dies ist die Anzahl der Reihenfolgen von n unterscheidbaren Objekten.)

Also ist die Anzahl aller Méglichkeiten, neun ununterscheidbare Einsen auf 81 Felder zu
verteilen, gleich

(81)g 81 X80 X 79 x---xT73
91 9X8XTx6x5x4x3x2x1

Als néchstes verteilen wir die neun Zweien. Es sind nur noch 72 Felder iibrig, da die anderen
durch Einsen besetzt sind. Also wollen wir die Anzahl aller Moglichkeiten, neun ununterscheid-
bare Zweien auf 72 Felder zu verteilen, ermitteln. Dies funktioniert genauso wie bei neun Einsen
auf 81 Felder, blofl mit neun Feldern weniger; diese Anzahl ist gleich

(72)9 T2 x 71 x70x---x 64
9 9Xx8XTx6x5x4x3x2x1
Bei der Verteilung der Dreien sind es nur noch 63 Felder; wir erhalten
(63)9 63 X 62 x 61 x --- x b5
9 9x8xTx6x5x4x3x2x1

flir die Anzahl, neun ununterscheidbare Dreien auf die verbleibenden 63 Felder zu verteilen. Das
geht so weiter, bis wir zum Schluss neun ununterscheidbare Neunen auf nur noch neun Felder

; H (99 _ 9x8XTx6x5xAx3Ix2x1 _ =T -
verteilen, wofiir es “57 = 53 g oxrxicacoxt — | Moglichkeit gibt.
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Um die Gesamtzahl A aller Moglichkeiten zu ermitteln, miissen wir alle neun bisher berech-
neten Anzahlen miteinander multiplizieren:

A Bo (729 (639 (54)y (45 (36)g (271 (18)g 9!

o “Tor o C“Tor CTor “Tor “Taor CTor Tor
Dabei kann man (81)9 X (72)9 X (63)9 X (54)9 X (45)9 X (36)9 X (27)9 X (18)9 X (9)9 zu 81!
zusammenfassen, da beide Terme gleich dem Produkt der Zahlen 1 bis 81 sind. Also ergibt sich
zusammengefasst:

81! 0
A=~ 5,31 x 107,

Nun kénnen wir bereits Losung (c) ausschlieflen, da p = % > % > 1070, was viel groBer als
107100 jgt,

Als néchstes muss die Anzahl R ermittelt werden. Diese Berechnung ist allerdings &uflerst
umfangreich, und daher geben wir nur einen Link auf eine Seite, die diese Berechnung durchfiihrt:

http: //www.af jarvis.staff.shef.ac.uk/sudoku/sudgroup.html.

Dort wird hergeleitet, dass
R~ 6.67 x 10%!,

womit man dann p = % ~1.26 x 1074 ~ 10% berechnen kann, also stimmt Losung (b).

Hier begniigen wir uns aber damit, eine obere Abschéatzung fiir die Wahrscheinlichkeit p = %
anzugeben, um zu zeigen, dass die Antwort (a) nicht richtig sein kann. Offensichtlich ist R nicht
grofler als die Anzahl R’ aller moglichen Verteilungen, bei der in jeder Reihe jede Zahl von Eins
bis Neun genau einmal vertreten ist. Diese Anzahl R’ ldsst sich wie folgt berechnen. Man hat fiir
jede Reihe genau neun Moglichkeiten, die Eins zu platzieren, also insgesamt 99 Méglichkeiten
fir alle Einsen. Wenn man nun die Zweien platziert, hat man in jeder Reihe acht mogliche
Platzierungen, da ein Feld je Reihe bereits durch eine Eins besetzt ist. Also gibt es insgesamt
fiir die Zweien, vorausgesetzt die Einsen liegen schon, 8° Moglichkeiten. Fiir die Dreien gibt
es dementsprechend nur noch sieben Felder je Reihe zur Auswahl und somit 7° Moglichkeiten.
Das setzt sich fort, bis alle Zahlen verteilt sind und es fiir die Neunen zuletzt nur noch 19 = 1
Moglichkeit gibt. Also gilt

R=9"x8 x7x6"%x5"x47x3"%x22x1°=9" ~ 1,1 x 10%.

Bildet man nun den Quotienten aus R’ und A, so erhélt man eine Wahrscheinlichkeit, die grofier
ist als die gesuchte; es gilt

1,1 x 10

TR 2,07 x 1072L,

_R_FR

P=34=2a"

Also ist p nicht grofer als ungefihr 2,07 x 1072!, womit man Losung (a) ebenfalls ausschliefen
kann. Antwort (b) ist richtig.

AUFGABE 8: TRAUMSKAT

Aufgabentext: Beim Skat kriegt jeder 10 von 32 Karten. Jeder hofft auf folgendes
Blatt: alle vier Buben plus das Paar Ass, Zehn in drei verschiedenen Farben. Welche
Wahrscheinlichkeit ist grofer?

(a) Dieses Traumblatt zu bekommen.

(b) Am Stick zwdlf Sechsen zu wiirfeln.

(¢) Beide Wahrscheinlichkeiten sind gleich.
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Losung: Antwort (a) ist richtig.

Begriindung: Hier gibt es vier Moglichkeiten, wie das ‘Traumblatt’ aussehen kann: die vier
Buben und jeweils das Ass und die Zehn von drei Farben (also einmal ohne Schellen, einmal
ohne Herz, einmal ohne Griin und einmal ohne Eichel). Auf diese Weise ist das ‘Traumblatt’ in
vier Blatter unterteilt.

Nun berechnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir jedes dieser vier Blatter, es zu erhalten. Um ein
gewisses Blatt zu erhalten, muss im ersten Zug eine der zehn gewiinschten von den 32 vorhan-
denen Karten gezogen werden, bei der zweiten Ziehung eine der neun verbliebenen gewiinschten
von den 31 tbrigen Karten usw., bis im zehnten Zug die letzte gewiinschte Karte von den
verbliebenen 23 Karten gezogen wird. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dieses Blatt zu erhalten,
gleich

0 9 8 7 6 5 4 3 2 1 10!
— X — X —=X—=X-—X-—=X=—=X=—X—X— =
3273173020 28 27726 25 247 23 (32)10

~ 1,55 x 1078,

wobei wir an die Schreibweise 10! (sprich: ‘zehn Fakultdt’) erinnern (siehe Aufgabe 7), die das
Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 10 bezeichnet, und an die Schreibweise (32) 19 (sprich:
‘32 Index 10”) fiir das Produkt aller nattirlichen Zahlen von 32 bis 32 — 10 4+ 1 = 23.

Da es vier von diesen Blattern gibt, ist die Wahrscheinlichkeit, eines davon zu erwischen (also
das ‘Traumblatt’ zu erhalten), ungeféhr gleich

4%1,55 x1078 ~ 6,2 x 1075.

Andererseits ist beim zwdlfmaligen Werfen eines Wiirfels die Wahrscheinlichkeit, zwolf Sech-

sen zu werfen, gleich
1

12
<_> ~ 4,59 x 10710,
6
Also ist die Wahrscheinlichkeit, ein ‘Traumblatt’ zu bekommen, héher, als zwolf Mal eine
Sechs zu wiirfeln, d. h., die Antwort (a) ist richtig.

AUFGABE 9: WURFMUNZE

Aufgabentext: Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim 50maligen Werfen einer
Miinze irgendwann 7 Mal hintereinander Kopf geworfen wird?

(a) Rund 6,5%.

(b) Rund 16,5%.

(¢) Rund 26,5%.

Losung: Antwort (b) ist richtig.

Begriindung: Sei R,, das Ereignis, dass die erste Folge (der erste Run) von mindestens sieben
Kopfen im n-ten Wurf beginnt, und sei P(R,,) seine Wahrscheinlichkeit. Da die Ereignisse R,
sich gegenseitig ausschlieBen, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich der Summe aller P(R,,)
mit n = 1,2,3,...,44, denn das grofftmogliche n ist offensichtlich 44, da kein Run der Lange
sieben nach dem 44sten Wurf anfdngt (er muss ja spatestens im 50sten beendet sein).

Das Ereignis R, dass im ersten Wurf ein Run der Lénge (mindestens) sieben beginnt, ist das
Ereignis, dass die ersten sieben Wiirfe Kopf ergeben. Also ist seine Wahrscheinlichkeit gleich
P(R;) = 277, weil die Wahrscheinlichkeit, einmal Kopf zu werfen, 27! ist und sieben Kopfe
hintereinander geworfen werden.

Bei der Berechnung von R,, mit n > 2 muss beachtet werden, dass direkt vor dem Beginn des
Runs einmal Zahl geworfen wird, da der Run sonst nicht im n-ten Zug beginnen wiirde, sondern
nur die Fortsetzung eines bereits laufenden Runs ware. Fiir n = 2,3,...,8 ist R,, daher gerade
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das Ereignis, dass im (n — 1)-ten Wurf Zahl fallt und danach sieben Mal Kopf, denn vor dem
(n — 1)-ten Wurf kann es keinen anderen Run der Mindestlinge sieben geben. Also haben wir

P(Ry) = P(R3) = --- = P(Rg) = 2°.

Ab Rg muss auch beriicksichtigt werden, dass zusétzlich noch ein Run ab dem ersten Wurf
moglich ist. Die Moglichkeit jeweils eines Runs ab dem ersten und ab dem neunten Wurf ist
allerdings bereits in R; enthalten. Rg ist das Ereignis, dass R; nicht eintritt und im achten
Wurf Zahl fallt und danach sieben Mal Kopf. Da R; nur von den ersten sieben Wiirfen abhéngt,
konnen wir die Wahrscheinlichkeit von Rg angeben als

P(Rg) = (1-P(Ry)) x2®=(1-2"")x27%

Analog ist Rig das Ereignis, dass Ry und Ry beide nicht eintreten und im neunten Wurf Zahl
fallt und danach sieben Mal Kopf. Daher haben wir

P(Rl(]) = (1 — ]P)(Rl) — ]P)(RQ)) X 278.

Dies setzt sich nun so fort: Fiir jedes n > 9 ist R,, das Ereignis, dass die Ereignisse Ri,..., R,,_g
alle nicht eintreten und im (n — 1)-ten Wurf Zahl féllt und danach sieben Mal Kopf, also haben
wir

P(R,) = (1 -P(R)) —P(Ry) — -+ —P(R,_s)) x27%  fiirn > 9.
Zuletzt muss man nun alle diese P(R,,) addieren (etwa mit Hilfe eines Taschenrechners) und
erhélt die gewiinschte Wahrscheinlichkeit:

p="P(R1) + P(R2) + P(R3) + - + P(Raa) =~ 0,16507.
Damit ist Antwort (b) richtig.

Eine grobe Abschitzung dieser Wahrscheinlichkeit nach oben ist auch moglich, indem man
die Subtraktion der Gegenereignisse ignoriert, d.h. P(R,) < 278 fiir n > 9 abschiitzt. Dadurch
erhalten wir die obere Schranke

p<27+43x28~0,176.

Dies schliefit sofort Antwort (¢) aus, und man kann vermuten, dass (b) richtig ist, denn die obige
Abschétzung lasst nur sehr kleine Terme weg und verliert dadurch sehr wenig. Wenn man dies
genauer behandelt, kann man auf diese Weise auch Antwort (a) ausschlieBen.

AUFGABE 10: LoTTO

Aufgabentext: Welches Lottospiel wirde grifsere Chancen auf den Hauptgewinn
bieten?

(a) 6 aus 49.

(b) 5 aus 69.

(c) Beide Spiele gleich.

Lo6sung: Antwort (b) ist richtig.

Begriindung: Bei dem Volltreffer im Lotto ‘6 aus 49’ miissen in sechs Ziehungen die sechs
richtigen aus den 49 Kugeln gezogen werden. Bei der ersten Ziehung muss eine der sechs richtigen
aus den 49 Kugeln fallen. Sofern dies geschieht, muss nun eine von fiinf richtigen aus 48 gezogen
werden. Wenn auch das gegliickt ist, gibt es wieder eine ziehbare Kugel weniger und eine richtige
Kugel weniger (nur noch vier aus 47). Es ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A, dass die sechs richtigen Kugeln gezogen werden:

6 ) 4 3 2 1 6!

P(A) = — X — X — X — X — X — = ~ 7,1 x 1078 & 0,0000071%.
A= 0¥ 8716 1 1~ @, =1~ ’ %




PREISAUSSCHREIBEN ‘MIT DEM ZUFALL AUF DU UND DU’; LOSUNGEN 9

(Wie in Aufgabe 7 ist 6! (sprich: ‘Sechs Fakultét’) das Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis
6 und (49)6 (sprich: ‘49 Index 6’) das Produkt aller natiirlichen Zahlen von 49 bis 49—6+1 = 44.)

Nun kommen wir zum Lotto ‘5 aus 69’. Fiir das Ereignis B, dass die fiinf richtigen Kugeln
gezogen werden, ergibt sich analog zu oben:

5!
F(B) = (69)5

Also sind die Chancen auf den Hauptgewinn beim Lotto ‘6 aus 69’ um knapp 24% hoher als
beim Lotto ‘6 aus 49’. Insbesondere ist Antwort (b) richtig.

~ 8,8 x 1078 ~ 0,0000088%.

AUFGABE 11: GEBURTSTAG

Aufgabentext: Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter 30 Personen min-
destens 2 am gleichen Tag im Jahr Geburtstag haben?

(a) Rund 10,2%.

(b) Rund 40,3%.

(¢) Rund 70,6%.

Lo6sung: Antwort (c) ist richtig.

Begriindung: Sei A das gesuchte Ereignis, ndmlich dass mindestens 2 aus 30 Personen am
selben Tag Geburtstag haben. (Wir nehmen natiirlich an, dass alle 365 Tage als Geburtstage
gleich wahrscheinlich sind und dass die Geburtstage der 30 Personen unabhéngig von einander
sind.) Die Wahrscheinlichkeit von A ldsst sich am besten iiber das Gegenereignis A€, dass jede
der 30 Personen an einem anderen Tag Geburtstag hat, ermitteln.

Dazu ermittelt man nacheinander fiir jede Person die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ihr
Geburtsdatum nicht mit dem Geburtsdatum einer vorherigen der 30 Personen identisch ist. Diese
Wahrscheinlichkeit ist fiir die erste Person trivialerweise % = 1, da es noch keine vorherige Per-
son gibt. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Geburtsdatum der zweiten Person nicht gleich dem
der ersten ist, betrégt %. Wenn die beiden (verschiedenen!) Geburtstage der ersten beiden Per-
sonen festgelegt worden sind, ergibt sich fiir die dritte Person analog die Wahrscheinlichkeit %,
nicht am selben Tag Geburtstag zu haben wie eine der ersten beiden Personen. Das setzt sich
bei allen Personen so fort, bis bei der letzten die Wahrscheinlichkeit % betragt, nicht an einem
der 29 (verschiedenen!) Geburtstage der anderen 29 Personen Geburtstag zu haben.

Daraus ergibt sich fiir das Gegenereignis A° von A:
365 364 336 (365)30
=—— X —— XX — =
365 365 365 36530
wobei wir wieder die Schreibweise benutzten, die in der Losung zu Aufgabe 7 eingefiihrt wurde.
Die Wahrscheinlichkeit, die wir ermitteln wollen, ergibt sich folgendermaflen:
P(A) =1—P(A°) ~ 0,706 = 70,6%.

Also betragt die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag
haben, etwa 70,6%, d.h. Antwort (c) ist richtig.

P(A°) ~ 29, 4%,

AUFGABE 12: KAFFEEBOHNE

Aufgabentext: Sie backen einen Kuchen und fiigen dem Teig acht Kaffeebohnen bei.
Der fertige Teig wird dann in acht gleichartige Stiicke geschnitten. Wenn Sie davon
ausgehen, dass Sie grindlich gerihrt haben — wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass
in jedem Kuchenstiick genau eine Kaffeebohne landet?

(a) Weniger als 1%.

(b) Zwischen 1% und 10%.

(¢) Mehr als 10%.
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Losung: Antwort (a) ist richtig.

Begriindung: Wir gehen davon aus, dass eine Bohne nach der anderen in den Kuchen fallt, und
berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass jede in ein anderes der acht Kuchenstiicke als samtliche
Vorgéanger fallt.

Fir die erste Bohne ist diese Wahrscheinlichkeit trivialerweise % =1, da in keinem der acht
Kuchenstiicke eine Bohne liegt. Fiir die zweite Bohne sind nur noch sieben von acht Stiicken
‘frei’, die Wahrscheinlichkeit betragt %. Fir die dritte Bohne sind nur noch sechs von acht
Stiicken ‘frei’; die Wahrscheinlichkeit, nicht in ein schon besetztes Stiick zu fallen, betragt g.
Das setzt sich so fort, bis fiir die letzte Bohne nur noch ein ‘freies’ Stiick von acht {ibrig bleibt.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich also als:

8 7 6 5 4 3 2 1 8l
S L 2 2 I S 0024 = 0, 24%.
8 8 8 8 38 8 s Ty » 24%

Die Wahrscheinlichkeit, dass in jedem Stiick genau eine Bohne ist, betragt also weniger als 1%,
daher ist Antwort (a) richtig.



