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µ
®H¿§Ç
(M × N) =

µ
®H¿§Ç
(M) +

µ
®H¿§Ç
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¼\»rµbª���b²§ªA±�¿lÈrªF¬bb±�Â¡®Hb±�»r¿ ±�¿ b²§±�¬.®Hµbb±�¶e°�ªA®r¶eb¾�®H°�°�·ÆÀÁªF®H°;¬�Å�±�b² ª�Èrª�¿ ¸¤»rµbª
b²�®H¿Ñb²§ª"°�±�¸º±�
¬Ã»H¼�»r¾§µ(¶e¾§µbµbª�¿D(Çl¿§»XÅ�°�ªFÀÁÂrª�»H¼�²D·¹³�ª�µb¯�»r°�±�¶K¬b·Á¬bbª�¸¤¬�É

ï¡ð��lð��(8Nò�8iý��ºýeó	86ö&õT8?>Áý�ûbý~ú ;l÷E8
©«ª.¶e»r¾§¿l"²§»r¸º»rb»r³D·)¶e°�®r¬
¬
ªF¬(»H¼�¶e°�»¡¬bªFÀÍÂrª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�¬´»rµ
ÀÁª�µbªFÀ)¯D· °�ª�¿§Ârb²Í±�¿
b²§ªÙ¼\»r°�°�»`Å�±�¿§ÂA¬bª�¿�¬
ª�/kÊ�²§ªº¿D¾§¸#¯�ª�µ

Pt
»H¼�²§»r¸¤»rb»r³D·«¶e°�®r¬
¬bªF¬�»H¼6³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶

»rµb¯§±�
¬K»H¼6°�ª�¿§Ârb² ®H"¸º»¡¬b
t
±�¬ ��¿§±�bª.¼\»rµ"®H°�°

t.
) �§»rµ�®Ì³�ª�µb±�»¹ÀÁ±;¶�Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶

b²§ª�µbª#¸�®F·Ñ¯�ª�¾§¿�¶e»r¾§¿l
®H¯§°�· ¸�®H¿D·Ñ³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶"Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬´²§»r¸º»rb»r³§±�¶�b»�±��
¯§¾§"±�¿ ¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª.¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbªÙb²§ª�·)®H°�°5²�®`Èrªºb²§ªº¬
®H¸ºª.°�ª�¿§Ârb²âÉ�,�Êkµb·l±�¿§Â
b» ��¿�À ® ¶e»r¿�¶eµbª�bªA®H¿�ÀØªeË¹³§°�±�¶e±�"¼]»rµb¸�¾§°;®A¼]»rµ

Pt
Å�²§±�¶{²Ø±;¬�®r¶�¶e¾§µ
®HbªÛ¼\»rµ

®H°�°âÈP®H°�¾§ªF¬�»H¼
t
±;¬�¶e»r¸º³§°�ª�bª�°�·�²§»r³�ª�°�ªF¬
¬��ª�Èrª�¿ »r¿ÑÈrª�µb·Ñ¬b±�¸º³§°�ª´¸�®H¿§±�¼\»r°;À§¬�É

�(»r¿§ª�b²§ª�°�ªF¬{¬��±�¿Kb²§±�¬Z®Hµbb±�¶e°�ª�ÅÃª0¸¤®H¿�®HÂrªÃb»�ÀÁª�µb±�ÈrªÃ®H¿�®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶5¼]»rµb¸�¾§°;®
¼\»rµ

Pt
�¹±NÉ^ªrÉl®�¼]»rµb¸�¾§°�®�Å�²§±�¶
²Ûbª�°�°�¬Ã¾�¬6b²§ª�¯�ª�²�®FÈ¹±�»rµ6»H¼

Pt
Å�²§ª�¿

t
±;¬0°�®HµbÂrªrÉ

©«ª"Å�±�°�°â¬b²§»`Å )VÊ�²§ª�»rµbª�¸ Q¹É4W��U, /

Pt ∼
1

ht
eht

Å�²§ª�µbªÍb²§ªÍ¿§»r
®Hb±�»r¿
f(t) ∼ g(t)

¸ºªF®H¿�¬ f(t)
g(t) → 1

®r¬
t → ∞.

Ê�²§±�¬
ªeË¹bª�¿�À§¬�®´¶eª�°�ª�¯§µ
®HbªFÀ�µbªF¬
¾§°�5»H¼�Î.ÉTÏ�ÉHÐ ®HµbÂr¾§°�±�¬Zb»´b²§ª�¶�®r¬bª½»H¼�¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª
¶e¾§µbÈP®Hb¾§µbªrÉN�i´®H°�¬b»Û¬bbµbª�¿§Ârb²§ª�¿�¬´µbªF¬b¾§°�
¬�¯D·ÍÎ#É�ÒK¿§±�ª�³�ª�µ��Å�²§±�¶{² Å½ª�µbª#b²§ª
¬b²�®Hµb³�ªF¬
¤ªF¬bb±�¸�®HbªF¬¤Ç¹¿§»`Å�¿ b» b²§±�¬�À§®Hbª)±�¿ b²§ªÍ¬
ª�b¾§³ »H¼�¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª
¶e¾§µbÈP®Hb¾§µbªrÉ�Ê�²§±;¬�±�¬�ªeË¹³§°;®H±�¿§ªFÀÌ±�¿Ì¸º»rµbª�ÀÁª�
®H±�°â±�¿Ab²§ªK¼]»r°�°�»XÅ�±�¿§ÂÙ¬bªF¶eb±�»r¿âÉ
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5lð\ï¡ð�ñ«òrû D�;l÷ ô�ú���òPú < � @(8Nö�8Vô Bsú
Ê�²§ªK¬bb¾�ÀÁ·Ù»H¼Zb²§ª�¼]¾§¿�¶eb±�»r¿�¬

P.
®H¿�À

b.
�lÅ�²§ª�µbª

bt(x)
±�¬0b²§ª�Èr»r°�¾§¸ºª�»H¼Zb²§ª

Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¯�®H°�°H»H¼Áµ
®rÀÁ±�¾�¬
t
¶eª�¿lbª�µbªFÀ�®H

x
��Å½®r¬k»rµb±�Âr±�¿�®HbªFÀK¯D·�Î#ÉTÏ�ÉFÐ ®HµbÂr¾§°�±�¬

±�¿ ²§±�¬�ÀÁ±;¬
¬bª�µb
®Hb±�»r¿��^Ð ®Hµ�G �NÉ � ª�¶e»`Èrª�µ
¬Kb²§ªÙ¶�®r¬bª#Å�²§ª�µbª.b²§ª#¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª.±�¬¬bbµb±�¶eb°�·�¿§ª�Â¡®Hb±�ÈrªrÉ � ±�¬�±�¿ÁÄ�¾§ª�¿Db±�®H°5µbªF¬b¾§°�
¬�Å½ª�µbª�³§¾§¯§°�±�¬b²§ªFÀÌ±�¿O�^ÐÍ®Hµ W �NÉ � ªªF¬b
®H¯§°�±;¬b²§ªFÀÛb²�®H��»r¿ ®Ù¶e»r¸º³�®r¶e�¸�®H¿§±�¼\»r°;À¤»H¼�¿§ª�Â¡®Hb±�Èrª�¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª��

bt(x) ∼ c(x)eht )+W¹É G ,
¼]»rµ�¬b»r¸ºª�¶e»r¿Db±�¿D¾§»r¾�¬�¼]¾§¿�¶eb±�»r¿

c
»r¿

M. � ª�®H°�¬
».¬
²§»`ÅÃªFÀ b²�®H

Pt ∼ c′
eht

t

)+W¹É4WU,
¼]»rµ.¬
»r¸ºªA¶e»r¿�¬b
®H¿D

c′
É�Ê�²§ªAªeË¹³�»r¿§ª�¿D

h
±�¬#b²§ªAb»r³�»r°�»rÂr±�¶�®H°�ª�¿Dbµb»r³D·�»H¼

b²§ª�Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�Ä�»`Å"É�3lª�ªV�^Ò"® � ®"�k¼]»rµ(®¤¸º»¹ÀÁª�µb¿ µbªe¼\ª�µbª�¿�¶eª#»r¿ b²§ª�b»r³§±�¶�»H¼
ª�¿Dbµb»r³l·rÉ

ÐÍ®HµbÂr¾§°�±�¬#³�»r±�¿DbªFÀ »r¾§ºb²�®H¤±�¼�b²§ª ¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª ±;¬Ù¶e»r¿�¬b
®H¿D�b²§ª�¿çb²§ª
ªeËÁ³�»r¿§ª�¿lb±�®H°�Ârµb»XÅ�b²Ûµ
®Hbª�ª��D¾�®H°;¬

(n− 1)
√
−K

®H¿�Àºb²�®H6±�¿ºb²§±�¬½¶�®r¬bª(b²§ª
¼]¾§¿�¶eb±�»r¿

c
±�¬Ù¶e»r¿�¬b
®H¿D�É6ÊZ»ÁÀ§®F· Å½ªÑÇl¿§»XÅb²�®H

c ≡ 1/h
±�¿�b²�®H¤¶�®r¬bªrÉ

Ð »rµbª�»`Èrª�µ�
c′ = 1/h

¼]»rµ�ÈH®Hµb±�®H¯§°�ªK¿§ª�Â¡®Hb±�Èrª�¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbªrÉ

5lð65lð��Ký:<röró�øÛó�ý-D¡òC8Vô��Xý B�;lû	�`ò�8-;¹û&ý	
��#ò�8NöPü� ú#ýeó 8Vûgö @ <VB
öró���ýLB�8-;lûbý
Ê�²§ªÌÈP®r¬
�¸¤® Xb»rµb±�W·«»H¼�b²§ªA¬bb¾�ÀÁ±�ªF¬�b²�®H.²�®FÈrªÑ¬b±�¿�¶eªÛ¯�ª�ª�¿ ÀÁ»r¿§ªA®HµbªÌµbªe×
¬bbµb±�¶ebªFÀ�b»«¿§ª�Â¡®Hb±�Èrª ¶e¾§µbÈP®Hb¾§µbª�R½¬bª�ªAªrÉ^Â§ÉK���5®��5»U�+�K���6®rþZª�+�K���k»U3l² �NÉ0Ê�²§ª
µbªF®r¬b»r¿ ±�¬�b²�®H�±�¿Ñb²�®HK¶�®r¬bª�bªF¶{²§¿§±6�D¾§ªF¬(¼]µb»r¸¾§¿§±�¼]»rµb¸º°�·�²D·¹³�ª�µb¯�»r°�±�¶�ÀÁ·l×
¿�®H¸º±�¶�¬´¶�®H¿)¯�ª.®H³§³§°�±�ªFÀ É �§µb»r¸ b²§ª#³�»r±�¿lK»H¼ÃÈl±�ª�Å »H¼½®H¿�®H°�·Á¬b±�¬���b²§±�¬K¶�®r¬bª
±�¬Ã¸�¾�¶{²ÛªF®r¬
±�ª�µÃb»#bµbªF®H�É � »`Å½ª�Èrª�µ�Á¼\µb»r¸ ®�Ârª�»r¸ºª�bµb±�¶�®H°�È¹±�ª�Å�³�»r±�¿D�l¸¤®H¿Á×
±�¼]»r°�À§¬0»H¼�¿§»r¿§³�»¡¬
±�b±�Èrª�¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª�®Hµbª"®#¿�®Hb¾§µ
®H°�»r¯�XbªF¶e�b».¬bb¾�ÀÁ·rÉ§Ï(°�µbªF®rÀÁ·
±�¿«b²§ªÛ¬bª�Èrª�¿Db±�ªF¬�b²§ª¤±�¿lÈrªF¬bb±�Â¡®Hb±�»r¿«»H¼�¸¤®H¿§±�¼\»r°�À§¬´»H¼�¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrªº¶e¾§µbÈH®P×
b¾§µbªA¯�ªF¶�®H¸ºª�b²§ªÌ¼]»Á¶e¾�¬�»H¼´±�¿Dbª�µbªF¬
Ù»H¼(Ârª�»r¸ºª�bª�µ
¬�ÉK)VÏ�°�¬b»Í¸º»rµbªÌÂrª�¿§ª�µ
®H°
¶e°�®r¬
¬
ªF¬â²�®FÈrª6¯�ª�ª�¿#¬bb¾�ÀÁ±�ªFÀ�¬
±�¿�¶eª��`¬b¾�¶{²#®r¬k¸¤®H¿§±�¼]»r°�À§¬ Å�±�b²§»r¾§ õ�ö�B
òr÷ @Áörô;ó 8\ú �
±NÉ^ªrÉ Å�²§ª�µbªºª�Èrª�µb·Í³�®Hµ
®H°�°�ª�° �¡®r¶e»r¯§± ��ª�°�ÀÍÅ�±�b²«»r¿§ªF��ª�µb»Ñ²�®r¬Kb²§ªº³§µb»r³�ª�µbi·
b²�®HÛ±�
¬¤°�ª�¿§Ârb² ±�¿�¶eµbªF®r¬bªF¬Û¸º»r¿§»rb»r¿§±;¶�®H°�°�· Å�²§ª�¿ Âr»r±�¿§ÂØ®FÅ6®F· ¼\µb»r¸ b²§ª
��ª�µb»��6»rµ¤¸¤®H¿§±�¼]»r°�À§¬.Å�±�b²§»r¾§ B
öró��:;"D¡ò�8iýV@¹ö¡ô;ó	8\ú �0±NÉ^ªrÉ6¬b¾�¶
² b²�®HÛ®H¿l· �¡®P×
¶e»r¯§± ��ª�°�À Å�±�b² iÅ½» ��ª�µb»¹ªF¬Ì±�¬Ûbµb±�Èl±;®H°NÉ�,.�W¿ G���� �ç®HÑ® Ð 3¹ÿ �º³§µb»r¯§°�ª�¸
¬bªF¬
¬
±�»r¿ç® ¸¤® Xb»rµº°�±;¬b.»H¼K³§µb»r¯§°�ª�¸¤¬ºÅ�²§±�¶{² Å½ª�µbª »r³�ª�¿ ®H¤b²§ª b±�¸ºªAÅ6®r¬
¶e»r¸º³§±�°�ªFÀ ���6¾�Ò"®"�+�¹±�¿�¶e°�¾�ÀÁ±�¿§Â.Ï�ÉÁÒ"®Hb»rÇ 'T¬ ýeó	8Vû&ö @(< B
ö¡ó���ý B8-;lûbý�� Ê�²§ªK¸ºªF®P×
¬b¾§µbª"»H¼�¸¤®PËÁ±�¸¤®H°�ª�¿Dbµb»r³D·A±;¬�¾§¿§±6�D¾§ªrÉ

��¿§ªÑ»H¼"b²§ª ��µ
¬
¤µbªF¬b¾§°�Ù±�¿çb²§ª ÀÁ±�µbªF¶eb±�»r¿ »H¼"®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶�¬Ù»H¼�¶e°�»¡¬bªFÀ
Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬�±�¿ ¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª#¶e¾§µbÈP®Hb¾§µbª.±�¬"Î#É�ÒK¿§±�ª�³�ª�µ'T¬´µbªF¬b¾§°� �^ÒK¿§± * ��b²�®H
b²§ª�Ârµb»XÅ�b²)µ
®Hbª�»H¼0¶e°�»¡¬bªFÀ Ârª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�¬�±�¬

h
��ª�Èrª�¿ ±�¼�b²§ª�¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª�±;¬ Xb¾�¬b

¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª )]±�¿�¬bbªF®rÀÍ»H¼6¬
bµb±�¶eb°�·Ñ¿§ª�Â¡®Hb±�Èrª",
ÉâÊ�²§ªº¬
®H¸¤ª.¶�®H¿)¯�ªÙÀÁªFÀÁ¾�¶eªFÀ
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¼\µb»r¸-Ï�ÉPÐÍ®H¿§¿§±�¿§Â�'T¬�µbªF¬b¾§°� �^ÐÍ®H¿M�Áb²�®H�b²§ª�Ârµb»`Å�b²¤µ
®Hbª6»H¼�Èr»r°�¾§¸ºª½ª��D¾�®H°�¬
h
±�¿�¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�ÈrªÃ¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbªrÉPÊ�²§±�¬�¬b²§»XÅ�¬k±�¿�³�®Hµbb±�¶e¾§°�®Hµkb²�®H�b²§ªÃªeËÁ³�»r¿§ª�¿D

±�¿ ÐÍ®HµbÂr¾§°�±�¬'0®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�¬º¸�¾�¬b�ª��D¾�®H°
h

)V®H¿�À Xb¾�¬bb± ��ªF¬Ùb²�®HÛÅÃª ²�®FÈrª
®H°�µbªF®rÀÁ·�Å�µb±�bbª�¿ºÐ ®HµbÂr¾§°�±;¬'Hª��D¾�®Hb±�»r¿�¬0b²�®H0Å½®`· ,
É¹Ï ¸ºª�b²§»ÁÀ#¼]»rµ0¬b²§»`Å�±�¿§Â
b²�®HV)]±�¿Øb²§ª�¶�®r¬bª�»H¼�¿§ª�Â¡®Hb±�Èrª�¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª","b²§ª�¶e»r¿�¬b
®H¿l

c′
±�¿Æª��D¾�®Hb±�»r¿

)+W¹É4WU,�ª��D¾�®H°;¬
1/h

±;¬Ù»r¾§b°�±�¿§ªFÀ�±�¿���É6ÊZ»r°�°H'T¬ºÀÁ±�¬
¬bª�µb
®Hb±�»r¿ �^ÊZ»r°!�+RÃ¬
ª�ª ®H°�¬b»
�^Ò"® � ® �NÉ6Ê�²§ª ¯�ª�²�®FÈ¹±�»rµº»H¼�b²§ª ¼\¾§¿�¶eb±�»r¿

c
±�¿çb²§ªÍ®r¬b·l¸¤³§b»rb±�¶Ì¼]»rµb¸�¾§°�®

)+W¹É G ,ÃÅ½®r¬�±�¿DÈrªF¬bb±�Â¡®HbªFÀÑ¯D·���É��0¾§ª"±�¿ � �0¾§ªCG:�k®H¿�À � �0¾§ªJW"�NÉ
�WÃb»¹»rÇ¤®H°�¸¤»¡¬b0iÅ½»ÙÀÁªF¶�®rÀÁªF¬6®P¼]bª�µ�ÒK¿§±�ª�³�ª�µ'T¬6®H¿�ÀÛÐ ®H¿§¿§±�¿§Â�'T¬½µbªF¬b¾§°�
¬��

Å�²§±�¶
²�±�¿�b¾§µb¿#ÅÃª�µbª6³§¾§¯§°�±�¬b²§ªFÀ�®H¯�»r¾§�»r¿§ª½ÀÁªF¶�®rÀÁª�®P¼\bª�µ�Ð ®HµbÂr¾§°�±�¬'�µbªF¬b¾§°�
¬��
¾§¿Db±�°0b²§ªÛ¿§ªeËÁ�¬bbª�³Æ±�¿ b²§ª�®H¿�®H°�·Á¬b±�¬K»H¼(®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶�¬"»H¼�³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶.»rµb¯§±�
¬
Å½®r¬�¶e»r¸º³§°�ª�bªFÀN��®HÂ¡®H±�¿A¯D·AÒK¿§±�ª�³�ª�µ�É

5lð��lð ��ó�ô]ýA@§ýeû � ú � ;D÷�8Vô4@�÷ ô B
ò�8Vô �Xý 	bö�;¹ó�øPú
�i¿�G�� ����Î#É�ÒK¿§±�ª�³�ª�µ´¬b¾�¶�¶eª�ªFÀÁªFÀÍ±�¿ÑªF¬b
®H¯§°�±�¬b²§±�¿§Âº®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�¸�¾§°�b±�³§°�±�¶�®P×
b±�ÈrªÃ¯�»r¾§¿�À§¬�¼\»rµ�Èr»r°�¾§¸ºª6®H¿�À#³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶Ã»rµb¯§±�
¬��^ÒK¿§±?W �¹Å�²§±�¶{²��H±�¿�b²§ª�¶�®r¬bª�»H¼
¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª�¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª�®H¿�ÀÌµ
®H¿§Ç¤»r¿§ª��ÁÅÃª�µbª"b²§ª�¬
²�®Hµb³�ªF¬b6µbªF¬b¾§°�
¬6Ç¹¿§»`Å�¿
¾§¿Db±�°�¿§»`Å�/§Ê�²§ª�µbª�ªeËÁ±�¬b
¬½®�¶e»r¿�¬

®H¿D

C
¬b¾�¶{²�b²�®H½¼]»rµ½¬b¾��¤¶e±�ª�¿lb°�·Ù°�®HµbÂrª

t,

1

C
≤ bt(x)

eht
≤ C

®H¿�À
1

Ct
≤ Pt

eht
≤ C.

Ê�²§ªF¬
ª�µbªF¬b¾§°�
¬�®Hµbª�®.Ârµb»r¾§¿�ÀÁ¯§µbªF®HÇl±�¿§ÂÛ¬b¾�¶�¶eªF¬
¬�É�Ê�²§ª�¸¤®H±�¿Ñ¬bbª�³A±�¿Ab²§ª
³§µb»l»H¼â»H¼Zb²§ªF¬bª´®r¬b·l¸¤³§b»rb±�¶�¬�±�¬�b²§ª´³§µb»¹»H¼ »H¼kÒ"®Hb»rÇ 'T¬½ª�¿Dbµb»r³D·�¶e»r¿ X&ªF¶eb¾§µbªrÉ
ÒK¿§±�ª�³�ª�µ�®H°�¬
»�ÀÁª�¸º»r¿�¬bbµ
®HbªFÀÙ±�¿
�^ÒK¿§±HG ��b²�®HÃb²§ª�¸ºªF®r¬b¾§µbª�»H¼ ¸¤®PË¹±�¸¤®H°lª�¿Á×
bµb»r³D·�¶�®H¿Ì¯�ª�»r¯§
®H±�¿§ªFÀ�È¹±�®�b²§ª��5®Hbbª�µ
¬b»r¿Á× 3l¾§°�°�±�ÈH®H¿Û¶e»r¿�¬bbµb¾�¶eb±�»r¿ )L���5®HL�+�
�43l¾§°��+R5¬bª�ªÛ®H°�¬b»O�^Ò"®H±HG �+�0�^Ò"®H± W �-,
É�Ð »rµbª�»XÈrª�µ�k¼]»rµ�b²§ªÛ¶�®r¬bª�»H¼�²§±�Âr²§ª�µ�µ
®H¿§Ç
ÒK¿§±�ª�³�ª�µ�»r¯§
®H±�¿§ªFÀA®r¬b·l¸¤³§b»rb±�¶´±�¿Á¼\»rµb¸�®Hb±�»r¿Ì¾�¬b±�¿§ÂÙµb±�Âr±�ÀÁ±�i·rÉ ��®H¸¤ª�°�·��

1

C
≤ bt

t( 	�
��� (M)−1)/2eht
≤ C.

� ª�®H°�¬
»#ªF¬
b±�¸¤®HbªF¬�b²§ª"¿D¾§¸#¯�ª�µ�»H¼�¶e°�»¡¬bªFÀÌÂrª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�¬6¼\»rµ�²§±�Âr²§ª�µ�µ
®H¿§Ç�ÉÒK¿§±�ª�³�ª�µZ¬b¾§¯�¬
ª��D¾§ª�¿lb°�·´¬
²�®Hµb³�ª�¿§ªFÀ"²§±;¬ µbªF¬b¾§°�
¬�Ée© ±�b²"b²§ª0¬
®H¸ºª�¸ºª�b²§»ÁÀ
²§ª"±�¬�®H¯§°�ª"b»Ù³§µb»`Èrª�b²�®H�±�¿Ìb²§ª�µ
®H¿§ÇÛ»r¿§ª�¶�®r¬bª�®r¶eb¾�®H°�°�·

1

C
≤ Pt

eht/t
≤ C

²§»r°�À§¬�ÉK)H3lª�ª ®H°�¬
» �^ÒK¿§±��"�NÉ�,F3lb±�°�°+�5b²§ª2�D¾§»rb±�ª�¿Dº»H¼Kb²§ª ¾§³§³�ª�µ¤®H¿�Àç°�»`ÅÃª�µ
¯�»r¾§¿�À§¬�±;¬�®Ù¶e»r¿�¬b
®H¿D�Å�²§±�¶
² ¶�®H¿§¿§»r(¯�ª"¸¤®rÀÁª�¶e°�»¡¬bªKb» GHÉ

Ê�²§ªV�D¾§ªF¬bb±�»r¿ÍÅ�²§ª�b²§ª�µ�±�¿)b²§±�¬"¬bª�b¾§³«»H¼�¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�ÈrªÙ¶e¾§µbÈP®Hb¾§µbª¤®H¿�À
µ
®H¿§Ç »r¿§ª«»r¿§ª«¶�®H¿?³§µb»`Èrª ¸¤»rµbªÍ³§µbªF¶e±;¬bª ¸#¾§°�b±�³§°�±�¶�®Hb±�Èrª ®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�¬�
¿�®H¸ºª�°�·#Å�±�b²§»r¾§6¬
¾�¶
²¤¸#¾§°�b±�³§°�±�¶�®Hb±�Èrª�¶e»r¿�¬b
®H¿D
¬� ²�®r¬�µbª�¸¤®H±�¿§ªFÀÙ»r³�ª�¿Û¬
»
¼]®Hµ�É	�W¿Ab²§±�¬�®Hµbb±�¶e°�ªKÅ½ª�ªF¬b
®H¯§°�±;¬b²�b²§±;¬�µbªF¬b¾§°��É



ã �kÞstpJ~[PßK}�_P[XO&SVUiM
7�ý��Ùòrû{üF5lð\ï¡ð ��»rµ�¿§»r¿Á×NÂrª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�ÀÁ·¹¿�®H¸º±�¶�®H°k¬b·Á¬bbª�¸¤¬�¿§»�¬b
®Hbª�¸ºª�¿D
¬(³§µb»H×
È¹±�ÀÁ±�¿§Â�®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶�¬�¬b±�¸º±�°�®Hµ�b²§ª.»r¿§ªF¬´¸ºª�¿Db±�»r¿§ªFÀ ²§ª�µbªÙ®Hµbª.Ç¹¿§»`Å�¿âÉ&��¿§ª
»H¼�b²§ª)¯�ªF¬b�Ç¹¿§»`Å�¿ µbªF¬b¾§°�
¬�±;¬¤b²�®HÛ¼]»rµÛ¬b»r¸¤ª ³§µbª�ÈH®H°�ª�¿DA¬bª�Û»H¼�ÀÁ±!1 ª�»H×
¸º»rµb³§²§±�¬
¸¤¬(b²§ª.¿l¾§¸�¯�ª�µ"»H¼½³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶�»rµb¯§±�
¬K»H¼½³�ª�µb±�»ÁÀ

n
±�¬´¯�»r¾§¿�ÀÁªFÀÍ¯D·

exp(C · n1+δ)
¼\»rµ(¬
»r¸ºª

δ > 0
�^Ò"® � ¾M�NÉ�6¾§�ª�Èrª�¿.¼\»rµ�Ârª�»¹ÀÁªF¬
±�¶½Ä�»`Å�¬�±�¿#b²§ª�®H¯�¬bª�¿�¶eª�»H¼�¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª6¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª

±��±;¬�ÀÁ± �¤¶e¾§°��b»Û¶e»r¾§¿D � »rµ´ª�Èrª�¿ ��¿�À � ¶e°�»¡¬bªFÀÑÂrª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬�É�Ê�²§ª�¼]®r¶e�b²�®H
ª�Èrª�µb·º¶e»r¸º³�®r¶e6¸¤®H¿§±�¼]»r°�À#²�®r¬Ãª�Èrª�¿ öró�ý ¶e°�»¡¬bªFÀÙÂrª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�Å6®r¬½ªF¬

®H¯§°�±�¬b²§ªFÀ
»r¿§°�·�±�¿ G���QMGK¯D·Ìþâ·l¾�¬
bª�µb¿§±�Ç�®H¿�À ��ª�T�^þâ¾��§ª��NÉ��W¿Ab²§ª�¬bª�b¾§³A»H¼�³�»¡¬b±�b±�Èrª�°�·
¶e¾§µbÈrªFÀA¸¤®H¿§±�¼\»r°�À§¬�®H¿�ÀÌb²§ª�±�µ�Ç¹±�¿��Á»r¿§ª"»H¼�b²§ª�¬bbµb»r¿§ÂrªF¬b�Ç¹¿§»`Å�¿ÑµbªF¬
¾§°�
¬�±�¬
� É ×H��Érÿ�®rÀÁª�¸¤®r¶
²§ª�µ'T¬0Ê�²§ª�»rµbª�¸ ¼\µb»r¸ G�� � � )L�^ÿ(®rÀ�G �+�	�^ÿ�®rÀ	W �-,Z¬b
®Hb±�¿§ÂKb²�®H
ª�Èrª�µb·"¶e»r¿§¿§ªF¶ebªFÀ�®H¿�À�¬b±�¸º³§°�·�¶e»r¿§¿§ªF¶ebªFÀ�¶e»r¸º³�®r¶eZ¸�®H¿§±�¼\»r°;À�²�®r¬ ô;ó��Ãó�ô?8iýs÷E<
�Ùòró	< )]Ârª�»r¸ºª�bµb±�¶�®H°�°�·"ÀÁ±�¬bb±�¿�¶e:, ¶e°�»¡¬bªFÀ�Ârª�»¹ÀÁªF¬b±;¶�¬Z¼]»rµ�®

Cr ×NÂrª�¿§ª�µb±�¶6¸ºª�bµb±�¶
¼]»rµ�®H°�°

r ∈ [2,∞].
3lª�ª�®H°�¬b»
�^ÿ(®rÀ	* �Z¼]»rµ�b²§±�¬�É

�§»rµ�ÿ�±�ª�¸�®H¿§¿§±�®H¿Ù¸ºª�bµb±�¶�¬Ã»r¿�b²§ª�WX×i¬b³§²§ª�µbª��¹ªeË¹±�¬
bª�¿�¶eª(»H¼Z¸¤®H¿l·º¶e°�»¡¬bªFÀ
Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬Kb»¹»rÇÍ¶e»r¿�¬b±;ÀÁª�µ
®H¯§°�ªÙª:1�»rµb"b» ³§µb»`ÈrªrÉkÊ�²§ªÙ¼V®H¸º»r¾�¬"þâ·¹¾�¬bbª�µb¿§±�Çl×
3l²§¿§±�µbª�°�¸�®H¿.Ê�²§ª�»rµbª�¸ ®r¬
¬bª�µb
¬�b²§ª�ªeËÁ±�¬bbª�¿�¶eª�»H¼ b²§µbª�ª9)]Ârª�»r¸ºª�bµb±�¶�®H°�°�·�ÀÁ±�¬&×
b±�¿�¶e:,�¶e°�»¡¬bªFÀ Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬�É0Ê�²§ª »rµb±�Âr±�¿�®H°�³§µb»¹»H¼"±�¿ �^þâ¾(3¹¶
² ��±�¬Ù¶e»r¿�¬
±�ÀÁª�µbªFÀ
b» ²�®`ÈrªÑÂ¡®H³�¬�É �½»r¸º³§°�ª�bªA³§µb»l»H¼V¬ÙÅÃª�µbª Âr±�Èrª�¿ ¯D·�©'É ��®H°�°�¸¤®H¿§¿ ����®H° * �+�
©'É�ÒK°�±�¿§Ârª�¿D¯�ª�µbÂ )]Å�±�b²?©'ÉK�6®H°�°�¸¤®H¿§¿�'T¬Û²§ª�°�³N,S�^ÒK°�±���®H¿�À?®H°�¬b» �§É �¡»¡¬b
)L� �r»¡¬�G�+��� �r»¡¬ W �-,
É(3lª�ª�®H°;¬b»
���6Ê��PG�+�&����Ê��NW �NÉ

�§É �§µ
®H¿§ÇÁ¬T� �§µ
®"�âªF¬b
®H¯§°�±�¬b²§ªFÀ�b²�®H�ª�Èrª�µb·¤¸ºª�bµb±�¶�»H¼5³�»¡¬b±�b±�Èrª´¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª
»r¿

S2 ²�®r¬"±�¿ ��¿§±�bª�°�·A¸¤®H¿D·�)]Ârª�»r¸ºª�bµb±�¶�®H°�°�· ÀÁ±�¬bb±�¿�¶e:,�Ârª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�¬�É Ê�²§±�¬K±�¬
® ¶e»r¿�¬bª��l¾§ª�¿�¶eª »H¼"²§±�¬¤µbªF¬b¾§°�
¬º®H¯�»r¾§¤®HµbªF®P×N³§µbªF¬bª�µbÈ¹±�¿§Â ®H¿§¿D¾§°�¾�¬�²§»r¸ºª�»H×
¸º»rµb³§²§±�¬
¸¤¬�É ��ÉU�6®H¿§Ârª�µb6¸¤®H¿�®HÂrªFÀÙb»#¬b²§»`Å ªeË¹±;¬bbª�¿�¶eª�»H¼â±�¿ ��¿§±�bª�°�·�¸¤®H¿D·
)]Ârª�»r¸ºª�bµb±�¶�®H°�°�· ÀÁ±�¬bb±�¿�¶e:,#Ârª�»¹ÀÁªF¬b±;¶�¬�»r¿

S2 Å�±�b²§»r¾§Ûµbª��D¾§±�µb±�¿§ÂÆ³�»¡¬b±�b±�Èrª
¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª�¯D·Ì¸ºªF®H¿�¬�»H¼�ÈH®Hµb±�®Hb±�»r¿�®H° ¸ºª�b²§»ÁÀ§¬T����®H¿M�NÉ

�§»rµ�b²§ª"¶�®r¬bª"»H¼ �5±�¿�¬b°�ª�µ6¸¤®H¿§±�¼]»r°�À§¬�Db²§ª�µbª�®r¶eb¾�®H°�°�·ºªeËÁ±�¬b6ªeËÁ®H¸º³§°�ªF¬½»H¼
¬b±�¸¤³§°�·�¶e»r¿§¿§ªF¶ebªFÀ�¸¤®H¿§±�¼]»r°�À§¬�b²�®H0³�»¡¬
¬bªF¬
¬�»r¿§°�· ��¿§±�bª�°�·�¸¤®H¿l·.Ârª�»r¸ºª�bµb±�×
¶�®H°�°�·�ÀÁ±�¬bb±�¿�¶e�¶e°�»¡¬bªFÀ#Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬�É ��¿

S2 ¬b¾�¶{²ºªeË§®H¸º³§°�ªF¬�ÅÃª�µbª(¶e»r¿�¬
bµb¾�¶ebªFÀ
¯D·ÌÏ�É ��É�Ò"®Hb»rÇÛ±�¿ �^Ò"®H�G �k®r¬�®#¯D·l×N³§µb»ÁÀÁ¾�¶e�»H¼�®#¸º»rµbª"Ârª�¿§ª�µ
®H°5¶e»r¿�¬bbµb¾�¶s×
b±�»r¿�R ¬bª�ªÙ®H°�¬b» ����±�°E�NÉ���Ë¹³§°;®H±�¿§±�¿§Â¤b²§±;¬�³�®Hµbb±;¶e¾§°�®Hµ´®r¬
³�ªF¶eK»H¼½Ò"®Hb»rÇ 'T¬"¶e»r¿Á×
¬bbµb¾�¶eb±�»r¿A±;¬�®H°�¬b».b²§ª�b»r³§±�¶K»H¼ �^Ð ®H �NÉ

�W¿ b²§±�¬Ù®Hµbb±�¶e°�ªAÅ½ª ÀÁª�µb±�ÈrªÑ®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�¬.°�±�ÇrªÛb²§ª »r¿§ªF¬ºÐ ®HµbÂr¾§°�±�¬.»r¯Á×

®H±�¿§ªFÀ É�©«ª�³§µb»`Èrª�b²§ª�¸Ú¼\»rµ�¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�ÈrªK¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª�®H¿�ÀÑµ
®H¿§ÇÛ»r¿§ª�¾�¬b±�¿§Â
¿§»r¿Á×N¾§¿§±�¼]»rµb¸ ²D·¹³�ª�µb¯�»r°�±�¶e±�i·rÉ � ª�¿�¶eªÙb²§ªº¬{®H¸ºªÙ¬bbµb»r¿§ÂÑ¬b
®Hbª�¸ºª�¿l�±�¬´bµb¾§ª±�¿A¶e»r¿�¬b±�ÀÁª�µ
®H¯§°�·�ÂrµbªF®Hbª�µ�Ârª�¿§ª�µ
®H°�±�i·rÉ

� ¨Z>ÛBD8	�ÆBD¥F¦`Ô :�<5= =5Ôk<k:
�Øî\E¡CÙî\< <58�<��08�CFî;¥Fî��BÍED@k¦�§:Á¥`@k¦PB

þâª�
M

¯�ª¤® ¶e»r¸¤³�®r¶e�µ
®H¿§Ç«»r¿§ª¤ÿ�±�ª�¸¤®H¿§¿§±�®H¿«¸¤®H¿§±�¼]»r°�ÀÍ»H¼�¿§»r¿§³�»¡¬
±�b±�Èrª
¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbªrÉ¹Ï´¬Ã±;¬�¾�¬b¾�®H°+�lÅÃªK®r¬
¬b¾§¸ºª�±�0b»�¯�ª�¶e»r¿§¿§ªF¶ebªFÀÌ®H¿�ÀºÂrª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�®H°�°�·
¶e»r¸º³§°�ª�bªrÉ¡þZª�

SM̃
¯�ª�b²§ª�¾§¿§±�0¬b³§²§ª�µbª(¯§¾§¿�ÀÁ°�ª�»H¼�b²§ª(¾§¿§±�Èrª�µ
¬
®H°�¶e»`Èrª�µb±�¿§Â

»H¼
M
É �§»rµ

v ∈ SM̃
°�ª�

cv
¯�ª�b²§ª�Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬{®Hb±�¬&¼]·l±�¿§Â

c′(0) = v
)]Å�²§±�¶
²
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±�¬0²§ª�¿�¶eª"®H¾§b»r¸¤®Hb±�¶�®H°�°�·�³�®Hµ
®H¸¤ª�bª�µb± ��ªFÀ¤¯l·¤®Hµ
¶e°�ª�¿§Ârb²N,
É � ª�µbª c′
»H¼5¶e»r¾§µ
¬bª

ÀÁª�¿§»rbªF¬�b²§ª�¶e»`ÈH®Hµb±�®H¿D½ÀÁª�µb±�ÈP®Hb±�Èrª6»H¼
c.
þâª�

g = (gt)t∈R

¯�ª�b²§ª���BD8â=�BDCFî\E
� 8¹ÕÚ»r¿

SM̃,
Å�²§±�¶{²Ñ±�¬�ÀÁª ��¿§ªFÀA¯l·

gt(v) := c′v(t) =: vt.

�Dð;ïDð	7�ý �FôVý�� ö&õ�òPú < � @(8Nö�8Vô B DDýbö��ºý:8Vû <
�AB���<kî;¥Fî;8�< � ¨ ì ¨ �ký:8

π : TM → M
	
ý 8?>Áý0B
òró�öró�ô B
òH÷ @�ûgö ��ýLB�8Vô\öró�ð	�.ýÃúeò�<

8?>¹ò�8
v, w ∈ SM̃

òrû&ý�
�����������������������! "
#�$������%'&���ûsô 8-8iý�ó
v ∼ w ( ô õT8?>Áýeûbý

ý$)Hô�ú 8\úKòFB{öróÁú 8Nò¡ó	8
C
ú ;MB >V8?>Áò�8

d(πgtv, πgtw) < C
õ�örûKòH÷;÷

t > 0
ð�*�>lô�ú�ô�ú

ý �Fô]øDýeó	8]÷�< òróçý,+�;lô �`òH÷�ýeó B{ýÑû&ýe÷ùò�8Vô]öró�ð ��ô��.ô;÷ùò¡û{÷�<�-.�ÃýÙú�ò�< 8?>Áò�8
v, w ∈ SM̃òrû&ý0/1�32��������������4�����! "
5�$������%6&���ûsô 8-8iý�ó −v ∼ −w ( ô õ 8?>Áýeûbý�ý$)Hô�ú 8\ú ò

B
öróÁú:8Nòró	8
C
ú ;MB > 8?>¹ò�8

d(πgtv, πgtw) < C
õeörû6òH÷\÷

t < 0
ð87 õ0B
ö�;¹û{ú�ý9-

v
òró�ø

w
òrûbý @¹öHúsô?8Vô��Xýe÷E<ÑòPú:< � @ 8Nö�8Vô?Bºô õÙòró�øÑö¡ó§÷E<Ìô õ −v

òró�ø −w
òrûbýºó�ý-D¡ò�8Vô �Xýs÷�<

òPú < � @(8Nö�8Vô BFð
ÿ�ªF¶�®H°�°�b²�®H¤µ
®H¿§Ç

(v) := dim{ ³�®Hµ
®H°�°�ª�° �D®r¶e»r¯§± ��ª�°�À§¬�®H°�»r¿§Â cv}.
�½°�ªF®Hµb°�·

b²§ªÛµ
®H¿§Ç ±�¬.¶e»r¿�¬b
®H¿lº®H°�»r¿§Â«Ârª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�¬��±NÉ^ªrÉ�µ
®H¿§Ç
(c′v(t)) =

µ
®H¿§Ç
(c′v(0))¼\»rµ�®H°�°

t ∈ R.

�AB���<kî;¥Fî;8�< � ¨ � ¨ �#ý9B
òH÷\÷Zò �XýLB�8Nörû
v ∈ SM̃

-0òPú:�Ãýs÷;÷âòPú�8?>ÁýKDlýböFøDý~úeô?B
cv,; �32!<=�>� ; ô õ.ûgò¡óÁü (v) = 1

òró�ø"����/=2!<=�>� ; ô õ.ûgò¡óÁü (v) > 1.
�ký:8 7ÛB�� òró�ø? î]<=� 	
ý.8?>§ý"úFý:8\ú�ö&õ�ûbý-D�;l÷ùòrû.òró�øºúsô\ó D�;l÷�òrû �XýLB�8Nörû
ú9-½ûbý~úH@Áý B8Vô��Pýs÷E<rð

7�ý��Ùòrû{ü �lð��Dð 3l±�¿�¶eª"µ
®H¿§ÇÌ±�¬�¬bª�¸º±;¶e»r¿Db±�¿l¾§»r¾�¬�±�¿Ìb²§ª�¬bª�¿�¬bª"b²�®H
µ
®H¿§Ç

(lim
n

vn) ≥ lim
n

µ
®H¿§Ç
(vn),

b²§ª�¬bª��7�B@� ±;¬�»r³�ª�¿âÉ

7�ý��Ùòrû{ü �lðBA�ð �§»rµ�ª�Èrª�µb·
v ∈ SM̃

®H¿�À
p ∈ M̃

b²§ª�µbªºªeËÁ±�¬b
¬"¬
»r¸ºª
w+ ∈

SpM̃
Å�²§±�¶{²�±�¬Z³�»¡¬b±�b±�Èrª�°�·(®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�b»

v
®H¿�À�¬b»r¸ºª

w− ∈ SpM̃
Å�²§±�¶{²�±�¬

¿§ª�Â¡®Hb±�Èrª�°�·�®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶(b»
v.

�W¿Ñ¶e»r¿Dbµ
®r¬
��b²§ª"ªeË¹±;¬bbª�¿�¶eªK»H¼
w+− ∈ TpM̃Å�²§±�¶
² ±�¬(¬b±�¸�¾§°�
®H¿§ª�»r¾�¬
°�·�³�»¡¬b±�b±�Èrª�°�· òró�ø ¿§ª�Â¡®Hb±�Èrª�°�·Ì®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶�b»

v
±�¬

µ
®HµbªrÉ�Ð »rµbª�»`Èrª�µ� ±�¼
v ∼ w

®H¿�À −v ∼ −w
b²§ª�¿

v, w
¯�»r¾§¿�ÀÍ®ÙÄ�®HK¬bbµb±�³��

±NÉ^ªrÉâ®Ab»r
®H°�°�·ÑÂrª�»ÁÀÁªF¬b±�¶.ª�¸#¯�ªFÀ§ÀÁªFÀ ¶e»r³D·)»H¼
[−a, a] × R

Å�±�b² ��¾�¶e°�±�ÀÁªF®H¿
¸ºª�bµb±�¶HÉ � ª�µbª.b²§ªÙ¿D¾§¸#¯�ª�µ a

±�¬�³�»¡¬b±�b±�Èrª�±�¼
v, w

ÀÁ»Ì¿§»r"°�±�ª�»r¿«b²§ªÙ¬
®H¸ºª
Ârª�»¹ÀÁªF¬b±;¶½bµ
® XbªF¶eb»rµb·rÉU�W¿Ù³�®Hµbb±�¶e¾§°�®Hµ�r±�¼�µ
®H¿§Ç

(v) = 1
)]²§ª�¿�¶eª

cv
±�¬�®Kµbª�Âr¾§°�®Hµ

Ârª�»¹ÀÁªF¬b±;¶ ,�b²§ª�¿Ìb²§ª�µbª�ÀÁ»¹ªF¬½¿§»r�ªeËÁ±�¬b6¬b¾�¶
²
w
Å�±�b²

w ∼ v
®H¿�À −v ∼ −wb²§µb»r¾§Âr² òró	< ¯�®r¬bªK³�»r±�¿D�±�¿Ìb²§ª"¸¤®H¿§±�¼\»r°�À¤»r¾§
¬b±�ÀÁª

cv.
�i¿Ì»rb²§ª�µ�ÅÃ»rµ
À§¬���±�¼

w ∼ v
®H¿�À −w ∼ −v

»r¿ ®¤µ
®H¿§Ç G�¸¤®H¿§±�¼]»r°�ÀÌb²§ª�¿
w = gtv

¼]»rµ(¬b»r¸ºª
t.��¿¤b²§ª(»rb²§ª�µ½²�®H¿�ÀN�l±�¼�µ
®H¿§Ç

(v) > 1
)V®H¿�Àºb²D¾�¬

cv
±�¬½®�¬b±�¿§Âr¾§°�®HµÃÂrª�»¹ÀÁªF¬b±;¶ ,

b²§ª�¿
v
®H¿�À)²§ª�¿�¶eª

cv
¸�®F·Ñ°�±�ª�±�¿)®�Ä�®H�¬bbµb±�³Í»H¼½³�»¡¬b±�b±�Èrª�Å�±�ÀÁb²��â®H¿�À ±�¿

b²�®H0¶�®r¬bª�b²§ª�µbª�®Hµbª�ÈrªF¶eb»rµ
¬
w
Å�±�b²

w ∼ v
®H¿�À −w ∼ −v

®H�¯�®r¬bª�³�»r±�¿D
¬
»r¾§
¬b±�ÀÁª

cv,
¿�®H¸ºª�°�·Û®H(®H°�° ¯�®r¬bª�³�»r±�¿D
¬�±�¿Ab²�®H�Ä�®H�¬bbµb±�³âÉ
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3l±�¿�¶eª

M̃
±�¬�»H¼Ã¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª�¶e¾§µbÈP®Hb¾§µbª�� ±��±�¬´ÀÁ±!1�ª�»r¸¤»rµb³§²§±�¶"b»

R
n ¯D·

b²§ª � ®rÀ§®H¸¤®Hµ
À¹× �6®Hµb
®H¿�b²§ª�»rµbª�¸S�5²§ª�¿�¶eª¤b»)®H¿Æ»r³�ª�¿ ��¾�¶e°�±;ÀÁªF®H¿
n
×N¯�®H°�°NÉ

�WÛ®rÀÁ¸º±�
¬¤b²§ª)E¡8 � ��:§Er¥Fî���E¡:Á¥Fî\8�<
M = M̃ ∪ M̃(∞)

Å�²§ª�µbª
M̃(∞),b²§ª £ 8�@�<k=�:§¦XÔç:Á¥Ûî]<8��<5î�¥~Ô »H¼

M̃,
±�¬�b²§ª.¬bª�(»H¼0ª��l¾§±�ÈH®H°�ª�¿�¶eª�¶e°�®r¬{¬bªF¬�»H¼

³�»¡¬b±�b±�Èrª�°�·º®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶�ÈrªF¶eb»rµ
¬���±NÉ^ªrÉ!�
M̃(∞) = SM̃/ ∼ .

Ï ¸º»rµbªº®r¶�¶e¾§µ
®Hbª¤¯§¾§�¶e¾§¸#¯�ª�µ
¬b»r¸ºªÙÅ½®`·«b»AÅ�µb±�bª
M

ÅÃ»r¾§°�À«¯�ª
M̃ ;²§»`Å½ª�Èrª�µ�â¬b±�¿�¶eª

M
±�¬�®H°�µbªF®rÀÁ·A¶e»r¸º³�®r¶e��±��±�¬�¶e°�ªF®Hµ(b²�®H(b²§ª�¶e»r¸¤³�®r¶eb± �§×

¶�®Hb±�»r¿A±�¬�b²�®H(»H¼
M̃.Ï-ÀÁª�
®H±�°�ªFÀ ®H¿�À Èrª�µb·ÑµbªF®rÀ§®H¯§°�ª�ÀÁªF¬
¶eµb±�³§b±�»r¿ »H¼Ã¬b³�®r¶eªF¬´»H¼0¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª

¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª��§ª�Èrª�¿A»H¼5b²§»¡¬bª"¿§»r�ª��l¾§±�³§³�ªFÀÛÅ�±�b²A®#¸¤®H¿§±�¼]»r°�À�¬bbµb¾�¶eb¾§µbª���¶�®H¿
¯�ªK¼\»r¾§¿�ÀA±�¿ ����®H° W �NÉ

�Dð65lð��(8Nò�	e÷�ý#òró�øV;¹óÁú 8Nò�	e÷�ý�úA@¹òCB{ý~ú
�AB���<5î�¥Fî\8�< � ¨��â¨ �5ý:8 K : TSM̃ → SM̃

	
ýF8?>§ý %�� /5/1��%@����� /  '��
=-�ô\ð]ý�ð
Kξ := ∇dπξZ

�P>Áýeûbý ∇ ô�úS8?>Áý 7�ô]ý
�.ò¡ó�ó�ô]òró�B
öró�ó�ýLB8Vô]öró òró�ø
Z(0) =

dπξ, d
dtZ(t)

∣

∣

t=0
= ξ.

�.ý ö 	:8Nòrô\ó ò 7�ô]ý
�.ò¡ó�ó�ô]òró �ºý:8Vûsô?B)öró
SM

-98?>Áý
� � � ���@�  '��� ; ��% - 	:<¤ú�ý8-8Vô;ó D 〈ξ, η〉 := 〈dπξ, dπη〉 + 〈Kξ,Kη〉 õ�örû ξ, η ∈
TvSM

�P>Áýeûbý
v ∈ SM

ð���ýeó B~ý �ÃýVB
òró�8NòH÷uüAò 	bö�;�8(÷�ýeó D�8?>Æö&õ �Xý B8Nörû{ú¤ô;ó
TSM̃

ð
Ê�²§ª�µbª"±�¬6®Ù¶�®H¿§»r¿§±�¶�®H° ±�¬b»r¸º»rµb³§²§±;¬b¸

(dπ,K)
¯�ª�iÅ½ª�ª�¿

TvSM
®H¿�ÀÛb²§ª

¬bª�Û»H¼ �¡®r¶e»r¯§± ��ª�°�À§¬Ì®H°�»r¿§Â
cv.

�W�±;¬¤Âr±�Èrª�¿ ¯D·
ξ 7→ Jξ

Å�±�b²
Jξ(0) =

dπ · ξ, J ′
ξ(0) = Kξ.

Ê�²§±�¬(¾�¬bªF¬�b²§ª�ÅÃª�°�°�×NÇ¹¿§»`Å�¿ ¼]®r¶e(b²�®H�® �D®r¶e»r¯§± ��ª�°�À
±�¬�ÀÁª�bª�µb¸º±�¿§ªFÀÌ¯D·Ì±�
¬�ÈH®H°�¾§ª"®H¿�ÀÑÀÁª�µb±�ÈH®Hb±�Èrª"®H�»r¿§ª�³�»r±�¿D�É

Ê�²§ª�¬b³�®r¶eª
TSM̃

�H±NÉ^ªrÉHb²§ª6
®H¿§Ârª�¿l0¯§¾§¿�ÀÁ°�ª�»H¼�b²§ª�¾§¿§±��¬
³§²§ª�µbª�¯§¾§¿�ÀÁ°�ª��
®rÀÁ¸º±�
¬�®.¿�®Hb¾§µ
®H°�¬b³§°�±�bb±�¿§Â

TSM̃ = Es ⊕ Eu ⊕ E0,
±NÉ^ªrÉ

TvSM̃ = Es
v ⊕ Eu

v ⊕ E0
v

¼]»rµ�®H°�°
v ∈ SM̃

�§Å�²§ª�µbª

E0
v:=R · d

dt
gtv

∣

∣

∣

∣

t=0

,

Es
v:={ξ ∈ TvSM̃ : ξ ⊥ E0, Jξ

±�¬�b²§ª�¬b
®H¯§°�ª �¡®r¶e»r¯§± ��ª�°;ÀA®H°�»r¿§Â
dπξ},

Eu
v:={ξ ∈ TvSM̃ : ξ ⊥ E0, Jξ

±�¬�b²§ª�¾§¿�¬b
®H¯§°�ª �¡®r¶HÉ ��ª�°;ÀA®H°�»r¿§Â
dπξ}.

�AB���<5î�¥Fî\8�< � ¨	�Z¨�
 örû
v ∈ SM̃,

øDý �Ãó�ý
W s(v),

8?>§ý � �$���� ���� ; � �9
��� ; �
	bòPúFýbø)ò�8

v,
8Nö 	
ý=8?>Áýºô\ó	8iý-D¡ûgòH÷ �Ùòró�ô õ�öH÷�øÑö&õ 8?>Áýºørô�ú 8Vûsô 	:;U8Vô]öró

Es @¹òPú~úsô\ó D
8?>lû&ö�;"D >

v.
��ô �.ô�÷�òrû~÷E<�-6ølý �Ãó�ý

W u(v),
8?>§ý <8/ ���$���� ��� � ; ���9
�� � ; � 	bòPúFýbø

ò�8
v �

�Fô]òÍô;ó 8iý-Drû&ò�8Vô;óUD
Eu.

*�>Áý9@�û&ö �FýLB8Vô]öróçö&õ
W s &iûbý~úA@�ð

W u ( 8Nö
M̃

ô�ú
ò�D¡ò¡ô;ó B
òH÷\÷�ý
ø 8?>§ý�ú:8Nò�	s÷�ý >ÁörûgöHúH@	>Áý�û&ý &Wû&ý~úA@�ðN8?>Áý ;ló§ú 8Nò�	s÷�ýK>¹örû&öPúH@ >Áýeûbý ( ð *�>Áý� ö � ørô\ûbýLB8Vô]öró ö&õ9B
ö�;¹û{ú�ý#ô\ó	8iý-Drû&ò�8iý~ú 8NöÛò DDýböFølý~úsô B 8Vûgò ��ýLB�8NörûI<�- �P>lô?B:>Ñö¡ó�ý
�.ôED">U8�B
òH÷\÷

W 0(v).
*�>Áý

0 �
òró�ø

u �
ørô\ûbýLB8Vô]öróÁú�ò¡û&ý �eörô\ó	8]÷�<�ô\ó	8iý-D¡ûgò�	e÷�ý9- Drô �Fô\ó D
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û~ô�ú�ýK8Nö�òró�ô;ó	8iý+Drûgòr÷ �Ùòró�ô õeöH÷�ø
W 0u -kòró�ø"úsô �#ô;÷�òrû{÷�< 8?>Áý

0 �
òró�ø

s �
ørô\û&ý B8Vô\ö¡óÁú

Drô��Pý"ûsô�úFý 8Nö¤òró ô;ó	8iý+Drûgòr÷ �Ùòró�ô õ�öH÷�ø
W 0s ð �.ý:��ûsô?8iý Bi

δ

&Wû&ý~úA@�ð
Bi

δ ( õeörû 8?>Áý
ö @Áýeó�&iûbý~úA@�ð Be÷�öPú�ýbø ( δ �

ó�ýeô�D > 	börû >¹öFö`øÑô\ó
W i & i = u, s, 0u, 0s, 0).

��¿çb²§ªÑ»rb²§ª�µ¤²�®H¿�ÀN�½b²§ª
u
×.®H¿�À

s
×iÀÁ±�µbªF¶eb±�»r¿�¬º®HµbªÑ¾�¬b¾�®H°�°�·Æ¿§»rTX&»r±�¿lb°�·

±�¿Dbª�Ârµ
®H¯§°�ªrÉ��½»r¿Db±�¿l¾§±�i·Ù»H¼âb²§ªF¬bª(¼\»r°�±;®Hb±�»r¿�¬�²�®r¬0¯�ª�ª�¿º³§µb»`Èrª�¿Û±�¿ºb²§±;¬�¼\»rµb¸
¯D· �kÉ �0¯�ª�µb°�ª�±�¿ ����¯�ªJW ��®H¿�À �§É × � É	�0¬
¶
²§ª�¿l¯§¾§µbÂ2���Ã¬
¶
²��+/
� G5BD8�¦PB � � ¨���¨ �ký8

M
	
ý ò B
ö � @ÁòCB8 �Ùòró�ô õ�öH÷�ø ö&õÌó�öró"@¹öHúsô?8Vô��Xý B;¹û �`ò

�8-;lûbý�ð *�>Áýeó 8?>ÁýKõeöH÷ùô]ò�8Vô\ö¡ó {W s(v) : v ∈ SM̃} öbõ
SM̃

	:< ú 8Nò�	e÷�ýV>Áörûgö
�úH@	>Áý�û&ý~ú#ô�ú9B
öró 8Vô;ó	;Áö�;Dúeð:*�>Áý�úeò��ºýT>¹öH÷�øPú0õ�örûT8?>ÁýÃõ�öH÷ ô]ò�8Vô]öró {W u(v) : v ∈

SM̃} ö&õ
SM̃

	:<=;lóÁú:8Nò�	s÷�ý9>¹örû&öPúH@ >Áýeûbý~úeð
�(»rbªKb²�®H�ÀÁ¾§ªKb».¶e»r¸¤³�®r¶eb¿§ªF¬
¬�»H¼

M
)]²§ª�¿�¶eªK»H¼

SM
, �Áb²§ª"¶e»r¿Db±�¿l¾§±�i·Û±�¬

®H¾§b»r¸¤®Hb±�¶�®H°�°�·¤¾§¿§±�¼\»rµb¸ É
�´¾§µb±�¿§Â b²§ªÛ¬{®H¸ºªº·rªF®Hµ
¬� ��¯�ª�µb°�ª�±�¿Æ¶e»r¿�¬b±;ÀÁª�µbªFÀØ¬b±�¸º±�°�®Hµ��l¾§ªF¬bb±�»r¿�¬�»r¿

� ô�úsô 	eô�÷ùô?8-< �Ùòró�ô õ�öH÷�øPú ����¯�ªJW �NÉrÊ�²§ª�¶e»r¿Db±�¿l¾§±�i·#µbªF¬b¾§°��Å½®r¬0±�¸º³§µb»`ÈrªFÀ�¯D·.ÐØÉ
�½µb±�¿ ����®��5ªC�¡Ï�³§³�ª�¿�ÀÁ±�Ë.ÏK��b» ��� °�ÀÁª�µb¿§ªF¬
¬�»r¿Ùb²§ªK�5ªF¬b±�¿º¬
ª�
¬�É�)H3lª�ª9����®��kª�
¼\»rµ�b²§ª�ÀÁª ��¿§±�b±�»r¿#»H¼ b²§ªF¬bª�¬bª�
¬�É�, �§»rµ�»r¾§µ0ÀÁ±�¬
¶e¾�¬{¬b±�»r¿��P¾§¿§±�¼\»rµb¸-¶e»r¿lb±�¿D¾§±�W·
±�¬�¬b¾��¤¶e±�ª�¿l�É

Ê�²§ª.¼]»r°�°�»XÅ�±�¿§ÂÌµbªF¬b¾§°�K±�¬´ªF®r¬b±�ª�µKb»Ñ¬b²§»XÅ-±�¿)b²§ªº²D·¹³�ª�µb¯�»r°�±;¶�¶�®r¬bªS)]±iÉ^ªrÉ
¬bbµb±�¶eb°�·A¿§ª�Â¡®Hb±�ÈrªÙ¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª",�b²�®H¿)¼\»rµ´¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª.¶e¾§µbÈP®Hb¾§µbª��âÅ�²§ª�µbªÙ±�
±�¬�®.¸¤® Xb»rµ�b²§ª�»rµbª�¸S�§³§µb»`Èrª�¿ ¯D·
��¯�ª�µb°�ª�±�¿ )L����¯�ªCG:�-, /
� G5BD8�¦PB � � ¨��â¨ �ký8
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�.ò¡ó�ô õ�öH÷�øPú�òrû&ý#øDý�óÁú�ý�ð

�Dð��lð	� � @ÁörûI8Nò¡ó	8 �ºýbòPú:;lûbý~ú
Ê�²§ª�ÿ�±�ª�¸�®H¿§¿§±�®H¿A¬bbµb¾�¶eb¾§µbª�Âr±�ÈrªF¬(µb±�¬bª"b»¤®º¿�®Hb¾§µ
®H°k¸ºªF®r¬b¾§µbª

λ
»r¿

SM,¶�®H°�°�ªFÀ b²§ª�
0î\8�@ Zî;9\9\B �ØBD:§CX@k¦PB�É0�i�±�¬ ��¿§±�bªÍ¬b±�¿�¶eª
M

±;¬¤¶e»r¸º³�®r¶e�É �i
±�¬.b²§ªÑ³§µb»rb»ri·¹³§±�¶�®H°´¬b¸º»¹»rb² ¸ºªF®r¬b¾§µbª���±NÉ^ªrÉ!��¼]»rµ¤®H¿D· ¬b¸¤»l»rb²ç¶{²�®Hµb

ϕ :
U → R

2n−1, U ⊂ SM
»r³�ª�¿��Áb²§ª´¸¤ªF®r¬b¾§µbª

ϕ∗λ
»r¿Ì®#¬
¾§¯�¬bª��»H¼

R
2n−1 ±;¬

¬b¸º»¹»rb²§°�·ºª��l¾§±�ÈP®H°�ª�¿D�b»¤þâª�¯�ªF¬bÂr¾§ª�¸ºªF®r¬
¾§µbªrÉ
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¬bª�µb
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±;¬�b²§ª(b»r³�»r°�»rÂr±�¶�®H°�ª�¿lbµb»r³D·

h
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¬bª�°�¼ »H¼

¶e»r¾§µ
¬bª�Âr¾�®Hµ
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®HbªFÀA»r¿A³�ªe×
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¶eµb±�³§b±�»r¿"Å6®r¬k±�¸º¸ºªFÀÁ±�®Hbª�°�·(Ârª�¿§ª�µ
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¾§µbª�»H¼¹¸¤®PËÁ±�¸¤®H°Pª�¿Dbµb»r³l·�±�¬â®rÀ§®H³§bªFÀ�b»�b²§ªÃÀÁ·l¿�®H¸¤±�¶�®H°r³§µb»r³Á×
ª�µbb±�ªF¬"»H¼�b²§ª¤Ä�»`Å"É �W¿«³�®Hµbb±�¶e¾§°�®Hµ�kÅÃª¤Å�±�°�°0¬bª�ªÙb²�®H�b²§ª�¶e»r¿�ÀÁ±�b±�»r¿�®H°�¬"»H¼
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u ⊕ TvW

0 ⊕ TvW
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W s(v)

±�¿lbª�µ
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δ (v), y ∈ B0
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δ (g
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δ (v)).
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®H¿�¬bÈrª�µ
¬
®H°Z¯l·ÌþZª�¸º¸¤®F*¹É G�W¹É

�6·Ù¶e»r¿�¬bbµb¾�¶eb±�»r¿��¡¼\»rµÃ®H¿l·
w ∈ V,

b²§ª�µbª(ªeËÁ±�¬b
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É
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¬�®Hµbª"±;ÀÁª�¿Db±�¶�®H°NÉ
Ê�²§ª¤¬
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y = y′.
� ª�¿�¶eª�b²§ª"³�®H±�µ (x, y)
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b(., q, ξ)
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ò�8
ξ ∈ M̃ (∞)

òró�ø 	bòPúFýbøAò�8
q ∈ M̃.

� 8Ãô�ú D¡ô��Xý�ó 	:<
b(p, q, ξ) := lim

pn→ξ
(d(q, pn) − d(p, pn))

õ�örû
p, q ∈ M̃

òró�ø�ô�ú"ô\ó�øDý @Áýeó�øDý�ó	86öbõT8?>Áý�ú�ý,+;§ýeó B~ý
pn → ξ.
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¬
®Hb±;¬ ��ªF¬

b(p, q, ξ) = lim
t→∞

(d(cp,ξ(t), q) − t)

Å�²§ª�µbª
cp,ξ

±�¬�b²§ª�Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�³�®Hµ
®H¸¤ª�bª�µb± ��ªFÀÙ¯D·Ù®Hµ
¶e°�ª�¿§Ârb²¤Å�±�b²
cp,ξ(0) = p®H¿�À
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t → ∞.
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b(p, pn, ξ) → −∞ ¼\»rµ
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b(p, pn, ξ) → ∞ ¼]»rµ

lim
n

pn ∈ M̃(∞) \ {ξ}.
Ð »rµbª�»`Èrª�µ(±��±�¬�¶e°�ªF®Hµ�b²�®H

b(p, q, ξ) = −b(q, p, ξ).
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p ∈ M̃, µp
ô�ú�ò �Ãó�ô 8iý�ó�öró��Xýeû&ö �´örûbýs÷ �ºýbòHú ;¹û&ý.öró

M̃(∞).
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S ⊂ M̃(∞)
�Ãý�>Áò �Xý

µγp(γS) = µp(S).

� �V>Áýeó B >¹òró D¡ô;ó D�8?>Áý 	
òPú�ý @¹örô\ó	8ºö&õ
µp,

8?>§ý«øDýeóÁúeô 8-< 8Vû&òróÁú\õeörû ��ú)òPú
õ�öH÷;÷�ö ��ú��

dµp

dµq
(ξ) = e−hb(q,p,ξ).
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�i¿�¬bªF¶eb±�»r¿ Q�ÅÃª½Å�±�°�°H¾�¬bª0b²§ª0¼]®r¶eZb²�®H5±�¼
m
±;¬ b²§ªÃ¸ºªF®r¬b¾§µbªÃ»H¼¹¸¤®PËÁ±�¸¤®H°Hª�¿Á×

bµb»r³D·Ùb²§ª�¿¤±�0Âr±�ÈrªF¬�µb±�¬
ª�b»�¶e»r¿�ÀÁ±�b±�»r¿�®H°�¸ºªF®r¬b¾§µbªF¬
mu � m0u � ms ®H¿�À m0s»r¿Í¾§¿�¬

®H¯§°�ª���Å½ªF®HÇl°�·Ñ¾§¿�¬b
®H¯§°�ª��â¬b
®H¯§°�ª.®H¿�ÀÍÅÃªF®HÇ¹°�· ¬b
®H¯§°�ª�°�ªF®`ÈrªF¬KÅ�²§±�¶
²

²�®FÈrª.b²§ª�³§µb»r³�ª�µbi· b²�®H�b²§ª#¸ºªF®r¬b¾§µbªF¬
m0u ®H¿�À

mu ªeË¹³�®H¿�ÀÍ¾§¿§±�¼]»rµb¸º°�·
Å�±�b²

t
®H¿�ÀÌb²�®H

ms ®H¿�À m0s ¶e»r¿Dbµ
®r¶e(¾§¿§±�¼\»rµb¸º°�·ºÅ�±�b² t
É

7�ý��Ùòrû{ü A�ð;ï¡ð �i¿
�pÎ´¾§¿M�§Å½ª6³§µbªF¬
ª�¿D0®H¿.®H°�bª�µb¿�®Hb±�Èrª�®H¿�À#¸º»rµbª½Ârª�¿§ª�µ
®H°�¶e»r¿Á×
¬bbµb¾�¶eb±�»r¿º»H¼ b²§ª(¸ºªF®r¬
¾§µbª�»H¼ ¸�®PË¹±�¸�®H°¹ª�¿lbµb»r³D·Ù±�¿Ù¿§»r¿§³�»¡¬b±�b±�Èrª�¶e¾§µbÈP®Hb¾§µbª
®H¿�ÀÆµ
®H¿§Ç »r¿§ªÛÅ�²§±�¶{²Æ¼]»r°�°�»XÅ�¬�b²§ªÛ³§µb±�¿�¶e±�³§°�ªº»H¼´Ð ®HµbÂr¾§°�±;¬'k¶e»r¿�¬bbµb¾�¶eb±�»r¿âÉ
��¬b±�¿§ÂÛb²�®H�¶e»r¿�¬
bµb¾�¶eb±�»r¿��Zb²§ªº¾§¿§±�¼]»rµb¸ ªeË¹³�®H¿�¬
±�»r¿	�P¶e»r¿Dbµ
®r¶eb±�»r¿Ø³§µb»r³�ª�µ&×
b±�ªF¬0¬b²§»XÅ�¿�²§ª�µbª´®Hµbª�®H°�µbªF®rÀÁ·Ù®�¬
bµ
®H±�Âr²D&¼]»rµbÅ½®Hµ
ÀÛ¶e»r¿�¬bª��l¾§ª�¿�¶eª(»H¼Zb²§ª�¶e»r¿Á×
¬bbµb¾�¶eb±�»r¿âÉHÏ(°�¬
»��Xb²�®H�¶e»r¿�¬bbµb¾�¶eb±�»r¿Ù±;¬k¸º»rµbª6Ârª�¿§ª�µ
®H°+RH±��±�¬�®H³§³§µb»r³§µb±�®Hbª6¼\»rµ
¿§»r¿Á×NÂrª�»¹ÀÁªF¬b±;¶"Ä�»`Å�¬K¬
®Hb±;¬&¼\·¹±�¿§Âº¬b¾§±�
®H¯§°�ª�¶e»r¿§ª.¶e»r¿�ÀÁ±�b±�»r¿�¬.)V¬bª�ªV�^Ò"®H W �5¼\»rµ
b²§ªF¬bª",
É ��¿ b²§ª�»rb²§ª�µ�²�®H¿�ÀN��ÒK¿§±�ª�³�ª�µ'T¬�®H³§³§µb»¡®r¶
²���Å�²§±�¶{²Æ¬b¾§¯�¬b
®H¿lb±�®H°�°�·
¾�¬bªF¬"¼]ªF®Hb¾§µbªF¬�»H¼�µ
®H¿§Ç«»r¿§ª�¿§»r¿§³�»¡¬
±�b±�Èrª�°�·)¶e¾§µbÈrªFÀÆ¸�®H¿§±�¼\»r°;À§¬� ±�¬�¬b²§»rµbbª�µ
®H¿�ÀÌb²§ª�µbªe¼\»rµbª�±�¬�b²§ª"»r¿§ª�ÅÃª�¾�¬bª"±�¿Ab²§±�¬�®Hµbb±�¶e°�ªrÉ

��±�µ
¬
´Å½ªÙÂr±�ÈrªÙÒK¿§±�ª�³�ª�µ'T¬"ÀÁª ��¿§±�b±�»r¿)»H¼½b²§ª.¸ºªF®r¬b¾§µbªÙ»H¼6¸¤®PËÁ±�¸¤®H°kª�¿Á×
bµb»r³D· �^ÒK¿§±HG �+/
�AB���<kî;¥Fî;8�< � ¨ � ¨ �ký:8

(µp)p∈M̃

	
ý#ò � ;Dú�ý��Ùòró�óÍøDý�óÁúsô?8-<rð��ký:8

Π : SM̃ → M̃(∞) × M̃ (∞), Π(v) := (v∞, v−∞)
	
ý 8?>§ý @�û&ö �FýLB8Vô]öróØö&õºò �PýLB8Nörû 8Nö 	bö�8?> ýeó�ø @¹ö¡ô;ó	8\ú

v±∞ = limt→±∞ πgtvö&õ 8?>Áý B
örûsû&ý~úA@¹öró�ø¡ô;ó D DDýbö`øDý~úsô BFð *�>ÁýeóO8?>Áý �ºýbòPú:;lûbýºö&õ �Ùò�)Hô �.òr÷�ýeó 8Vûgö @ <
ö&õ.òAú�ý:8

A ⊂ SM̃
&��Ãý B{òró ��ô?8?>¹ö�;�8�÷�öPú{úºö&õ�DDýeó�ýeû&òH÷ùô 8-< òPú{ú:; �ºý

A
8Nö 	
ý

û&ý-DC;D÷�òrû ( ô�ú Drô �Xýeó 	:<

m(A) :=

∫

ξ,η∈M̃(∞), ξ 6=η

len(A ∩ Π−1(ξ, η))e−h(b(p,q,ξ)+b(p,q,η))dµp(ξ)dµp(η),

�P>Áýeûbý
q ∈ πΠ−1(ξ, η)

ò¡ó�ø
p ∈ M̃

ô�ú�òrû
	eô 8Vû&òrû <rð
3¹®F·¹±�¿§Âºb²�®H

Π−1(ξ, η)
±;¬�®ºÂrª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�®H°�µbªF®rÀÁ·Û±;¬�®¤¬b°�±�Âr²D�¬b±�¸º³§°�± ��¶�®Hb±�»r¿��

¯§¾§�®¤¼]¾§°�°�·.Xb¾�¬bb± ��ªFÀÍ»r¿§ªº¬b±�¿�¶eª#Å½ªÙ¿§ª�ªFÀ)b»ÑÀÁªF®H°�»r¿§°�·ÑÅ�±�b²)b²§ªÙµbª�Âr¾§°�®Hµ
¬bª��É

A�ð;ïDð���ô�ú:B;Dú{úeô\ö¡óÍö&õT8?>§ý B{öró�ørô?8Vô\ö¡ó�òH÷uú
Î´±�Èrª�¿�®�ÈrªF¶eb»rµ

v ∈ SM̃
Å�±�b²"¯�®r¬bª0³�»r±�¿D

p
��ÅÃª0Å6®H¿D�b»�³§¾§k®�¶e»r¿�ÀÁ±�b±�»r¿�®H°

¸ºªF®r¬b¾§µbª
mu »r¿ b²§ªÌ¬

®H¯§°�ª¤²§»rµb»¡¬b³§²§ª�µbª

b(p, ., ξ)−1(0)
Âr±�Èrª�¿Æ¯l·

v
®H¿�À

¶eª�¿Dbª�µbªFÀ ®H
ξ := v∞

)]»rµ"»r¿
W s(v)

�âÅ�²§±;¶
²)±�¬´b²§ªÙ¾§¿§±�K¿§»rµb¸¤®H°�¯§¾§¿�ÀÁ°�ª
»H¼

b(p, ., ξ)−1(0)
,
É§Ê�²§±�¬6¶e»r¿�ÀÁ±�b±�»r¿�®H°�±�¬ÃÀÁª�bª�µb¸¤±�¿§ªFÀ¤¯l·¤®�¸�¾§°�b±�³§°�±�ª�µ�Å�±�b²



v&z �kÞstpJ~[PßK}�_P[XO&SVUiM
µbªF¬b³�ªF¶e5b»K¬b»r¸ºª½Âr±�Èrª�¿#¸ºªF®r¬b¾§µbª6»r¿�b²§±�¬5²§»rµb»¡¬b³§²§ª�µbªrÉ���»rbª½b²�®H�b²§ª�¬bª�5»H¼
³�»r±�¿D
¬

q
»r¿.b²§ª�²§»rµb»¡¬b³§²§ª�µbª�±�¬�³�®Hµ
®H¸ºª�bª�µb± ��ªFÀ#¯l·�b²§ª�¬bª�

M̃(∞)\{ξ} Èl±�®³§µb» XbªF¶eb±�»r¿ ¼]µb»r¸
ξ
±�¿Db»Ûb²§ª�¯�»r¾§¿�À§®Hµb· ®H(±�¿ ��¿§±�i·���²§ª�¿�¶eª#b²§ª#¸#¾§°�b±�³§°�±�ª�µ

ÀÁª�³�ª�¿�À§¬�»r¿
η :=

³§µb» X
ξ(q)

�Z±iÉ^ªrÉâ±�¬K³§µb»r³�»rµbb±�»r¿�®H°0b»
dµx(η)

¼]»rµ�¬b»r¸ºª
x
É

Ê�²§ª)¶�®H¿§»r¿§±�¶�®H°´¶{²§»r±�¶eªÍ¼\»rµ
x
±�¬

p
É �½°�ªF®Hµb°�·�b²§ªÍÅ�²§»r°�ªÍ²§»rµb»¡¬b³§²§ª�µbª)²�®r¬

±�¿ ��¿§±�bª
mu ×N¸ºªF®r¬b¾§µbª��¹¯§¾§ µx

±�¬ ��¿§±�bª(¼]»rµ6®H¿l·
x
ÉÁÊ�²D¾�¬�b²§ª´¸�¾§°�b±�³§°�±�ª�µ�»H¼

dµp
²�®r¬kb»�²�®FÈrª6®�¬b±�¿§Âr¾§°�®Hµb±�i·���®H¿�À"b²§±�¬ ²�®r¬kb»�²�®H³§³�ª�¿�®H

η = ξ
¬b±�¿�¶eª0®H¿l·

¿§ª�±�Âr²l¯�»rµb²§»¹»¹À »H¼
ξ
±�¬�b²§ª#³§µb» XbªF¶eb±�»r¿ »H¼0b²§ª.¶e»r¸º³§°�ª�¸ºª�¿l�»H¼Ã®¤¶e»r¸¤³�®r¶e

³§±�ªF¶eªK»H¼5b²§ªK²§»rµb»¡¬b³§²§ª�µbªrÉ�Ê�²§ª"bª�µb¸
e−hb(p,q,η) ²�®r¬�b²§ª"µb±�Âr²l�¬
±�¿§Âr¾§°�®Hµb±�W·)]¿§»rbª«b²�®H

η → ξ
¸ºªF®H¿�¬

q → ξ
, ��®H¿�À?¯D· b²§ª«¯�®r¬b±�¶Í³§µb»r³�ª�µbb±�ªF¬Ì»H¼

b²§ª �6¾�¬bª�¸�®H¿§¿º¼]¾§¿�¶eb±�»r¿ºb²§ª´bª�µb¸
e−hb(p,q,η) b²§ª�¿Ì¶e»r¿DÈrª�µbÂrªF¬6b»�±�¿ ��¿§±�i·rÉ

Ê�²§ª�µbªe¼]»rµbªAÅÃªÑ±�¿lÈrªF¬bb±�Â¡®Hbª
mp(q) := e−hb(p,q,η)dµp(η).

�5±�µ
¬b�Å½ªA³§µb»`Èrª
b²�®H#b²§±�¬�±�¬�±�¿�ÀÁª�ªFÀ b²§ªÛ¬b
®H¯§°�ªÛ¶e»r¿�ÀÁ±�b±�»r¿�®H°Ã¸¤ªF®r¬b¾§µbªº¼]»rµ

dms.
©«ª�Å�±�°�°

³�®Hµ
®H¸ºª�bª�µb± ��ª
dm

¯D·ÛÈrªF¶eb»rµ
¬�±�¿�¬
bªF®rÀÌ»H¼�b²§ª�±�µ�¯�®r¬
ª"³�»r±�¿l
¬�É

�AB���<5î�¥Fî\8�< � ¨ � ¨�
 örû
v, w ∈ SM̃

-0÷�ý8
dmu

v (w) := e−hb(πv,πw,w∞) · dµπv(w∞),

dms
v(w) := e−hb(πv,πw,w−∞) · dµπv(w−∞).

��¦P8 �08�CFî;¥Fî;8�< � ¨ � ¨
dms

v, dmu
v
òró�ø

dt
òrûbý 8?>Áý�ú 8Nò�	e÷�ý9- ;¹óÁú:8Nò�	s÷�ý.òró�ø=B~ýeó

�8iýeû9B{öró�ørô?8Vô\ö¡ó�òH÷uú�öbõT8?>Áý �Ùý
òPú ;¹û&ý.öbõ �.ò�)Hô��ÙòH÷5ý�ó	8Vûgö:@(<rð
��û&öFö&õ�ð ��¯�¬bª�µbÈrª�b²�®H

dt dmu
v (w) dms

v(w) = dt e−h(b(πv,πw,w∞)+b(πv,πw,w−∞))

· dµπv(w∞)dµπv(w−∞)

= dt e−h(b(p,q,ξ)+b(p,q,η))dµp(ξ)dµp(η) =: E
Å�±�b²

p := πv, q := πw, ξ := w∞, η := w−∞
ÉZÊ�²§±�¬�¼]»rµb¸�¾§°�®Ì®H°�µbªF®rÀÁ·

®HÂrµbª�ªF¬.Å�±�b²�b²§ªÛ¼\»rµb¸#¾§°�® ±�¿ ��ª ��¿§±�b±�»r¿ �§É4W���®H°�b²§»r¾§Âr² b²§ªA¸¤ªF®H¿§±�¿§Â »H¼
b²§ªK³�®Hµ
®H¸ºª�bª�µ
¬�ÀÁ»¹ªF¬½¿§»r�¿§ªF¶eªF¬
¬{®Hµb±�°�·ÙÀÁ»Ù¬b»�/��W¿ �´ª ��¿§±�b±�»r¿ �§É4W��

p
®H¿�ÀÛb»

¬b»r¸ºª¤ªeË¹bª�¿�À
q
®Hµbª�®Hµb¯§±�bµ
®Hµb·«±�¿

M̃
�ZÅ�²§±�°�ªº±�¿ b²§ª¤¼\»rµb¸#¾§°�®Ì¼]»rµ

E
b²§ª�·

®Hµbª �§ËÁªFÀ ÉZÊ�²D¾�¬�ÅÃªº¿§ª�ªFÀ«b» ¬b²§»`Å b²�®H"±�¼½ÅÃª�¶
²�®H¿§Ârª¤b²§ª�¸ Å�±�b²§±�¿)b²§ª
µ
®H¿§Ârª�®H°�°�»`ÅÃªFÀÑ±�¿ ��ª ��¿§±�b±�»r¿ �§É4W��§b²§ª�ÈH®H°�¾§ª"»H¼

E
ÀÁ»lªF¬�¿§»r�¶
²�®H¿§ÂrªrÉ


0B � �Ø: � ¨�� ¨ *�>Áý08iýeû �
E
ø¡ö`ýsú�ó�öC8�B >¹òró Dlý�ô õ

q
ô�ú�û&ýA@�÷ùòCB~ýbø 	:<"òró	< @¹örô\ó	8

ô\ó
M̃

öró 8?>§ý�DDýböFølý~úsô B
cηξ

õsû&ö��
η

8Nö
ξ
òró�ø

p
	:<Aòró òrû
	eô 8Vû&òrû <.@¹örô\ó	8�ô;ó

M̃
ð

��û&öFö&õ�ð �5±�µ
¬b"ÅÃªÌ¬b²§»`Å b²�®H
q
¶�®H¿Æ¯�ª¤®H°�°�»`ÅÃªFÀ b» ¯�ª¤®H¿D·¹Å�²§ª�µbª�»r¿

cηξ
/

��®Hµ
®H¸ºª�bª�µb± ��ª
cηξ

¯l·)®Hµ
¶e°�ª�¿§Ârb²«Å�±�b² ®Hµb¯§±�bµ
®Hµb·Í³�®Hµ
®H¸ºª�bª�µ�¬b²§±�¼]K±�¿)b²§ª
ÀÁ±�µbªF¶eb±�»r¿ ¼\µb»r¸

η
b»

ξ
É�ÿ�ª�³§°�®r¶e±�¿§Â

q = cηξ(s)
¯l·

q′ = cηξ(s
′)
¶
²�®H¿§ÂrªF¬

b(p, q, ξ)
b»

b(p, q′, ξ) = b(p, q, ξ)− (s′ − s)
¬b±�¿�¶eª(Å½ª�¸¤»`Èrª´b²§ª´ÀÁ±�¬

®H¿�¶eª

s′ − s
¶e°�»¡¬bª�µ(b»

ξ
ÉN�W�®H°�¬b»�¶
²�®H¿§ÂrªF¬

b(p, q, η)
b»

b(p, q′, η) = b(p, q, η) +
(s′ − s)

¬b±�¿�¶eªºÅ½ª�¸º»XÈrª¤b²§ªÛÀÁ±�¬b
®H¿�¶eª
s′ − s

®`Å½®`·«¼\µb»r¸ b»
η
É5Ê�²D¾�¬

EÀÁ»¹ªF¬�¿§»r(¶
²�®H¿§Ârª�¾§¿�ÀÁª�µ�¬b¾�¶{²Ñ®Ùbµ
®H¿�¬b°�®Hb±�»r¿Ì»H¼
q
É
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��»`Å �§Ë
q
®H¿l·lÅ�²§ª�µbª�»r¿

cηξ
®H¿�À�µbª�³§°;®r¶eª

p
¯D·�¬
»r¸ºª½®Hµb¯§±�bµ
®Hµb·

p′ ∈ M̃
É

�(»rbª"b²�®H

dµp′(ξ) = ehb(p′,p,ξ)dµp(ξ),

dµp′(η) = ehb(p′,p,η)dµp(η),

b(p′, q, ξ) = b(p, q, ξ) + b(p′, p, ξ),

b(p′, q, η) = b(p, q, η) + b(p′, p, η).
Ê�²D¾�¬

e−h(b(p′,q,ξ)+b(p′,q,η))dµp′(ξ)dµp′(η) = e−h(b(p,q,ξ)+b(p,q,η))dµp(ξ)dµp(η).

� ª�¿�¶eª E
®H°�¬b»ºÀÁ»¹ªF¬�¿§»r(¶
²�®H¿§Ârª�±�¼

p
±�¬�¶
²�®H¿§ÂrªFÀ b»¤®H¿D·A®Hµb¯§±�bµ
®Hµb·Û³�»r±�¿D�É

ut
Ê�²§±�¬�®H°�¬b»Ù¶e»r¿�¶e°�¾�ÀÁªF¬(b²§ª"³§µb»l»H¼�»H¼ �0µb»r³�»¡¬b±�b±�»r¿ �§É��§É ut

A�ð 5¹ð���ûgö`ö&õ�ö&õT;¹ó�ô õeörû � ý$) @¹òróÁúeô\öró�� B
öró	8Vû&òCB8Vô]öró ö&õT8?>§ý B{öró�ørô?8Vô\ö¡ó�òH÷uú
þâª�

wt
ÀÁª�¿§»rbª

gtw
É

� G5BD8�¦PB � � ¨	�����Ñ<5î �W8�¦ � B � ��:�<5CFî;8�<��ÁE¡8�<�¥F¦P:§Er¥Fî\8�< 8 �º¥`G5B E¡8�<k=�î 

¥Fî;8�<k:§9\C	�F¨ 
 örû�òH÷\÷

t ∈ R
òró�øÛòH÷;÷

v, w ∈ SM̃
�ÃýT>¹ò �Pý

dmu
v (wt) = eht · dmu

v (w),

dms
v(wt) = e−ht · dms

v(w).*�>Áý�úeò��ºý.;¹ó�ô õ�örû � ý$)I@ÁòróÁúsô]öró2>¹ör÷ùøPú ��ô 8?>
mu û&ýA@�÷ùòCB~ýbø 	<

m0u òró�ø 8?>Áý
úeò��ºý9;ló�ô õ�örû � B
öró	8Vû&òCB8Vô]öró ��ô 8?>

ms û&ý @�÷ùò B{ýbø 	:<
m0s ð

� ª�µbª dm0u := dmudt
�
dm0s := dmsdt

É
��ûgö`ö&õeð

dms
v(wt) = e−hb(πv,πwt,w−∞)dµπv(w−∞)

= e−h(b(πv,πw,w−∞)+b(πw,πwt,w−∞))dµπv(w−∞)

= e−hb(πv,πw,w−∞)−htdµπv(w−∞)

= e−ht · e−hb(πv,πw,w−∞)dµπv(w−∞)

= e−ht · dms
v(w).3l±�¸º±�°�®Hµb°�·

dmu
v (wt) = e−hb(πv,πwt,w+∞)dµπv(w+∞)

= e−hb(πv,πw,w+∞)+htdµπv(w+∞)

= eht · dmu
v (w).

Ê�²§±�¬�¬
²§»`Å�¬Ìb²§ª)ÀÁªF¬b±�µbªFÀ ¾§¿§±�¼\»rµb¸ ªeËÁ³�®H¿�¬b±�»r¿ »H¼
mu ®H¿�À b²§ª)¾§¿§±�¼]»rµb¸

¶e»r¿Dbµ
®r¶eb±�»r¿ »H¼
ms É �§µb»r¸2b²§±�¬ºÅ½ª ®H°�¬
»«±�¸º¸ºªFÀÁ±�®Hbª�°�·Æ¬bª�ª b²§ª ¾§¿§±�¼]»rµb¸

ªeË¹³�®H¿�¬b±�»r¿A»H¼
m0u ®H¿�ÀÑb²§ª�¾§¿§±�¼]»rµb¸Ú¶e»r¿Dbµ
®r¶eb±�»r¿ »H¼

m0s ¬b±�¿�¶eª dt
±;¬�ª�Èl±�×

ÀÁª�¿Db°�·Û±�¿DÈH®Hµb±�®H¿l�¾§¿�ÀÁª�µ
gt É ut



vbã �kÞstpJ~[PßK}�_P[XO&SVUiM
A�ð��Dð���û&öFö&õ�öbõ >¹öH÷�öró�ö�� <ºô\ó �`òrûsô]òró B{ý#ö&õT8?>Áý.B
ö¡ó�ørô?8Vô\öró�òH÷pú
Ï�¿§»rb²§ª�µ�±�¸º³�»rµb
®H¿l�³§µb»r³�ª�µbW·�»H¼�b²§ª�¶e»r¿�ÀÁ±�b±�»r¿�®H°l¸ºªF®r¬
¾§µbªF¬�»r¿#b²§ª�°�ªF®`ÈrªF¬
±�¬A²§»r°�»r¿§»r¸�· ±�¿lÈP®Hµb±�®H¿�¶eªrÉ(©«ª«¼\»rµb¸#¾§°�®Hbª ²§»r°�»r¿§»r¸�· ±�¿lÈP®Hµb±�®H¿�¶eªÆ»r¿ ±�¿Á×
��¿§±�bªF¬b±�¸¤®H°�¾§¿�¬b
®H¯§°�ª ³§±�ªF¶eªF¬Ù²§ª�µbª��Ã¯§¾§�»H¼"¶e»r¾§µ
¬
ª b²§±�¬Ù±;¬Ùª��D¾§±�ÈP®H°�ª�¿lÙb»
²§»r°�»r¿§»r¸#·A±�¿DÈH®Hµb±�®H¿�¶eª#b²�®H´ÀÁªF®H°;¬(Å�±�b²Í³§±�ªF¶eªF¬�»H¼0°�ªF®FÈrªF¬´»H¼ )V¬
¸¤®H°�°-,0³�»¡¬b±�×
b±�Èrª�¬b±6��ªrÉ

©«ª�¶e»r¿�¬b±�ÀÁª�µ�³�»¡¬b±�b±�Èrª�°�·º®r¬b·l¸¤³§b»rb±�¶´ÈrªF¶eb»rµ
¬
w,w′ ®H¿�ÀA¶�®H°�¶e¾§°�®HbªKb²§ª±�¿ ��¿§±�bªF¬
±�¸¤®H°

0u
×N¸¤ªF®r¬b¾§µbª�»r¿#¶e»rµbµbªF¬b³�»r¿�ÀÁ±�¿§ÂK°�ªF®`ÈrªF¬�ÉX©«ª�°�ª�

v, v′
¯�ª�¬b»r¸ºª

)V®Hµb¯§±�bµ
®Hµb·(,�¯�®r¬bª�³�»r±�¿l
¬½¾�¬
ªFÀ�®r¬6³�®Hµ
®H¸ºª�bª�µ
¬6¼]»rµ½b²§ªK³§±�ªF¶eªF¬6»H¼k°�ªF®FÈrªF¬�Á¬b»
b²�®H

w
°�±�ªF¬�±�¿ºb²§ªK¬
®H¸ºª

0u
×N°�ªF®P¼Z»H¼

v
®H¿�À�¬b±�¸º±�°�®Hµb°�·

w′ ±�¿ºb²�®H½»H¼ v′
É¹Ê�²§ª

¼V®r¶eb»rµ
dt

±�¬�ª�È¹±�ÀÁª�¿Db°�·A±�¿DÈH®Hµb±�®H¿D� ¬b»�ÅÃªÙÀÁ»�¿§»r´²�®FÈrª.b»Û¸ºª�¿Db±�»r¿ ±�´®H¿D·
¼]¾§µbb²§ª�µ�É

� G5BD8�¦XB � � ¨ � � �A8�9\8�<58 �ÍÔ î]<	§:§¦Xî\:�<5E¡Bº8�5¥`G5B�E¡8�<k=�î;¥Fî;8�<k:§9\C"8�5¥`GkB
�ØBD:§C`@5¦XB 8���Ø:��Zî �Ø:§9ÃB¹<�¥F¦X8 � Ô �F¨

dmu
v (w) = dmu

v′(w
′)

�P>Áýeó�ý �Xýeû
v′ ∈ W s(v), w′ ∈ W s(w), w ∈ W 0u(v)

òró�ø
w′ ∈ W 0u(v′).

��û&öFö&õ�ð �(»rbªÙb²�®H�b²§ª¤ª��D¾�®Hb±�»r¿
w′ ∈ W s(w)

±�¬Kª��l¾§±�ÈH®H°�ª�¿DKb»Ñb²§ªÙWÅÃ»
ª��l¾�®Hb±�»r¿�¬

w′
∞ = w∞,

b(πw, πw′, w∞) = 0.
Ê�²§ª�°�®Hbbª�µ�ª��l¾�®Hb±�»r¿Ñ±;¬�ª��D¾§±�ÈH®H°�ª�¿l�b»

b(p, πw,w∞) = b(p, πw′, w∞)
¼]»rµ

®H°�°
p ∈ M̃ .

Ê�²D¾�¬�¶e°�ªF®Hµb°�·

dmu
v′(w

′) = e−hb(πv′,πw′,w∞)dµπv′(w
′
∞)

= e−hb(πv′,πw′,w∞)dµπv′(w∞).

��»`Å

b(πv′, πw′, w∞) = b(πv′, πv, w∞) + b(πv, πw′, w∞)

= b(πv′, πv, w∞) + b(πv, πw,w∞)

®H¿�À
dµπv′(w∞) = e−hb(πv,πv′ ,w∞)dµπv(w∞).

Ê�²D¾�¬

dmu
v′(w

′) = e−h(b(πv′ ,πw′,w∞)+b(πv,πv′ ,w∞))dµπv(w∞)

= e−h(b(πv′ ,πv,w∞)+b(πv,πw,w∞)+b(πv,πv′ ,w∞))dµπv(w∞)

= e−hb(πv,πw,w∞)dµπv(w∞)

= dmu
v (w).

ut
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ë

Ü 8�¦P8�9\9;:§¦XÔ � ¨��â¨

dms
v(w) = dms

v′(w
′)

�P>Áýeó�ý �Pýeû
v′ ∈ W u(v), w′ ∈ W u(w), w ∈ W 0s(v)

òró�ø
w′ ∈ W 0s(v′).

��ûgö`ö&õeð Ê�²§±�¬�±�¬�b²§ª�¬{®H¸ºª�³§µb»¹»H¼�®r¬�¯�ªe¼\»rµbª�Å�±�b²
u
®H¿�À

s
ªeËÁ¶{²�®H¿§ÂrªFÀ ®H¿�À

Å�±�b²
w∞

®H¿�À
w−∞

ªeËÁ¶{²�®H¿§ÂrªFÀ É ut
�(»rbª6b²�®H

m0u ±;¬k±�¿lÈP®Hµb±;®H¿D�¾§¿�ÀÁª�µ�²§»r°�»r¿§»r¸�·�®H°�»r¿§Â s
× ��¯�ª�µ
¬�®H¿�À

m0s ¾§¿Á×
ÀÁª�µÃ²§»r°�»r¿§»r¸#·Ù®H°�»r¿§Â

u
× ��¯�ª�µ
¬�l¯§¾§

mu ±�¬�¿§»rÃ±�¿DÈH®Hµb±�®H¿D½¾§¿�ÀÁª�µ½²§»r°�»r¿§»r¸#·
®H°�»r¿§Â

0s
× ��¯�ª�µ
¬�®H¿�À

ms ¿§»r�±�¿DÈH®Hµb±�®H¿D�¾§¿�ÀÁª�µ(²§»r°�»r¿§»r¸�·Ì®H°�»r¿§Â 0u
× ��¯�ª�µ
¬

ÀÁ¾§ª"b»ºªeË¹³�®H¿�¬
±�»r¿ )]µbªF¬b³âÉ�¶e»r¿Dbµ
®r¶eb±�»r¿N,½±�¿Ab²§ªKÄ�»XÅ ÀÁ±�µbªF¶eb±�»r¿âÉ

� ¨ Ü 8�@5<�¥Fî]<=�ØE¡9\8�CFBl= ��BD8â=�BDCFî\E¡C
�i¿"b²§±�¬ ��¿�®H°D¬bªF¶eb±�»r¿�ÅÃª½¶e»r¾§¿lkb²§ª½³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶�Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬â»r¿

M.
Ê�²§ª½¸ºª�b²§»¹À

¾�¬bªFÀÙ²§ª�µbª�±�¬Ã®"Ârª�¿§ª�µ
®H°�± �F®Hb±�»r¿Ù»H¼âb²§ª�¸¤ª�b²§»¹ÀÙÅ�²§±;¶
²��r¼]»rµ0b²§ª(¬b³�ªF¶e±�®H°�¶�®r¬bª
»H¼Ã¿§ª�Â¡®Hb±�Èrªº¶e¾§µbÈH®Hb¾§µbª��âÅ½®r¬K»r¾§b°�±�¿§ªFÀÍ±�¿ �^ÊZ»r° ��®H¿�À)³§µb»XÈl±;ÀÁªFÀ Å�±�b²Í¸¤»rµbª
ÀÁª�
®H±�°â±�¿ �^Ò"® � ®��NÉ
�AB���<kî;¥Fî;8�< �â¨ ì ¨ �ký:8

f
ò¡ó�ø

g
	
ý«ý$)I@�ûbý~ú~úsô]öróÁúÍøDý @Áýeó�ørô\ó Dçö¡ó

t
ò¡ó�ø

ε.��ûsô 8iý
f ∼ g

ô õ
f(t)/g(t) → 1

òPú
t → ∞.

�sóÍö�8?>Áýeû:�0örû&øPú9-
f/g − 1 = o(1)

&+>Áýeûbý
1
ô�ú

;ló�ølýeû
ú:8NöFöFø 8Nö 	
ý.ò &AB
öró§ú 8Nòró	8 ( õ:;ló(B8Vô\ö¡óÍö&õ
t ( ð:��û~ô?8iý

f ./ g

ô õ
f/g − 1 = O(ε)

òHú
ε → 0.

�.ý ��û~ô?8iý

f ∼= g

ô õ 8?>§ýeû&ý(ý$)Hô�ú 8\ú
f ′ ��ô?8?> f ∼ f ′ ./ g,

ô]ð]ý�ð§ô õ
f/g = (1+O(ε))(1+o(t 7→ 1)).*�>U;¡ú 8?>§ý"ý,+;¹ô��`òr÷�ýeó(B{ý�ûbýs÷�ò�8Vô]öró � ∼= � ô�ú(ô � @�÷ ôVýbø 	:< 	bö�8?> � ∼ � ò¡ó�ø �

./
� - 	:;�8

8?>Áý�ý$+;lô �`òH÷�ýeó B~ýÙûbýs÷ùòC8Vô\öró§ú � ∼ � òró�ø �

./
� òrûbý�ô\ó�øDý @Áýeó�øDý�ó	8Nð

�¡ð;ïDð *�>Áý � ö � B; 	
ý
�5±�Ë ®H¿D·

v0 ∈ 7ÛB��
.
�½²§»¹»¡¬bªÙ¬b¾��¤¶e±�ª�¿lb°�· ¬b¸�®H°�°

ε
®H¿�À

δ
¬
¾�¶
²)b²�®H

2ε
±�¬

¬b¸¤®H°�°�ª�µ�b²�®H¿Í±�¿ X
(M)

)]b²§ª.±�¿ XbªF¶eb±�È¹±�i·Ûµ
®rÀÁ±�¾�¬�»H¼
M

, � ¬b¾�¶{² b²�®H
2δ < ε,¬b¾�¶
²Ab²�®H

B4ε(v0) ⊂
7ÛB��&��®H¿�ÀÑ¬b¾�¶{²Ñb²�®H�¼\¾§µbb²§ª�µ(µbª��D¾§±�µbª�¸¤ª�¿D
¬�»r¿Ab²§ª

¬b¸¤®H°�°�¿§ªF¬{¬Ã»H¼�b²§ªF¬bª"Å�²§±�¶{²ÑÅÃª�Å�±�°�° ¸ºª�¿Db±�»r¿A°;®Hbª�µ�®Hµbª�¬
®Hb±�¬ ��ªFÀ É



v � �kÞstpJ~[PßK}�_P[XO&SVUiM
�AB���<5î�¥Fî\8�< � ¨ � ¨ �5ý:8 8?>Áý�� ��� %�< ��� 	
ý

A := Bs(g[0,ε](Bu
δ (v0))) ⊂7ÛB��

.
��ýeûbý

Bu
δ (v0)

ô�ú 8?>Áý Be÷�öPú�ýbø ;¹óÁú:8Nò�	s÷�ý 	bòH÷\÷½ö&õ¤û&ò¡ørô?;¡ú
δ
òrû&ö�;ló�ø

v0
ð

�.ý B:>¹öFöPúFý
Bs = Bs(v)

òPú98?>Áý.Be÷�öPú ;¹ûbý.ö&õ�òró)ö @Áýeó ú�ý80B
ö¡ó	8Nòrô\ó�ýbøÌô\ó 8?>Áý
Be÷�öPú�ý
ø.ú 8Nò 	s÷�ý 	bòH÷\÷Zö&õ´û&ò¡ørô?;Dú

δ
òrûgöC;ló�ø

v ∈ g[0,ε](Bu
δ (v0))


 8?>lô�ú(úFý:8 - �P>lô?B:>
øDýA@§ýeó�øPú�öró

v
- B
òró 	
ý9B >¹öPúFýeóÑô\ó�ú ;MB >Ìò �0ò�<.8?>¹ò�8�ô?8 B
öró	8Nò¡ô;óÁú

v
òró�øF8?>Áò�8

A
>¹òHúV8?>Áý�õ�öH÷;÷�ö ��ô\ó DÍ÷�ö�B
òH÷ @�û&öFø�;MB8Kú 8Vû ;MB8-;lûbý�� 
 ö¡û�òH÷\÷

w,w′ ∈ A
8?>Áý�û&ý

ý$)Hô�ú 8\ú�òV;¹ó�ô +�;Áý
β ∈ [−ε, ε]

ú ;MB >S8?>¹ò�8
Bs(w) ∩ Bu

2δ(g
βw′)

ô�úAý$)rò B8]÷E< ö¡ó�ý.@¹ö¡ô;ó	8Nð *�>lô�ú�ô�ú 8?>ÁýA÷ùö�B{òH÷ @�û&öFø�;MB8"ú:8VûI;MB8-;¹û&ý ô;ó 7�B@� øDý
�ú:BFû~ô 	
ýbøÙô\ó ��û&ö @¹öPúeô 8Vô]öró �Dð\ï A�ð��.ý B
òH÷\÷

Bs(v)
8?>Áý CF¥F: £ 9\B � £ Bl¦ &Wörû�ú 8Nò�	e÷�ý

	bòH÷\÷ ( ô;ó A
B
öró	8Nòrô\ó�ô\ó D

v
ð

δδ

δ

δ

δδ

δ δ

v0

v0

v0

ε

ε

��������� �!�"�6ä MPOT%HÞL$ U&_P�rO
A
��J~[A_X[PS]LiJ{�PtTO�[PO&RTosMF�rÞ{fNMPÞ�ÞFßAÞ~å

v0

�ùLNÞ~m���RTS�R^LNOgfiJ
LNObß
��U&O&[�LNOgf���J{[Hß�J6S]LiJ~�XtpO0[XO&RTosMF�rÞ~fNMXÞ�ÞFß´Þ~åÁLNMPJ{LkRTSâåùÞ~fNQ�O&ß����rÞ~LVLNÞ~Q	�iÝ

�W¿"b²§ª�¼\»r°�°�»`Å�±�¿§Â�®HµbÂr¾§¸ºª�¿l
¬�`b²§ª0¶e¾§¯�ª
A
Å�±�°�° ��µ
¬bZ¯�ª �§ËÁªFÀ ÉJ�i¿"³�®Hµbb±;¶e¾§°�®Hµ�

ε
®H¿�À

δ
®Hµbª´¶e»r¿�¬b±�ÀÁª�µbªFÀ �§Ë¹ªFÀ2)V®H°�b²§»r¾§Âr²�¬
¾§¯�X&ªF¶e½b»�µbªF¬bbµb±;¶eb±�»r¿�¬0»r¿�b²§ª�±�µ

¬b± ��ª",
É�Ï�(b²§ª#ª�¿�À »H¼�b²§ª.®Hµbb±�¶e°�ª���ÅÃª#Å�±�°�°Z¶e»r¿�¬b±�ÀÁª�µ�Å�²�®H�²�®H³§³�ª�¿�¬´Å�²§ª�¿
ε → 0.�AB���<5î�¥Fî\8�< � ¨ � ¨ �5ý:8�8?>§ý � ��
#� � τ : A → [0, ε]

	
ý#øDý �Ãó�ý
ø 	:<
v ∈ Bs(gτ(v)Bu

δ (v0)).
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0B � �Ø: �â¨ � ¨�
 örû�òH÷\÷
v ∈ A, w ∈ Bu

2δ(v) ∩ A
ô 8½ô�úT8Vû ;Áý 8?>¹òC8

|τ(w) − τ(v)| < ε2/2.
��ûgö`ö&õeð Ê�²§ª�¼]»r°�±�®Hb±�»r¿

W u ±;¬�¾§¿§±�¼]»rµb¸º°�·�¶e»r¿lb±�¿D¾§»r¾�¬6¯l·.Ê�²§ª�»rµbª�¸ *¹É��"®H¿�À
¶e»r¸º³�®r¶eb¿§ªF¬
¬�»H¼

SM
�P®H¿�À#Å�±�b²§»r¾§�°�»¡¬{¬k»H¼�Ârª�¿§ª�µ
®H°�±�i·

δ
Å½®r¬�¶{²§»¡¬bª�¿º¬b¸¤®H°�°

ª�¿§»r¾§Âr²âÉ ut

0B � �Ø: �â¨	� � ? ¥F: £ 9;B � £ BD¦ÑED8�<�¥F¦P:§Er¥Fî;8�<��F¨ *�>§ýeû&ý¤ô�ú.ò"õ:;¹ó B8Vô]öró

σ =
σ(t)

ú:;�B:>
8?>Áò�8
ms(gtBs(v)) ./ σ(t)õeörû�òr÷;÷

v ∈ A.
�só @¹ò¡ûI8Vô B;l÷ùòrû -�õ�örû�òH÷\÷

v, w
ô\ó

A
�ÃýT>¹ò �Pý

ms(gtBs(v)) ./ ms(gtBs(w)).
��ûgö`ö&õeð ��±�µ
¬b�Å½ª´¬
²§»`Å b²�®H

ms(Bs(v)) ./ ms(Bs(w))
É���¯�¬
ª�µbÈrª(b²�®H0¼]»rµ

0 < a <
±�¿ X

(M)
)
a
±�¿�ÀÁª�³�ª�¿�ÀÁª�¿l(»H¼

ε
, �

g[0,a]Bs(v)
±;¬

u
×N²§»r°�»r¿§»r¸¤±�¶Kb»¤®

¬b¾§¯�¬bª��»H¼
g[−2ε,a+2ε]Bs(w).

Ê�²l¾�¬

ms(Bs(v))

ms(Bs(w))
=

m0s(g[0,a]Bs(v))

m0s(g[0,a]Bs(w))
≤

∫ a+2ε
−2ε e−htdt
∫ a
0 e−htdt

./ 1.

�½·.ªeË§¶
²�®H¿§Âr±�¿§Â
v
®H¿�À

w
�lb²§ª�»r³§³�»¡¬b±�bª(±�¿§ª��l¾�®H°�±�W·�±�¬½®H°�¬b»�³§µb»XÈrª�¿âÉ � ª�¿�¶eª

ms(Bs(v)) ./ ms(Bs(w))
É�Ï(³§³§°�·l±�¿§Â

gt b²§ª�µbªe¼\»rµbª�Âr±�ÈrªF¬

ms(gtBs(v)) = ehtms(Bs(v))

./ ehtms(Bs(w))

= ms(gtBs(w))
®r¬�¶e°�®H±�¸ºªFÀ ÉM�W�±�¸º¸ºªFÀÁ±�®Hbª�°�·.¼\»r°�°�»`Å�¬�b²�®H�Å½ª�¶�®H¿ÑÀÁª ��¿§ª

σ(t) := ms(gtBs(v))
¼\»rµ�¬b»r¸¤ªº®Hµb¯§±�bµ
®Hµb·

v ∈ A
�k®H¿�À b²§±�¬�ÀÁª ��¿§±�b±�»r¿ ÀÁ»¹ªF¬�¿§»r�ÀÁª�³�ª�¿�À«»r¿

v)]¾§³Ab»
./
×Nª��D¾§±�ÈH®H°�ª�¿�¶eª",
É ut

7�ý��Ùòrû{ü �Dð �rð �(¿§±�¼\»rµb¸Ú¶e»r¿lbµ
®r¶eb±�»r¿ ¬b²§»XÅ�¬�b²�®H
σ(t) ./

¶e»r¿�¬b · e−ht.

�¡ð 5¹ð��	)I@¹òró§úsô]öróÍòC8�8?>Áý 	böC;ló�øDòrûI<
�AB���<kî;¥Fî;8�< �â¨���¨�
 örû�8?>§ý B�; 	
ý

A
òHú�ò 	bö �Xý9- �Ãý.B
òH÷\÷

∂uA := Bs(g[0,ε](∂Bu
δ (v0)))

8?>Áý <8/ ���$���� � ��/ � ö&õT8?>§ý B�; 	
ý3-
∂0A := Bs(Bu

δ (v0))
8?>Áý ����% �'��/ � ò¡ó�ø

∂εA := Bs(gε(Bu
δ (v0)))

8?>§ý�� ; � / � ��/ � öbõT8?>Áý.B; 	{ý�ð

 örû

v ∈ A
ølý �Ãó�ý

s(v) := sup {r : Bu
r (v) ⊂ A}8Nö 	
ý.8?>§ý � � � �$�!/1% � �$��� � � <8/ ���$���� � ��/ � ö&õT8?>§ý � ö � B; 	{ý�ð
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Ê�²§ªÆ¬b
®H¯§°�ª ®H¿�À?b²§ª ¾§¿�¬b
®H¯§°�ª«ª�¿�À ®Hµbª b»r³�»r°�»rÂr±�¶�®H°�°�·çb²§ªÆ³§µb»¹ÀÁ¾�¶eÑ»H¼
®H¿ ±�¿lbª�µbÈP®H°H�k®

k
×N¯�®H°�°Ã®H¿�ÀØ®

(k − 1)
×i¬b³§²§ª�µbª���Å�²§ª�µbª

k = dimW u(v) =
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v
±;¬Z¸º»rµbª6b²�®H¿

S(t)
®`Å½®`·�¼]µb»r¸ b²§ª6¾§¿�¬b
®H¯§°�ª
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7�ý��Ùòrû{ü �¡ð��¡ð Ê�²§ª.¶e»r¿DÈrª�µbÂrª�¿�¶eªÙ»H¼
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�i¼�b²§ª´¬b¸¤®H°�°�ªF¬
�¬
¾�¶
²
S
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bµb±�³ »H¼½Å�±�ÀÁb²
lim inf t→∞ S(t) = limt→∞ S(t),Å�²§±�¶{² ÅÃ»r¾§°�À)±�¿Dbª�µ
¬bªF¶e
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��ô?8?>Ìò¤ú �ÙòH÷\÷âó�ýeô�D > 	bö¡û >¹ö`öFøÑö&õ

8?>Áý ;¹óÁú 8Nò�	e÷�ý.ýeó�øÌòró�ø�ö&õT8?>§ý0õeû&öró	86ý�ó�øÌòró�ø 	bòCBsüÛýeó�ø�ûbý��Ùö �Xý
ø¡ð



�§fNO&U&RTSVOÃJ~S]�`Q�m`LNÞ~LNRTU&S åùÞ{fkmrOgfNRTÞFßXRTU0Þ~fN�PR^LNS �Fv

�AB���<kî;¥Fî;8�< �â¨ ì�ì ¨ �5ý:8
Φt
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òró�ø
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t ∈ Φt,
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¬�¶e»rµbµbªF¬b³�»r¿�ÀÁ±�¿§ÂKb»
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g−t �kÅÃª
Ârª�6®#³�®Hb²

g−t ◦ c
±�¿

A′
t

¼]µb»r¸
o(a− t) ∈ A′
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®H¿�À«²§ª�¿�¶eª�»H¼
φI

t

b²§ª�µbªºªeËÁ±�¬b
¬
c < 1

¬b¾�¶
² b²�®H
¼]»rµ�®H°�°

v ∈ A′
t ∩ gtA′

t

/
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1

N(A, t)

∑

φI
t∈Φt

θ(φI
t )

∼= ε

2
.
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��ûgö`ö&õeð Ê5®HÇrªK®H¿l·º¼]¾§°�°�¶e»r¸¤³�»r¿§ª�¿l½»H¼k±�¿Dbª�µ
¬bªF¶eb±�»r¿
φI

t ∈ Φt.
Ï�¬
¬
¾§¸ºª(b²�®H

±�Z±�¿lbª�µ
¬bªF¶e
¬kb²§ªÃ¼\µb»r¿l5ª�¿�À�»H¼
A
ÉX©«ª6¶e¾§

A
®H°�»r¿§Â�Ä�»XÅØ°�±�¿§ªF¬â±�¿

n := b1/εc³§±�ªF¶eªF¬

Ai :=

{

v ∈ A : τ(v) ∈
[

iε

n
,
(i + 1)ε

n

)}

»H¼�ª��l¾�®H°k¸ºªF®r¬
¾§µbª )
i = 0, . . . , n − 1

,
É �½·Ûb²§ª�¸¤±�Ë¹±�¿§Â�³§µb»r³�ª�µbi·��
m(Ai ∩

gtA0)
±�¬�®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�®H°�°�·K±�¿�ÀÁª�³�ª�¿�ÀÁª�¿D�»H¼

i
®r¬

t → ∞. � ª�¿�¶eª�b²§ª�¿l¾§¸�¯�ª�µ»H¼½¼]¾§°�°�¶e»r¸º³�»r¿§ª�¿D
¬"»H¼�±�¿Dbª�µ
¬
ªF¶eb±�»r¿«»H¼
Ai

Å�±�b²
gtA0

±�¬K®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�®H°�°�·
±�¿�ÀÁª�³�ª�¿�ÀÁª�¿l(»H¼

i.
3l±�¿�¶eª�®H¿D·A±�¿Dbª�µ
¬bªF¶eb±�»r¿ ¶e»r¸º³�»r¿§ª�¿l�»H¼

Ai ∩ gtA0
²�®r¬

ÀÁª�³§b²
τ
Å�±�b² |τ − iε/n| < ε/n,

Å½ª�¬bª�ªKb²�®H�b²§ª"®FÈrª�µ
®HÂrª�»H¼
θ
±;¬

ε/2
¾§³

b»º®H¿Ñª�µbµb»rµ�»H¼�»rµ
ÀÁª�µ
ε2.Ê�²§ªK¬
®H¸ºª(µbªF®r¬b»r¿§±�¿§Â�®H³§³§°�±�ªF¬0±�¼

A0
±�¬0¶{²�®H¿§ÂrªFÀ�b»

An−1
�D²§ª�¿�¶eª�¼\»rµ

φI
t±�¿Dbª�µ
¬bªF¶eb±�¿§ÂÙb²§ª�¯�®r¶
ÇÛª�¿�ÀA»H¼

A
±�¿�¬bbªF®rÀÌ»H¼�b²§ª"¼]µb»r¿D�ª�¿�À É ut

�(»rbª�b²�®H(±�¼�Å½ª�¶e»r¸º³§¾§bª�b²§ª�¸ºªF®r¬b¾§µbª"»H¼0®H¿Ñ±�¿lbª�µ
¬bªF¶eb±�»r¿
A0 ∩ gtAn−1¼\»rµ

t
°�®HµbÂrª��lb²§ª´bª�µb¸¤¬½Å�²§±�¶
²Ì®Hµbª´¿§»r6±�¿º¼]¾§°�°�¶e»r¸º³�»r¿§ª�¿D
¬6»H¼Z±�¿lbª�µ
¬bªF¶eb±�»r¿

¶e»r¿Dbµb±�¯§¾§bª«»r¿§°�· ® ¼\µ
®r¶eb±�»r¿ Å�²§±;¶
² ¯l· ¸º±�Ë¹±�¿§ÂØ±�¬Ì®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�®H°�°�· ��ª�µb»
¯�ªF¶�®H¾�¬bª

m(A′
t)

∼= m(A)
��Å�²§±�¶
²Ì¼]»r°�°�»XÅ�¬6¼\µb»r¸

m({v ∈ A : s(v) < S(t)}) → 0
®r¬

t → ∞
®H¿�À

m({v ∈ A : τ(v) ∈ [0, ε2] ∪ [ε − ε2, ε]}) = 2εm(A).

�¡ð��Dð���ö�;ló 8Vô;ó D�ô\ó	8iýeû{ú�ýLB8Vô]öróÁú
��¦X8 �08�C`î�¥Fî\8�< � ¨ ì �Z¨ *�>§ý�ó ; � 	
ýeû

N(A, t)
úeò�8Vô�ú��6ýsú

N(A, t) ∼= 2ehtm(A).

��ûgö`ö&õeð þâª�
F := g[0,ε]Bu

δ (v0).
��±�µ
¬b�¿§»rbª�b²�®H

m(φI
t ) ./

θ(φI
t )

ε
m0u(F )σ(t)

¼\»rµ
φI

t ∈ Φt
¬
±�¿�¶eª.¯D·)þâª�¸º¸¤®SQ¹É4QÛb²§ª¤¬

®H¯§°�ª.¸ºªF®r¬b¾§µbªÙ»H¼�b²§ªÙ³§±�ªF¶eªF¬"»H¼

¬b
®H¯§°�ª ��¯�ª�µ
¬�±�¿
φI

t

±�¬�ª��l¾�®H°�b»
σ(t)

¾§³ºb»�®H¿ºª�µbµb»rµ0bª�µb¸ b²�®HÃÀÁ±�¬
®H³§³�ªF®Hµ
¬
®r¬

ε → 0
®H¿�À�¬b±�¿�¶eª�¯l·Æ²§»r°�»r¿§»r¸#·Æ±�¿lÈP®Hµb±;®H¿�¶eª2)VÊ�²§ª�»rµbª�¸ �§É�� ,�®H¿�À ¯D·

þâª�¸º¸¤® Q¹É � b²§ª
m0u ×N¸¤ªF®r¬b¾§µbª¤»H¼ 0u

×N°�ªF®FÈrªF¬#»H¼
φI

t

±�¬�b²§ªÛ¬
®H¸¤ª¤®r¬�b²�®H
»H¼

F
�§ªeË§¶eª�³§�b²�®H�b²§ª"b²§±�¶
Ç¹¿§ªF¬
¬�»H¼�b²§ª�±�¿Dbª�µ
¬
ªF¶eb±�»r¿Ì±�¬�¿§»r

ε
¯§¾§

θ(φI
t ).3l±�¿�¶eª�¯l· þâª�¸º¸¤® Q¹É G�Qºb²§ª.®FÈrª�µ
®HÂrª.»H¼Ãb²§ª

θ(φI
t )
±�¬�®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�®H°�°�·

ε/2,ÅÃª�Ârª�
1

N(A, t)

∑

φI
t∈Φt

m(φI
t )

∼= 1

2
σ(t)m0u(F ).
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3l±�¿�¶eª0b²§ªÃ¸ºªF®r¬b¾§µbª0»H¼

A∩gtA
±;¬â®r¬b·l¸¤³§b»rb±�¶�®H°�°�·�b²§ª6¬b¾§¸ »H¼§b²§ª0¸ºªF®r¬
¾§µbªF¬

»H¼Zb²§ª�¼\¾§°�°�¶e»r¸º³�»r¿§ª�¿l
¬6»H¼Z±�¿Dbª�µ
¬bªF¶eb±�»r¿ )]b²§ª�µbªK®Hµbª
N(A, t)

»H¼Zb²§»¡¬bª", �¹ÅÃª
»r¯§
®H±�¿

m(A ∩ gtA) ∼= 1

2
N(A, t)σ(t)m0u(F ).

)+Q¹É4WU,
Ð »rµbª�»`Èrª�µ(¿§»rbª�b²�®H�¯D·Ìb²§ª�¸º±�ËÁ±�¿§Â#³§µb»r³�ª�µbW·Ì»H¼

g
�

m(A ∩ gtA) ∼= ehtm(A)σ(t)m0u(F ).
Ê�²§ª�¶e°�®H±�¸ ¼]»r°�°�»XÅ�¬6¼\µb»r¸Ú¶e»r¸#¯§±�¿§±�¿§ÂÙb²§ªF¬
ª"iÅÃ»�ª��D¾�®Hb±�»r¿�¬�É ut
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A
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ýs÷�öró D 8NöT@Áýeûsô]öFørô BÙörû�	�ô 8\ú ��ô?8?> @Áý�û~ô]öFøÌô\ó
[t − ε, t + ε]

ô�ú ∼= N(A, t)
ð

��û&öFö&õ�ð þâª�
G(t, ε)

¯�ª�b²§ª.¬bª�(»H¼6®H°�°ZÂrª�»r¸ºª�bµb±�¶�»rµb¯§±�´¬bª�Âr¸ºª�¿D
¬�±�¿
A
»H¼

³�ª�µb±�»¹ÀÁ±;¶�»rµb¯§±�
¬KÅ�±�b²Í³�ª�µb±�»ÁÀÍ±�¿
[t − ε, t + ε]

ÉZÏ´¬K¯�ªe¼\»rµbª��
Φt = Φt(ε)

±;¬
b²§ª�¬
ª��»H¼�®H°�°�¼\¾§°�°0¶e»r¸º³�»r¿§ª�¿l
¬"¼]»rµ�Âr±�Èrª�¿

t, ε
É5þZª�

G(t, ε) := #G(t, ε)®H¿�À
N(t, ε) := #Φt(ε).

©«ª�Å½®H¿l(b»º¬b²§»XÅ

N(t, ε) ∼= G(t, ε).
�6· þâª�¸º¸¤®�Q¹É G�W Å½ª ²�®`ÈrªÍ®Ø¸¤®H³

G(t, ε − 2ε2) → Φt(ε)
®H¿�Àç¯l·

þâª�¸º¸�® Q¹É G�*Ñ® ¸¤®H³
Φt(ε) → G(t, ε)

É�Ê�²§ªF¬bªÛ¸¤®H³�¬�®Hµbª�±�¿lÈrª�µbb±�¯§°�ªº¯�ªe×
iÅ½ª�ª�¿�b²§ª�±�µ�ÀÁ»r¸¤®H±�¿�¬�®H¿�ÀÆ±�¸¤®HÂrªF¬Râ²§ª�¿�¶eªÛb²§ª�· ®Hµbª¤±�¿ XbªF¶eb±�ÈrªrÉkÊ�²l¾�¬�Å½ª
²�®FÈrª

G(t, ε − 2ε2) ≤ N(t, ε) ≤ G(t, ε).3l±�¿�¶eª
N(t, ε − 2ε2) ≤ G(t, ε − 2ε2),

±��¬b¾��¤¶eªF¬(b»º¬b²§»`Å

N(t, ε) ∼= N(t, ε + ε2).
��®Hµbb±�b±�»r¿

A
®HÂ¡®H±�¿A±�¿Db»

n := b1/εc ³§±�ªF¶eªF¬

Ai := {v ∈ A : τ(v) ∈ [iε/n, (i + 1)ε/n)}
»H¼�ª��D¾�®H°Z¸¤ªF®r¬b¾§µbª )

i = 0, . . . , n − 1
,
É�Ð ±�Ë¹±�¿§Â.±�¸¤³§°�±�ªF¬0b²�®H

m(A0 ∩ gtAn−1) ∼= ε2m(A)2.
��¯�¬bª�µbÈrª�b²�®H�±�¿Ñ®H¿�®H°�»rÂr·�b»Ùª��l¾�®Hb±�»r¿O)+Q¹É4WU,0Å½ª�²�®`Èrª

ε2m(A)2 ∼= m(A0 ∩ gt+ε2

An−1) ∼=
1

2
ε2N(t, ε)m0u(F )σ(t).

Ê�²§ªÙ¼]¾§°�°�¶e»r¸º³�»r¿§ª�¿D
¬�»H¼
A0 ∩ gt+ε2

An−1
Å�²§±�¶{²Æ®Hµbªº¿§ª�Å�°�·)¶eµbªF®HbªFÀ

®H�b²§ª�¯�®r¶{ÇÛª�¿�ÀÌ»H¼
A
¯D·Û±�¿�¶eµbªF®r¬b±�¿§Â

t
b»

t + ε2 ²�®FÈrª�®FÈrª�µ
®HÂrª�b²§±;¶
Ç¹¿§ªF¬
¬
ε2/2

®H¿�À)²§ª�¿�¶eª�®FÈrª�µ
®HÂrª¤¸¤ªF®r¬b¾§µbª 1
2εm0u(F )σ(t). � ª�¿�¶eª¤b²§±�¬K±�¿�¶eµbªF®r¬bª»H¼

t
¶�®H¿Ñ³§µb»ÁÀÁ¾�¶eª�®H�¸º»¡¬b ∼= εN(t, ε)

¬b¾�¶{²A¼]¾§°�°Z¶e»r¸º³�»r¿§ª�¿D
¬�É�Ê�²l¾�¬

N(t + ε2, ε)
∼
≤ N(t, ε) + εN(t, ε).
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)VÊ�²§ªÛ¿§»r
®Hb±�»r¿
f1(t, ε)

∼
≤ f2(t, ε)

¸ºªF®H¿�¬
f1(t, ε)≤f3(t, ε)∼=f2(t, ε)

¼]»rµ
¬b»r¸ºª

f3
É�, �i�¼]»r°�°�»XÅ�¬�b²�®H

N(t + ε2, ε)∼=N(t, ε).3l±�¿�¶eª«±�¿�¶eµbªF®r¬b±�¿§Â
ε
¯l·

ε2 °�ªF®rÀ§¬Ìb»ç®�Â¡®H±�¿?±�¿ b²§ªÆ¿D¾§¸#¯�ª�µÑ»H¼�¼\¾§°�°
¶e»r¸º³�»r¿§ª�¿l
¬´¯D·Ñ¸¤®HÇ¹±�¿§Âº¸¤»rµbª�»H¼0b²§ª�¸ ª�¿Dbª�µKb²§ª#¯�®r¶
ÇÑª�¿�ÀÍ»H¼0b²§ª�Ä�»`Å
¶e¾§¯�ªÛªeËÁ®r¶eb°�·«°�±�Çrªº±�¿�¶eµbªF®r¬
±�¿§Â

t
¯l·

ε2 ÀÁ»lªF¬��5³§°�¾�¬#®Í¬b±�¸º±�°;®Hµ´±�¿�¶eµbªF®r¬bª�±�¿
¿D¾§¸#¯�ª�µ�¯l· ¸�®HÇl±�¿§ÂA¬b»r¸¤ªÙ»H¼6b²§ª�¸ ÀÁª�°;®F·Íb²§ª�±�µ�ÀÁª�³�®Hµbb¾§µbªºb²§µb»r¾§Âr²Æb²§ª
¼\µb»r¿l�ª�¿�ÀÌ»H¼�b²§ª�Ä�»`Å ¶e¾§¯�ª���ÅÃª�Ârª�

N(t, ε + ε2)
∼
≤ N(t, ε) + 2εN(t, ε).

Ê�²§±�¬Ñ¬b²§»XÅ�¬Ñb²�®H
N(t, ε + ε2)∼=N(t, ε). � ª�¿�¶eª N(t, ε) ∼= G(t, ε)

®r¬
¶e°�®H±�¸ºªFÀ É ut

�¡ð �¡ð�� �´ö �Ãýeó
�
8-<I@Áý @�û&ö @Áýeû 8-<Ìö&õT8?>Áý �ºýbòPú ;¹ûbý.ö&õ �Ùò�)Hô �.òr÷5ýeó	8Vû&ö @(<
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Pt

	
ý98?>Áý"ó	; � 	
ýeû�ö&õ >¹ö��Ùö�8Nö:@(< Be÷�òPú{úFý~ú"öbõ�B�÷ùöPúFýbø
DDýböFøDýsúsô Bsú(ö&õÃ÷�ýeó D�8?>Ùò�8 �ÙöPú 8

t.
�5ý:8

Pt(A)
	
ýK8?>Áý�ó	; � 	
ýeû�ö&õ Be÷�öPú�ýbø DDýböFølý~ú

�ô?Bsú½öbõÃ÷�ýeó D�8?>�ò�8 �ÙöPú:8
t
8?>Áò�8 ô;ó	8iý�û
úFýLB8

A.
�5ý:8

P ′
t
	
ý 8?>Áý�ó ; � 	
ýeû�ö&õ µbª�Âr¾§°�®Hµ

Be÷ùöHú�ýbø DDýbö`øDý~úsô BsúÙö&õ"÷�ý�ó D�8?> ò�8 �.öHú 8
t.

7�ý��Ùòrû{ü �Dð;ï � & *�ýeû �.ô\ó�öH÷�ö D�< ( ð © ²§ª�¿ºÅ½ª�¬
®`· �W¶e°�»¡¬
ªFÀ.Ârª�»¹ÀÁªF¬b±;¶ � �rÅÃª(¸¤ªF®H¿
�i³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶�»rµb¯§±�´¼\»rµ"b²§ªÙÂrª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�Ä�»XÅ � �Z±NÉ^ªrÉ Å�±�b²)³�®Hµ
®H¸ºª�bª�µb± �F®Hb±�»r¿ )V®H°�×
b²§»r¾§Âr² ®H°�Å6®F·Á¬Û¯D· ®Hµ
¶e°�ª�¿§Ârb²?®H¿�À ¸º»ÁÀÁ¾§°�»Æ®rÀ§ÀÁ±�¿§Â�®Ø¶e»r¿�¬

®H¿DÌb»Øb²§ª
³�®Hµ
®H¸ºª�bª�µ:,
É¹Ê�²l¾�¬�®�°�»¹¶�®H°�°�·#¬b²§»rµbbªF¬
6¶e¾§µbÈrªK±�¬6¶e»r¾§¿DbªFÀÌ®r¬6iÅ½»#Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬
)]±NÉ^ªrÉÁ³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶�»rµb¯§±�
¬½¼\»rµ�b²§ª"Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�Ä�»XÅ , �§¿�®H¸ºª�°�·º»r¿§ªK¼]»rµ�ªF®r¶
²ÑÀÁ±�µbªF¶s×
b±�»r¿âÉ

P ′
t , Pt(A)

®Hµbª ��¿§±�bª´¯�ªF¶�®H¾�¬
ª´b²§ª�µbªK±�¬½»r¿§°�·º»r¿§ªKµbª�Âr¾§°�®Hµ�Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶(±�¿�ªF®r¶{²
²§»r¸º»rb»r³D·Ì¶e°�®r¬
¬�É �½°�ªF®Hµb°�·

Pt(A) ≤ P ′
t ≤ Pt

¼\»rµ�®H¿l·
t.
©«ª"Å�±�°�°â¬b²§»XÅ b²�®H�b²§ªF¬bª�®Hµbª"±�¿Ì¼]®r¶e�®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�®H°�°�·Ùª��D¾�®H°iÉ
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P ′
t ∼ Pt.

��ûgö`ö&õeð 3l±�¿§Âr¾§°;®HµZÂrª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�¬Z²�®`Èrª6®�¬b¸¤®H°�°�ª�µâªeËÁ³�»r¿§ª�¿Db±�®H°lÂrµb»`Å�b².µ
®Hbª½b²�®H¿
µbª�Âr¾§°�®Hµ�»r¿§ªF¬�¯�ªF¶�®H¾�¬bªºb²§ª¤ª�¿Dbµb»r³D·Æ»H¼�b²§ª�¬b±�¿§Âr¾§°�®Hµ�¬bª�"±;¬�¬b¸¤®H°�°�ª�µ´b²�®H¿
b²§ª"b»r³�»r°�»rÂr±;¶�®H°�ª�¿lbµb»r³D· �^ÒK¿§± W �ZÅ�²§ª�µbªF®r¬�b²§ª�ª�¿Dbµb»r³l·Û»H¼�b²§ª"µbª�Âr¾§°�®Hµ�¬bª�
ª��D¾�®H°�¬�b²§ª�b»r³�»r°�»rÂr±;¶�®H°�ª�¿lbµb»r³D·rÉ ut
�i¿Øb²§ªÌ¶�®r¬
ª�b²�®H

M
±�¬#® ¬b¾§µ&¼V®r¶eª���b²§ªÛÂrµb»XÅ�b²�µ
®HbªÛ»H¼ ? î]<=��±�¬�±�¿Æ¼]®r¶e

��ª�µb»��P¬b±�¿�¶eªÃ®(³�®Hµ
®H°�°�ª�°D³�ª�µb³�ª�¿�ÀÁ±;¶e¾§°�®Hµ �¡®r¶e»r¯§± ��ª�°�À�Âr±�ÈrªF¬kµb±;¬bª0b»´b²§ª½°�®HµbÂrªF¬

þâ±�®H³§¾§¿§»`ÈÌªeËÁ³�»r¿§ª�¿l�¯�ª�±�¿§Â ��ª�µb»§É
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µt
	{ýT8?>Áý�òrû Be÷�ý�ó D�8?> �ºýbòPú ;¹ûbý�öróÍòH÷\÷�ûbý-D�;l÷ùò¡û @Áýeûsô

�öFørô B.örû
	eô 8\ú�ö&õ"÷�ýeó DC8?> ò�8 �ÙöPú:8
t,
ó�örû �ÙòH÷ ô �`ý
øV8NöÛï �

Pt := { û&ý-DC;D÷�òrû Be÷ùöHú�ýbøFDDý
öFøDý~úeô?BsúÙö&õ"÷�ýeó D�8?> ≤ t},
Pt(A):= { DlýböFøDý~úeô?Beú#ô\ó Pt

�P>¹ô?B > @¹òHú{úT8?>lû&ö�; D">
A},

µt :=
1

#Pt

∑

c∈Pt

1÷�ýeó
(c)

δc,

µA
t :=

1

#Pt(A)

∑

c∈Pt(A)

1÷�ýeó
(c)

δc.

��ý�û&ý
δc

ô�úT8?>Áý�÷�ýeó D�8?> �ºýbòPú:;lûbý.öró
ċ
ð

� G5BD8�¦XB � �â¨ � � ¨ 
 örû�ò¡ó	< �ÃýbòPüº÷ùô �#ô?8
µ
öbõ

(µt)t>0
�Ãý�>¹ò �Pý

m ∼ µ.

ñ«örûbýbö �Pýeû$-�õeö¡û�òró	< �ÃýbòHüº÷ ô �.ô 8
µA ö&õ

(µA
t )t>0

�ÃýT>¹ò �Xý

m ∼ µA.

�W¿�»rb²§ª�µ6ÅÃ»rµ
À§¬�¹¼]»rµ6®H¿l·
tk → ∞ ¬b¾�¶
²Ìb²�®H

(µA
tk

)tk∈R

¶e»r¿DÈrª�µbÂrªF¬�Å½ªF®HÇl°�·
®H¿�ÀÌ¼]»rµ�®H¿D·Ì¸ºªF®r¬b¾§µ
®H¯§°�ª

U
b²§ª"¼\»r°�°�»`Å�±�¿§Â.²§»r°�À§¬�/

lim
k→∞

µA
tk

(U) = m(U).

3l±�¸º±�°�®Hµb°�·.Å�±�b²
µA µbª�³§°;®r¶eªFÀA¯D·

µ.

��û&öFö&õ�ð ÒK¿§±�ª�³�ª�µ�¬
²§»`ÅÃªFÀ ±�¿ �^ÒK¿§±HG �0b²�®H
m

¶�®H¿«¯�ªÙ»r¯§
®H±�¿§ªFÀ«®r¬�®ÌÅÃªF®HÇ
°�±�¸¤±��»H¼½b²§ª.¸ºªF®r¬b¾§µbªF¬

µtk

Å�²§±;¶
²«®Hµbª �6»rµbª�°�³§µb»r¯�®H¯§±�°�±�i·A¸¤ªF®r¬b¾§µbªF¬"¬b¾§³Á×
³�»rµbbªFÀ�»r¿

Ptk

R�¬bª�ªA®H°�¬
» ���5»r°!�NÉ0Ê�²§ªÑ¬b±�¿§Âr¾§°�®Hµ#¶e°�»¡¬bªFÀ Ârª�»¹ÀÁªF¬b±;¶�¬#¶�®H¿ ¯�ª
¿§ª�Âr°�ªF¶ebªFÀÛ¯�ªF¶�®H¾�¬bªKb²§ª�¬b±�¿§Âr¾§°�®Hµ6¬bª��²�®r¬�ª�¿Dbµb»r³D·Ì¬b¸¤®H°�°�ª�µÃb²�®H¿

h. � ª�¿�¶eª®H¿D·ÌÅ½ªF®HÇÛ°�±�¸º±�½»H¼
µt

ª��l¾�®H°�¬
m.3l±�¿�¶eª

Pt(A) ≥ C
eht

t�^ÒK¿§±HG"�rÿ�ª�¸�®HµbÇ�®P¼\bª�µ�Ê�²§ª�»rµbª�¸ Q¹É � �+�¡®H¿l·�ÅÃªF®HÇ#°�±�¸¤±�Z»H¼�b²§ª�¸ºªF®r¬
¾§µbªF¬
µA

tk¶e»r¿�¶eª�¿Dbµ
®HbªFÀÛ»r¿
Ptk(A)

²�®r¬½ª�¿Dbµb»r³D·
h.

3l±�¿�¶eª(b²§ª(¸ºªF®r¬b¾§µbª�»H¼â¸¤®PË¹±�¸¤®H°
ª�¿Dbµb»r³l·A±�¬�¾§¿§±6�l¾§ª���®H¿D·A¬b¾�¶{²AÅÃªF®HÇÌ°�±�¸º±�Ãª��l¾�®H°�¬

m
É ut

Ü 8�¦P8�9\9\:§¦`Ô �â¨ �
� ¨
Pt(A) ∼ Pt.

��û&öFö&õ�ð Ê�²§ª½¸ºªF®r¬
¾§µbª½»r¿#b²§ª½Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬5±�¿
Pt\Pt(A)

)]Å�²§±�¶{².®r¬{¬b±�Âr¿�¬���ª�µb»
¸ºªF®r¬b¾§µbª�b»

A
,½ÅÃ»r¾§°;ÀÑ»rb²§ª�µbÅ�±�¬bª#®H°�¬b»¤¶e»r¿lÈrª�µbÂrª�Å½ªF®HÇl°�·Ab»¤b²§ª�¸¤ªF®r¬b¾§µbª

»H¼�¸¤®PË¹±�¸¤®H°�ª�¿lbµb»r³D·rÉ ut
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7�ý��Ùòrû{ü �Dð 5�A�ð Ê�²§±�¬Ù¸¤ªF®H¿�¬Ùb²�®HºÅÃª ¶�®H¿ ®H³§³§µb»FËÁ±�¸¤®HbªÑb²§ªA¸¤ªF®r¬b¾§µbªÑ»H¼
¸¤®PË¹±�¸¤®H°�ª�¿lbµb»r³D·

m
»H¼�®.¸ºªF®r¬
¾§µ
®H¯§°�ª�¬bª��¯D·Û±�
¬

µtk

×N¸ºªF®r¬b¾§µbªK¼]»rµ
k
¬b¾Á¼;×

��¶e±�ª�¿Db°�·)°�®HµbÂrªrÉ5Ð »rµbª�»XÈrª�µ��Å�²§ª�¿ ¶e»r¾§¿Db±�¿§ÂÍ»rµb¯§±�
¬�5®H¿Ø®Hµb¯§±�bµ
®Hµb±�°�·Í¬b¸�®H°�°
µbª�Âr¾§°�®Hµ�°�»Á¶�®H°�³§µb»¹ÀÁ¾�¶e#¶e¾§¯�ª

A
Å�±�°�°0¬b¾��¤¶eª¤b» ¶e»r¾§¿l�³�ª�µb±�»ÁÀÁ±�¶.»rµb¯§±�
¬"±�¿

¬b¾�¶
² ®)Å½®`·Øb²�®HÙb²§ªÛ¼]µ
®r¶eb±�»r¿�»H¼�b²§»¡¬bªA¿§»rÙ¶e»r¾§¿lbªFÀ Å�±�°�°�¶e»r¿DÈrª�µbÂrªÑb»
��ª�µb»Û®r¬´b²§ª.³�ª�µb±�»¹À »H¼Ãb²§ªF¬bª#»rµb¯§±�
¬´¯�ªF¶e»r¸ºªF¬�°�®HµbÂrªrÉ�©«ª.¾�¬bª�b²§±;¬�¼V®r¶e�±�¿
b²§ª"³§µb»l»H¼�»H¼�Ê�²§ª�»rµbª�¸ Q¹É4W��¹É
�AB���<kî;¥Fî;8�< �â¨ � � ¨ �5ý:8

Pt,ε
	
ý 8?>Áý ó	; � 	{ýeû öbõÆû&ý+D�;D÷�òrû DDýbö`øDý~úsô Bsú ��ô 8?>

÷�ýeóUD�8?>Ñô;ó
(t − ε, t + ε]

ð
Ï(Â¡®H±�¿��

Pt,ε
±;¬ ��¿§±�bª´¯�ªF¶�®H¾�¬bª�b²§ª�µbªK±�¬½»r¿§°�·Ù»r¿§ª´µbª�Âr¾§°�®Hµ�Ârª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�±�¿�ªF®r¶
²

²§»r¸º»rb»r³D·Ì¶e°�®r¬
¬�É
� G5BD8�¦PB � � ¨ � �Z¨ *�>§ý�ó	; � 	
ýeû

Pt,ε
ö&õ�ûbý-D�;l÷ùòrû Be÷�öPú�ýbø DDý
öFøDý~úeô?Bsú���ô 8?> @�ûbý

�ú:B�ûsô 	{ýbøÛ÷�ý�ó D�8?>Ñô�ú Drô �Xýeó 	:<=8?>Áý#òPú < � @(8Nö�8Vô B0õ�örû � ;D÷�ò

Pt,ε
∼= εN(A, t)

t · m(A)
.

��ûgö`ö&õeð �6·ØÊ�²§ª�»rµbª�¸ Q¹É4W�W���¼\»rµº®)W·l³§±�¶�®H°�¶e°�»¡¬bªFÀ Ârª�»¹ÀÁªF¬b±;¶
c
Å�±�b² ¬b¾��Ù×

¶e±�ª�¿Db°�·�°�®HµbÂrª"°�ª�¿§Ârb²��
1°�ª�¿
(c)

δc(A) =
1°�ª�¿
(c)

∫

ċ∩A
d
°�ª�¿ ∼= m(A).

� ª�µbª �ii·¹³§±�¶�®H° �Ù¸ºªF®H¿�¬�b²�®H�b²§ªÛ¿D¾§¸#¯�ª�µ#»H¼(¶e°�»¡¬bªFÀÆÂrª�»¹ÀÁªF¬
±�¶�¬�»H¼�°�ª�¿§Ârb²
®H´¸¤»¡¬b

t
b²�®H"²�®FÈrª¤b²§±�¬´³§µb»r³�ª�µbW·Í±;¬´®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶�®H°�°�·Ab²§ªº¬
®H¸ºªÙ®r¬Kb²§ª

¿D¾§¸#¯�ª�µ½»H¼â®H°�°�¶e°�»¡¬bªFÀ.Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶�¬Ã»H¼ °�ª�¿§Ârb²¤®HÃ¸º»¡¬

t;
±�¿Ù»rb²§ª�µ½Å½»rµ
À§¬�Db²§ª

µ
®Hb±�»Ùbª�¿�À§¬�b» GHÉ
� ª�¿�¶eªÌ¬b¾�¶
²�® Ârª�»ÁÀÁªF¬b±�¶ )]Å�²§±�¶
²�¶e»r¿�¬b±�¬

¬�»H¼

t/ε
¬
ª�Âr¸ºª�¿D
¬�»H¼�°�ª�¿§Ârb²

ε
,kÅ�±�°�°Á²�®`Èrª�®r¬b·¹¸º³§b»rb±�¶�®H°�°�·

m(A)t/ε
¬bª�Âr¸ºª�¿l
¬0»H¼ °�ª�¿§Ârb²

ε
±�¿Dbª�µ
¬bªF¶eb±�¿§Â

A.
Ê�²D¾�¬

Pt,ε
∼= εG(t,ε)

tm(A)

Å�²§ª�µbª
G
±�¬Ã®r¬6±�¿�b²§ª´³§µb»¹»H¼k»H¼5þZª�¸º¸¤® Q¹É G �lÉ§Ê�²§ª

¬b
®Hbª�¸ºª�¿D�»H¼�þâª�¸º¸�® Q¹É G �#b²§ª�¿ ¬b²§»XÅ�¬�b²§ª�¶e°�®H±�¸ É
��»rbª0b²�®H5±�Z¬b¾��¤¶eªF¬Zb»´¶e»r¿�¬b±�ÀÁª�µZ¶e°�»¡¬
ªFÀ"»rµb¯§±�
¬âÅ�²§±�¶{²�®Hµbª0¿§»r5¸�¾§°�b±�³§°�ª

±�bª�µ
®HbªF¬�»H¼�¬b»r¸¤ª�»rb²§ª�µ�¶e°�»¡¬
ªFÀ�»rµb¯§±�½¼]»rµ�b²§ªK¼\»r°�°�»`Å�±�¿§Â#µbªF®r¬b»r¿�/	�i¼
H(t, k)±�¬�b²§ª�¿D¾§¸#¯�ª�µ�»H¼ ³�ª�µb±�»¹ÀÁ±;¶Ã»rµb¯§±�
¬0³�®r¬
¬b±�¿§ÂKb²§µb»r¾§Âr²

A
»H¼�°�ª�¿§Ârb²º®H�¸¤»¡¬b

tÅ�²§±�¶
²º®Hµbª
k
×V¼]»r°�À#±�bª�µ
®HbªF¬�rb²§ª�¿

H(t, k) = 0
¼]»rµ

k > t/
±�¿ X

(M)
É¡Ê�²D¾�¬Ãb²§ª

¿D¾§¸#¯�ª�µ�»H¼�¬bª�Âr¸ºª�¿l
¬k»H¼
A
Å�²§±�¶{²#®Hµbª½bµ
®H¿�¬bÈrª�µ
¬bªFÀ�¯D·�®H°�°l¸�¾§°�b±�³§°�ª�±�bª�µ
®HbªF¬

±�¬�®H(¸¤»¡¬b ∑bt/ � ��� (M)c
k=2 kH(t, k).

�6·AÒK¿§±�ª�³�ª�µ'T¬�¸#¾§°�b±�³§°�±�¶�®Hb±�Èrª�ªF¬bb±�¸¤®Hbª
)V¬bª�ª23lªF¶eb±�»r¿ W¹É4*U, �½b²§±�¬Ù¿l¾§¸�¯�ª�µº±�¬º®H¤¸º»¡¬bº¶e»r¿�¬b · ∑bt/ � ��� (M)c

k=2 keht/k �
b²D¾�¬K®H�¸¤»¡¬b�¶e»r¿�¬b · t2eht/2.

Ê�²§±�¬�¶e»r¿lbµb±�¯§¾§bªF¬K»r¿§°�·Ñ®=��ª�µb»Ì®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶
¼\µ
®r¶eb±�»r¿A»H¼�b²§ª�¬bª�Âr¸ºª�¿l
¬�®H¿�ÀÑ¶�®H¿Ñb²l¾�¬�¯�ª"±�Âr¿§»rµbªFÀ É ut��µb»r³�»¡¬
±�b±�»r¿SQ¹É G �Ù®H¿�ÀÑÊ�²§ª�»rµbª�¸ Q¹É4W��º¶e»r¸�¯§±�¿§ªFÀÌ·¹±�ª�°�ÀN/
Ü 8�¦P8�9\9;:§¦XÔ � ¨ � ��¨

Pt,ε(A) ∼= 2εeht

t
. ut
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ý�û

Pt
ö&õ�>¹ö��Ùö�8Nö @ < B�÷ùòPú~ú�ý~ú�ö&õ @Áýeûsô\ö`ørô?B´örû
	eô?8\ú

ö&õ�÷�ýeóUD�8?>Ûò�8 �ÙöPú:8
t
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òH÷\÷E< Drô �Xýeó 	< 8?>Áý

õ�örû � ;l÷ùò

Pt ∼
eht

ht�P>Áýeûbý ∼ �ºýbò¡óÁúT8?>¹ò�808?>Áý +;¹öC8Vô]ýeó 80B
ö¡ó �Xýeû DDý~ú 8Nö
1
òPú

t → ∞.
��û&öFö&õ�ð ©«ª�¾�¬bª"b²§ª�¬b
®H¿�À§®Hµ
ÀÑ°�±�¸º±�b±�¿§Â�³§µb»¹¶eªF¬{¬

∫ b

a
f(x)dx ./

bb/2εc
∑

i=ba/2εc

2εf((2i + 1)ε)

¼]»rµ�¬
¾§±�
®H¯§°�ª½¼\¾§¿�¶eb±�»r¿�¬
f
)]±�¿.³�®Hµbb±�¶e¾§°�®Hµ�H±�¼

f
±�¬�¶e»r¿Db±�¿D¾§»r¾�¬Ã®H¿�À.³§±�ªF¶eª�Å�±�¬bª

¸º»r¿§»rb»r¿§»r¾�¬�§®r¬6±�¬Ãb²§ªK¶�®r¬
ª(¼]»rµ
f(x) = ehx/x

,
É �½²§»¹»¡¬bªK¬b»r¸ºª �§Ë¹ªFÀÛ¬b¾Á¼\×
��¶e±�ª�¿lb°�·Ù°�®HµbÂrª(¿l¾§¸�¯�ª�µ

t0 > 0.
3l±�¿�¶eª(ÅÃªK¶�®H¿Û±�Âr¿§»rµbª�®H°�°�¶e°�»¡¬bªFÀ¤Ârª�»¹ÀÁªF¬b±;¶�¬

»H¼�°�ª�¿§Ârb² ®H�¸º»¡¬

t0

¼\»rµ�b²§ªÛ®r¬
·l¸º³§b»rb±;¶�¬�ZÅÃªÌ¬bª�ªÛb²�®H�¼]»rµ
t > t0

¯D·
�½»rµb»r°�°�®Hµb· Q¹É4W �#ÅÃª�Ârª�

P ′
t
∼= Pt(A)

∼=
bt/2εc
∑

i=bt0/2εc

P(2i+1)ε,ε

∼=
bt/2εc
∑

i=bt0/2εc

2ε
eh(2i+1)ε

(2i + 1)ε

∼=
∫ t

t0

ehx

x
dx

=
ehx

hx

∣

∣

∣

∣

t

t0

+

∫ t

t0

ehx

hx2
dx

∼= eht

ht
− eht0

ht0

∼= eht

ht
.

��»rbªÍb²�®HA±�¿ b²§ª«°�®r¬
�bª�µb¸áb²§ª�µbª«±�¬Û¿§» ÀÁª�³�ª�¿�ÀÁª�¿�¶eª »r¿
ε
®H¿�À b²�®H

P ′
t ∼ Pt

É � ª�¿�¶eª

Pt ∼
eht

ht
.
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