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Klausur zur Vorlesung
”Lineare Algebra 1” - bei Prof. Dr. B. Fritzsche am 05.02.2018

Wenn es nicht ausdrücklich anders angegeben ist, sind die Antworten zu begründen.

Bezeichne N die Menge aller positiven ganzen Zahlen, N0 die Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen, Z die Menge
aller ganzen Zahlen, R die Menge aller reellen Zahlen und C die Menge aller komplexen Zahlen. Mit Ip wird die
p-reihige Einheitsmatrix symbolisiert. Für die aus genau p Zeilen und genau q Spalten bestehende Nullmatrix wird
0p×q geschrieben.

1. Definieren Sie den Begriff eines Vektorraumes über einem Körper K, wobei Sie den Begriff einer Gruppe als
bekannt voraussetzen können. (5 Punkte)

2. Untersuchen Sie, ob folgende Mengen M Unterräume von R2×2 sind und berechnen Sie gegebenenfalls die
Dimension dimM, fallsM ein Unterraum von R2×2 ist:

(a) M :=

{(
1 b
0 1

)
∈ R2×2 : b ∈ R

}
. (b)M :=

{
A ∈ R2×2 : AT = −A

}
. (7 Punkte)

3. Untersuchen Sie, ob folgende Vektorsysteme M, bestehend aus den Vektoren v1, v2 und v3, eine Basis des
R-Vektorraumes V sind:

(a) V := R3; v1 :=

1
1
0

 , v2 :=

1
0
1

 , v3 :=

3
1
2

 .

(b) V := span


1

1
0

 ,

1
0
1

 ,

3
1
2

 ,

1
1
1

 ; v1 :=

1
0
0

 , v2 :=

2
1
0

 , v3 :=

3
1
1

 .

(c) V := R2×2; v1 :=

(
1 0
0 1

)
, v2 :=

(
1 1
1 1

)
, v3 :=

(
2 1
1 1

)
. (4 Punkte)

4. Seien K ein Körper und X ein affiner Vektorunterraum eines K-Vektorraumes V mit X 6= ∅. Seien n ∈ N und
(xj)

n
j=1 eine Folge aus X sowie (αj)

n
j=1 eine Folge aus K mit α1+α2+ . . .+αn = 1, wobei 1 das Einselement in K

(d.h., das neutrale Element der Multiplikation in K) bezeichnet. Beweisen Sie, dass x := α1x1+α2x2+. . .+αnxn
zu X gehört. (3 Punkte)

5. Gegeben seien die reellen Matrizen A :=

(
1 2
0 1

)
, B :=

(
1
1

)
, C :=

(
3 1
1 1

)
, D :=

(
2
0

)
sowie E :=

(
A B
C D

)
und F :=

(
BT

DT

)
. Berechnen Sie A+ 2F ∗,R(AC + 3I2), tr(F 2) und rankE. (5 Punkte)

6. Bezeichne Uq := {U ∈ Cq×q : U∗U = Iq}. Beweisen Sie, dass die Menge

M :=

{(
U B

0q×q Iq

)
: U ∈ Uq und B ∈ Cq×q

}
bezüglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet. Untersuchen Sie, ob die Gruppe kommutativ ist.

(6 Punkte)

7. Sei K ein Körper. Des Weiteren seien A ∈ Kp×p, B ∈ Kp×q, und M :=

(
A B

0q×p Iq

)
, wobei vorausgesetzt wird,

dass A den Rang p besitzt. Beweisen Sie, dass F := MTM eine invertierbare Matrix ist und bestimmen Sie die
Matrix F−1 (in Abhängigkeit von A und B). (5 Punkte)

8. Sei b ∈ Rq. Begründen Sie, dass x = 1
1+bT b

b die eindeutige Lösung des linearen Gleichungssystems (Iq+bbT )x = b
ist. (4 Punkte)

9. Seien U := span


1

0
1

 ,

1
1
0

 ,

3
1
2

 und W := span


2

1
1

 ,

 1
−1
−1

 . Berechnen Sie dim(U +W).

(4 Punkte)


