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Aufgabe 1 (8 Punkte). Entscheiden Sie fiir die folgenden Aussagen jeweils, ob diese falsch
oder wahr sind. Eine Begriindung fiir Ihre Antwort ist nicht nétig und wird nicht beriicksichtigt.

(i) Ist V ein K-Vektorraum, so ist

’ Wahr ‘ ’ Falsch‘

1. {z+ylz,yeV}=V, [] []
20 {r+y|layeVi=VxV, L] L]
3. {w|AeKveV}=KxV. [] []

(ii) Wie viele Unterriume hat R??

’ Wahr ‘ ’ Falsch‘

1. Genau zwei: {0} und R2. [] []
2. Genau vier: {0}, R x {0}, {0} x R und R2. [] []
3. Unendlich viele. [] []

(iii) Der nur aus dem Nullvektor bestehende Vektorraum V = {0}

’ Wahr ‘ ’ Falsch‘

1. besitzt eine Basis, die nur aus dem Nullvektor besteht, [] []
2.  besitzt die Basis 0, [] []
3. besitzt gar keine Basis. [] []

(iv) Fiir Unterrdume eines Vektorraums V' gilt stets

’ Wahr ‘ ’ Falsch‘

1. (UL +Us) +Us = Uy + (Us + Us), ] []
2. UinN(Ua+Usz) = (UinNUy)+ (U NU3), L] []

3. Ui+ (UxnUs) = (U +Uz)N (U + Us). |:| |:|



(v)

(vii)

(viii)

Ist b eine der Spalten der Koeffizientenmatrix A im linearen Gleichungssystem Az = b,
dann ist das Gleichungssystem Ax =b

’ Wahr ‘ ’ Falsch‘

in jedem Fall Idsbar, [] []
in keinem Fall 16sbar, |:| |:|
die Entscheidung iiber die Losbarkeit von b abhiingig. [] []

Die folgenden Vorschriften definieren Aquivalenzrelationen auf der Menge der natiirlichen
Zahlen:

’ Wahr ‘ ’ Falsch‘

x ~y & x,y gerade, [] []
x ~y & —y gerade,
x ~y &+ y gerade,

x ~ Yy < x — y ungerade,

OO o o
OO o o

x ~y < x+ y ungerade.

Folgende Objekte haben eine Dimension:

’ Wahr ‘ ’ Falsch‘

ein Vektor, |:| |:|
eine Basis, [] []

ein Unterraum. |:| |:|

Fiir Vektorrdume und Gruppen gilt, dass

’ Wahr ‘ ’ Falsch‘

jeder Vektorraum eine Gruppe ist, [] []

jeder Vektorraum eine abelsche Gruppe ist, |:| |:|
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3. jede abelsche Gruppe zu einem Vektorraum gemacht werden kann,

[]
[]

4. die Menge der linearen Abbildungen eines Vektorraums V' in einen
Vektorraum W beziiglich der punktweisen Addition eine Gruppe
ist,

[]
[]

5. die Menge der linearen Abbildungen eines Vektorraums V in |:| |:|
einen Vektorraum W beziiglich der Hintereinanderausfithrung ei-
ne Gruppe ist,

6. die Menge der invertierbaren linearen Abbildungen eines Vektor- |:| |:|
raums V in einen Vektorraum W beziiglich der Hintereinander-
ausfithrung eine Gruppe ist.

Hinweis zur Bewertung dieser Aufgabe: Fiir jede richtige Antwort wird ein Punkt hinzuad-
diert, fiir jede falsche Antwort ein Punkt abgezogen. Eine Frage gilt als richtig beantwortet,
wenn alle drei (bzw. fiinf, sechs) zur Frage gehérenden Kreuze richtig gesetzt sind. Unbeant-
wortete Fragen werden mit 0 Punkten gewertet. Insgesamt wird diese Aufgabe mit mindestens
0 Punkten bewertet.

Losung 1. Wir geben die Losungsvektoren der einzelnen Aufgaben an:
(i) w-f-f
(i) f-f-

(iii

(v) w-f
(vi) f-w-w-f-f
(vii) f-f-w

)
)

)
(iv) w-f
)

)

)

)

(viil) w-w-f-w-f-f
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Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei K = I, fiir eine Primzahl p der endliche Kérper mit p Elementen.
Zeigen Sie, dass die Menge

Q={z*cK|zecK\{0}}

beziiglich der Multiplikation eine Gruppe bildet.

Losung 2. Wir wissen, dass K \ {0} beziiglich ’-" eine kommutative Gruppe bildet. Darum
geniigt es, zu zeigen, dass @ eine Untergruppe von K\ {0} bildet, denn dann ist @) auch selbst
eine Gruppe (1 Punkt). Also:

(i) Dal=1%2¢€ Q, ist also Q # () (1 Punkt).

(ii) Seien z2,y?> € @, dann ist auch 2%y? = (2y)?> € @ (da kommutativ!). Also ist Q
abgeschlossen beziiglich > (1 Punkt).

(iii) Sei 22 € Q, dann ist insbesondere z € K\ {0}. Da K\ {0} eine Gruppe ist, ist also auch
r~ 1€ K\ {0} und es gilt z2~! = x71x = 1. Wir erhalten also

1‘2(1‘_1)2 =2x a7 = x(azaz_l)x_l —zrl=1= (m_1)2x2

und damit (22)~! = (z71)? € Q. Also ist Q auch beziiglich der Inversenbildung abge-
schlossen. (1 Punkt)

Wegen (i), (ii) und (iii) ist also @ eine Untergruppe und alles gezeigt.
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Aufgabe 3 (6 Punkte). Sei V = K3*3 der Vektorraum aller 3 x 3-Matrizen iiber einem
Korper K.

a1l + a2 + ass
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung f : V — K3 gem# f(A) == | a2 + ass + as; | linear
a13 + az1 + as2
ist.

(b) Bestimmen Sie die Dimensionen des Kerns und des Bildes von f.

(c) Geben Sie eine Basis von kerf an.

Losung 3. (a) Wir miissen zeigen, dass f sowohl additiv als auch homogen ist. Also:

(i) Seien A, B € V, dann gilt

a1 + age + asz + biy + bay + b33 a1 + a2 + ass b11 + baa + b33
f(A+B) = |aia+ags +az +bia+bag+b31 | =|ara+a+as | + | bia+bas+ b3
a13 + a1 + agz + b1z + b2y + b3z a3 + az1 + asz b3 + ba1 + b3
= f(A) + f(B).
(1 Punkt)
(ii) Seien A € V und a € K, dann gilt
aal] + aags + aass a1l + a2 + ass
f(aA) = | aaiz + aags + aas) | =a | a1z +ags +az1 | = af(A).
aa13 + aagr + aags a13 + az1 + ase

(1 Punkt)

(b) Zunichst stellen wir fest, dass dim V' = 9 gilt. Auerdem ist Bildf = K?®, denn setzen wir
a2 = a33 = a93 = ag] = ao1 = asze = 0, dann sehen wir, dass sich durch f jeder beliebige
Vektor v € K? darstellen lisst. Wegen 0 < dim Bildf < 3 gilt also dimBildf = 3 (1
Punkt). Schlielich erhalten wir

dimkerf =dimV — dimBildf =9—-3=6
(1 Punkt).

C ach Aufgabe wird der Kern von urc asiselemente auigespannt. Der Ansatz
Nach Aufgabe (b) wird der K durch 6 Basisel f Der A
f(A) =0 und die Losung des sich daraus ergebenden Gleichungssystems liefert z.B.

10 0 00 O 0 10 0 00 0 0 1 0 0 O
B = oo o0¢,f0o 1. 0},40 0O0O0O,{f0 OT1T},]0 O O}, 0 O

0 0 -1 00 -1 -1 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 -1 0
(2 Punkte).
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Aufgabe 4 (6 Punkte). Seien A, B € K"*". Zeigen Sie, dass die Ungleichungen
rankA + rankB — n < rankAB < min{rankA, rank B}

gelten.

Lésung 4. Wir betrachten die linearen Abbildungen ¢4, ¢p : K" — K" gemifl pa(z) =
Az und pp(z) = Bz (also die mit A und B assoziierten linearen Abbildungen). Es gelten:
dim Bildp 4 = rankA und dim Bildpp = rankB.

(i) Wir zeigen zunéchst rankAB < min{rankA, rankB}, also
dim Bild(¢ 4 0 ¢p) < min{dim Bildy 4, dim Bildppg} :

Zunéchst stellen wir fest, dass durch die Verkettung der Definitionsbereich von ¢4
eigeschrénkt wird auf den Vektorraum Bildyp, und somit ist

dim Bild(4 0 ¢5) < dim Bildps
erfiillt (1 Punkt). Auerdem liefert die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen:

dim Bild(¢4 o ¢p) = dim Rstrgjq,, (Bildp4) = dim Bildpp — dim ker Rstrgijg,, (Bildp )
< dim Bildpp

(1 Punkt). AuBerdem gilt fiir den Vektorraum Bildpp, dass Bildpp C K", und damit
also auch p4(Bildpg) C pa(K™) (1 Punkt), was insgesamt die Behauptung liefert.

(ii) Jetzt zeigen wir noch rankA + rankB — n < rankAB, also
dim Bildp 4 + dim Bildpp — n < dimBild(p4 0 ¢p) :
Zunichst stellen wir fest, dass
ker pa +ker o > ker(p4 0 ¢p) (1)
gilt (1 Punkt), und darum erhalten wir

— dimker p4 — dimker pp < —dimker(p4 0 ¢p)
& —dimkerypg +n —dimker pp <n+n — dimker(ps 0 pp)
< rankA + rankB < n + rank(AB)
< rankA + rankB — n < rank(AB)

(1 Punkt). Es reicht also aus, zu zeigen, dass (1)) gilt. Sei dafiir = € ker(¢4 0 ¢p). Dann
ist entweder x € ker pp oder aber es ist x € g0]_31 (ker ¢ 4). Wir erhalten also

dimker(pa 0 pp) = dim(pg' (ker pa)) = dimker p4 + dim(ker o N @5 (ker p4))
< dimkerps + dimker pp
(1 Punkt), und wir sind fertig.

Bem.: Man hdtte bei dieser Aufgabe auch direkt tiber den Rang, ohne die Abbildungen, argu-
mentieren kénnen. Das ist ein Losungsvorschlag.
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Aufgabe 5 (6 Punkte). Sei A = (a;;) € R™™", dann ist die Spur von A definiert als
trAd =" a.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : R™*™ — R gemif ¢(A) = trA linear ist.
(b) Zeigen Sie, dass im Fall A = A" und A? = 0,,x,, dann A = 0,,, folgt.

(c) Zeigen Sie, dass es keine Matrizen A, B € R"*" gibt, die AB — BA = I, erfiillen.

Lésung 5. (a) Es ist wieder zu zeigen, dass ¢ additiv und homogen ist. Also:
(i) Seien A, B € R™", dann gilt

n

@A+ B)=tr(A+B) = (ai+bi) =Y ai+» by=trA+trB=p(A)+¢(B)
=1 =1

i=1
(1 Punkt).
(ii) Seien A € R™™ und « € R, dann gilt

n

o(aA) = tr(ad) = Z(aaii) =« Z a;; = atrA = ap(A)

i=1 i=1
(1 Punkt).

(b) Wir fithren den Beweis per Widerspruch. Angenommen, A wire nicht die Nullmatrix.
Dann gibt es mindestens ein Element a;; # 0 (1 Punkt). Dann folgt aber

n
0= Za?k = Za?k + a5 > aj; >0,
k=1 k#i
Widerspruch (1 Punkt).

(¢) Auch hier fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, die Aussage wire richtig.

Dann gilt insbesondere auch tr(AB — BA) = tr(l,) (1 Punkt). Beachten wir Teil (a),
so folgt

n = tr(l,) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = tr(A)tr(B) — tr(B)tr(A)
= tr(A)tr(B) — tr(A)tr(B) = 0.

Widerspruch, da n € N (1 Punkt).
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Aufgabe 6 (4 Punkte). Berechnen Sie die Determinante der folgenden reellen n x n-Matrix:

1 a 0 --- 0

a 1 a
A=10 a 0

0 0 a 1

Loésung 6. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n € N. Bezeichne D,, die Determinante
der Matrix A € R"*" und symbolisiere A die Matrix mit den AusmaBen n mal n.
(IA)

n=1: Dy =det(l) = 1.

1
n:2:D2:det< a):l—a2
a 1

n=3:

1
D3 =det | a
0

SIS

0
al=1-1-14a-a-0+0-a-a—a-a-1—1-a-a—0-1-0
1

=1-2d>=(1—-a*) —a* 1= Dy —a’Dy
(1 Punkt)

(IV) Fiir n € N gilt D,, = D,_1 — a’Dy,_o (1 Punkt).
(IS) (n—1) = n:

det A™ = 1.det A™ D — ¢ . det

[eo i SES

=det A"V — g2 det A2
=Dp1— QQanZ

(2 Punkte). Dabei wurde in beiden Schritten jeweils nach der ersten Zeile entwickelt.



