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Wir zeigen verschiedene mögliche Lösungen und Argument auf, die
vollständigen Minimallösungen jeder einzelnen Aufgabe sind entsprechend

kürzer.

Aufgabe 1. Bestimmen Sie
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Lösung. Wir betrachten die Funktion f(x) = x2, x ∈ [−π, π] und berechnen
die Fourier Koeffizienten:
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� π

−π
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.

Daher, und weil f eine lipschitzstetige 2π-periodische Fortsetzung hat

f(x) = x2 = 2
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Deswegen, für x = π,
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Ganz ähnlich, für x = 0 erhalten wir
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Bemerkung:

∞∑
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4
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also reicht es, die erste Summe zu berechnen. Hierfür könnte man natürlich auch
die Sinusreihe für g(x) = x und Plancherelidentität ‖g‖22 = . . . nutzen (man
muss also nur einmal partiell integrieren um die Koeffizienten zu bestimmen)
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Aufgabe 2. Auf `p = `p(N+), 1 ≤ p ≤ ∞ betrachten wir den linearen Operator
S definiert durch

(S(x))n+1 =
xn
n+ 1

für n ∈ N+ und (S(x))1 = 0, wenn x ∈ `p.

(a) Zeigen Sie, dass S ∈ L(`p) bestimmen Sie σ(S), σp(S) und σap(S).

(b) Ist S kompakt?

Lösung. Wir beweisen zunächst, dass S ∈ L(`p). Sei

y := S(x)

d.h.
yn+1 =

xn
n+ 1

.

Dann, für alle n ≥ 1,
|yn+1| ≤ |xn|.

Für p <∞,
∞∑
n=1

|yn|p =

∞∑
n=1

|yn+1|p ≤
n∑
n=1

|xn|p.

Das impliziert, dass y ∈ `p, und ‖y‖`p = ‖S(x)‖`p ≤ ‖x‖`p . Deswegen gilt
S ∈ L(`p).

Nun betrachten wir (motiviert durch die Indexverschiebung in der Definition
und die Formel für den Spektralradius) Potenzen von S. Induktion gibt

(Sj(x))n+j =
1

(n+ j)(n+ j − 1) . . . (n+ 1)
xn wenn n ∈ N+, und

(Sj(x))n = 0 ∀j ≤ n.

Analog zu den obigen Normabschätzungen folgt

‖Sj‖ ≤ 1

(j + 1) . . . · 2
≤ 1

j!
also rσ(T ) = lim

j→∞
j
√
‖Sj‖ = 0,

analog zum Konvergenzradius der Exponentialreihe. Da das Spektrum immer
nichtleer ist, folgt {0} = σ(S). Wegen xn = (n + 1)(S(x))n+1 ist S injektiv,
also σP (S) = ∅, da aber S−1 auf seinem Definitionsbereich nicht stetig (bzw
‖S(en)‖ ≤ 1

n‖en‖) ist σAP (S) = {0}.
(b) Wir zeigen jetzt, dass der Operator S kompakt für alle p ∈ [1,∞] ist. Es

gibt verschiedene Wege, die Kompaktheit von S zu zeigen. Eine ist die folgende.
Es gilt: ein Operator S ∈ L(X) in einem Banachraum X ist kompakt, falls
S = limj→∞ Sj , wobei Sj ∈ L(X) und ImSj hat endliche dimension.

Für alle j ∈ N+ definieren wir die Projektion Sj auf den ersten j Koordina-
ten:

Pj : `p → `p, (Pj(x))n :=

{
xn, n ≤ j,
0, n > j.
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Es ist klar, dass ImPj endliche Dimension hat. Wir definieren jetzt

Sj := Pj ◦ S.

Da ImPj endliche Dimension hat, hat auch ImSj ⊆ ImPj endliche Dimension.
Wir zeigen jetzt:

‖S − Sj‖L(`p) → 0, mit j →∞. (1)

Sei x ∈ `p, mit ‖x‖`p ≤ 1. Wir haben

(S − Sj)(x)n+1 =

{
0, n ≤ j,
xn

n+1 , n > j.
(2)

Deswegen, für p <∞,

‖(S − Sj)(x)‖p`p =

∞∑
n=j+1

|xn|p

(n+ 1)p
≤ 1

(j + 2)p

∞∑
n=j+1

|xn|p ≤
1

(j + 2)p
‖x‖`p ,

und dann folgt die Ungleichung

‖(S − Sj)‖L(`p) ≤
1

(j + 2)
, (3)

die auch (1) impliziert. Für p =∞, (3) folgt sofort aus (2).

Wichtig! Wir könnten auch die Spektralradiusüberlegungen in (a)
auslassen und nun Spektraltheorie für kompate Operatoren nutzen:
Wir berechnen jetzt σp(X), d.h. wir fragen uns, für welche λ ∈ C ist λI − S
injektiv. Wir haben

(λI − S)(x) = 0,

genau dann, wenn
λx1 = 0

und, für alle n ≥ 1,

λxn+1 −
xn
n+ 1

= 0.

Deswegen, (λI − S)(x) = 0 genau dann, wenn x = 0, d.h. λI − S ist injektiv
für alle λ ∈ C und σp(S) = ∅. Da S kompakt, gilt σ(S) ⊆ σp(S) ∪ {0} und
0 ∈ σAP (S), siehe auch das explizite Argument am Ende von (a). Damit

{0} ⊂ σAP (S) ⊂ σ(S) = {0}.
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Aufgabe 3. 1. In `p = `p(N+), 1 ≤ p <∞ betrachten wir den die Vektoren
xn =

√
nen −

√
n+ 1en+1. Für welche p ist span({xn : n ∈ N+}) dicht in

`p?

2. Sei V der Unterraum aller Folgen x ∈ `∞ = `∞(N+) für die

φ(x) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

xn

existiert. Zeigen Sie, dass V abgeschlossen ist, und das φ ∈ V ∗.
Beweisen Sie also Existenz eines linearen Operators Φ ∈ (`∞)∗, so dass
Φ(x) = limn→∞ xn wenn dieser Grenzwert existiert, und Φ translations-
invariant ist, d.h.

Φ(x1, x2, x3, x4, . . .) = Φ(x2, x3, x4, x5, . . .) für alle x ∈ `∞.

Ist Φ hierdurch eindeutig bestimmt?

Lösung. 1. Es gilt

span({xn : n ∈ N+}) 6= `p ⇐⇒ ∃f ∈ (`p)∗ \ {0} 〈f, xn〉 = 0 ∀n.

Wir können den Dualraum (`p)∗ von `p mit dem Raum `p
′

identifizieren. Sei
dann a = (an)n ∈ `p

′
, mit

〈a, xn〉 = 0,

für alle n. Das bedeutet

an
√
n− an+1

√
n+ 1 = 0

für alle n, und dann

an =
1√
n
a1,

für alle n. Die Folge (1/
√
n) gehört zu `q genau dann, wenn q > 2. Deswegen

eine nicht triviale f ∈ (`p)∗ existiert, mit 〈f, xn〉 = 0 für alle n, genau dann,
wenn p′ > 2, d.h. p < 2.

2. Wir definieren φN (x) = 1
N

∑N
n=1 xn. Dann ist klarerweise jedes φN linear

und wegen |φN (x)| ≤ ‖x‖∞ stetig mit ‖φN‖∗ ≤ 1. Wir sehen damit auch sofort,
dass

(T (x))N = φN (x) für N ∈ N+, definiert T ∈ L(`∞, `∞).

Ausserdem ist V = T−1(c) wobei c ≤ `∞ der abgschlossene Teilraum aller
konvergenten Folgen ist. Damit ist V abgeschlossen.

Wir können auch expliziter argumentieren. Es folgt mit Standartmethoden
aus Analysis 1, dass für jedes x ∈ `∞

lim sup
N→∞

φN (x) ≤ lim sup
n→∞

xn und lim inf
n→∞

xn ≤ lim inf
N→∞

φN (x). (4)

Wenn x /∈ V , dann gibt es a ∈ R, ε > 0 mit

lim inf
N

φN (x) < a− 2ε und lim sup
N

φN (x) > a+ 2ε.
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Aus (4) sehen wir, dass für jedes y ∈ Bε(`∞)

lim inf
N

φN (x+ y) < a− ε und lim sup
N

φN (x) > a+ ε.

D.h. Bε(x) ∩ V = ∅, also ist `∞ \ V offen.
Auf V gilt φ(x) = limN φN (x) also ist φ linear und ‖φ‖ ≤ supN ‖φN‖ = 1,

somit φ ∈ V ∗. Es existiert also, nach dem ”großen” Satz von Hahn-Banach
eine stetige lineare Erweiterung Φ von φ auf `∞. Wegen (4) folgt sofort Φ(x) =
φ(x) = limn xn wenn limn xn existiert, denn dann x ∈ V .

Schließlich sei x ∈ `∞, und y := (x2, x3, . . . ). Wir wollen zeigen, dass Φ(x) =
Φ(y), d.h. (da Φ linear ist) Φ(x− y) = 0. Sei z := x− y. Wir haben

zn = xn − xn+1.

Wir berechnen

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

zn.

Wir haben

1

N

N∑
n=1

zn =
1

N

N∑
n=1

(xn − xn+1) =
1

N
(x1 − xN+1),

und dann

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

zn = 0.

Deswegen z ∈ V und Φ(z) = φ(z) = 0.

Es gibt mehr als eine Erweiterung von φ und alle Erweiterungen erfüllen (a)
und (b). Deswegen ist Φ nicht eindeutig bestimmt.

Wir geben noch eine explizitere Begründung für die Abgeschlos-
senheit von V und, dass Φ den Grenzwert erweitert
Sei (x(k))k∈N+

eine Folge in V , so dass x(k) → x mit k → ∞ (bezüglich der
`∞-Norm). Wir wollen zeigen, dass x ∈ V (und dann ist V abgeschlossen). Wir
sollen zeigen, dass

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

xn

existiert, wobei
x = (x1, x2, x3, . . . ).

Seien
ak := φ(x(k)).

Es gilt
|ak| = |φ(x(k))| ≤ ‖x(k)‖`∞ ≤ C,

wobei C eine Konstante ist, die nicht von k abhängt. Diese Konstante existiert,
da die Folge (x(k))k konvergent und dann beschränkt in `∞ ist. Die Folge von
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Zahlen (ak)k ist dann beschränkt und deswegen hat sie eine konvergente Teilfolge
(ak′)k′ , ak′ → a, mit k′ →∞. Wir haben dann∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

xn − a
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

xn −
1

N

N∑
n=1

x(k
′)

n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

x(k
′)

n − ak′
∣∣∣∣+
∣∣ak′ − a∣∣

≤ ‖x− x(k
′)‖`∞ +

∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

x(k
′)

n − ak′
∣∣∣∣+
∣∣ak′ − a∣∣.

Für ε > 0 fest, finden wir k′ groß genug, so dass

‖x− x(k
′)‖`∞ ≤ ε,

∣∣ak′ − a∣∣ ≤ ε.
Für solche k′, finden wir N0 groß genug, so dass für alle N ≥ N0,∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

x(k
′)

n − ak′
∣∣∣∣ ≤ ε,

und dann ∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

xn − a
∣∣∣∣ ≤ 3ε.

Wir haben dann

1

N

N∑
n=1

xn → a mit N →∞,

d.h. x ∈ V und V ist abgeschlossen.
Wenn der Limes α := limn xn existiert, dann existiert auch der Limes

φ(x) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

xn = α. (5)

Nämlich, sei ε > 0 fest und N0 groß genug, so dass für alle n ≥ N0, |xn−a| ≤ ε.
Wir haben, für alle N ≥ N0,∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

xn − a
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

xn −
1

N

N∑
n=1

a

∣∣∣∣
≤ 1

N

N∑
n=1

|xn − a|

≤ 1

N

N0∑
n=1

|xn − a|+
1

N

N∑
n=N0+1

|xn − a|

≤ 2‖x‖`∞
N0

N
+ ε

N −N0

N
.

Diese Ungleichung gilt für alle N ≥ N0, für ε > 0 fest. Dann, wenn N → ∞,
haben wir

lim sup
N→∞

∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

xn − a
∣∣∣∣ ≤ ε.

Da ε > 0 beliebig ist, erhalten wir (5).
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