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0 Vorbemerkungen

Ziel der Numerischen Mathematik ist die Entwicklung und Bewertung von Verfahren zur ndherungsweisen

zahlenmifigen Losung von (mathematischen) Problemen. Die Problematik ist dabei die folgende:

e Endlichkeit der Menge der Symbole (7 als Symbol, 72 nicht, etc.)



e Endlichkeit der Anzahl der Rechenoperationen

Beispiel 0.1. Das Polynom p mit p(z) = 2% — 2 besitzt die positive Nullstelle /2. Diese Aussage ist
insofern leer, als dass v/2 gerade so definiert ist. Die Frage nach der Gréfie von /2 kénnte so priizi-
siert werden, dass man eine Dezimalbruchentwicklung von /2 angeben soll. Da aber v/2 nicht rational
ist, ist diese Entwicklung weder abbrechend noch periodisch. Man muss sich also mit einer rationalen
Approximation von v/2 zufriedengeben. Ein Taschenrechner liefert z.B.

V2 & 1.414213562 (0.1)

Die Frage ist nun, wie man (oder der Taschenrechner) iiberhaupt eine solche Approximation bestimmen
kann. Anforderungen an eine entsprechende Methode wiren

e Effizienz (das Resultat soll ,schnell“ verfiigbar sein)
e Genauigkeit (das Resultat soll eine ,,gute” Néherung an den gesuchten Wert darstellen)

Beispiel 0.2. Gegeben sei f:[—1,1] — R mit

1VI=a® iy o £ 0
fo) = { - 7 (0.2)
Wegen
1-vV1I-22 (1-V1-22)1+vV1-22) 1 £ 40
2 - 22(1+ 1 — 22) 14122
kann man f auch durch 1
f(z) (0.3)

T 1+V1-a?
darstellen. Analytisch sind die beiden Darstellungen #quivalent. Berechnet man jedoch f(107%), i =
0,1,2,... mit den beiden Darstellungen z.B. auf einem Taschenrechner, so erhélt man:

i | f(107%) nach (0.2) | f(10~%) nach (0.3)
0 1.00000 00000 1.00000 00000
1 0.50125 62894 0.50125 62893
2 0.50001 25100 0.50001 25006
3 0.50000 10000 0.50000 01250
4 0.50001 00000 0.50000 00013
) 0.51000 00000 0.50000 00000
6 0.00000 00000 0.50000 00000

Offensichtlich ist die Berechnung von f(z) fiir &~ 0 auf der Basis von (0.2) weniger geeignet als auf der
Basis von (0.3).

1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse

1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

Wegen der Endlichkeit eines Rechners kann man auf ihm nicht mit ganz R arbeiten, sondern muss sich
mit einer endlichen Teilmenge davon begniigen. Im folgenden soll als Basis fiir weitere Uberlegungen
ein Modell fiir eine Rechnerarithmetik entwickelt werden. Tatséchliche Rechner kénnen zum Teil davon
abweichen.

Satz 1.1 (Zahldarstellung zu einer Basis). Sei b € NT\ {1}. Jedes x € R besitzt eine Darstellung
=% dib"" (1.1)
i=1

mit d; € {0,...,n—1}, r € Z.



Beweis. Sei xg € R und 0.B.d.A. g > 0. Dann gibt es ein r € Z mit 0 < xg < b". Setzt man d; = Lbff—i)lj,
so ist d; € {0,...,b—1}. Wegen d; < 7% < di +1 & dibm ™t < xo < dib" + b folgt fir
x1 = xg — d1b" ! die Ungleichung 0 < 2; < b"~!. Nach s Schritten erhilt man so die Darstellung

xTo = Zdibr_i + xg
i=1
mit d; € {0,...,b— 1} und es gilt 0 < z, < b"~*°. Die Behauptung folgt daraus wegen b"~* — 0 fiir
5§ — 00. O

Bemerkung 1.2 (normalisierte Zahldarstellung). Alternativ kann ein xz € R statt geméf (1.1) auch in
der Form

x=vmb®, ve{£l}, m= Zdib’ue*i (1.2)
i=1
v ... Vorzeichen
b ...Basis
e ...Exponent
m ... Mantisse

dargestellt werden. Fordert man zusétzlich, dass e = r ist, so gilt m € [0, 1]. Fordert man auferdem fiir
x # 0, dass dy # 0 ist, so gilt sogar m € [%, 1]. Im letzteren Fall spricht man von einer normalisierten
Darstellung von x.

Auf einem Rechner muss entscheidbar sein, wann zwei Zahlen gleich sind. Eine wichtige Frage ist daher,
in wieweit normalisierte Darstellungen eindeutig sind.

Lemma 1.3 (Eindeutigkeit). Jedes x € R\ {0} besitzt hochstens zwei normalisierte Darstellungen der
Form (1.1). Besitzt « zwei Darstellungen, so ist eine abbrechend, d.h. von der Form

=4 dib"", di #0 (1.3)
i=1
und die andere ist gegeben durch
s ) oo )
c=tY T F TR Y (b1, (1.4)
i=1 i=s+1

wobei letztere eventuell noch nicht normalisiert ist.

Beweis. Sei 0.B.d.A. x > 0 mit den Darstellungen

io: dibr—i — ieibr—i
i=1 i=1

wovon 0.B.d.A. die erste normalisiert ist. Weiter sei s = min{i € NT | d; # e;}. Ist die zweite Darstellung
nicht normalisiert, so gilt d; > 0 = e;. Ist die zweite Darstellung normalisiert, so kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass ds; > e;. Damit folgt:

S oo o0

< (de— e = (di—e)b T =Y (e —d)b" T =) (e —di)b"
i=1 i=s5+1 i=s+1
<(b—-1 = (b—1)p" Y b = (b= 1) T =
< )28;1 (b-1) ; (b—1) b1

und es muss iiberall das Gleichheitszeichen gelten, d.h. ds —es =1und ¢; —d; =b—1,i=s+1, s+2,...
beziehungsweise ¢; =b—1,d; =0,i=s+1, s+2,.... O



Die Idee ist nun, mit endlichen (normalisierten) Darstellungen der Form (1.1) zu arbeiten.

Definition 1.4 (normalisierte FlieBkommazahlen). Die auf einem (idealisierten) Rechner verfiigbaren
Zahlen (sogenannte Maschinenzahlen) seien gegeben durch

l
Mb,l = {iZdzbr_Z | d; € {0, . .,b — 1},d1 7’5 0,r € Z} U {O} (15)

i=1

Es gilt M,; C R, wobei b € Nt \ {1} und [ € N*.
Man nennt M, ; die Menge der normalisierten FlieBkommazahlen zur Basis b mit Mantissenldnge .

Bemerkung 1.5. Fiir einen elektronischen Rechner ist b = 2 oder b = 16, bei Handrechnung ist b = 10.
Auflerdem ist bei einem Rechner der Exponent r zusétzlich beschrankt geméf

T'min S r S Tmax- (16)

Die dadurch auftretenden Randeffekte wie Exponenteniiberlauf oder -unterlauf spielen in unseren Unter-
suchungen keine Rolle und werden deshalb hier nicht beriicksichtigt. Wir arbeiten also mit einer abz&hlbar
unendlichen Menge M ; von Maschinenzahlen.

Um mit einem z € R auf dem Rechner arbeiten zu kénnen, muss x durch ein & € My ; ersetzt werden.
Man spricht von Rundung.

Definition 1.6 (Rundung). Eine Abbildung fI: R — M mit

filx) = xzVreM,y, (Projektionseigenschaft) (1.7)
filr) < fily) Ve,y e Rmit z <y (Monotonie) '
heifit Rundung beziiglich M.

Fiir b = 10 kennt man die sogenannte kaufménnische Rundung (auch 5/4-Rundung genannt). Sie kann
folgendermaflen verallgemeinert werden.

Lemma 1.7 (kaufménnische Rundung). Sei € R\ {0} mit normalisierter und im mehrdeutigen Fall
abbrechender Darstellung

pm 3 A d A0, 49
i=1
Durch !
+ 3 d;bri fiir dj41 € {0,..., LIFTIJ}
-] E (1.9)
+ 5 dib" "+ b7 sonst

=1
sowie fi(0) = 0 ist eine Rundung fi: R — M ; geméf Definition 1.6 gegeben, die auflerdem symmetrisch
ist, das heif3t die Eigenschaft
fil—z) = —fi(z) Vz € R (1.10)

besitzt.

Beweis. Zunichst muss gezeigt werden, dass fli(z) € M, fiir alle z € R. Dies ist offensichtlich bis auf den
zweiten Fall in (1.9). Ist dort d; < b — 2, so gilt

-1
Alz) =£>did" £ (dy + 1)~ € M.
=1

Ist aber d; = b — 1, so hat man zun#chst nur

-1

flz) = £ dib £ b7

i=1



Das ist aber gerade der zweite Fall in (1.9) mit um eins verkiirzter Mantisse. Induktiv ergibt sich also
entweder fi(z) € My ; durch den ersten Schritt oder schlielich

ﬂ(l’) =4b" € Mb,l

im zweiten Schritt. Die Projektionseigenschaft und die Symmetrie ergeben sich direkt aus der Definition.
Die Monotonie ergibt sich aus der Beobachtung, dass im Inneren des Intervalls

lzl: dib" ", Xl: ™" 4 b
i=1 i=1
keine Maschinenzahlen liegen und alle x in
[id,bm S {bﬂ} b)
i=1 Z 7 i=1 z 2

auf die linke Intervallgrenze beziehungsweise alle x in

l l
r—1 b +1 r—i—1 r—1 r—l
[Z;dib + {2} b > dib" T b

i=1

auf die rechte Intervallgrenze gerundet werden, also nie iiber eine Maschinenzahl hinweg gerundet wird.
O

Bemerkung 1.8. Ist b gerade, so wird bei obiger Rundung zur néchstliegenden Maschinenzahl gerundet.
Ist diese nicht eindeutig, so wird zur betragsgrofieren der beiden Maschinenzahlen gerundet.
Offensichtlich wird bei jeder Rundung (falls nicht zufiillig eine Maschinenzahl vorliegt) ein Fehler ge-
macht (der sogenannte Rundungsfehler). Es ist deshalb wichtig zu wissen, wie dieser Fehler aussieht,
beziehungsweise wie er abgeschétzt werden kann.

Lemma 1.9. Ist b gerade, so gilt fiir die durch (1.9) definierte Rundung die Abschitzung
1
|A(z) — x| < §b—l+1|:c|. (1.11)

Beweis. Sei 0.B.d.A. z > 0 und damit fi(x) > 0. Unter Verwendung von (1.8) und (1.9) erhélt man die
folgenden Abschétzungen:

e 1. Fall: dj41 < [u] =bt_1

2 2
Es gilt
00 l ) 00
) ) . b .
0<a—filz) =) db"™" =) db"™"= Y dip' < (2 - 1) T (b—1) Y b
i=1 i=1 i=l+1 =142

b b 1
S brflfl bh—1 br7l72 _ 7b7"7l.
<2 > -1 b—1 2

e 2. Fall: dj1q > [“‘Tl] =
Es gilt

INJ(SY

00 l 0o
0>z —filw) =Y dib™ =D b =" =Y dip" — b
i=1 i=1

i=l+1

—(d A b?“—l—l dibr—l >(2Z_p b?"—l—l _ _7b7‘—l.
(di41 —b) +i:§l+2 = (2 ) 5



In beiden Fillen erhilt man also |fi(z) — z| < 16"\, Wegen |z| > b"~! folgt dann

1, 1,
i) — ] < b < Ly

O
Definition 1.10 (Maschinengenauigkeit). Sei b gerade. Die Grofle
L
eps = §b (1.12)
heifit (zu der obigen Rundung gehorige) Maschinengenauigkeit.
Bemerkung 1.11. Die Abschétzung
|A(x) — x| <eps|z| Vz € R (1.13)
impliziert fiir gegebenes © € R mit zugehoérigem & = fi(x) die Existenz von € € R mit
Z=xz(1+¢), |e] < eps. (1.14)

Nachdem wir ein Modell fiir die auf einem Rechner verwendbaren Zahlen zur Verfiigung haben, wollen wir
natiirlich mit diesen Zahlen rechnen. Die Problematik dabei ist, dass man schon bei Grundrechenarten
nicht erwarten kann, das die Verkniipfung zweier Maschinenzahlen wieder eine Maschinenzahl ist.

Als Modell fiir die Grundrechenarten verwenden wir die FlieBkommarealisierungen

rdy=flz+y) zoy=flz—y)
zOy=filr-y) z 0y = filz/y) (1.15)

(O-Operationen im Rechner), entsprechend fiir die sogenannten Standardfunktionen

@ (z) = fil f (x)), (1.16)

etwa mit f € {sqrt, exp, log, sin, cos, arctan,...}. Zusammen mit (1.5) und (1.9) haben wir damit ein
Modell eines Rechners (idealer Rechner) aufgestellt, das wir hier ausschliellich verwenden wollen.

Bemerkung 1.12. Man beachte, dass sich nicht alle Eigenschaften der obigen Verkniipfungen von R auf
M, ; iibertragen. So ist @ zwar kommutativ, aber nicht assoziativ.

Beispiel 1.13. Sei b = 10, [ = 2. Gegeben seien x = 104, y = 4.22, z = 3.86. Diese werden gerundet zu
Z=0.10-10%, § = 0.42-10', 2 = 0.39 - 10'. Damit erhilt man statt  +y + 2z = 112.08

(F® ) @z =f(0.1042-10%) ©0.39 - 10" =--- = 0.10 - 103,

beziehungsweise ,
TO (@2 =0.10-10* @ fi(0.31 - 10') = --- = 0.11 - 10?,

wobei letzteres zufillig gleich dem exakten gerundeten Ergebnis ist.

Algorithmus 1.14. Auf einem idealen Rechner (mit geradem b) gilt
eps=min{z e M, | 1®z > 1}. (1.17)
Fiir b =2 gilt speziell eps = 27", Man kann eps deshalb in diesem Fall mit dem Algorithmus

eps = 1.0;
while (eps+1.0 > 1.0) eps = 0.b5%eps;
eps = 2.0xeps

bestimmen.



1.2 Grundlegende Begriffe

Ein zu l6sendes Problem ist dadurch gekennzeichnet, dass zu gegebenen Daten x ein Ergebnis y zu
berechnen ist, wobei der Zusammenhang zwischen x und y entweder explizit durch

y=[f(2), [ X=Y (1.18)

oder implizit durch
g(x,y) =0, g: XxY—2Z (1.19)

beschrieben wird. Dabei sind X, Y und Z iiblicherweise Teilmengen von normierten Vektorrdumen, meist
Teilmengen irgendwelcher R”. Um ein Ergebnis y zahlenm#fig angeben zu kénnen, muss dieses eindeutig
durch die Problemstellung festgelegt sein.

Da wir auflerdem (eventuell schon bei der Eingabe der Daten z) auf dem Rechner durch Rundung Fehler
machen, muss sich das gestellte Problem unter Stérungen gutartig verhalten.

Definition 1.15 (Wohlgestelltheit eines Problems). Ein Problem (1.18) oder (1.19) heifit wohlgestellt,
wenn es zu jedem x € X genau eine Losung y € Y gibt, und die dadurch gegebene Zuordnung x +— y
stetig ist.

Fiir ein wohlgestelltes Problem mochte man ein Mafl dafiir, wie stark sich Fehler in den Daten auf Fehler
in der Losung auswirken.

Definition 1.16. Sei X eine Teilmenge eines normierten Vektorraumes mit Norm ||.|x und sei & € X
eine Nédherung an = € X. Dann heifit ||z — Z||x der zugehorige absolute Fehler von Z. Ist « # 0, so heifit
||z — Z||x/||z||x der zugehorige relative Fehler von Z.

Man beachte, dass Rundungsfehler wegen (1.11) beziehungsweise |fi(z) —x|/|z| < eps fiir  # 0 als relative
Fehler beschrankt sind.

Definition 1.17 (Kondition eines Problems). Sei durch f: X — Y ein wohlgestelltes Problem beschrie-

ben. Dann heifit
) e
= p

orzaex  ||T2 — T1x
T1F£T2

€ [0, 00 (1.20)

die Kondition des Problems.

Die Bedingung (1.20) impliziert fiir k < oo, dass f Lipschitz-stetig ist mit Lipschitzkonstante k. Man
beachte, dass k von der Wahl der Normen auf X und Y abhéngt, insbesondere davon, ob man absolute
oder relative Fehler betrachtet.

Bemerkung 1.18. Sind XY C R mit ||.||x = ||.]ly = |.| und ist f : X — Y stetig differenzierbar, so gilt
nach dem Mittelwertsatz:
k = sup |f'(z)]. (1.21)
zeX

Bemerkung 1.19 (gut/schlecht konditioniertes Problem). Um die Kondition eines Problems zu beur-
teilen, seien  die wahren Daten, & die verfiigbaren Daten, jeweils mit Resultaten y = f(x) und g = f(Z).
Ist € = ||Z — z||x und benotigt man das Resultat mit Genauigkeit » > 0, so kann man wegen (1.20) nur
im Fall

r > KE (1.22)

mit der Einhaltung der Genauigkeit gema$ ||§—y||y < r rechnen. Man sagt in diesem Fall, das Problem sei
gut konditioniert. Anderenfalls sagt man, das Problem sei schlecht konditioniert. Will man im Extremfall
bei Eingabefehlern von € = eps noch die Gréflenordnung des Resultats entsprechend r = 1 erfassen, muss
fiir die Kondition beziiglich des relativen Fehlers

K< — (1.23)

gelten.



Beispiel 1.20. Das durch (0.2) und X = [—1,1] und Y = R gegebene Problem ist wohlgestellt. Fiir e > 0
hinreichend klein gilt

1— - ~ o

1
7(f(1) —f(l—&)) = (1—6)2 5(1_5)2

3

1 1—y/1-(1-¢)? 1—2e+e?—1+V2 —¢2
£

fir ¢ — 0. Damit ist kK = oo und das Problem ist schlecht konditioniert. Wahlt man stattdessen X =

[—3., 4], so hat f wegen
1 (2k — 3)!!
V121 22 N\ T 9) ok
1—z2=1 57 Z gk v
k>2
mit z!! = z(z — 2)(z — 4) ... die Potenzreihenentwicklung

1 2k — 3 o,
=5t Z 12k @
k>2

mit Konvergenzreadius R = 1, d.h. f ist stetig differenzierbar auf X mit Ableitung f’(x)

k>2

Also ist f’ monoton und punktsymmetrisch und es gilt mit (1.21)

1 2% —2 2k —3 1 /1) 1\%3
- N (ol C
k>2

2 k—220k-1) 1-2\2
k>2

das heiflt das so modifizierte Problem ist gut konditioniert.

Die obige Untersuchung besagt, dass die Funktionswerte f(x) von f aus Beispiel 0.2 in der Nihe der 0
nicht sensitiv gegeniiber Fehlern in x sind, was die Auswertung mit Hilfe von (0.3) bestéitigt. Die Probleme
bei der Verwendung von (0.2) kommen also nicht ovn einer schlechten Kondition der Probleme, sondern
miissen vom gewahlten Rechenweg herriihren.

Definition 1.21 (Algorithmus). Ein Algorithmus ist eine endliche Folge von Rechenvorschriften, beste-
hend aus Elementaroperationen (Grundrechenarten, Auswertung von Standardfunktionen), die angibt,
wie y aus x zu bestimmen ist, das heifit eine Zerlegung von f : X — Y entsprechend

f=wiopi_10:0p (1.24)
mit
LpiIXi—>X7;+1, 2:17,lm1t X1:X,XH1:Y, (125)

wobei jedes durch eine Elementaroperation erzeugte Zwischenergebnis als Komponente des Bildes eines
p; auftritt.

Man beachte, dass es zu einem f verschiedene Algorithmen geben kann, etwa wie in Beispiel 0.2 basierend
auf den Darstellungen (0.2) und (0.3).

Da man mit jedem ¢; Zwischenresultate und damit Rundungsfehler erzeugt, muss man auch die Auswir-
kung dieser Fehler auf das Resultat beriicksichtigen. Diese sollten wenn méglich nicht wesentlich grofier
sein als die der unvermeidlichen Fehler (Eingabefehler, Rundung des Resultats).

Definition 1.22 (Stabilitdt eines Algorithmus). Zu einem Algorithmus (1.24) seien die sogenannten
Restabbildungen ; definiert durch

Vi =@rop_10-0p;, i=1,...,0, ¥, : X; =Y (1.26)



mit Konditionen k;. Gilt
ki < (c+ 1)max{ki,1}, i=2,...,1, (1.27)

wobei ¢ die Anzahl der im Algorithmus durchzufiihrenden Elementaroperationen und k1 die Kondition
des Problems ist, so spricht man von einem stabilen Algorithmus.
Davon unabhéngig kann die Zahl Imax l{f-@i} /max {k1,1} als Stabilitdtsmafl angesehen werden.

1=2,...,

Bemerkung 1.23 (Vorwirts/Riickwirtsanalyse). Ein Algorithmus liefert eine Realisierung von z — y
auf dem Rechner durch x — g. Stabilitit entspricht dann der Forderung, dass ||§ — y||y hinreichend klein
ist. Man spricht genauer von Stabilitét im Sinne der Vorwértsanalyse. Kann man ¢ als exaktes Ergebnis
zu gestorten Daten & auffassen, d.h. § = f(Z), und ist |Z — z||x hinreichend klein, so spricht man von
Stabilitédt im Sinne der Riickwértsanalyse.

1.3 Differenzielle Fehleranalyse

Wie man an Beispiel 1.20 schon gesehen hat, sind Berechnungen basierend auf (1.20) nicht leicht durchfiihr-
bar. Geht man davon aus, dass Fehler klein sind, so bieten sich Linearisierungen an, d.h. man ver-
nachléssigt quadratische Terme in den Fehlern. Man spricht von differenzieller Fehleranalyse.

Ist f: X — Y stetig differenzierbar, so gilt fiir z € X und gestortes & € X mit dazu gehérigen y = f(z),

g = f(@):
(@) = f(x) = flz + (& —2)) = f(x) = flx) + f(2)(@ —2) — f(z) = f'(2)(Z — ). (1.28)
Damit beschreibt

Al
= || f"(@)ly_x, Ally_x =sup X
zex [lZlx
x#0

(1.29)

in erster Naherung die Verstirkung des Ausgangsfehlers, die sogenannte differentielle Kondition des Pro-
blems.

k:=|f'(z)] falls Y, XCR mit |.||x=].llyv =] (1.30)
bezeichnet man als differentielle Kondition beziiglich des absoluten Fehlers.

Wié&hlt man stattdessen ||.|lx = |.|/|z| und ||.|ly = |.|/|y|, falls 2,y # 0, so erhilt man aus (1.28) in der

Form
gy _af'(x)i-=

(1.31)
Y y T
stattdessen )
zf(x
= o | (1.32)

die sogenannte differentielle Kondition beziiglich des relativen Fehlers. Ist X C R™, so hat die Jacobimatrix
von f'(z) die Form

of of
!/
= |=— R 1.
Fe = 5w - o) (1.33)
und (1.28) wird mit x = (21,...,2,)" und 7 = (Z1,...,3,)7T 2zu
. 0 -
J—y= i(x)(xj - z;). (1.34)
T T
J=1
Damit gilt in erster Ndaherung
- x| Of -
|y—y|§Z %j(iﬂ) |Z5 — (1.35)
j=1
beziehungsweise
z:lfy B - Zj 8f ‘ i’j*l‘j
& b OV I B I 1.36
'y]_;yaxjw - (1.36)




Fiir Y C R” braucht man lediglich die einzelnen Komponenten von y zu betrachten. Da Rundungsfeh-
ler nach (1.11) als relative Fehler beschriinkt sind, betrachtet man oft nur die differentielle Kondition
beziiglich des relativen Fehlers. Durch entsprechendes Vorgehen kann man die differentielle Fehleranalyse
auch zur Untersuchung der Stabilitéit eines Algorithmus’ verwenden. Man muss nur nach Definition 1.22
statt f die Restabbildung 1; betrachten. Sei dazu X; C R™ | z1 = x, sowie x,, = ¢¥1(x1), 1 = 1,...,1,
auflerdem z; = (¥;,,. .., Ti, )T. Damit sind die maBgeblichen Konditionen beziiglich des relativen Fehlers
entsprechend (1.36) gegeben durch:

T j 3%
i = l, j=1,..,n;, i=1,...,L 1.37
e T P IERR (137)
Dabei beschreibt
k=max{K11,...,K1n, } (1.38)

die differentielle Kondition des Problems und (1.27) wird ersetzt durch die Bedingung
Kij < (c+1)max{ki1,...,Kin, 1}, 7=1,...,n, i =2,...,L (1.39)
Beispiel 1.24 (Kondition von Addition/Subtraktion). Sei y = x1 + x3 = f(x1,22) mit f: R? — R. Es
ilt
: §—y=(T1+T2) — (1 +22) = (¥1 — 1) + (T2 — 72)

und damit fiir den absoluten Fehler
19—yl <|T1 — 21| + [T2 — 22| = [|7 — 21

beziehungsweise fiir den relativen Fehler (1, 22,y # 0)

[ P Y 7 S YOO = T 7 T O max{ ol ol } (|3€1 — il | % —$2> .
ly] e B B S o I ) |21 + @] |21 + 22 |71 |2
Fiir ||.||x = ||I.]l1 und ||.||y = |.| (absoluter Fehler) hat man wegen x = 1 ein gut konditioniertes Problem.
Wiéhlt man ||.||x stattdessen gemif
z1 Z9
I(z1, 22)llx = |2 + |
und ||.|ly = |.|/|y| (relativer Fehler), so liegt nur dann ein gut konditioniertes Problem vor, wenn |z + x2|

nicht wesentlich kleiner als max {|z1], |z2|} ist. Anderenfalls hat man ein schlecht konditioniertes Problem
(sogenannte subtraktive Ausloschung). Das gleiche folgt auch bei differentieller Fehleranalyse.

Beispiel 1.25 (Kondition der Multiplikation). Sei y = f(x1,22) = 21 - 2, f : R? — R. Fiir die
differentielle Kondition beziiglich des relativen Fehlers (z1,x2 # 0) erhélt man nach (1.36)

X1 af X1
——(x)| = ~xol =1
Yy 31‘1 1o
xTo 8f Zo
—_— = z1| = 1.
y O0xa T1T2

Die Multiplikation ist also beziiglich des relativen Fehlers im differentiellen Sinn gut konditioniert. Unter
Verwendung von Bemerkung 1.11 kann man auch folgendermafien schlielen:
Sei |Z; — x;| < eps|z;|, i = 1,2, d.h. es gebe ein ¢; mit |g;| < eps, so dass

T =z (14 ¢€;).

Dann gilt
xl(l + 61),12(1 + 52) = 1‘1$2(1 +e1+ 62)

<
Il
ISH

-
=

2o
Il

10



und damit ~
’y;y‘ = |er + 2] < ler] + |ea| < 2eps.

Dabei entsprechen die obigen Konditionszahlen gerade den Vorfaktoren von |e1| und |es|. Ein entspre-
chendes Resultat kann man auch fiir die Division zeigen.

Beispiel 1.26 (Exponentiation). Zur Berechnung von Potenzen a® fir a,xz € R, a > 0, kann man
basierend auf der Darstellung
a® = exp(zlna)

den folgenden Algorithmus anwenden:

Y . R T11
=14 ¥1: T In2qs

wl X = GXp(!Eu ln.’L‘lg)
T
Ty = ( Ina ) 2 o> (T21722)
Yo Ty eXP($21I22)
23 = (z1lna) w3 x3 — exp(xs)
Y3 3 +— exp(xs).

Fiir die differentielle Kondition des relativen Fehlers geméf} (1.37) erhélt man:

11 O 11
K1l = | — x1)| = |—exp(z11 Inx12) - Inx19| = 211 Inz12]| = |20 0|
y Orqy Yy
T2 Oy _ |72 1|
Ky = | — x1)| = |—exp(z11 Inx12) - —| = ||
y Orya Yy T12
Kot = |22 O¢2 (z2)| = 2 exp(zo1292) - T22| = |z 1Inal
o1 = |—— 2)| = |— 21T22) * Tag| =
y Oz Yy
22 5'1/12 T22
Koo = | —= x9)| = |— exp(x21222) - T21| = |z Inal
Yy Ora Yy
x3 03 ' ’3?3
Ky = | ———(z3)| = |— exp(x3)| = |r3| = |zInal.
" amg( ) ) (z3)| = |zs| = | |

Es gilt hiermit
ki; <max{l,|z|,|zlnal},

also handelt es sich um einen stabilen Algorithmus.

Beispiel 1.27. Der auf (0.2) aufbauende Algorithmus zur Berechnung von f(z) kann folgendermaflen
beschrieben werden:

. 2 . 1— 1—w2
T = w1 T — Ty Y leTl
— 22 . L=, . 1-vI-ap
To =X P21 Ty - g Ty ——2
1-— 1‘2 v/ T31 1—/x
31
T3 = 3: I3t DX
3 ( 22 3 3 o Y3 5 o
vV 1-— 502 1— T41 11—z
T4 = TXy oy —4
4 ( 22 pa: T4 - Yo Ty E
_1—/1—22 . T . Ts
T5 =g @51 x5 T2 V51 w5 T

11



Fiir |z| € R hinreichend klein erhilt man in erster Néherung

Y = ps(z5) =
Wegen 1y = f liefert die Reihenentwicklung aus Bespiel 1.20:
1 1 1 1
Y1(x1) = 5T 83@17 Po(z2) = 5T g%
beziehungsweise
Ovr Lt o
833‘1 v 4 b 61‘2 B 8’
und damit fiir die differentielle Kondition beziiglich des relativen Fehlers:
Ty a¢1( ) Dl 1 1 2
K1 = = |— - —T1| = |-
Ty ox g2
- T2 81)[)2 . i) 1 . 1 2
"2 =1y B, )’ 8"4z
T31 6¢3 r31 1 1 17111
K31 = (z3)| = |—— =15 =35
y Ors Y Z32 2\/T31 2 x*2
x32 O3 w39 (1 — \/Z31) z? 1’
K32 = (3):7f:TT
y 0x3o Y T3y 5 T
P, 21 Oy (24)| = Ty 1| . |2
1= === —|2Al - =2
y 83541 Y T42 I2
0 1-
gy = | P12 0¥ (z4)| = a2 Qm;“) =1
Yy OTao Y Tyo
0 1
oy = |20 )| = | T L
y Oxs Y Ts2
K52 = =52 8%( 5)| = T2
y Ozso Y xéz

Der vorliegende Algorithmus ist also fiir hinreichend kleines |z| instabil. Inbesondere werden Fehler bei der
Berechnung (Rundung) von z3; und z4; extrem verstirkt. Dies ist zuriickzufiihren auf die anschlieflende
(schlecht konditionierte) Subtraktion mit Ausloschung fithrender Stellen.

2 Lineare Gleichungssysteme

Gesucht sei x € R™ mit

wobei A € R™ ™ reguldr und b € R™ seien.

Az =0,

12
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2.1 Kondition des Problems
Wegen = = A~'b und Stetigkeit der Abbildungen

-1 :Rnxn _}IRan und - :Rnxn x R" — R"
ist das Problem wohlgestellt. In erster Néherung gilt fiir gestértes Problem:

T+ Az = (A+AA)"'(b+ Ab)

— [A(id + A—IAA)] b+ Ab)

= (id + A"TAA) AT (D + AD)

= (id — A~ 1AA)A— (b+ Ab)

= A D+ATIAL - ATHAA)A D,

also
Az = A7TAb— A1 (AA)z. (2.2)
Mit einer Vektornorm ||.|| und der zugehorigen Operatornorm, definiert durch
laf = sup AT — qup aa, (23
le]R" || || |z]|=1
z#0
gelangt man zu der Abschétzung
Az <[ATH - [ Ab] + AT -l - [AA] (2.4)
fiir den absoluten Fehler und
|Az] - [ATY]- Az [Abl [JATH] - [l - Al [AA] Aty (140, [AA]
< : + <Al IAT( S + S ) (25)
] ] [[oll ] [A] 161l [A]
fiir den relativen Fehler. Die Grofle
cond) | A = [|A[| - [|A7"] (2.6)

heifit Kondition der Matrix A und beschreibt die differentielle Verstirkung des relativen Fehlers der
Daten A und b.

2.2 GauB3-Eliminierung
Schreibt man (2.1) in der Form

a1x1 + ... 4+ aiprn, = b1
. . (2.7)
a1 + ...+ appxn, = by,
so kann man durch Vertauschung von Zeilen und Umbenennen der Groflen stets erreichen, dass a1 # 0

(sonst wire A singulir). Die Idee der GaufB-Eliminierung ist dann, durch Addieren von Vielfachen der
ersten Gleichung zu den anderen aus diesen x; zu eliminieren. Man erhélt

a11x1 + aix2 + ... + aiprn, = b1
/ / /
52 + ... + aj,x, = b
(2.8)
/ ’ /
a,sxas + ... + ap,t, = b

13



Dabei éndert sich die Losung nicht. Sukzessives Anwenden liefert nach n — 1 Schritten:

Ty + T2 + ...+ Ti@n = N1
22 + ... A+ TopTn = Y2
(2.9)
TnnTn = Yn
mit r; # 0,4 =1,...,n. Daraus kann man z beginnend mit z,, leicht bestimmen (sogenannte Riickwirts-

substitution).

Algorithmus 2.1 (GauB-Eliminierung). Der folgende Algorithmus erzeugt (2.9) ausgehend von (2.7).

Schleifei=1,...,n

Suche ein Element ap; #0 mit p =1i,...,n, sogenannte Pivotsuche.
Sind alle ap; =0, so ist A singuldr = Stop.

Anderenfalls vertausche i-te und p-te Zeile

Schleife k=1+1,...,n

Setze Ui = api/ay

Setze ar; = apj — lgayy, j=1+1,...,n

Setze bk = bk — lkzbz

(2.10)

Dabei sind die ri5, 1 < i < j < n durch die entsprechenden letzten Werte von a;; gegeben und die y;,
1 < i < n durch die entsprechenden letzten Werte von b;.

Der Aufwand von (2.10) betrédgt im wesentlichen eine Operation (Addition und Multiplikation) pro Be-
rechnung eines Wertes ay; in der innersten Schleife, d.h. der Gesamtaufwand betrégt in erster Naherung

n—1
1
—1)? —2)2 4. . +4+1= 2= —p3
(n—1°+n-2°"+...+4+ ;z on

Operationen. Die gebriauchlichste Pivotsuche in (2.10) ist gegeben durch

lay:| =  nax |k | (Spaltenpivotsuche). (2.11)
FEine andere Moglichkeit ist
lapq| =  nax lag;| (Totalpivotsuche). (2.12)
=i

In diesem Fall ist in (2.10) auch noch die i-te und g-te Spalte zu tauschen, was einer Umbenennung der
Unbekannten entspricht. In beiden Fillen gilt

ki <1], 1<i<k<n (2.13)
Im folgenden betrachten wir nur Spaltenpivotsuche. Wegen eventueller Rundungsfehler muss die Abfrage
|api = 0]

noch ersetzt werden, etwa durch |ap;| < ||A| - eps. Hat man Algorithmus 2.1 erfolgreich durchgefiihrt, so
erhilt man die gesuchte Losung x folgendermafen.

Algorithmus 2.2 (Riickwirtssubstitution). Im Anschluss an (2.10) ist folgendes durchzufiihren:

Schleife i =mn, ..., 1
Setze by = b; — a;x;, j=mn,...,i+1 (2.14)
Setze x; = b;/a;

14



Der Aufwand in (2.14) betrigt in erster Niherung:

" 1
0+1+--~+(n—1)=2(i—1)i§n2
=1

Operationen. Algorithmus 2.1 zeigt, dass es zu einer nichtsinguldren Matrix A stets eine Permutation
IT € R™*" gibt, so dass (2.10) fiir die permutierte Matrix ITA ohne Pivoting durchfiihrbar ist. Dabei
kann der Ubergang von (2.7) zu (2.8) beschrieben werden als Multiplikation von ITA mit Eq von links,
wobei

1
=l 1
E,=| . , (Frobeniusmatrix).
—ln1 1

Bezeichnet
e;=(0,...,0,1,0,...,00%, i=1,...,n

Li=0(0,...,0,lis1,..., )Y, i=1,...,n—1
Ei=I-1lel, i=1,....n—1

(2.15)
i1 ot Tin
R = ,
rnn
so gilt E,_1 - EsE,ITIA = R, beziehungsweise
A = E;'E;'-- E Y R. (2.16)
Wegen
T T .
e;li=1le =0 firj<i
J ! / (2.17)

E; ' =1+e!
folgt induktiv

E;'E;' Bt = T+ hel)T+laed) - T+, gel ) =T+1le] +lgeg +--+1lp1ef_,, (2.18)

das heif3t
1
ne1 lor 1
L=I+ Z Lel = |1 2 1 (2.19)
i=1 : : .
lnl ln2 e ln,n—l 1

ist eine normierte untere Dreiecksmatrix. Damit haben wir bewiesen:

Satz 2.3. Sei A € R" ™ reguldr. Dann gibt es eine Permutation II € R™*"™ eine requlire obere Drei-
ecksmatrix R € R™™™ und eine normierte untere Dreiecksmatriz L € R™*™ so dass

ITA = LR (Dreieckszerlegung). (2.20)

O

Algorithmus 2.4 (Dreieckszerlegung, L-R-Zerlegung). Man erhdlt in Algorithmus 2.1 den Faktor L
ohne zusdtzlichen Speicher, indem man li; nach ayx; schreibt, dessen Wert nicht mehr benétigt wird, und
diese Werte beim Pivoting mittauscht.

15



Unter Verwendung der Dreieckszerlegung zerfillt die Losung von 2.1 in die drei Schritte

ITA = LR (Dreieckszerlegung)
Ly=1IIb  (Vorwirtssubstitution) (2.21)
Rz=y (Riickwiartssubstitution).

Zur Berechnung der Giite einer Niherungslosung = verwendet man wegen der leichten Berechenbarkeit
gerne das Residuum
r==b— AZ. (2.22)

Wie klein dieses sein sollte, beantwortet der nichste Satz, der gleichzeitig einen ersten Schritt zur
Riickwirtsanalyse der Gauf-Elimination darstellt. Dabei sind im folgenden Betrige beziehungsweise Un-
gleichungen von Vektoren und Matrizen stets komponentenweise zu verstehen.

Satz 2.5 (Satz von Prager/Oettli). Sei Z eine Niherungslosung von Ax = b mit Residuum r. Weiter sei
AA € R™™ und Ab € R™ mit AA > 0 und Ab > 0 gegeben. Dann ist & genau dann exakte Ldosung von

Ai=10 (2.23)
mit _ ~
AA>|A-A]| |b — b] < Ab, (2.24)
wenn gilt:
Ir| < AA - |F| + Ab. (2.25)

Beweis. Sei AZ = b mit (2.24), d.h. sei A = A +§A, b= b+ 0b mit |[§A| < AA, |[6b] < Ab. Dann folgt
Ir| = |b— AZ| = |b— 6b — AZ + 6AZ| = [6AZ — 6b| < |0A - &| + |6b] < AA|Z| + Ab.

Sei umgekehrt |r| < AA-|Z|+Ab. Mit r = (1;), s = (s8;) = AA-|Z|+Ab > 0, T = (&;) sowie AA = (AA4,;;),
Ab = (Ab;) definiert man
(SAZ‘J‘ = AAijsign(ﬁcj)Q7 (sz = —Ablﬁ

i 5i
mit der Konvention, dass r;/s; = 0, falls s; = 0. Also folgt
|0A| < AA, |0b] < Ab
sowie
(OA - &); = znjéA,»jazj = Xn: AAG|E 2 = (AA (), = (5 — Ab) = =1y — Ab—" = (r + 8b);.
= S s

j:l ? S’L S’L

Setzt man nun A = A + §A, b= b+ 6b, so ergibt sich
Ai=(A+0A)i=AZ+0AF=b—r+r+b=Dh. O

Fiir die weitere Untersuchung nehmen wir an, dass A bereits so vorliegt, dass kein Zeilentausch durch-
gefiihrt werden muss, d.h. sei
A =LR. (2.26)

Mit L = (lij), R = (Tij) gﬂt

liiil, ZZJZO fiiri<j, Jt=1,....n

rii 70, 13 =0 fiiri> j. (2.27)

In §
Q5 = Zlikrkj (228)

k=1
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geniigt es also, nur k£ < min{i, j} zu betrachten. Man erhiilt dann

Aij = Zk 1 'Lk’rkj = Tij + Zk 1 »Lk’r'kj fiir ¢ S]
A5 = Zk; 1 krkj - lljrj_y + Zk 1 k’f‘kj fiir ¢ >]
beziehungsweise '
Tij = Qij — 22;11 Likrij fiir i < j
Lij = (aij — Sou_y Likrwg)/rj;  fir i > .

(2.29)

(2.30)

Mit (2.30) kann man die Dreieckszerlegung (2.26) direkt berechnen. Algorithmus 2.4 entspricht daher
dem sukzessiven Aufaddieren der Summanden. Damit besteht dieser Algorithmus aus der Losung einer

Reihe von Problemen der Form

c—arby — - —ap_1bp_1 —apb, =0, a, #0
beziiglich
bp=(c—aiby —+ —an—1byp_1)/an
mit dem Algorithmus
So=c¢
sj=s8-1—ajb;, j=1,...,n—1

by, = Sp—1/an.

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Unter der Annahme, dass alle Daten Maschinenzahlen sind, wird dieser auf dem Rechner realisiert durch

§0 =C
§j: §j_1—a4b4(1+uj)](1+oj), j:L...,TL*l (234)
bp = (8n—1/an)(1+0),
wobei [, o], 4] < eps.
Lemma 2.6. Unter den obigen Annahmen gilt fiir
n—1
r=c— Z a;bj — anby, (2.35)
j=1
die Abschéitzung
n—1
eps
I b nbnl |, 2.36
I T | e+ kel (2.36)
solange n - eps < 1.
Beweis. Aus (2.34) folgt
— n—1
1+96
= H1+07 Zaj (14 uy) H(1+Uk) P
j=1 k=j
Es gibt dann ¢, j = 1,...,n mit |g;] < eps/(l —n-eps), so dass
j—1 ~ n—1
c= Z a;b;(1+ pj) H(l + o) anb,(1+0)71 H +0j)” Z a;b;(1+ jej) + anbn(1+ney),
k=1 j=1
sieche Ubungen. Die Behauptung folgt nun sofort aus
n—1 B
r= Zjajbjej + nanbpen,.
j=1
O

Bemerkung 2.7. Ist speziell a,, = 1 in (2.31), so ist § = 0 und der Faktor n vor |a,b,| kann durch n—1

ersetzt werden.

17



3 Interpolation

Bei der (linearen) Interpolation werden zu gegebenen Daten (¢;, f;), t;, fi € R, i =0, ..., n mit paarweise
verschiedenen ¢;, d.h. mit ¢; # ¢; fir ¢ # j, und Funktionen ¢; : R — R, j = 0,...,n, Koeffizienten
z; € R gesucht mit:

n
7=0

vergleiche Abschnitt ??. Gehoren die Daten zu einer Funktion f, d.h. f(¢;) = f;, so kann man mit der
sogenannten Interpolierenden f, definiert durch

F=Y i), (3.2)

Jj=0

néherungsweise Funktionswerte von f zwischen den Stiitzstellen ¢; bestimmen. Man denke dabei an Funk-
tionen f, deren Auswertung sehr teuer ist. Setzt man

A= (aij), Qi = Spj(ti)v
b=(b;), bi="fi )

so ist (3.1) dquivalent zum linearen Gleichungssystem Axz = b. Im folgenden sollen fiir speziell gewihlte
p; effiziente Methoden vorgestellt werden.

3.1 Polynom-Interpolation

Gesucht ist hier ein Polynom p vom Grad héchstens n (man schreibt p € II,,), so dass

p(ti) = fi, i=0,...,n (3.4)
Satz 3.1. Gegeben seien t;, f; € R, i =0,...,n, mit t; #t; firi# j. Dann gibt es genau ein Polynom
p € I, mit (3.4).

Beweis. Existenz: Die durch N

t—1 .
lj(t):H b oj=0,....n

o t; — tg ’

k#j
definierten Funktionen I; sind offensichtlich Polynome in II,, (sogenannte Lagrange-Polynome) Fiir diese
gilt

1 firi=j5, . .
lj(tz'):%‘:{o fiir i i,7=0,...,n.

Damit geniigt p, definiert durch
p(t) =Y fils()
j=0

den geforderten Eigenschaften.
Eindeutigkeit: Seien pq,ps € I, mit p1(¢;) = p2(t;) = fi, @ = 0,...,n. Dann gilt

(p2 —p1)(t;) =0, i=0,...,n,

das heifit das Polynom ps — py € I1,, besitzt die n + 1 Nullstellen ¢;, i = 0, ..., n, muss deshalb also das
Nullpolynom sein, das heifit po — p; = 0 beziehungsweise p; = ps. O

Um (3.4) in die Form (3.1) zu bringen, miissen wir in II,, eine Basis auswéhlen. Von dieser Wahl wird der
Aufwand, die Matrix A zu berechen und das zugehorige Gleichungssystem zu l6sen, abhingen. Dariiber
hinaus ist es wichtig, die zugehorige Darstellung (3.2) des Interpolationspolynoms effizient auswerten zu
konnen.
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Bemerkung 3.2. Mogliche Basen sind zum Beispiel:

e Lagrange-Basis:

e Monom-Basis: ‘
p;t)=t, j=0,...,n,

A= (t)); (Vandermonde-Matriz)

e Newton-Basis:
j—1

pi(t) =w;t) = [[t=tn), 7=0,..0m

k=0

A = (w;(t;)). (untere Dreiecksmatriz wegen w;(t;) =0 firi < j)
Benotigt man nur eine Auswertung des Interpolationspolynoms, so kann man folgendermafien vorgehen.

Lemma 3.3. Gegeben seien ¢;, f; € R, i = 0,...,n mit ¢; # t; fiir ¢ # j. Bezeichnet P(-;ty, ..., ty4) €
I, k € {0,...,n—1}, 1 € {0,...,n}, das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom zu den Knoten
ti, ..., teyr, sO gilt

try — )Pt teat, .. teay) — (L — O Pt tg, o teri—
— iyt

Beweis. Wegen P(-;tgi1,.. -, thti)s P(5th, . teri—1) € Iy gilt @ € II;, wenn man die rechte Seite
von (3.5) mit Q(t) bezeichnet. Fiir i = k+1,...,k+1—1ist

(ty — i) fi — (te — i) fi

ti = = Jis
Q) Uy =ttt f
auflerdem t e t b/
—(Ck+t — k) Sk k= tk+1) fE+1
Q(ty) = R = Qtpt1) = LM AL Srtt,
Tk — Tkt Uk — thti
also

Q(t) = P(t;tk, ce 7tk+l)-

Algorithmus 3.4 (Verfahren von Aitken/Neville). Schreibt man (3.5) in der Form

t— 1t

P(tite, ..o tesr) = PGty - ooy thpi—1) —
lotl — Uk

[P(t; tk7 e ,tk+l,1) — P(t; tk+1, e ;tk+l)] 5 (36)

so ergibt sich der folgende Algorithmus zur Berechnung von P(t;to,...,t,) fir gegebenes t € R.

Setze Pro= fr, k=0,...,n
Schleifel =1,...,n

Setze Pk,l = Pk,l—l —

(3.7)

T — 1

———(Pry-1— Pry10-1), k=0,...,n—1
terr — tg

Das Ergebnis steht dann in Fy,,. Die Berechnung kann auf einem Vektor V' ausgefiihrt werden, indem
man Py nach Vi schreibt und die innere Schleife diber k riickwdrts laufen ldsst.
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Der Aufwand in (3.7) betrégt in erster N&herung

|
-

n

2> (n—1)=2) 1=n
=1

l

Il
=)

Multiplikationen/Divisionen.

Definition 3.5 (Dividierte Differenzen). Die sogenannten dividierten Differenzen sind rekursiv definiert
durch

f[tk]ka, k=0,...,n,
Fltes - s tori—] = fltes1s -t _ (3.8)
T T

fltks - strevt] =
Lemma 3.6. Fir k=0,...,n—1,1=0,...,n gilt

Pty oo tird) =[]+ fltes i) (6 = t) + fltks trprs bl (0 = 81) (8 = tp1)
+o A fly st (E—t) - (= thga—1).

Beweis. Wegen
P(titg, .. stpqr) = Ptite, oo togi—1) + fltes o tepa] (E—tr) - (E = tryi-1)

geniigt es zu zeigen, dass fl[ty,...,tr] der Koeffizient der hochsten Potenz von ¢ (némlich #!) ist. Dabei
ist die Behauptung trivial fiir [ = 0. Sei also [ > 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist f[tg+1,- .-, tk+i)
der Koeffizient der hichsten Potenz von ¢ in P(;tky1,-..,tk41), entsprechend f[tg,...,tkr1—1] der in
P(t;th, ..., tgri—1). Wegen (3.5) ist dann der Koeffizient der hochsten Potenz von ¢ in P(¢; ¢k, ..., tk+i)
gegeben durch

 flters et + flts -

P
et = fltes - tera],
t — tit

letzteres wegen (3.8). O

Algorithmus 3.7. Der folgende Algorithmus berechnet die dividierten Differenzen fiir das Polynom
P(tito, ... tn).

Setze Do = fr, k=0,...,n
Schleifel=1,...,n

Dy 1—D _
Setze Dy = LA kil 1,k=0,...,n—l
b — et

(3.10)

Bendtigt werden die Werte Doy = flto,...,t], | = 0,...,n. Entsprechend Algorithmus 3.4 kann man
Dy nach Vi, speichern, um mit einem Vektor auszukommen. Dabei ist die innere Schleife iber k
wieder rickwdrts zu durchlaufen.

Der Aufwand in (3.10) betrégt in erster Ndherung

n

o1
Z(n—l) = §n2

=1
Divisionen.

Algorithmus 3.8 (Horner-Schema). Naives Vorgehen bei der Auswertung eines Polynoms

p(t) =ag + art + -+ apt” (3.11)
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in der Darstellung beziiglich der Monom-Basis fiihrt auf den Algorithmus

Setze s = ag, r =1
Schleifei=1,...,n
Setzer =1t (3.12)
Setze s = s+ a;r
Setze p(t) = s

wobei 2n Multiplikationen bendtigt werden. Schreibt man (3.11) stattdessen in der Form
p(t) = ap + t(ay +tlag + -+ + t(an—1 + tay)...)), (3.13)

so erhdlt man das sogenannte Horner-Schema

Setze s = an,
Schleifei=1,...,n

\ Setze s =5t + an_; (3.14)
Setze p(t) = s
welches nur noch n Multiplikationen bendtigt. Entsprechendes Vorgehen fiir
p(t) =wvo +v1(t —tg) +v2(t —to)(t—t1)+ -+ ot —to)(t —t1) - (t — tn-1) (3.15)
liefert das modifizierte Horner-Schema
Setze s = v,
e T (e e e (3.16)
Setze p(t) = s
Es bleibt die Frage, wie gut ein Interpolationspolynom, festgelegt durch
p(ti) = f(t:i), i=0,...,n, péelly, (3.17)

eine gegebene Funktion f approximiert.

Satz 3.9. Seit € R und f € C"*1(I,R), wobei I das kleinste Intervall mit t,tg, ..., t, € I ist. Dann gibt

es ein 7 € I mit
S (r)

f@*p(f):m

w(t), wt) =T t). (3.18)
k=0

Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir £ = ¢;, i = 0,...,n. Sei also im folgenden t # t;, i = 0,...,n.
Dann ist w(t) # 0 und es gibt ein C' € R mit

f(#) = p(t) — Cw(t) = 0.

Damit hat die Funktion g(t) = f(¢) — p(t) — Cw(¢) in I n 4 2 Nullstellen, némlich ¢, ¢, ...,t,. Nach dem
Satz von Rolle besitzt § dann mindestens n + 1 Nullstellen in I, entsprechend § mindestens n Nullstellen
usw., also besitzt ¢(»*1) mindestens eine Nullstelle, sagen wir 7 € I. Wegen p("t1) = 0 gilt dafiir

g™ (r) = f(7) = Cn+ 1) =0,
das heifit

£ )
~mrn
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Bemerkung 3.10. Wihlt man p € II,,; derart, dass

ﬁ(tz) = f(ti)a 1=0,...,m, ﬁ(f) = f(f) (319)

mit £ #£t;,1=0,...,n, so gilt
p(t) =p@) + flto, .., tn, t]w(?). (3.20)

Setzt man ¢ = ¢ und vergleicht mit (3.18), so gibt es ein 7 € I mit

_ ")

flios st = S5 (3.21)

Bemerkung 3.11. Zwar kann man jede auf einem Intervall [a, b] stetige Funktion gleichmifig, das heifit
beziiglich der Norm || f[[co = sup;c(q,4 | ()| beliebig genau durch Polynome approximieren (Approxima-
tionssatz von Weierstraf}), aber typischerweise findet man diese Polynome nicht durch Interpolation. Ist
0B.dA. t) <t <--- <t, und setzt man h := max;—g,... n—1 R, h; := ti41 — t;, so gilt fiir n — oo bei
gleichzeitigem h — 0 fiir die Interpolationspolynome p,, einer stetigen Funktion f meist || f — pp|lco — oo,
vergleiche den Satz von Faber.

3.2 Trigonometrische Interpolation

Ist f periodisch, so sollte auch die Interpolierende periodisch sein. Sei 0.B.d.A. die Periode 2. Man macht
dann (fiur eine ungerade Anzahl von Interpolationsbedingungen) den Ansatz

n

at) =3 + ;(ak cos kt + by sin kt). (3:22)

Bezeichnet 7 im folgenden die imaginére Einheit, so folgt aus
e = cosp +isin (3.23)

beziehungsweise

1, . ) 1 . )
cosp = 5(6“’ +e '), sin @ = Z(ew — e ') (3.24)

die Darstellung

_ % - ag | b\ ke ag b\ i
q(t)—2+;[<2+2i>e +(2 5 ) e - (3.25)

Setzt man . )
ag k ag k
=—4 = r=—-—, k=0,... 3.26
Cn+k 2 + 2% ) Cn—k 2 2% 5 5 , ( )
mit by := 0, so erhdlt man mit
2n 2n
p(z) = e™q(t) = Z cpe™t = Z ez, oz =e' (3.27)
k=0 k=0

ein Polynom p in z vom Grad hochstens 2n. Satz 3.1, der bei gleichem Beweis auch im Komplexen gilt,
besagt, dass es genau eine Funktion p € Ils,, gibt, die

p(z;)=f;, 3=0,...,2n mit z;, f; € C, z; # 2 fir j #1 (3.28)
erfiillt. Hat man fiir ¢ die Interpolationsbedingungen

a(t;) =g5, j=0,....2n (3.29)

22



mit ¢; € [0,27], g; € R, t; # t; fiir j # I, so setzt man

__ pint; R s
fi=¢€e"g;, z;=¢€", j=0,...,2n

(3.30)

und erhélt eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢, k = 0,...,2n. Wegen t;, g; € R gilt neben

2n
emig; = E cpe®i 5 =0,...,2n
k=0

auch

2n
e Mg, = E Gre k5 =0,...,2n.
k=0

Multiplikation von (3.32) mit €2 liefert

2n
int; — ikt -
e g = E Con—ke" 7, ] :07"'5277”
k=0

Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms folgt
Con—k = Ck, k‘ZO,...,2n

beziehungsweise
Cn+k = Cn—k, k:O7...,n.
Aus (3.26) erhdlt man
Ak = Cntk + Cnk = Cntk + Cngl = 2R(Cnti)

b = i(Cntk — k) = 1(Cntk — Cotr) = 23 (Cntk)

und es ist ag,by € R, k=0,...,n.

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Satz 3.12. Gegeben seien t; € [0,2m), g; € R, 7 =0,...,2n, mit t; # ¢; fir j # 1. Dann gibt es genau
).

ein trigonometrisches Polynom (3.22) mit (3.29

Im folgenden sei angenommen, dass die Knoten ¢; dquidistant sind, d.h.

o 21y
T om 417

j=0,...,2n.

O

(3.37)

Lemma 3.13. Im Spezialfall (3.37) sind die Koeffizienten von (3.22) gegeben durch

9 2n
ap = 1 gglcosltk,
D) 2n
b, = 2n+1§glsinltk, k=0,...,n.

Beweis. Setzt man mit (3.30)

1 2n 1 2n o
Ck 2n+1;fl€ 2n+1;fl€ ;

so gilt
2n 2n 2n 2n 2n
_ k 1 _gmikl 2mijk 1 2mi(j =Dk
Pa) =Y ek = g SO he EHEH _ 3 Y
k=0 k=0 1=0 1=0 k=0
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2n
] fi= Z(Sjlfl = fj-
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Damit ist (unter Verwendung von ¢+ = t,, £ t; und It,, = nt;)

2n 2n 2n
]' —ilt +k —alt k ]' 7‘ltk 'ltk 2
_ wUTy Uln —k — ? Uk = lt .
ar, 2n+12ﬁ[e +e ] 2n+1Zgl[e + "] 2n+1Zglcos k
1=0 1=0 1=0
Entsprechende Rechnung fiir b zeigt die Behauptung. O

Zur Berechnung der a; und by sowie zur Auswertung von ¢ miissen Summen der Form

2n 2n
A= Zgl coslt, B= Zgl sinlt (3.39)

berechnet werden. Dabei wiirde man gerne moglichst wenige Auswertungen von Standardfunktionen
verwenden.

Satz 3.14. Seit € R mit sint # 0 und

fsthglsm (l—741¢, j=0,...,2n

(3.40)
Uspt1 = Uzpya = 0.
Dann gilt
Uj=g; +2Ujp1cost —Ujro, j=2n,...,0 (341)
und
A= gg+ Uycost — U,, B =U;sint. (3.42)

Beweis. Die Darstellung von B folgt sofort aus der Definition von Uy, fiir die andere Darstellung gilt

cost
go—i—Ulcost—Ug—go—i-iZglsmlt——Zglsm [(I—1)t]

1 . .
=90t 5 ;gl [sinitcost — sin [(I — 1)t]]

1 2n
9o+ 53 Z gi cosltsin
Weiter folgt aus (3.40):
Usp = ——gansint = gop
sint

sowie

1 . .
U2n_1 = @ (QQn—l sint — gon SIN Qt) = gon—1 + gon * 2cost.

Fiir die Induktion fehlt noch

2n 2n
1
gj +2Ujq1cost —Ujyo = g; + ot EHQZ sin(l — j)tcost — St §}+:291 sin(l —j — 1)t
=j =j

=g;+— g1 [2sin(l — j)tcost —sin(l — j — 1)¢]
2n

Zglsml—j—l—l) Uj.
l=j+1

sm sint
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Algorithmus 3.15 (Algorithmus von Goertzel). Satz 3.14 liefert folgenden Algorithmus zur Berechnung
von A und B zu gegebenem t € R sowie gg,. .., gon € R.

Setze ¢ = cost, d = 2¢
Setze U2n+2 = U27L+1 =0
Schleife j =2n,...,1 (3.43)
‘ Setze Uj = 3j + de+1 — U]‘+2
Setze A = go + cUy — Uy, B=U;sint

Dieser Algorithmus ist aber fiir | sin¢ | hinreichend klein instabil. Gleich zu Beginn der Berechnung wird
die Information iiber ¢ durch c¢ ersetzt. Schreibt man A = f(t, go, - .., gon), so hat man als differentielle
Auswirkung eines Fehlers in ¢:

2n

of At
AA =t g0 )AL = — inlt - 1t20 3.44
at( » 40, » 92 ) ;gl sin P ( )

Wegen ¢ = cost wirkt sich ein Fehler in ¢ stattdessen entsprechend

of 2n A
AA = (gi) (t, 9051 92n)Ac = Zgl sinlt -1 - cot t7c (3.45)
at 1=0

aus. Die Instabilitit ergibt sich sofort aus |cott| — oo fiir t — 0 (|sint| — 0). Fiir cost > 0 kann man
Algorithmus 3.15 wie folgt stabilisieren: Mit

0U; =U; —Ujpa (3.46)
ergibt sich anstatt (3.41) die Rekursion
(SU]‘ =g;+ 2Uj+1 cost — Uj+2 — Uj+1 =g;+ )\Uj+1 + (5Uj+1 (347)
mit .
A =2(cost — 1) = —4sin? 7 (3.48)
Dafiir gilt
& on t A
AA = % (t, 905« gan) AN = — ;gl sinlt - [ tan 2 % (3.49)

mit |tan% | <1 fiir cost > 0. Entsprechend kann man auch fiir cost < 0 vorgehen. Insgesamt erhilt man
den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 3.16 (Algorithmus von Goertzel/Reinsch). Die stabilisierte Form von Algorithmus 3.15
lautet

[4
—4sin® - fiir cost >0
Setze A =
4 cos? 5 fiir cost < 0

Setze U2n+2 == 5U2n+1 =0
Schleife j =2n,...,0

" 0Ujt1 = Ujta  fir cost <0
Setze 5U. — 493 T AUss1 +0Us1 fiir cost >0
’ gj + AUjq1 — 6Uj11 fir cost <0

Setze A = 6Uy — %Ul, B =U;sint

Heutzutage benutzt man hauptséichlich FFT (Fast Fourier Transform), die beiden besprochenen Algo-
rithmen haben also eher historischen Wert.
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3.3 Spline-Interpolation

Um Effekte der Polynominterpolation bei groflerem Grad n wie in Bemerkung 3.11 beschrieben zu ver-
meiden, kann man versuchen, Polynome geringeren Grades stiickweise zu hinreichend glatten Funktionen
zusammenzusetzen. Man nennt solche Funktionen Splines nach biegsamen Schablonen, die im Schiffsbau
eingesetzt wurdenn, um die Kriimmung des Schiffsrumpfes abzunehmen.

Definition 3.17 (kubische Splines). Gegeben sei eine Unterteilung
a=to <ty <---<t,=0b (3.51)

des Intervalls [a,b]. Eine Funktion s : [a,b] — R heifit (zu (3.51) gehoriger) kubischer Spline, wenn
s € C*([a,b],R) und s | fiir jedes ¢ = 0,...,n — 1 mit einem kubischen Polynom auf [t;, ;]
iibereinstimmt.

[ti,titr

Satz 3.18. Sei f € C%([a,b],R). Dann gilt fiir jeden zu (3.51) gehorigen kubischen Spline s mit

s(ti) = f(t;), 1=0,...,n (3.52)
die Identitdt
I1f = sl® = ILFI1* = llsl® (3.53)
und damit die Minimaleigenschaft
sl < II£1l, (3.54)
wobei .
l|ul|? = / i(t)? dt (Halbnorm auf C*([a,b],R) bzw. Norm auf C3([a,b],R)), (3.55)
wenn s zusdatzlich eine der drei Bedingungen
§(a) =0 und 3(b) =0 (natiirlicher Spline)
5(a) = f(a) und 5(b) = f(b) (eingespannter Spline) (3.56)

5(a) = 5(b), §(a)

erfiillt. Dabei wird im letzten Fall zusdtzlich vorausgesetzt, dass f periodisch auf [a,b] ist.

5(b) (periodischer Spline)

Beweis. Die Identitéit (3.53) ergibt sich aus

b

b 2 b .
I7=slP= [ (Fo - sw) st =17+ lsP -2 [ Fosode=1512=IsiP-2 [ (Fo) - 50)) s ae

a

und
’ s tit1
[ (Fo—sw)swa=3 [ (F0 - s0) s0)a
a — i,
— 2 (f(t) — S(t)> 8 t:“ B /tll (f(t) — s(t)) i@ dt
=d;eR
= (f(t) - S(t)) 5(¢) I; — Ti di(f(t) — s( ?ﬂ _
1=0 i
in allen drei Féllen. Dabei wurde ausgenutzt, dass '§(t) = d; auf [t;,t;41). -

Korollar 3.19. In allen drei Féllen in (3.56) ist der Spline s durch (3.52) eindeutig festgelegt.
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Beweis. Seien s; und sp zwei solche Splines. Mit (3.53) gilt dann
Is2 = sall* = [ls2[* = [|s1]* = 0,
das heifit .
/ (5a(t) — 51(8))% dt = 0.
Wegen der Stetigkeit des Integranden folgt daraus
51(t) = 52(t), t€la,b],

also
sa(t) — s1(t) = ct + d.
Mit s1(a) = s2(a) und s1(b) = s2(b) nach (3.52) folgt ¢ =d = 0. O

Im folgenden betrachten wir nur natiirliche Splines, d.h. (3.52) zusammen mit der ersten Bedingung aus
(3.56). Zur Konstruktion von s setzen wir

hi:tprl—ti, iZO,...,n—l (357)
und machen auf [t;,t;11], i =0,...,n— 1, den Ansatz
1 2, 1 3
Sl(t) =a; + bz(t - ti) + §Ci(t — ti) + édl(t — ti) (358&)
1
Sl(t) =b; + Ci(t — ti) + Edi(t — ti)Q (358b)
Sl(t) =c; + di(t — ti). (358C)
Zu erfiillen sind die Bedingungen
Sl(tl) = fi7 Si(ti+1) = fi+1, 1= 0, ey, — 1 (359&)
Si(ti+1) = éi-i—l(ti-i-l)a 1= O, e, — 2 (359b)
§i(ti+1) = <§i+1 (tiJrl)a 1= 0, ey — 2 (3590)
S0(to) =0, 8,_1(tn) =0. (3.59d)
Aus (3.59a) ergibt sich sofort
und aus (3.59c¢)
Ci+1 = C; + dihz (361)
oder e
=" " i=0,...,n—1, (3.62)
hi
wobei ¢y = ¢, = 0 entsprechend (3.59d). Damit folgt aus (3.59a)
firr—fi 1 leiyr—c¢i,o  firn—fi 2ci+ci )
biiiffiiff hs = — hi, =U,..., -1 .
> 5¢ 6 n ; D 5 1=0 n (3.63)

und alle Groflen sind in den Unbekannten ¢; ausgedriickt. Aus (3.59b) ergibt sich nun

1
b =bi—1+ci—1hi—1+ idi—lh’?—lv i1=1,....,n—1 (364)
beziehungsweise
fixrr = fi 2¢i+cita fi—fic1 2cio1+c¢ lep—cim1 g
- h; = - hi_ i—1hic1 + =———h;_ 3.65
hi 6 hi—1 6 1+ i-1fi-1 4 g hi—1 ! (3.65)
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oder

hi—1 hi—1+h; h; Jivi—fi  fi— fiaa
Cie — i+ —Ciy1 = — , 3.66
6 i—1 3 ) 6 i+1 hz hifl ( )
jeweils fiir ¢ = 1,...,n — 1. Zusammen mit ¢y = ¢, = 0 erhélt man also fiir die Berechnung der ¢;,
i =1,...,n— 1 ein lineares Gleichungssystem mit tridiagonaler, streng diagonaldominanter, symmetri-

scher, positiv definiter und damit regulirer Koeflizientenmatrix.
Mit der zugehdrigen eindeutigen Losung und den Beziehungen (3.60), (3.62) und (3.63) ist dann s be-
stimmt.

Bemerkung 3.20. Im Gegensatz zu Bemerkung 3.11 kann man hier fiir geniigend glattes f zeigen, dass
bei immer feiner werdendem Gitter h = max;—o,.. n—1h; — 0 fiir die zugehorigen kubischen Splines s
tatséichlich s — f gilt (punktweise).

4 Differentiation

Seia < bund f € X =CY[a,b],R). Zu t € [a,b] ist der Wert f(f) zu bestimmen. Wir betrachten also
fiir festes ¢ die Abbildung .
D:X—R, fe f() (4.1)

4.1 Kondition des Problems

Durch die Wahl

170 = fllen + fles (ullen = ma u(t)) (42)

wird X zu einem Banachraum und es gilt
d

ID(f2) = D(f1)| = | fa(#) — fl(f)‘ ~ |t

(e - 10| < | = 1)

IR TP

In diesem Sinn wére die Differentiation ein gut konditioniertes Problem mit Kondition x = 1. Dies wiirde
aber voraussetzen, dass man als Daten auch f zur Verfiigung hétte. Will man allerdings nur Auswertungen
von f verwenden, so muss man

1l = [[flleo (4.4)

betrachten. In diesem Fall ist X kein Banachraum. Es stellt sich heraus, dass das entsprechende D jetzt
unbeschrinkt ist. Dies folgt etwa aus

f(t) = tanhc(t — ?)] (4.5a)
Jt) = cosh?[e(t — 1)] (4.5b)

da hier .
Il <1, [F@] = el (4.6)

ist und ¢ € R beliebig gewihlt werden kann. In diesem Sinne ist die Differentiation kein wohlgestelltes
Problem.

4.2 Differenzenverfahren

Der Raum X ist nicht endlichdimensional, das heifit er kann (bei Auszeichnung einer Basis) nicht durch
endlich viele reelle Zahlen beschrieben werden. Fiir eine numerische Behandlung muss X also durch
einen endlichdimensionalen Raum V C X ersetzt werden. Man spricht von Diskretisierung. Die damit
verbundenen Fehler in der Losung heiflen Diskretisierungsfehler.
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Im folgenden wihlen wir V = II,, und ersetzen f durch das an gegebenen, paarweise verschiedenen Stellen

t;, 1 =0,...,n, interpolierende Polynom p. Ausgehend von
n n t - tm
pt) =>_ £, L=1]] T fi= () (4.7)
§=0 m=0 7 "
m#j
erhélt man

PE =D fili®) = bif;
=0 =0

. "1 t—tm
bj:lj(ﬂ:;tj*tl H

= m=0 tj o tm .

l#7 m#y,l
Bemerkung 4.1. Per Konstruktion sind die so festgelegten Differenzenverfahren exakt fiir alle Polynome
p €11, d.h.

(4.8)

p(E) =D bip(ty). (4.9)
=0

Wiéhlt man als Basis in 1I,, die Monombeasis, so erfiillen die b; die Beziehung

- i d
ijtj = &(t)
7=0

Die b; gentigen also einem linearen Gleichungssystem mit einer reguléren Vandermonde-Matrix.

=it"!
t=t

. i=0,...,n. (4.10)

Wahlt man das Gitter dquidistant, d.h. ; = tg+ih,i =0,...,n, h > 0, derart, dass t = t;, ein Gitterpunkt
ist, so ist das Verfahren festgelegt durch die Angabe von n € N und k € {0,...,n}. Insbesondere gilt:

=",
77 ” (4.11)
T (- s Gm)
1Z] Mgl
mit o, 7 =0,...,n, unabhéingig von tg und h.
Beispiel 4.2. Im Falln =1 und k = 0, d.h. tg = ¢, t; =t + h erhilt man aus
; 1 1 J1—Jo
ty) = =
f(to) foto—t1+flt1—t0 N
die Approximation (mit ¢ statt t)
. t+h)— f(t
f(t) ~ w’ (4.12)

d.h. man hat gerade die Grenzwertbildung bei der Definition der Ableitung riickgéingig gemacht.
ImFalln=2,k=1,dh. tg =t —h, t; =t, to =t + h, erhilt man aus

. 1 t1 — 1o 1 t1 — 11
p(t1) = fo +
to—ti1tog—ta tog—tatyg—t1
A 1ty —ts 1t —t
t1 —tot1 — 1o t1 —tat1 — 1o
1 t1 —t1 1 t1 —to
+ f2
ty —tots —t1  ta—t1ta —to

1 1 1 1
W) w8 Gimw) o ()
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die Approximation

fiy = L0 h);hf(t —h), (4.13)

Der Diskretisierungsfehler kann mit Hilfe des Interpolationsfehlers (3.18) abgeschétzt werden.

Korollar 4.3. Bei dquidistantem Gitter gilt fiir f € C""*([a,b],R):

£ - 5| < on” (4.14)
mit C' > 0 unabhéngig von h.
Beweis. Die Funktion f — p besitzt die n + 1 paarweise verschiedenen Nullstellen to,...,t, € [to, tn)-
Damit besitzt g = f — p in [to, t,,] mindestens n paarweise verschiedene Nullstellen 71, ..., .

Interpolation von ¢ in diesen Nullstellen liefert das Nullpolynom in II,, 1 mit der Fehlerdarstellung

nach Satz 3.9 fiir £ € [to, t,]. Wegen g™ = f(*+1 gilt

o "0 i
@) -p0)| = | -t
i=1
Die Aquidistanz des Gitters liefert
[[E—t)| <Cn

O

Fiir h — 0 gilt also fiir den Diskretisierungsfehler f(f) — p(f) — 0. Andererseits hat man fiir b — 0
starke Ausloschungseffekte bei der Berechnung von p(t), da dann alle f; ungefihr gleich sind. Fiir h — 0
nehmen also die Rundungsfehler zu. Es gibt damit irgendwo ein optimales h > 0, fiir das der Gesamtfehler
minimal wird. Dieses h ist jedoch schwierig zu bestimmen. Ublicherweise setzt man fiir (4.12)

= Ve | (7). (4.15)

Ist |f(Z)| ~ 1, so unterscheiden sich f(£) und f(f 4+ h) in etwa auf der zweiten Hiilfte der Mantisse. Die
erste Hilfte wird dann durch Ausloschung zugunsten des Diskretisierungsfehlers geopfert.

4.3 Extrapolationsverfahren

Ist f € C?*N*3([a,b],R), N € N, so besitzt f die Taylorentwicklung

2N+2
f IO ones
flt+h) = Z N T3 h mit r € [, ¢+ h] (4.16)

fiir h > 0, analog fiir h < 0. Fiir (4.13) ergibt sich damit

flt+h)— flt—h) = fEHD(@) B2k o FENE (py) 4 fENT3)(1y) B2N+2
2h = (2k+ 1) 2(2N + 3)!

mit vy € [t,t+ h], ro € [t — h,t], bezichungsweise

ft+h) = f(t=h)
2h

= p(h®) + Ronyo - B?NF2, (4.17)

30



wobei p € I1,,. .
Man beachte, dass p(0) = f(t) ist. Die Idee der Extrapolation ist nun, den Rest Rgpn 42 zu vernachlissigen,
fiir Schrittweiten

ho>h1>--+>hny>0 (4.18)

die Werte
pi:f<t+h”)2;if(t_hi)7 i=0,...,N (4.19)
zu berechnen und den Wert des Interpolationspolynoms zu den Daten (x;,p;), i = 0,..., N mit x; = h?

fiir z = 0 zu bestimmen. Da 0 & [zy, z¢], spricht man von Extrapolation nach h = 0. Benutzt man fiir
die Auswertung das Verfahren von Aitken-Neville, so erhélt (3.7) die Form

T
Poi=Pei1+ Tk (Prji—1 — Pry11-1)
Th4l — Tk
hi,
=P, _ - (Pyy-1 — P, _
k-1t hZH — h% (P11 et1,0—1) (4.20)
1
=Pei1— ———5 (Pri-1— Pry11-1)-
()
h
Definiert man g : [0,20] — R durch
l _ _ f..
Jay {3 = fe=1) giwh £ 0 o)
f@) fiir h =0,
so gilt entsprechend (3.18)
(N+1) N
g ) N+1 2
0)— Py =" (—1 hi. 4.22
900) = Pooy = gy (DY T (4.2
Wird die Schrittweise sukzessive halbiert, d.h. ist
h
hi=gi i=0,.. N, (4.23)
so wird (4.20) zu
4l
Poi=PFii1— -1 (Pejy—1 — Pry1,-1) (4.24)
und (4.22) impliziert (fiir ¢ = ¢)
’ £(6) — PO,N’ < CR2N+2, (4.25)

4.4 Symbolisches/automatisches Differenzieren

Jede auf einem Rechner implementierte Funktion f besteht aus einer endlichen Komposition von Elemen-
taroperationen. Die Ableitung einer Elementaroperation setzt sich aber wieder aus einer endlichen Zahl
von Elementaroperationen zusammen. Man kann also in einem Programm zur Berechnung von f(z) jede
auftretende Variable als eine Funktion von z auffassen. Fiihrt man fiir jede Variable eine neue Variable
fiir den Ableitungswert ein, so erhiilt man ein Programm zur Berechnung von f’(x), indem man vor
jede Zuweisung eine entsprechende abgeleitete Zuweisung setzt, sogenanntes symbolisches Differenzieren,
vergleiche das Arbeitsblatt.

In einer Programmiersprache, in der man wie in C++ Operatoren iiberladen kann, kann man auch
einen Variablentyp definieren, der aus dem urspriinglichen Wert und dem Ableitungswert besteht, und
dazu alle Elementaroperationen derart iiberladen, dass neben den iiblichen Berechnungen mit Hilfe der
Ableitungsregeln der Wert der Ableitung berechnet wird, sogenanntes automatisches Differenzieren.
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5 Integration

5.1 Newton-Cotes-Formeln
Seia <bund f € X =C([a,b],R). Zu bestimmen ist

I f):/ F(8)dt, (5.1)

b
d.h. wir betrachten die Abbildung I : X — R, f — [ f(t)dt. Fiir diese gilt

I(fa) — I(f1)] < / alt) — u(8)] dt < (b— a)|lfo — fullx. (5.2)

d.h. die Kondition des absoluten Fehlers wird durch k = b — a beschrieben. Ausgehend von
a<ty<ti <---<t,<b und(ti,fi)7 fz:f(tz)7 1=0,...,n (53)

erhélt man ein Interpolationspolynom p € II,,. Integration liefert

/p(t)dt:/ ijlj(t)dt:Zfi/ LOd =Y b, (5.4)

mit sogenannten Gewichten

b
b — / (#) dt (5.5)
Damit hat man eine Ndherungsformel der Form
n
I(f) =D bif(t)) (5.6)
j=0

fiir (5.1) erhalten. Man nennt Niherungsformeln zur Integration auch Quadraturformeln.

Bemerkung 5.1. Nach Konstruktion sind die Quadraturformeln (5.6) mit (5.5) exakt fiir alle p € IT,,,
d.h.

Wahlt man die Monom-Basis, so gilt

Zb _sz”l att), i=0,...,n, (5.8)

das heifit die b; geniigen einem linearen Gleichungssystem mit reguldrer Vandermonde-Matrix.

Definition 5.2. Ist eine Quadraturformel exakt fiir alle p € II,,, aber nicht exakt fiir ein p € 1,11, so
heifit n + 1 die Ordnung der Quadraturformel.

Nach Bemerkung 5.1 haben die Quadraturformeln (5.6) mit (5.5) die Ordnung n + 1.
Lemma 5.3. Sei f € C""!([a,b],R). Dann gilt fiir (5.6) mit (5.5)

[I(f) —I(p)| < CH"*?, (5.9)

wobei H = b — a und C > 0 unabhéngig von H ist.
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Beweis. Mit (3.18) erhélt man

b b p(n+1)
FED (r(t
1) =11 = | [ 0 = penae| = | [ L= E ey a
(n+1)
< (b _ a) maXtea,b] |f (t)| (b _ )nJrl CH"™ 2.
(n+1)!
O
Sei das Gitter im folgenden dquidistant gemifl
b—atih, i=0,....n he>"0% (5.10)
n
Dann gilt mit ¢t = a + sh
b; = / Mot = h/ ds = ho;. (5.11)
a jooti T tk 0 ot
k#j7 k#j

Die so erhaltenen Quadraturformeln heiflen Newton/Cotes-Formeln. Diese sind symmetrisch im folgenden
Sinn, siehe Ubung.

Definition 5.4. Eine Quadraturformel (5.6) heifit symmetrisch, wenn gilt
th—j = (G,+b)—tj, bp—j=0b;, j=0,...,n (5.12)

Lemma 5.5. Gegeben sei eine symmetrische Quadraturformel (5.6) mit mindestens ungerader Ordnung
m + 1. Dann hat sie mindestens die Ordnung m + 2.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Quadraturformel exakt fiir alle p € II,,,. Setzt man speziell

plo) = (i “;b)mﬂ,

b
/ p(t)dt =0,
a
a+b

da p beziiglich der Intervallmitte 2X2 punktsymmetrisch ist. Auf der anderen Seite gilt

a+b mtl 1 — a+b mtt a+b ml

da m + 1 ungerade ist. O

so gilt

Damit ist gezeigt, dass symmetrische Quadraturformen immer eine gerade Ordnung besitzen.

Beispiel 5.6 (Newton/Cotes-Formeln). Fiir n =1 gilt
1
s—1 1
= d = —
70 /0 0—177 2
1
2

1
s—0
01:/ ds =
o 1—0

und man erhélt die sogenannte Trapezregel

I(f) = ——(f(a) + £(b)) (5.13)



mit der Ordnung 2. Fiir n = 2 gilt

/25152 1
og = ds:—
, 0—10-2 3
_/25—03—2d 4
= 1-01-2""3
2 — J—
02:/ s—0s 1ds:1,
b 2-02—1 3
und man erhilt die sogenannte Simpson-Regel
b—a a+b
1)~ 52 (st v (S50) + 50) (5.14)

mit der Ordnung 4, vergleiche Lemma 5.5.

Leider treten ab n = 7 negative Gewichte b; auf, was zu Ausloschungseffekten bei der Berechnung von
I(f) fiihrt.

Bemerkung 5.7. Sei f € C?([a,b],R). Die Trapezregel

b—a

T(f) = —5—(f(a) + (b)) (5.15)

besitzt dann einen Diskretisierungsfehler der Form

H3 .
I(f)—T(f):—ﬁf(T), H=b—-a, 7€]lab] (5.16)

Beweis. Sei p die zugehorige lineare Interpolierende. Nach Satz 3.9 zusammen mit (3.21) gilt fiir jedes
tela,b]
f(t) = p(t) = fla, b, t](t — a)(t — b)

und damit .
1(f) - 1(p) = / flas b, 1)t — a)(t — b) dt.

Da (t —a)(t — b) < 0 auf [a, b] ist, folgt (Mittelwertsatz Integralrechnung)

b 7) (@ — b)3 F(r
1) = 10) = flab ) [ = a)e-par = LS - T8y

mit 7,7 € [a,b]. O

Zur Verkleinerung des Diskretisierungsfehlers kann man vorab das Intervall [a, b] unterteilen und die Qua-
draturformel auf die Teilintervalle anwenden. Man spricht von summierten Quadraturformeln. Unterteilt
man [a,b] dquidistant entsprechend

b—a

tr=a+kH, k=0,....,m, H= p— (5.17)

so erhilt man die zugehorigen summierten Newton/Cotes-Formeln, indem man auf jedem Teilintervall
[tk,tr+1] den Integranden f durch py € II,, an den Stellen
H b-a

tiw =ty +ih, i=0,....n, h=—= (5.18)
n m-n

interpoliert. Bezeichnet I}, die Integration iiber [t, tx+1], so haben die summierten Newton/Cotes-Formeln

die Form
m—1

I(f) = Z I (pr)- (5.19)

k=0
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Satz 5.8. Sei f € C""Y([a,b],R). Dann gilt fiir die summierten Newton/Cotes-Formeln:

m—1
=Y L(py)| < Ch™H (5.20)
k=0
mit C > 0 unabhdngig von h.
Beweis. Nach Satz 3.9 gilt
m—1 m=1l rtiiy e f(nJrl)(T(t))
- neo=3 [ u0-nea=Y [T g
k=0 k=0 “tr k=0 7tk ’
mit 7(t) € [tg, tpt1] fir t € [tg, tet1] und wi(t) = (& —tok) -+ - (t — tnk). Damit folgt
m—1 - (n+1)
Z Ik pk: < Z bl — tk: ||.f ||C ( + 1)|hn+1 — Chn+1.
P P n+1)!

5.2 Extrapolation

Im folgenden bezeichne T'(h) das Ergebnis der summierten Trapezregel, angewendet auf eine vorgegebene
Funktion f. Man beachte, dass hier h = H wegen n = 1 gilt.

Satz 5.9 (Euler/Maclaurinsche Summenformel). Sei f € C*N*1([a,b],R) und h = =% mit m € N. Dann
gilt fiir die summierte Trapezregel

T(h) = p(h*) + Ran 4 - B*NT? (5.21)
mitp € II — N, p(0) = I(f) und Rant2 unabhdngig von h.
Beweis. Siehe Literatur. O

Wir haben also dieselbe Situation wie in (4.17) bei der Differentiation. Um wie dort ein Extrapolations-
verfahren zu konstruieren, wihlen wir

np<n <---<nny, meN i=0,....N (5.22)

und setzen entsprechend der Notation in Abschnitt 4.3

b_
hi=-—% i=o0,...,N (5.23)

Uz

sowie z; = h? und
pi = T(hi). (5.24)

Die fiir (5.22) klassisch verwendete Folge ist gegeben durch
n; = 2°. (5.25)

Man nennt das Extrapolationsverfahren in diesem Fall Romberg-Quadratur. Wegen

2m—1

(%)= h( RED IR f())
m—1 m
:h< +2;fa+kh )+ f(b ) kz ( 2k—1)’2‘) (5.26)

$ 1 (o - 02)

k=1

+

| >
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kann man die p; hier rekursiv berechnen. Fiir f € Ilon gilt Roni2 = 0 und damit T(h) = p(h?)
beziehungsweise I(f) = p(0) = Py n, das heiit die Ordnung ist mindestens 2N + 2 (Symmetrie). Man
beachte, dass man wiederum [a, b] in kleinere (nicht unbedingt gleich groie) Intervalle unterteilen kann
und jedes Teilintervall mit Extrapolation (bei nicht unbedingt gleichem N) behandeln kann.

5.3 GauB3-Quadratur

Zu berechnen sei etwas allgemeiner
b
1) = [ wis (5.27)
mit fester Gewichtsfunktion w € C([a,b],Ry), wobei
b
/ w(t)dt >0 (5.28)

mit w(t) = 0 nur fir abzéhlbar viele ¢ € [a,b). Entsprechend (5.6) approximieren wir I(f) durch

I(f) =) bif(t;) (5.29)
§=0

mit paarweise verschiedenen ¢; € [a,b]. Bei fest vorgegebenen t;, j = 0,...,n gibt es nach Bemerkung 5.1
eindeutig bestimmte b;, j =0,...,n, so dass
I(p) = I(p) Vpell,. (5.30)

Es dndert sich nur die rechte Seite. Die Frage ist nun, ob man nicht die Ordnung in (5.29) durch geschickte
Wahl von ¢; erhéhen kann.

Lemma 5.10. Die Ordnung einer Quadraturformel (5.29) ist hochstens 2n + 2.
Beweis. Sei p € Ig,40 mit
p(t) =TTt ;)"
§=0

Dann gilt I(p) = 0, aber I(p) > 0. O

Im folgenden soll eine Quadraturformel hergeleitet werden, deren Ordnung gerade die eben bewiesene
obere Schranke ist. Dazu definiert man

b
(f.9) = [ w®ftg(0) . (531)
Weiter sei R
I, = {p € I, |p(t) = t" + an_1t" " +--- +ao} (5.32)
die Menge der normierten Polynome vom Grad n.

Satz 5.11 (Orthogonalpolynome). Es gibt eindeutig bestimmte Polynome p; € II;, i € Ng mit

(pj.pk) =0 fir j # k. (5.33)
Diese gentigen der Rekursionsformel
Pit1(t) = (t = dip)pi(t) — ¢Fypia(t), i€ NF (5.34a)
po(t) =1, pi(t)=t—di (5.34Db)
mit
div1 = (tpi, pi)/(pispi) (5.35a)
1 = (i i)/ (Pi-1,pi-1)- (5.35b)
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Beweis. Offensichtlich ist po(t) = 1. Fiir py € II; muss gelten

(p1,p0) =0, pi(t) =t —d;.
Einsetzen ergibt
0 = (tpo — d1po; po) = (tpo,po) — d1(po, po)
und damit
d1 = (tpo,po)/(Po,Po)-

Sei nun i € N*. Wir nehmen an, dass die p; € ij, j=0,...,4, die obigen Bedingungen erfiillen. Jedes
Pi+1 € Il;41 kann in der Form

Pit1(t) = (t — dig1)pi(t) — Gi—1pi—1(t) — -~ — Copo(t)

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten d;;1,¢—1,...,¢ geschrieben werden. Wegen (5.33) fiir j, k < i
ist
0 = (pit1,0i) = (tpi — diy1pi, pi) = (tpis pi) — div1(pis i)
und fiir j <i—1
0 = (piv1,p5) = (tpi — &0, 05) = (Pi> tp5) — €5(p5,15)
zu erfiillen. Die erste Bedingung liefert die Festlegung von d;+1 nach (5.35a). In die zweite Bedingung
setzen wir die Rekursion (5.34a) in der Form

tp;(t) = pjs1(t) + djrap;(t) + ¢ 1pj—1(t)
ein. Es ergibt sich
0 = (pi» pj+1) — ¢(psps)
beziehungsweise

¢ =
J (pj7pj) 0 sonst
und es gilt (5.34a). 0

- WM{C?H fiir j = i— 1

Die p;, i = 0,...,n bilden eine Orthogonalbasis von II,,. Insbesondere gilt wegen (5.33)
(pypn+1) =0 fiir alle p € I1,,. (5.36)
Satz 5.12. Die Nullstellen tj, j =0,...,n von pnp41 sind reell und einfach und liegen in (a,b).

Beweis. Seien g, ...,t; die Nullstellen von p,41 in (a,b), an denen p,,+1 das Vorzeichen wechselt und sei
I < n angenommen, das heifit es gebe nicht in (a, b) liegende oder mehrfache Nullstellen. Setzt man

l
q(t) =[]t -1,
j=0

so gilt ¢ € I;41, so dass (¢, pns1) = 0. Da aber gp,+1 # 0 stetig ist und in (a,b) keinen Vorzeichenwechsel
hat, ist per Konstruktion

b
/ W(t)pns1 (Dq(t) dt # 0.

O
Satz 5.13. Fiir beliebige, paarweise verschiedene t;, j =0,...,n ist die Matric
po(to) ... po(tn)
A= : : (5.37)
pn(to) .. paltn)
reguldr.
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Beweis. Wire A singuliir, so giibe es ein v = (vp,...,v,)T € R*" mit v # 0 und vTA = 0. Definiert

man ¢ € II,, durch
()= vkpe(t)
k=0

so besagt vT A = 0, dass ¢(t;) = 0 ist fiir j = 0,...,n, das heifit dass ¢ = 0 ist. Da aber py, k =0,...,n
eine Basis von II,, bilden, folgt v=0, Wlderbpruch. O

Satz 5.14. Seien die t;, j = 0,...,n, die Nullstellen von p,4+1 und b;, j = 0,...,n die Lisung des
linearen Gleichungssystems

0 sonst

Zpk { (po.po) fiir k=0 ’ (5.38)

so gilt )
I(p) =1(p) fir alle p € lany1. (5.39)

Beweis. Nach Satz 5.13 sind die b; durch (5.38) eindeutig bestimmt. Sei p € IIg,41. Dann lidsst sich p
schreiben als

D= qPny1+ T
mit g, r € Il,,. Mit r = app, + - - - + appo gilt dann

b b b
I(p) = / w(t)p(t) dt = / () ()pnsa (£) dt + / w(t)r(t) dt = (. pus1) + (r, o) = ao(po, po)

Zb]p :Z Zb Zakpk ZakZpk )bj = ao(po,po)-

7=0 k=0 k=0 7=0

Satz 5.15. Gegeben seien bj,t;, j =0,...,n, derart, dass (5.38) und (5.39) gilt. Auferdem seien alle t;
paarweise verschieden. Dann ist
b >0, j=0,...,n (5.40)

Beweis. Definiert man p; € Ils,, i =0, ...,n, durch

pi(t) = [t - ta)?,
=

so folgt aus I(p;) = I(p;) sofort

b n
0< / w(t)p;(t) dt = Z bipi(t;) = bipi(ti).
a =0

O

Satz 5.16. Gegeben seien b;,t;, j = 0,...,n, derart, dass (5.39) gilt. Dann sind die t; die Nullstellen
von pny1 und die b; erfillen (5.38).

Beweis. Sind die t; nicht alle paarweise verschieden, so kann man auf eine maximale Zahl von paarweise
verschiedenen Knoten reduzieren. Seien dies 0.E. ¢g,...,t; mit I < n. Dann wird aber p € Ilg;4o C g4

mit l
=[I¢-1)?
=0
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nicht exakt integriert. Also sind alle t;, j = 0,...,n paarweise verschieden. Wegen I(py,) = I(pg), k =
0,...,n, gilt

0 sonst

= b .. _
ijpk(tj) = / pe(t)w(t) dt = (pr,po) = {(po,po) fir k=0 7
=0 a

das heifit die b; erfiillen (5.38). Nach Satz 5.15 gilt b; > 0. wihlt man p =5 pp41, k € {0,...,n}, so gilt
p € Ilgp41 und damit

0= (P> Put1) = I(p) = Y bipr(ty)pnsa(ty),
=0

das heifit der Vektor u = (bjpn41(t;)) erfiillt Au = 0 mit A nach (5.37). Da aber die t; paarweise
verschieden sind, ist A reguldr und damit u = 0. O

Die auf den so hergeleiteten Verfahren beruhende numerische Integration heifit GauB-Quadratur. Im Fall
w(t) = 1 hat man im Vergleich zu den Newton/Cotes-Formeln eine wesentlich hshere Ordnung bei gleicher
Anzahl von Funktionsauswertungen. Auferdem sind die Gewichte b; immer positiv. Die zu w(¢) = 1 und
a = —1,b = 1 gehorenden Orthogonalpolynome heiflen Legendre-Polynome. Schliefllich kann man auch
Quadraturformeln fiir Integranden mit sogenannten schwachen Singularititen herleiten, z.B. fiir die Wahl

wt)=vI—1, a=-1b=1

w(t) =(1- t2)’%, a=-1,b=1 (Tschebyscheff-Polynome) (5.41)
w(t) =e a=0,b=00 (Laguerre-Polynome) '
w(t) = e_tz, a=—00,b=00 (Hermite-Polynome)

5.4 Gitteranpassung

Um die Genauigkeit einer Quadraturformel zu erhohen, kann man die Intervalle verkleinern, auf die
man sie anwendet. Fiir die Effizienz (Anzahl der Funktionsauswertungen) sollte die Linge der Intervalle
auf dem jeweiligen Funktionsverlauf angepasst werden. Man spricht von Gitteranpassung oder auch von
Schrittweitensteuerung. Zwei Methoden sollen hier vorgestellt werden.

Die erste Methode geht davon aus, dass man die Integration von a bis zu einem Punkt t; € (a,b]
bereits durchgefiihrt hat. Man mdochte jetzt txy1 in irgendeiner Weise passend wihlen. Ausgehend von

a=ty <ty < - <tp<tpp1 <b (5.42)
erhélt man
tir1 =tk + hy (5.43)

mit einem Schrittweitenvorschlag, der aus dem letzten Schritt stammt oder fiir £ = 0 vorgegeben ist. Zu
berechnen ist

I(f) = / . (5.44)

ty

Es muss dabei geklért werden, ob hy eine sinnvolle Schrittweite ist. Dazu bezeichne I, das Ergebnis einer
Quadraturformel der Ordnung ¢ und I, das Ergebnis einer Quadraturformel mit einer Ordnung, die hoher
als ¢ ist, jeweils angewendet auf das Intervall [tg,tx+1]. In Anlehnung an (5.9) macht man die Annahme

() = Tu()| ~ ony (5.45)

mit einer Konstanten C. Auerdem sei I r wesentlich genauer als I &, so dass die Annahme

Ie(f) = In(f) (5.46)

gerechtfertigt ist. Wegen
ERR — fk(f)ffk(f)’ ~ ’Ik(f)—fk(f) (5.47)
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macht man dann die Modellannahme
ERR = Ch{™. (5.48)

Fiir eine vorgegebene Toleranz TOL > 0 soll die Bedingung
ERR < TOL (5.49)

fiir die Genauigkeit der Integration eingehalten werden. Zu TOL gehort eine optimale Schrittweite h geméi8

TOL = Ch?H, (5.50)
Elimination von C liefert o
ERR hi \
sl Y 12 .51
TOL ( h > (5:51)
beziehungsweise
- TOL
h = hy "] —. 5.52
"\ R (5.52)
Dabei ist (5.49) dquivalent zu -
h > hy. (5.53)

Diese Uberlegungen fiihren zu folgender Strategie:
Ist ERR > TOL, so wird der Integrationsschritt fiir [¢x, tx+1] verworfen und mit hy = h wiederholt.

Ist ERR < TOL, so wird der Schritt akzeptiert, I oder I wird zum aktuellen Wert des Integrals addiert und
der néchste Schritt wird mit hx41 = h durchgefiihrt.

Um zu viele Ablehnungen von Schritten zu vermeiden, wird (5.52) typischerweise in etwas konservativerer

Form
- TOL
h =RED- hy | ——— (5.54)
ERR + SAV

verwendet. AuBerdem wird die Anderung der Schrittweite eingeschriinkt durch die Forderung

h
RMIN < — < RMAX. (5.55)
hi;
Die Wahl der Konstanten RED, SAV, sowie RMIN, RMAX ist von philosophischer Natur. Eine mogliche Wahl
ware

RED = 0.9, SAV =-eps, RMIN=0.2, RMAX =2.0.

Strittig ist auch die Frage, ob man I.(f) oder fk( f) zur gewiinschten Approximation von I(f) addieren
sollte (fiir Ix(f) hat man eine Fehlerabschétzung, wobei allerdings angenommen wurde, dass I (f) der
genauere Wert ist).

Algorithmus 5.17. Gegeben sei hg < b — a, tg = a sowie TOL > 0.

Setze k=0,1=0

Schleife tiber erlaubte Anzahl von Versuchen

Setze tp41 = ti + hy

Bestimme h entsprechend (5.54) und (5.55)

Ist ERR > TOL, so setze hy = h und beginne Schleife

Setze hyy1 = min{h,b—tp1}, I =1+ I1(f)

Ist tr11 = b, so akzeptiere I als Approxzimation an I(f) = Stop
k=k+1

(5.56)

Man beachte, dass dieser Algorithmus eine Richtung (die von a nach b) auszeichnet.
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Die zweite Methode geht davon aus, dass man eine Unterteilung des gesamten Intervalls [a, b] etwa gemifl
a:t0<t1<~~~<tN:b (557)

vorliegen hat. Bezeichnen T (f) und Si(f) die zu [tg,trs1] gehdrigen mit Trapezregel beziehungsweise
Simpson-Regel erzielten Approximationen an I (f), sowie

N-1 N-1
TN =Y Tulf), S = Sulf), (5.58)
k=0 k=0
so trifft man hier die Annahme
Sk(f) = e (f) (5.59)
und
ex(f) = [Sk(f) = Te(S)| = [Lu(f) — Ti(f)] - (5.60)
Wegen (5.16) macht man dann die Modellannahme
Ek(f) = Chi, hk = tk+1 - tk. (561)

Ziel ist, durch Verfeinerung von (5.57) zu ereichen, dass im neuen Gitter e (f) weitgehend unabhiingig
von k ist. Als Mafinahme zur Verfeinerung verwenden wir Halbierung von Teilintervallen.

Durch Halbieren von [tg, tr+1] hat man statt ex(f) fiir die Teilintervalle [, ¢ + %hk] bzw. [ty + %hk, trt1)
Fehlerabschitzungen €5 1 und ey 2 entsprechend (5.60). Fiir diese gilt

1

Ek,i N gsk(f), i=1,2. (5.62)
Man unterteilt jetzt alle Intervalle, fur die
1
> - .
erlf) 2 g _max_ af) (5.63)
gilt, und verfahrt so weiter, bis der geschétzte Gesamtfehler
N-1
(f) = elf) (5-64)
k=0

eine vorgegebene Toleranz unterschreitet.

Algorithmus 5.18. Gegeben sei eine Unterteilung (5.57), etwa N = 2 und t; = %“b, sowie eine Toleranz
TOL > 0.

Schleife iiber erlaubte Anzahl von Versuchen

Berechne Ty (f), Sp(f) und ex(f), k=0,...,N —1
Berechne S(f) und (f) (5.65)
Ist e(f) < TOL, so akzeptiere S(f) als Approximation an I(f) = Stop '
Verfeinere Unterteilung durch Halbieren aller Intervalle, fiir die (5.63) gilt und
berechne neues Gitter wieder mit (5.57)
6 Nichtlineare Gleichungssysteme
Gesucht ist eine Losung x* der Gleichung
f(xz) =0, (6.1)

wobei f: D — R™ D C R” offen, stetig sei. Ist f stetig differenzierbar und f’(z*) regulire Matrix, so
besagt der Satz iiber die Umkehrfunktion, dass f in einer Umgebung V von y* = 0 die Umkehrfunktion
7! besitzt. Inbesondere ist z* = f~1(y*) in U = f~1(V) die einzige Nullstelle von f (Wohlgestelltheit
des Problems) und es gilt nach Abschnitt 1.3 fiir die differentielle Kondition:

r= G =17 (6.2)

41



6.1 Iterationsverfahren

Zur Losung von (6.1) gibt es im allgemeinen keine Losungsformel, d.h. keine geschlossene Darstellung der
Umkehrfunktion. Stattdessen iiberfiihrt man (6.1) in eine sogenannte Fixpunktform

x = p(x), (6.3)

die zu (6.1) dquivalent ist, d.h.
f@*) =0 z* = p(z”). (6.4)

Man nennt «* mit z* = ¢(2*) auch einen Fixpunkt von ¢. Die Fixpunktform (6.3) legt dann ein iteratives
Vorgehen gemifl
Ty+1 = ¢(z,), veNy, zogegeben (6.5)

nahe, in der Hoffnung, dass dadurch eine Folge (x,),en, definiert wird mit z, — 2*. Ein Problem (6.1)
kann auf vielfiiltige Weise in eine Fixpunktform (6.3) gebracht werden, von denen nicht jede zum Ziel
fiihrt.

Beispiel 6.1. Die Gleichung
e*+x=0

besitzt eine eindeutige Losung x*, die bei zehnstelliger Rechnung gegeben ist durch
x* = —0.56714 32904.
Ausgehend von g = —0.5 erhélt man fiir
Tyt1 = —€
z.B. x9g = —0.56755 96343, wihrend fiir
ZTyy1 = log(—x,)
die Iterierte x5 schon nicht mehr definiert ist.

Man beachte, dass selbst im Fall 2, — * auf dem Rechner die Iteration irgendwann abgebrochen werden
muss und das letzte berechnete z,, als Ersatz fiir £* akzeptiert werden muss. Der zugehorige Fehler z* —z,,
heit Abbrechfehler.

Satz 6.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Gegeben sei ¢ : D — D mit D C R™ abgeschlossen. Ist ¢ kontrak-
tiv, d.h. gilt
le(@2) = p(z1)]| < Lilze — 24| (6.6)

fir alle x1,20 € D mit L < 1, so ist durch (6.5) fir jedes xy € D eine Folge (x,),en, definiert, die gegen
den einzigen Fizpunkt x* von ¢ konvergiert. Insbesondere gilt

lo* — 2yal] < Lll2* — 2| (6.7a)

o — ) < 2 s — ol (6.7b)

le* = 2yn]] < || gs — (6.7¢)
—1-L

und man spricht von linearer Konvergenz.
Beweis. Siehe giingige Lehrbiicher zur Analysis. O

Die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind oft schwierig nachzuweisen. Der folgende
Satz gibt hinreichende Bedingungen dafiir an, dass der Banachsche Fixpunktsatz zumindest in einer
hinreichend kleinen Umgebung eines gegebenen Fixpunktes gilt.
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Satz 6.3. Sei x* € D ein Fizpunkt von ¢ € C*(D,R"?) mit D C R™ offen. Auflerdem sei
le" (@)l < 1 (6.8)

in einer Operatornorm. Dann existiert eine Umgebung U C D von z*, so dass |y die Voraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes erfillt.

Beweis. Sei § :=1—||¢'(2*)||. Wegen ¢ € C1(D,R") und |¢’(z*)|| = 1 —§ < 1 existiert ein & > 0, so dass

lo' ()] <1 - g fir alle x € U = K. (z*).

Damit folgt fiir 21, z2 € U in der zugehdrigen Vektornorm

1
4]
< [ 16+ st = olllez —aal ds < (1= 5 ) o2 =l
0

lote) el = oo + ez =z} = | [ /e + st = e — w0y s

das heifit |y ist kontraktiv mit L = 1 — % Wahlt man speziell z;1 = 2* und zo = x € U, so liefert die
obige Ungleichung

(o) = o1l = lloe) — e < (1= 3 ) o~ 2"l < o — ") <=

d.h. p(z) € UVz € U bzw. <p|[U :U—-U. O

Ist also ¢ stetig differenzierbar und gilt (6.8), so muss man xo nur hinreichend nahe bei z* wihlen,
um Konvergenz zu erzielen. Man spricht von lokaler Konvergenz. Dabei kann die Bestimmung eines
hinreichend guten Startwertes xg selbst ein schwieriges Problem sein.

6.2 Intervallmethoden

Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann ein z* € [a,b]
mit f(z*) = 0. W&hlt man ein ¢ € [a,b], so kann man allein durch Priifen des Vorzeichens von f(c)
entscheiden, ob in [a, ¢] oder [¢, b] eine Nullstelle von f liegt. Durch iteratives Vorgehen erhilt man sofort
ein mogliches Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von f. W&hlt man jeweils die Intervallmitte,
d.h. c= “7“’, so spricht man von Bisektion.

Algorithmus 6.4 (Bisektion). Gegeben sei ag = a, by = b mit f(a)- f(b) < 0 und eine Toleranz TOL > 0.

Setze k =0
Schleife
1
Setze ¢, = i(ak + by) (6.9)

Ist by, — ap, < TOL, akzeptiere cy, als Approximation an eine Nullstelle von f = Stop
Ist f(ar)f(ck) <0, so setze ag11 = ag, bp+1 = ck, ansonsten setze api1 = Ck, b1 = by
Setze k =k +1

Natiirlich ist im Fall f(ay) - f(bg) = 0 entweder ay oder by Nullstelle von f und man kinnte sofort
abbrechen.

Satz 6.5. Ist f : [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) < 0, so definiert Algorithmus 6.4 bei Weglassen der
Abbrechbedingung eine Intervallschachtelung [a, bg], k € No, mit

oo

() [ax, be] = {=*} (6.10)

k=0
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und es gilt f(x*) =0 mit der Abschitzung

o — o] < (;)Hl (b—a) (6.11)

in linearer Konvergenz.
O

Bemerkung 6.6 (Regula falsi). Bei der Bisektion wird ¢ unabhéngig von den Betrigen von f(a) und f(b)
gewiithlt. Eine mogliche Wahl von ¢, die diese einbezieht, ist die (eindeutige) Nullstelle der zugehérigen
linearen Interpolierenden. Aus

f(b) — f(a)

pla) = HE 20w 0) + f(a) (612

folgt mit p(c) = 0 die Darstellung
b—a _af(b)—bf(a)
f®) = fl@) — fb)— fla)

Die sich durch iteratives Vorgehen entsprechend Algorithmus 6.4 ergebende Methode heifit regula falsi.
AuBlerdem muss das Abbruchkriterium geédndert werden, etwa in

c=a— f(a) (6.13)

cx —ar < TOL oder by — ¢, < TOL,

da im allgemeinen b, — ay /4 0 gilt.

6.3 Sekantenverfahren

Sei f: D — R stetig mit D C R offen. Zu gegebenen Werten a,b € D kann man auch ohne die Bedingung
f(a)- f(b) <0 die Nullstelle der linearen Interpolierenden berechnen, solange f(a) # f(b) ist. Verwendet
man in (6.13) stets die zwei aktuellsten Approximationen, so erhélt man die iterative Methode

T o xu—lf(xu) - xuf(xu—l)
1=

o fn) = Flav)

das sogenannte Sekantenverfahren. Wéihrend man im letzten Abschnitt immer mit Intervallen arbeitete,

die eine Nullstelle * enthalten, berechnet man hier wie bei den Iterationsverfahren aus Abschnitt 6.1
eine Folge (z,)ven,, falls man in D verbleibt und f(z,) # f(z,+1) fiir alle v € Ny gilt.

(6.14)

Satz 6.7. Sei x* eine Nullstelle von f € C*(D,R), D C R offen mit f'(x*) # 0. Dann definiert (6.14)
fir hinreichend gute Startdaten zo,x1 € D, xg # x1, eine Folge (x,),en, mit ©, — z*. Inbesondere gilt

lz* — x| < CKY (6.15)
mit C >0, K € (0,1) und g = 3(1+V5) ~ 1,618....
Beweis. Aus (6.14) bzw. (6.13) ergibt sich

Ty —Tpy—1 f(xV) — f(.’IJ*)
flzy) = flz-1) flev—1,2,]

= (z* — 1) (1 - jM) - (@ — ) (=" —$V—1)M.

[xuflaxl/} f[xufl,xy]

¥ =z =2 =2, + fz)) = (2" —x,) +

Sei 1,2, € U= K.(x*). Wegen (3.21) ist

1

flev-r,z)] = (&), flov-r, 20,27 = if”(fz)
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mit &;,& € U. Ist € hinreichend klein, so existiert wegen f'(x*) # 0
31" () ‘
f'(x)

Setzt man ¢, = M|z* — z,|, so folgt aus der Ungleichung

M = max
z,yel

| —zp 1| < | — x| |2 —2p_q| - M
die Ungleichung €,1 < e,e,_1. Seien ¢, e, €1 so klein, dass ege; < eM < 1. Mit
K =max{eg, ¥/e1} < 1,

wobei ¢ die positive Wurzel von A2 — X — 1 = 0 ist, d.h. ¢ = %(q 4+ /5), folgt dann &, < K9 . Dies ist
némlich fiir v = 0 mit ¢g < K und €1 < K? per Ansatz richtig und es gilt

1 v+1

v v— v v—1 v—1 2 v+1
tpp1 <eyeyg S KT KT = KT = a7 (et - gatT e = gaTT

O

Im vergleich zu (6.15) haben (6.7b) und (6.11) eine Schranke der Form CK". Da ¢” wegen ¢ > 1 schneller
wéchst als v, konvergiert die Schranke in (6.15) schneller gegen 0 fiir v — co. Man spricht von superlinearer
Konvergenz. Da die Startwerte hier auch hinreichend nahe an der gesuchten Losung liegen miissen, liegt
wieder lokale Konvergenz vor.

6.4 Newton-Verfahren

Statt die zu x,_1 und z, gehorige Sekante zu verwenden, kann man bei differenzierbarem f auch die zu
x, gehorige Tangente verwenden. Diese ist gegeben durch (auch fir f: D — R"™, D C R™ durchfiihrbar):

p(a) = f'(@)( —z) + f(2) (6.16)
mit der Nullstelle
Ty1 =2y — ()7 (@), (6.17)
Die Vorschrift (6.17) entspricht dem Iterationsverfahren (6.5) mit
plz) =2 — f'(2)7" f(2). (6.18)
Wegen 4 p
P(2) =Ty — — [f'@) ] f(2) = /(@) f'(2) = == [/ (@) 7] f(@)
gilt hier
o'(z*) =0 (6.19)

bei entsprechend glattem f und man kann nach Satz 6.3 gute Konvergenzeigenschaften erwarten. Man
nennt das durch (6.17) definierte Verfahren Newton- Verfahren.

Satz 6.8. Sei f € C1(D,R"), D C R" offen, f'(x) regulir fir alle x € D und
1/ @) 7 (' (y) = fr @)l Swlly ==l fir alle z,y € D (6.20)

in einer Vektornorm mit zugehdriger Matriznorm. Weiter sei x* € D eine Lésung von (6.1) und xg
gentige

* 2 T (%)
0= |lz* — x| < o K,y(z*) CD. (6.21)
Dan ist durch (6.17) eine Folge (x,),en, definiert mit x, — x*. Insbesondere gilt
* w *
=z =2 < Sl -2 (6.22a)
2 _ o
=|z* —z,| < EKQ , Ke(0,1) (6.22b)

und x* ist eindeutig in K2 (x*) ND.
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Beweis. Seien xg,...,x, € K,(x*). Dann gilt
¥ — Ty+1 = T — Ty + f/(xl/)_lf(wl/) =" - Ty + f/(xo)_1<f<xu> - f(l'*))
1

= f'(2o) " f(20) = (@) = fl@) (@ —a)] = f(2)7F [ f@" + sz —a"))| = f'(z)(2) - 27)

0

= [ s =) - a) = @) - )] d
= /0 U (@ + sz, — 2%)) — f/(x)] (z, — %) ds

beziehungsweise

1 1
w
Jo* =zl < [ ol + s(a, —a) = |- oo, = ol ds =wlle, = 2" P [ (1= 5)ds = Slla* —
0 0

Damit folgt
w
2% = 2]l < Selle” =zl < 2" — 2| < e

Das heifit z,+1 € K,(x*). Mit

hy = Glla* — |
2
kann man (6.22a) schreiben in der Form
2 Wk
0<hyi1 <hg, ho= 5”»”5 -zl <1

das heif3t

h, < hE =20,
also x, — z*. Insbesondere folgt (6.22b) mit K = hg. Ist 2** € K2 (2*)ND eine zweite Losung von (6.1),
so gilt

lo** = 2| = [If'(a*) 7 [f (@) = fa®) = f'(a*) (@™ — )]
w *k *|2 *k *
< llz™ = 2" = o™ — 27|,
wobei 0 = & ||z** — 2*[| < 1 und damit [|2** — 2| = 0. O

Die Bedingung (6.21) verlangt wiederum, dass z hinreichend nahe bei z* liegen muss. Man sagt deshalb
kurz, das Newton-Verfahren sei lokal und quadratisch konvergent.
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