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Wichtige Vorbemerkungen

Bei diesem Skript handelt es sich um eine Vorlesungsmitschrift einiger Studenten. Die in der Vorlesung
gebrachten Inhalte wurden erweitert und ergénzt; dennoch folgen die Inhalte weitestgehend den Konzep-
tionen und Ideen des Professors und sind deshalb in gewisser Weise sein ,,geistiges Eigentum®. Wir bitten,
das bei der Verbreitung des Skriptes respektvoll zu berticksichtigen. Eigene Anspriiche (Copyright oder so
etwas) melden wir nicht an. Die Erweiterung und Korrektur dieses Skriptes ist im Gegenteil ausdriicklich
erwiinscht.

FEin Hinweis an dieser Stelle: Skripte dienen dazu, behandelten Stoff nachschlagen oder unbekannten Stoff
erarbeiten zu konnen. Sie ersetzen weder eine Vorlesung, noch die Lektiire von Biichern oder den Besuch
von Seminaren. Nur weil ein Sachverhalt im Skript steht, hat man diesen noch nicht im Kopf und kann
ihn dementsprechend auch noch ldngst nicht anwenden. Wir selbst haben die Erfahrung gemacht, dass
bloBles Mitlesen im Skript und das Vertrauen auf die dort stehenden S#tze und Formeln, ohne sie zu
verinnerlichen, wenig Erkenntnisgewinn in der Mathematik mit sich bringt und auch fast unweigerlich
zum Nichtbestehen einer eventuellen Klausur fithrt. Dass dieses Skript als Ergdnzung zum Studium und
nicht als (unzuldnglicher) Ersatz zum Besuch und zur Nacharbeit einer Vorlesung gesehen wird, ist uns
(und hoffentlich auch euch) ein wichtiges Anliegen. Und: Bitte nehmt diese Warnung ernst.
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Kapitel 1

Banachriaume und Hilbertraume

In diesem einleitenden Kapitel stellen wir grundlegende Ideen vor, die die Beschreibung von in der Funk-
tionalanalysis wichtigen Rdumen ermdoglichen. Weiterhin werden wir auf Abbildungen zwischen diesen
Raumen eingehen, auf Eigenschaften dieser Abbildungen und auf Arten, wie man sie darstellen kann.
Der in diesem Kapitel vorgestellte Hilbertraum ist fiir unsere weiteren Untersuchungen von fundamenta-
ler Bedeutung, denn die mathematische Struktur des Hilbertraums ermoglicht Beweise und Techniken,
die auf Réumen mit weniger Struktur nicht zur Verfiigung stehen. Einige pathologische Beispiele mégen
davon Zeugnis bringen. Dennoch werden wir uns hier auf grundlegende Konzepte beschrinken. In den
spéateren Kapiteln folgen dann tiefergehende Details.

Wir werden stets von Kenntnissen in Analysis und Algebra ausgehen, wie sie in Einfithrungsvorlesungen
gelehrt werden. Aussagen wie beispielsweise die, dass eine stetige Funktion auf kompakten Mengen ihr
Minimum und Maximum annimmt, werden wir nicht explizit erwdhnen, wenn sie in Beweisen bendttigt
werden. Weiterhin setzen wir grundlegende Kenntnisse aus der Mafltheorie voraus, insbesondere sollte
das Lebesgue-Integral bekannt sein.

1.1 Metrische Riume

Die folgenden Konzepte sind eventuell schon aus einfithrenden Vorlesungen bekannt. Wir werden hier nicht
in tiefere topologische Konzepte eindringen konnen, diese kann man beispielsweise in einigen Biichern
nachlesen. Eine grundlegende Idee, um auf beliebigen Mengen eine Art abstrakte Abstandsmessung zu
ermoglichen, ist die der Metrik.

Definition 1.1.1 (Metrischer Raum). Sei E eine Menge. Eine Metrik ist eine Abbildung d: Ex E — R,
so dass fiir alle x,y, z € F gilt:

(i) d(z,y) 2 0, d(z,y) =0z =y, (Definitheit)
(i) d(z,y) = d(y,z), (Symmetrie)
(iil) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). (Dreiecksungleichung)

Die Menge F mit einer Metrik d heifit metrischer Raum.

Einige haufig gebrachte Beispiele sollen diesen Begriff der Metrik verdeutlichen. Insbesondere sind die
bereits in der Analysis verwendeten Euklidischen Abstdnde Metriken. Es gibt jedoch auch kompliziertere
Metriken, die beispielsweise iiber Integrale definiert sind. Je unanschaulicher die verwendeten Rdume
sind, desto weiter entfernt sich meist auch die verwendete Metrik von dem anschaulichen Begriff eines
Abstandes.

Beispiel 1.1.2.



6 KAPITEL 1. BANACHRAUME UND HILBERTRAUME

(a) Sei E=R3 und d(z,y) = \/(z1 —y1)2 + (v2 — y2)2 + (v3 — y3)? sei die Buklidische Metrik auf E.
Dann ist (F,d) ein metrischer Raum.

(b) Sei E = Cla,b] der Raum der stetigen Funktionen, wahlweise mit einer der Normen

di(f,9) = max, |f(z) — g(z)|

oder .
df.9) = [ 15() - gla)] o
a
Dann ist sowohl (E,d;) als auch (F,d3) ein metrischer Raum.

(c) Eine beliebige Menge mit der Metrik

d(z,y) 0 wennz =y
T,y) =
Y 1 wennx #y

ist ebenfalls ein metrischer Raum. Die Metrik d wird auch als diskrete Metrik bezeichnet. An diesem
Beispiel sieht man, dass sich jede Menge zumindest mit der diskreten Metrik metrisieren ldsst und
es sich daher bei dem Begriff des metrischen Raumes um eine relativ schwache Definition handelt.
Insbesondere werden wir viele niitzliche Resultate nicht fiir metrische Rdume beweisen koénnen,
sondern erst zusitzliche Strukturforderungen stellen miissen.

Auch aus bereits vorhandenen Metriken kann man neue gewinnen. Sei beispielsweise (F, d) ein metrischer
Raum und P € E. Dann kann man eine weitere Metrik d; durch d; (z,y) = d(x, P) + d(P,y) fir « # y
und d; (z,y) = 0 fiir x = y einfiihren, wobei z,y € E. Diese Metrik wird auch die Metrik der franzosischen
Eisenbahn (mit dem Punkt P als Paris) genannt, da die Zugverbindungen in Frankreich meistens iiber
die Hauptstadt laufen.

1.1.1 Topologische Grundbegriffe

Um bendtigte Begriffe einfiithren zu kénnen, brauchen wir einige (wahrscheinlich bereits bekannte) Ter-
mini. Sie verallgemeinern die fiir die Metrik d(x,y) = |x — y| bekannten Begriffe aus der reellen Analysis
auf metrische Réume. Es sei (E, d) ein metrischer Raum. Mit U, (z) = {y € E : d(x,y) < €} bezeichnen
wir die e-Umgebung von z fiir alle z € E und ¢ > 0. Sei desweiteren M C E. Ein Punkt x € M heift
innerer Punkt von M (im metrischen Raum (E,d)), wenn es ein ¢ > 0 gibt mit U.(x) C M. M heifit
offen, wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt von M ist.

Weiter heifit eine Folge (x,)nen von Elementen aus E konvergent in (E,d), wenn es ein Element x € E
gibt mit lim,_, o d(zn,2) = 0. Man kann zeigen, dass das sogenannte Grenzelement = eindeutig bestimmt
ist durch die Folge (2, )nen, falls diese konvergiert. Man verwendet die Schreibweisen @ = lim, o Zp,
oder x,, — x fiir n — oo.

Die Menge M heifit abgeschlossen, wenn das Grenzelement jeder im Raum (£, d) konvergenten Folge von
Elementen aus M selbst zu M gehort. Der Abschlufs M von M ist die Menge aller Grenzelemente von
im Raum (E, d) konvergenten Folgen (x,)nen mit z,, € M fiir alle n € N.

Definition 1.1.3. Eine Teilmenge M eines reellen Vektorraums heifit konver, wenn aus x,y € M und
A € [0,1] stets auch Az + (1 — A\)y € M folgt.

Beispiel 1.1.4.

(a) Sei E =N und d(z,y) = |x — y|, sowie M C N. Sei weiter m € M. Betrachte die Umgebung

U (m):{neE:|m—n|§%}:{m}§M.

1
2
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Deshalb ist m ein innerer Punkt und M ist offen. Die Begriffe wie Offenheit hdngen also stark
davon ab, welchen metrischen Raum wir betrachten. Wire £ = R und M C N gewesen, so wére
die Umgebung Uy (m) das Intervall [m — 1,m+ 1] und m kein innerer Punkt gewesen.

(b) Betrachte den metrische Raum (E,d) mit E = (0,1] U [2, +00) und der Metrik d(z,y) = |z — y|.
Die Menge M = (0,1] ist offen in (E,d), obwohl sie in (R, |.|) nur halboffen wire.

1.1.2 Vollstandigkeit

Der Begriff der Vollsténdigkeit ist ebenfalls aus der Analysis bekannt. Eines der ersten und wichtigsten
Resultate ist dort, dass die reellen Zahlen vollstéindig sind, dass also jede Cauchyfolge auch konvergiert,
was bei den rationalen Zahlen nicht der Fall ist. Diese Begriffe kann man ohne weiteres auf metrische
Réume verallgemeinern.

Definition 1.1.5 (Cauchyfolge). Eine Folge (2, )nen aus (F,d) heifit eine Cauchyfolge, wenn fiir alle
e > 0 ein n. € N existiert, so dass fiir alle n,m > n. gilt d(z,,z,,) < €.

Beispiel 1.1.6.

(a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge, die Umkehrung gilt aber im Allgemeinen nicht.

(b) Sei £ = Q und (x,)nen eine Folge mit rationalen Eintriigen, die in R gegen /2 konvergiert. Die
Folge ist eine Cauchyfolge in (Q,d), konvergiert dort aber nicht, da V2 nicht zu Q gehort. Es
soll noch einmal betont werden, dass der metrische Raum, auf den man sich bezieht, von grofler
Wichtigkeit ist.

Definition 1.1.7 (Vollstéindigkeit). Ein metrischer Raum (E, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge
aus (F,d) im metrischen Raum (E, d) konvergiert.

Die Definition von Vollstdndigkeit hingt sowohl von der Menge E als auch von der verwendeten Metrik d
ab. Beziiglich einer anderen Metrik d’ kann ein metrischer Raum (E,d’) durchaus vollstindig sein, auch
wenn (F,d) nicht vollstindig ist. Einige Beispiele mégen noch einmal verdeutlichen, dass lingst nicht
jeder metrische Raum die Vollstandigkeitseigenschaft besitzt.

Beispiel 1.1.8.

(a) Sei E eine beliebige Menge und d die diskrete Metrik. (E, d) ist immer vollstiandig, v6llig unabhéngig
von der Beschaffenheit der Menge E.

(b) Wie bereits erwéhnt ist (R, |.|) vollstédndig.
(¢) Der metrische Raum (Q, |.|) ist hingegen nicht vollsténdig (siche Beispiel 1.1.6).

Definition 1.1.9 (Teilraum). (E,d) sei ein metrischer Raum, E; eine Teilmenge von E. Die Ein-
schrankung der Metrik d auf F; ist eine Metrik auf F;. E; zusammen mit dieser eingeschrinkten Metrik
heifit Teilraum von (E,d).

Definition 1.1.10 (dicht). (F,d) sei ein metrischer Raum. Eine Teilmenge M von E heifit dicht in FE,
wenn es zu jedem Element € E eine Folge (2, )nen von Elementen aus M gibt mit © = lim, o0 Zy,.

Beispielsweise ist Q dicht in R beziiglich des Betrags. Oft dienen dichte Mengen dazu, einen Raum zu
»approximieren“, denn in jeder noch so kleinen Umgebung eines Punktes aus E liegt stets ein Punkt aus
M. Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz, der garantiert, dass man jeden metrischen Raum dicht
in einen vollstdndigen metrischen Raum einbetten kann.

Satz 1.1.11 (Vollsténdige Erweiterung). (E1,d;) sei ein metrischer Raum. Dann existiert ein vollstindi-
ger metrischer Raum (E,d) mit folgenden Eigenschaften:



8 KAPITEL 1. BANACHRAUME UND HILBERTRAUME

(i) (Ey,dy) ist ein Teilraum von (E,d), so dass di die auf Ey eingeschrinkte Metrik d ist, das heifit
d(z,y) = di(z,y) fir alle z,y € Ex,

(ii) E; ist dicht in E.

Der Raum (E,d) heifit dann die vollstéindige Erweiterung von (E1,d;).

1.1.3 Kompaktheit

Sei (E,d) ein metrischer Raum und I eine Indexmenge. Eine offene Uberdeckung ist eine Familie {U;,i €
I'} von offenen Teilmengen von E, so dass | J;.; U; = E ist, also die U; den gesamten Raum ,,iiberdecken®.

Satz 1.1.12. (E,d) sei ein metrischer Raum und M eine nichtleere Teilmenge von E. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(i) Jede offene Uberdeckung {U;,i € I} von M besitzt eine endliche Teiliberdeckung — (Uberdeckungs-
kompaktheit)

(i) aus jeder Folge (x,,)nen von Elementen aus M kann man eine Teilfolge (xn, )ken auswdhlen, die
im Raum (E,d) gegen ein Element x € M konvergiert. (Folgenkompaktheit)

Folgenkompaktheit besagt also, dass man aus jeder Folge eine konvergente Teilfolge auswéhlen kann.
Vergleiche dies mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl aus der reellen oder komplexen Analysis, der dies
fiir beschriankte Folgen garantiert.

Definition 1.1.13 (Kompaktheit). M heifit kompakt, wenn eine der dquivalenten Bedingungen (i) oder
(ii) aus Satz 1.1.12 erfiillt ist.

Bemerkung 1.1.14. Sei M Teilmenge vom R™ oder C" und d die euklidische Metrik. Dann ist M
kompakt genau dann, wenn M abgeschlossen und beschrinkt ist. Dies ist die Aussage des Satzes von
Heine-Borel.

Im allgemeinen Fall gilt dieser Zusammenhang jedoch nicht. Beispielsweise ist eine Teilmenge eines durch
die diskrete Metrik metrisierten Raumes stets abgeschlossen und beschrankt, aber nur dann kompakt,
wenn sie endlich ist. Weiterhin gibt es in allen unendlichdimensionalen Vektorrdumen abgeschlossene und
beschrankte Mengen, die nicht kompakt sind.

Man kann noch weitere, schwichere Arten von Kompaktheit definieren.

Definition 1.1.15. (E,d) heifit

(i) lokalkompakt, wenn zu jedem Punkt = € E ein € > 0 existiert, so dass U.(x) kompakt ist.
(ii) o-kompakt, wenn es kompakte Teilmengen K, n € N, von E gibt mit E = J,, cyy Kn-

Beispiel 1.1.16. Sei £ = R"™ oder £ = C".

(a) E ist lokalkompakt, denn U.(z) = {y € F : d(x,y) < €} ist abgeschlossen und beschrénkt und
damit kompakt.

(b) E ist o-kompakt, denn E = J,~, U, (0) und U, (0) ist kompakt.
(¢) Jede abgeschlossene Teilmenge des R™ und des C™ ist lokalkompakt.

(d) Die Menge Q ist nicht lokalkompakt, denn in jeder Umgebung jedes Punktes liegt eine Folge ratio-
naler Zahlen, die in R gegen eine irrationale Zahl konvergiert. Damit ist jede dieser Umgebungen
nicht folgenkompakt.
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1.2 Normierte lineare Riume

Definition 1.2.1 (Norm). Sei E ein Vektorraum iiber K = R oder K = C. Eine Norm auf E ist eine
Abbildung ||.|| : F — [0, 00) mit folgenden Eigenschaften:

(i) ||lz]|=0=z=0, (Definitheit)
(ii) [|Az|| = |A|||z|| fiir alle A € K und = € E, (Homogenitét)
(iil) ||z + yl| < ||l=|| + ||y| fiir alle z,y € E. (Dreiecksungleichung)

Wenn nur (ii) und (iii) gelten, nennen wir ||.|| eine Halbnorm. Ein Vektorraum mit Norm heifit normierter
linearer Raum.

Beispiel 1.2.2.

(a) E = R? mit den jeweiligen Normen |[|(z,y)||;, = v/2? + 42, ||[(z,y)|l, = 3|z| + |y| oder ||(z,y)||; =
max(|z|,|y|) + 5 |y| ist ein normierter linearer Raum, wie man leicht nachpriift.

(b) Eine Halbnorm auf dem R? ist beispielsweise durch ||(x,)|| = |z| definiert. Hier ist |.|| fiir die
gesamte y-Achse Null, weshalb die Definitheit zur Norm fehlt.

(¢) Sei E der Vektorraum aller Funktionen von einer Menge X nach R. Fiir jedes x € X ist durch
p(f) = |f(z)| mit f € E eine Halbnorm auf E definiert.

(d) Die gewohnlichen Absolutbetrige auf K = R oder K = C sind eine Norm auf K als K-Vektorraum.

Satz 1.2.3 (Induzierte Metrik). (E,|.||) sei ein normierter linearer Raum. Wir definieren d(x,y) =
|l —yl|| fiir alle z,y € E. d ist dann eine Metrik auf E und (E,d) ist ein metrischer Raum. d heifit die
von ||.|| induzierte Metrik.

O

Damit ist jeder normierte Raum ein metrischer Raum, was den Begriff des normierten Raumes stérker
als den des metrischen Raumes macht. Die Umkehrung gilt ndmlich nicht, wie man leicht am Beispiel der
diskreten Metrik sieht, denn es gibt keine Norm, die sie induziert.

Durch die induzierte Metrik sind auf jedem normierten linearen Raum automatisch alle Begriffe definiert,
die wir im Abschnitt 1.1 eingefiihrt hatten. Insbesondere wissen wir, was Konvergenz auf einem normierten
linearen Raum ist und wie eine Cauchyfolge aussieht. Konvergenz z,, — x beziiglich einer Norm ist nichts
anderes, als dass ||z, — || fiir n — oo im Sinne der Konvergenz von reellen Zahlen gegen 0 geht. Damit
wissen wir auch, was Vollstdndigkeit bedeutet und kommen zu einer wichtigen Definition.

Definition 1.2.4 (Banachraum). Ein vollsténdiger normierter linearer Raum heifit Banachraum.

Der Begriff des Banachraums ist fundamental fiir unsere weiteren Ergebnisse. Ohne die Vollsténdigkeit
konnen fast keine strukturellen Aussagen getroffen werden, die fiir die Funktionalanalysis von Bedeutung
sind. Auch wenn wir uns spéter auf noch stirker strukturierte Raume, die Hilbertrdume, zuriickziehen
werden, konnen doch schon viele starke Resultate fiir Banachrdume gezeigt werden. Um den Begriff
etwas auszuleuchten, bringen wir einige Beispiele fiir Banachrdume und Beispiele fiir Raume, die keine
Banachrédume sind.

Beispiel 1.2.5.

(a) Sei E = R? oder E = C? mit ||z| = \/|331|2 +...+ |xd\2. Dann ist (E,|.||) ein Banachraum. Wir
werden in Kiirze zeigen, dass jeder endlichdimensionale Vektorraum vollsténdig ist.
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(b) Sei E der Vektorraum aller stetigen (und damit beschrinkten) Funktionen auf einem kompakten
metrischen Raum (X, d) mit || f|| = sup,cx |f(z)|. (E,||.||) ist ein Banachraum. In diesem Beispiel
ist die Konvergenz einer Folge von Funktionen im normierten linearen Raum (E, ||.||) genau die
gleichméBige Konvergenz der Funktionenfolge auf der Menge E, denn diese ist ebenfalls iiber das
Supremum definiert.

(c) Sei E = C"[a,b] mit n € No und a,b € R, a < b. Definiere || f[|,, = >27_ sup,eq,y | f9)(2)]. Dann ist
(E,||-ll,,) ein Banachraum. Mit einer Norm, die die Ableitungen nicht berticksichtigt, wire (E, ||.||)
nicht vollstéandig.

(d) Sei E = Cla,b] mit a,b € R und a < b sowie ||f]| = f: |f(®)] dt. (E,||.||) ist zwar ein normierter
linearer Raum, aber kein Banachraum. Man konstruiert ein Gegenbeispiel, indem man eine Folge
von stetigen Funktionen auswéhlt, die gegen eine unstetige Funktion, beispielsweise eine Treppen-
funktion konvergiert.

Auch wenn man auf vielen Vektorrdumen die unterschiedlichsten Normen definieren kann, zerfallen die-
se doch meist in mehrere Aquivalenzklassen. Normen der gleichen Klasse sind dabei nicht wesentlich
verschieden, sie definieren beispielsweise die gleiche Form der Konvergenz.

Definition 1.2.6. Zwei Normen ||.||; und ||.||, auf einem Vektorraum FE heilen dquivalent, wenn es
Konstanten ¢; > 0 und co > 0 gibt mit

2]y < erllzlly und [z, < ez [l

fir alle x € E.

Satz 1.2.7. Zwei Normen ||.||; und ||.||, sind genau dann dquivalent, wenn die normierten linearen
Réaume (E,||.||;) und (E,||.||,) die gleiche Konvergenz definieren, das heifft wenn eine Folge (zn)nen aus
E in (E,|.||;) genau dann konvergiert, wenn sie in (E,|.||,) konvergiert.

Es folgt das verbliiffende Resultat, dass es auf endlichdimensionalen normierten Vektorrdumen keine
wesentlich verschiedenen Normen gibt. Dies liegt vor allem daran, dass in endlichdimensionalen Rédumen
eine Menge genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrénkt ist, siche Bemerkung 1.1.14.

Satz 1.2.8. Auf einem endlichdimensionalen normierten linearen Raum sind alle Normen dquivalent.

Beweis. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum. O.B.d.A. sei E = R? oder E = C%. Sei weiter ||.||
eine beliebige Norm auf E. ||z||; = |z1] + ... + |z4], die sogenannte 1-Norm, ist ebenfalls eine Norm
auf E. Da die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation ist, reicht es zu zeigen, dass ||.|| und ||.|,
dquivalent sind.

Sei x = (z1,...,24) € E und e, = (0,...,0,1,0,...,0) sei der k-te Einheitsvektor mit einem Eintrag an
der k-ten Stelle. Es gilt

d

d
<Y llwkerl =D el llex] < 2l -,
k=1

k=1

| =

d
E TkeL
k=1

wobei ¢ := maxg=1,.. 4 |lex]|-
Sei S ={x € E| ||z||; = 1} die Einheitssphére in E. S ist kompakt, da S abgeschlossen und beschrénkt

ist. ||.|| ist eine stetige Funktion auf S, denn aus z; — x in (£, ||.||;) folgt
Nkl = llzll] < llzx — =l < ¢llay — zll, =0,
also ||zk|| — ||z| fiir & — oo. Damit besitzt ||.|| ein Minimum m auf S, m = mingegs ||z]|. Es gilt m > 0,

denn sonst giibe es ein « € S mit ||z|| = 0. Fiir z # 0 ist

Bl ]n Il —— | = [l [|[—=—]| > Il=]
x|l = ||llx]l; ——1| = ||z > llx m
Ul S !
€S

und fiir x = 0 stimmt die Relation trivialerweise. O
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Da in der 1-Norm Folgen genau dann konvergieren, wenn sie koordinatenweise konvergieren, gilt folgendes
Korollar.

Korollar 1.2.9. In jedem endlichdimensionalen normierten linearen Raum ist die Konvergenz von Folgen
gleich der koordinatenweisen Konvergenz der Folge beziiglich einer beliebigen festen Basis des Raumes.

Korollar 1.2.10. Jeder endlichdimensionale normierte lineare Raum ist ein Banachraum.

Beweis. Sei 0.B.d.A. E = R?%, denn wir kénnen ansonsten einen Isomorphismus nach R? konstruieren.
Die Norm ist dann zur euklidischen Norm &quivalent, fiir die das Cauchy-Kriterium gilt. O

Damit haben wir einen Satz gezeigt, der uns auf vielen Rdumen angenehme Eigenschaften sichert. Die
meisten unserer Untersuchungen werden sich jedoch auf unendlichdimensionalen Réumen abspielen, fiir
die die Banachraumeigenschaft fiir viele Normen nicht mehr gegeben sein muss. Oft wird man eine
geeignete Norm suchen, die die Struktur des Raumes gut reprisentiert und die Vollstindigkeit garantiert.

1.2.1 Die LP-Riume

Es sei X ein lokalkompakter, o-kompakter topologischer (metrischer) Raum, zum Beispiel kann X eine
offene oder abgeschlossene Teilmenge des R™ sein. p sei ein positives Borelmafl auf X. Fiir ein Borelmafl
muss insbesondere gelten:

#(K) < oo fiir jedes Kompaktum K C X.

Beispielsweise ist das Lebesguemafl A ein Borelmafl. Wir wollen im folgenden nicht zwischen einem Maf3
1 und seiner Vervollstdndigung unterscheiden. Sei 1 < p < co. Wir definieren

or e {f ‘f:X—>Kmessbar,/|f(a:)|pu(dm)<oo}
sowie
L :={f|f:2—Kmessbar , AN C X : y(N)=03M >0: |f(z)| < MVz € X\ N}.

L> ist die Menge der wesentlich beschrankten Funktionen, also die Menge aller Funktionen, die bis auf
einer Nullmenge beschrénkt sind. Fiir f € LP sei

1/p
1l = ( /. flpdu)

1/l oo =inf{ sup [ f(z)] ’ NQX,M(N)=0}-

z€X\N

und fiir f € £ sei

Dies sind jedoch keine Normen, denn das Integral einer Funktion, die p-fast iiberall den Wert 0 annimmt,
ist auch 0, ohne dass die Funktion selbst die Nullfunktion sein muss. Sei deshalb

Ny ={f | f: X =K, f=0 p-fast iiberall } .
Dann gilt [ fdp = 0 fiir alle f € N,,. Insbesondere ist ||f||p = 0 fiir diese f. Definiere weiter fiir f,g € LP,
1 < p < o0, folgende Relation:
fr~ge f—geN,,
das heifit f ~ ¢g genau dann, wenn f = g p-fast iiberall. ~ ist eine Aquivalenzrelation und die Aquiva-
lenzklassen sind

[f] = f + Nm
auf denen |||, wie folgt definiert wird:

AN, = A1, -

Diese Definition ist sinnvoll, da | f +g|[, = [|f[, fir ¢ € N, gilt und somit || f1[|, = [|f2[l, ist, wenn
f1 ~ fo. Die Definition ist also reprisentantenunabhéingig, der Ausdruck damit wohldefiniert.
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Satz 1.2.11 (Holder-Ungleichung). Sei 1 < p < oo und ¢ € R so gewdhlt, dass % + % =1. Fir f € LP
und g € L9 gilt

I£glly < 71, gl -
Satz 1.2.12 (Minkowski-Ungleichung). Seien f,g € LP fir 1 < p < co. Es gilt

If +gll, < 11, + llgll, -

Aus der Minkowski-Ungleichung folgt, dass £P ein Vektorraum ist. AuBerdem ist [|.||, eine Norm auf dem
Vektorraum LP, der wie folgt definiert ist:

LP = LP(X,p) ={[f] | f € L7}

Damit folgt, dass (L?, ||.|,,) ein normierter linearer Raum ist. Man schreibt fast immer f anstelle von [f].
Ohne Beweis geben wir den folgenden wichtigen Satz.

Satz 1.2.13 (Riesz-Fischer-Theorem). LP(X, ) ist fir p € [1,00] vollstindig, also ein Banachraum.

Der Konvergenzbegriff im Banachraum LP(X, u) fiir 1 < p < oo ist ein wenig anders als vielleicht von
der reellen Konvergenz aus Analysis gewohnt. Sei f,, f € LP(X, p) fiir n € N. Dann gilt lim,, o frn = f
in LP(X, ) genau dann, wenn

lim [ |fu(e) — (@) u(de) = 0.
X

n—oo
Diese Konvergenz nennt man auch Konvergenz im p-ten Mittel.

Beispiel 1.2.14. Sei X = N und p das Zahlmaf auf X, das heiBt p(M) = #M. Die Funktionen
auf X sind Folgen, also f = (fn)nen. Das Integral berechnet sich dann nach [ fdu = Y07, fn. Also
ist f p-integrierbar genau dann, wenn Y °  |f,| < oo. Es gibt aufilerdem nur tatséichliche Gleichheit
von Funktionen, denn f = g p-fast iiberall gilt genau dann, wenn f, = g, fiir alle n € N. Ahnliche
Definitionen kann man fiir 1 < p < oo vornehmen. In diesem abzdhlbaren Spezialfall schreiben wir
LP(N, pu) = ¢P(N) = ¢P. Es gilt dann fiir 1 < p < oo:

fnecc,2|fnp<oo},

n=1

"= {(.fn)neN

sowie

oo 1/p
1l = (Z |fn|p> :
n=1

Zum Beispiel ist (1) ¢ ¢!, aber (1) € ¢2. Fiir p = oo gilt
0° = {(fn)nen | (fn) ist beschrénkt}
und [|(fn)lloe = suPpen |fnl-

Ein weiteres Beispiel ist der Raum

aller Nullfolgen mit der Norm || f|| = sup,,cx | fnl- (co,||-||) ist ein Banachraum. Ebenfalls kann man den
Tupelraum mit X = {1,...,d} betrachten.
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1.2.2 Die Sobolevriaume

Es sei € eine offene Teilmenge des R™. Um die Sobolevriume zu verstehen, miissen wir zuerst den Begriff
der verallgemeinerten Ableitung einfithren. Es sei

D(Q) = {f € C®(R?Y) | IK; cC Qmit f(z) =0Vx ¢ Ky},

wobei wir Ky CC € fiir Ky kompakt in {2 enthalten schreiben. Das bedeutet, dass es eine kompakte Menge
V gibt mit Ky CV C Q. D ist der Raum aller glatten (unendlich oft differenzierbaren) Funktionen mit
kompaktem Tréger. Er wird manchmal auch mit C§° oder C° bezeichnet. Der Trdger einer Funktion f
ist dabei definiert als
supp f = {z € Q| f(x) # 0}.
Weiter definieren wir den Raum
LP

loc

(Q):{f ’f:Q—ﬂKmessbar,/ f(x)|p)\(dx)<ooVKCCQ},
K

wobei X\ hier und im folgenden das Lebesgue-Maf8 auf R? bezeichnet. LY ist der Raum aller lokal LP-
integrierbaren Funktionen. Wir fithren eine in der Mathematik h#ufig gebrauchte und sehr niitzliche
Schreibweise ein. Sei a € NZ. Wir nennen « einen Multiindex und vereinbaren |a| = a; + ... + ag.
Weiterhin setzen wir D = D D% ... D% wobei D = a% die Ableitung nach der i-ten Komponente

sei. Ist nun f € C*(Q) und ¢ € D(R), dann gilt
/ (D) A(de) = (~1)le! / (D° f)p Adx)
Q Q

fir o € Ng mit |a| < k.

Definition 1.2.15. Sei f € L (Q) und a € N¢. Eine Funktion h € LL () heifit a-te verallgemeinerte
Ableitung von f, wenn

/ F(2)(D*0) () A(de) = (~1)'e! / B()p(e) Adz)
Q Q
()

fiir alle Funktionen ¢ € D

Man kann zeigen (Lemma von DuBois-Reymond), dass h(z) als Funktion A-fast iiberall eindeutig be-
stimmt ist. Man schreibt

h(z) = (D f)(x),
auch wenn die gewohnliche Ableitung nicht existiert. Falls f € C™(£2), dann existiert die verallgemeinerte
Ableitung D™ f fiir jedes @ mit || < m und ist gleich der gewohnlichen Ableitung. Man schreibt fiir D f
im verallgemeinerten Sinn auch oft f(®).

Bemerkung 1.2.16. Ist f € LP(Q,\) mit 1 < p < oo, dann ist auch f € LL (9).

loc

Wenn 2 eine offene oder abgeschlossene Teilmenge des R? ist, dann sei von nun an LP(Q2) der LP(£2, \)
beziiglich des Lebesgue-Mafles. Mit dem Begriff der verallgemeinerten Ableitung zur Verfligung kénnen
wir nun die Sobolevrdume definieren. Sie spielen unter anderem eine herausragende Rolle in der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen.

Definition 1.2.17 (Sobolevraum). Sei m € Ng und p € [1,00]. W*(£2) sei die Menge aller Lebesgue-

messbaren Funktionen f auf Q, fiir die die verallgemeinerte Ableitung f(®) existiert und in LP () ist,
vorausgesetzt dass a € Nd mit || < m. Definiere weiterhin

1l = 3 [|7

|| <m

p

Der Raum (W™

o (), ||.||m7p) heift Sobolevraum.
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Satz 1.2.18. (W;"(2) ) ist ein Banachraum.

) ||||m,p

Beweis. Sei (fn) eine Cauchyfolge aus (W;"(2), [|.[,,, ,) und sei 1 < p < co. Dann gilt

1o = il = D |

la|<m

fT(La) o f,lga)

)
m,p

also ist ( ,(La)) eine Cauchyfolge in LP(2). Da LP(2) nach dem Satz von Riesz-Fischer 1.2.13 vollstindig
ist, existiert ein g, € LP(€2) mit

£l = g, in LP(Q) fiir n — oo.

Fiir a = 0 gilt fflo) = fn — go- Sei f := gg. Wir zeigen nun, dass g, die a-te verallgemeinerte Ableitung
von f ist. Nach Definition gilt

/ foD%p A(dz) = (~1)l° / g A(da).
Q Q

Mit K = supp D% schétzen wir ab:

‘/ an%dA—/fD%dA‘ s/ fo—fl (D% dA
Q Q Q N——"

<M, da peD(Q)

1/ 1/
SM/Kl'fn—fdASM</K|fn—f|pd/\) p(/Klqu) '

<M\ fo = Fllpog - KM= 0

fiir n — co. Dabei wurde die Holdersche Ungleichung (Satz 1.2.11) benutzt. Analog folgt

‘/fﬁa)sodA—/gawdA‘ ~0

fiir n — oco. Ein Grenziibergang ergibt insgesamt

/QfD%dA:(—1)la‘/ga<pdA.

Es gilt go € L], .(Q), denn

1/p 1/q
/ 1'|ga| dx < (/ |ga|p d>\> (/ 1qd)\) < Hga||Lp(Q) |K,|1/q < 0
K’ K’ K’

fiir jedes Kompaktum K’ C Q. Damit ist g, die a-te verallgemeinerte Ableitung von f. Also gilt
1n = Flmp = 22 |18 =7 = 3|
|a]<m P la|]<m

fiir n — oo, das heifit f, — f in W (). O

f7(za) _gaH — 0
p

Definition 1.2.19. Wir definieren V[%;” als den Abschluss der Teilmenge D(Q2) im Banachraum W,".

0
W ist dann ebenfalls ein Banachraum.

Eine Funktion f € W;"(Q) liegt in I/I/U';” (), wenn es eine Folge ¢, € D() gibt mit ¢, — f in
(W (€2, [I-1l,,, ,)- Die Sobolevrdume haben folgende Eigenschaften.



1.2. NORMIERTE LINEARE RAUME 15

Bemerkung 1.2.20.

(i) Wenn Q beschréinkt ist, dann gilt C™(€2) € W,™(Q2). Im allgemeinen ist C™ () nicht dicht in W™ ().
Fiir einen hinreichend glatten Rand 02 jedoch ist C™(€2) dicht in W, (). Fiir solche Mengen kann

man W) (2) als Vervollstindigung des normierten linearen Raumes (C"™(9), definieren.

(R
(ii) C*(Q) N W, () ist immer dicht in W) (£2).

(iii) Wir kénnen die Sobolevriume im Falle Q = R¢ mit Hilfe von Fouriertransformationen charakteri-
sieren. Sei f € L'(R?). Es sei weiter

) = s [, (e o)

die Fouriertransformierte von f. Dabei sei (-,-) das iibliche Skalarprodukt auf dem R<. f existiert
fiir alle t € R, denn f € L'(R?) und es gilt
A 1
6] < Gy 1
wegen || =1 fiir alle z € R. Fiir f € L*(R?) sei

A = — 1 fim —i{t.)
F) = o kl*oo/|x|<ke 4) )\ (de).

Dann gilt fiir m € N:
Wi ®RY) = {1 € L2RY) | fo+ 1117/ € RS }.

Fiir m € R\ N nimmt man dies als Definition und nennt den entstehenden Raum einen Sobolev-
Slobodecki- Raum.

Etwas genauer wollen wir uns nun mit den Sobolevraumen Wi"(a,b) beschéftigen, wobei a < b reelle
Zahlen sind.

Definition 1.2.21. Eine Funktion f(x) auf [a, b] heifit absolutstetig, wenn es eine Funktion g € L!([a,b])
gibt mit

@) = o)+ [ " g(t) M)
fiir alle x € [a,b].

Man kann zeigen, dass f A-fast iiberall differenzierbar ist mit f’ = g A-fast iiberall, wenn f absolutstetig
mit g ist. Wir definieren AC[a, b] als die Menge aller absolutstetigen Funktionen auf [a, b]. Es gilt C[a,b] D
ACla,b] 2 C!a,b]. Wir bringen nun ohne Beweis einige fiir die Theorie der Sobolevriume wichtige Sétze.

Satz 1.2.22.

Wi (a,b) = {f € Cla,b] ‘ Foovos ) stetig differenzierbar, f™D € AC[a,b], f™ € L2([a,b]) } .
Bemerkung 1.2.23. Aus diesem Satz folgt beispielsweise

(i) W3 (a,b) = {f € AC[a,b] ! F e L*([a,b]) },

(ii) Wi(a,b) = {f € C([a,b]) | ' € AC([a,b]), " € L*([a,b]) },

(ii)) WY (a.b) ={feWs(a,b) | fla) = f(b) =0}.
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Satz 1.2.24 (Sobolev-Lemma). Seien d,n,p € Ng mitn > p+ % Sei weiter f € L} (Q) mit

loc
ak
5or € Lhel@), i=1...d k=01...n.
Dann existiert eine Funktion fo € CP(Q) mit f(x) = fo(x) A-fast diberall.

Korollar 1.2.25. Wenn f € WJ'(Q) mit n > p+ %, dann ist f € CP(Q). Das bedeutet insbesondere
W3H(Q) CCP(Q), fallsn > p+ 4.

Lemma 1.2.26 (Weyl-Lemma). Sei g € C>°(Q) und u € L (Q). Es gelte

loc

/ w(Ap) pldz) = / g u(dz) (12.1)
Q Q

fiir alle ¢ € D(2). Dann existiert eine Funktion u; € C*°(2) mit Au; = g auf Q und v = u; p-fast
iuberall.

Bemerkung 1.2.27. (i) Gleichung (1.2.1) heifit: Es gilt Au = g, wobei Au im Sinne der verallgemei-
nerten Ableitung definiert ist. Wenn Awu = g im verallgemeinerten Sinne und g € C*°, folgt daraus
ue C™.

(ii) Obiges Lemma ist ein Spezialfall von Sétzen iiber elliptische Regularitét. Aus der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen folgen fiir Funktionen u, die Gleichungen wie Au = 0 oder u; —
Awu = 0 erfiillen, sehr angenehme Eigenschaften wie Analytizitit.

(iii) Fiir ¢ = 0 ergibt sich: Wenn Au = 0 im Sinne der verallgemeinerten Ableitung, dann ist u €
C* und w ist im verallgemeinerten Sinn eine harmonische Funktion, fiir die beispielsweise das
Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen gilt.

1.3 Hilbertriaume

Im folgenden sei E ein Vektorraum iiber K = R oder K = C.

Definition 1.3.1 (Skalarprodukt). Ein Skalarprodukt auf E ist eine Abbildung (.,.) : £ x E — K mit
folgenden Eigenschaften:

(i) (Mx1 + Aazma,y) = Ai{z1,y) + Aalxa, y) fir alle x1, 25,y € F und fiir alle A1, Ay € K. (Linearitét in
der ersten Komponente)

(i) (z,y)

=y
(iii) (x,z) > 0 fiir alle z € F und aus (z,z) = 0 folgt z = 0. (positive Definitheit)

,x) fur alle z,y € E. (Hermitezitét)

Aus den Eigenschaften (i) und (ii) folgt insbesondere die Sesquilinearitit des Skalarprodukts. Das bedeutet
(x+29) = (x,9) +(z,9), &,y + 2) = (z,y) + (z,2) sowie Az, y) = Az, y) = (2, \y).
Definition 1.3.2 (Unitdrer Raum). Ein Vektorraum E mit Skalarprodukt heifit unitirer Raum oder

auch Prahilbertraum

Wir werden nun die aus der Analysis bekannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir das Skalarprodukt auf
allgemeinen unitdre Rdume formulieren. Dabei wird lediglich die Sesquilineareigenschaft des Skalarpro-
dukts benétigt, die Ungleichung gilt also auch fiir beliebige andere Sesquilinearformen.

Satz 1.3.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei E ein unitirer Raum. Wir definieren ||z|| = /{(z, z) fir
x € E. Fir alle x,y € E gilt dann die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

(@, )] < [l {lyll - (1.3.1)
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Beweis. Da (z,y) = (y,z), gibt es ein a € C, |o| = 1 mit a(y, x) = [{z,y)]|.
Fir A € R gilt:

(x — aly,x — ady) = (z,x — ady) — Aoy, z — day)
= <£C7.’1?> - )@(m,y> - )\Oé<y,.’)3> + )‘2aa<y7y>
= [lz1* = 2 [¢z, )| + A* |1yl
>0

Letzteren Ausdruck erkennt man als quadratische Gleichung mit Unbekannter A, also folgt aus der Un-
gleichung, dass

2 2
1)yl

1 7>
Ayl lyl

sein muss und hieraus folgt die Behauptung. O

In der Cauchy-Schwarz-Ungleichung haben wir ||.|| = +/(-,-) definiert und dabei das Symbol fiir eine

Norm benutzt. Dass es sich tatséchlich um eine Norm handelt, zeigt das folgende Korollar.

Korollar 1.3.4. Die durch ||z|| := /(z,) fiir alle x € E definierte Norm ist eine Norm auf dem
Vektorraum E.

Beweis. Wir weisen die Normeigenschaften einzeln nach. Zuerst die Homogenitét:

el = iz Az) = Az, ) = Al 2]
Als néchstes beweisen wir die Dreiecksungleichung. Dafiir benttigen wir die eben bewiesene Cauchy-
Schwarz-Ungleichung (1.3.1), die wir wegen ¢ + ¢ = 2 Re(c) < 2|¢]| fiir eine komplexe Zahl ¢ wie folgt
anwenden:
lz +yl* = @+ y.o+y) = (z.2) + (2,9) + (. 2) + (y,9)
2 e 2 2 2
= ll2l” + (@) + @y + lyll™ < llll” + 20z gl + Iyl™ = Azl + lyl)>.

Durch Wurzelziehen folgt die Dreiecksungleichung. Als letztes fehlt noch die Definitheit. Sei ||| = 0. Dann
folgt (z,z) = 0. Nach dem Axiom aus Definition 1.3.1 (iii) folgt = 0. Also ist durch ||z|| := /{(z,x)
tatsdchlich eine Norm auf FE gegeben. O

Definition 1.3.5 (Hilbertraum). Ein unitédrer Raum (E, (-,-)), der beziiglich seiner induzierten Norm
Il = v/ (-, -) vollstiindig ist, heifit Hilbertraum.

Wir werden ab sofort jeden Hilbertraum als normierten Raum auffassen, indem wir die induzierte Norm
verwenden.

Definition 1.3.6 (orthogonal). Sei (E,(-,-)) ein unitdrer Raum und z,y € E. Wir schreiben = L y,
wenn (z,y) = 0. Man sagt dann, dass = und y orthogonal seien oder senkrecht aufeinander stehen.

Folgende, leicht nachzurechnende Gleichungen zeigen den Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und

zugehoriger Norm. (E, (-,-)) sei ein unitirer Raum und ||z|| = /{z,z) fiir alle z € E. Dann gilt die
sogenannte Polarisationsidentitdt:

1 2 2
{@,y) = 7z +ylI” = llz — ") (1.3.2)
im Fall K = R, beziehungsweise

1 . . : .
(@,y) = (= + yl* = llw =yl + i o+ iyl* — i ||z — iy|*) (1.3.3)
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fiir den Fall K = C eines komplexen unitdren Raumes. Umgekehrt funktioniert dies nicht so einfach, das
heifit wir bekommen nicht aus jeder Norm automatisch ein Skalarprodukt. Mann kann jedoch eine not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir angeben, dass eine Norm auf einem Vektorraum ein eindeutig
bestimmtes Skalarprodukt induziert.

Satz 1.3.7 (Satz von John von Neumann). ||| sei eine Norm auf dem Vektorraum E iiber K = R oder
K = C. Die Norm ||-|| wird von einem Skalarprodukt (-,-) erzeugt genau dann, wenn die Parallelogram-
midentitét
2 2 2 2
lz+yll™ + llz = ylI” = 2(l«” + lylI") (1.3.4)

fir x,y € E gilt. Ist diese erfillt, dann ist das Skalarprodukt durch die Norm eindeutig bestimmt und
durch die entsprechende Formel in Gleichung (1.3.2) oder (1.3.3) gegeben.

Beweis. Wir beweisen nur den reellen Fall, also K = R. Wenn ||z|| = \/{(x,z) fiir € E, wenn also die
Norm durch ein Skalarprodukt gegeben ist, dann folgt die Parallelogrammidentitét (1.3.4) durch

lz +yl1* +llz = yl|* = (z + g2 +y) + (x —y, 2 —y)
= (@, 2) + (2, 9) + (v, ) + (¥, 9) + (&, 2) — (2, 9) — (y,2) + ()
2
= 2(z, ) + 2y, y) = 2(|l|* + Ily|*)
Sei umgekehrt die Parallelogrammidentitét erfiillt. Wir weisen die Skalarprodukteigenschaften der durch
(1.3.2) definierten Abbildung nach. Zunéchst gilt

+
_|_

1 1
lion 22+ yl12 = 5 llos + 22+l + 5 llos + 22 + 9]

1
5@l +ull” + 22l — lloy — 22+ yl” + 2wz +yl + 2 o |* — =21+ 22+ yl)

2 2 2 2 1 2 2
lzy +ylI” + llz2 + ylI" + llzo[I” + llz2ll” = S (o1 — 22 + 9" + =21 + 22 +]7)
Ersetze in obiger Gleichung y durch -y. Damit haben wir ebenfalls

1
2y + 22 = yl* = llor = ylI* + llw2 = yl* + 22| + |22l — FUlzr — 22— ylI? + ll—a1 + 22— y))*)
Nach Gleichung (1.3.2) gilt durch Einsetzen der beiden gezeigten Gleichungen:

1
(w1 +22,y) = 2 (|21 + a2 + ylI* = ller + 22 — yll)
1
= S(lwr +yl? = o =yl + ez + yl* = o2 — yl®) = (@1,9) + (@2,9),
2
also folgt hieraus die Additivitét in der 1. Komponente. Damit haben wir insbesondere

<2$7y> = <$,y> + <$,y> = 2<$,y>

und mittels Induktion folgt (nz,y) = n(z,y) fiir n € N, also die Homogenitét fiir natiirliche Zahlen. Sei
nun A = 7= € Q. Es ergibt sich

n(xe,y) = (n",y) = (ma,y) = miz,y)

und hieraus folgt (Az,y) = " (z,y). Wegen der Stetigkeit der Norm und (1.3.2) sind die Funktionen
(Az,y) und Az, y) stetig. Fiir A € Q sind beide Funktionen sogar gleich und damit folgt (Az,y) = Az, y)
fiir alle A € R durch Approximation von reellen durch rationale Zahlen. Also haben wir die Linearitét
in der ersten Komponente gezeigt. Die anderen Eigenschaften, Definitheit und Symmetrie, sind leicht
nachzurechnen. O
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Beispiel 1.3.8 (Hilbertriume).

(a) (E,(-,-)) mit E=C" und (z,y) = >, x;y; ist ein Hilbertraum.

(b) Sei E = L?(X,p) mit einem MaBraum (X, p). Definiere (f,g) = [y f(z)g(2) u(dz). Damit sind
L?[a,b] und 2 (fir X = N) Hilbertrdume. Man nennt ¢? den Hilbertschen Folgenraum.

(c) Die Sobolev-Réume W3 (Q2), m € N, mit dem Skalarprodukt

<fvg> = Z <f(a),g(a)>L2(Q,p,)

o] <m

sind Hilbertrdume. Die zugehorige Norm ist || f|| = /(f, f). Wir hatten weiter oben bereits eine

andere Norm definiert durch || f[[,,, » = >=4j<m [| () ||L2(Q-u)' Diese beiden Normen, |.|[ und [|.|,,, 5,

sind dquivalent.

1.4 Die Rieszschen Sitze

Zuerst beschiiftigen wir uns mit der direkten orthogonalen Summe von Hilbertriumen. Seien (Hy, (-, -)1)
und (Ha, (-, -)2) zwei Hilbertrdume und sei H die direkte Summe der linearen Rdume H; und Ha, also
H=H,+ Hs ={(x,y) | ® € Hy,y € Hy}. Wir definieren

(w1, 22), (Y1, 92)) == (T1,y1)1 + (T2, Y2)2

fiir z1,y1 € Hy und z9,y2 € Ho. Dann ist (-,-) ein Skalarprodukt auf H und (H, (-,-)) ein Hilbertraum.
Bevor wir mit dieser Konstruktion fortfahren kénnen, benétigen wir zunéchst eine formale Definition von
Isomorphismen fiir Hilbertraume.

Definition 1.4.1. Ein Isomorphismus eines Hilbertraums (G, (-,-)a) auf einen Hilbertraum (K, (-, ) k)
ist eine bijektive lineare Abbildung f von G auf K, fiir die

(f@), fY)x = (x,y)c

fiir alle 2,y € G gilt.

Sei H, = {(21,0) | 1 € Hy} und H, = {(0,22) | 2 € Hy}. Dann sind Hy und H, lineare Teilmengen
von H. Wir definieren

Ji(z1) = (21,0), fa(x2) = (0, x2), r1 € Hi, 22 € Hs.

f1 ist ein Isomorphismus von H; auf H; und f2 ein Isomorphismus von Hy auf H,. Wir identifizieren nun
aufgrund dieser Isomorphismen kurzerhand z; mit (z1,0) und x5 mit (0, x2), wenn 1 € Hy und x4 € Hs.
Mit diesen Vorbereitungen wollen wir nun orthogonale Summen von Hilbertriumen definieren. Sei dazu
(x1,22) € H. Dann ist nach den vorangegangenen Uberlegungen (z1,22) = (21,0) 4 (0,22) = x1 + 2.
Fiir diese beliebig gewahlten x; und x5 gilt dann

<(SE170), (07$2)>H = <‘T170>H1 + <O,£ZZ2>H2 = Oa

das heiflt alle Vektoren aus H; sind orthogonal zu allen Vektoren aus Hs. Man sagt, dass die linearen
Teilrdume H; und Hy orthogonal sind und schreibt H; | Hs. H heifit dann die direkte orthogonale
Summe der Hilbertrdume Hy und Hs. Man schreibt dafiir

H=H, & .



20 KAPITEL 1. BANACHRAUME UND HILBERTRAUME

Nun definieren wir die abzéhlbare direkte orthogonale Summe von Hilbertraumen. Fiir n € N sei jeweils
(Hp, (-, ")n) ein Hilbertraum. Setze

H:= {(xn)neN Z ”‘rn”iln <00, xy € Hy firn € N} :
n=1

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 1.3.3) folgt, dass H ein Vektorraum ist. Wir definieren weiter

(#n), (Yn)) i = Z<$nayn>an

wobel (), (yn) € H. Man zeigt, dass (H, (-, -)) ein Hilbertraum ist und schreibt

H heif}t die direkte orthogonale Summe der Hilbertrdume H,, fiir n € N.

Beispiel 1.4.2. Ist H; = L?([a,b],\) und Hy = L?([b,c], \), dann ist H = Hy & Hy = L?([a,c], \), wie
man sich leicht iiberlegt.

Definition 1.4.3. Ein abgeschlossener linearer Teilraum eines Hilbertraumes heifit Unterraum.

Im folgenden sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum.

Definition 1.4.4. H; sei ein linearer Teilraum von H. Es sei
Hif ={yc H |y L firalle x € H,}.
Hi heiit orthogonales Komplement von Hy in H.

Wir werden zeigen, dass ein Hilbertraum sich immer aus einem Unterraum und dessen orthogonalem
Komplement zusammensetzen ldsst. Dies ist die Aussage des 1. Satzes von Riesz. Bevor wir diesen be-
weisen konnen, benotigen wir jedoch folgendes Lemma.

Lemma 1.4.5. Sei H; eine abgeschlossene konvexe Menge in H. Fiir x € H sei
x) = inf |z —y|.
o) = inf o =y
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element z; € Hy mit p(z) = || — 1]

Beweis. (Existenz): Es existiert eine Folge (yn)nen mit y, € Hy, so dass p(x) = lim, o0 |2 — Ynll- (yn)
ist dann eine Cauchyfolge, denn nach der Parallelogrammidentitéit 1.3.4 gilt

2 2 2 2 2
1y = Ymll” = llyn — 2+ 2 = ymll” = 2lyn — 2[|” + 2|z — ym[I” = 122 — yn — Ymll

Yt U

2
2 2 2
< 2|lyn — 2" + 2 lym — 2[” — 4p(2)° — 0

2 2
g — 2]? + 22— gl 4Hx

fiir m,n — oo. Die letzte Ungleichung erhélt man, da W € H; aufgrund der Konvexitdt von H; gilt.
Wegen der Vollstandigkeit von H konvergiert (y,,), das heifit es existiert ein z; € H mit y, — z. Da H;
abgeschlossen ist, gilt sogar x1 € H;. Es folgt

pla) = Tim [lo = yall = || lm (@ = g)|| = lo — 1]
n—oo n—oo
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aufgrund der Stetigkeit von ||.||.
(Eindeutigkeit): Angenommen, x1,x) € H; erfiillen p(z) = || — 1] = ||z — /|- Dann haben wir

/ 2
T+ a7

2 2 2
0 < flzr —ai|” = llz1 — 2 + 2 —2q]” = 2|z — 2|* + 2|z — 24| 4Hx

< 2||z1 — al|* + 2o — 24| — 4p()* = 0

und damit gilt z; = 7. O

Satz 1.4.6 (1. Satz von Riesz). H; sei ein Unterraum eines Hilbertraums H. Dann ist Hi- auch ein
Unterraum von H und es gilt H = Hy, @ Hi-. Das heift, dass zu jedem x € H eindeutig bestimmte
FElemente x1 € H, und x5 € Hf- existieren, so dass x = x1 + x2 gilt.

Beweis. Sei x € H. Da H; ein linearer Teilraum von H und damit konvex ist, konnen wir 1 € H; nach
Lemma 1.4.5 wiihlen, so dass p(x) = ||z — 1| ist. Dann ist

— = = inf -yl < ||l —21 — ¢
lo — 21l = ple) = nf o=yl < llz — 21—ty

fiir alle t € C und festes y; € H;. Nach einer Ubungsaufgabe gilt deshalb (x — x1,41) = 0, also x — x1 =:
x9 € Hi-. Es folgt 2 = x1 + 2o mit 2y € H; und 2o € Hi*. Angenommen, z = 1 + 2o = o} + 2} mit
rhy € Hy und oy € Hi". Dann gilt (z,2) = 0 fiir z := 2y — 2} = 29—z}, da z; — 2} € Hy und 25— € Hi-.
Daraus folgt z = 0. O

Fir x € H sei x = 1 + a2 die Zerlegung nach dem 1. Rieszschen Satz. Wir definieren die Projektions-
operatoren Pg, und Pp. durch

Py (z) =21, Pyi(z) =12
Auf Projektionsoperatoren kommen wir in Abschnitt 3.2 zuriick. Im folgenden kommen wir zu der De-
finition, die der Funktionalanalysis in ihren frithen Tagen ihren Namen gegeben hat. Die Untersuchung
von Funktionalen, das heifit Abbildungen von normierten Vektorrdumen in ihre Grundkoérper, wird in

den folgenden Abschnitten eine grundlegende Rolle spielen. Sei also (E, ||.||) ein normierter linearer Raum
itber K = C oder K =R.

Definition 1.4.7. Ein lineares Funktional auf (E, ||.||) ist eine lineare Abbildung .% : E — K, das heif}t
3‘\(/\1331 + /\2.%2) = )\19($1) + )\ngZ.(IQ)
fiir A1, A2 € Kund 21,22 € E. .Z heifit stetig, wenn aus x,, — x in (E, ||.||) stets F(z,,) — F (z) folgt.

E’ sei die Menge aller stetigen linearen Funktionale auf (E,|.||). Dann ist E’ ein K-Vektorraum. Wir
wollen uns damit beschéftigen, wie man zu einem Hilbertraum (H, (-,-)) den Raum H' bestimmt. Sei also
(H,{(:,-)) ein Hilbertraum und y € H. Wir setzen .%,(z) := (z,y). Dann ist .%, linear, denn %, (A1z1 +
Ao2) = M (1, y) + Ae{z2,y) = MiFy(x1) + AaFy(x2). Dies wollen wir prazisieren.

Satz 1.4.8 (2. Satz von Riesz). Zu jedem stetigen linearen Funktional F auf H existiert genau ein
y € H, so dass 7 () = Fy(x) fir allex € H.

Beweis. (Existenz): Sei Hy der Nullraum von %, also Hy = {& € H | #(z) = 0}. Da .# linear ist, ist
H; ein linearer Teilraum von H. Auflerdem ist H; abgeschlossen, da H; = % ~1({0}) das Urbild einer
abgeschlossenen Menge ist. Nach dem ersten Satz von Riesz (Satz 1.4.6) ist H = H; @ Hi-. Wir machen
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eine Fallunterscheidung. Sei zuerst angenommen, dass Hi- = {0}, das heifit .Z(z) = 0 fiir alle z € H.
Setze dann y = 0, denn dann geniigt %, (x) = (z,0) = 0 der Bedingung. Ist hingegen Hi- # {0}, dann
sei u € Hi-, u # 0. Da Hy N Hi- = {0}, gilt F (u) # 0. Also ist

sl F@ N g P
‘/< ﬂ(u>> F@) = FyF W =0

und damit z — igﬁ;u € Hy. Dawu € Hi, gilt

(= ) =0
Z(z)

was dquivalent ist zu (z,u) = 5 (u, u). Setze nun y = ‘i w3 u- Dann gilt fiir alle z € H:

(Eindeutigkeit): Seien y1,y2 € H, so dass F (z) = Fy, () = %, (x) fir alle € H. Dann folgt (z,y1) =
(z,y2) und damit (x,y; —y2) = 0 fiir alle x € H, insbesondere fiir x = y1 —yo. Also gilt (y1 —ya2,y1 —y2) =
lyr — y2|I> = 0, was y, = y» impliziert. O

Beispiel 1.4.9.

(a) Sei (H,{-,-)) = L?(X, p) mit dem Skalarprodukt f7 =[x [( g(z) p(dz). Dann gibt es fiir alle
F € H einge L*(X,p) mit Z(f) = [y f( ) p(dz).

(b) Sei (H,(-,-)) = ¢* und .# € H'. Dann gibt es ein (y,)neny € H mit F((z,)) =Y pey TkTk-

1.5 Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung
im Hilbertraum

Im R™ gibt es die Standard- oder kanonische Basis x; = (0,...,0,1,0,...,0) mit jeweils einem Eintrag
an der k-ten Stelle. Fiir alle y € R™ gibt es dann aq,...,q, mit y = ayx; + - - - + apx, und man kann
die Koeffizienten durch «;,, = (zk,y) bestimmen. Die Darstellung von Elementen durch eine Linearkom-
bination von normierten, orthogonalen Basisvektoren wollen wir im folgenden auch auf uneigentliche
Linearkombinationen, also unendliche Summen, verallgemeinern.

Definition 1.5.1 (Orthogonalsystem, Orthonormalsystem). Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Eine Menge
O = {z; | i € I} von Elementen aus H zu einer Indexmenge I heifit Orthogonalsystem, wenn (z;,x;) =0
fir ¢ # j gilt. O heilt Orthonormalsystem, wenn (x;,z;) = 0;; fiir alle 4,5 € I gilt, wenn die z; also
normiert sind.

Beispiel 1.5.2.

(a) Sei (H,(-,-)) = ¢2. Die kanonischen Folgen z; = (0,...,0,1,0,...) mit einem Eintrag an der k-ten
Stelle bilden ein Orthonormalsystem.

(b) Sei (H,{(-,-)) = L?*[—m,7]. Die Menge {1,sinnx,cosnx | n € N} bildet ein Orthogonalsystem. Es
gilt die Beziehung
(cosnx,cosnx) = (sinnz,sinnz) =7

Normieren wir die Vektoren, dann bildet die Menge {\/%7 %, % | ne N} ein Orthonormal-
system.
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Lemma 1.5.3 (Satz des Pythagoras). Sei H ein Hilbertraum und 1, ...,z, ein Orthogonalsystem.
Dann gilt
1+ @l = ]+ ]

Beweis. Der Beweis ist einfach.
214 Azl = @14 A T @1+ @) = (21,31 + o+ (21, T0) + (@2, T1) F A (T, )
= (x1,21) + oo+ (T, ) = [J11]] 2]
denn wegen der Orthonormalitit ist (x;, z;) = d;;. O
Satz 1.5.4. Sei x1,x2,... ein Orthogonalsystem im Hilbertraum H. Dann gilt
o0 oo
Zxk konvergiert in H <= Z 2kl < oo,
k=1 k=1

das heift die Partialsummenfolge sn, := >.;" | 1, konvergiert genau dann beziglich ||.||, wenn die Reihe
der Normen konvergiert.

Beweis. Es gilt fiir m > n nach dem Satz des Pythagoras (Lemma 1.5.3):

m m
2 2 . -
|$m — sull” = Z T Z lz:l|” = 8m — 8n,
i=n+1 1=n+1

wobei wir §,, = > 1", ||9c,H2 gesetzt haben. Also ist (sg)xen eine Cauchyfolge in H genau dann, wenn
(k) ken eine Cauchyfolge in R ist. O

Wir kommen nun zur Fourierentwicklung von Elementen in einem Hilbertraum H. Sei dafiir {z,, | n € N}
ein Orthonormalsystem in H.

Satz 1.5.5 (Besselsche Ungleichung). Fiir jedes x € H gilt

|, @x)[* < ]| (1.5.1)

NE

£
Il

1

Beweis. Sein € Nund y, ==z — > ,_, (z, zx)xs. Es gilt fir m < n:
n
<yn7xm JC xm Z Z, -Tk xk‘7xm> = <1‘,CCm> - <$a~73m> = 0.
k=1

Damit ist also {yn, (x, x1)x1, ..., (x, Tn)Ts } ein Orthogonalsystem. Nach dem Satz des Pythagoras (Lem-
ma 1.5.3) gilt

n 2 n n
2 2 2
2)1* = |lyn + D {,ap)m| = llyal® + D Kz o) llzxl® = > [,z
k=1 k=1 k=1
wegen ||zk|| = 1 fiir alle k& € N. Nun folgt der Grenziibergang n — oo und damit die Aussage. O

Korollar 1.5.6. Fiir alle x € H konvergiert

o0
E xZ, l‘k
k=1

in H.
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Beweis. Nach Satz 1.5.4 ist die Konvergenz der Reihe in H &dquivalent zur Konvergenz von

o0

2 2
S ) lanll® < 2l

k=1

wobei die Besselsche Ungleichung (1.5.1) benutzt wurde. O

Satz 1.5.7. Fir ein Orthonormalsystem {x,, | n € N} sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) v =3 o {x,zp)zk fir alle x € H.
(ii) Aus (z,z) = 0 fiir alle k € N folgt z = 0.

(iii) ||z||* = e [z, xp)|? fiir alle x € H. (Parsevalsche Gleichung)

(iv) (z,y) =Y poq (@, xK) (2K, y) fir alle x,y € H.

Beweis. (i) = (iv): Es gilt

(z,y) = <Z e, Y (Y, 10w > > () (y @
k=1 =1

(iii): Setze y = =.
(ii): Sei (z,z1) = 0 fiir alle k € N. Es gilt ||z||* = > rey [z @) > =0, also 2 = 0.
(i): Sei z € H. Setze dann y := Y 7o | (z, z;)z; und z = x — y. Dann gilt fiir [ € N:

0
Ik,fﬂl § l'xk «'Ekv
k=1

=
():$
=

o0 oo
(z,z1) =(x —y,m1) = <x - Z(m,xk>xk,xl> (@, xr) Z (x, xp) (@K, 1) =0
k=1 k=1
und damit x = y. O

Definition 1.5.8 (Vollstindigkeit). Ein Orthonormalsystem mit einer dieser vier dquivalenten Eigen-
schaften heifit vollstindiges normiertes Orthogonalsystem, vollstindiges Orthonormalsystem oder auch
Orthonormalbasis von H.

Beispiel 1.5.9. Sei (H, (-,-)) = ¢2. Die kanonischen Folgen z,, = (0,...,0,1,0,...) mit einem Eintrag
an der n-ten Stelle bilden ein Orthonormalsystem O = {z,, | n € N}. Sei 2z € £? mit z = (2, )nen L oy, fiir
alle k € N. Dann gilt (z,zx) = 2z = 0 fiir alle &, also z = 0. Damit ist O vollstéindig nach Satz 1.5.7 (ii).

Wir beschéftigen uns nun mit der Existenz von Orthogonalbasen in Hilbertrdumen. Wir werden sehen,
dass es ein einfaches Kriterium gibt, das dquivalent zur Existenz einer Orthogonalbasis ist. Dazu zunéchst
eine Definition und ein paar Beispiele.

Definition 1.5.10 (separabel). Ein unitérer Raum (F, (-,-)) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare
Teilmenge M von E gibt, die dicht in E liegt.

Beispiel 1.5.11.
(a) Sei E =R". Die Menge M = {(r1,...,7,) | r; € Q,j =1,...,n} ist abzéhlbar, da Q abzéhlbar ist.
Dann liegt M dicht in R™, denn Q liegt dicht in R und damit gilt

n

2
H(xlv"'vxn) - (y17"'=yn)|| = lej _yj| < 527
j=1
<e22-7
also folgt ||x — y|| < e fiir (21,...,2,) € R™ beliebig und entsprechend gewihlte r1,...,r, € Q, was

immer moglich ist, da Q dicht in R liegt. Daraus folgt, dass der R™ separabel ist.
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(b) E = C" ist separabel.

(c) E = L?[a,b] beziiglich des Lebesgue-Mafles ist separabel. Beim Beweis dieser Aussage kann man
dhnlich wie in Beispiel (a) durch Approximation der stetigen Funktionen mit Treppenfunktionen, die
auf Q definiert werden, vorgehen. Wir beweisen diese Tatsache jedoch mit dem Satz von Weierstraf,
welcher besagt, dass zu jeder stetigen Funktion f(z) auf dem Intervall [a, b] eine Folge (p,,)nen von
Polynomen p, (x) existiert, die gleichméfig auf [a, b] gegen f(x) konvergieren. Mit Q[z][i] bezeichnen
wir die Menge der Polynome der Form

n
Z(rk + isk)mk,n € Ng, 71,51 € Q,
k=0

also alle Polynome mit rationalen und rational-imaginéren Koeffizienten. Ebenso beschreibt Clx]
die Menge der Polynome mit komplexen Koeffizienten. Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass Q[z][]
dicht in L?[a, b] liegt. Da Q[x][] abzihlbar ist, wiirde somit die Separabilitit von L?[a, b] folgen. Sei
[ f]l = sup,epa,p | f(x)] die Norm auf den Polynomringen. Dann liegt Q[x][i] beziiglich ||.|| dicht in
Clx], C[z] ist wieder ||.||-dicht in C[a, b] nach dem Satz von Weierstrafl. Aus p,, — f fiir n — oo auf
[a, b] folgt, dass p, — f in (L?[a,b],]||,), denn

b b
Jim = f13 = i [ pale) = S@P M) = [l [pa(e) ~ f(@)] Acle) =0,

n—oo
a

—0 auf [a,b]

da p, auf [a,b] gleichmiiBlig gegen f konvergiert. Daraus folgt nun, dass Q[z][i] dicht in L?[a, b] ist
und somit erhélt man die behauptete Aussage.

(d) Sei Q eine offene oder abgeschlossene Teilmenge im R™. Dann ist L?({2, \,,) separabel.
(e) Auch der £?(N) ist separabel.
(f) Wenn X eine iiberabzéihlbare Menge ist und u das Zihlmafl auf X, dann ist £2(X, p1) nicht separabel.

Der folgende Satz zeigt, dass die Separabilitét eine relativ starke Eigenschaft von Hilbertraumen ist, denn
sie garantiert die Existenz einer Orthonormalbasis. Umgekehrt kann eine solche Basis nicht existieren,
ohne dass der Raum separabel ist.

Um den Beweis elegant fiithren zu kénnen, benétigen wir noch ein wichtiges Hilfsmittel, das Orthogona-
lisierungsverfahren nach Gram und Schmidt. Wir mochten ein Orthonormalsystem mit beliebig vielen
Vektoren fiir einen unitéren Raum (F, (-, -)) konstruieren. Sei dazu zuerst M = {y,,n € N} eine abzihl-
bare Teilmenge von E. Wir konstruieren nun eine Folge (7,)nen, indem wir zuerst r; als die kleinste
natiirliche Zahl wéhlen, so dass y,, # 0 ist. Wir setzen dann

Yy
Ty = )
[yr
damit ||z1]| = 1 gilt. Dann ist die lineare Hiille von {x;} identisch mit der von {yi,...,¥y,, }, denn alle

Vektoren y; mit ¢ < r; waren ja Null.

Satz 1.5.12. Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. H besitzt eine Orthonormalbasis aus endlich oder abzihlbar
vielen Elementen genau dann, wenn H separabel ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Implikation ,=“. Sei dazu (xj)reny mit N ={1,...,n} oder N =N eine
Orthonormalbasis. Nach Satz 1.5.7 (i) gibt es fiir alle 2 € H die Darstellung x = _, - v (2, zx)zg. Die
Menge

M = {Z(rk +isg)xg fir n € N, rg, s € Q} ,
k=1
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also die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Basisvektoren mit rationalen und imaginér-
rationalen Koeffizienten, liegt daher dicht in H. Da M abzihlbar ist, folgt diese Richtung des Beweises.

7<": Sei H separabel. Dann existiert eine abzidhlbare Teilmenge M = {y,,n € N} die dicht in H liegt.
Nach dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram und Schmidt konstruieren wir ein Orthonormalsystem
{1 | k € N} mit span {x}, | k € N} = span M. Wir werden unter Benutzung von Satz 1.5.7 (ii) zeigen, dass
dieses Orthonormalsystem vollstdndig ist. Sei z € H mit (z,z3) = 0 fiir alle ¥ € N. Dann ist (z,y) =0
fiir alle y € span M. Da M dicht in H liegt folgt, dass (z,2) = 0 fiir alle z € M = H ist. Damit muss
aber z = 0 sein und das Orthonormalsystem ist vollsténdig. O

Korollar 1.5.13. Sei H ein Hilbertraum.

(i) Wenn H als Vektorraum mit d = dim H endlichdimensional ist, dann ist H zum Hilbertraum R¢
beziehungsweise C? mit dem iiblichen Skalarprodukt isomorph.

(ii) Ist H als Vektorraum unendlichdimensional und separabel, dann ist H zum Hilbertschen Folgen-
raum ¢2(N) isomorph.

Beweis. Wir beweisen nur die zweite Aussage. Nach Satz 1.5.12 besitzt H eine Orthonormalbasis aus
héchstens abzéhlbar vielen Elementen, etwa {zy | k € N}. Wir definieren eine Abbildung f : H — ¢*(N)
durch f(z) = ((z,2x))ken. Da Y oo, [z, z1))? = ||z||* aufgrund der Vollsténdigkeit von H ist, ist f(z) €
2(N). Fiir z,y € H gilt

<f(:£),f(y)> = <(<'T7xk'>) y,JTk Z T xk y’zk Z T xk‘ $k, <x,y>

nach Satz 1.5.7 (iv). f erhilt also das Skalarprodukt. Weiterhin ist f auch injektiv, denn aus f(x) =
0, also (z,z) = 0 fiir alle k € N, folgt ||lz|* = ooy |z, zx)|> = 0 nach Satz 1.5.7 (iii). Daraus
folgt dann, dass x = 0. Indem wir die Surjektivitdt von f zeigen, haben wir bestitigt, dass f einen
Hilbertraumisomorphismus induziert. Sei (aj)ren € ¢2(N). Wir setzen z = .-, ayxy. Nach Satz 1.5.4
konvergiert diese Reihe im Hilbertraum H. Damit haben wir

o0 oo
x !Ez E ak$k7xl> = E a <9Ek,$z> = Qg,
k=1 k=1 ~

Ok
das heifit f(z) = ((z,zk)) = (ag) und f ist surjektiv. O

Bemerkung 1.5.14. Sei Q eine offene oder abgeschlossene Teilmenge des R™. Dann ist L?((2, \) separabel
und unendlichdimensional, also nach Korollar 1.5.13 (ii) isomorph zum ¢?(N).

Nun wenden wir die eben erarbeiteten Ergebnisse auf gewohnliche Fourierreihen an.

Satz 1.5.15. Die trigometrischen Systeme {¥ sin ng % firn,m e N} und {em

T A mﬁirnEZ} sind

im Hilbertraum L*[—m, | vollstindig.

Der Satz beruht im Wesentlichen auf dem Satz von Fejer, welcher besagt, dass es zu jeder stetigen Funktion
f auf dem Intervall [—7, 7] mit f(—m) = f(m) eine Folge von trigometrischen Polynomen {g,,n € N} der
Form q(z) = ap+ > ,_, (an sinnx + b, cos nz) gibt, wobei a;, b; € C, welche fiir n — co auf dem Intervall
[—7, 7] gleichméBig gegen f konvergiert.

Beweis. Sei z € L?[—n, 7] mit (z,q) = 0 fiir alle trigometrischen Polynome g. Der Abschluss der trigo-
metrischen Polynome in L?[—m, 1] enthiilt nach dem Satz von Fejer alle stetigen Funktionen auf [—, 7]
mit f(—n) = f(r). Diese liegen dicht in L?[—7, 7). Daraus folgt, dass z 1 L?[—m, 7], also z = 0. Jedes
dieser beiden Systeme ist vollstindig nach Satz 1.5.7 (ii). O
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Trigonometrische Fouriersysteme sind also vollstéindig in L?[—n, 7], das heifit

{ eina: . Z}

- —n

Vo

ist ein vollstéindiges Orthonormalsystem in L?[—7, 7 ]. Alle Aussagen von Satz 1.5.7 gelten also insbeson-
dere fiir dieses System. Sei f € L?[—m, 7] und Zkfioo CrS= 75 se die Fourierreihe von f, wobei

<f¢;;> % ﬂf( z)e ke y(dx), ke Z.

Die Fourierreihe von f konvergiert gegen f in L?[—n, 7| nach Satz 1.5.7, das heif}t

n ikx
S Sl 2o

Daraus kann man natiirlich keine punktweise Konvergenz oder Konvergenz fast iiberall folgern, sondern
es handelt sich um einen neuen Konvergenzbegriff. Es gibt jedoch Kriterien, die die punktweise oder sogar
gleichméflige Konvergenz von Fourierreihen unter stédrkeren Voraussetzungen an f garantieren.

dz) = 0.

lim
n—oo
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KAPITEL 1. BANACHRAUME UND HILBERTRAUME



Kapitel 2

Grundprinzipien der
Funktionalanalysis

2.1

Das Bairesche Kategorietheorem

Sei (E,d) ein metrischer Raum und sei K. (o) = {y € E | d(zo,y) < €} die Kugel mit Radius £ um .
Wir erinnern zunéchst an die Definition einer dichten Teilmenge eines metrischen Raumes, siehe auch
Definition 1.1.10, und fiithren einen dazu kontraren Begriff ein.

Definition 2.1.1.

(i)

(i)

Seien M, K C E. K heiit dicht in M, wenn zu jedem x € M eine Folge (Tn)nen mit z, € K und
lim,, .o x,, = x existiert. Aquivalent dazu ist M C K.

Eine Menge M C E heifit nirgends dicht in E, wenn M in keiner Umgebung eines Punktes dicht
ist. Dies bedeutet, dass K.(zg) € M ist fiir alle zyp € M und alle £ > 0.

Definition 2.1.2. Eine Menge M C F heiflit von 1. Kategorie, wenn M abzéhlbare Vereinigung von
nirgends dichten Mengen ist. Eine Menge, die nicht von 1. Kategorie ist, heiit von 2. Kategorie.

Beispiel 2.1.3.

(a)

(b)

Sei E = R mit Metrik d(z,y) = |& — y|. Die Punktmenge {0} ist nirgends dicht, denn {zo} =
{zo} enthilt kein Intervall (a,b) und somit auch keine e-Umgebung. Damit sind die Punktmengen
sémtlich nirgends dicht. Fiir jede Wahl von (2, )nen in R ist also M = [J;2{z,} von 1. Kategorie.
Wegen der Uberabzihlbarkeit von R gilt M # R fiir jede Wahl der z,,, da wir hochstens abzihlbar
viele verschiedene reelle Zahlenerfasst haben.

Sei £ = N mit der Metrik d(x,y) = |z — y|. Hier ist {n} nicht nirgends dicht, weil zum Beispiel
{n} = K, (n) = {n} gilt und damit haben wir eine Umgebung gefunden, némlich K (n), in der {n}
dicht ist. Hier sieht man wieder einmal die grofle Wichtigkeit des ausgewahlten metrischen Raumes,
auf den man sich bezieht.

Sei E = Q, d(z,y) = |z —y|. Dann gilt E = J;2{r,}, wobei Q = {r; | i € N} eine Aufzéhlung der
abzihlbaren Menge Q ist. {r,} ist nirgends dicht, denn in jeder noch so kleinen Umgebung eines
Punktes liegen unendlich viele weitere rationale Zahlen, und der gesamte Raum Q ist damit von 1.
Kategorie.

Im letzten Beispiel sahen wir, dass auch der gesamte metrische Raum von 1. Kategorie sein kann. Fiir
den betrachteten Raum Q gilt jedoch, dass er nicht vollstdndig ist. Dass dies sogar zwingend folgt, besagt
der folgende Satz, das Bairesche Kategorietheorem.

29
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Satz 2.1.4 (Bairesches Kategorietheorem). Jeder nichtleere vollstindige metrische Raum (E,d) ist von
2. Kategorie.

Anders ausgedriickt: Sei (F,d) ein vollstéindiger metrischer Raum. Wenn E = (J;_| Ay, dann gibt es ein
k € N, so dass Ay nicht nirgends dicht ist, das heifit, dass Ay einen inneren Punkt enthilt. Es gibt also
ein zp € F und ein € > 0, so dass K.(zg) C Ax.

Beweis. Angenommen, F sei von 1. Kategorie, das heift E = J7—, A, mit A,, nirgends dicht in F fiir
alle n € N. Insbesondere ist A; nirgends dicht in E. Also gibt es ein x7 € E' mit 1 € A;. Dann existiert
ein g1 € (0,1) mit K., (1) N A; = 0. Ay ist ebenfalls nirgends dicht in E. K., (x1) € Aj, also existiert
79 € K., (z1) mit 29 ¢ Ay, das heifit es gibt ein €5 € (0, %) mit der Eigenschaft K., (z2) N A2 = () und
K., (x2) C K., (x1). Fortsetzung des Verfahrens ergibt Folgen (z,,) und (&,) mit folgenden Eigenschaften:

—_— 1
K., (zn) C Ke\ (Tno1), Ko (2p)NA,=0, e, € (07 271—1) :

Dann ist (z,) eine Cauchyfolge, denn fiir ein beliebiges N € N ist fiir n,m > N

1 1
d(Tn, Tm) < d(Tp,2N) + d(@m, oN) <en +eny < ov=1 gt

Da FE vollsténdig ist, existiert = lim,, o x, und es ist € E. Fiir ein beliebig gewéhltes M € N und
n> M ist x, € K. (x,) C K¢, (zar). Fiir n — oo gilt x,, — x, also liegt der Grenzwert x in K., (x)
und deshalb liegt = auch in allen Umgebungen K., (x,) fiir alle m > M. Da E = J,;__, A,,, existiert ein
k € Nmit z € Ag. Dann folgt x € K, (x)) N Ak, im Widerspruch zu K¢, (zx) N A = 0. O

Beispiel 2.1.5.

(a) Wir erhalten aus dem Baireschen Kategorietheorem einen neuen Beweis fiir die Uberabzihlbarkeit
vonR. Wire R némlich abz#hlbar, sagen wir R = (J;2,{z;}, dann wire R von 1. Kategorie, was
wegen der Vollstdndigkeit nicht sein kann.

(b) Es gibt stetige Funktionen auf [0, 1], die in keinem Punkt « € [0, 1] differenzierbar sind. Weierstra$
entdeckte eine solche Funktion als erster, deswegen heifit ein spezielles Beispiel auch Weierstraf3-
Funktion. Das einfachste explizite Beispiel ist

fay =3 10
k=1

10k

wobei {y} der Abstand von y zur nichsten ganzen Zahl ist. Wir zeigen nun, dass es unendlich
viele Funktionen mit der Eigenschaft geben muss, stetig, aber nirgends differenzierbar zu sein. Sei
nédmlich £ = C[0,2] mit der Metrik d(f,g) = sup,cjo o) [f(t) — g(t)]. £ ist dann vollstindig. Wir

definieren Flt+h)— f(t) ' }
—_— 2 <n,.

3t € [0,1] mit sup A

M, = {f er
0<h<1

Dann ist M,, abgeschlossen fiir jedes n € N. Um dies zu zeigen, sei fr — f € F mit f € M, fiir
k € N. Sei t; der in der Definition von M,, auftauchende Punkt fiir die Funktion f;. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrass besitzt ¢y eine konvergente Teilfolge. O.B.d.A. gelte t, — to € [0, 1]. Sei h
fest und € > 0. Dann gilt

flte +h) — f(t)
h

fi(te +h) — fr(te)

fr(tr) — f(te)
) RACE k

h

<

f(tk+h)_fk(tk+h)‘+
h

<e+n+e=n+ 2,
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wenn k > ng(e) ist, denn fj konvergiert gleichmiflig gegen f. Fiir kK — oo und € — 0 gilt dann
\%f(to + h) — f(to)| < n und damit ist f € M, also M,, abgeschlossen. Weiterhin ist M,, nirgends
dicht. Sei ndmlich g € E und € > 0. Betrachte die Kugel K.(g) im Raum FE, das heifit f € K.(g)
genau dann wenn supc(o o) | f(t) — g(t)| < e. Wihle f € K.(g) wie im folgenden Bild.

Alle Anstiege seien betragsmiBig grofier als n. Dann folgt f ¢ M,, = M,,, also ist M,, nirgends dicht.
Daraus folgt E # |J;—,; M,,. Damit gibt es aber ein H € E mit H ¢ M, fiir alle n € N. Also ist H

in keinem Punkt differenzierbar, das heiBt fiir jedes ¢ € [0, 1] ist supg.p, 1 |+ (H(t+h)—H(t))| = oc.

(¢) Das Bairesche Theorem verleiht gewissermafien Kriterien, die auf kleinen Umgebungen gelten, auf
dem ganzen Raum Giiltigkeit. Ein Beispiel ist der Satz von Carominas-Balaguer-Agnon. Sei f €
C>(a,b) mit a,b € R und a < b. Zu jedem z € (a,b) existiere ein n, € Ny mit f("=)(z) = 0. Dann
ist f ein Polynom, also ist f(™ = 0 fiir ein n € N. Dass fiir jedes x eine Ableitung von f existiert,
so dass diese bei = Null ist, ist eine lokale Voraussetzung. Das Bairesche Kategorietheorem verleiht
dieser lokalen Aussage dann globale Giiltigkeit auf dem ganzen Raum, namlich £ (z) = 0 fiir alle
z € (a,b). Der kritische Punkt im Beweis ist zu zeigen, dass sup ¢ (yo—c,zqte) || < 00.

Eine Variante des Satzes 2.1.4 ist die folgende, fast analog zu beweisende Umformulierung. Man beachte
dabei, dass aufgrund der Kompaktheit die ausgewéhlte Folge (x,,) konvergiert.

Satz 2.1.6. Jeder nichtleere lokalkompakte metrische Raum ist von 2. Kategorie.

2.2 Stetige lineare Abbildungen auf normierten Vektorrdumen

Seien (E1,|.|;) und (Es, ||.||;) normierte lineare Réume. Mit L(E1, E3) bezeichnen wir den Raum aller
linearen Abbildungen von E; nach Ea. Aus der Algebra ist bekannt, dass es sich dabei um einen Vektor-
raum iiber demselben Koérper wie Fy handelt. Zuerst wollen wir den Begriff der Stetigkeit, der aus der
reellen Analysis bekannt ist, auf allgemeinere normierte lineare Rdume iibertragen.

Definition 2.2.1. Eine lineare Abbildung 7" € L(E,, E) heifit stetig, wenn aus x, — x in (Ey,|.||;)
stets T'(xy,) — T'(x) in (Ea, |.||,) folgt.

Auch fiir den Begriff der Beschrianktheit von Mengen gibt es eine allgemeine Formulierung fiir Teilmen-
gen von normierten linearen Rdumen. Die Beschrénktheit einer Abbildung zwischen normierten linearen
Réumen wird hingegen ein wenig anders als in der reellen Analysis definiert. Dort bedeutet Beschrinkt-
heit, dass die Funktion auch im Unendlichen nicht beliebig gro3 werden darf, bei der folgenden Definition
ist dies nur im Endlichen notig.

Definition 2.2.2. Eine Menge M aus (E1, ||.||;) heifit beschrdnkt, wenn sup,c, ||z|l; < oo gilt. Das

bedeutet, dass M in K,(0) enthalten ist, enn p := sup,¢,, ||z||; endlich ist. Weiterhin definieren wir fiir
Jj = 1,2 die Einheitssphire S; in (Ej,||.||;),

Sj=A{z € Ej | |l=ll; = 1},

und die abgeschlossene Einheitskugel B; in (Ej, ||.;),
Bj={z € E;| [lz[l; < 1}.
Also ist M beschrinkt in (E4, ||.||;) genau dann, wenn es ein p > 0 gibt mit M C pB.

Definition 2.2.3. Eine lineare Abbildung T' € L(F1, E2) heiflt beschrdinkt, wenn T beschrinkte Teil-
mengen von F; auf beschrinkte Teilmengen von Fo abbildet, die Beschrinktheit von Mengen also unter
T invariant ist.

Als eine Ubungsaufgabe zeigt man, dass die Beschriinktheit einer linearen Abbildung 7' : E; — FEj
dquivalent ist zur Beschranktheit von 7" auf B; und sogar ebenfalls dquivalent zur Beschrianktheit auf
lediglich 5;.
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Im folgenden wollen wir die Eigenschaften linearer Abbildungen ein wenig herausarbeiten. Da beschrinkte
lineare Abbildungen, die wir auch beschrinkte lineare Operatoren nennen, den Hauptgegenstand weite-
rer Kapitel bieten werden, ist es wichtig zu wissen, unter welchen Umstédnden wir Beschranktheit oder
Stetigkeit iiberhaupt von einem Operator erwarten kénnen. Sei T' € L(E1, E2) eine lineare Abbildung.
Wir unterscheiden zunéchst zwei mogliche Félle. Gibt es ein A > 0 mit |T'(z)|y, < A ||z, fir alle z € E,
dann definieren wir

|T| :==inf{A>0| [|T(x)]|, < Aljz|, fiir alle z € E}.

Existiert kein derartiges A > 0, so setzen wir ||T'|| = co. Dies ist natiirlich konsistent mit der vorherigen
Definition von ||T||, wenn das Infimum der leeren Menge ebenfalls oo ist.

Definition 2.2.4 (Operatorennorm). Fiir einen Operator T' € L(Ey, Ey) heifit | T|| die Operatornorm
von T. L(FE1, Es) bezeichnet die Menge aller beschriinkten linearen Operatoren und es gilt natiirlich
L(E1, Ey) C L(Ey, Es).

Da ||T|| ist die kleinste Zahl A > 0 mit ||T'(z)|l, < A ||z, fiir alle z € Ey ist, gilt folglich fiir alle x € E,
1T (), < 1T 1]l -
Diese Gleichung ist sehr wichtig, wir werden sie oft verwenden. Weiterhin definieren wir

pe = sup |T(z)|y, wps= sup [|T(z)],.

l=ll, <1 l=ll,=1

Natiirlich ist up > pg. Weiterhin ist klar, dass ||T'|] < oo genau dann gilt, wenn T beschrankt ist.
Wir werden nun einen Satz beweisen, der die Endlichkeit von ||7']] und damit die Beschrénktheit des
Operators mit pup und pg in Verbindung bringt. Damit haben wir ein handliches dquivalentes Kriterium
fiir die Beschranktheit einer linearen Abbildung, denn pg ist meistens leicht zu bestimmen. Dies wird uns
bei spéiteren Beweisen mehr als niitzlich sein.

Satz 2.2.5. Flir eine lineare Abbildung T € L(FE1, Es) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) T ist beschrinkt,
(1) |IT|| < oo,

(i11) pp < oo,

(iv) ps < oo.

Wenn T beschrinkt ist, gilt weiterhin |T|| = up = ps-

Beweis. Sei x € Ey, x # 0. Setze y = =2, also ist |ly|| = 1. Es gilt

Tall;
IT@)ly = 1Tzl )y = 1T @), 2l < ps lll; -

Da diese Ungleichung auch fiir z = 0 gilt, folgt || T|| < ps < pp. Nun zeigen wir noch up < ||T]|. Dies ist
klar, wenn ||T'|| = co. Sei also |T|| < oo. Dann existiert ein A > 0 mit | T'(z)|, < X||z||, fiir alle z € E}.
Fir z € By, also ||z||; < 1, gilt dann offensichtlich ||T'(x)||, < A. Hieraus folgt

sup [|T(x)|l, = pup < A,
llll, <1

also pp <inf A = ||T|| und damit pup = ||T]. O

Mit diesen Ergebnissen ausgestattet sind wir nun in der Lage, eine Verkniipfung zwischen den Begriffen
der Stetigkeit und der Beschrianktheit zu ziehen. Es stellt sich heraus, dass fiir lineare Abbildungen diese
Definitionen dquivalent sind, was es uns ermoglicht, im jeweiligen Kontext die niitzlichere oder bequemere
Eigenschaft zu verwenden. Wir erinnern zum Beweis daran, dass die Stetigkeit einer Funktion f zwischen
topologischen Riumen dadurch definiert ist, dass die Urbilder offener Mengen unter f~! wieder offen
sind.
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Satz 2.2.6. Sei T € L(E1, E3) und x¢ € Ey fest. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) T ist stetig in xo,
(i) T ist stetig in jedem Punkt x € Eq,

(iii) T ist beschrinkt.

Beweis. (1)= (ii): Sei (z,,) eine Folge in Fy mit x,, — z. Dann gilt ©,, — z + ¢ — . Da T in x( stetig
ist, folgt
T(xn) — T(x)+T(xo) =T(xy —x + x0) — T(20),
also T'(z,,) — T(z).
(ii)= (i): Diese Implikation ist trivial.

(if)= (iii): T ist stetig in = 0, das heifit das Urbild jeder offenen Umgebung von 0 € Es ist eine offene
Umgebung von 0 € E;. Deswegen es gibt ein § > 0, so dass die Menge K5(0) in Fy von T in die Menge
K1(0) in Ey abgebildet wird, das heifit T'(Ks(0)) C K;1(0). Sei € Ey mit  # 0 und 0 < r < §. Setze
nun y = rﬁ. Dann ist ||y||; = r < §. Damit folgt, dass y € K;(0) ist, sich also T'(y) in K;(0) befinden
muss, was wiederum bedeutet, dass || T(y)|, < 1 sein muss, also

IT(y)lly = 1T ()], < 1.

(&N ||1

Hieraus folgt || T(z), < % [|#]|;. Da dies trivialerweise auch fiir = 0 gilt, ist 7' beschrénkt.
(iii) = (ii): Es gilt fiir y,z € Fy:
IT(y) =T (@)l = Ty — )l < 1Ty — ]l -

Wenn nun also y,, — « gilt, dann folgt T'(y,) — T(z), also ist T stetig in . O

Wir haben weiter oben die Operatorennorm definiert und dabei den Begriff der Norm verwendet. Dass es
sich tatséchlich um eine solche, némlich auf dem Raum L(E1, E5) aller beschrénkten linearen Operatoren
handelt, besagt der folgende Satz. Er sichert uns auch gleich die Banachraumeigenschaft von £(FE1, E2),
vorausgesetzt, dass es sich bei dem Grundraum Fs um einen Banachraum handelt.

Satz 2.2.7.

(i) Die Operatorennorm ist eine Norm auf dem Vektorraum L(E1, E3).

(ii) Wenn Ey ein Banachraum ist, dann ist L(E1, E2) mit der Operatornorm ebenfalls ein Banachraum.

Beweis. Da die Normeigenschaften einfach nachzurechnen sind, beweisen wir lediglich (ii). Sei A, €
L(E1, Es) fiir n € N, wobei (A,,)nen eine Cauchyfolge in L(F1, E2) sei. Sei weiter € > 0. Dann existiert
ein n. mit ||A, — An,|| < € fiir alle n,m > n.. Sei x € E fest. Es gilt

[An(2) = Am (@), = [[(An = Am)(@)[ly < [|An = Am][ ], -

Hieraus folgt, dass (A, (x))nen eine Cauchyfolge in Fy. Da Fy ein Banachraum ist, konvergiert diese
Folge, das heifit es gibt ein y, € Fy mit y, = lim,, o A,(z). Wir sehen, dass die Zuordnung x — y,
linear in x ist, das heifit A(z) —y,, ist ein linearer Operator von E; nach Es. Wir definieren einen linearen
Operator A durch A(x) = y,. Es gilt nach obigen Voraussetzungen stets

[An(z) = Am(2)lly < |An — Al 2], < el
fir n, m > n., und mit m — oo folgt dann

Jim [[An(2) = Am (@), = [[An(2) = A(2)]ly < el
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fiir n > n.. Weiter haben wir

[A@)l, = [[A(2) = An(2) + An(2)]ly < [[A(2) = An(2)]ly + [[An(@)ll,
<elllly + Al ], = (e + 1Al Izl -

Da || A, ||, beschrankt ist, folgt daraus, dass A beschrénkt ist. Aus ||A(z) — An(2)|l, = [[(A — Ap)(2)|, <
e ||lz||, fiir n > n. folgt dann

A= An[l = sup [|(A—An)(2)]; <e

=l <1
fiir n > n.. Damit gilt lim, .« [|A — A,]| = 0, das heifit A,, — A in der Operatorennorm. O
Nach diesen theoretischen Uberlegungen ist es an der Zeit, Beispiele fiir lineare und beschrinkte Opera-
toren zu bringen. Viele der Operationen, die mit Funktionen durchgefiihrt werden kénnen, beispielsweise
Differentiation und Integration, lassen sich auch durch die Wirkung von gewissen Operatoren beschreiben.

Diese Schreibweisen sind meist sehr {ibersichtlich und der Operatorenkalkiil sichert fiir viele Operationen
eine Fiille von Eigenschaften.

Beispiel 2.2.8.

(a) Sei E = C" und |jz]| = />, @] fiir # € E. Weiter sei A eine n x n-Matrix. Wir definieren
Ty(x) = A-x fir alle € E. Dann ist T4 ein linearer Operator von E nach F, wie man leicht

anhand der Rechenregeln fiir Matrizen sieht. T4 ist beschrénkt und es gilt [|[Tal| < (/>0 =1 lais]?
Als Ubungsaufgabe zeigt man, dass jeder lineare Operator T : C* — C™ diese Gestalt hat.

(b) Wir betrachten Integraloperatoren, die einen quadratisch integrierbaren Kern besitzen. Diese wer-
den Hilbert-Schmidt-Operatoren genannt und bilden eine Klasse von Operatoren, denen man in der
Funktionalanalysis hdufig begegnet. Seien a,b € R mit a < b, Q = [a,b] X [a, b] und sei k(¢,s) : @ — R
messbar. Es gelte weiterhin

/|kts A(dt, ds) //|kts dH)A(ds) < 0o

was auf jeden Fall erfiillt ist, wenn k stetig auf €2 ist. Weiter definieren wir nun einen Operator T’

durch
/ k(t,s) A(ds)

fir f € L?[a,b]. Es gilt unter Benutzung der Holderschen Ungleichung (1.2.11):

b b 2
/ (T () M) = /
b b b
< / ( / k(t, ) A(ds>> ( / If(S)IQA(d8)> A(dt)
b b
— 172 ( / / k<t7s>|2A<ds>A<dt>> I e < o

Aus [|(Tf)(s)]> M(ds) < oo folgt, dass [(Tf)(s)|* -fast iiberall endlich ist, also erreicht man durch
abindern auf einer Nullmenge, dass T'f in L?[a,b] liegt. T bildet also den L?[a,b] in sich selbst
ab. Wegen | Tf||*> < cx | fI fiir alle f € L%[a,b] folgt weiterhin, dass T’ beschriinkt ist, das heiBt
T € L(L?[a,b], L*[a,b]). Fiir die Norm von T gilt die Abschétzung

b b 1/2
||T||s</ / k<t7s>|2x<ds>x<dt>) .

b
/ k(t, s) f(s) A(ds)| A(dt)
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()

Als néchstes betrachten wir sogenannte Differentialoperatoren, die den Vorgang der Differentiation
durch die Wirkung von Operatoren ausdriicken. Es sei E; = C'[0,1] die Menge der einmal stetig
differenzierbaren und Es = C[0,1] die Menge der stetigen Funktionen auf [0,1]. Eine Funktion
aus E; wird durch einmaliges Differenzieren auf eine Funktion aus E5 abgebildet. Auf den beiden
Réumen seien die Normen

[fll, = sup [f(t)]+ sup |f'(t)]
te[0,1]

te0,1]

und

[flla = sup [f(?)]
t€0,1]

vorgegeben. Fiir den Differentiationsoperator T, der in der Form (Tf)(t) = f/(t) wirkt, gilt T €
L(E4, E3) und wir haben die Abschétzung

ITflly =11y = sup [f(®)] <l
te0,1]

Das bedeutet, dass T' beschrénkt ist mit [|T']] < 1, also T € L(E1, Es).

Ersetzen wir hingegen ||.||; durch

£y = sup [F@)] =1,
te0,1]

dann ist 7 nicht mehr beschriinkt. Sei namlich f,(t) = t* € E;. Fiir jedes f, gilt ||f.]} = 1, es
handelt sich also um eine beschriinkte Folge. Hingegen gilt T'f,, = nt"~! mit |[|Tf,|, = n. Also
existiert kein A > 0 mit |T(f)|l, < A f||}, denn dann wire [|T(f.)]l, = 7 < M||fall} = A fiir
alle n € N, was nicht sein kann. Wir folgern, dass T zwar ein linearer Operator von E; nach Ej

ist, hingegen die Beschranktheitseigenschaft nicht aufweist, wenn man von den normierten linearen
Riumen (F, |.[}) und (Es,||.||,) ausgeht.

Ein weiterer wichtiger Operator ist der Operator der Fouriertransformation. Sei f € L'(R%, \). Wir
definieren einen Operator F' durch

W /R ) e "9 f(s) A(ds).

Die Funktion e~ %) f(s) ist dabei -integrierbar, da
|7 9 f(s)| = | f(s)] € L' (RY, N).

(FE) =

Fiir den Operator F' haben wir die Abschaetzung fiir den punktweisen Betrag

1
FUNO1 < G [, 1F0138) = iz e

und schlieBen daraus die folgende Ungleichung fiir die Norm:

1
IE () poo ey < @) 1122 ey -

Also ist F eine stetige lineare Abbildung von dem L*(R9) in den L>(R?) mit || F|| <

1
(271.)(1/2 .

Sei H = (*(Np) der Hilbertsche Folgenraum. Wir definieren den Verschiebungsoperator S mit
S(zo,z1...) = (0,20, 21 ...) fiir € H. Dieser Operator wird auch einseitiger Shift genannt. Allge-
meiner kann S auch zweiseitig durch

S(..,x—1, ®y ,x1,...)=( .., T 9, T_1 ,T0,T1,...)
Stelle 0 Stelle 0

auf dem Folgenraum ¢%(Z) definiert werden.
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(f) Sei (X, pu) ein Mafraum und H = L?(X,p). Fir a € L®°(X,u) definieren wir ein Funktional
T, : H— H durch (T,¢)(x) = a(z)p(x) fiir alle ¢ € L?(X, ). Dann gilt:

/ Tagl? = / 0(@)e@)” i < ol / o(@)? du.
X X X

Daraus folgt, dass
1Taspll < llall oo (x,0)

ist und daraus ergibt sich dann, dass es sich bei T, um einen beschrinkten Operator handelt, fiir
dessen Norm ||, || < |lal|7 (X, p) gilt.

2.2.1 Duale Riaume

Der Dualraum ist ein wichtiges Konzept iiber Funktionale, von dem wir in den nichsten Abschnitten
ausfiihrlich Gebrauch machen werden. Die Definition hier unterscheidet sich insofern von der Definiti-
on des dualen Raumes in der Algebra, da uns hier durch die Normierung der Vektorrdume zusétzliche
FEigenschaften der Funktionale wie beispielsweise Stetigkeit zur Verfiigung stehen. Wir bringen zunéchst
eine Definition des Dualraums und wiederholen dabei den Begriff des Funktionals, definieren dann Iso-
morphien zwischen normierten linearen Rdumen und bringen anschliefend einige ausfiihrliche Beispiele,
die auch ein wenig strukturelles Licht auf uns bereits bekannte Rdume werfen. Insbesondere werden wir
sehen, dass die LP-Raume stark untereinander zusammenhéngen.

Definition 2.2.9 (Dualraum). Sei (E, ||.||) ein normierter linearer Raum und F; = K mit ||z|| = ||
der Grundkoérper von F, also K = R oder K = C. Die stetigen linearen Abbildungen F : E — K heiflen
stetige lineare Funktionale von E. Mit E’ bezeichnen wir den Vektorraum aller stetigen Funktionale von
E. Der Raum (E’,||.||) mit der Operatorennorm || F|| = inf {a > 0 | ||F(z)|| < a|z|, fiir alle z € E} ist
ein normierter linearer Raum und da Fs vollsténdig ist, ist (E’,||.||) ebenfalls ein Banachraum. (E’, ||.||)
heifit der zu (E, ||.||) gehorige duale Raum.

Definition 2.2.10. Seien (E4,||.||) und (Es,||.||) zwei normierte lineare Réume. Diese Réume heiflen
isomorph, wenn es eine bijektive lineare Abbildung f von E; auf E; gibt, die ||f(x)||, = ||z||; fiir alle
x € Fj erfiillt. Man nennt f dann einen isometrischen Isomorphismus.

Beispiel 2.2.11.

(a) Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Nach Satz 1.4.8 sind alle stetigen Funktionale auf H von der Form

Fy(z) = (x,y) fir z,y € H. Wir fassen diese stetigen Funktionale im Dualraum H' = {F, |y € H}

zusammen. Nun definieren wir einen weiteren Vektorraum H~ wie folgt: Als Menge sei H~ = H.
Die Addition sei identisch mit der in H und die Multiplikation sei durch A\yy- = Ay definiert. Die
Abbildung H" — H~, die durch F, — y gegeben ist, ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Es
gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung stets

[Fy (@) = [z, 9] < lyll =]l

das heifit, dass || Fy|| < ||y|| ist. Weiterhin haben wir fir x =y

2
[Ey )] = [ o) = llyll™ < I1E i

und damit |ly|| < ||Fy||. Kombiniert man die beiden Aussagen, so ergibt sich ||Fy|| = ||y||. Die
Aussage gilt in allgemeineren Hilbertriumen ebenfalls, es ist némlich stets H' &~ H~.

(b) Sei E = LP(X,pu) mit 1 < p < oo und sei g € L9(X, u) mit einem ¢ so, dass % + % =1 gilt. Wir
definieren Fy(f) = [ fgdp fiir f € LP(X, ). Diese Integrale existieren fiir alle g und f, da gilt:

1/p 1/q
[ slan < ( [ 1 du) ( [ 1d du) 1 fll Nl e < oo
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Desweiteren haben wir

Fg(f)l—‘ /X fgdu’ﬁ /X Faldi < gl o 110 -

Daraus folgt, dass Fy, € LP(X,u)" ist und fir die Norm des Funktionals ||F,| < |gll;, gilt. Man
kann zeigen, dass ||Fy|| = [|g||,, und dass jedes Funktional F' aus LP(X,u)" von der Form Fj mit
einem g € L9(X, p) ist. Das beutet, dass die Abbildung von L9(X, ) € LP(X, p1)’, die durch g — Fj,
gegeben ist, ein isometrischer Isomorphismus ist. Damit gilt der allgemeine Zusammenhang

1 1

LP(X,p) 2 LY(X,pn), 1<p<oo, —+-=1

p g
Fiir p = 1 oder p = oo ist diese Aussage nicht giiltig. Es ist nimlich L>°(X,u) 2 L'(X,u), aber
hingegen L'(X,pu) = L*°(X, p).

(c) Sei E =C(X) der Raum der stetigen Funktionen auf X, wobei X ein kompakter metrischer Raum
sei. Weiterhin sei v ein komplexes Borelma$ auf X. Wir definieren das Funktional F,(f) = [ fdv.
F, ist ein stetiges lineares Funktional auf F. Da X kompakt ist, ist |v| stets endlich. Ist v weiterhin
auch positiv, so gilt dann

IFu(f)IS/XIf\dVSIIfII/XdV=V(X)Hf||

und daraus folgt, dass F, € E’ ist und die Norm von F, durch die Abschitzung ||F,| < v(X)
charakterisiert wird. Nach dem 2. Satz von Riesz sind alle stetigen linearen Funktionale auf F =
C(X) von der Form F,, wenn v ein komplexes Borelmaf auf X ist.

2.3 Das Theorem von Banach-Steinhaus

Der Satz von Banach-Steinhaus ist das zentrale Thema dieses Abschnittes. Es handelt sich um eine
fiir weitere Untersuchungen sehr wichtige Aussage, da man eine oft bendtigte Regularitdtsbedingung,
die gleichméfBige Beschrianktheit einer Menge von linearen Abbildungen, aufgrund von schwécheren Vor-
aussetzungen, ndmlich der punktweisen Beschrinktheit erhélt. Da punktweise Beschrinktheit in vielen
Fillen nicht schwer zu zeigen ist, konnen eine Menge Folgerungen elegant bewiesen werden. Auch spéter
in diesem Skript werden wir noch oft auf diesen Satz zuriickgreifen.

Da der Satz von Banach-Steinhaus eine lokale Aussage (punktweise Beschriinktheit) auf den gesamten

Raum (gleichmiflige Beschriinktheit) iibertrégt, liegt es nahe, Verkniipfungen mit dem Baireschen Kate-
gorietheorem zu vermuten. Tatséchlich werden wir dieses im Beweis bendtigen.

Satz 2.3.1 (Satz von Banach-Steinhaus). Sei E' ein Banachraum und F' ein normierter linearer Raum.
Sei weiter T; € L(E,F) fir i € I, wobei I eine beliebige Indexmenge sei. {T; | i € I} sei punktweise
beschrdnkt, das heifit fir jedes x € E sei

¢g =sup ||T;(z)|| < oo.
il

Dann ist {T; | i € I'} gleichmdfig beschrinkt, das heifit

sup ||T;|| < oo.
i€l

Beweis. Sei A, = {z € E | |[T;(x)|| <n fiir alle i € I'}, wobei n € N sein soll. Da jedes T; stetig ist, sind
die Mengen A,, simtlich abgeschlossen. Weiterhin ist die Menge der Abbildungen {T; | i € I'} punktweise
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beschréinkt, das heifit es gibt fiir jedes z € E ein n € N mit z € A4, so dass also E = |, ; 4, gilt. Nach
dem Baireschen Kategorietheorem (Satz 2.1.4) existiert, da E ein Banachraum ist, ein zo € E, ein € > 0
und ein n € N mit K (zg) C A4,, = A,.

Sei x € E mit [|z|| < 1. Wir wihlen uns ein r mit 0 < r < ¢ und setzen y = zy + rz. Dann gilt
ly — zoll = ||rz|] < r||lz| < e, also ist y € K (xg). Fiir T;(x) ergibt sich somit

1
;(n + cﬂ:o)v

Il = | (4

7 (1) | < S 0ml + I <

da y € K.(z9) C A, und damit ||T;(y)|| < n ist. Aus dieser Aussage, die nicht von ¢ und vom konkret
gewihlten 2 abhingt, solange nur ||z|| < 1 ist, folgt die Behauptung, da

—_

sup [[Ti|| = sup sup [|Ti(2)]| < ~(n+ czp) <00
i€l

el ||lz)|<1 r

O

Aus dem Beweis kann man als einfache Ubungsaufgabe zusiitzlich noch eine weitere Aussage herleiten.
Seien E, F wie im Satz 2.3.1 und T; € L(E,F) fiir alle ¢ aus einer Indexmenge I. Sei weiter E; =
{z € E | ¢y = sup;¢; ||Ti(2z)|| < oo}. Dann ist E1 = E oder Ej ist eine Menge der ersten Kategorie.

Kommen wir nun zu einigen Anwendungen und Beispielen des Banach-Steinhaus-Theorems. Der Satz
schafft viel strukturelle Klarheit innerhalb wichtiger Banachrdume.

Beispiel 2.3.2. Zunéchst bringen wir ein Beispiel, bei dem die Voraussetzungen des Banach-Steinhaus-
Theorems nicht erfiillt sind, denn dann kann man auch die Implikationen des Satzes nicht erwarten. Sei
E der Vektorraum der finiten Folgen, also aller Folgen, die nur endlich viele Eintrdge haben, mit der
Norm |[(zn)nen|| := sup,en(@n) fir (z,)neny € E. Sei weiter (E, ||.||) ein normierter linearer Raum, der
jedoch kein Banachraum sein moge. Dann konnen wir eine punktweise beschrénkte Menge von linearen
Abbildungen konstruieren, die nicht gleichméBig beschrankt ist. Wir wihlen ein k£ € N und definieren

Te(x1,. . 20,0,...) =1 21,2 29,...,k-24,0,...).
Dann liegt Ty, in £(F, E) und die Gleichung ||T%|| = k ergibt sich aus
[Tk ()|l = sup{[1- 1|, [k 2} < k-sup{laa],..., |zk}
neN neN

<k- Sug{(|xn|)n€N} =k [[(n)nenll -
ne

Da k € N beliebig grofi wird, kann die Menge {7} | k¥ € N} nicht gleichméBig beschrinkt sein.

Korollar 2.3.3. Sei E ein Banachraum und F ein normierter linearer Raum. Weiter sei Ay, € L(E, F)
fir k¥ € N und es existiere ein nach Voraussetzung nicht notwendig beschrénktes A € L(E,F) mit
limp_,o0 Ai(z) = A(z) fir allex € E. Dannist A € L(E, F'), das heifit, dass A tatséchlich doch beschrinkt
ist, und fiir die Norm von A gilt || A|| < limg— o || Ak

Beweis. Aus der Vorrausetzung folgt, dass {4, | k € N} punktweise beschrénkt ist, das heifit wir kénnen
Satz 2.3.1 anwenden. Damit folgt sup,cy || Ak|| < co. Aus dieser gleichméfiigen Beschrénktheit ergibt sich
nun

[Ak (@) < [[Ak[Hl] < =]

fiir alle z € E mit einem C € R. Im Limes k — oo ergibt sich damit ||A(z)|| < C'||z|| und daraus folgt,
dass A beschriinkt ist. Wir wihlen nun eine Teilfolge (Ag, )neny mit lim, oo | Ag, || = liminf, o [|An]l
und wenden das gleiche Argument wie oben bei Ay an. Daraus ergibt sich ||A(z)| < liminf, . || 4n]l ||2]l
und damit || A|| < limg— oo || Ak O
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Insbesondere haben wir folgendes gezeigt. Wenn F' = C und (E, ||.||) ein Banachraum ist und wir lineare
stetige Funktionale Fj, € E’ fiir alle k € N definiert haben, fiir die limy_,o Fi(z) =: F(x) existiert, dann
ist F' € E’ ebenfalls ein stetiges lineares Funktional auf E.

Korollar 2.3.4 (Satz von Mazur-Orlicz). Seien E und F' Banachrdume. B(-,-) sei eine Bilinearform auf
E x F. Weiterhin sei B partiell stetig in beiden Variablen, das heiffit wenn x,, — z in F und y, — y in F'
gilt, so ist limy,—eo B(Zn,y0) = B(z,y0) und lim, .. B(zo,yn) = B(xo,y) bei beliebigen festen yg € F
und zg € E.

Dann ist B gleichméfig stetig, das heifit wenn z,, — z in F und y, — y in F konvergiert, dann gilt
limy, o0 B(J?n, yn) = B(J?, y)

Beweis. Es gilt
B(xn7yn) - B(xay> = B(mn - $7yn) + B(xayn - y)a

wobei nach Voraussetzung x,, —z — 0 und y,, —y — 0 konvergieren. O.B.d.A. kann man also annehmen,
dass £ = 0 oder y = 0 gilt. Sei y = 0, also y,, — 0. Wir definieren T},(y) = B(x,,y) fir y € F. T, ist
eine lineare Abbildung von F' nach C. Weil B partiell stetig ist, ist T}, stetig fiir jedes n € N. Es gilt
To(y) = B(zn,y) — B(x,y) = T(y) wegen der partiellen Stetigkeit fiir alle y € F. Daraus folgt, dass
sup,en |Tn(y)| < oo fiir jedes y € E gilt. Nach dem Banach-Steinhaus-Theorem (Satz 2.3.1) ist damit
C = sup,,ey ||Tn|| < co. Dann haben wir

1B(n, yn)| = [To(yn)| < | Toll llynll < Cllynll — 0,

da y, — 0. Also gilt B(xy,yn) — 0 = B(x,0). O

2.4 Der Satz von der offenen Abbildung und der Satz vom ab-
geschlossenen Graphen

Zuerst wollen wir den Satz von der offenen Abbildung beweisen, der auch Satz von Banach-Schauder heifit.
Der Beweis dieses Satzes hat strukturelle Ahnlichkeit zum Beweis des Satzes von der Umkehrabbildung
im R™.

Satz 2.4.1 (Satz von Banach-Schauder). Jede stetige surjektive lineare Abbildung T eines Banachraumes
E auf einen Banachraum F ist offen, das heifst T(O) ist eine offene Menge in F fiir jede offene Menge
O aus E.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass es fiir jedes € > 0 und jedes zg € E ein ¢ > 0 gibt, so dass T(U.(xg)) 2
Us(T(zo)) gilt. Da T linear ist, sei 0.B.d.A. zg = 0. Zu zeigen ist dann, dass es fiir jedes € > 0 ein 6. > 0
gibt mit T'(U(0)) D Us_(0). Sei € > 0. Der erste Schritt ist zu beweisen, dass T'(U,(0)) eine Kugel Us(0)
in F fiir ein 8 > 0 umfasst. Sei dazu U = U.(0). Aus E = {2, nU folgt T(E) =,_, nT(U) = F, weil
T surjektiv ist. Nach dem Baireschen Kategorietheorem (Satz 2.1.4) existiert ein m € N mit mT'(U) D
Ua(y), y € F, a > 0. Das ist dquivalent zu T(U) 2 LU, (y). Aus U(0) 2 U, /2(0) — U, 2(0) folgt

Die letzte Inklusion sieht man so ein: Wenn z,, — z und y, — y mit x,,y, € T(U./2(0)) und z,y €
T(Ue/2(0)), so gilt x —y € T(U./2(0)) — T(Uc2(0)). Weiter konvergiert aber x,, — y, — = — y, wobei fiir
die Differenzen stets x,, — y,, € T(U,j2) — T'(Uz/2) und @ —y € T(U.2(0)) — T(Ue2(0)) ist.

Damit haben wir

T(0) 2 T0-/2(0) - T0-12(0)) 2

Cops) = Uost) = U {2 20an0} =0,

Zeanm(y)
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wobei U als Vereinigung offener Mengen offen ist. U enthilt die Null, also enthiilt U eine kleine Kugel
Up(0) um Null.
Im zweiten Schritt zeigen wir, dass T(U.(0)) eine Kugel um 0 in F enthdlt. Wéhle dazu eine Folge
(Tn)nen positiver Zahlen mit > >0 r, < 5. Sei E, = Ua(0) in B, F5 = Uy(0) in F und sei rp =
. Nach dem im ersten Schritt Gezeigten existiert fiir jedes n € N ein 6, > 0 mit Fs, C T(E,,).
O B.d.A. sei lim,,_,o0 0, = 0. Wir zeigen nun Fs, C T'(E.). Sei dafiir y € F,,. Dann ist also y € T(E,,).
Damit existiert ein zg € E,, mit ||y — T'(xo)|| < 01 und damit gilt y — T'(z¢) € Fs, C T(E,,). Also
existiert ein 1 € E,, mit |y —T(xo) — T(21)| < J2. Induktiv konstruieren wir eine Folge (xn) in B,
mit ||y — T(zo) — ... — T(xn)|| < dpt1 und ||| < rp. Weil D07 7, < oo, konvergiert Y o0 | ry, im
Banachraum E. Sei x = Y-, z,, € E. Dann gilt

> oo
g e
Izl < ;nmnn < Zj ool < S+ 5 =¢

(5

Wegen der Stetigkeit der Norm und von T folgt daraus

also gilt sogar = € E. und

S 5n+1 .

n
lim ||y =T (Zxk>|' y— lim T <an> < lim 0,41 =0
k=0
y-T ( lim an> H |y - T(@)| <0,
und damit ist y = T'(x). O

Korollar 2.4.2. Sei T eine stetige bijektive lineare Abbildung des Banachraums F auf den Banachraum
F. Dann ist die Umkehrabbildung T stetig, das heifit T-! € L(F, E).

Beweis. T~ existiert wegen der Bijektivitit und bildet F eineindeutig auf E ab. Sei U eine offene Menge
in E. Dann ist V := T(U) nach Satz 2.4.1 eine offene Menge in F. Das Urbild T-1(V) = U ist offen in
E, also ist T~ stetig. O

Nun kommen wir zum Satz vom abgeschlossenen Graphen. Dazu bendtigen wir erst einmal ein paar
Definitionen. Stellt man sich beispielsweise eine gezeichnete Funktion f : R — R vor, so handelt es sich
im Grunde genommen um ein zweidimensionales Bild des Graphen der Funktion, ndmlich um die Menge
(z, f(x)) fiir alle betrachteten x € R. Ebenso verhilt es sich mit Abbildungen g : R? — R, wo wir uns
Flichen im dreidimensionalen Raum vorstellen, also einen dreidimensionalen Graphen. Dieses Konzept
eines Graphen lésst sich stets durch Paarung von Argument und Funktionswert mathematisch fassen,
auch in allgemeinen Raumen.

Definition 2.4.3. Sei T eine Abbildung der Menge M in die Menge N. Die Menge {(z,T(z)) | = € M}
heiBt der Graph von T. Man schreibt G(T) = {(z,T(x)) | € M}.

Definition 2.4.4. Sei E ein normierter linearer Raum und sei D ein Unterraum von E. Eine lineare
Abbildung des normierten linearen Raumes D in den normierten linearen Raum F' heifit abgeschlossen,
wenn der Graph G(T') von T eine abgeschlossene Teilmenge des normierten linearen Raumes E & F ist.

Der normierte lineare Raum E @ F ist dabei der Vektorraum E + F' der direkten Summe von E und F,
versehen mit der Norm ||(z,y)|| = ||z|| + ||y|| fiir # € F und y € F. Sind FE und F Banachriume, dann ist
auch F @ F ein Banachraum.

Bemerkung 2.4.5. Es gelten folgende Implikationen:
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(i) Jede stetige lineare Abbildung von E nach F ist abgeschlossen.

(ii) Sei T € L(E, F). Dann ist T abgeschlossen genau dann, wenn aus x,, — 0 in E und T'(z,,) — y in
F stets y = 0 folgt. Man beachte, dass an nicht konvergierende Folgen T'(z,,) keine Anforderungen
gestellt werden.

Die Bemerkung 2.4.5 (i) ldsst sich umkehren unter der Voraussetzung, dass es sich bei den betrachteten
Réumen E und F' um Banachrdume handelt. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes. Handelt es sich
auch nur bei einem der beiden Rdume nicht um einen Banachraum, so kann man nicht mehr erwarten,
dass aus der Abgeschlossenheit auch die Stetigkeit folgt. Gegenbeispiele kann man sich bei Bedarf ohne
weiteres konstruieren.

Satz 2.4.6 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Jede abgeschlossene lineare Abbildung T eines Banach-
raums E in einen Banachraum F ist stetig.

Beweis. Da E und F Banachréume sind, ist auch E @ F' ein Banachraum. Nach Voraussetzung ist G(T)
abgeschlossen in E @ F, also ist G(T') in der Norm von E @ F' ebenfalls ein Banachraum. Definiere die
folgende lineare Abbildung P von G(T') auf E:

Pz, T(z)) =z, (x,T(x))eG(T),xz€E.
Dann ist P stetig, denn wenn z,, — x und T'(z,,) — y fiir ein beliebiges y, dann ist
Pz, T(x,)) = 2p — & = Pz, T(x)),

wobei das zweite Argument von P keine Rolle spielt. Weiterhin ist P bijektiv, denn wenn P(x,T(z)) =
P(z',T(z")) ist, dann ist also z = 2’ und damit T(x) = T(z’). Nach Folgerung 2.4.2 ist die Abbildung
P~ stetig, das heit wenn x,, — 2z gilt, dann gilt auch (x,,T(x,)) = P~ 1(z,) — P~ 1(2) = (z,T(2)),
insbesondere also T'(z,) — T(x) und damit ist 7' ebenfalls stetig. O

2.5 Das Hahn-Banach-Theorem

Ebenso wichtig und strukturférdernd wie das Banach-Steinhaus-Theorem ist das Hahn-Banach-Theorem.
Es garantiert uns unter gewissen Voraussetzungen die Existenz von stetigen linearen Funktionalen mit
gewiinschten Eigenschaften auf Banachridumen. Eine grundlegende Frage, die sich mit dem Hahn-Banach-
Theorem beantworten lésst, ist die nach stetigen linearen Funktionalen, die in einem bestimmten Punkt
nicht Null werden. Genauer gibt es tatséchlich zu jedem x € E ein f € E' mit f(z) # 0.

Eine andere Frage, die wir beantworten wollen, handelt von der Trennung konvexer Mengen. Fiir zwei
konvexe und disjunkte Mengen im R? gibt es eine Gerade, die diese Mengen trennt, so dass die eine
Menge auf einer Seite der Geraden liegt und die andere auf der anderen Seite. Es wére nun interessant zu
wissen, ob dies auch in allgemeineren Banachrdumen der Fall ist. Hier werden wir jedoch relativ starke
Voraussetzungen an die betrachteten Mengen stellen miissen, damit wir diese Frage positiv beantworten
koénnen.

Um diese Probleme in Angriff nehmen zu kénnen, definieren wir uns zunéchst einige wichtige Begriffe. Es
folgen als erstes einige mengentheoretische Resultate, die wir fiir unsere Untersuchungen gut gebrauchen
konnen.

Definition 2.5.1 (Halbordnung). Es sei M eine beliebige Menge. Eine Halbordnung auf M ist eine
Relation < auf M, so dass fiir alle z,y, z € M folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Ausz <yund y <z folgt x =y , (Antisymmetrie)
(ii) z <z , (Reflexivitét)

(iii) ist © < y und y < 2z, dann ist auch z < z. (Transitivitét)
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FEine Halbordnung ist beispielsweise die Mengeninklusion C auf einem Mengensystem. Man beachte, dass
bei einer Halbordnung auf einer Menge zwei Elemente dieser Menge nicht vergleichbar sein miissen.
Mengen, bei denen dies jedoch der Fall ist, nennt man total geordnet.

Definition 2.5.2. Eine Teilmenge K C M einer Menge M mit einer Halbordnung < heifit total geordnet,
wenn fiir alle z,y € K entweder x < y oder y < zx gilt, wenn also je zwei Elemente aus K miteinander
vergleichbar sind.

Definition 2.5.3. Ein Element z( einer halbgeordneten Menge M heifit

(i) obere Schranke fiir K C M, wenn fiir alle € K gilt, dass = < x ist.

(ii) mazimales Element, wenn aus zo < x € K stets xo = x folgt.

Beispiel 2.5.4.

(i) Sei M = C[0,1] die Menge der stetigen Funktionen von R nach R. Definiere eine Halbordnung auf
M durch f < g <& f(z) < g(x) fir alle z € [0, 1]. Man sieht leicht, dass M mit dieser Halbordnung
nicht total geordnet ist.

(ii) Die Menge M = R? mit der Halbordnung (z1,22) < (y1,%2) < 21 < z2 und x5 < ¥ ist ebenfalls
nicht total geordnet.

(iii) Sei M = {(x,y) € R? |0 <2 < 1,0 <y <1 - x}. Diese Menge stellt ein ausgefiilltes ,, Dreieck* im
ersten Quadranten dar. Jeder Punkt auf der Diagonalen x = 1 — y ist fiir diese Menge maximal.

Von auflerordentlicher Wichtigkeit ist das folgende Zornsche Lemma. Es ist unerlésslich beispielsweise
fiir den Beweis, dass jedes Ideal eines Ringes in einem maximalen Ideal enthalten ist. Der Beweis des
Zornschen Lemmas, den wir hier nicht geben werden, benutzt jedoch das Auswahlaxiom, ist also aus
den ,intuitiven“ Axiomen der Mengenlehre nicht ableitbar. In der Mengenlehre wird gezeigt, dass Aus-
wahlaxiom und Zornsches Lemma sogar dquivalent zueinander sind: Setzt man eines der beiden voraus,
kann man damit das jeweils andere beweisen. Eine dritte zu diesen beiden &quivalente Aussage ist die
des Zermeloschen Wohlordnungssatzes.

Lemma 2.5.5 (Lemma von Zorn). Wenn jede totalgeordnete Teilmenge einer halbgeordneten Menge M
eine obere Schranke in M besitzt, dann gibt es in M ein maximales Element.

Im folgenden sei F ein reeller Vektorraum. Wir kennen bereits lineare Funktionale auf F. Diese besitzen
jedoch zu starke Eigenschaften fiir einen effizienten Einsatz des Hahn-Banach-Theorems. Wir werden
stattdessen die schwécheren sublinearen Funktionale benutzen. Ebenfalls werden wir keine Norm mehr
benstigen, sondern lediglich eine Halbnorm. Diese haben wir bereits in Definition 1.2.1 eingefiihrt, wir
wiederholen den Begriff aber hier aus Griinden der Vollstéindigkeit und Ubersichtlichkeit. Man beachte
die subtilen Unterschiede zwischen einer Halbnorm und einem sublinearen Funktional.

Definition 2.5.6. Ein sublineares Funktional auf E ist eine Abbildung ¢ : E — R mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) q(z1 + 22) < q(x1) + g(x2) fiir alle 1,22 € E.
(ii) ¢(Ax) = Ag(x) fiir alle z € E und A > 0.

Definition 2.5.7 (Halbnorm). Eine Halbnorm auf E ist eine Abbildung p : E — [0, c0) mit den Eigen-
schaften

(i) p(z1 4+ x2) < p(z1) + p(z2) fir alle z1, 22 € E. (Dreiecksungleichung)
(ii) p(Az) = [A|p(z) fir z € E und X € R.
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Beispiel 2.5.8.

(i) Sei E ein R-Vektorraum und seien fi, fa,..., f lineare Funktionale auf E. Wir definieren p(z) =
|fi(@)|+...4+|fr(x)|, dann ist p sowohl eine Halbnorm als auch ein sublineares Funktional. Definiert
man hingegen ¢(z) = fi(x), dann ist ¢ keine Halbnorm, sofern f; # 0 ist, aber dennoch ein
sublineares Funktional. Jede Halbnorm ist natiirlich ein sublineares Funktional.

(ii) Sei E = C[0,1] der Vektorraum aller stetigen Abbildungen von R nach R und es sei p(f) =
Supeo,1) |f(t)]- Dann ist p eine Halbnorm und ein sublineares Funktional auf E.

Wir formulieren und beweisen nun den Satz von Hahn-Banach fiir sublineare Funktionale im Fall eines
reellen Vektorraums. Man kann die sublinearen Funktionale durch Halbnormen ersetzen und die reellen
durch komplexe Vektorrdume. Diese Aussagen werden wir wenig spéter ebenfalls beweisen.

Satz 2.5.9 (Hahn-Banach-Theorem fiir reelle Vektorrdume). FEs sei F' ein linearer Teilraum eines
reellen Vektorraumes E und q ein sublineares Funktional auf E. Weiter sei f ein lineares Funktional
auf F mit f(z) < q(z) fir alle x € F. Dann gibt es ein lineares Funktional g auf ganz E mit folgenden
Eigenschaften:

(i) f(z)=g(z) fir allex € F.
(i1) g(z) < q(x) fiir alle z € E.

Beweis. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten durch. Im ersten zeigen wir, dass es fiir jedes zg € E
ein Funktional g mit den gewiinschten Eigenschaften auf der Menge H = {A\zo +y | A € R,y € F'}, also
auf allen ,Linien“ durch Punkte in F' mit der Richtung x( gibt. Im zweiten Schritt zeigen wir, dass diese
Funktionale dann auf dem ganzen Raum iibereinstimmen.

Sei also zunéichst z¢ € E, aber 29 ¢ F und H = {\xo+y | A € R,y € F'}. Wir wollen zeigen, dass f eine
Fortsetzung zu einem linearen Funktional g auf H besitzt, das g(z) < g(z) fir alle z € H erfiillt. Ist ¢
ein solches lineares Funktional auf H, so muss sicher gelten

g(Azo +y) = Ag(xo) + 9(y) = Ag(wo) + f(v),

denn auf F' stimmt ¢ ja mit f iiberein. Wenn wir ¢ := g(xg) so wihlen kénnen, dass g(z) < ¢(z) fir alle
x € H ist, dann kénnen wir obige Gleichung einfach zur Definition von g nutzen. Seien hierzu u,v € F.
Es gilt dann

fu) = f(v) = flu—v) < q(u—v) =qu+z0 — 20 = v) < q(u+x0) + ¢(—20 — V).
Hieraus folgt —q(—z¢ —v) — f(v) < q(zo + u) — f(u), also auch

my = sup(—q(—zo —v) — f(v)) < iﬂfF(Q(ﬂfo +u) = f(u)) :=mo.
veF ue

Wiihle ein ¢ € [my, ms] und setze g(zo) = c. Insbesondere gilt dann ¢ < ¢ (zo + %) — f (%), indem wir in
der obigen Gleichung u = § gesetzt haben. Mit z = Az + y folgt dann fiir A > 0

9() = FW) +re < )+ (a (20 +5) = 7 (%))
=+ a(deo+ ) = 1 (3L) = 100+ a) — ) = ale)
Analog folgt mit die Aussage g(z) < ¢(z) fiir A < 0, wenn man beachtet, dass f(y)+Ac = f(y)+(—=A)(—c¢)

und —c € [—mg, —my] ist. Dann ist ndmlich —c¢ < g(—z9 — v) — f(v) fiir alle v € F, insbesondere fiir
v = {. Aus diesen beiden Ungleichungen entnehmen wir, dass g(z) < q(z) fiir alle z € H gilt.
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Den zweiten Schritt beweisen wir mit dem Lemma von Zorn. Wir definieren eine halbgeordnete Menge
M durch M = {(h,H) | }, wobei H ein linearer Teilraum von E ist, der F' enthilt, also F C H, und h
ein lineares Funktional auf H mit f(x) = h(x) firr alle € F sei. Die Halbordnungsrelation definieren
wir wie folgt. Es gelte (h1, H1) < (ha, H2) genau dann, wenn H; ein linearer Teilraum von Hs ist und die
Einschrinkung von hy auf Hy gerade h; ergibt, also ha|g, = hi. Sei K eine total geordnete Teilmenge
von M. Wir miissen zeigen, dass fiir K eine obere Schranke in M existiert.

Definiere dafiir s = U}, ryexc H und hy(z) = h(2), falls (h, H) € K und z € H ist. Weil K total geordnet
ist, ist H, ein Vektorraum und hg ist wohldefiniert, denn alle in Frage kommenden Funktionale haben in
x denselben Wert. Im folgenden wird gezeigt, dass (hs, Hs) € M ist und (hs, Hs) eine obere Schranke fiir
K darstellt. Nach dem Lemma von Zorn besitzt damit M ein maximales Element (h,,, H,,). Dann muss
H,, = F sein, denn ansonsten wiirde ein Vektorraum Hy mit H,, C Hy C E und eine Erweiterung hg
von h,, mit ho(x) < g(x) fiir € Hy existieren, was einen Widerspruch zur Maximalitidt darstellt. Mit
g = h,, erhalten wir also unser gesuchtes Funktional. O

Wir geben also auf einem Teilraum F' C FE ein lineares Funktional f vor, das durch ein auf ganz FE
definiertes sublineares Funktional beschrankt ist. Dann kann man nach dem eben bewiesenen Satz das
Funktional f auf den ganzen Raum so erweitern, dass es immer noch iiberall durch das sublineare Funktio-
nal beschriankt ist. Wie angekiindigt beweisen wir nun dasselbe Theorem fiir den Fall, dass eine Halbnorm
statt eines sublinearen Funktionals auf E gegeben ist. Es handelt sich lediglich eine Folgerung, da der
Hauptteil des Beweises vom vorigen Satz iibernommen wird.

Korollar 2.5.10. Sei F ein linearer Teilraum des R-Vektorraumes E und p eine Halbnorm auf E. f sei
ein lineares Funktional auf F' mit |f(z)| < p(z) fiir alle x € F'. Dann existiert ein lineares Funktional g
auf F mit folgenden Eigenschaften:

(i) f(z) = g(z) fir alle z € F.

(ii) |g(x)] < p(z) fur alle z € E.

Beweis. Da p als Halbnorm ebenfalls ein sublineares Funktional ist, kénnen wir nach Satz 2.5.9 eine
Erweiterung ¢ von f finden. Es gilt g(z) < p(z) fiir alle x € E, also auch —g(x) = g(—z) < p(—z) = p(x)
aufgrund der Halbnormeigenschaft von p. O

Das Hahn-Banach-Theorem kann man auch fiir komplexe Vektorrdume formulieren. Dies wollen wir im
folgenden tun. Sei dazu E ein komplexer Vektorraum und f : E — C ein lineares Funktional auf F, so
dass also fiir alle A\;, Ag € C und 21,29 € E gilt: f(A 1+ Aaza) = A1 f(z1) + Aaf(22). Da sich f in Real-
und Imaginirteil zerlegen lisst, gilt f(x) = f1(z) +ifz2(x) mit f1(z), fo(z) € R. Wegen der Linearitét von
f folgt

flix) = frix) +ifa(ic) = if (x) = if1(x) = fa(2),

woraus man mit Koeffizientenvergleich schliefit, dass fa(iz) = fi(x) und fi(iz) = —fo(x) gilt. Damit
ldsst sich f schreiben als

f(z) = fi(z) —ifi(iz).

Es ldsst sich also ein komplexes Funktional durch ein reelles ausdriicken, wobei insbesondere f; : E — R
ein lineares Funktional auf dem als reell aufgefassten Vektorraum FE ist. Sei umgekehrt f; ein lineares
Funktional auf dem reellen Vektorraum E. Dann definieren wir f(z) = fi(z) — if1(iz) fir z € E.
Dann zeigt man als Ubungsaufgabe, dass f ein lineares Funktional auf dem komplexen Vektorraum E
ist. Damit haben wir einen eineindeutigen Zusammenhang zwischen C-linearen Funktionalen f und den
entsprechenden R-linearen Funktionalen f; auf dem als komplex oder reell aufgefassten Vektorraum F.
Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, den Satz von Hahn-Banach im komlexen Fall zu
beweisen.
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Satz 2.5.11 (Satz von Hahn-Banach, komplexer Fall). Sei E ein komplezer Vektorraum und p eine
Halbnorm auf E. Weiter sei f ein lineares Funktional auf einem linearen Teilraum F von E, fir das
|f(z)| < p(x) fir alle x € F gilt. Dann existiert ein lineares Funktional g auf E mit den Eigenschaften

(1) f(z) =g(z) firz € F,
(i) lg(z)| < p(=) fir x € E.

Beweis. Sei f(z) = fi(z) — ifi(ix) fiir ein R-lineares Funktional auf dem reellen Vektorraum F. Da
|f(z)| = |f1(x) — ifi(ix)] < p(z), gilt auch |f1(z)| < p(x) fiir z € F. Nach dem Hahn-Banach-Theorem
fiir reelle Vektorrdume (Satz 2.5.9) existiert ein lineares Funktional ¢g; auf dem reellen Vektorraum E mit
fi(x) = g1(x) fir x € F und |g1(x)| < p(x) fir alle x € E. Sei g(x) = ¢g1(x) — ig1(iz) fiir z € E. Dann
ist g ein lineares Funktional auf dem komplexen Vektorraum E. Wie wir in der Vorbereitung zu diesem
Satz sahen, gilt f = g auf F. Zu zeigen bleibt noch |g| < p auf ganz E. Sei dazu x € E fest. Wihle ein
¢ € Rmit |g(z)| = e?g(z) = g(e'z). Dann gilt

l9(x)| = g(e"x) = |gi(e"x)| < p(e'?x) = p(x),
wobei wir Satz 2.5.9 verwendet und die Halbnormeigenschaften von p ausgenutzt haben. O

Diese Ergebnisse wollen wir nun auf stetige lineare Funktionale anwenden. Sei dazu (F, ||.||) ein normierter
linearer Raum iiber einem Koérper K = R oder K = C. Wir kénnen dann einige wichtige Folgerungen
beweisen, insbesondere die Existenz von Funktionalen mit angenehmen Eigenschaften. Wir gewinnen
auch einige Aussagen iiber Dualrdume.

Satz 2.5.12. Sei F' ein linearer Teilraum von E und f ein stetiges lineares Funktional auf F. Dann
existiert ein stetiges lineares Funktional g auf E mit f(x) = g(x) fir x € F und || f|| = |lg]-

[fIl|z] fir alle z € F. Sei p(y) = || f|| ||lyll, wobei y € E. Dann ist p

Beweis. Da f € F' ist, gilt | f(x)] < |
| < p(z), sofern x € F ist. Sei g die Erweiterung von f nach Satz 2.5.11

eine Halbnorm und es gilt |f(z
oder 2.5.9. Dann gilt

l9(2)| < p(x) = [If]l ]|

fiir z € F und damit ||g|| < || f]|. Trivialerweise ist auch || f|| < ||g||, da die Operatornorm das Supremum
iber die Einheitskugel ist, die bei Erweiterung des Raumes ,grofler” wird oder gleich bleibt. Also ist

171 =1lgll- O

Korollar 2.5.13. Sei € E. Dann existiert ein stetiges lineares Funktional f, auf F mit f,(z) = ||z||
und || fz|| = 1. Insbesondere ist f,(z) # 0, wenn x # 0 ist.

Beweis. Sei F = K-z und sei ein stetiges lineares Funktional f auf F definiert durch f(Az) = A||z||,
wobei A € K. Dann gilt || f|| = 1. Sei weiter f, = g die Erweiterung von f auf E nach Satz 2.5.12. Dann
gilt avch ||, | = 1 und 2] = g(z) = fu (). O

Das eben bewiesene Korollar beantwortet die eingangs gestellte Frage, ob es auf einem normierten linearen
Raum FE ,geniigend“ lineare Funktionale gibt. Man beachte, dass dafiir keine weiteren Voraussetzungen
an den Raum F gestellt werden miissen. Das folgende Korollar gibt uns hingegen einen Zusammenhang
zwischen der Norm von x und dem Wert der normierten Funktionale in x.

Korollar 2.5.14. Es gilt ||z| = max {|f(z)| | f € E',||f|| = 1}.

Beweis. Wenn f ein stetiges lineares Funktional ist mit || f|| < 1, so gilt f(z) < || f]| ||z|| < ||z||. Deshalb
haben wir supj s <1 [f(2)| < [|lz]|. Sei f = f, aus Folgerung 2.5.13. Dann gilt natiirlich [|z| = f,(z) und
damit wird das Supremum in f, angenommen und ist deshalb sogar ein Maximum. O
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Korollar 2.5.15. Fiir ¢ € F sei h,(f) = f(z) fiir alle f € E’. Dann ist h, € (E’)’ = E”. Die Abbildung
x +— hy ist eine bijektive isometrische lineare Abbildung von E auf einen linearen Teilraum FEy von E”.

Beweis. ||hy|| = sup) ;<1 |f(2)| = ||z[| nach Folgerung 2.5.14. O

Man beachte, dass keinesfalls Eg = E” gelten muss. Es gibt jedoch eine Klasse von Rdumen, die diese
Bedingung erfiillen. Solche Rdume nennen wir reflexiv. Wir identifizieren fortan z € F mit h, € E”.
Damit ist F ein linearer Teilraum von E”.

Definition 2.5.16. Ein normierter linearer Raum (E, |.||) heifit reflexiv, wenn Ey = E” beziehungsweise
nach Identifizierung E = E” gilt, das heifit wenn jedes stetige lineare Funktional h auf E’ von der Form
h(f) = hy(f) ist, wobei f € E' und z € E ist.

Nach Hilbertriumen, bei denen bis auf komplexe Konjugation die Rdume E und E’ identifiziert werden
kénnen, sind die reflexiven Rdume mit F = E” also die ,néchstbesten“. Es gilt immer

ECE'CEWCE®C. ..
sowie
E' CE"CE® C....

Man kann zeigen, dass im Falle der Reflexivitdt von E {iberall Gleichheit herrscht, wihrend niemals
Gleichheit gilt, wenn E nicht reflexiv ist.

Beispiel 2.5.17.

(a) Wir wissen bereits, dass LP(X,pn)” = LU(X, ) = LP(X,p), falls p € (1,00) und ]% + % = 1 ist.
Damit ist LP(X, p) reflexiv fiir p € (1, 00).

(b) LY(X, p) und L= (X, ) sind fiir allgemeines X und g nicht reflexiv. Als Ubungsaufgabe zeigt man,
dass speziell £1(N) nicht reflexiv ist.

Nun soll es uns um die Trennung konvexer Mengen gehen. Auch hier kénnen wir Gewinn aus dem
Hahn-Banach-Theorem ziehen. Zuerst werden wir dazu das Minkowski-Funktional auf geeigneten Mengen
definieren. Sei F ein reeller Vektorraum und M C E. Die Definition einer konvexen Menge gaben wir
zwar bereits in 1.1.3, wiederholen sie hier aber aus Griinden der Ubersichtlichkeit.

Definition 2.5.18. M heif}t

(i) konver, wenn aus z,y € M und A € [0,1] stets auch Az + (1 — )y € M folgt,
(i) kreisformig, wenn aus x € M und A € R mit |A\| < 1 stets Az € M folgt,

(iii) absorbierend, wenn E = Jy.qAM.

Bei einer konvexen Menge M liegt zu zwei Punkten x und y also auch immer die Verbindungsstrecke
zwischen x und y in M. Ist M kreisférmig, so liegt zu = auch die Verbindungsstrecke von x und —x durch
0 in M. Dass M absorbierend ist, ist, wie man zeigen kann, gleichwertig dazu, dass M eine Umgebung
um die Null enthélt. Eine absorbierende Menge kann also stets so weit ,aufgeblasen“ werden, dass sie
ein beliebiges x € E enthilt und dieses durch weiteres Aufblasen auch nicht wieder verliert, es also
,absorbiert“.

Sei K eine absorbierende Teilmenge von E. Fiir € E definieren wir
pr(z) =inf{A>0|zecAK}.

Diese Definition ist sinnvoll, denn weil K absorbierend ist, gibt es zu jedem x € E ein A > 0 mit z € AK.
pr heiit Minkowski- Funktional der Menge K.
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Satz 2.5.19. Sei K eine konvexe absorbierende Teilmenge von E, insbesondere 0 € K. Dann gilt

(i) px ist ein nichtnegatives sublineares Funktional auf E.
(ii) Wenn K kreisformig ist, dann ist px eine Halbnorm.
(i1i) Es gelten die Inklusionen {x € E | px(z) <1} CK C{z € E | px(z) < 1}.
(iv) Wenn (E, ||.||) ein reeller normierter linearer Raum und K offen ist, dann gilt
K={z€ E|pk(x) <1}

Beweis. (1): Wir beweisen px(z + y) < pr(x) + pk(y). Sei dazu x € AK und y € pK mit A > 0 und
1> 0. Dann gilt

da § € K und % € K und K konvex ist. Also gilt x+y € (A+u)K und damit ist px (x+y) < A+ p. Bildet
man nun das Infimum iiber A und p auf der rechten Seite unter der Nebenbedingung x € AK und y € pK,
so erhilt man daraus pg (z +y) < px (z) + px (y). Man zeigt weiterhin leicht, dass px (az) = apk (z) fir
a > 0 gilt.

(ii): Wir miissen zeigen, dass px(ax) = |a|pk(x) fir € E und « € R gilt. Fiir o = 0 ist das klar. Sei
deshalb a # 0. Fiir A > 0 mit = € %K gilt, da K kreisformig ist, auch z € I%IK' Setze N = ﬁ Dann
gilt

pr(az) =inf{A>0|ar e AK} =inf{|a| N >0 |z e NK} = |a|inf {N >0 |2 € NK} = |a|pk(x).
(iii): Sei px(x) < 1. Dann gibt es ein A < 1 mit € AK. Es gilt weiter
x
=A-+({1=-X)-0

das heifit x ist als Konvexkombination von Elementen § und 0 aus K ebenfalls in K enthalten und damit
ist {x € E|px(z) <1} C K. Wenn z € K ist, dann ist px(x) < 1 und damit folgt K C {x € E'| px(z) <
1}.

(iv): Sei pr(xz) > 1. Dann ist x ¢ MK fiir alle A € (0,1) und damit ist fiir diese A auch § € E'\ K.
Weil K offen ist, ist £\ K abgeschlossen. Deshalb gilt limy .; § = v € F\ K, also x ¢ K. Damit
gilt K C {x € E|px(z) < 1}. Weil {z € E | pr(x) < 1} C K nach (iii) gilt, folgt die behauptete
Gleichheit. O

Im folgenden sei (E, |.||) ein normierter linearer Raum. Wir bereiten nun den Trennungssatz fiir konvexe
Mengen vor. Wir werden konvexe Mengen nicht wie im einfithrenden Motivationsbeispiel des R? durch
Geraden trennen, sondern durch stetige lineare Funktionale. Im vorbereitenden Lemma werden wir eine
konvexe Menge, die die Null nicht enthélt, durch ein solches Funktional von der Null trennen.

Lemma 2.5.20. Sei M eine offene, konvexe Menge im normierten linearen Raum (E, ||.||) und 0 ¢ M.
Dann existiert ein stetiges lineares Funktional f € E’ mit f(z) < 0 fiir alle z € M.

Beweis. Fixiere zunéichst ein beliebiges z € M. SeiU = M —xz = {m—x | m € M} die um z verschobene
Menge M. Die Menge U ist ebenfalls offen und konvex und es gilt 0 = z —z € U. Sei y := —z. Weil
0¢ M ist, ist y ¢ U. py sei das Minkowski-Funktional auf U. Da U offen und absorbierend ist, ist py
nach Satz 2.5.19 ein nichtnegatives sublineares Funktional.

Sei F' = R - y. Dann ist F' eien eindimensionaler Teilraum von M. Wir definieren auf F' ein lineares
Funktional h durch h(ty) = ¢t py (y) fiir alle t € R. Fiir ¢ < 0 gilt insbesondere h(ty) = tpu(y) < 0 < py(y).
Fiir ¢ > 0 hingegen gilt h(ty) = t py (y) = pu(ty), das heit h(z) < py(z) fiir alle z € F. Nach dem Hahn-
Banach-Theorem fiir sublineare Funktionale (Satz 2.5.9) existiert dann ein Funktional f auf E mit
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(1) f(2) = h(z) fir z € F und
(i) f(v) < py(v) fir alle v € E.

Wir zeigen, dass f stetig auf E ist. Da U offen und 0 € U ist, existiert ein § > 0 mit K5(0) C U.
Daraus folgt, dass pg, () > pv auf ganz E ist. Nach Satz 2.5.19 (iv) ist pg;0)(2) < 1 genau dann, wenn
z € K5(0) ist, das heiit wenn [|z|| < & ist. Damit folgt pr, (o) () = % ||| fiir alle 2 € E, also

F0) < pu(v) < iy () = 5 o],

fiir alle v € E. wegen —f(v) = f(—v) < §[|—v| gilt deshalb |f(v)| < $ [|v]| und damit ist f beschréinkt,
also stetig.

Day ¢ Uund U ={v € E | py(v) < 1} ist, folgt nach Satz 2.5.19 (iv), dass py(y) > 1 sein muss. Sei
z € M. Dann ist u := z —x € U, also

f(z)=pu(z) <pu(u) —pu(y) <1-1=0.

Satz 2.5.21 (Erster Trennungssatz fiir konvexe Mengen). Seien My und My zwei disjunkte konvexe
Mengen, wobei My offen in (E,||.||) sei. Dann gibt es ein stetiges lineares Funktional f € E' mit
f(x1) < f(z2) fiir alle x4 € My und alle zo € M.

Beweis. Sei M = M; — My = {m; — mg | my € My, mg € Ms}. Als Vereinigung offener, konvexer
Mengen ist M = J,, ¢, {M1 — 22} offen und konvex. Wegen M; N My = () gilt 0 ¢ M. Damit sind die
Voraussetzungen fiir Lemma 2.5.20 erfiillt und es gibt ein f € E’ mit f(x) < 0 fiir alle z € M. Seien nun
x1 € My und x5 € Ms. Aus f(x1 — x2) < 0 folgt dann f(x1) < f(x2). O

Satz 2.5.22 (Zweiter Trennungssatz fiir konvexe Mengen). M sei eine abgeschlossene, konvexe, nicht-
leere Teilmenge von (E,|.||). Sei weiter x € E, aber x ¢ M. Dann existiert ein lineares Funktional
f € E und ein c>0 mit f(z) < f(z) +c< f(z) fir alle z € M.

Beweis. Da M abgeschlossen und a ¢ M ist, gibt es ein € > 0, so dass K.(x) N M = () ist. Weil K. eine
offene und konvexe Menge ist, gibt es nach dem ersten Trennungssatz, Satz 2.5.21 mit M7 = K. (x) und
My = M ein stetiges lineares Funktional f € E' mit f(x 4+ u) < f(2) fiir alle u € K.(0) und alle z € M.
Ersetzt man u durch —u, so folgt aus beiden Ungleichungen f(x) + |f(u)| < f(z). Nun bilden wir das
Supremum iiber alle u € K. und erhalten

f@)+lflle < f(2).
Die Konstante ¢ ist dann ¢ := || f]|. O
Der Unterschied zum ersten Trennungssatz besteht hauptséchlich darin, dass f hier den Punkt z und die
Menge M strikt trennt. Dafiir miissen wir allerdings auch stédrkere Voraussetzungen an die Menge stellen,

genauer gesagt die Abgeschlossenheit. Im ersten Trennungssatz kénnte dafiir hingegen sup,¢,,, f(z) =
inf,en, f(z) sein.

Bemerkung 2.5.23.



2.5. DAS HAHN-BANACH-THEOREM 49

(i) Satz 2.5.22 besitzt folgende Verallgemeinerung: M sei eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge und
M, sei eine kompakte, konvexe Teilmenge von (E,||.||). Es gelte M; N My = {). Dann existiert
ein lineares Funktional f € E’ und ein ¢ > 0 mit f(z1) < f(z1) + ¢ < f(xo) fir 1 € My und
T9 € Ms. Damit man wie im ersten Trennungssatz zwei Mengen, diesmal aber strikt, trennen kann,
werden also sehr starke Voraussetzungen an die Mengen benotigt, namentlich Abgeschlossenheit
und Kompaktheit.

(ii) Es gibt ebenso Trennungssétze in komplexen Réumen. Deren Ungleichungen betreffen die Realteile
der Funktionale.

Eine Verallgemeinerung des Satzes 2.5.21 ist das Eidelheit-Theorem. Wir werden es ohne Beweis angeben,
benétigen vorher aber noch eine kurze Definition.

Definition 2.5.24. M sei eine Teilmenge eines reellen Vektorraumes E. xy heift algebraisch innerer
Punkt von M, wenn ein §, > 0 existiert, so dass xo + Az € M fiir alle A € R mit |A| < §,, ist. Die Menge
aller algebraischen inneren Punkte von M bezeichnen wir mit M.

Lemma 2.5.25 (Eidelheit-Theorem). A, B seien konvexe Mengen im reellen Vektorraum E. Es sei A? #
(), das heifit A besitze mindestens einen algebraisch inneren Punkt, und A N B = (. Dann gibt es ein
lineares Funktional f auf F mit f(a) < f(b) fiir alle € A und alle b € B.
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Kapitel 3

Beschriankte lineare Operatoren im
Hilbertraum

3.1 Adjungierte, selbstadjungierte und unitire Operatoren

3.1.1 Adjungierte Operatoren

Im folgenden sei (H, (-,-)) immer ein komplexer Hilbertraum.

Satz 3.1.1 (Definition und Eigenschaften adjungierter Operatoren).

(i) Sei T € L(H). Dann ezistiert ein eindeutig bestimmter linearer Operator S von H nach H mit
(Tz,y) = (x,Sy) fir allex,y € H. S heifit der zu T adjungierte Operator. Wir schreiben ab sofort
S=T*.

(i) T* ist beschrinkt und es gilt |T*| = |T| = |T*T)*/?
(’LZZ) FirTy,Ts € ,C(H) und )\1,)\2 eC gllt
(MTy 4 AoTo)* = NTy + XT3
Weiterhin ist (T5)* = Ty sowie (ThT2)* = T5Ty.

Beweis. (1): Seien z € H fest. Wir definieren ein lineares Funktional F,(y) := (T'y,z) fir y € H. Mit
Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.3.3) sehen wir, da T" beschrankt ist:

[Fx(y)l = [Ty, )] < | Tyllllzll < Tyl = A0 ll) 1yl -

Also ist F, stetig und nach dem 2. Satz von Riesz (Satz 1.4.8) gibt es ein a* € H mit F,(y) = (y,z*) fiir
alley € H. Wegen (T'y, z) = (y,2*) und (z, Ty) = (x*,y) ist die Zuordnung S : x — z* eine wohldefinierte
lineare Abbildung von H nach H. Damit haben wir die Existenz des adjungierten Operators gezeigt, wir
beweisen nun seine Eindeutigkeit. Sei S ein anderer linearer Operator, fir den (T'y,z) = (y,Siz) fiir
alle z,y € H gelte. Dann folgt (T'y, z) = (y, Sxz) = (y, S1z), also (y, Sz — S1z) = 0 fiir alle z,y € H. Mit
y = Sz — Sz folgt dann aber |ly|| = 0 und somit Sz = S;z.

Die Aussagen (ii) und (iii) beweisen wir gemeinsam. Dafiir zeigen wir zunichst, dass T* beschrinkt ist
und (7%)* = T gilt. Die Beschréinktheit ergibt sich durch die Betrachtung von

[Ty, x)| = [{y, T*x)| < (T[] ]|
und wir erhalten daraus die Ungleichung ||7%*|| < ||T'||. Wir wissen, dass (T™*)* existiert. Nun gilt weiterhin:

<Tl‘,y> = <$,T*y> = <(T*)*l‘,y>

51
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und

(T"y,z) = (y,Tx) = (y, (T")"x)
fiir alle z,y € H. Hiermit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (i), dass T = (T™)* sein muss. Die
Aussage || T|| = ||IT*|| bekommen wir leicht, indem wir in der Ungleichung ||T*|| < ||T|| den Operator T
mit T* ersetzen. Dann ist ndmlich ||(T%)*|| = ||T|| < ||T*|| und daraus folgt die Gleichheit. Zu guter letzt
gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

2 * * * 2 * 2
|Tz|” =Tz, Tz) = (T"Tx,z) < |T"Tz| ||« < |TT|| lz||” = |7 |7]] ||

und somit ergibt sich ||T|> < [|[T*T| < |T*|||T|| < |T||*, wobei wir wieder die etwas weiter oben
bewiesene Ungleichung ||T*| < ||T|| verwendeten. Damit haben wir auch |T|| = HT"‘T||1/2 gezeigt. O

Satz 3.1.2 (Satz von Hellinger-Toeplitz). Seien A, B lineare Operatoren auf einem Hilbertraum H mit
(Az,y) = (x, By) fiir alle x,y € H. Dann sind A und B beschrinkte Operatoren und es gilt A* = B.

Beweis. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (Satz 2.4.6) reicht es zu zeigen, dass A ein abge-
schlossener Operator ist. Dann folgt, dass A beschrankt ist und es gilt A* = B nach Satz 3.1.1. Sei also
(Zn)nen eine Folge aus H mit z, — x und Az, — y mit z,y € H. Wir miissen also zeigen, dass y = Ax
ist. Es gilt (A(zy, — x), 2) = (z, — x, Bz) fiir jedes z € H. Mit dem Grenziibergang n — oo folgt dann:
(y — Az, z) = (x — x,Bz) = 0 fiir alle z € H. Daraus folgt, dass y — Az = 0 sein muss und somit ist
y = Azx. O

Nun erweitern wir unseren Strukturhorizont mit einigen Definitionen niitzlicher Algebren. Eine Bana-
chalgebra ist eine Struktur, die Banach selbst nie zu Gesicht bekommen hat, da sie von Gelfand nach
Banachs Tod entwickelt wurde.

Definition 3.1.3 (*-Algebra). Eine *-Algebra A ist eine Algebra, die mit einer Algebreninvolution a — a*
versehen ist, das heiffit A ist ein komplexer Vektorraum und ein Ring, fiir den gilt:

(i) (Aa)b = A(ab) = a(Ad) fiir alle A € C und alle a,b € A.
(ii) a+> a* ist eine lineare Abbildung von A nach A mit den Eigenschaften

1) (a1a1 + agag)* = ara} + azal fiir alle ag, as € C und alle a1, a9 € A,
2) (a*)* =a fur alle a € A,
3) (a1a2)* = abaj fir alle ay,as € A.
Definition 3.1.4 (Banachalgebra). Eine Banachalgebra ist eine Algebra mit einer Norm ||.||, so dass
gilt:
(i) (A,].]]) ist ein Banachraum,
(ii) |labl] < |la]| ||b|| fiir alle a,b € A.

Definition 3.1.5 (C*-Algebra). Eine C*-Algebra ist eine Banachalgebra (A4, ||.||), die auBerdem eine *-
Algebra ist und fiir die [Ja*a = ||a||® gilt. Diese letzte Bigenschaft wird auch die C*-Bedingung genannt.

Beispiel 3.1.6.

(a) Sei H ein Hilbertraum. Dann ist A = £(H) mit der Operatornorm ||.|| und der Abbildung T’ — T*
eine C*-Algebra.

(b) Sei X ein kompakter metrischer Raum. Wir betrachten den Raum der stetigen Funktionen auf X
mit dem Operator (f*)(x) = f(x) und der géngigen Norm || f(z)|| = sup,cx |f(«)]. Dieser Raum ist
eine kommutative C*-Algebra mit Einselement. Die C*-Bedingung kénnen wir leicht nachrechnen:

£ fIl = sup | f* f(x)| = sup | f(2)?] = sup | f(2)” = | f]I°
zeX reX zeX
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Nach dem Theorem von Gelfand gilt weiterhin: Zu jeder kommutativen C*-Algebra A mit Einsele-
ment existiert ein kompakter topologischer Raum X derart, dass A als C*-Algebra isomorph zur
C*-Algebra der stetigen Funktionen C(X — C) ist. Auf den Beweis dieses Satzes werden wir aus
Zeitgriinden verzichten.

3.1.2 Selbstadjungierte Operatoren

Definition 3.1.7 (Selbstadjungierter Operator). Ein Operator T € L(H) eines Hilbertraums H heif3t
selbstadjungiert, wenn T = T™* ist.

Selbstadjungierte Operatoren spielen ungeachtet ihres sehr theoretischen mathematischen Hintergrundes
in der Physik eine {iberaus wichtige Rolle. Wie wir sehen werden, besitzen diese Operatoren lediglich
reelle Eigenwerte, weshalb sie sich in der Quantenmechanik zur Darstellung von Messgrofien, sogenannten
Observablen verwenden lassen. Die dort betrachteten Operatoren sind jedoch unbeschrénkt.

Definition 3.1.8 (Normaler Operator). Ein Operator T' € L(H) eines Hilbertraums H heifit normal,
wenn 17T = TT™ ist.

Satz 3.1.9 (Eigenschaften von selbstadjungierten Operatoren). Die folgenden Aussagen geben uns eine
breite Basis um mit selbstadjungierten Operatoren effektiv arbeiten zu kdnnen.

(i) Ein beschrinkter linearer Operator T € L(H) auf einem Hilbertraums H ist genau dann normal,
wenn | Tx|| = | T*z|| fir alle x € H gilt.

(ii)) Wenn Ty, Ty selbstadjungierte Operatoren sind, dann ist auch jede Linearkombination aqTy + asTh
mit oy, s € R selbstadjungiert.

(iii) Wenn Ty, Ty selbstadjungierte Operatoren sind, dann ist Ty T ist genau dann selbstadjungiert, wenn
T1T2 = T2T1 1st.

(iv) Sei T € L(H). Dann ist T genau dann selbstadjungiert, wenn (Tz,z) fir alle x € H reell ist.

Beweis. Wir widmen uns lediglich dem Beweis von Aussage (iv). Die anderen Beweise sind Ubungsauf-
gaben. Sei T ein selbstadjungierter Operator. Dann gilt

(Tx,zy = (x,T*x) = (x,Tx) = (Tx,x),

und daraus folgt, dass (T'z,z) reellwertig ist. Fiir die Riickrichtung machen wir uns die Polarisierungsi-
dentitit zu nutze. Fiir B € L(H) gilt:

(Bz,y) = i<B(x +y)x+y) —(Blx—y),v —y) +i(B(x +1iy),z +iy) — (B(x — iy),z — iy).

Mit dieser Identitét folgt aus (T'z, x) = (x,Tz) = (T*z, z) fiir alle z € H auch (T'z,y) = (T*z,y) fir alle
x € H, denn wir haben die Gleichungskette

(Tz,y) = i<T($ +y)x+y) = (T(x—y)z—y) +i(l(z+iy),z +iy) —i(T(z - iy),x — iy)

= i<T*(x+y)7x+y> —(T*(x —y(, & —y) +U(T"(x +iy), v +iy) — (T"(x — iy), v — iy)

= (T"z,y).

Da dies nun fiir beliebige =,y € H galt, muss T = T™ sein. O
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Fiir selbstadjungierte Operatoren kann man eine Halbordnung definieren, die diese Operatoren also ver-
gleichbar macht. Dies muss iiber Skalarprodukte geschehen, damit man die Ordnungsstruktur des dem
Hilbertraum zugrundeliegenden Koérpers ausnutzen kann. Wir werden spéter, im Abschnitt 3.2 {iber
Projektionsoperatoren, noch einmal auf diese Halbordnung zuriickkommen und damit einige Projek-
tionsoperatoren sogar charakterisieren konnen. Fiir vergleichbare selbstadjungierte Operatoren hat man
aufgrund der Vektorraumstruktur von £(H) sogar einige Rechenregeln, die denen auf geordneten Kérpern
verdéchtig dhneln.

Definition 3.1.10. Seien A, B € L(H) selbstadjungierte Operatoren. Wir schreiben A > B, wenn
(Az,z) > (Bzx,z) fir alle z € H gilt. Ein selbstadjungierter Operator A € L(H) heifit positiv, wenn
A > 0 ist, wenn also (Ax,x) > 0 fiir alle € H ist. Die Ungleichung ist wohldefiniert, da nach Satz 3.1.9
(iv) (Az,z) reellwertig ist.

Die obige Definition ist etwas ungliicklich gew&hlt, da so auch der Nulloperator positiv genannt wird,
allerdings hat es sich so als Standard etabliert.

Satz 3.1.11 (Rechenregeln fiir selbstadjungierte Operatoren).

(i) Seien A1, Ay zwei selbstadjungierte Operatoren mit Ay > Ay. Dann gilt auch Ay + B > Ay + B fiir
jeden selbstadjungierten Operator B € L(H).

(ii) Wenn fir selbstadjungierte Operatoren Ay, As, B1,By € L(H) die Ungleichungen Ay > Ay und
By > By gelten, dann gilt auch A1 + By > As + Bs.

(i5i) Wenn Ay > Ag gilt, so folgt fiir alle A > 0 € C, dass NA; > AAs ist.
(iv) Aus der Polarisierungsidentitit folgt: Wenn A > B und B > A gilt, so folgt A = B.

3.1.3 Isometrische Operatoren und unitire Operatoren

Definition 3.1.12. Ein Operator T' € L(H) eines Hilbertraums H heifit isometrisch, wenn ||Tx| = ||z||
fiir alle z € H gilt.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der des unitdren Operators. Wir werden in Kiirze feststellen, dass hier
enge Parallelen beispielsweise zum Begriff der unitdren Matrix vorliegen. Zunéchst werden wir aber einige
Zusammenhénge zwischen den verschiedenen definierten Begriffen herstellen.

Definition 3.1.13. Ein Operator T' € L(H) eines Hilbertraums H heifit unitir, wenn T*T = TT* = I
ist, wobei I die identische Abbildung ist.

FEin isometrischer Operator erhélt nicht nur die Norm, sondern sogar das Skalarprodukt mit verschiedenen
Werten in den Eingéngen.

Satz 3.1.14. Ein Operator T € L(H) ist genau dann isometrisch, wenn (Tx,Ty) = (x,y) fir alle
x,y € H gilt.

Satz 3.1.15. Sei T € L(H). Dann ist T genau dann unitdr, wenn T isometrisch und surjektiv ist.

Beweis. Sei T unitér, das heifit T7*T = TT* = I. Dann gilt T(T*(z)) = [z = z fiir alle x € H und somit
bildet T' den Raum H surjektiv auf H ab. Die Isometrie erhélt man aus folgender Betrachtung:

IT(@)|* = (T2, Tx) = (T"Tw,z) = (Iz,z) = |}z

Sei fiir die Riickrichtung 7" isometrisch und surjektiv. Die Injektivitéit von T folgt leicht, Wenn nédmlich
Tz = 0 ist folgt, dann folgt auch | Tz| = ||z|| = 0 und das bedeutet, dass z = 0 sein muss. Also ist T'
bijektiv und deshalb existiert die Umkehrabbildung 7~!. Nach Satz 3.1.14 gilt (T'z, Ty) = (z,y) fiir alle
x,y € H. Wir withlen y = T~ 12 fiir ein 2 € H. Daraus ergibt sich nun die Gleichung (T, z) = (x, T 1z)
fiir alle 2, z € H und deshalb muss 7% = T~ sein. O
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Wenn U und V unitéire Operatoren sind, so sind auch UV und U ™! unitér, was man durch einfaches Nach-
rechnen sofort sieht. Damit bilden die unitiren Operatoren aus £(H) mit der Hintereinanderschaltung als
Verkniipfung eine Gruppe. Wir betrachten nun einige wichtige Operatoren und stellen ihre Eigenschaften

fest.

Beispiel 3.1.16.

(a)

Wir konnen Matrizen als Operatoren auffassen. Sei H = C™ mit dem {iblichen Skalarprodukt
(,y) = 27—, x;7;, wobei jeweils z = (21,...,2,) und y = (y1,...,yn) sei. Sei weiter A = (a;;) €
C™*™ eine Matrix. Wir definieren dann einen Operator Ty durch T4 (x) = Ax. Sei weiter A* = (b;;)
mit b;; = a; fiir 4,5 = 1,...,n die adjungierte Matrix. Es gilt fiir z,y € H:

n
(Taz,z) = E E a;;x; | Z = E i L%

=1 \j=1 i,j=1

Also gilt haben wir fiir den i-ten Eintrag des Vektors Taz die Gleichung Ta(x); = > i aijxy. Fir
die adjungierte Matrix A* und den zugehorigen Operator T4- haben wir die Gleichung

n n n
xTA* E X E bUZ] = E bijxiij: E QjiT;z5 = E Qi T ;%5

i,5=1 i,7=1 i,j=1

Damit gilt (Ta(z),2) = (x,Ta+z), sprich (T4)* = T4+. Hiermit haben wir den Zusammenhang
zwischen adjungierten Matrizen und dem adjungierten Matrixoperator gezeigt.

Es gilt aufgrund der Rechenregeln fiir Matrizen, dass TyTp = Tap ist, also ist die Abbildung von
C™ " nach L(H), die durch A — T4 definiert ist, ein Homomorphismus von *-Algebren. Desweiteren
ist T4 selbstadjungiert genau dann, wenn A = A* ist, wenn also die Matrix A hermitesch ist. T4
ist unitar genau dann, wenn AA* = A*A = E gilt, wenn also A unitér ist.

Betrachten wir nun ein Beispiel eines Integraloperators. Sei I ein reelles Intervall und H = L?(I, \).
Beispielsweise konnten wir I = [0,1] und das Lebesgue-Mafl A auf [0, 1] wéhlen. Sei weiter K (s,t)
eine Lebesgue-messbare Funktion auf I x I, die quadratisch integrierbar ist, also K (-, -) € L?(I <1, \).
Wir definieren einen Operator Tk durch

(Ti f)(s /Kst A(dt)

fiir alle f € H. Dann ist Tx € L(H) und es gilt fiir die Operatorennorm

el < ([ [0 A(ds>A<dt>)1/2.

Sei K*(s,t) := K(t,s) fiir s,t € I. Man zeigt analog zum ersten Beispiel, dass (Tk)* = Tx~ gilt.
Damit ist Tk selbstadjungiert genau dann, wenn K(s,t) = K(¢,s) A-fast iieberall ist, wenn also
K(s,t) A-fast iiberall reell ist.

Wir betrachten nun Multiplikationsoperatoren. Sei wieder I ein reelles Intervall. Es sei weiter a €
L°°(I) und H = L2(I,\). Wir definieren (T, (f)) (t) = a(t) f(¢) fiir alle f € H. Dann ist T, € L(H).
Man zeigt weiter, dass ||To = [laf| e (py gilt. Wenn a stetig und beschrénkt auf I ist, dann ist
[ Tall = supye a(t)]-

Als weiteres Beispiel wollen wir die Fouriertransformation betrachten. Sei H = L*(R, ). Fiir f €
LY (R4, ) sei

FNO = oy [ e 1(6) M),
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wobei (t,s) = 22:1 tis), das Skalarprodukt auf dem reellen Hilbertraum R? sei. Wir definieren den
Schwartzraum S(R?) durch

S(RY) = {f e c(RY

sup |Do‘(xﬁf(x))’ < oo fiir alle o, 8 € Ng} .

zERC
Fiir die Multiindexnotation siehe Abschnitt 1.2.2. Der Operator F hat die folgenden Eigenschaften.

1) F bildet S(R?) bijektiv S(RY) ab und es gilt (F~1g) (s) = W Jra €8 £(£) A(dt). Damit
ist .Z ein Automorphismus auf S(R?).
2) Es gilt das Plancherel-Theorem: F ldsst Normen invariant, das heifit | F f||, - (Rd) = = lfll (RY)-

S(R?) ist ein dichter linearer Teilraum des L?(R?). F besitzt aufgrund der eben festgestellten Ei-
genschaften eine stetige Fortsetzung zu einem isometrischen Operator auf L?(R¢), den wir ebenfalls
mit F bezeichnen. Dieser bildet L?(R%) bijektiv auf L2(R?) ab und ist damit ein unitéirer Operator
im Hilbertraum L?(R%). Wir meinen in Zukunft mit J stets diesen fortgesetzten Operator. Man
kann zeigen, dass gilt:

(F)(t) = e~'(19) f(s) A(ds).

1
I T /
(2m)4/2 R—co 1y | |lzll<R)

Als letztes Beispiel wollen wir die Verschiebungsoperatoren (Shiftoperatoren) betrachten. Sei H = ¢2
und S(z1,x9,x3,...) = (0,21, T2, 3, ...). Es gilt

1S (@n) | *02+Z|xn| |(zn || )

also ist S isometrisch. Der Vektor (1,0,0,...) liegt jedoch nicht im Bild von S, also bildet S den
Raum H nicht surjektiv auf sich selbst ab und demnach ist S nicht unitir. Man nennt .S auch unilate-
ral shift. Setzen wir hingegen H = (*>(Z) und S(...,x_1,70,T1,%2,...) = (..., T_2,T_1,T0,T1,...),
so ist .S wiederum isometrisch und diesmal sogar unitér. Dieser Operator S heif3t bilateral shift.

Eine wichtige Konstruktion ist der Hardyraum H?(D) auf der offenen Kreisscheibe D = {2 € C | |z| < 1}.
Der Raum H?(D) ist die Menge aller holomorphen Funktionen auf D, fiir die

1/2

1 [ o2
= s (0 [ I50e) ap) <o
o<r<1 ™ Jo

ist. Sei f(z) =Y.~ ,anz" eine Potenzreihe. Es gilt dann

2

Hiermit folgt:

und damit ist

o0
n mga — Z an@rn-‘rkei(n—k)tp
n,k=0
27 2w 0 2 )
/ ’ ret ‘ dp = / Z anaprtrel(n—ke dp = Z anapr’ / etk dop
0 n,k=0 n,k=0 \L/_/
=270kn
*27rZ\a |2 27
n=0
1 2 P 2 > 2
sup — ‘f(rew)‘ dep = Z\an\ .

2w
o<r<1 =0
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Fiir eine Funktion f € H?(D), die durch die Potenzreihe f(z) = > 7 a,2" dargestellt ist, muss also
die Folge (an)nen € 12(Np) sein. Ist umgekehrt (b,) € ¢2(Np) eine solche Folge, so definieren wir eine
Funktion g durch die Potenzreihe g(z) = Y~ b,2™ fiir alle z € D. Dann gilt mit » = |z| < 1 nach der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

oo oo oo 1/2 oo 1/2
Z |bp2"| = Z |bp| r™ < (Z |bn|2> (Z r2"> < 00.
n=0 n=0 n=0 n=0

Da die Potenzreihe somit iiberall auf D konvergiert, definiert g(z) = Y, b, 2" eine holomorphe Funktion

auf D, fiir die
1 27 i 2 S
sup lg(re™®)|"dp = > [b|?
n=0

0cr<1 27

ist. Also gilt g € H(D) und der Hardyraum hat damit folgende Gestalt:

H2(D) = {f

f ist holomorph auf D, f(z Z anz", (an)nen € I (Np) } .
Fiir zwei Potenzreihen f(z) = > " janz™ und g(z) =Y.~ by2" ist

<f,g>:hmi " flre)glre?) dp — Zann

R11 27

Damit ist (-,-) ein Skalarprodukt auf H?(D) und damit der Hardyraum ist ein Hilbertraum, der nach
Korollar 1.5.13 natiirlich isomorph zum #2(Np) ist. Dennoch ist der Hardyraum als eigenstéindiger Raum
wichtig, denn er triigt zusitzliche Struktur. Die Funktionen im H?(D) sind holomorph und {2" | n € Ng}
bildet ein vollsténdiges Orthonormalsystem. Der Shiftoperator wirkt auf eine Funktion z™ durch Syz™ :=
2"*1 also durch Multiplikation mit der Variablen z. Dies ist ein Beispiel fiir einen hiufig auftretenden und
sehr angenehmen Fall, namlich dass man mathematische Strukturen unter verschiedenen Gesichtspunkten
betrachten kann und Resultate unterschiedlicher mathematischer Teildisziplinen anwenden kann, deren
Implikationen sich dann beispielsweise durch Isomorphismen auf andere ,,Betrachtungsweisen® iibertra-
gen.

3.2 Projektionsoperatoren

Wir bringen zunéchst eine kurze Wiederholung. Wenn H; ein abgeschlossener, linearer Teilraum des
Hilbertraumes H ist, dann ist nach dem 1. Satz von Riesz (Satz 1.4.6) H = H; @ Hyi-, das heifit fiir alle
x € H existieren eindeutig bestimmte x1 € Hy und x5 € H f‘ mit x = x1 + 2. Wir definieren nun den
Projektionsoperator auf den Vektorraum H; durch Pp,x := z;. Aufgrund der Gleichung
2 2 2 2 2 2
[P, |7 = Nlwa ™ < fla[|” + llz2ll” = [l + 2™ = |27,

in der wir den Satz des Pythagoras benutzt haben, ist Py, € L(H) und ||Pg, || < 1.

Satz 3.2.1. FEin Operator T € L(H) ist ein Projektionsoperator genau dann, wenn T = T* gilt, also
T selbstadjungiert ist, und wenn T? =T ist. Die Menge {T(x) | © € H} ist dann der Vektorraum, auf
den T projiziert.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Hinrichtung. Sei T' = Py, ein Projektionsoperator auf einen Unter-
raum H; des Hilbertraums H und sei x = x1 + x5 € H die Zerlegung eines Elementes x € H in 1 € H;
und x5y € Hi-. Dann gilt

T*(z) = T(T(x)) = T(x1) = 21 = T(2),
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also T2 = T. Weiter haben wir

(T'(x),y) = (Pu,(x),y) = (x1, 91 + y2) = (x1,y1) + (21, 92) = (21, %1)
= <‘Tlay1> + <.’E2,y1> = <‘T1 +I’2,y1> = <xaPH1(y)> = <SC,T(y)>,

wobei wir benutzt haben, dass (1, y2) = 0 gilt, da 21 € H und yo € Hi- ist. Damit ist also T = T™*.

Nun beweisen wir die Riickrichtung. Sei TL(H) mit T* = T und T? = T und sei H; = {z € H | Tx = '}
das Bild von H unter T. Es ist H; ein abgeschlossener linearer Teilraum von H, da T linear und stetig
ist. Fiir € H gilt T(T(z)) = T?x = T, das heifit, dass Tz € H; ist. Weiter gilt H = H; @& Hi- nach
dem ersten Satz von Riesz (Satz 1.4.6). Sei z € H und z € H,. Wir zeigen, dass z — Tz € Hi" ist. Es gilt
némlich

(x =Tz, 2) = (x,2) — (Tx,2) = (x,2) — (x,Tz) = (x,2) — (x,2) =0

aufgrund der Selbstadjungiertheit von T, also ist tatsichlich  — Tx € Hi-. Da @ = Tz + x — Tx eine
Zerlegung jedes Elementes z € H ist, bildet T' den Raum H auf H; ab und ist der Projektionsoperator
Py,. O

1

Es gibt daher genau so viele Projektionsoperatoren in einem Raum, wie es Unterrdume in ihm gibt. Die
trivialen Projektionsoperatoren sind dabei die Identitédt auf dem gesamten Raum und der Nulloperator.
Fiir Projektionsoperatoren gibt es viele Charakterisierungsmoglichkeiten. Die folgenden Sétze stellen
einige Resultate iiber Summen und Produkte von Projektionsoperatoren zusammen.

Satz 3.2.2. Seien P; und P> Projektionsoperatoren auf Unterrdume Hy und Ho von H. Folgende Aus-
sagen sind dquivalent:

(i) P1 + Py ist ein Projektionsoperator,
(ii) PiPy =0,
(iii) Hy L Hy.
Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, dann ist P+ Py der Projektionsoperator von H auf den Raum Hy®Ho.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Implikation (ii)=-(i). Sei dazu P = P; 4+ P5. Dann gilt P* = (P +P)* =
P+ Py =P, + P, =P. Wegen P, P, =0 gilt auch 0 = (P, P,)* = P} Py = P, P;. Damit folgt
P = (P +P)(PL+P) =P +PP,+ PP +P; =P +P,=P.

Damit ist P ein Projektionsoperator nach Satz 3.2.1. Nun zeigen wir die umgekehrte Richtung, (i)=(ii).
Sei P = P, + P» ein Projektionsoperator. Dann gilt

Pi+P,=P=P*=P} +PP,+ PP +P;=P +P,+PP,+ PP
und damit P, P, + P, P = 0. Multiplikation dieser Gleichung von links und von rechts mit P; liefert
P,P,P, + P,P? = PP,P, + P,P, =0,

sowie
PP, + P,P,P, = PP, + P, P,P, = 0.

Zusammen liefern diese Gleichungen, dass P; P, = P, P sein muss. Damit und aus obigen Gleichungen
haben wir
PP+ PPy = 2P P, =0,

also Py P, = 0. Es bleiben noch zwei Aquivalenzen zu zeigen. Fiir (ii)=-(iii) sei #1 € Hy und x5 € Hy. Es
gilt
(w1, 22) = (Pra1, Paxg) = (w1, PLPax2) = (21,0) = 0.

Die Richtung (iii)=-(ii) folgt analog. O
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Satz 3.2.3. Seien Py, P> wie in Satz 3.2.2 definiert. P, Py ist ein Projektionsoperator genau dann, wenn
PP, = PPy gilt. Ist dies erfillt, dann ist der projizierte Raum gleich Hy N Hs.

Satz 3.2.4. Seien Py, Py wie in Satz 3.2.2 definiert. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) Py — Py ist Projektionsoperator,
(ii) Py > Py,
(iii) Hy O Ha,
(iv) PPy = P,
(v) PP = P,.

Ist eine dieser Bedingungen erfillt, dann ist der zu Py — Py gehérende projizierte Unterraum von H gleich
Hy & Hy, dem orthogonalen Komplement von Hs im Hilbertraum H;.

Beweis. Siehe Ubungen, Seminar. O

Insbesondere besagt dieser Satz, dass sowohl das links- als auch das rechtsseitige Produkt eines kleineren
Projektionsoperators mit einem grofieren immer den kleineren liefert (Dies besagen die Implikationen (ii)
= (iv) beziehungsweise (ii) = (v)).

3.3 Konvergenzarten im Hilbertraum

Zuerst wollen wir uns mit der Konvergenz von Elementen im Hilbertraum beschéftigen. Sei also (H, (-, -))
ein Hilbertraum und sei (z,)nen eine Folge von Elementen in H. Den gewohnlichen Konvergenzbegriff
haben wir bereits kennengelernt. Es gilt z,, — x genau dann, wenn lim,, ., ||z, — || = 0 ist. Nun werden
wir eine zweite Konvergenzart definieren.

Definition 3.3.1. Wir sagen, dass eine Folge (z,)nen Schwach gegen z konvergiert und schreiben
Tp — @, wenn lim, o {x,,y) = (x,y) fiir alle y € H gilt. Eine Folge (x,)nen heifit eine schwache
Cauchyfolge, wenn fiir jedes y € H die Folge ({(n,y))nen eine Cauchyfolge ist.

Bemerkung 3.3.2.

i) Aus z, — « folgt z,, = x. Normkonvergenz impliziert im Hilbertraum also die schwache Konver-
g g
genz.

(ii)) Aus x,, — z und =, — ' folgt x = ', denn ist (z,,y) — (z,y) = (a',y) fiir alle y € H, so folgt
(z —2',y) = 0. Setzt man dann y = x — 2/, so folgt ||y/|* = 0 und damit = = 2’.

(iii) Es gilt 2, — 2z genau dann, wenn ||z, || — ||«| und gleichzeitig x,, — x gilt.

Beispiel 3.3.3. Sei (e, )nen ein normiertes Orthogonalsystem im Hilbertraum H. Dann gilt e, — 0. Sei
némlich ein beliebiges y € H gewihlt. Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 1.5.5) gilt

[e%S)

2 2
Y lysend” < lyll*
n=1

Die Reihe konvergiert, also gilt (y, e,) — 0 und damit (e,,y) — 0 = (0,y). Demzufolge gilt e,, — 0, da y
beliebig war. Hingegen ist ||e,,|| = 1 fiir alle n € N, also e,, /4 0.
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Satz 3.3.4.

(i) Jede schwach konvergente Folge (xn)nen ist normbeschrinkt, das heifit sup,,cy ||z | < co.
(ii) Jede beschrinkte Folge (xp)nen in H besitzt eine schwach konvergente Teilfolge.

(iii) FEine schwache Cauchyfolge konvergiert stets schwach gegen ein Element des Hilbertraumes.

Beweis. Wir beschrinken uns auf die Aussage (i). Der Beweis wird mit dem Satz von Banach-Steinhaus
(Satz 2.3.1) gefiihrt. Sei (xy)nen eine Folge in H mit z,, — z. Es gilt dann also (z,,y) — (z,y) fir
jedes y € H. Die Folge F,,(y) = (y, x,) von stetigen linearen Funktionalen auf H ist demnach punktweise
beschréinkt. Damit folgt aus dem Satz von Banach-Steinhaus, dass die Folge (F,,)nen normbeschrinkt
ist. O

Als néchstes wenden wir uns der Untersuchung von Folgen von Operatoren zu. Sei T;, € L(H) fiir jedes
n € N und sei auflerdem T € L(H). Wir wissen bereits, was es heifit, wenn T}, in der Operatorennorm
gegen T konvergiert, also wenn lim,,_,, |7, — T'|| = 0 ist. Man sagt dazu auch, dass (7,) gleichmifig
gegen T konvergiert, weil die gleichméfiige Konvergenz auf der Einheitskugel vorliegt. Wir werden dafiir
T, = T schreiben. Ein weiterer Begriff ist der der starken Konvergenz, die jedoch in Wirklichkeit eine
vergleichsweise schwache Aussage iiber Konvergenz liefert. Es gibt jedoch auch noch den Begriff der
schwachen Konvergenz fiir Operatoren, dhnlich wie bei Folgen von Elementen des Hilbertraumes.

Definition 3.3.5. Wir sagen, eine Folge (7,)nen konvergiere

(i) in der starken Operatorentopologie oder konvergiere stark gegen T, wenn lim,, o T,z = Tz fir
alle © € H ist. Wir schreiben dafiir T,, = T

(ii) in der schwachen Operatorentopologie oder konvergiere schwach gegen T, wenn T,z — Tz fiir alle
x € H gilt, das heifit wenn lim,, oo (Th2,y) = (Tx,y) fiir alle x,y € H ist. Wir schreiben dafiir
T, = T, wobei das w fiir ,,weak“ steht.

Bemerkung 3.3.6. Fiir die Konvergenzen gelten folgende einfache Eigenschaften:

(i) Aus T,, = T folgt T,, > T und aus T,, > T folgt T,, = T, das heifit Konvergenz impliziert starke
Konvergenz und diese wiederum die schwache Konvergenz.

(ii) Aus T, = T und T}, % T’ folgt T = T’, das heifit der schwache Limes einer Folge von Operatoren
ist eindeutig.

Einige technisch wichtige Aussagen iiber schwache Konvergenz von Operatoren stellt der folgende Satz
zusaminen.

Satz 3.3.7.
(i) Jede schwach konvergente Folge (Ty,)zen ist in der Operatorennorm beschrinkt, das heifit

sup || T, ]| < oo.
neN

i sei separabel. Sei T, € irn € N und sei sup nl| < 0o. Dann existiert eine Teilfolge

i) H sei bel. Sei Ty, € L(H) fii N und sei sup,, ey ||T; D istiert eine Teilfol
(T, ) ken von (Tn)nen, die in der schwachen Operatorentopologie gegen einen Operator T € L(H)
konvergiert.

(iii) SeiT,, € L(H) fiir jedesn € N. Fiir alle x,y € H sei die Zahlenfolge ((T,z,y))nen eine Cauchyfolge.
Dann existiert ein T € L(H) mit T, > T.

Beweis. Den Beweis findet man in jedem guten Buch iiber Hilbertrdume. O
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Wir wollen uns nun kurz mit monotonen, beschrinkten Folgen selbstadjungierter Operatoren beschéfti-
gen. Der in Kiirze folgende Satz ist eine Art Verallgemeinerung des entsprechenden Konvergenzsatzes fiir
monotone, beschrankte Folgen reeller Zahlen. Wir benétigen jedoch zuerst einen Hilfssatz.

Lemma 3.3.8. Sei T € L(H) ein selbstadjungierter Operator mit 7' > 0. Dann gilt
(T, y)|* < (Tz,2)(Ty,y)
fiir alle z,y € H.

Beweis. Sei auf H x H eine Sesquilinearform (-,-) durch (z,y) = (Tz,y) fiir alle z,y € H definiert. Fiir
diese gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |(z,y)|* < (z,z)(y,y). Durch Einsetzen der Definition von
(+,-) folgt die Behauptung. O

Satz 3.3.9. Es sei (T),)nen eine monoton wachsende und beschrinkte Folge von selbstadjungierten Ope-
ratoren, das heifit T, < Ty, fir n < m und sup,cy||Tn|| < oo. Dann existiert ein selbstadjungierter

Operator T € L(H) mit T, > T.

Beweis. Sei ¢ = sup,,cy || 1| und n < m. Dann ist T;,, — T;, > 0 aufgrund der Monotonie. Wir wenden
Lemma 3.3.8 auf T' = T,,, — T,, an. Dies ergibt

(T = Tz ) |* < (T = T2, @) (T = Ta)y, ) < (T — To)a, ) - 2¢Jy|?
durch Abschitzung mit der Operatornorm. Setze nun y = (T, — Tp,)2. Dann gilt
(T — Tn)zH4 <A(Tn = Tn)w,x) - 2¢|(T — Tn)xHZ

und daraus ergibt sich
(T — Tn)$H2 < 2¢(Tin — Tn)z, @),

indem man durch ||(T}, — T,,)z|* dividiert, falls dies # 0 ist. Ansonsten gilt die Ungleichung trivia-
lerweise. Weil die Folge ((T,,z, x))nen als monotone, beschrinkte Zahlenfolge konvergiert, folgt daraus,
dass (T,x)nen eine Cauchyfolge in H ist. Es existiert also ein y, mit lim, o Tha = y,. Wir definieren
T(x) := y,. Dann ist T ein linearer Operator. Nach einer Folgerung aus dem Banach-Steinhaus-Theorem
(Korollar 2.3.3) ist T € L(H). Es bleibt noch zu zeigen, dass T* = T gilt, dass T also selbstadjun-
giert ist. Weil jedoch T)¥ = T, ist, gilt (Tn,z,y) = (z,Tyy) fir alle z,y € H. Daraus folgt aber durch
Grenziibergang, dass auch fiir die Grenzwerte die Gleichheit (T'z,y) = (z, Ty) gelten muss. O

3.4 Spektrum mit Resolvente

Um eine Motivation fiir die folgenden Definitionen zu bekommen, betrachten wir die Gleichung

/O K(s.0) () A(dt) — Af(s) = g(s) (3.4.1)

Dabei sei g € L2[0, 1] eine gegebene Funktion und A € C ein Parameter. Das Problem besteht darin, die
Funktion f € L2[0,1], welche die Gleichung 1ést, zu suchen. Man kann das Problem durch Operatoren
umformulieren. Definieren wir T' durch (Tf)(s) = fol k(s t)f(t)A(dt) fiir f € L2[0,1], so lautet obige
Gleichung Tf — Af = (T — AI) f = g. Fiir eine Losung f dieser Gleichung ergeben sich, um eine sinnvolle
mathematische Behandlung zu erméglichen, einige Anforderungen. Diese iibertragen sich auf gewiinschte
Eigenschaften des Operators 7. Wir wollen fordern:

(i) Eindeutigkeit der Losung, falls eine solche existiert. Eine Losung erfiillt (T — AI)f = g, und wenn
diese eindeutig sein soll, dann muss der Operator T'— AI injektiv sein.



62 KAPITEL 3. BESCHRANKTE LINEARE OPERATOREN IM HILBERTRAUM

(ii) Existenz einer Losung fiir beliebige vorgegebene g € L?[0,1]. Daraus folgt, dass T — Al surjektiv
sein muss. Damit fordern wir also zusammen mit (4), dass (T'— A\I) ™! existiert und auf ganz L?[0, 1]
definiert ist. Die eindeutig bestimmte Losung ist dann gegeben durch

f=(T =AD"y

(iii) Stetigkeit. Wenn g, — g fiir die vorgegebenen Funktionen gilt, dann soll auch fiir die Lésungen
fn — f folgen. Dies bedeutet, dass (T'— M )~! stetig und damit beschrinkt sein muss.

Diese Forderungen und den dahinterstehenden Kalkiil wollen wir nun mathematisch formulieren und
prézisieren. Folgende Definitionen mogen etwas technisch wirken, man sollte aber nicht vergessen, dass
es sich zunéchst lediglich um Begriffsbildungen handelt, mit denen man weiterrechnen und die man
anwenden kann. Die Bedeutung und der Sinngehalt dieser Begriffe werden uns spéter ausreichend klar
werden.

Sei H ein Hilbertraum und T' € £(H) ein beschréankter linearer Operator auf H.

Definition 3.4.1 (Resolvente). Eine Zahl A € C gehort zur sogenannten Resolventenmenge p(T') von T,
wenn es einen auf ganz H definierten, beschriankten, linearen Operator By gibt, fiir den By (T — AI) =
(T — M)By = I gilt. Ist diese Gleichung erfiillt, dann ist By = (T' — AI)~! die Umkehrabbildung
des Operators T'— M. By heiit dann die Resolvente von T' im Punkt A € p(7) und wir schreiben
Ry =B, = (T— /\I)_l.

Bemerkung 3.4.2. Sei B, ein auf ganz H definierter, linearer Operator mit By(T'—AI) = (T'—AI)B) =
I. Dann ist By = (T — M )~!. Nach einer Folgerung aus dem Satz von der offenen Abbildung (Lemma
2.4.2) ist By beschrinkt, denn T' — AI ist stetig und bildet H surjektiv auf H ab. Also gilt By = Ry und
damit A € p(T).

Wir werden B), immer fiir mogliche Resolventenkandidaten schreiben und Ry nur dann benutzen, wenn es
sich tatséchlich um die geforderte Resolvente handelt. Dies mag die Verwendung eines doppelten Symbols
rechtfertigen. Eine Zahl A € C gehort also genau dann zur Resolventenmenge p(T'), wenn sich der Operator
T — M tatsdchlich invertieren lasst, die Resolvente R) also existiert. Mit dieser Definition ausgestattet,
kommen wir nun zur Definition des Spektrums eines Operators. Dieser Begriff ist einer der fruchtbarsten in
der gesamten Operatorentheorie, denn er erméglicht in vielen Féllen die Charakterisierung der wichtigsten
Eigenschaften eines Operators. Den Rest dieses Skriptes werden wir uns fast ausschlielich mit Theorien
beschéftigen, die direkt oder indirekt das Spektrum eines Operators zum Gegenstand haben.

Definition 3.4.3 (Spektrum). Die Menge o(T") := C\ p(T) heifit das Spektrum des Operators 7.

Das Spektrum einer Matrix A besteht in der linearen Algebra aus allen Eigenwerten, also aus allen
A € C, fur die das Gleichungssystem A — Al = 0 nicht nur die triviale Losung besitzt, fiir die also
det(A — AI) = 0 ist. Dies bedeutet auch, dass die Abbildung A — AI nicht injektiv ist, was dquivalent
dazu ist, dass sie nicht surjektiv ist. Auf unendlichdimensionalen Riaumen gilt diese Aquivalenz nicht
mehr. Aus diesem Grund benétigten wir obige erweiterte Definition des Spektrums. Eigenwerte sind in
der Funktionalanalysis lediglich Sonderfélle von Eintragen aus dem Spektrum, sie werden jedoch &hnlich
wie bei Matrizen definiert.

Definition 3.4.4 (Eigenwert, Eigenvektor). A € C heifit ein Eigenwert von T, wenn es ein x € H mit
x # 0 gibt, so dass Tx = Ax ist. = heilit dann ein Figenvektor von T zum Eigenwert .

Bemerkung 3.4.5. Dass A € C ein Eigenwert ist, ist dquivalent dazu, dass (T' — AI) nicht injektiv ist,
denn es gilt (T'— M)z = 0 fiir die Eigenvektoren z € H. Jeder Eigenwert liegt damit also im Spektrum
o(T).
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Man kann das Spektrum folgendermaflen einteilen:

(1)

(i)

Als Punktspektrum o,(T") bezeichnet man die Menge der Eigenwerte:

op(T) ={X € C | T — A ist nicht injektiv}.

Als stetiges Spektrum o.(T') bezeichnet man die Menge
0.(T) ={X € C| T — A ist injektiv, aber nicht surjektiv, (T'— AI)H ist dicht in H}.

Die Menge (T — AI)H ist dabei das Bild von T

Beispiel 3.4.6.

(a)

Gegeben sei eine Matrix A € CVN*N mit dem zugehorigen Operator Ta(x) = Ax. Sei A € C ein

Eigenwert der Matrix A. Dann existiert ein € C™ mit « # 0, so dass Ax = Ax gilt. Natiirlich ist
dann auch A ein Eigenwert und « ist ein Eigenvektor von T4 Jeder Wert A € o(T') im Spektrum
von T4 ist umgekehrt auch ein Eigenwert der Matrix A. Damit folgt

o0(T4) =0p(Ta) ={) € C| X\ ist ein Eigenwert von A}.

Da alle endlichdimensionalen Hilbertriume isomorph zu CV oder RY sind, ist somit fiir alle end-
lichdimensionalen Réume das Spektrum genau das Punktspektrum.

Sei H = L?[0, 1] beziiglich des Lebesgue-Mafies. Wir definieren einen multiplikativen Operator T
durch (T'f)(t) = tf(t). Dann ist T' € L(H) und es gilt || T|| = sup,¢(o,1;t = 1. Wir behaupten, dass
T keine Eigenwerte besitzt. Zum Beweis nehmen wir zunéichst an, dass A ein Eigenwert und f ein
dazugehoriger Eigenvektor sei. Es gilt also Tf = Af, das heifit ¢ f(¢) = \f, was nichts anderes heifit,
als dass (t — \) f(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1] sein muss. Daraus folgt, dass f(¢) = 0 fiir alle ¢ # X sein
muss, also ist supp f C {A}. Da das Lebesgue-Maf letzterer Menge 0 ist, ist f = 0 fast iiberall und
damit ist f = 0 im Raum L2[0, 1], was fiir einen Eigenvektor nicht sein darf. Demzufolge ist A auch
kein Eigenwert.

Eine weitere Behauptung ist, dass A € p(T) gilt, wenn A ¢ [0, 1] ist. Dies beweisen wir nun. Sei
A ¢ [0,1]. Dann ist die Funktion L auf [0,1] ein beschrénkter linearer Operator, denn sie besitzt
dort keine Polstelle. Mit By f = ﬁ f gilt also

BAT - ADN 0 = (125 ) (0= V10 = 10

sowie
1

(= ADBA) () = (= %) (25 ) 110 = 10

also ist By = R) eine Resolvente fiir A und damit muss A € p(T') sein. Wir haben also o(T") C [0, 1].

Als néchstes wollen wir die umgekehrte Richtung, [0,1] C o(T) zeigen. Dazu beweisen wir also,
dass A € o(T) fiir A € [0,1] ist. Angenommen, fiir diese A wire A € p(T). Dann existiert Ry €
L(H) mit R\(T — AXI)f = (T — A)R,f = f fiir alle f € H. Wir entnehmen daraus, dass || f|| <
IRA| (T — M) f]| gelten muss. Nun definieren wir eine Funktion f. durch f(¢) = 1, falls ¢ €
(A—¢e,A+¢) ist und f(t) = 0 sonst. Fiir dieses f. gilt nach obiger Annahme

[l < NRAIIT = ADFI < IRANIE = MOl < (IRl € L]

da (t — M) f(t) nur dann nicht Null ist, wenn |t — A| < ¢ ist. Da dann aber |[Rx||e > 1 gilt und man
¢ beliebig klein machen kann, folgt ein Widerspruch, da ||Ry|| = 0 sein miisste, um die Ungleichung
zu erfiillen. Also ist A € o(7T") und wir halten insgesamt fest, dass o(T") = [0, 1] und 0,(T) = 0 gilt.
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(c) Es gibt Operatoren, deren Bilder auf hochgradig nichttriviale Weise von den Ausgangswerten
abhingen. Wir betrachten beispielsweise den sogenannten Volterraschen Integraloperator T, der
durch (T f)(t) = f(f k(t,s)f(s) A(ds) fiir alle f € H = L?[0,1] definiert ist. Dabei sei k(t, s) eine
stetige Funktion auf [0,1] x [0,1]. Man kann zeigen, dass o(T}) = {0} gilt, dass also das Spektrum
des Integraloperators nur die Null umfasst, egal wie k gewéhlt wurde. Ein Spezialfall dieser Opera-
toren ist der bekannte Fall k(t, s) = 1. Hier haben wir ein Beispiel vorliegen, in dem das Spektrum
eines Operators tatséchlich nichts iiber seine Natur aussagt.

Wir kommen nun zu einigen Eigenschaften des Spektrums beziehungsweise der Resolventenmenge. Sei
hierzu T € L ein stetiger, linearer Operator auf H. Die Aussagen iiber die Resolventenidentitéten sind
eher technischer Natur, bei vielen Beweisen in weiterfithrenden Themen jedoch von grolem Nutzen.

Bemerkung 3.4.7.

(i) Fiir das Spektrum des adjungierten Operators T gilt
o(T) = (X | Aeo(D)}, p(T") = {X| A p(T)}.
(ii) Es gelten die folgenden beiden Resolventenidentititen:
RA(T) = R (T) = (A = N)RA(T)Rx (T) = (A = N)Rx (T)RA(T)
fiir A, X' € p(T), sowie
RA(T) = RA(S) = RA(T)(S = T)RA(S)
fiir A € p(T) N p(S).

Beweis. Der Beweis der Aussage (i) ist eine Ubungsaufgabe. Fiir die erste Resolventenidentitiit rechnen
wir nach

(T = AD[RA(T) + (A = N)RA(T) R (T)] = (T = ARy (T) + (A = X) (T — M) RA(T) R (T))
=I

= [(T — M + ()\ - )\I)I]R)\/(T) = (T — )\/I)R)\/ (T) =1
Analog folgt [Rx (T) + (N — N)Bx(T)RBx (T)|(T — M) = I und damit

RA(T) = Ry (T) + (A = X)RA(T)Rx (T).

Satz 3.4.8. Fir T € L(H) gelten folgende Figenschaften:

(i) p(T) ist offen und o(T) ist abgeschlossen.

(ii) Wenn Xg € p(T) und |\ — Xo| < || R, (T)|| ™" ist, dann ist auch A € p(T) und die Resolventenab-
bildung R : X\ — Ry wvon T ist eine analytische operatorwertige Funktion p(T) — L(H) mit der

Potenzreihenentwicklung
oo

RA(T) = (A= Xo)" R, (T)" . (3.4.2)
n=0
(i11) Wenn |A| > ||T|| ist, dann ist X € p(T) und es gilt die Entwicklung

o0

RA(T) ==Y _x'1m

n=0
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Beweis. Wie man als Ubungsaufgabe nachrechnen kann, folgt (i) aus (ii). Beweisen wir also nun Aussage
(ii). Wir erinnern uns zuniichst an folgende Tatsache: fo:o A, mit A, € L(H) konvergiert in der
Operatornorm und definiert einen neuen Operator aus £(H) genau dann, wenn >~ o [|A,| < oo ist.
Hiermit ergibt sich nun, dass die Reihe in (3.4.2) konvergiert, denn es gilt

[ = 20)" Rg (1) [ < (I = Xol [ Bg (D)D" [ R (T

=:q<1

wobei wir benutzen, dass [|A"|| < ||A||" fiir jeden Operator A gilt. Damit besitzt die Norm der Reihe die
Gestalt Y7 |[Rx,(T)| ¢™ und die Reihe selbst konvergiert daher. Sie definiert nach obiger Bemerkung
einen beschréinkten, linearen Operator By = > oo (A — Ao)" R, ()" . Fiir diesen folgt

(T = X)B = (T — XoI)B+ (Ao — \)B

= i(A =)™ (T = M) Ry, (1) — i(A = X0)" TR (1)
n=0 n=0

R’\O (T)"
= A =X)Ry,(T)° =1

Analog folgt die Aussage B(T — A\I) = I und damit gilt B = (T — A\I)~! = R\(T).
Wir zeigen nun (iii). Es gilt fiir jedes Glied der Reihe

AT < AT AT
1
=:q<

und somit konvergiert diese. Wir definieren nun

n=0

und wenden den Operator T' — A auf S an. Wir erhalten

(T=A)S == A"t 3 A = \070 = 1,
n=0 n=0

da wir eine Teleskopsumme vorliegen haben. Analog ergibt sich auch die Aussage fiir S(T'— AI') und somit
folgt, dass S = R (T') sein muss. Dies beendet den Beweis. O

Mit r(T') wollen wir den Spektralradius von T bezeichnen, also den Radius des kleinsten Kreises um
den Nullpunkt, der das Spektrum von T vollstéindig enthélt. Er ldsst sich oft auf sehr angenehme Weise
berechnen.

Satz 3.4.9. Fir T € L(H) gelten folgende Aussagen.
(i) Das Spektrum von T ist nicht leer.
(ii) +(T) = sup {|A| | A € o(T)} = lim, oo | T"]|"/".

Beweis. Die erste Aussage beweisen wir indirekt mit ein paar Erkenntnissen aus der Funktionentheorie.
Sei angenommen, dass o(T") = (} leer ist und somit p(7") = C gilt. Wir wéhlen nun ein A € C mit [A| > ||T||
und fixieren ein x € H. Es gilt

(T = ADz|| = [[Aell = (1Tl = (A flzll = [T 2] = (A= 171D ]l

Dieselbe Abschiitzung kann man aufgrund der Symmetrie in der Dreiecksungleichung auch fiir || T > |A|
durchfithren und erhdlt dann zusammen, dass ||(T — AI)z| > [|A] = [|T||] ||=|| ist. Nun setzen wir y =
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(T — M)x. Da X € p(T) ist, existiert die Resolvente Ry und es ist © = R)(T)y. Setzen wir dies in die
obige Abschiitzung ein, so erhalten wir, dass |[Ry(T)| # T |A — || T|||”" ist, also ist nach Satz 3.4.8 (iii)
R)(T) analytisch und somit (R (T)z,y) holomorph auf p(T) = C. Es gilt weiter

(BA(T)z, y)| < [z[ [yl (3.4.3)

1
AL =17

fir alle |\| # ||T|| nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Daraus und aus der lokalen Stetigkeit der
Resolventenabbildung folgt, dass (Rx(T)z,y) beschrinkt auf ganz C ist. Nach dem Satz von Liouville ist
die Funktion damit konstant, also (R)(T)xz,y) = c fiir alle A € C. Wegen Gleichung (3.4.3) ist

c= lim c¢= lim (Rx(T)x,y) =0

[A[—o0 |A[—o0

fiir alle z,y € H und somit folgt, dass Ry(7T') = 0 ist. Dies ist ein Widerspruch zu R\(T) = (T — A\I)~ 1,
also kann das Spektrum von 7T nicht leer sein. O

Wir wissen mit Satz 3.4.8 (iii) bereits, dass |\| < ||T|| ist, also muss der Spektralradius ebenfalls kleiner
als | T'|| sein. Es kann nicht immer (T") = ||T|| gelten, wie das Beispiel des Volterraschen Integraloperators
zeigt, denn dort ist 7(T) = 0. Der folgende Satz liefert uns jedoch unter bestimmten Bedingungen die
Gleichheit.

Satz 3.4.10. Wenn T € L(H) normal ist, dann gilt r(T) = ||T|.

3.4.1 Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Sei T = T* € L(H) ein selbstadjungierter Operator. Da T damit auch normal ist, gilt damit nach Satz
3.4.10 fiir den Spektralradius r(T") = | T||.

Satz 3.4.11. Es ist A € p(T) fir A € C genau dann, wenn eine Konstante ¢y > 0 existiert, so dass
(T — AI)x|| > ey ||z|| fir alle x € H ist. Ist dies erfillt, dann gilt | Rx(T)| < ¢

Beweis. Wir beginnen mit der einfacheren Richtung. Sei A € p(T). Dann gilt:

[zl = IBA(T = AD)z|| < | RA(T)|| |(T" — AL)|

und wir setzen ¢y = ||Ry(T)|~". Die Riickrichtung ist nicht ganz so einfach und wir werden den Beweis

in drei Schritten durchfiihren.

(i) Zuerst zeigen wir die Injektivitdt von (T — AI). Sei (T — A)xy = (T — Al)zo. Dann gilt auch
0= (T —M)(x1 —x2) und 0 = |[[(T — AI)(z1 — x2)|| > ¢ ||z1 — x2|| nach Voraussetzung. Hieraus
ergibt sich, dass x; — x2 = 0 sein muss und somit ist (7" — AI) injektiv.

(ii) Als néchstes zeigen wir die Abgeschlossenheit des Bildes (T — M)H. Es konvergiere dafiir (T —
M)z, — y, wobel x,,y € H seien. Wir miissen zeigen, dass y € (T — A)H ist. Es gilt die
Abschétzung

||(T - AI)(xn - xm)” = || (T - AI)xn - (T - )\I)x'm || Z Cx Hxn - x’m“ ’

=Yn =Ym

also gilt ||z, — 2m| < ¢ [|Yn — ym|- Unsere Folge (yn)nen ist konvergent, also eine Cauchyfolge
und deshalb muss auch (z,),en eine Cauchyfolge sein, konvergiert also in H, sagen wir z,, — x.
Da (T — AI) stetig ist, folgt die Konvergenz (T' — A\l )z, — (T — AI)x. Da (T — AI)x,, auch gegen y
konvergiert, gilt aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwerts y = (T'— AI)z und somit ist (T'— A )H
abgeschlossen.
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(iii) Zu guter letzt beweisen wir, dass (T — AI) den Hilbertraum H wieder auf ganz H abbildet, also
surjektiv ist. Nach Schritt (ii) wissen wir bereits, dass H; = (T'— AI)H ein abgeschlossener linearer
Teilraum von H ist. Nach dem ersten Satz von Riesz (Satz 1.4.6) haben wir dadurch eine orthogonale
Zerlegung von H in H = H, ® Hi.

Seiu € Hi-. Dann gilt {(T—AI)z,u) = 0 fiir alle z € H und es ergibt sich somit (T'z,u) = (M z,u) =
Mz, u). Da T selbstadjungiert ist, gilt also (x, Tu) = (x, Au) und somit auch (z, (T — A\ )u) = 0.

Sei u # 0. Wir setzen x = u und erhalten
(Tu,u) = Mu,u) = (u, \u) = (u, Tu) = (Tu, u),
also A = \. Daraus folgt, dass (T — A )u = (T — Al )u ist. Da aber
(T — ADx,u) =0 = (2, (T — X)u) = (z, (T — M )u)

fir alle x € H ist, muss (T'— Al)u = 0 sein. Aus der Injektivitdt von (T' — AI) folgt u = 0, was
wir ausgeschlossen hatten. Also gilt Hi- = {0} und somit ist H = H;, woraus folgt, dass (T — \I)
surjektiv ist. Die Beschrénktheit von (T—AI)~! folgt aus der Bedingung, dass ||(T — \)z|| > ¢ ||z]|
sein soll. Wir setzen wieder y = (T'— \I)x und es ergibt sich [|y|| > cx ||(T" — AI)~'y||. Nach kurzem
Umformen erhélt man H (T — \I) 1“ <c,

Satz 3.4.12. Sei T € L(H). Dann gilt

1Tl = sup [|[Tz[| = sup sup [(Tz,y)|.
o<1 lel<1 llyl<1

Wenn T selbstadjungiert ist, gilt
T[] = sup [(Tz,z)|.

lzll<1

Beweis. Wir zeigen nur den selbstadjungierten Fall und definieren ¢ = sup,<; [(T'z, )|. Da [(T'z,x)| <

Tz ||z < ||T|| ||lz||* gilt, ist ¢ < ||T||. Nun miissen wir noch zeigen, dass ||T| < ¢ gilt. Dieser Beweis ist
nicht sofort intuitiv klar und bedarf ein wenig Arbeit, am Ende wird sich das gewiinschte Resultat aber
sehr einfach fiir uns ergeben. Fiir a > 0 gilt, wie man durch Umformen sieht,

|T||* = (T, Tx) = (T2, x)

(T(az+ o 'Tz),ax + o 'Tz) — (T(ax — o 'Tx), 0 — o™ 'Tx))

IN

(c [| oz + oflTJ:H2 +c||ax - a_lTxH2) < Z (2 az||® + 2 Ha_lTxH2)

(0?2 + a2 |Tal?),

wobei wir im vorletzten Schritt die Parallelogrammidentitét (Gleichung (1.3.4)) ausgenutzt haben. Wir
wiihlen nun o2 = 122l wobei 0.B.d.A. ||Tz|| # 0 und ||z # 0 seien. Dann ergibt sich

flll
oy (172l o el
ol teay (Lol + oL el ) = e ol

Damit sind wir auch schon fertig, da nun |7 = SUP||z <1 |Tz)|* < ¢||T| folgt und somit |T|| < ¢
gilt. O
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Definition 3.4.13. Fiir T € L(H) definieren wir

mp = inf (Tz,z), Mp= sup (Tz,z).
[l <1 llz]| <1

Wir nennen my die untere Grenze und My die obere Grenze von T. Es gilt dann
my ||z]|* < (Tx,z) < My ||z]*.

Lemma 3.4.14. Fiir selbadjungierte Operatoren T' € L(H) gilt o(T') C [mt, MT]. Insbesondere enthélt
o(T') nur reelle Zahlen.

Beweis. Sei \g € C mit Ao ¢ [mr, Mr]. Sei weiterhin ¢ = inf ;e a1,] [Ao — | Da Ag nicht in [mp, Mr]
liegt, ist ¢ > 0. Fiir z € H mit |jz|| =1 gilt

(T = XoDz| = Izl (T = Ao Dzl| = [(T = Ao D)z, )| = [Tz, 2) = Ao{z, )| = [(Tz,2) — Ao| = ¢,

da (Tz,z) € [my, Mrp] ist und daraus folgt, dass fiir beliebiges x € H die Ungleichung [|(T" — AoI)z|| >
c||z|| gilt. Nach Satz 3.4.11 ist somit Ao € p(T'). O

Beispiel 3.4.15. Sei H = L?[0,1] und Tf(t) = tf(t). Dann ist das Skalarprodukt definiert durch

(Tf, f) = f01t|f(t)|2 A(dt) und es gilt offensichtlich 0 - (f, f) < (T'f, f) < 1-(f, f), also folgt nach der
eben bewiesenen Folgerung, dass o(T") C [0, 1] ist.

Satz 3.4.16. Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann sind die Eigenwerte von T reell. Zu verschiedenen
FEigenwerten gehorende Figenvektoren stehen senkrecht aufeinander.

Beweis. Nach Lemma 3.4.14 gilt o(T") C [my, Mr]. Damit liegen also auch die Eigenwerte in [mp, Mr]
und sind damit reell. Sei nun Tx = Az und Ty = py, wobei x,y # 0, A\, x € R und A # p sei. Dann gilt

Mz,y) = (Av,y) = (Tz,y) = (2, Ty) = (2, Ty) = (z, py) = @z, y) = plz,y)

und damit ist (A — p)(x,y) = 0, woraus wegen A # u folgt, dass (z,y) = 0 sein muss. O

3.5 Kompakte Operatoren im Hilbertraum

3.5.1 Kompakte und vollstetige Operatoren in Banachridumen

Seien E und F Banachriume. Wir wiederholen und vertiefen zunéchst einige topologische Kompaktheits-
begriffe.

Definition 3.5.1. Eine Menge M C E heif3t

(i) relativ kompakt, wenn man aus jeder Folge (x,)nen von Elementen aus M eine in E konvergente
Teilfolge (zn, )ren auswéhlen kann.

(ii) kompakt, wenn man aus jeder Folge (x,,)nen von Elementen aus M eine in E konvergente Teilfolge
(Tn, )ken auswihlen kann, fir die limg_.oo ,, € M gilt.

Eine Folge (2, )nen heifit

(iii) schwach konvergent gegen x € E, wenn lim,,_. f(z,) = f(z) fiir alle f € E’ gilt. Man schreibt
dafiir z,, — .
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Diese Definition der schwachen Konvergenz ist allgemeiner als die in Definition 3.3.1 fiir Hilbertrdume,
da jedes stetige lineare Funktional auf einem Hilbertrdum nach dem zweiten Satz von Riesz durch das
Skalarprodukt mit einem festen Element des Hilbertraumes gegeben ist.

Beispiel 3.5.2.

(a) Sei E = R™ oder E = C" oder E endlichdimensional. Dann ist M C FE relativkompakt genau
dann, wenn M beschrankt ist. Weiterhin ist M C E kompakt genau dann, wenn M beschrankt
und abgeschlossen ist. Insbesondere sind B,(xo) = {x € E | |[x — zo|| < r} und S,(x0) = {z €
E| ||& — xo|| = r} kompakt und U, (zg) = {x € E | ||& — zo|| < r} ist relativkompakt, wenn z¢ € E
und r > 0 gilt.

(b) Sei E ein unendlichdimensionaler Hilbertraum. Dann existiert ein Orthonormalsystem (z,)nen in
E. Es gilt fiir alle n,m € N mit n # m:

Hl'n - mez = <xn — T, Tn — xm> = <xn;xn> + <wm7xm> =2,

da die Vektoren z,, und x,, orthonormal sind. Es gilt also fiir diese n,m stets ||z, — x| = V2
und damit ist (x,,) keine Cauchyfolge. Aus ihr kann man demnach auch keine konvergente Teilfolge
auswihlen. Da jedoch x,, € B;(0) fiir alle n € N gilt, ist B;(0) nicht kompakt.

Bemerkung 3.5.3.

(i) Jede relativ kompakte Menge M ist beschrinkt. Fiir einen indirekten Beweis nehme man an, M
wiire nicht beschrinkt und finde eine Folge mit ||z,|| > [|zn—1| + 1.

(ii) Jede kompakte Menge M in E ist abgeschlossen, denn alle Teilfolgen einer in E gegen x konvergenten
Folge von Elementen aus M besitzen ebenfalls den Limes z.

(ili) Jede schwach konvergente Folge () ist normbeschrénkt, also sup,,cy ||| < cc.

(iv) Sei T' € L(E, F). Dann ist T stetig in der schwachen Konvergenz. Das bedeutet, dass aus z, — x
auch T'(x,) — T(z) folgt. Zum Beweis sei f € F' und g(y) = f(T(y)) fir y € E. g ist in E’
als Komposition stetiger linearer Abbildungen selbst stetig und linear. Weil z,, — x gilt, folgt
g(xn) = f(T(xn)) = g(x) = f(T'(2)), das heibt T'(xn) — T (z).

Definition 3.5.4. Ein linearer Operator T : E — F heif}t

(i) kompakt, wenn T jede beschrénkte Menge M aus E in eine relativ kompakte Menge T'(M) in F'
abbildet.

(ii) wollstetig, wenn aus z, — x in E stets T'(z,,) — T'(z) in F folgt.

Kompakte oder vollstetige Operatoren ,,verbessern® also die gegebenen Voraussetzungen. Aus lediglich
beschrankten Mengen werden kompakte und aus lediglich schwacher Konvergenz wird die starke.

Beispiel 3.5.5.

(a) Seien E, F endlichdimensionale Banachriume. Jede lineare Abbildung von E nach F' ist kompakt
und vollstetig.

(b) Sei E ein unendlichdimensionaler Hilbertraum und 7' = I die identische Abbildung. Dann gilt
natiirlich T'(B;1(0)) = B;(0). Nach Beispiel 3.5.2(b) ist T' damit nicht kompakt. Sei weiter (x,)n
ein Orthonormalsystem. Dann gilt z, — 0, aber T(z,) = z,, konvergiert nicht stark gegen 0 und
besitzt auch keine konvergente Teilfolge. Damit ist 7" = I auch nicht vollstetig.
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(c) Komplizierter ist die Situation in einem unendlichdimensionalen Banachraum. Sei E = F = ¢}(N).
Man kann zeigen, dass jede schwach konvergente Folge aus F auch in der Norm konvergiert. Damit
ist die identische Abbildung I vollstetig. I ist hingegen nicht kompakt. Auf einen Beweis dieser
Aussage verzichten wir hier.

(d) Wir betrachten die Sobolevriume H*(Q2) und H}(£2), wobei Q2 eine beschrinkte und offene Teil-
menge des R” sei. Sei Ty : H¥T1(Q) — HE(Q) die Einbettung. Dann ist T, kompakt. Wenn  einen
C!-Rand besitzt, dann ist die Einbettung T : H**1(Q) — H¥(Q2) ebenfalls kompakt. Diese beiden
Aussagen bezeichnet man als Satz von Rellich.

Beispiel 3.5.6. Sei E = C'[0,1] mit der Norm || f||; = sup,cpo17 [f(£)] + sup,epo 11 [f/(t)| fiir f € E. Sei
weiter F' = C[0, 1]. Fiir g € F sei die Norm auf F' definiert durch ||g|| = sup,¢jo 17 [g(t)]. Es sei T': B — F
die Einbettung. Dann ist 7" kompakt.

Beweis. Sei f € E. Dann gilt

"(t) dt

[

fiir 2, 2’ € [0,1]. Sei M beschrénkt in E, also sup ¢ [|f]l; = ¢ < oo. Dann gilt | f(x) — f(2")| < c|z — 2/,
das heifit M ist eine gleichgradig stetige Menge. T (M) = M ist beschridnkt in F. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli kann man aus jeder Folge in dieser Menge eine gleichméflig konvergente Teilfolge auswéhlen.
Damit ist T'(M) relativ kompakt in F' und damit T kompakt. O

[f(x) = f(@")| =

< sup |f'(s)]
s€[0,1]

< 1y | = 2]

Lemma 3.5.7. Jede vollstetige lineare Abbildung T': E — F ist stetig, das heifit T € L(E, F).

Satz 3.5.8. Jeder kompakte lineare Operator T : E — F' ist vollstetig.

Beweis. Angenommen, T wire nicht vollstetig. Dann gibt es eine Folge x,, — z in E derart, dass (T'(z,,))
nicht gegen T'(x) konvergiert. Damit existiert ein € > 0 und eine Folge (T'(zy, )); mit ||T(xnk) T(x)|| >e
fiir alle ng. Da (z,,) beschriankt ist (0.B.d.A. ||z, || < 1), liegt (x,) in B1(0). Die Menge {T'(z,) | n € N}
ist relativ kompakt, da T" kompakt ist. Damit miisste die relativ kompakte Teilmenge {T'(z,,) | k € N}
jedoch eine konvergente Teilfolge besitzen, Widerspruch.

Es sei K(E, F) die Menge aller kompakten linearen Operatoren von E nach F'.

Satz 3.5.9.

(i) K(E,F) ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von (L(E, F), ||.||).

(ii) Seien Ey und Fy Banachrdume. Wenn B € L(Ey, E), A€ L(F,F1) und T € K(E, F) ist, dann gilt
ATB € K(El,Fl).

Bemerkung 3.5.10. Sei E = F'. Setze K(E) = K(E,E) und L(E) = L(E,E). Aus A, B € L(E) und
T € K(E) folgt dann ATB € K(E). Damit ist K(E) ein Ideal in der Algebra L£(F).

Kompakte Operatoren bleiben ,gutartig®, also kompakt, wenn man die Komposition mit , schlechteren
Operatoren bildet.

Definition 3.5.11. Sei T' € L(E, F). Wir definieren T*(f")(z) = f/(T(z)) fir z € F und f’ € F’. Der
Operator T heifit der zu T transponierte Operator.
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Das Bild T?(f') fiir f' € F' liegt in E’, denn es gilt

17 () @) = 1@< 1T @< 1T ]

also ist T*(f’) beschriinkt. Damit ist T eine lineare Abbildung von F’ nach E’. Fiir ihre Norm gilt
1T < AT, also |T| < ||T|| und somit ist T € L(F', E'). Es gilt folgende Aussage iiber die
Kompaktheit des transponierten Operators.

Satz 3.5.12 (Satz von Schauder). Wenn T € L(E,F) kompakt ist, dann ist T* € L(F',E") ebenfalls
kompakt.

Der transponierte Operator verallgemeinert gewissermaflen den adjungierten Operator von Hilbertraumen
auf Banachrdume. Wenn némlich £ = F' ein Hilbertraum ist und 7 ein stetiger linearer Operator,
T € L(E), dann entspricht T dem adjungierten linearen Operator T*. Es gilt niimlich in diesem Fall
E' = E~, wenn E~ den Raum E mit der veriinderten Skalarmultiplikation (Az)g- = (Ax)g darstellt.
Wenn man also B’ mit E aufgrund des Isomorphismus’ identifiziert, dann ist 7" = T, ansonsten muss
man den entsprechenden Operator auf E~ betrachten.

Satz 3.5.13 (Riesz-Schauder-Theorem). Sei E ein Banachraum, T € L(E) und A € C,\ # 0. Dann gilt:

(i) Range (T — AI) := {(T — M)z | = € E} und Kern (T — M) := {z € E | (T — A)xz = 0} sind
abgeschlossen.

(i) E ist ein unendlichdimensionaler Banachraum genau dann, wenn es eine Nullfolge (Ay)nen in C

gibt mit o(T) = {0, A\, | n € N}. Dann sind alle A € o(T), A # 0 Figenwerte endlicher Vielfachheit.

(#ii) (Fredholmsche Alternative) Die Gleichung (T —N)x = y ist fiir beliebige y € E eindeutig losbar genau
dann, wenn (T — ANz = 0 nur die triviale Lésung x = 0 besitzt, das heifst wenn Kern (T — AI) = {0}
gilt.

Die letzte Aussage ldsst sich mit Hilfe des transponierten Operators etwas allgemeiner formulieren. (T —
Az = y ist fiir beliebige y € F 16sbar genau dann, wenn y durch alle Lésungen f € E’ von (Tt —\)f =0
annuliert wird, das heifit dass f(y) = 0 sein muss, falls T*f = \f ist.

Sei im folgenden # (E, F) = {T € L(E,F) | dimT(F) < oo} der Vektorraum aller beschrénkten linearen
endlichdimensionalen Operatoren von E nach F.

3.5.2 Kompakte Operatoren in Hilbertraumen

Wihrend auf Banachrdumen die Kompaktheit die Vollstetigkeit impliziert, muss die Umkehrung nicht
gelten. In Hilbertraumen mit ihrer reicheren mathematischen Struktur sind diese beiden Eigenschaften
jedoch zueinander und auch zu einigen anderen Aussagen dquivalent.

Satz 3.5.14. Sei E ein Hilbertraum, T € £ (FE). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) T ist vollstetig,
(i) Wenn x, — x und y, — y gilt, dann konvergiert (Tx,,yn) gegen (T'z,y),

(iii) T ist kompakt,

(iv) T* ist kompakt.

Beweis. (iii)=-(i): Klar nach Satz 3.5.8.

(1)=(iii): Sei (@ )nen eine beschrénkte Folge. Nach Satz 3.3.4 besitzt die Folge eine schwach konvergente
Teilfolge (2, )ken, sagen wir x,, — x. Da T vollstetig ist, gilt T(x,, ) — T(x) und damit ist T({z, | n €
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N}) relativ kompakt. Da man die beschrinkte Folge beliebig wihlen konnte, heifit das, dass T' kompakt
ist.

(iii)=-(ii) Es gelte ¢, — = und y, — y. Dann gilt weiter
(Tan,yn) — (T2,y) = (Txn — Tx,yp) + (T2, yn — y).

Also haben wir
(Txn,yn) — Tz, y)| < |Txn — Tl |yull + (T2, yn — y)|-

Angenommen, (ii) wire falsch. Dann gibt es Teilfolgen (2, )keny und (yn,)keny und ein € > 0 mit
(T @, Yn,) — (Tz,y)| > € fiir alle ny, € N. Da x,, schwach gegen z konvergiert, ist (x,)nen beschréinkt.
Da auerdem T nach Voraussetzung kompakt ist, besitzt die Folge (Tx,, )ren eine konvergente Teilfolge
(T'zy,, )ren, fir die etwa Txy,, — ¢ gelte. Weil auch x,, — z gilt, folgt Tw,, — Tz, denn T ist
ebenfalls vollstetig. Also muss § = Tz sein. Es folgt damit

|<T‘T7lk,,,7ynk,,,> - <T‘Ta y>| < HT(Ink,) - T(I)H Hynk, || + |<T1:7y - ynk,.> .
—_— —

—0 <c —0

Fiir r — oo folgt daraus, dass die rechte Seite Null ist. Dies ist aber ein Widerspruch zu der Annahme,
dass die linke Seite grofer als € sein muss.

(ii)=(i): Sei y, = Ty, — Tx. Weil z,, — z gilt, folgt Tz, — Tz, also y, — 0. Nach Voraussetzung gilt
damit (Txy,, yn) — (Tx,0) = 0. Es gilt durch Einsetzen von y,

| Tz, — Tx|* = (Txn — Tz, Txy — Tx) = (Tan, Ta, — Ta) — (T, Tx, — Tx)

und daraus folgt ||Tx, — Tz| — 0, das heifit Tx,, — Tx. Also ist T vollstetig.

(iv)=-(iil): Sei T* kompakt. Sei (z,)nen eine beschrinkte Folge in E. Da die kompakten Operatoren ein
Ideal in Z(E) bilden, ist T*T ebenfalls kompakt. Deshalb besitzt (T*Tx,,),cn eine konvergente Teilfolge
(T*Txy, )keN, sagen wir T*Tx,,, — y. Es gilt fiir n,! € N nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

||Txnk - T‘T”lle = <T(‘r’ﬂk - .’Enl),T(l‘nk - $n1)> = <T*T(x’ﬂk - xnz)"r’ﬂk - mnz>

Da die Folge (2, )nen beschrinkt ist, folgt hieraus, dass (Tz,, )ren eine Cauchyfolge ist und damit in F
konvergiert. Also ist 7" kompakt.

(iii)=-(iv): Sei T' kompakt. Nach der eben bewiesenen Implikation ist T* kompakt, wenn man T' = (T*)*
beachtet. O

All diese Aussagen bedeuten eine Verbesserung der Eigenschaften. Aussage (ii) wiire immer richtig, wenn
eine der Folgen (x,,) oder (y,,) stark konvergieren wiirde. Durch die zweimalige Abschwichung der Konver-
genz gilt die Aussage jedoch nicht mehr immer. Wir haben hier nicht bewiesen, dass man aus beschrinkten
Folgen stets eine konvergente Teilfolge auswihlen kann.

Wir werden nun in zwei kurzen Abschnitten Entwicklungen von kompakten Operatoren angeben. Diese
sind Verallgemeinerungen von Entwicklungen nach Basen im endlichdimensionalen. Die Unterschiede in
den verschiedenen Entwicklungen sind subtil und kénnen in verschiedenen Situationen unterschiedlich
niitzlich sein.!

IModerne Wissenschaft macht nicht das, was sie eigentlich sollte, denn sonst wiirde die Pharmaindustrie nicht viel mehr
Forschung fiir Anti-aging-Cremes als fiir schlimme Krankheiten betreiben. Der Kunde zahlt eben besser. Wissenschaftler
gehen also dahin, wo es etwas zu holen gibt. Was hat das mit unserem Thema zu tun? Auch hier wird man sich auf bessere
Hilbertrdume zuriickziehen, wo es viel mehr Technik gibt, statt dass man Dinge auf schlechten Banachrdumen untersucht.



3.5. KOMPAKTE OPERATOREN IM HILBERTRAUM 73

3.5.3 Der Hilbert-Schmidtsche Entwicklungssatz fiir kompakte selbstadjun-
gierte Operatoren

Satz 3.5.15. E sei ein unendlichdimensionaler, separabler Hilbertraum. T sei ein selbstadjungierter,
kompakter Operator auf E. Dann ezistiert eine reelle Nullfolge (A,)nen und ein normiertes Orthogonal-
system {e, | n € N} in E mit

Ty = Z Anlx, en)en
n=0
fiir alle x € E. Insbesondere gilt Tex, = Agey, fir k € N.

Beweis. Sei A # 0 ein Eigenwert von T und E\ = {x € E | Tx = Az} der zugehorige Eigenraum. Mit Bp,
bezeichnen wir die Einheitskugel in Ey. Offensichtlich gilt T'(Bg, ) = ABg, . Weil T nach Voraussetzung
kompakt ist, ist ABg, eine relativ kompakte Menge, also ist auch B, relativ kompakt und damit muss
nach Beispiel 3.5.2 F endlichdimensional sein.

Seien A1, Ao Eigenwerte von 7' mit A1, Ay # 0 und A\; # Aq. Als Ubungsaufgabe zeigt man, dass Ey\, 1L E,,
gilt. Wir wahlen nun Orthogonalbasen fiir Ey, fiir hochstens abzahlbar unendlich viele Eigenwerte A,, # 0
von T'. Sei {e, | n € N} die Menge aller dieser orthogonalen Vektoren, wobei N = {1, ..., N} endlich oder
N =N, also abzihlbar sei. Weiter sei H; der von {e, | n € N} erzeugte lineare Teilraum von E. Es gilt

firreN
T (Z anen> = Z AnQpe, € Hy,
n=1 n=1

da ane, € Hy ist. Hieraus folgt T'(H;) C H;.

Im néchsten Schritt wollen wir zeigen, dass T(Hi-) C Hi- ist. Seien hierzu € H; und y € Hi-. Wir
benutzen die Selbstadjungiertheit von 7" und Tx € H; und erhalten

0= (y,Tz) = (Ty,x)

fiir alle x € Hy. Deshalb muss Ty € Hi- sein. Wir definieren nun einen Operator T} durch Tyy = Ty fiir
alle y € Hi-. Damit ist dann 7} ein linearer Operator auf dem Hilbertraum Hi-, und die Kompaktheit
und Selbstadjungiertheit vererbt sich von T auf T7.

Nun wollen wir zeigen, dass T} auf Hi-, also auf seinem gesamten Definitionsbereich, der Nulloperator
ist. Wire Ty # 0, so wire ||T1|| # 0 und nach Lemma 3.5.16 besitzt T; dann einen Eigenwert u # 0.
Sei Ty z = pz fiir einen Eigenvektor z, fiir den ||z]| > 1 gilt. O.B.d.A. ist u = Ay fiir ein k& € N, also gilt
auch Tz = pz und damit ist z € H; nach Konstruktion des Raumes H;. Andererseits gilt z € Hf und
damit (z,z) = 0, also z = 0, was nicht sein kann. Also ist T} tatsichlich der Nulloperator auf Hi . Sei
{fx | k € I'} mit einer Indexmenge I ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem fiir Hi-. Die Menge
{en, fx | n € N, k € I'} ist dann ein vollstéindiges normiertes Orthogonalsystem fiir den gesamten Raum
E.

Sei nun « € E. Es gilt die Darstellung

xr = Z<$,€n>en + Z(xv fk>fk

neN kel

Damit ergibt sich

Tr = Z(z,en>T6n + Z(z,fk>Tfk = Z An{T, €n)en,

neN kel nenN

denn es gilt T'f, = T fr = 0 und Te,, = A\pe,. Wenn N endlich ist, ergéinzen wir nun {e,, | n € N} durch
Hinzufiigen von abzihlbar vielen fj zu einem normierten Orthogonalsystem {e,, | n € N}. Weil T kompakt
ist, ist (An)nen eine Nullfolge, wie man als Ubungsaufgabe zeigt, und aus der Selbstadjungiertheit von T
folgt, dass alle \,, reell sein miissen. O
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Schmidt bewies diesen Satz in seiner Dissertation. Der entscheidende Schritt ist das folgende Lemma, das
wir im vorangegangenen Beweis bereits benutzt haben.?

Lemma 3.5.16. Wenn T ein kompakter und selbstadjungierter Operator ist, dann ist ||T|| oder — || T||

ein Eigenwert von T'.

Beweis. Da T = T* ist, gilt nach Satz 3.4.12, dass ||T'|| = sup ;=1 [{(T'z, z)|. Deshalb existiert eine Folge
(Zn)nen mit ||z, || = 1 fur alle n € N, fiir die (Tx,,, z,) — « gilt, wobei « reell ist mit |a| = ||T||. Da T
kompakt ist, hat die Folge T'z,, eine konvergente Teilfolge (T'zy, )ien, fiir die etwa Tz, — y gelte. Wir
haben dann

(T = @)an, |I* = (T = @)wny, (T = @)z} = | Tn,||* + 0 |2, |* = 20Ty 0,)
< HTH2 + a2 - 2a<Txnk7xnk>

und es gilt
1T + o? — 2a(Tzyp, , x0,) — || + a* — 200 = 0.

O.B.d.A.sei T # 0, also ||T|| = |a| # 0. Wir haben eben gezeigt, dass (I’ — a)z,, — 0 gilt. Daraus folgt

atry, = —(T — &)y, +Tr,, — 0+ y. Also folgt z,, — £. Da T beschrénkt ist, erhalten wir daraus
Ty, — T und weiterhin (7' — a)xy,, — (T — )2 = 0. Also muss (T' — o)y = 0 und damit Ty = ay
sein. Damit ist ||T'|| oder — ||T’|| ein Eigenwert zum Eigenvektor y, denn weil z,, — £ und ||z, | = 1

gilt, folgt H%H =1, also ist y # 0.

3.5.4 Die kanonische Form (Schmidt-Darstellung) kompakter Operatoren im
Hilbertraum

Satz 3.5.17 (Schmidt-Darstellung). E sei ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und
T ein kompakter Operator auf E. Dann ezistieren eine monoton fallende, nichtnegative zahlenfolge
(Sn)nen, und Orthonormalsysteme {e,, | n € No} und {f, | n € No}, so dass fir alle x € E gilt:

Tap = Z $n (T, en) fn-
n=0

Insbesondere gilt Te,, = S fom-

Beweis. Da T kompakt und T beschrankt ist, ist 7*T kompakt, da die kompakten Operatoren ein Ideal
in der Operatorenalgebra bilden. Es gilt (T*T)* = T*(T*)* = T*T, also ist T*T selbstadjungiert. Nach
Satz 3.5.3, den wir auf den Operator T*T anwenden, existiert eine reelle Nullfolge (A,)nen, und ein
normiertes Orthogonalsystem {e,, | n € No} mit T*Tz = Y7 A\, (z,e,)e, fiir alle 2 € H. Wir haben
die Gleichheit

||TenH2 = (Ten,Ten) = (T Ten,en) = (Anen,en) = Anlen, en) = Ap,

also gilt A\, > 0 fiir alle n € Ny. O.B.d.A. ist (A, )neny monoton fallend, ansonsten erreicht man dies durch
einfaches Umnummerieren. Wir definieren s, := v\, und f, := \/%Ten, falls A, # 0 ist. Sind A\, # 0
und A, # 0, so gilt '

TnuTm: T*Tnam:
o Lew Tem) = T (T T en, em) = 5=

2Man sagt, dass man bei der Forschung im Leistungszentrum sitzen muss, da die Probleme, die man in Publikationen
liest, entweder zu dem Zeitpunkt bereits gelost sind oder sie sind so schwer, dass man sie auch nicht mehr herausbekommt.
Bei Riesz war das ganz anders, er war in Ungarn und hatte lediglich Korrespondenz per Post, er hat alles alleine herausbe-
kommen. Man kann sich also auch in einem Zimmer einschliefen und einfach am Schreibtisch alleine alle Probleme l6sen,
das geht auch. Merke aber: Nicht jeder ist ein Riesz! Alleine sollte man es also trotz alledem nicht versuchen.

<6na em> = 5n,m~
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Die Menge der Vektoren f, mit A,, # 0 ist also ein normiertes Orthogonalsystem. Durch Hinzunahme von
Elementen fi/ || fx|l, fiir die T'f, = 0 ist, ergéinzen wir das System zu einem normierten Orthogonalsystem
{fn | » € No}. Wenn fiir ein y € H die Bedingung y L e, fiir alle n € Ny erfiillt ist, dann ist

ITy|)* = (Ty, Ty) = (T*Ty,y) = Z/\ Y, en){en,y) = 0.

Dann muss natiirlich Ty = 0 sein. Fiir ein beliebiges z € H gilt zudem

z:x—g xenen—kg xen
n=0

=:z

Es gilt z L ey fiir alle k € Ny, denn

(z,ex) = (z,e5) — §<x,en> (en,er) = (x,ex) — (x,ep) = 0.

=0nk

Daraus folgt nach obigen Betrachtungen also Tz = 0. Damit ist

Te=Tz+T (i(x,en>en> = i (x,en)Te, = an x,en)f,
n=0 n=0

O

Mit Hilfe der Schmidt-Darstellung eines kompakten Operators kénnen wir nun beweisen, dass sich jeder
kompakte Operator durch eine Folge von endlichdimensionalen Operatoren approximieren lésst.
Korollar 3.5.18. Sei T' kompakt. Dann existiert eine Folge (T},),en von endlichdimensionalen Operato-
ren T, € Z(E)={A € Z(H) | dimA(F) < oo} mit lim,,_, ||T — T,| = 0.

Beweis. Sei Tz =Y~ sk(x, er) fr die Darstellung von T nach Satz 3.5.17. Fiir « € H sei

T, ist offensichtlich stetig und es gilt T,,(EF) C span {fo, f1,..., fn}, also ist T,, € .Z(FE). Es gilt

2

o0 o0 oo
T =Toal® = | Y selwenful| = D lswlmenful® = > stliwen) < shillz)?,
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

wobei wir im letzten Schritt sowohl die Besselsche Ungleichung benutzt haben, als auch, dass s,, monoton
fallend ist. Im Schritt davor benutzten wir den Satz des Pythagoras, der sich ohne weiteres auf unendliche
Summen erweitern ldsst. Es folgt also |[(T' — To,)z|| < spi1||z]|, das heifit es ist ||T, — T|| < $p41 und
damit lim,, . |7 — Ty|| = 0. O

Bemerkt sei noch, dass die Behauptung fiir Banachridume im Allgemeinen nicht gilt, wie das Beispiel
eines Banachraumes ohne Approximationseigenschaft von Enflo aus dem Jahr 1973 zeigt.
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3.5.5 Singulidre Zahlen und Schattenklassen

Definition 3.5.19. Sei T' ein kompakter Operator auf dem unendlichdimensionalen, separablen Hilber-
traum H. Die Zahlen s,, aus Satz 3.5.17 heiflen die singuldren Zahlen von T.

Satz 3.5.20. Fir die singuldren Zahlen s, gilt
sp=nf{||T -5 | Se Z(H), dimS(H) <n}.

Aus diesem Satz folgt, dass die Folge (sn)nen, durch T' eindeutig bestimmt ist. Wir schreiben zwecks
Ubersichtlichkeit s, = s, (7).

Bemerkung 3.5.21. Allgemein gelten fiir die singuldren Zahlen folgende Eigenschaften.
(i) (8n(T))nen, ist eine monoton fallende nichtnegative Nullfolge.
(ii) Es ist stets so(T) = ||T']]. Weiter ist s,,(T) = 0, falls dimT(H) < n ist.
(i) $,(ATB) < ||A]| || B]| s (T) fiir alle A, B € Z.
(iv) sp(T) = $p(T*) und $,(AT) = |A| 8, (T') fiir A € C mit A\ # 0.
(V) S$ntm(T+5) < 5,(T) + sm(95).
(vi) 820 (T'S) < 5,(T)5n(S).

Definition 3.5.22 (Schattenklasse). Die Menge aller Operatoren T € # (H), deren singulire Zahlen
(5n(T))nen, € p(No) erfillen, heifit p-te Schattenklasse auf H, in Zeichen S,(H).

Satz 3.5.23. FirT € S,(H), p € [1,00) sei

o0 1/p
vp(T) = (Z Sn(T)p>
n=0

die Hilbert-Schmidt-Norm von T'. Dann ist (S,(H),vp(+)) ein Banachraum.
Die Operatoren aus Sz(H) heilen Hilbert-Schmidit-Operatoren. Die Operatoren aus Sy (H ) heiflen nukleare

Operatoren oder Operatoren der Spurklasse. Aus Bemerkung 3.5.21 (iii) folgt, dass ATB € S,(H) ist,
wenn T € Sp(H) und A, B € Z(H) sind.

Satz 3.5.24. Fir T € £ (H) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) T € S:(H),
(i) Es gilt Y ", | Te,||* < oo fiir jedes vollstindige normierte Orthogonalsystem {e, | n € Ny},

(ii) Es gilt ", | Ten || < oo fiir ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem {e,, | n € No}.

3.5.6 Integraloperatoren mit quadratisch integrierbarem Kern

Sei M eine offene Menge im RY. K (¢, s) sei eine Funktion aus L2(M x M, \), das heift

/M /M K (t,5)|? Mdt, ds) < oo
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Sei (T f)(t) = [, K f(s)X(ds) fiir f € E = L?*(M,\). Beispielsweise konnte f = ﬁ sein,
wobei a so gewahlt Werden muss, dass f quadratisch integrierbar ist.? Aus Beispiel 2.2.8 wissen wir, dass
Tk € ZL(F) gilt, und es ist

||TK||</ / |K(t,s)]> A(dt,ds). (3.5.1)

Damit ergibt sich folgendes Resultat.
Satz 3.5.25.

(i) Tk ist kompakt.
1/2
(ii) Ty ist ein Hilbert-Schmidt-Operator und ve(Tk ) = (fM [ 1K ()] A(dt,ds)) .

Beweis. E = L*(M, \) ist separabel und unendlichdimensional. Sei {¢,(t) | n € N} ein vollstindiges
Orthonormalsystem fiir E. Dann ist {¢n (¢)@m(s) | n,m € N} ein vollsténdiges Orthonormalsystem fiir
L?(M x M,)\). Da der Kern K € L?(M x M, )) ist, kann man ihn fourierentwickeln:

Z anm@n(t)ﬂﬁm(s)'

n,m=1

Sei

N
S Gumpn(Hom(s):

n,m=1

Dann konvergiert Ky fiir N — oo in der L2-Norm gegen K. Betrachte die Wirkung von Ky auf ein
Element des Hilbertraumes:

(TKNf / (Z anm@n @m( )) Z anm@n / ‘pm(s)f(s))‘(ds)

n,m=1 n,m=1
N
= Z anm<fa<pm><pn(t)'
m,n=1

Damit ist Tk, ein stetiger linearer Operator, dessen Wertebereich endlichdimensional ist, denn er wird
lediglich von Linearkombinationen von ¢, ..., N aufgespannt. Damit ist Tx, € F(E) C J# (E), also
Tk, kompakt. Es gilt weiter

1Tk — Ty | = | Tx—ren || < / / K (t,5) — Ky (t, )| A(dt, ds) — 0,
M JM

wobei wir Gleichung (3.5.1) auf K — Ky angewendet haben. K — K ist der Abschnitt von N bis co der
Fourierreihe von K. Daher konvergiert der obige Ausdruck gegen 0 fiir N — oo, also
Jim [Ty — Ty | = 0.

Da Tk, € K (E), ist T € 2 (F). Wir miissen noch die Hilbert-Schmidt-Norm ausrechnen. Dafiir be-
trachten wir zunéchst die Wirkung von Tk auf ein Element ¢; des Orthonormalsystems.

(TK@J / ( Z Anm P (t)Pm (s )) 903 Z Anmpn (t (P]a(Pm Zan]@n

n,m=1 n,m=1

3In der Physik verhilt es sich bei allen relevanten Fillen so, dass a gerade den Wert hat, dass die Funktion nicht mehr
im L2 liegt. Dass eine physikalische nie in die mathematische Theorie hineinpasst, scheint ein allgemeines Theorem zu sein.
Es gibt eine sehr schéne mathematische Streutheorie, die nicht einmal fiir das einfachste sinnvolle physikalische Potential,
das Coulombpotential, funktioniert.
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Da (¢,,) vollstéindig in E ist, folgt aus der Parsevalschen Gleichung

o0
2 2
Tk 1* = lang]?,
n=1

und damit gilt

STl =YY lansl = [ [ 1(es) Aat.ds)
j=1 j=1n=1 MJIM

weil (¢n, (t)¢m(s)) vollstindig in L?(M x M, \) war. O

Uber Hilbert-Schmidt-Operatoren kann man eine ganze Menge aussagen und die Resultate sind wesentlich
einfacher zu handhaben als beispielsweise die fiir nukleare Operatoren. Deshalb tauchen die Operatoren
aus Sy hiufig in der Literatur auf.*

4Ein Anwirter auf den Doktortitel hatte bei seiner Dissertationsverteidigung den Begriff des Hilbert-Schmidt-Operators
benutzt, konnte aber auf die anschlieend gestellte Frage, was diese Operatoren denn seien, keine Auskunft geben. Es folgte
eine heftige Diskussion, ob man den Doktortitel zuerkennen sollte oder nicht. Man sollte also lieber keine mathematischen
Vokabeln verwenden, von denen man nicht weif3, was sie bedeuten. Hitte der Doktorand einfach das mathematische Kalkiil
ohne den Namen verwendet, wére es nicht zu dieser Frage gekommen oder er héitte zumindest sagen kénnen, noch nie etwas
von Hilbert-Schmidt-Operatoren gehért zu haben (was nach Verwendung des Begriffs schwierig wird).



Kapitel 4

Das Spektraltheorem fiir
beschrinkte selbstadjungierte
Operatoren

Dieses Kapitel wird technisch etwas schwieriger.! Um eine Motivation zu bekommen, betrachten wir
E = C" mit dem iiblichen Skalarprodukt. Sei weiter A eine hermitesche n x n-Matrix, das heiBt A = (a;;)
und a;; = @;;. Wenn wir Tx = Az setzen, dann ist T ein selbstadjungierter Operator auf C". Es
existiert dann eine Orthonormalbasis {eq, ..., e,} aus Eigenvektoren von T' (Hauptachsentransformation
hermitescher Matrizen). Fiir diese gelte T'e; = Aje;. Fir o = Z;‘:l(x, e;j)e; haben wir dann

n n

Tx = Z(m,ej>Tej = Z)\j<x,ej>ej,

j=1 j=1

was die Hilbert-Schmidt-Darstellung im Endlichen ist. P; sei der Projektionsoperator auf C - e;, also
Pjx = (x,ej)e;. Wir haben dann Tz = 2?21 AjPjz fur alle x € E. Damit haben wir einen Operator T,
der sich schreiben lésst als

n
T=> NP, (4.0.1)
j=1
wobei Py, ..., P, Projektionsoperatoren sind, die die Eigenschaften
PPj=0, i#j (4.0.2)

und

=1 (4.0.3)

erfiillen. Wir wollen die Darstellung (4.0.1) mit den Eigenschaften (4.0.2) und (4.0.3) auf beschrénkte,
selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum verallgemeinern. Dabei wird man (4.0.1) nicht wirklich in
dieser Form erwarten koénnen, da die Eigenwerte eines Operators auch einfach 0 sein kénnen, obwohl
der Operator nicht der Nulloperator ist (siche Volterrasche Integraloperatoren). Weiterhin kénnte das

1Aber: Wenn man etwa liest, dass viele Leute Optionen und Derivate nicht verstehen, und dass diese Konzepte fiir
normale Menschen nicht mehr durchschaubar seien, dann fragt man sich, was iiberhaupt los ist. Die Relativitdtstheorie und
Quantenmechanik und das Spektraltheorem sind wesentlich schwieriger zu begreifen. Wenn Leute Derivate nicht verstehen,
dann liegt das nicht an der Schwierigkeit des Begriffs, sondern an der allgemeinen Unfihigkeit allerorten. Das Konzept der
verschiedenen Finanzpakete ist ein Klacks gegen das, was wir hier machen.

79
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Spektrum iiberabzéhlbar sein, womit man auch Probleme bekime. Eher ldasst sich die Darstellung von T’
in der Form

T / " NAEO) (4.0.4)

erwarten, wobei F(\) eine Spektralschar von Projektionsoperatoren sein soll. Wir werden diese intuitiv
vielversprechende Formel jedoch formal definieren und erklédren miissen. Zuerst machen wir uns aber noch
klar, welche Vorteile wir von einem solchen Kalkiil hitten.

Zuniéchst handelt es sich um ein weiteres Strukturtheorem fiir beschrinkte, selbstadjungierte Operato-
ren. Es ist moglich, kompliziertere Operatoren T' durch ein Integral iiber einfachere Operatoren, ndmlich
Projektionsoperatoren, darzustellen. Damit erhélt man moglicherweise mehr Informationen iiber das Ver-
halten von T" oder kann stirkere mathematische Techniken anwenden. Der zweite Grund fiir die Definition
von Spektralscharen ist, dass damit Funktionen von 7" mdoglich werden, indem man fiir eine Funktion f
definiert

(1) = / FO)AE().

Diese Funktionen besitzen den sogenannten Funktionalkalkiil, man kann auf sie also die gew6hnlichen
mathematischen Operationen wie +, — und - anwenden. Funktionen von Operatoren sind auflerordentlich
wichtig. Beispiele sind die Funktion e®# fiir einen Operator H, die als Zeitentwicklung des Systems in
der Physik auftaucht, sowie die Resolvente (7' — \I)~1, die wir bereits in Abschnitt 3.4 untersucht haben.
Meistens kann man die Werte dieser Funktion natiirlich nicht explizit ausrechnen.

Damit kommen wir nun zur Definition der Spektralschar, dem Begriff, der die Definition von (4.0.4)
ermoglicht.

4.1 Spektralscharen

Sei H ein Hilbertraum.

Definition 4.1.1. Eine Spektralschar auf H ist eine Familie (E()) | A € R) von Projektionsoperatoren
auf H mit folgenden Eigenschaften:

(1) E(\1) < E(X\g) fiir Ay < A2 (Monotonie).
(ii) limyyx, E(N)x = E(Ao)z fiir jedes Ao € Rund z € H (Rechtsstetigkeit in der starken Konvergenz).

(iil) limy——oo E(A)z = 0 und limy_, y o« E(\)z = 2.

Diese Definition ist dhnlich wie die der Stieltjes-Integrale aus der Analysis und die der Verteilungsfunk-
tionen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Definition 4.1.2. Man sagt, eine Spektralschar (E(A) | A € R) hat einen beschrinkten Triger, wenn es
a,b € R gibt mit F(a) =0 und E(b) = I.

Bemerkung 4.1.3.

(i) Die éltere Terminologie fiir Spektralscharen ist Zerlegung der Eins. Wir werden spéter sehen, warum
diese Bezeichnung sinnvoll ist.

(ii) Das Axiom (i) in Definition 4.1.1 bedeutet (E(A1)z, z) < (E(A\2)z, ) fiir alle z € H, was dquivalent
zu E(A)H C E(A\g)H ist.

(iii) Wenn E(a) = 0 ist, so folgt aus 4.1.1 (i), dass E(\) = 0 ist fiir alle A\ < 0. Ebenfalls folgt aus
E(b) =1, dass E(\) =1 ist fiir alle A > b.
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Wir wollen diese Sachverhalte an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 4.1.4. Sei (A, )nen eine Folge von paarweise verschiedenen reellen Zahlen. Weiter sei (P,)nen

eine Folge von Projektionsoperatoren auf H mit P, P, = 0 fiir n # k, fiir die > -, P,z = z fiir alle

r € H gilt. Wir definieren E(\)z = >, _, Pz, wobei die Summe leer ist und damit den Wert 0 hat,
wenn keine \,, < \ existieren. Dann ist (E(\) | A € R) eine Spektralschar.

Lassen wir die Beschrankung fallen, dass die \,, paarweise verschieden sein miissen, dann kann man sich
das Beispiel in einer Art diskretem Spezialfall veranschaulichen. Sei Ay < Ay < A3 und \,, = A3 fiir n > 3.
Weiter seien Py, P>, P3 Projektionsoperatoren mit P;P; = 0 fur ¢ # j und Py + P> + P3 = 1. Auch hier
handelt es sich dann um eine Spektralschar, die man sich skizzenhaft so vorstellen kann (natiirlich kann
man in Wirklichkeit keine Projektionsoperatoren zeichnen):

Beweis. Wir zeigen, dass E()) ein Projektionsoperator ist. Es gilt zunéichst

EQ’=(>_P|[DdP|= > PR= > Péi=)Y P=EQN\).

A <A A< AoA<A A <A 2 <A

Weiterhin haben wir

EN =Y P =) Pr=EQ).
Aj <A AjSA

Nach Satz 3.2.1 ist damit E()A) ein Projektionsoperator.
Nun zeigen wir die drei Axiome der Definition einer Spektralschar, siehe Definition 4.1.1.
(1): Weil P, > 0 ist, ist E(\) monoton.
(ii): Wir zeigen limy |y, E(A)z = E(Xo)z fiir x € H. Aufgrund des Satzes des Pythagoras gilt fiir x =
S2%° | Py die Gleichung [|z]|* = 3232, || Paz|)?, da die P,z senkrecht aufeinander stehen. Sei & > 0. Dann
existiert ein Ne mit ) - 5 |Pyz||* < e. Wihle A, > Xg so, dass alle Zahlen Aj mit j < N, nicht im
Intervall (Ao, A\:] liegen. Damit gilt nach dem Satz des Pythagoras fiir A > A > Ao

2

BN = EQo)zl®=|| > Pu| = > |Puz|®< Y 1P| <e.

Ao<An <A Ao <An <A n>N.

Das funktioniert nur, weil wir die Summe iiber A,, < A und nicht A, < A bilden. Damit folgt also
limM)\O E(/\)l’ = E()\())il,'
(iii): Analog zu (ii). O

Beispiel 4.1.5. Sei H = L?([a,b]) mit einem beliebigen, positiven Borelmaf auf [a,b]. Wir definieren
(EN () =ex(t)f(t) fir f € H, wobei

1, t<A
H=1_eun@®) =" "~
ex(t) = N(—oo,n (1) {07 A
sei. Dabei ist 14 die charakteristische Funktion einer Menge A. Dann ist (E(A) | A € R) eine Spektralschar
und wie man leicht sieht, ist E(\) = 0, wenn A < g und E(X) = I, wenn A > b ist, also hat (E(\) | A € R)
einen beschrénkten Tréger.

4.1.1 Eigenschaften einer Spektralschar

(i) Sei zunidchst A9 € R fest. Nach Axiom (i) wéchst E(A) mit A, also gilt fiir eine monoton gegen Ao
wachsende Folge (Ap)nen, dass (E(A,))nen eine monoton wachsende, beschriinkte Folge selbstad-
jungierter Operatoren ist. Nach Satz 3.3.9 konvergiert diese Folge in der starken Konvergenz, also
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existiert der Grenzwert

B(1 do) = lim E\)a,

welcher wiederum ein selbstadjungierter Operator ist. Es gilt (E()\,))? = E()\,), also folgt im
Grenziibergang auch (E(T X\))? = E(1 Xo), und damit ist E(A\o T) ein Projektionsoperator. Fiir
A1 < A < Ag gilt weiter E(A1) < E(T Ag) < E(X2).

Zur Anwendung von Spektralscharen auf ganze Intervalle benttigen wir nun nur noch den Begriff der
Stetigkeit. Eine Spektralschar (E(X) | A € R) heiit stetig in Ag, wenn E(T Ag) = E(Ao) ist, wenn sie
also nicht nur rechts- sondern auch linksseitig stetig ist. Hier gilt insbesondere E(Xg) — E(] Ao) > 0
und damit ist diese Differenz ebenfalls wieder ein Projektionsoperator.

(ii) Wir definieren fiir Intervalle T mit den Grenzen A, 1 € R, wobei A < p gelte, den Projektionsoperator

E(I) durch
E((A\p]) == E(p) — E(AT)
E((A ) = E(p) = E(N)
E(Ap):=E@1)—EQXT)
E((A ) = E(u1) - EQX)

E(I) ist wieder ein Projektionsoperator, und wenn I; und Iy zwei disjunkte Intervalle der obigen
Form sind, so ist E(I;)E(I3) = 0.

4.1.2 Spektralmafle

In diesem Abschnitt sei H wieder ein Hilbertraum. 3(H) sei die Menge aller Projektionsoperatoren auf H
und B(R) die Borel-o-Algebra auf R. Das aus der Mafltheorie bekannte Lebesgue-Maf ist eine Abbildung
B(R) — R. Ohne Schwierigkeiten kénnen wir einer Borelmenge jedoch auch einen Projektionsoperator
und keine reelle Zahl zuordnen. Dies fithrt uns auf die Definition eines Spektralmafes.

Definition 4.1.6 (Spektralma8). Ein Spektralmaf§ auf H ist eine Abbildung E : B(R) — PB(H) mit
folgenden Eigenschaften:

(i) E(R) =1 und E(0) = 0.
(ii) Wenn A,, € B(R) eine Folge von paarweise disjunkten Mengen ist, dann gilt fiir = € H:

E (U An> T = Z E(A,)x.

neN neN

Man beachte bei (ii), dass es sich bei E(A) fiir eine Borelmenge A um einen Projektionsoperator, also
eine Abbildung H — H handelt, und deshalb die elementweise Forderung der Gleichheit sinnvoll ist.

Bemerkung 4.1.7. Wenn E ein Spektralmafl und « € H ist, so ist die Abbildung u, : B(R) — R,
definiert durch p, (M) = (E(M)z,z) fir M € B(R), ein positives Borelmaf auf R.

Zwischen Spektralmaflen und Spektralscharen besteht eine enge Verbindung, die der folgende Satz cha-
rakterisiert.

Satz 4.1.8.

(i) Wenn E ein Spektralmaf auf H ist, dann definiert E(\) := E ((—o0, A]) fiir A € R eine Spektralschar
(E(A) | A€R) auf H.
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(i) Sei (E(X\) | A € R) eine Spektralschar auf H. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmaf
E auf H mit E(A\) = E ((—o0, A]) fiir alle A € R.

Der Beweis der ersten Aussage ist relativ leicht, fiir die zweite muss man jedoch etwas ldnger iiberlegen.
Dies wollen wir an dieser Stelle nicht tun, man lese den Beweis etwa in einem Buch nach. stattdessen be-
trachten wir die Eigenschaften eines Spektralmafles etwas genauer. Die folgenden Behauptungen ergeben
sich direkt aus den entsprechenden Aussagen iiber Projektionsoperatoren im Abschnitt 3.2.

Bemerkung 4.1.9. Sei F ein Spektralmafl auf H.
(i) Wenn A;, A; € B(R) sind und A; C Aj ist, dann gilt auch E(A;) C E(Az) und damit
E(A1)E(A2) = E(A2)E(A1) = E(Ay).

(ii) Wenn Aj, A € B(R) gilt und A; und A, disjunkt sind, so ist E(4; U As) = E(A;1) + E(Az2) und
damit F(A;)E(As) = 0. Weiterhin gilt F(A;)H L E(A2)H, die Rdume E(A;)H und E(A)H sind
also orthogonal.

(111) ‘Wenn Al,AQ S B(R) sind, dann gllt E(Al N Ag) = E(Al)E(Ag) = E(AQ)E(Al)

Beispiel 4.1.10.

(a) Betrachte die Spektralschar E(\) = > x;<x Fj aus Beispiel 4.1.4. Wir definieren fiir M € B(R) ein

Spektralmafl E durch E(M) = Z/\jeM P;. Man sieht hieraus leicht, dass E das zu (E(\) | A € R)
gehorende Spektralmaf ist.

(b) Sei eine Spektralschar gegeben durch (E(X)f)(t) = ex(t)f(t) = T(—so,\(t)f(t). Wir definieren
fir M € B(R) die Abbildung (E(M)f)(t) = 1p(¢)f(t). Damit ist E das zu der Spektralschar
(E(N) | A € R) gehorende Spektralmas.

4.1.3 Integration beziiglich einer Spektralschar

Im folgenden sei (E(A) | A € R) eine Spektralschar mit beschrinktem Triiger, das heifit es gibt ag,b € R
mit E(ag) = 0 und E(b) = I. Sei weiter a < ag fest und f(\) eine Funktion auf [a,b]. Wir wollen
im folgenden das Integral f: F(N)AE(X) definieren, also beziiglich einer Spektralschar integrieren. Damit
werden wir dem Ziel dieses Kapitels ein grofles Stiick nédher kommen.

Sei zunéchst f(\) eine stetige Funktion und 0.B.d.A. rellwertig. Wenn f ndmlich komplexwertig ist, also
f = f1+ify mit zwei reellwertigen Funktionen f; und f5, dann definieren wir

b b b
/ SO B(dN) = / (N B(dN) +1 / f2(A) B(dN).2

Die folgenden Uberlegungen kennt man bereits aus der Definition des Riemann-Integrals. Sei 3 eine
Zerlegung a = tp < t1 < ... <t, = b des Intervalls [a, b] mit der Feinheit 3 = max;j—g . n—1|tj+1 —t;].
Fiir Zwischenwerte 3; € [t;,t; + 1] definieren wir die Zwischensumme

n—1

S(£,3) =D f35)(B(tj1) — B(ty)).
j=0
Diese ist natiirlich ein Projektionsoperator. Mit Hilfe des Satzes von Cantor® kann man zeigen, dass ein
beschriankter Operator Ty auf H existiert, fiir den lims, .o |7y — S(f,3)| = 0 bei beliebiger Wahl der
Zwischenpunkte 3; gilt. Wir schreiben
b
Ty = / FO) E(dA

?Das sollte man alles ja schon einmal in der Schule gesehen haben. Normalerweise wir die Schulbildung ja okay, wenn
das alles so gut umgesetzt werden wiirde.
3Eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist dort gleichmifig stetig.
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womit das Integral also der Grenzwert von lims, o S(f,3) in der Operatorennorm ist. Nachdem wir nun
bestimmt haben, wie wir ein solches Integral im stetigen Fall von f verstehen wollen, ist klar, dass man
dies ebenso fiir alle E-messbaren Funktionen f(A) tun kann. Wir wollen prézisieren, was wir darunter
verstehen, weil der Begriff sich nicht mit dem aus der Mafltheorie bekannten deckt.

Definition 4.1.11. Eine reellwertige Funktion f(\) heifit E-messbar, wenn f beziiglich jedes Mafes
() = (E(-)z,z) mit € H messbar ist.

Dies ist unter anderem erfiillt, wenn f()\) eine Borelfunktion ist.# Um unser Integral etwas genauer
untersuchen zu koénnen, bendtigen wir sogenannte Sesquilinearformen. Diese kann man als Verallgemei-
nerungen des Skalarproduktes auffassen. Zwischen beschrinkten Operatoren und Sesquilinearformen gibt
es weiterhin einige Verkniipfungen, die wir in einem Satz zusammentragen mochten.

Definition 4.1.12 (Sesquilinearform). Eine Sesquilinearform B auf H ist eine Abbildung B : HxH — C,
so dass B in der ersten Variablen linear und in der zweiten antilinear (das heifit konjugiert linear) ist. B
heiBit stetig oder beschrdinkt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass |B(z,y)| < c||z| ||ly|| fir alle z,y € H ist.

Satz 4.1.13.

(i) Sei T € £(H) und Br(x,y) := (Tx,y) fir x,y € H. Dann ist By eine beschrinkte Sesquilinear-
form.

(i1) Sei B eine beschrinkte Sesquilinearform auf H. Dann existiert ein eindeutig bestimmter, beschrdnk-
ter Operator T € £ (H) mit B(x,y) = (Tx,y) fir alle z,y € H.

(iii) B sei eine Sesquilinearform auf H. Weiterhin existiere ein ¢ > 0 mit |B(x,z)| < ¢||z||* fir alle
x € H. Dann gilt sogar |B(z,y)| < 4c||z|| |ly|| fir olle x,y € H, das heifit B ist beschrinkt.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen beweisen wir hier nicht. Die dritte ldsst sich mit der Polarisationsi-
dentitédt beweisen. Es gilt ndmlich
[4B(z,y)| = |B(z +y,z +y) — B(zx —y,x —y) +iB(z +iy,z + iy) — iB(z — iy, x — iy)|
2 2 .2 .2
< clllz+yll” + llz = yllI” + =z + iyl + [lo — ayl]%).

Wenn nun ||z|| < 1 und ||y|| < 1 ist, dann folgt |B(z,y)| < 4c. Fiir beliebige z,y € H folgt die Ungleichung
durch einen auch in diesem Skript schon oft angewendeten Trick, ndmlich das Normieren der Vektoren. [J

Es sei u(\) eine durch die Konstante C' beschrénkte Borelfunktion auf [a, b], also |u(A)| < C fiir alle
A € [a, b]. Durch die Polarisationsidentitéit erhalten wir fiir das komplexe Mafi AE(M )z, y) auf der Borel-
o-Algebra B(R) die Gleichung

1
(E(M)z,y) = ;(E(M)(z +y),z +y) — (E(M)(z ~y),z ~y)
T E(M)(x +1y), x + 1y) — ((E(M)(z — iy), v — iy)).
In der Mafitheorie werden gewohnlich nur positive Mafle betrachtet, ein komplexes (signiertes) Maf ist
aber leicht als Linearkombination positiver Mafle zu definieren. In obiger Gleichung lésst sich das komplexe
Maf} durch die Polaristaionsidentitét ebenfalls gerade in die Summe aus vier positiven Maflen zerlegen.

Dabei ist (E(-)z,z) stets positiv, da es sich bei E(-) um ein Spektralmafl handelt. In der MaBtheorie
integriert man iiber komplexe Mafle, in dem man auch die Integrale in vier Teile zerlegt, also

/du:/d/},l—/dug+l/dM3—Z/dM4,

4Borelfunktionen sind alles, was Sie aufmalen kénnen.
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wenn p = g1 — po + iz — ipq ein komplexes Maf ist, das aus vier positiven Maflen zusammengesetzt ist.
Das bedeutet fiir unseren Fall konkret

b b b
[ ) B@ny) = [ a0y E@ @+ ).+0) - 1 [ o) E@)@ - .o -y)

b e
+%/a u(A) (E(d)\)(x+iy),x+iy>—i/a w(\) (B(dN)(z — iy), = — iy).

Wir definieren nun fiir z,y € H eine Abbildung

b
B(z,y) = / u(N) (B(AN), ).

Diese ist eine Sesquilinearform auf H. Aus komplexen Integralen kann man aufgrund der auftretenden
negativen Glieder in obigen Gleichungen nur schwer Faktoren herausschitzen, aber nach Satz 4.1.13 (iii)
reicht es, wenn wir lediglich B(x,z) untersuchen. Dafiir gilt, da es sich bei (E(\)x, ) um ein positives
Maf3 handelt,

|B(z, x)| = <C = C |||,

b b
/u()\) (E(dN)x, x) /1<E(d)\)x,x>

denn wegen E(b) = I und E(a) = 0 gilt (E(b)x,z) — (E(a)z,z) = (z,z) = ||z||>. Dies reicht nach Satz
4.1.13 (i) fiir die Stetigkeit von B und nach Satz 4.1.13 (ii) existiert ein T,, € Z(H), so dass sich B(z,y)
sowohl als Integral als auch durch T}, in der Form

B(z.y) = / u(N) {E(dN)z,y) = (Tuz. )

ausdriicken ldsst. Symbolisch schreibt man deshalb auch

T, = / ") E(N),

Um sich die Wirkung dieses Operators besser einzupréigen, konnen wir nach Definition auch

b b
(Tuz,y) = << / u(A)E(dA)> x,y> - / u(N) (E(dN)z, )

schreiben. Man kann also gewissermaflen das Skalarprodukt in das Integral hineinziehen. Natiirlich sind
das alles nur symbolische Schreibweisen, die uns durch die richtig gew&hlten Definitionen gestattet sind.

Bemerkung 4.1.14.

(i) Haben wir ag < b und ist (E(\) | A € R) eine Spektralschar mit E(b) = I und E(a) = 0 fiir alle
a < ag, dann hingt das Integral iiberhaupt nicht von den Funktionswerten von u(\) fiir A < ag ab.
Dies fithrt dann zu Problemen, wenn auf ag gerade eine ,,Sprungstelle* der Projektionsoperatoren
vorhanden ist, wenn die Spektralschar also dort unstetig von links ist. Beispielsweise kénnte E(ag) =
E(b) = I sein, die Spektralschar also konstant verlaufen. Dann wire der Wert des Integrals einfach
Null. In diesem Falle méchten wir den Sprung bei ag gerne noch im Integral beriicksichtigen. Man

schreibt dann
b

/a bu()\) E(d)) = / u(\) E(dN),

Tao

wobei es auf den konkreten Wert von a nicht ankommt, sofern a < ag ist. Die Schreibweise T ag
steht dabei fiir den linksseitig gebildeten Grenzwert des Integrals.
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(ii) Sei nun u(A) = N(_u () eine charakteristische Funktion fiir einen Wert p € R. Wir haben dann

b b
<</ u(A)E(d/\)> $y> = / I(— oo, (A) (E(dN)z,y) = (E(p)z, y).
Tao Tao

Bis jetzt hatten wir Spektralscharen vorgegeben und daraus Operatoren konstruiert. Was aber das ei-
gentliche Ziel dieses Kapitels und auch der praxisrelevante Teil des Problems ist, ist die Konstruktion
eines Operators aus einer Spektralschar. Wir wollen also den Rest des Kapitels den umgekehrten Weg
gehen und einen selbstadjungierten Operator T vorgeben. Dann wollen wir eine Spektralschar finden, so
dass T'= [ A E(dN\) ist. Dass dies stets moglich ist, wird der Inhalt des Spektraltheorems sein.

Man beachte, dass es uns bis jetzt noch nicht méglich ist, Funktionen f(7') von Operatoren sinnvoll
zu definieren, wie wir es in der Einfithrung dieses Kapitels uns kurz iiberlegt hatten. Dort hatten wir
gemutmaft, dass

ﬂﬂ=/ﬂ»ﬂ&>

eine sinnvolle Definition wére. Die rechte Seite dieses Termes verstehen wir inzwischen, sofern eine Spek-
tralschar gegeben ist, und wir wissen auch, dass das Integral fiir F-messbare Funktionen f gegen einen
Operator aus Z(H) konvergiert. Wie wir allerdings die linke Seite verstehen diirfen, ist uns noch nicht
klar. Eine formale Definition geniigt unseren Anspriichen nicht, da damit {iberhaupt nichts iiber den
Zusammenhang zwischen dem Operator und der Funktion ausgesagt ist. In diesem Kontext ist ebenfalls
noch nicht geklért, welche Spektralschar man iiberhaupt verwenden muss, damit eine sinnvolle Relation
zwischen f(T') und T entsteht.

Betrachten wir eine Schwierigkeit etwas detaillierter. Wir kénnten zun#chst mit unseren bisherigen Er-
gebnissen fiir jedes p € R den Ausdruck

Eun:i/nememzmdM

fordern, wenn die Spektralschar (E(A) | A € R) unseren Anspriichen geniigen soll. Dies ist nur dann
im Sinne unserer Uberlegungen, wenn E(u) = N(—oo,)(T) gelten wiirde. Was aber die charakteristische
Funktion, verkniipft mit einem Operator, sein soll, ist schwierig zu verstehen. Einen solchen Ausdruck
kann man nicht auf einfache Weise definieren. 1 ist nicht einmal stetig, es gibt also keine konvergente Reihe
oder dergleichen. Im Buch von Riesz/Notch wird das Spektraltheorem jedoch auf eine sehr einsichtige
Weise eingefiihrt. Zunichst werden die nétigen Ansitze fiir Polynome entwickelt, dann werden stetige
Funktionen mit deren Hilfe approximiert. Als letzter Schritt folgt die Verallgemeinerung fiir Funktionen
mit abzdhlbar vielen Unstetigkeitsstellen. Auf diese Weise wollen wir hier ebenfalls vorgehen.

4.2 Funktionalkalkiil fiir beschrinkte selbstadjungierte Opera-
toren

Sei T € £(H) selbstadjungiert, also T' = T*. Das Ziel dieses Abschnittes ist es, Funktionen von T zu
definieren und Eigenschaften fiir diese zu beweisen. Sei im folgenden

anGC,kGN}

die Algebra aller Polynome iiber den komplexen Zahlen. In dieser Algebra ist z° := 1 definiert. Auf
dieselbe Weise konnen wir fiir unseren Operator T' die Algebra

k
C[T] = {p(T) => a,T" | 0, €Clke N}
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definieren, wobei hier TV := I gesetzt wird. Wir beweisen auf dem Weg zu unseren schrittweisen Defini-
tionen zunéchst zwei Hilfssétze.

Lemma 4.2.1 (Spektraler Abbildungssatz fiir Polynome). Fiir p € Clz] gilt

a(p(T)) = p(o(T)) == {p(A) | A € o(T)}.

Beweis. Sei A € o(T'). Das Polynom p(x) — p(A) - 1 hat fiir = X eine Nullstelle. Daher gibt es ein ¢(z)
mit

p(x) —p(A) -1 = (z = A)g(z) = q(z)(z = A).
Da Polynomgleichungen eine Entsprechung in der Algebra C[T] besitzen, konnen wir fiir den Operator
T ebenfalls die Gleichung
p(T) —pMNI = (T = M)q(T) = ¢(T)(T — AI)

aufstellen. Angenommen, es wiire p(A\) € p(p(T)). Dann wiirde die Resolvente (p(T) —p(A\)I)~! € Z(H)
existieren. Wir multiplizieren obige Gleichung mit dieser Resolvente, zuerst von rechts:

I = (T = M)g(T)(p(T) = p(\) )"
und ebenfalls von links:
I=(p(T) = p(NI) " g(T)(T = M).

Wir setzen zur Abkiirzung A := q(T)(p(T) — p(A\)I)~! und B := (p(T) — p(A\)I) " q(T)(T — \I). Es gilt
A, B € Z(H) und mit unseren Abkiirzungen lauten die obigen Gleichungen I = (T'— M)A = B(T — \I).
Damit folgt

B=B(T-X)A)=(B(T—-X))A=A,

also B=A = (T — MI)~! im Widerspruch zu A € (7). Damit muss die Annahme falsch und p()\) €
o(p(T)) sein.

Sei umgekehrt p € o(p(T)). Zu zeigen ist, dass es ein A € o(T) gibt mit p = p(\). Wir zerlegen das
Polynom p in seine Linearfaktoren:

p(x) = p=an(z =) (x = fn)
und machen dasselbe mit dem Polynom in 7"
p(T) — pl = an(T = o) - (T' = Bpl).

Wiren alle 8; € p(T), dann hitte die rechte Seite ein beschriinktes Inverses und damit auch die linke
Seite, was im Widerspruch zu p € o(p(X)) stiinde. Also gibt es ein 3; € o(T), fiir das dann p(8;) —p =0
gilt. Daraus folgt u = p(5;). O

Im Limes erhélt man durch Approximation denselben Satz fiir alle stetigen Funktionen. Die Aussage gilt
sogar fiir sémtliche Funktionen, sofern man die Menge f(o(T')) noch abschlieit. Dies ist auch nach unseren
bisherigen Begriffsbildungen zumindest intuitiv klar, denn beim Spektrum handelt es sich notwendig um
eine abgeschlossene Menge. Es folgt das zweite angekiindigte Lemma, eine topologische Aussage.

Lemma 4.2.2 (Erweiterungssatz von Tietze). Sei M eine abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge von
R, und es sei etwa M C [a, b]. Jede stetige Funktion f auf M lésst sich zu einer stetigen Funktion f auf
[a, b] erweitern.

Beweis. Den Beweis findet man in gingigen Topologiebiichern, etwa in Franz: Topologie Band I. O

Aus diesem Lemma konnen wir eine fiir uns wichtige Folgerung ziehen.
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Korollar 4.2.3. Sei M eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge in R. Die Menge Clz] aller
Polynome auf M ist dicht im Banachraum (C(M), ||.||), wobei || f|| = sup,ens | f(2)]-

Beweis. Erweitere f € C(M) zu f € C[a,b] und approximiere f nach dem Satz von Weierstra in der
gleichméBigen Konvergenz durch Polynome. U

Nun werden wir eine enge Verkniipfung zwischen den beiden Algebren Clz] und C[T] herstellen, indem
wir einen *-Homomorphismus feststellen. Dieser ldsst sich fiir das Spektrum o(7") jedes Operators T
eindeutig zu einem stetigen *-Homomorphismus auf (C(o(T')),||.||) erweitern. Daraus folgen dann sehr
viele angenehme Eigenschaften unseres Funktionalkalkiils.

Lemma 4.2.4. Die Abbildung ¢o(p(z)) = p(T) von C[z] aut C[T] C .Z(H) ist ein *~-Homomorphismus
der *-Algebra C[z] in die *-Unteralgebra C[T] von .Z(H).

Beweis. Man ermittelt die Identititen ¢o(p1p2) = @o(p1)wo(p2) und ¢o(P) = ¢o(p)* durch Nachrechnen.
Beispielsweise gilt

k k *
olp) = YT = (z ) ol
n=0 n=0

Hier haben wir explizit die Selbstadjungiertheit von 7' benotigt. O

Satz 4.2.5 (Funktionalkalkiil). Es ezistiert genau ein stetiger *-Homomorphismus ¢ von (C(a(T)), |||l
in die C*-Algebra £ (H), fir den ¢(p) = po(p) fir alle Polynome p € Clx] gilt. Dieser heifit der stetige
Funktionalkalkiil von T'. Es ist o(1) = I und o(x) =T.

Beweis. Zunichst beweisen wir die Existenz eines solchen Homomorphismus. Sei p € C[z] ein Polynom.
Es gilt fiir selbstadjungierte Operatoren S stets ||S||* = ||S*S]|, also auch

2
=

lpo(P) I (o)) o)l = lleo(@)|| = r(po(Pp)) = sup{|A| | X € o(vo(Pp))}

denn g (Pp) ist ein selbstadjungierter, beschrinkter Operator, fiir den ein Spektralradius existiert. Wir ha-
ben weiterhin die *-Homomorphismuseigenschaft von ¢y ausgenutzt. Es gilt weiterhin oo (pp) = (Bp)(T),
also

o(po(pp)) = o((pP)(T)) = Pp(o(T)) = {Pp(k) | 1 € o(T)}

nach Lemma 4.2.1. Damit haben wir

lpo(p)|I> = sup{|A| | A € o(wo(@p))} = Ilp]l = lIpl*,

wobei fiir ||pp|| die Norm iiber das Spektrum gebildet wurde. Damit erhélt der Homomorphismus die
Norm, das heifit es gilt [|oo(p)|| = [lp(T)|| = [[P(MN)|| = supyeq(r) [P(A)]. Da nach Folgerung 4.2.3 C[x]
dicht in C(o(T)) liegt, lédsst sich der Operator ¢q : Clz] — C[T] zu einem stetigen *-Homomorphismus ¢
von C(o(T)) nach Z(H) fortsetzen.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit dieses Homomorphismus. Seien ¢, ¢ zwei solche stetigen *-Homomorphis-
men. Dann ist ¢(p) = @(p) fiir alle p € C[z]. Da C[z] dicht in C(o(T)) liegt, folgt aufgrund der Stetigkeit

o(f) = ¢(f) fiir alle f € C(o(T)). 0

Bemerkung 4.2.6. Es folgt aus diesem Satz, dass zu jeder stetigen Funktion f auf o(T') der Operator
©(f) existiert. Man schreibt dafiir auch f(7T) := ¢(f).



4.2. FUNKTIONALKALKUL FUR BESCHRANKTE SELBSTADJUNGIERTE OPERATOREN 89

Das Wichtigste an dem eben bewiesenen Satz ist die Homomorphieeigenschaft. Alles, was fiir Funktio-
nen gilt, ist damit auch giiltig fiir Operatoren. Beispielsweise gilt e***e** = e!(!+9)A woraus fiir einen
Operator T auch e'TeT = ¢! (t+9)T folgt. Dieses Ergebnis ist umso erstaunlicher, als dass es fiir beliebig
komplizierte Operatoren absolut nicht intuitiv ist, insbesondere nach unseren vorherigen Uberlegungen
zu Definitionen von Funktionen eines Operators iiber Integrale. Inbesondere miissen diese Integrale die
fiir sie eher untypische multiplikative Homomorphieeigenschaft erfiillen.

Konkret besitzen wir folgende Relationen durch die *-Homomorphieeigenschaft:

(NT)=F(T), (fi+)T)=HT)+ L(T), (fi-f)(T)=f(T) f(T), ANT)=I(T).
Dies ist nun tatséchlich der sogenannte Funktionalkalkiil. Er besitzt folgende weitere Eigenschaften.

Satz 4.2.7.

(i) 1£(D)I = |I£] fiir € C(o(T)).

(ii) Ist f(\) > 0 fir alle X € o(T), so folgt f(T) > 0.
(iii) f(T) ist normal fir alle f € C(o(T)).

(iv) o(f(T)) = f(o(T)) fir alle f € C(o(T)).

Beweis. Wir geben lediglich Beweisskizzen. (i): Aus dem Beweis von Satz 4.2.5 wissen wir, dass || (p)|| =
lp(D)|| = llp(A)]| fiir Polynome p € C[z] gilt. Stetige Fortsetzung und Bildung von Limiten auf beiden
Seiten zeigt |[f(T)[| = [f (V]| fiir f € C(o(T)).
(ii): Da f > 0 auf o(T) ist, ist g = /[ eine stetige Funktion auf o(7T") und insbesondere reellwertig. Damit
folgt

F(T) = (¢°)(T) = g(T)g(T) = g(T)*9(T) = 0.

(iii): Wir haben durch Anwendung der Homomorphieeigenschaften
FIOAT)" = F(D)AT) = (fHT) = (FHT) = FT)A(T) = f(T)" £(T).
(iv): folgt aus Lemma 4.2.1 mit einigen technischen Schritten. O

Es handelt sich bei der Aussage in (i) um eine relativ starke, denn wenn nur f = 0 auf o(T) ist, ist f(7T)
automatisch der Nulloperator. Dabei kann f auerhalb von o(T") beliebige Werte annehmen.

Nun folgt endlich das Spektraltheorem. Es zeigt, dass unsere verschiedenen Definitionen von f(7') dasselbe
Ergebnis liefern und garantiert weiterhin, dass man jeden selbstadjungierten, beschriankten Operator nach
einer Spektralschar entwickeln kann. Diese Spektralschar lebt lediglich auf dem Intervall, das durch die
untere und obere Grenze des Operators, my und Mr, gegeben ist.

Satz 4.2.8 (Spektraltheorem). Sei T ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum
H. m =mqp und M = My seien die untere beziehungsweise obere Grenze von T. Dann gilt

(i) Es existiert eine Spektralschar (E(X) | A € R) mit folgenden Eigenschaften:
1) E(A) =0 fir A <m und E(X\) = I fir A\> M.
2) w(T) =[5 u(X) E(dN) fiir alle u € C(o(T)).
3) Insbesondere ist T = frj\i AE(dN).

(i) Die Spektralschar (E(X) | A € R) ist durch 1) und 8) eindeutig bestimmt.
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Beweis. Im Beweis werden wir zunéchst eine Spektralschar (E(A) | A € R) konstruieren, danach die
zweite Aussage des Satzes verifizieren und zum Schluss die Eindeutigkeit beweisen. Wir beginnen mit der
Funktion

1 t< A

Ian(t) =40 t> A+ 5
I—n(t—XA) A<t<A+i

Diese ist offensichtlich stetig und auf ganz R gilt 1 > gx, > gynt1 = 0. Nach dem Funktionen-
kalkiil wird die Ordnungsrelation auch bei Operatoren erhalten, also folgt entsprechend I > gy, (T) >
Iran+1(T) > 0 und da wir T selbstadjungiert gewéhlt haben, ist (g n)nen eine monoton fallende, be-
schrankte Folge selbstadjungierter Operatoren. Deshalb existiert nach Satz 3.3.9 der starke Grenzwert
E(MN)z =limy, oo gr,n(T). Dies definiert uns eine Spektralschar, deren Axiome im folgenden nachgewiesen
werden.

Nach Satz 3.3.9 folgt ebenfalls, dass auch E(\) selbstadjungiert ist, da alle gy, es sind. Wir wenden nun
erneut Resultate, die wir fiir gy, auf R erhalten, auf Operatoren an und zeigen damit, dass E(\) sogar
ein Projektionsoperator ist. Es gilt néimlich fiir alle ¢ € R die Ungleichung gx 2, (t) < (ga.n(t))? < grn(t).
Also folgt ebenfalls gx 2, (T) < (ga.n(T))? < gan(T). Der Grenziibergang fiir n — oo ergibt dann E()) <
(E()))? < E()\) und damit ist offensichtlich E()) ein Projektionsoperator.

Ist A < m, so ist nach Definition gy ,(t) = 0 fiir alle ¢ € o(T"), wenn n hinreichend grof§ ist, denn es
gilt ja o(T) C [m, M]. Damit ist dann auch gy ,(T) = 0 und damit E()\) = 0. Analog folgert man, dass
E()\) =1 ist, wenn A > M und n genugend groB ist. Fir p < A folgt aus der Monotonie von (g )r, dass
un(t) — grx(t) > 0 ist, wenn % — H < p — A ist. Auch hier folgern wir dieselbe Aussage fiir Operatoren
und damit, dass g, »(T) > grx(T) und somit E(u) > E(A) ist. Damit ist die Monotonie gezeigt und wir

miissen uns nun nur noch der Rechtsstetigkeit zuwenden.
Betrachte die Gleichung

(B +¢) — EO)z|? E\+¢)— E\)z, (E(\+¢) — E(\)z)

A+e)—EN)z,x)
Dten(T) — E(N))z, x)
)

Ir+en — G, n(T) €z, T > =+ <(g/\,n(T) - E()\))J),l‘>

INIA

o~ o~~~

(
(E
(
(

Im folgenden werden wir zeigen, dass dieser Ausdruck beliebig klein wird und F(\) damit rechtsstetig ist.
Sei also ¢ > 0. Weil limy, o0 (g n (T) — E(X))x = 0 ist, gibt es ein ng € N, so dass ||(gan(T) — E(A\)z| <
fiir alle n > ng ist. Man sieht leicht, dass man ein ¢ > 0 so wiihlen kann, dass ne < 1 und ||gate,n — grnll <
ne gilt. Also gilt

[{(9rten(T) = grn(T))a,x) + (920 (T) — EN))z,z)| < en || + 6
fiir n > ng. Wenn man nun ein &, klein genug wihlt, so ist noeo ||z||> < 6 und damit haben wir
I(EQ +e) = BQ))||” < 25,

wobei wir § > 0 beliebig klein wihlen kénnen. Damit haben wir also gezeigt, dass die konstruierte Schar
(E(X) | A € R) rechtsstetig ist und somit alle Eigenschaften einer Spektralschar erfiillt. Der erste Schritt
des Beweises ist damit beendet.

Im zweiten Schritt zeigen wir
M
w(T) = / w(\) E(dN)
m7

fir w € C(o(T)), dass also das durch die konstruierte Spektralschar gegebene Integral gegen den durch
den Funktionalkalkiil bestimmten Operator w(7") konvergiert. Sei u(t) 0.B.d.A. reellwertig. Auf dem
Intervall [m, M] bilden wir die Zerlegung 3 mit den Stiitzpunkten to = m < t; < ... < t, = M mit der
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Feinheit §; = max;—1 .., [t; — t;—1|. Sei nun k < %(53. Wir wéhlen Zwischenwerte 3; € [t;—1,t;] und setzen
m; = infiepr, ¢y ut) und M; = supyepy, 4, u(t), sowie 0(u) :=sup;—y _,, [M; —myl. Es gilt

mi(gtuk‘ - gt'i—17k) < u(t)(gti,k - gti—lyk) < Mi(gti7k - gti—lykf)

fiir die oben definierten Funktionen und damit auch fiir die entsprechenden Operatoren, so dass wir fiir
den Grenziibergang k — oo die Abschétzung

mi(E(ti) — E(ti-1)) < u(T)(E(t;) — E(ti-1)) < Mi(E(t;) — E(ti-1)).

erhalten. Es gilt nun durch Teleskopsummenbildung

denn
S T (E(t) — E(tier)) = w(T)(B(tn) — Elto)) = u(T)(I = 0) = u(T).
i=1

Wir kénnen diese Summe abschétzen und erhalten erneut eine Teleskopsumme:

n

> ((T) = u(3:))(E(ti) — Eti-1)) < Z(Mz‘ —m)(Et:) — E(ti-1))

i=1

< Zé(u)(E(ti) — E(ti-1))
— 5Eu)f.

Analog zeigt man S(u,3) — u(T) < §(u)I und aus diesen beiden Ungleichungen erhalten wir insgesamt
die Abschitzung ||u(T) — S(u,3)|| < d(u).

Wenn wir nun ein € > 0 wihlen, gibt es nach dem Satz von Cantor ein § > 0, so dass |u(A;) — u(p;)] < €
gilt, falls nur |A; — ;| < ¢ ist, wobei p;, A; € [m, M] sein sollen. Wir haben aber soeben gezeigt, dass
aus [t; —t;—1| < 0 folgt, dass |M; —m;| < §(u) ist. Also wéhlen wir §; < ¢ und haben dann §(u) < ¢,
woraus folgt, dass ||u(T) — S(u,3)|| < e ist, wenn wir die Feinheit kleiner als § wihlen. Somit ist die
zweite Aussage des Spektralsatzes bewiesen.

Wir wollen zum Schluss noch die Eindeutigkeit der Spektralschar zeigen. Sei hierzu zunéchst (E(X) | A €
R) eine beliebige Spektralschar, die die Eigenschaften (i) und (iii) erfiillt. Dann gilt fiir diese

M n
7— [ AE@Y = Jin > () — Bt

mT
AFE;

und
n

n 2 n
(;&AE‘) = Z 335 ALALE; :Z(Zﬁ)QAEi-

S i—1
“J =0, wenn i#j ‘

Analog erhélt man fiir r € N den Ausdruck

(Zn: 3iAEi> =Y ()"AE;

als Zwischensumme fiir ([ A E(d\))" und somit

M r M
TT:< AE(dA)) - / N E(dN),

mT
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Also folgt fiir Polynome p(T') die Gleichung p(T') = [ MT p(A) E(dX). Nach dieser kurzen Betrachtung ist

der Rest nicht schwer. Seien E und E zwei Spektralscharen mit den Eigenschaften (i) und (iii) aus dem
Theorem. Nach dem eben Gezeigten gilt

M M
p(T) = / PV E(d)) = / p() E(dN).

mf

Somit gilt auch

M M

() (BN, z) = / PN (B(dN)z, ),

m]

(D)2} = [

m7

also folgt die Gleichheit beider Scharen fiir stetige Funktionen auf [m — e, M| und (E(X)z, x). Weiterhin

sind (E(\)x, z) als Mafle gleich auf diesem Intervall. Wie im ersten Schritt gezeigt, gilt E(A\) =0 = E())

fir A < m und E(\) = I = E()) fir A > M. Somit miissen die Mafle aber auf ganz R iibereinstimmen
und mittels der Polarisierungsidentitit folgt E(\) = E(A). O

Bemerkung 4.2.9. Die Abbildung C(o(T)) — Z(H), die durch u(\) — u(T) gegeben ist, ist ein
*-Homomorphismus. Deshalb folgt nach Satz 4.2.8 2) (ii) die Identitét

(5] A UQ)\ A) = (751 U A A
[ OB+ [ ) B = [ ) By

m Tm Tm

U7 A A u2 A = U1U A A
(/Tm (M E( )) (/Tm <>E<dA>) /Tm< YN E(dN)
(/Tm u(A)E(dA)) :/Tm a(\) E(dN).

Weiterhin gilt, und dies ist entscheidend fiir die Eindeutigkeit,

und weiterhin

sowie

T:AMAEMM

m

sowie

M
I= /T 1E(d).

m

In einigen Biichern werden diese beiden Aussagen als Eindeutigkeitsaussagen fiir die Spektralschar for-
muliert.

Eine naheliegende philosophische Frage ist, wie man sich erkldren kann, dass etwa
ei(t+s)H _ eitHeisH
fiir einen Operator H ist. Mathematisch ist dieser Sachverhalt hochgradig nichttrivial und entspricht

dennoch der physikalischen Realitit, wenn U(t) := ™ etwa der Zeitentwicklungsoperator eines quan-
tenmechanischen Systems ist. Man erwartet dann aus physikalischer Sicht

Ut+s)=Ut)U(s),

denn ob man zuerst die Zeit ¢t und dann s abwartet, oder andersherum, oder die Gesamtzeit t+ s vergehen
ldsst, muss fiir das System egal sein. Wenn dies nicht stimmen wiirde, konnte man die gesamte Physik
vergessen.
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Beispiel 4.2.10. Sei H = L?([a,b], u) der betrachtete Hilbertraum. Wir definieren eine Spektralschar
durch die Wirkung (E(X)f)(t) = ex(t)f(t) auf Elemente f € H, siche Beispiel 4.1.5. Man kann zeigen,
dass

a

b
< / u(N) E(dA)) £(t) = u(t) £ (1)

ist. Damit wire T'= [ A E(d\) der Multiplikationsoperator mit ¢, also (7'f)(t) = tf(t). Dann ist es klar,
dass man zwei Integrale multiplizieren kann und

< [ E(dm) ( [ E(om) f = i (uaf) = (uruz) f = ( JRTIETE E(dA)) /

erhilt. Der Vergleich mit den Verteilungsfunktionen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist also nicht
besonders gut gewiihlt, da [ dE keine Zahl, sondern ein Operator ist.

Nun kommt eine Art philosophische Aussage: Alle wichtigen Informationen iiber einen Operator fin-
den sich in seiner Spektralschar. Dies stimmt nur eingeschriankt, wie wir am Beispiel der Volterraschen
Integraloperatoren sahen, dennoch ist der folgende Satz sehr méchtig.

Satz 4.2.11. Sei T € £ ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator mit der eindeutig bestimmten
Spektralschar (E(X) | A € R). Jede nichtreelle Zahl liegt in p(T). Fiir ein Ao € R gibt es zwei Kriterien,
um zu bestimmen, ob Ao € o(T) ist. Es ist

(i) Ao € p(T) genau dann, wenn es ein € > 0 gibt, so dass E(X) = E(\g) fir alle X\ € (Ao — €, Ao + €)
ist, wenn Ao also in einem Intervall liegt, auf dem die Spektralschar konstant ist.

(i1) Xo € op(T), also Ao ein Figenwert von T genau dann, wenn E(Xg) # E(TXo) ist, wenn die Spek-
tralschar also in Ao unstetig ist. Der FEigenraum ist dabei so grof$ wie der Unterraum

(B(M) — E(IN))H = {z € H | (T~ MoI)z =0}

Beweis. Zunichst beweisen wir (i). Sei Ag € p(T'). Dann gibt es ein € > 0, so dass das Intervall (A\g —
2e, Ao + 2¢] eine Teilmenge von p(T') ist, denn die Resolventenmenge ist ja offen. Wir wihlen weiter ein
n > % Dann sind die Funktionen gy ,, (siche Beweis des Satzes 4.2.8) mit A\g —e < XA < X\g + ¢ alle gleich
auf o(T'), also haben wir fiir n — oo auch die Gleichheit des Grenzwertes E(A) = limy, oo gxn(T) fiir
alle diese A. Somit ist £()) in der Umgebung |A — Ag| < € konstant, also E(A\) = E()\g). Nehmen wir dies
umgekehrt als Voraussetzung, so gilt fiir alle stetigen f die Zerlegung

b

s = [ e = [ T BN + [ rove@y

m7 Ao+e

mit a und b so gewahlt, dass a < m,b > M und a < A\g — & < \g + € < b erfiillt ist. Sei

[t —Xo|l > ¢
|t—/\0|<€.

1
g(t) = {i:ﬁg

2

Wie man leicht sieht, ist g stetig. Sei weiter f(t) = (t — Ao)g(t). Dann gilt fiir f(T):

)\0—8 b
@) = [ UB@+ [ LB@Y) = B - €) - B(@)+ B0) - B+ £) = EG) - (o) = I
a Ao+te
Also ist wegen I = f(T) = (T — A\oI)g(T) der Operator g(T) = (T — A\oI)~* die Resolvente von T im
Punkte Ay und Aq liegt in der Resolventenmenge von 7.
Wir zeigen nun (ii). Weil definitionsgemé8 fiir alle « € H die Konvergenz E(TAg)xr = limya, E(N)z
erfiillt ist, gilt E(TAg) < E(A) und damit ist E(A\g) — E(TAg) ein Projektionsoperator. Dieser projiziert
auf einen Unterraum Hy = (E(\g) — E(TAg))H. Wir wihlen ein z € Hy und zeigen nun, dass = im Kern
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von (T — Agl) enthalten ist. Indem wir danach die umgekehrte Inklusion zeigen, ist der Beweis beendet.
Fiir A < Ag gilt
EMNx = EM\)(E(X\) — E(Tho))x = E(N)z — E(A)z = 0.
Hingegen gilt fiir A > A\g die Gleichung E(A\)z = E(A\g)z — E(TAo)x = x. Desweiteren haben wir
M

m7

fiir alle y € H. Also ist Tz = Aoz, das heiit Hy C Kern (T — A\oI). Sei nun umgekehrt z € Kern (T'— AoI),
das heifit Tx = Agx. Dann ist

M
0= (T = Ao)a||* = (T = Xo)’z,2) = / (A= X0)* (E(dN)a, z)

mi

und daher folgt (E(\)x,z) = 0 fir A < Ao und (E(\)z,z) = |lz|* fiir A > Ao, wobei daraus dann
E(N)z = 0 beziehungsweise F(\)x = x folgt. Insgesamt ergibt sich also (E(A\g) — E(TA))z =2z —-0==x
und damit z € Hy. O

Bemerkung 4.2.12. Es gilt nach (i):
M
uw(T) = / u(A) E(dN) = / w(A) E(dN).
Tm o(T)

In Quantenmechanikbiichern steht hiufig als Spektralzerlegung eines Operators der Ausdruck

T / NE(dN).
o(T)

Das stimmt so auf jeden Fall, es ist jedoch nicht so gut erklédrbar wie unsere definierten Ausdriicke. Man
denke dabei beispielsweise an den Fall, dass o(T') eine Cantormenge ist.

Als Anwendung fiir obigen Satz sei folgendes Beispiel gebracht:

Beispiel 4.2.13. Sei T ein kompakter, selbstadjungierter Operator. Nach dem Hilbert-Schmidtschen
Entwicklungssatz (Satz 3.5.15) gibt es ein Orthonormalsystem (eg), so dass Ter, = Agey gilt, wobei Ay
eine reelle Nullfolge ist. Wir haben dann fiir die Spektralschar den Ausdruck

E\Nz = Z (x, ex)ek.

E:de <A

Es folgen nun abschlieflend einige wichtige Anwendungen des Spektraltheorems. Zunéchst wollen wir die
Existenz der Quadratwurzel fiir einen selbstadjungierten, positiven Operator beweisen.

Satz 4.2.14. Sei T ein selbstadjungierter, stetiger und positiver Operator. Dann existiert genau ein
positiver Operator S mit S =T und ST = TS. Fiir jeden Operator C € £ (H), fiir den CT = TC gilt,
gilt dann auch C'S = SC.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz eines solchen Operators S. Weil T positiv ist, ist auch das

Spektrum auf der positiven Halbachse zu finden, also o(T) C [0, M]. Damit ist f(\) = v/\ eine stetige
Funktion auf o(7"). Wir definieren nun den Operator S durch S := f(T") und erhalten

M
(Sz,x) = / VA (E(dN)z,z) > 0
0
sowie S? = f(T)f(T) = f?(T) = T. Weiterhin gilt

TS = TH(T) = /)\f(/\) B(d)) = /f()\)/\ E(d)) = f(T)T = ST,
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so dass S und T also vertauschen. Sei nun C ein weiterer beschrinkter Operator mit C'T" = T'C'. Dann gilt
fiir alle Polynome p,, € CJt] die Gleichung Cp,(T) = p,(T)C und weil die Menge komplexer Poylnome
in der Menge der stetigen Funktionen dicht liegt, folgt C f(T) = f(T)C.

Die Eindeutigkeit ist nun nicht mehr schwer zu zeigen. Sei S’ > 0 ein weiterer Operator mit S2 = T.
Dann gilt S'T = (5")% = (5")28" = T'S’, also ist 'S = SS’. Desweiteren gilt

(S—8)S(S—8')+(S—8)S(S—8) = (52— 8?)(S—5) =0.

Da die beiden Summanden beide positiv sind, es handelt sich ja um positive Operatoren, miissen beide
Terme ebenfalls 0 sein und damit folgt durch Kommutieren und Subtraktion (S — S’)? = 0, also auch

(S —5')% = 0. Es ergibt sich 0 = [|(S = $)*[ = [|(S = 5)2||> = [I(S = &)|[* = 0 und damit § = §". O

Ein weiteres Thema von Interesse ist die Polarzerlegung beschrankter Operatoren. Von den komplexen
Zahlen ist bekannt, dass sich jedes z € C auch in Polardarstellung schreiben lisst als z = re?, wobei
@ € [0,27) und r = |z| ist. Im folgenden soll gezeigt werden, wie wir eine solche Polarzerlegung auch fiir
Operatoren erhalten. Hierzu definieren wir zunéchst den Begriff der partiellen Isometrie.

Definition 4.2.15 (partielle Isometrie). Sei H ein Hilbertraum und U € .Z(H). Der Operator U heifit
eine partielle Isometrie, wenn die Einschriankung von U auf das orthogonale Komplement des Kerns von

U isometrisch ist, wenn also (U|Kern (U)J-) U‘Kern(U)L = I gilt.

Ein beschrinkter Operator U ist genau dann eine partielle Isometrie, wenn UU*U = U ist, was adqui-
valent zu U*UU* = U* ist. Damit ist U genau dann eine partielle Isometrie, wenn U* eine solche ist.
Beispielsweise ist das Produkt von Operatoren mit bestimmten Eigenschaften eine partielle Isometrie:

Beispiel 4.2.16. Sei W ein unitérer und P ein Projektionsoperator. Dann ist W P eine partielle [sometrie,
denn es gilt
WPWP)*WP =WPP*W*WP =WP.

Wenn wir einen Operator polarzerlegen wollen, dann bené6tigen wir auf jeden Fall den Betrag des Ope-
rators. Fiir einen beschréankten Operator T ist das Produkt T*7T > 0, also kénnen wir fiir den Betrag
|T| = (T*T)l/ * definieren. Es gilt dann folgender Satz.

Satz 4.2.17. Sei T € £ (H). Dann existiert genau eine partielle Isometrie V, so dass T =V |T| ist und
KernT = Kern'V = Kern |T| gilt.
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