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Vorwort

Dies ist das Vorlesungsskript zu zwei vierstiindigen einfithrenden Vorlesungen iiber Wahrschein-
lichkeitstheorie, gehalten an der Universitét Leipzig 2005/06 und 2008/09. Es werden die grund-
legenden Begriffe motiviert und entwickelt, wie Wahrscheinlichkeitsrd&ume, Zufallsgréfien, Erwar-
tungswert und Varianz, bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte, Unabh&ngigkeit,
Konvergenzbegriffe, stochastische Prozesse und vieles mehr. Ein Steilkurs stellt die beno6tigten
mafitheoretischen Konzepte und Hilfsmittel zusammen. Ferner werden viele der wichtigen Vertei-
lungen und ihre Einsatzgebiete und Beziehungen unter einander vorgestellt. Auch fundamentale
stochastische Prozesse wie die einfache Irrfahrt, der Poisson-Prozess, Markovketten, stationére
Prozesse und die Brown’sche Bewegung werden eingefiihrt und untersucht.

In den ersten Kapiteln beschrinken wir uns auf diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und ler-
nen die wichtigen diskreten Verteilungen kennen. Sodann behandeln wir Wahrscheinlichkeiten
mit Dichten und wichtige Beispiele. Anschlieend bringen wir den Begriff des allgemeinen Wahr-
scheinlichkeitsraums unter Verwendung von Mafltheorie. Dazu tragen wir zunéchst die grundle-
genden Begriffe und Konzepte der Mafitheorie zusammen, um dann die allgemeine Wahrschein-
lichkeitstheorie zu préisentieren und auszubauen, womit ungefihr der Stoff der ersten der beiden
Vorlesungen endet.

In der zweiten Vorlesung behandeln wir Unabhéngigkeit, bedingte Erwartungswerte, diver-
se Konvergenzbegriffe und ihre Beziehungen untereinander (einschlieBlich des Zentralen Grenz-
wertsatzes und des Satzes von Prohorov), Markovketten, allgemeine stochastische Prozesse in
diskreter Zeit, stationére Prozesse und den Ergodensatz sowie die Konstruktion der Brown’schen
Bewegung mit Hilfe des Satzes von Donsker.

Das vorliegende Skript wurde natiirlich aus mehreren verschiedenen Quellen gespeist, die
man nicht mehr alle im Einzelnen zuriick verfolgen kann. Die Lehrbiicher, die den meisten
Einfluss auf die Gestaltung des ersten Teils dieses Skriptes hatten, sind die viel benutzten klas-
sischen Texte [Kr02] von U. Krengel und [Ge02] von H.-O. Georgii, ferner das Lehrbuch [K106]
von A. Klenke. Es sind auch Hinweise meiner Kollegen N. Gantert und A. Klenke eingeflossen,
denen ich hiermit dafiir danke. In der Uberarbeitung vom Wintersemester 2008/09 korrigierte
ich ein paar Fehler, verbesserte stellenweise die Présentation und fiigte manche Erlduterungen
und Ubungsaufgaben hinzu.

Leipzig, im Februar 2009






Kapitel 1

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

In diesem Abschnitt fithren wir die grundlegenden Begriffe der diskreten Wahrscheinlichkeits-
theorie ein, das heif3t der Theorie der Wahrscheinlichkeiten auf héchstens abzéhlbar unendlich
groflen Mengen. Wir geben eine Auswahl an Beispielen und sammeln Eigenschaften dieses Kon-
zeptes.

1.1 Grundbegriffe

Wir beginnen mit einem einfithrenden Beispiel.

Beispiel 1.1.1. Wir wiirfeln mit zwei fairen! Wiirfeln. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Augensumme nicht kleiner als zehn ist?

Es bieten sich (mindestens) zwei Moglichkeiten der Problemlosung an. Wir kénnen zum
Beispiel ansetzen, dass jedes Element aus Q = {1,2,...,6}? (das ist die Menge aller Zahlenpaare
mit Koeffizienten zwischen 1 und 6) die selbe Wahrscheinlichkeit besitzt (also 1/36), wobei wir
ein solches Paar identifizieren als die Ergebnisse der beiden Wiirfel. (Wir behandeln also die
beiden Wiirfel als unterscheidbar, obwohl davon sicher die gesuchte Wahrscheinlichkeit nicht
abhéngen wird.) Dann zéhlen wir die giinstigen Elementarereignisse, also diejenigen Paare, die
das gesuchte Ereignis realisieren. Wir kommen auf die sechs Paare (4, 6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5)
und (6,6). Also antworten wir, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich 6/36 sei, also 1/6.

Eine zweite Moglichkeit ist, die Menge Q = {2,3,4,...,12} von moglichen Augensummen
zu betrachten. Allerdings miissen wir beachten, dass diese elf Elementarereignisse nicht gleich
wahrscheinlich sind. Zum Beispiel hat die 2 die Wahrscheinlichkeit 1/36, und die 3 hat die Wahr-
scheinlichkeit 1/18. Nun miissen wir also die Wahrscheinlichkeiten der 10, 11 und 12 ermitteln
und sie addieren, um die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu erhalten. Die 10 hat die Wahrscheinlich-
keit 1/12, denn es gibt drei Moglichkeiten, die Summe 10 zu wiirfeln. Die 11 und die 12 haben die
Wahrscheinlichkeiten 2/36 bzw. 1/36. Eine Addition ergibt, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit
gleich 1/6 betrégt, also das selbe Ergebnis wie oben. <&

Dieses Beispiel macht mehrere Dinge deutlich:

Mit einem ‘fairen’ Wiirfel meinen wir einen idealisierten, der jedes der sechs Ergebnisse mit der selben Wahr-
scheinlichkeit % ausgibt.
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1. Es empfiehlt sich, eine Grundmenge von Elementarereignissen zu definieren, deren Wahr-
scheinlichkeiten einzeln bestimmt werden. Letzteres ist besonders einfach, wenn alle die
gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen.

2. Das Ereignis, nach dem gefragt ist, identifiziert man mit einer Teilmenge der Grundmenge.
Ihre Wahrscheinlichkeit ist die Summe ihrer Einzelwahrscheinlichkeiten.

3. Es gibt im Allgemeinen mehrere Moglichkeiten, eine Grundmenge zu wéhlen.

Das zu Grunde liegende Konzept fassen wir wie folgt zusammen. Mit P(2) bezeichnen wir
die Potenzmenge einer Menge (2, also die Menge aller Teilmengen von ).

Definition 1.1.2 (diskreter Wahrscheinlichkeitsraum). FEin diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum ist ein Tupel (2, p), bestehend aus einer endlichen oder hichstens abzdhlbar unend-
lichen Menge Q und einer Abbildung p: Q — [0,1] mit der Eigenschaft

Zp(cu) = 1.
weN

Wir nennen € den Ereignisraum, seine Elemente die Elementarereignisse, seine Teilmengen
die Ereignisse und die p(w) die Einzelwahrscheinlichkeiten.

Die Abbildung P: P(Q) — [0, 1], definiert durch
P(A) = Z p(w) fiir alle A C Q,
w€eA

heif$t das von den Einzelwahrscheinlichkeiten induzierte Wahrscheinlichkeitsmafl. Man spricht
auch von einer Verteilung P auf ().

Da alle Einzelwahrscheinlichkeiten nicht negativ sind, spielt in dem Ausdruck ) ., p(w) die
Reihenfolge der Summanden keine Rolle. Genau genommen handelt es sich um den Grenzwert
lim,, o0 D1y p(w;), wobei wi,ws, ... eine Abzéhlung von € ist.

Der ersten Losung im Beispiel 1.1.1 lag also der Wahrscheinlichkeitsraum (£2,p) mit Q =
{1,2,...,6}2 und p(w) = % fiir jedes w € © zu Grunde.

Der Begriff des Wahrscheinlichkeitsraums in Definition 1.1.2 ist ein Spezialfall eines allge-
meinen und fundamentalen Konzepts, das erst in Kapitel 7 behandelt werden wird. Die funda-
mentalen Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsmafles P in Definition 1.1.2 sind die folgenden.

Bemerkung 1.1.3 (Kolmogorov’sche Axiome). Sei (£2,p) ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum. Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P hat die beiden Eigenschaften

(i) P(2) =1 (Normierung),

(ii) fiir alle Folgen (A;);cn von paarweise disjunkten? Ereignissen gilt

]P’(U Ai> =3 P(4;)  (abzihlbare Additivitit).
€N ieN

2Wir nennen Ereignisse A; mit i € I paarweise disjunkt, wenn A; N A; = () fiir alle 4,5 € I mit i # j.
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Die Giiltigkeit dieser beiden Eigenschaften ist evident. &

Diese sogenannten Kolmogorovschen Axiome sind fiir uns also Folgerungen aus Defini-
tion 1.1.2. In allgemeinerem Rahmen (siche Kapitel 7) fordert man sie iiblicherweise als Axiome,
muss aber zunéchst definieren, was Ereignisse sein sollen. Es ist leicht zu sehen, dass jede endli-
che oder hochstens abzihlbare Menge (2, auf deren Potenzmenge eine Abbildung P definiert ist,
die den Kolmogorovschen Axiomen geniigt, durch die Definition

p(w) = P{{w}) fiir w € Q

zu einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, p) gemacht wird.

Wir sprechen also von Teilmengen von () als von Ereignissen. Wir listen die wichtigsten
giangigen Sprechweisen fiir Ereignisse und ihre Entsprechung in der mathematischen Mengen-
schreibweise auf:

Sprache der Ereignisse Mengenschreibweise
A, B und C sind Ereignisse A B,CCqQ

Aund B ANB

A oder B AUB

nicht A Ac=Q\ A

A und B schlieflen sich aus ANB =10

A impliziert B ACB

Wahrscheinlichkeiten gentigen einigen einfachen Regeln:

Lemma 1.1.4. Sei (Q2,p) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, dann hat das zugehdrige Wahr-
scheinlichkeitsmafi P die folgenden Eigenschaften:

(a) P(0) =0,

(b) AC B=— P(A) <P(B) fiir alle Ereignisse A und B,

(¢c) PLAUB)+P(AN B) =P(A) + P(B) fir alle Ereignisse A und B,
(d) P(U,;en Ai) <2 ienP(As) fiir alle Folgen (A;)ien von Ereignissen,

(e) Falls fiir eine Folge (A;)ien von Ereignissen und ein Ereignis A gilt:3 A; | A oder A; T A,
so gilt lim;_,o, P(A;) = P(A).

Beweis. Die Beweise von (a) - (d) sind Ubungsaufgaben. Der Beweis von (e) geht wie folgt.
Falls A; T A, so ist A gleich der disjunkten Vereinigung der Mengen A; \ A;_1 mit ¢ € N (wobei
wir Ag = () setzen), und daher gilt nach Bemerkung 1.1.3:

i=1 i=1 i=1
Der Beweis der Aussage unter der Voraussetzung A; | A ist eine Ubungsaufgabe. O

3Wir schreiben A; | A fiir i — oo, falls A;+1 C A; fiir jedes i und (), . A: = A. Analog ist A; T A definiert.

€N
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Beispiel 1.1.5. Wir betrachten ein Kartenspiel mit 2n Karten, darunter zwei Jokern. Wir bilden
zwei gleich grofle Stapel. Wir grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich beide Joker im selben
Stapel befinden?

Wir benutzen den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, p) mit
. L, . 1 1
O ={(,j) e{1,2,....2n}*: i #j}  und P((m)):@:m-

Wir interpretieren ¢ und j als die Plétze der beiden Joker im Kartenspiel. Die Plédtze 1 bis n
gehoren zum ersten Stapel, die anderen zum zweiten. Also betrachten wir das Ereignis

A={(i,j) €Q:i,j <n}U{(i,j) € Q:i,j >n+1}.

Man sieht leicht, dass A genau 2n(n — 1) Elemente besitzt. Also ist P(A) = 2L <&

1.2 Urnenmodelle

Wie aus Beispiel 1.1.1 klar wurde, ist eine der einfachsten Verteilungen durch die Gleichvertei-
lung (auch Laplace- Verteilung) auf einer endlichen Menge €2 gegeben. Hier gilt p(w) = 1/]Q| fiir
jedes w € Q, wobei || die Kardinalitit von € bezeichnet, also die Anzahl der Elemente in €. Im
Folgenden geben wir eine Liste von wichtigen Beispielen von Laplace-R&umen, die von Urnen-
modellen her rithren. Dabei werden einige sehr wichtige Formeln der elementaren Kombinatorik
motiviert und hergeleitet.

Beispiel 1.2.1 (Urnenmodelle). Es sei eine Urne gegeben, in der N Kugeln mit den Auf-
schriften 1,2,..., N liegen. Wir ziehen nun n Kugeln aus der Urne. Es stellt sich die Frage,
wieviele unterschiedliche Ergebnisse wir dabei erhalten kénnen. Ein Ergebnis ist hierbei ein Tu-
pel (ki,...,ky,) in {1,..., N}", wobei k; dafiir stehen soll, dass in der i-ten Ziehung die Kugel
mit der Nummer k; gezogen wird.

Die Anwort auf diese Frage hiangt stark davon ab, ob wir die einzelnen Ziehungen mit oder
ohne zwischenzeitlichem Zuriicklegen durchfithren und ob wir Ergebnisse als unterschiedlich
ansehen wollen, wenn sie sich nur in der Reihenfolge unterscheiden. Mit M bezeichnen wir die
Menge {1,...,N}.

(1) mit Zuriicklegen, mit Reihenfolge. Wir legen also nach jeder Ziehung die gezogene Kugel
jeweils wieder in die Urne zuriick, und wir betrachten die Ziehung unterschiedlicher Kugeln in
unterschiedlicher Reihenfolge als unterschiedlich. Als Modell bietet sich die Menge

Qr=M"={(ky,... . kn): k1,... kn € M},

die Menge aller n-Tupel mit Koeffizienten aus M, an. Es ist klar, dass 27 genau N™ Elemente
besitzt.

(II) ohne Zuriicklegen, mit Reihenfolge. Hier legen wir zwischendurch keine gezogenen
Kugeln zuriick, insbesondere miissen wir voraus setzen, dass n < N. Ein geeignetes Modell ist

Qrr =A{(k1,...,kn) € M": ky,..., k, € M paarweise verschieden}.

Die Anzahl der Elemente von Q7 ist leicht aus der folgenden Argumentation als

N!

\QH\:N(N—l)(N—Q)---~~(N—n+1):m
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zu ermitteln:* Bei der ersten Ziehung haben wir N Kugeln zur Auswahl, bei der zweiten nur
noch IV — 1 und so weiter. Jede dieser insgesamt n Ziehungen fiihrt zu einem anderen n-Tupel.

(III) ohne Zuriicklegen, ohne Reihenfolge. Hier legen wir keine gezogenen Kugeln zuriick,
und uns interessiert zum Schluss nicht, in welcher Reihenfolge wir die n Kugeln gezogen haben.
Also empfiehlt sich die Grundmenge

Qrr={AcM:|Al=n}={{k1,....kn} CM: ky,...,k, paarweise verschieden},

die Menge der n-elementigen Teilmengen von M. Die Kardinalitdt von Q777 kann man ermitteln,
indem man sich iiberlegt, dass die Menge €7y alle Teilmengen aus ;77 genau n! Mal auflistet,
némlich als Tupel in sdmtlichen moéglichen Reihenfolgen. Also gilt

[0l N (N
=70 T (N=n)lnl ~ \n )’

Den Ausdruck (]T\Lf ) liest man ‘N iiber n’, er wird Binomialkoeffizient genannt. Eine seiner wich-
tigsten Bedeutungen ist, dass er die Anzahl der n-elementigen Teilmengen einer N-elementigen
Menge angibt.

(I1V) mit Zuriicklegen, ohne Reihenfolge. Wir legen also die jeweils gezogene Kugel nach
jeder Ziehung zuriick, und am Ende ordnen wir die Aufschriften der gezogenen Kugeln und
zéhlen, wie oft wir welche gezogen haben. In einer gewissen Abwandlung bedeutet also k; nicht
mehr die Aufschrift der Kugel, die wir als i-te gezogen haben, sondern die i-t kleinste Aufschrift,
die wir gezogen haben. Dies legt die Grundmenge

Q]V:{(kl,...,kn)GMn:kl Skﬁgggkn},

nahe, die Menge der n-Tupel in nichtabsteigender Reihenfolge. Zur Ermittlung der Kardinalit &t
verwenden wir einen kleinen Trick. Wir betrachten die Abbildung (k1,...,k,) — (kl,..., k)
mit k} = k; + i — 1. Diese Abbildung ist bijektiv von Qv in die Menge

Q={(ki,.... k) e M. Ky <ky <--- <k},

wobei M" = {1,...,N + n — 1}. Offensichtlich besitzt diese Menge Q die selbe Kardinalitit
wie die oben behandelte Menge Q;;, wobei €, allerdings nicht mit M = {1,..., N} gebildet
wird, sondern mit M’. Nun kénnen wir die obige Formel fiir die Kardinalitéit von 777 benutzen,
nachdem wir N durch N +n — 1 ersetzt haben, und wir erhalten

N+n—1>

n

Qv = [0 = (] = (
&

Es stellt sich heraus, dass eine Fiille von weiteren Modellen auf die obigen Urnenmodelle
zuriickgefiihrt und mit Hilfe der Formeln in Beispiel 1.2.1 behandelt werden kénnen.

Beispiel 1.2.2. Wir wiirfeln mit vier Wiirfeln. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
wir vier verschiedene Augenzahlen erhalten? (Ubungsaufgabe) &

Mitn!l=n-(n—1)-(n—2)----- 2-1 (lies ‘n Fakultét’) bezeichnet man das Produkt der ersten n natiirlichen
Zahlen. Man sieht leicht, dass es genau n! verschiedene Permutationen von n unterscheidbaren Objekten gibt.
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Beispiel 1.2.3. Wie grof} ist beim Zahlenlotto ‘6 aus 49’ die Wahrscheinlichkeit fiir genau sechs
bzw. fiir genau vier Richtige? (Ubungsaufgabe) <&

Beispiel 1.2.4 (Geburtstagszwillinge). Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit p, dass unter
n € N Personen keine zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben? (Natiirlich setzen wir
voraus, dass das Jahr 365 Tage hat, dass n < 365 gilt und dass alle Geburtstage unabhéngig
von einander die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.)

Die Menge aller Geburtstagskombinationen der n Personen ist {2; mit N = 365 aus Bei-
spiel 1.2.1, und die Menge von Kombinationen, die das gesuchte Ereignis realisieren, ist die
Menge 2;7. Also ist die Anwort, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

=i (1- D) (- 2) o (- ) —en{ Sion(1- )}

ist. Bei N = 365 und n = 25 ist dieser Wert etwa gleich 0,432. Fiir allgemeine n und N
konnen wir eine Approximation dieses unhandlichen Ausdrucks vornehmen, wenn n sehr klein
im Verhéltnis zu N ist. In disem Fall benutzen wir die Néherung log(1 + x) ~ z fiir kleine |z|

und erhalten

U L I UL

i=1

was sich viel leichter berechnen lasst. O

Beispiel 1.2.5. Wie viele Moglichkeiten gibt es, n ununterscheidbare Murmeln auf N Zellen zu
verteilen?

Diese Frage fiihrt auf die Frage der Kardinalitdt von €7y in Beispiel 1.2.1, und wir benutzen
die Gelegenheit, eine alternative Losung anzubieten. Wir denken uns die n Murmeln in eine
Reihe gelegt. Sie in N Zellen einzuteilen, ist dquivalent dazu, N — 1 Trennwinde zwischen die
n Murmeln zu setzen, denn dadurch werden ja die N Zellen definiert. (Links von der ersten
Trennwand ist der Inhalt der ersten Zelle, zwischen der (i — 1)-ten und i-ten Trennwand ist der
Inhalt der i-ten Zelle, und rechts von der (N —1)-ten Trennwand ist der Inhalt der letzten Zelle.)
Dadurch erhalten wir eine Reihe von N 4+ n — 1 Objekten: n Murmeln und N — 1 Trennwénde.
Jede der (NJF"*l) moglichen Anordnungen (hier benutzen wir die Formel fiir 277) korrespondiert

n
mit genau einer Moglichkeit, die Murmeln in N Zellen einzuteilen. Also ist diese Anzahl gleich

(VEnh. O

n

1.3 Weitere Beispiele von Verteilungen

Bei Ziehungen aus einer Urne, in der zwei verschiedene Typen von Kugeln liegen, bietet sich das
folgende Modell an.

Beispiel 1.3.1 (Hypergeometrische Verteilung). Aus einer Urne mit S schwarzen und W
weilen Kugeln ziehen wir n Kugeln ohne Zuriicklegen. Wir setzen dabei voraus, dass S, W, n € Ny
mit n < S+ W. Wir nehmen wie immer an, dass die Kugeln in der Urne gut gemischt sind. Uns
interessiert die Wahrscheinlichkeit, dass dabei genau s schwarze und w = n — s weifle Kugeln
gezogen wurden, wobei s,w € Ng mit s < S und w < W. Das heifit, dass s die Bedingungen
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max{0,n — W} < s < min{S,n} erfiillen muss. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich

S\ (W
Hyp,, sw(s) = %, s € {max{0,n — W},... , min{S,n}}.
n
Dies ergibt sich aus einer mehrfachen Anwendung der Formel fiir |2;7] in Beispiel 1.2.1: Der Nen-
ner ist die Anzahl der Moglichkeiten, n Kugeln aus S+ W auszuwéhlen, und im Zéhler steht die
Anzahl der Moglichkeiten, s Kugeln aus S auszuwéahlen und n —s aus W. Wir kénnen die Menge
Q = {max{0,n — W},..., min{S,n}} zusammen mit Hyp, gy als einen Wahrscheinlichkeits-
raum auffassen. Der analytische Nachweis, dass Hyp,, gy wirklich auf {2 normiert ist, ist etwas
unangenehm; wir begniigen uns mit der probabilistischen Argumentation, dass wir die Summe
der Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ereignisse erhalten, indem wir Hyp,, sw(s) iiber s € Q
summieren. Man nennt Hyp,, ¢y die hypergeometrische Verteilung auf {2 mit Parametern n, S

und W. o

Beispiel 1.3.2. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Geben beim Skatspiel
Spieler A genau drei Asse besitzt? (Wir gehen davon aus, dass 32 Karten an drei Spieler, die
je zehn Karten erhalten, und den Skat verteilt werden, und dass genau vier Asse unter den 32
Karten sind. Natiirlich nehmen wir wieder an, dass das Spiel gut gemischt ist.)

Um diese Frage zu beantworten, benutzen wir die hypergeometrische Verteilung mit S = 4,
W =28 und n = 10 und s = 3, denn Spieler A erhilt zehn von 32 Karten, und es gibt vier Asse
und 28 andere Karten im Spiel. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

(3)(7) _ 60
(o) 899

Hyp1o,4,25(3) =
&

Eine der wichtigsten Verteilungen, die uns in dieser Vorlesung immer wieder begegnen wird,
taucht auf bei der Frage nach Erfolgszahlen bei Serien von Gliicksspielen.

Beispiel 1.3.3 (Bernoulliverteilung). Wir spielen ein Gliicksspiel, bei dem es mit Wahr-
scheinlichkeit p € [0, 1] einen Erfolg gibt und sonst keinen. Insgesamt spielen wir es n Mal, und
alle n Spiele sind unabhéngig voneinander. (Zur Prizisierung dieses Begriffs siche Abschnitt 2.2,
insbesondere Beispiel 2.2.3.) Man sagt, wir fiihren ein Bernoulli- Experiment der Lange n mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p durch. Dieses Experiment kénnen wir mit dem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, ¢q) gut beschreiben, wobei Q = {0,1}" (die Menge aller Vektoren der Linge n mit
Koeffizienten 0 oder 1, wobei ‘1’ fiir ‘Erfolg’ steht und ‘0’ fiir ‘Misserfolg’), und die Einzelwahr-
scheinlichkeiten sind gegeben durch

g(w) = pRE (L —p) =L W= (W1, wn) €O

(Man beachte, dass )" ; w; gleich der Anzahl der Einsen im Vektor w ist und n — > | w;
die Anzahl der Nullen.) Den Nachweis, dass ¢ tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
Q2 induziert (d.h., dass die ¢(w) sich zu Eins aufsummieren), fithrt man am besten iiber eine
vollsténdige Induktion. &

Beispiel 1.3.4 (Binomialverteilung). Wir fiihren ein Bernoulli-Experiment der Lénge n mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1] durch wie in Beispiel 1.3.3. Wir grof} ist die Wahrschein-
lichkeit, genau k Erfolge zu haben, wobei k& € {0,...,n}? Formaler gefragt, wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Ay = {w € Q: > | w; = k}?
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Die Losung anzugeben fillt uns nicht schwer. Es gibt (Z) Anzahlen von Spielverldufen, in
denen es genau k Erfolge gibt, und die k& Erfolge geschehen mit Wahrscheinlichkeit p*, und die
n — k Misserfolge mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)"~*. Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit
gegeben durch die Formel

Biyp(k) = (Z)pk(l —p)"* ke{o,...,n}

Die Verteilung auf Q = {0,...,n} mit den Einzelwahrscheinlichkeiten Bi,, ;, heifit die Binomial-
verteilung mit Parametern p € [0,1] und n € N. Wir erinnern an den Binomischen Lehrsatz

@ty =) (Z):c’“y”’“ z,y ER,neN, (1.3.1)
k=0

der eine analytische Rechtfertigung dafiir liefert, dass Bi,, , tatséchlich eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung induziert. Ohne Probleme leitet man die Beziehungen

S0 Fre 20 00062

her (Ubungsaufgabe). <&

In den folgenden beiden Beispielen fiithren wir die wohl wichtigsten Verteilungen auf einem
abzahlbar unendlichen Raum ein.

Beispiel 1.3.5 (Geometrische Verteilung). Wir stellen uns vor, dass wir das Gliicksspiel
aus Beispiel 1.3.4 so lange spielen, bis wir zum ersten Male einen Erfolg verbuchen kénnen. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit passiert dies beim k-ten Spiel (wobei k£ € N)?

Auch diese Frage beantworten wir leicht. Das gesuchte Ereignis ist dadurch charakterisiert,
dass wir genau k — 1 Mal hinter einander keinen Erfolg haben und im k-ten Spiel endlich einen.
Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

Geop(k) = p(1 —p)*~ 1, keN (1.3.3)

Die Verteilung auf {2 = N mit den Einzelwahrscheinlichkeiten Geo,, heifit geometrische Verteilung
mit Parameter p € (0,1). Sie ist also die Verteilung der Wartezeit auf den ersten Erfolg in einer
Serie von Gliicksspielen, die jeweils mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ablaufen. Manche Autoren
definieren die geometrische Verteilung auf der Menge Ny = NU{0} mittels der Formel Geo, (k) =
p(1 — p)* fiir k € N.

Die Interpretation als Wartezeit auf den ersten Erfolg in einer moglicherweise unendlich lan-
gen Serie von Gliicksspielen scheint den iiberabzihlbaren Wahrscheinlichkeitsraum € = {0, 1}
zu erfordern, die Menge aller unendlich langen 0-1-Folgen. Das ist allerdings tatséchlich nicht
notig, da die Betrachtung des Ereignisses, dass das k-te Spiel den ersten Erfolg bringt, nur den
endlichen Wahrscheinlichkeitsraum Q = {0, 1}* erfordert. &

Beispiel 1.3.6 (Poisson-Verteilung). Mit einem Parameter o € (0,00) betrachten wir die
Verteilung auf Q2 = Ny = {0,1,2,... }, die gegeben ist durch

k

Pog (k) = e*a%, k € N. (1.3.4)
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Die Verteilung Po,, heifit die Poisson-Verteilung zum Parameter «. Eine ihrer wichtigsten Be-
deutungen und Anwendungen kommt von der folgenden Uberlegung her. Wir denken uns, dass
im Zeitintervall (0,¢] eine zufillige Anzahl von Zeitpunkten zuféllig verteilt sind. Um dies zu
prézisieren, miissen wir ein paar zusétzliche, plausible Annahmen machen. Wir teilen das Inter-
vall in n gleiche Stiicke der Lénge ¢/n ein und nehmen an, dass jedes dieser Teilintervalle fiir
grofles n hochstens einen dieser zufilligen Punkte enthilt. Auflerdem nehmen wir an, dass die
Entscheidung, ob die n Teilintervalle jeweils einen solchen Zeitpunkt enthalten, unabhdngig fillt
(ein Begriff, den wir in Abschnitt 2.2 prézisieren werden), und zwar mit Wahrscheinlichkeit p,,.
Mit anderen Worten, wir nehmen an, dass wir es mit einem Bernoulli-Experiment der Lénge n
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, zu tun haben. Den Parameter p = p, legen wir so fest, dass
fiir grofes n die erwartete Gesamtzahl der zufélligen Punkte im Intervall (0,¢] (dies ist die Zahl
npn, was in Abschnitt 3.3 prézisiert werden wird) ungeféhr ein fester Wert a € (0, 00) ist. Der
folgende Satz sagt, dass die Verteilung der Anzahl der zufélligen Punkte in (0,t] dann etwa
durch die Poisson-Verteilung gegeben ist:

Satz 1.3.7 (Poissonapproximation der Binomialverteilung; Poisson’scher Grenz-
wertsatz). Falls lim,,_,.o np, = «, so gilt fir jedes k € Ny

lim Bin, (k) = Poa(k).

n—0o0

Beweis. Wir benutzen die (gebrauchliche) Notation a,, ~ b,, wenn lim,,_, a,/b, = 1. Also
sieht man, dass

da wir den zweiten Bruch als Produkt von k Briichen schreiben kénnen, die jeweils gegen Eins
konvergieren. Nun benutzen wir die Tatsache lim_,o(1 + t)l/ ¢ = e, um zu schlussfolgern, dass

<n> nFnn—-1)n-2)----(n—k+1) n*

. n . opk o (np)E
Binp, (k) = <k>p2(1 —pn)" (1= pn)* ~ Hpm(l — pa)/Pn] P (npn k!) o TPn

ok

— He_o‘ = Po, (k).

o

Beispiel 1.3.8 (Verallgemeinerte hypergeometrische Verteilung und Multinomial-
verteilung). In einem Teich gibt es N Fische von k unterschiedlichen Sorten, und zwar genau
N; Stiick von Sorte i € {1,...,k}, wobei N = Ny + .-+ Nj. Wir fischen n € {0,..., N} Fische
zuféllig aus dem Teich heraus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fangen wir dabei genau n; € Ny
Fische von der Sorte i fiir jedes ¢ € {1,...,k}? Wir setzen natiirlich voraus, dass n = nj+---+ny
und n; € {0,..., N;} fir jedes i.

Die Antwort ist offensichtlich (bei ‘guter Mischung’ der Fische im Teich) gegeben durch die
Formel LN
H o Hizl (nZ)
YPn:Ny.... Ny (n1,...,ng) = (T)
n
Die Verteilung Hyp,,. n, . n, auf der Menge

Qn:{(nl,...,nk)Gng;n1+...+nk:n}
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heifit die verallgemeinerte hypergeometrische Verteilung mit Parametern n und Ny, ..., Ni. Man
kann §2,, auffassen als die Menge aller Zerlegungen einer Menge von n ununterscheidbaren Ob-
jekten in k Teilmengen, siehe auch Beispiel 1.2.5.

Falls man annehmen kann, dass sich von jeder Sorte sehr viele Fische im Teich befinden,
dann kann man die verallgemeinerte hypergeometrische Verteilung auch approximieren mit einer
leichter handhabbaren Verteilung. Wir nehmen dabei an, dass Ny, ..., Ni so grof} sind, dass die
obige Wahrscheinlichkeit im Wesentlichen nur noch von den relativen Anteilen N; /N abhéngt.
Dann kann man in etwa davon ausgehen, bei jedem Fang eines einzelnen Fisches die Sorte ¢ mit
Wahrscheinlichkeit p; = N;/N zu erwischen, unabhéingig davon, wieviele und welche Fische man
schon vorher gefischt hat. Dies wird im folgenden Satz prézisiert.

Satz 1.3.9 (Multinomialapproximation). Fir jedes n € N und alle nq,...,n; € N mit
ny + -+ +ng =n und fir alle p1,...,px €[0,1] mit p1 + -+ pr =1 gilt

k
. n e
lim Hyp,. v, ..., (n1,...,nK) = Mulyp, . po(01,...,nk) = ( > | | p;t.
ny,...,Ng

/N—p;Vi i=1

Der Multinomialkoeffizient

n n! .
= fir ny + - +ng = n,
(nl, .,nk> nllngl...nk!

gibt offensichtlich die Anzahl der Méglichkeiten an, eine Menge von n unterscheidbaren Objekten
in k£ Teilmengen mit ny, no, ..., n; Elementen zu zerlegen. Die in Satz 1.3.9 eingefiihrte Verteilung
Mul,,.p, .. p, auf €, heifit die Multinomialverteilung mit Parametern p1,...,pg. Sie beschreibt
die Wahrscheinlichkeit, genau n; Mal das Ergebnis 7 zu erhalten fiir jedes i € {1,...,k}, wenn
n Mal hintereinander ein Zufallsexperiment mit den moglichen Ausgéingen 1,. ..k, die jeweils
die Wahrscheinlichkeit pi,...,pg haben, durchgefiihrt wird. Daher ist die Multinomialvertei-
lung eine Verallgemeinerung der Binomialverteilung auf mehr als zwei mogliche Ausgénge des
Experiments. Der Multinomialsatz

k
n , .
(x1 + -+ ap)" = E szm fir alle z1,...,zp € R,
NnNyy...,Ng/ -
ny,..., ny €Ng =1
ny+-tng=n

liefert die Begriindung, dass Mul,,.;, ..., tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf €2,,
induziert.

Beweis von Satz 1.3.9. Man sieht leicht wie in (1.3.5), dass im Grenzwert N; — oo gilt

N; N

n; nl' ’
wobei wir (wie allgemein iiblich) a ~ b schreiben, wenn der Quotient von a und b gegen 1 strebt.
Also erhalten wir fiir den Grenzwert N, Ny,..., Ny — oo mit N;/N — p; fiir alle i:

H/le 1 Aivl n k N\ 7 n b
Hyp. N1 NLﬂ”i-:< > <_Z> N< ) P
n,Nl,...,Nk( ’ ) % N1, ..., N H N Ny,...,Nk 1;[ !

i=1

0o



Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeit und
Unabhéingigkeit

In vielen Situationen liegt schon eine gewisse Information vor, wenn man die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses bestimmen mochte. Bei Abschluss einer Lebensversicherung kennt man schon
das aktuelle Alter des Antragstellers, beim Skatspiel kennt man schon die eigenen Karten, bei
Meinungsumfragen hat man vor der eigentlichen Befragung schon die Bevoélkerungsgruppe des
oder der Befragten festgestellt. Das heifit, dass man {iber das Eintreten oder Nichteintreten
eines Ereignisses B schon informiert ist, wenn man die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A
bestimmen will. In diesem Abschnitt wollen wir mathematisch prézisieren, was eine bedingte
Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist, und was es heiflen soll, dass die Ereignisse A und B
unabhéngig sind.

Dem gesamten Kapitel legen wir einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, p) zu Grunde.

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wir beginnen wieder mit einem einfiithrenden Beispiel.

Beispiel 2.1.1 (Umfrage). In einer Meinungsumfrage soll der Anzahl der Raucher an der
Bevolkerung fest gestellt werden, das heifit die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass eine
zuféllig heraus gegriffene Person Raucher ist. Hierbei méchte man allerdings mehrere Bevolke-
rungsgruppen unterscheiden, zum Beispiel die Gruppe der 21- bis 30jadhrigen Frauen, was das
Ereignis B darstellen soll. Man mdchte also die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der
Voraussetzung, dass B eintritt, feststellen. Dazu wird man normalerweise die Anzahl der rau-
chenden 21- bis 30jdhrigen Frauen durch die Anzahl der 21- bis 30jéhrigen Frauen teilen, d.h.,
den Anteil der Raucherinnen unter den 21- bis 30jahrigen Frauen bestimmen. Dies fiihrt auf die
plausible Formel

[{21- bis 30jahrige Raucherinnen}| P(AN B)
[{21- bis 30jahrige Frauen}| ~ P(B)

P(Raucher(in) | 21- bis 30jahrige Frau) =
&

Dieses Beispiel nehmen wir nun als Anlass zu einer allgemeinen Definition. Wir miissen
allerdings beachten, dass die obige Formel Gebrauch davon macht, dass wir es mit einer Gleich-
verteilung zu tun haben.

13
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Definition 2.1.2 (bedingte Wahrscheinlichkeit). Es seien A und B zwei Ereignisse mit

P(B) > 0. Mit
P(AN B)

P(B)
bezeichnen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

P(A| B) =

Beispiel 2.1.3. Es sei p; die Wahrscheinlichkeit, dass man wé#hrend des k-ten Lebensjahrs
stirbt. (Hier machen wir natiirlich wie tiblich eine ganze Reihe an stark vereinfachenden Annah-
men, z. B. dass diese Wahrscheinlichkeit nicht abhédngt vom Geschlecht, dem Geburtsjahr, dem
Wohnort, dem Beruf etc.) Dann ist sy = px + pr+1 + pr+2 + ... die Wahrscheinlichkeit, dass
man das Alter k erreicht. Wenn man fiir einen Zeitgenossen die Wahrscheinlichkeit, im k-ten
Lebensjahr zu sterben, ermitteln mochte, sollte man beachten, dass dieser gerade lebt und das
Alter | hat (mit [ < k). Also sollte man tatséchlich die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben,
dass er gerade [ Jahre alt ist, angeben, und dies ist der Quotient py/s;. &

Wir sammeln ein paar einfache, aber wichtige Eigenschaften der bedingten Wahrscheinlich-
keit.

Lemma 2.1.4 (totale Wahrscheinlichkeit, Bayessche Formel). Es sei B ein Ereignis
mit P(B) > 0.
(i) P(- | B) erfillt die Kolmogorovschen Axiome (sieche Bemerkung 1.1.3), d.h. es gilt P(£2 |
=1, und fiir alle Folgen (A;);en von paarweise disjunkten Ereignissen gilt P(|J;cny A |

B) =
B) = ZZEN (Ai | B).

(ii) Es gilt die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit: Fiir jedes Ereignis A und jede Folge
(Bi)ien von paarweise disjunkten Ereignissen mit B = |J;cn Bi und P(B;) > 0 fiir alle
1 €N gilt
P(ANB)=> P(B,)P(A| B;).
1€EN

(i1i) Es gilt die Formel von Bayes: Fiir jedes Ereignis A mit P(A) > 0 und jede Folge (B;)ien
von paarweise disjunkten Ereignissen mit Q = | J;cy Bi und P(B;) > 0 fiir alle i € N gilt

P(Bi))P(A | Bi)

> PB)PA|B) N

P(B; | A) =

Beweis. einfache Ubungsaufgabe. O

Die folgende Anwendung der Bayesschen Formel zeigt, dass man nicht zu alarmiert sein
muss, wenn ein nicht ganz hundertprozentiger Test auf eine seltene Krankheit anspricht.

Beispiel 2.1.5 (Test auf eine seltene Krankheit). Eine seltene Krankheit liegt bei ungeféhr
0,5 Prozent der Bevolkerung vor. Es gibt einen (recht guten) Test auf diese Krankheit, der bei
99 Prozent der Kranken anspricht, aber auch bei 2 Prozent der Gesunden. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ist eine getestete Person tatséchlich krank, wenn der Test bei ihr angesprochen

hat?
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Wir teilen also die Gesamtmenge () aller getesteten Personen ein in die Ereignisse B der
kranken und By der gesunden getesteten Personen. Es sei A das Ereignis, dass die getestete
Person auf den Test anspricht. Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B; | A). Dem
Aufgabentext entnimmt man die Angaben

P(B;) = 0,005, P(A|B;)=0,99, P(A|Bs)=0,02.

Insbesondere ist natiirlich P(B3) = 0,995. Nun kénnen wir die Bayessche Formel benutzen, um
die Aufgabe zu losen:
P(B1)P(A | By) 0,005 - 0,99 495

P(By | A) = = = ~ 0, 2.
(Bi[4) P(B1)P(A | By) + P(By)P(A | Ba)  0,005-0,99 +0,995-0,02 2485 ’

Also ist trotz positiven Testergebnisses die Wahrscheinlichkeit, diese Krankheit zu haben, nicht
alarmierend hoch. Man sollte unter Beobachtung bleiben. <&

In manchen Fillen erweist sich die folgend vorgestellte Formel als niitzlich.

Lemma 2.1.6 (Multiplikationsformel). Fiir jedes n € N und alle Ereignisse Ay, ..., A, C
mat ]P)(Al n---N Anfl) 7& 0 gilt

P(Al n---N An) = ]P)(Al)P(AQ | Al)P(Ag | AN Ag) .. P(An | AiN---N Anfl).

Beweis. Klar. O

Beispiel 2.1.7. Mit welcher Wahrscheinlichkeit besitzt beim Skat jeder der drei Spieler nach
dem Geben genau ein Ass?

Wir verteilen also zufillig 32 Karten, darunter vier Asse, an drei Spieler, die je zehn Karten
erhalten, und den Skat. Es sei A; das Ereignis, dass der i-te Spieler genau ein Ass erhélt. Mit
Hilfe der Multiplikationsformel aus Lemma 2.1.6 errechnen wir:

P(Al NAsN Ag) = ]P)(Al)P(AQ | Al)P(Ag | AN Ag)

DE) L Q) B 2

2.2 Unabhingigkeit von Ereignissen

In diesem Abschnitt prazisieren wir, was es heifit, dass zwei oder mehr Ereignisse unabhéngig
sind. Intuitiv bedeutet Unabhéngigkeit der Ereignisse A und B, dass das Eintreffen oder Nicht-
eintreffen von A nicht beeinflusst wird vom Eintreffen oder Nichteintreffen von B. Ein elemen-
tares Beispiel, in dem man den Unterschied zwischen Abhéngigkeit und Unabhéngigkeit gut
sehen kann, ist das Ziehen zweier Kugeln aus einer Urne ohne Zuriicklegen im Vergleich zum
Ziehen mit Zuriicklegen: Das Ziehen der ersten Kugel sollte das Ergebnis der zweiten Ziehung
beeinflussen, wenn man die erste nicht wieder zuriick legt, aber nicht, wenn man sie zuriick legt
und damit den Zustand, der vor der ersten Ziehung vorlag, wieder her stellt.

Wie formalisiert man aber Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A und B? Eine gute Idee ist
es, zu fordern, dass die Wahrscheinlichkeit von A iiberein stimmen muss mit der bedingten
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Wahrscheinlichkeit von A gegeben B (zumindest, falls P(B) > 0), also P(A) = P(A | B). Dies ist
auch tatséchlich eine plausible Formel, doch sollte man in der Definition fiir Symmetrie sorgen.
Ferner brauchen wir einen tragfihigen Begriff der Unabhéngigkeit mehrerer Ereignisse:

Definition 2.2.1 (Unabhingigkeit). (i) Zwei Ereignisse A und B heiffen unabhéngig, falls
gilt: P(AN B) = P(A)P(B).

(ii) Eine Familie (A;)icr (wobei I eine beliebige Indexmenge ist) heifit unabhéngig, falls fiir
jede endliche Teilmenge J von I die folgende Produktformel gilt:

P(ﬂ Ai) = [P (2.2.1)

ieJ icJ

Beispiel 2.2.2. Beim n-fachen Wurf mit einem fairen Wiirfel (also Q@ = {1,...,6}" mit der
Gleichverteilung) sind die n Ereignisse ‘i-ter Wurf zeigt a;’ fiir ¢ = 1,...,n bei beliebigen
ai,...,an € {1,...,6} unabhingig, denn ihre jeweilige Wahrscheinlichkeit ist %, und die Wahr-
scheinlichkeit eines beliebigen Schnittes dieser Ereignisse ist % hoch die Anzahl der geschnittenen
Mengen. <&

Beispiel 2.2.3 (Bernoulli-Experiment). Das in Beispiel 1.3.3 eingefiihrte Bernoulli-Experi-
ment besteht tatsédchlich aus n unabhéingigen Experimenten, die jeweils Erfolgswahrscheinlich-
keit p haben. Mit anderen Worten, die Ereignisse A; = {w € Q: w; = 1} (‘i-tes Spiel hat Erfolg’)
sind unabhéngig fiir i = 1,...,n. Der Nachweis der Unabhingigkeit ist eine Ubungsaufgabe. ¢

Beispiel 2.2.4. Beim zweimaligen Ziehen je einer Kugel aus einer gut gemischten Urne mit
s schwarzen und w weilen Kugeln sind die Ereignisse ‘erste Kugel ist weify’ und ‘zweite Kugel
ist weiy’ unabhéngig, wenn nach dem ersten Ziehen die gezogene Kugel zuriick gelegt wurde,
aber nicht unabhiingig, wenn dies nicht geschah. (Ubungsaufgabe: Man beweise dies.) Dies un-
terstreicht, dass Unabh#ngigkeit nicht nur eine Eigenschaft der Ereignisse ist, sondern auch
entscheidend vom Wahrscheinlichkeitsmafl abhéngt. &

Bemerkung 2.2.5. (a) Esist klar, dass jede Teilfamilie einer Familie von unabhéngigen Er-
eignissen unabhingig ist.

(b) Die Forderung, dass die Produktformel in (2.2.1) fiir jede endliche Teilauswahl J gelten
soll (und nicht nur fiir J = I oder nur fiir alle zweielementigen Teilauswahlen) ist sehr
wesentlich. Der (weitaus weniger wichtige) Begriff der paarweisen Unabhdingigkeit fordert
die Produktformel nur fiir die zweielementigen Teilmengen .J von I. Im folgenden Beispiel
haben wir drei paarweise unabhingige Ereignisse, die nicht unabhéngig sind: In Q =
{1,2,3,4} mit der Gleichverteilung betrachten wir die Ereignisse A; = {1,2}, A, = {2,3}
und Az = {3,1}. (Ubungsaufgabe: Verifiziere, dass A1, Ay und A3 paarweise unabhingig,
aber nicht unabh#ngig sind.)

(c) Unabhéngigkeit ist keine Eigenschaft von Mengen von Ereignissen, sondern von Tupeln
von KEreignissen, die allerdings nicht von der Reihenfolge abhéngt. Dies ist wichtig, wenn
z.B. eines der Ereignisse in dem betrachteten Tupel mehrmals auftritt. Falls das Paar
(A, A) unabhingig ist, so folgt P(A) = P(AN A) = P(A)P(A) = P(A)?, also P(A) € {0,1}.

(d) Unabhéngigkeit kann sogar trotz Kausalitéit vorliegen, wie das folgende Beispiel zeigt.
Beim Wiirfeln mit zwei fairen Wiirfeln (also © = {1,...,6}2 mit der Gleichverteilung)
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betrachten wir die Ereignisse A = {Augensumme ist 7} = {(i,j) € Q: i+ j = 7} und
B = {erster Wiirfel zeigt 6} = {(,5) € Q: 4 = 6}. Dann gilt P(AN B) = P({(6,1)}) =
% = ¢ X & = P(A)P(B). Also sind A und B unabhéngig, obwohl offensichtlich eine
Kausalitét zwischen diesen beiden Ereignissen vorliegt.

&

Ein hilfreiches Kriterium fiir Unabh#ngigkeit von Ereignissen ist das Folgende. Es sagt, dass
die Unabhéngigkeit von n Ereignissen gleichbedeutend ist mit der Giiltigkeit der Produktformel
in (2.2.1) fir J ={1,...,n}, aber man muss fiir jedes der Ereignisse auch das Komplement zu-
lassen kénnen. Zur bequemsten Formulierung benétigen wir die Notation A' = A fiir Ereignisse
A, wahrend A° wie {iblich das Komplement von A ist.

Lemma 2.2.6. Ereignisse Aq,..., A, sind genau dann unabhdingig, wenn fir alle k1,...,k, €

{1,c} gilt:
P(ﬂ A?i) = [ Bab). (2.2.2)
=1 =1

Beweis.

‘—": Wir setzen die Unabhéngigkeit der Aj,..., A, voraus und zeigen (2.2.2) mit einer
Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen nun den Schluss von n auf n 4 1
vor und setzen voraus, dass Ay, ..., 4,41 unabhéngig sind. Nun zeigen wir (2.2.2) fiir n+ 1 statt
n mit einer weiteren Induktion iiber die Anzahl m der ‘¢’ in kq,..., ky11.

Fiir m = 0 folgt die Behauptung aus der Definition der Unabhéngigkeit der Ai,..., Ap41.
Nun machen wir den Induktionsschluss von m € {0,...,n} auf m + 1: Es seien m + 1 Kom-
plementzeichen in ki,...,ky+1. Durch eine geeignete Permutation der Ereignisse konnen wir
annehmen, dass k,11 = c ist. Dann haben wir

P(j(j Afl) - P(Q A QA%H) = P(Q Af') - P(Q Al An+1).

Der erste Summand ist nach Induktionsvoraussetzung an n gleich [}, IP’(A?Z'), und der zweite
nach Induktionsvoraussetzung an m gleich [[]", IP’(A?")]]P’(AnJrl). Nun setzt man diese zwei
Gleichungen ein, klammert geeignet aus und erhélt die beabsichtigte Gleichung:

n+1 n+1

() AF) = [T peal).

‘«—=": Wir setzen also die Giiltigkeit von (2.2.2) voraus und zeigen nun die Unabhéngig-
keit von Aq,...,Ay,. Sei {i1,...,ix} C {1,...,n}, und sei {j1,...,Jm} das Komplement von
{i1,... ik} in {1,...,n}. Dann ldsst sich ﬂle A;, wie folgt als disjunkte Vereinigung schreiben:

k k m
Nai= U N4an(]4:
=1 s=1

kl,...,kme{l,c} =1

Die Wahrscheinlichkeit von der Menge auf der rechten Seite ist nach unserer Voraussetzung

gleich
k m
S TIPa) x [T eal) =TT Peas),

k1,....km€{l,c} I=1 s=1 =1
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wobei wir auch die Additivitdt bei paarweiser Disjunktheit benutzten. U

Da Lemma 2.2.6 symmetrisch ist in den Ereignissen und ihren Komplementen, ist die fol-
gende Folgerung klar.

Korollar 2.2.7. Ereignisse A1,...,A, sind genau dann unabhdingig, wenn ihre Komplemente
AY, ..., AS unabhdngig sind.

Eine sehr hiibsche Anwendung betrifft die Riemannsche Zetafunktion und die Euler’sche
Produktformel:

Beispiel 2.2.8 (Euler’sche Primzahlformel). Die Riemann’sche Zetafunktion ist definiert
durch

() =)_k*  s>1

k=1

Die Fuler’sche Primzahlformel oder Produktdarstellung dieser Funktion lautet

Diese Formel wollen wir nun mit probabilistischen Mitteln beweisen. Wir skizzieren hier nur den
Weg, die Ausformulierung der Details ist eine Ubungsaufgabe.

Wir erhalten einen Wahrscheinlichkeitsraum (N, ¢), indem wir ¢(k) = k=5¢(s)~! fiir k € N
setzen. Man zeigt, dass die Mengen pN = {pk: k € N} (die Mengen der durch p teilbaren Zahlen)
unabhéngig sind, wenn p iiber alle Primzahlen genommen wird. Aufgrund von Folgerung 2.2.7
sind also auch die Komplemente (pN)¢ unabhéngig. Deren Schnitt ist gleich der Menge {1}, deren
Wahrscheinlichkeit gleich ¢(s)~! ist. Die Unabhingigkeit liefert, dass der (unendliche) Schnitt
der Mengen (pN)¢ mit p eine Primzahl die Wahrscheinlichkeit hat, die durch das Produkt der
Wahrscheinlichkeiten dieser Mengen gegeben ist. Diese identifiziert man mit (1 — p~*), und
daraus folgt die Euler’sche Produktdarstellung der Riemann’schen Zetafunktion. <&

2.3 Produktriume

Der Begriff der Unabhéngigkeit ist eng verkniipft mit Produktrdumen von mehreren Wahr-
scheinlichkeitsrdumen. Man denke an n nacheinander und unabhéngig von einander ausgefiihrten
Zufallsexperimenten, die jeweils durch einen Wahrscheinlichkeitsraum beschrieben werden. Die
gesamte Versuchsreihe dieser n Experimente wird in natiirlicher Weise durch den Produktraum
beschrieben.
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Definition 2.3.1. Es seien (21,p1),...,(Qn,pn) diskrete Wahrscheinlichkeitsriume. Auf der
Produktmenge

Qle><---XQn:{(wl,...,wn):wlEﬂl,...,wneﬂn}

definieren wir p: Q — [0,1] durch

p((wl, .. ,wn)) = sz(wz)
=1

Dann ist (Q,p) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, der der Produktwahrscheinlichkeits-
raum der Rdaume (Q1,p1), ..., (Qn,pn) genannt wird. Er wird auch mit @7, (8, p;) bezeichnet.
Falls die Riume (Q1,p1),-..,(Qn,pn) identisch sind, schreiben wir auch (Q,p) = (Q1,p1)%".

Das Beispiel 2.2.2 wird im folgenden Satz verallgemeinert.

Satz 2.3.2. Seien (Q1,p1),...,(Qn,ppn) diskrete Wahrscheinlichkeitsriume, und seien Ay C
Q1,..., Ay C Qy, Ereignisse in den jeweiligen Rdumen. Dann sind die Ereignisse A(ll), LA
unabhdngig im Produktraum (S, p) der Rdume (Q1,p1),- -, (Qn,Pn), wobei

A = {(w1,...,wn) € Q:w; € Ay}

Die Ereignisse A;i) sind nichts weiter als eine Art Einbettung des Ereignisses ‘A; tritt ein’
in den Produktraum an die i-te Stelle. Korrekter ausgedriickt, wenn m;:  — §; die Projektion
mi((w1,...,wy)) = w; auf den i-ten Faktor bezeichnet, dann ist

AE” ={we: mw) e A} = Wi_l(Ai)

das Urbild von A; unter ;.

Beweis. Mit P bezeichnen wir das von p auf dem Produktraum €2 induzierte Wahrscheinlich-
keitsmaf.

Sei J C {1,...,n}, dann ist die Produktformel in (2.2.1) fiir die Ereignisse A{" mit i € J zu
zeigen. Die Wahrscheinlichkeit des Schnittes dieser Mengen driicken wir durch Summation {iber
alle Einzelereignisse aus:

P(ﬂ A?) = P({w: w; € A; fiir alle ¢ € J})

e

= Z p(w) = Z pr(wi) .- pn(wn).

w: w;€ANie] W1 ,eenywWn @ Wi €AVIET

Den letzten Ausdruck kénnen wir mit der Notation B; = A;, falls i € J und B; = Q, falls i ¢ J,
zusammenfassen als

> o) Y palwn) =[] D pilws) = [[Pi(Bi) = [[ Pi(A),

w1€B1 wn€Bny, i=1w,€B; =1 ieJ
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da ja P;(B;) = P;(;) = 1 fiir ¢ ¢ J. (Natiirlich bezeichnet P; das zu (€, p;) gehorige Wahr-
scheinlichkeitsmafl.) Nun beachte man, dass gilt:

AE“ZQlX"'XQiflXAiXQiJrlX"'XQn,

woraus folgt, dass P;(A;) = P(A{"”). Dies beendet den Beweis. O



Kapitel 3

Zufallsgrofien, Erwartungswerte und
Varianzen

Wir wollen nicht nur die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen bestimmen, sondern auch zufillige
Grofien behandeln. In diesem Abschnitt préizisieren wir, was eine Zufallsgrofie ist, und was wir
unter ihrem Erwartungswert und ihrer Varianz verstehen wollen. Auflerdem erldutern wir, was
Unabhéngigkeit von Zufallsgréflen ist.

Wir legen wieder dem gesamten Kapitel einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, p) zu

Grunde.

3.1 Zufallsgrofien

Definition 3.1.1 (Zufallsgréfle). Jede Abbildung X: Q@ — R heifit eine (reellwertige) Zu-
fallsgrofle oder Zufallsvariable.

Beispiel 3.1.2. Die Augensumme bei zwei Wiirfen mit einem fairen Wiirfel ist die auf 2 =
{1,...,6}2 mit der Gleichverteilung definierte Zufallsvariable X : Q — R mit X (i,5) =i + j. ©

Beispiel 3.1.3. Die Anzahl der Erfolge im Bernoulli-Experiment (also 2 = {0,1}" mit ¢(w) =
pi=1@i(1 — p)"2im1@i | wobei p € [0,1] ein Parameter ist; siche Beispiel 1.3.3) ist die Zufalls-
variable X : Q — R, gegeben durch X (w) = > | w;. &

Im Umgang mit Zufallsgrofen haben sich einige sehr handliche Konventionen eingebiirgert.
Wir schreiben X (Q) fiir die (hochstens abzdhlbare) Menge {X (w) € R: w € Q}, das Bild von 2
unter X. Fiir eine Menge A C R ist die Menge X ~!(A) = {w € Q: X(w) € A} (das Urbild von
A unter X) das Ereignis ‘X nimmt einen Wert in A an’ oder ‘X liegt in A’. Wir benutzen die
Kurzschreibweisen

{(XecA)=X"1A) ={we: X(w) e A},
(X=2}=X""{2}) = {weQ: X(w) =2},
(X <2} =X"1((~00,2]) = {w € Q: X(w) < 2}
und so weiter. Statt P({X € A}) schreiben wir P(X € A) etc. Mit P(X € A,Y € B) meinen

21
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wir immer P{X € A} Nn{Y € B}), d.h., das Komma steht immer fiir ‘und’ bzw. fiir den
mengentheoretischen Schnitt.

Definition 3.1.4 (Verteilung einer Zufallsgrofle). Sei X eine Zufallsgrifie, dann ist das
Paar (X(Q),px) definiert durch px(x) = P(X = z), ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
Das induzierte Wahrscheinlichkeitsmafs P o X1, definiert durch Po X1(A) = > 4 px(z),
erfiillt Po X~ Y(A) = P(X € A) fiir alle A C X() und wird die Verteilung von X genannt.

Bemerkung 3.1.5. Wenn man X! als Urbildoperator von der Potenzmenge von X () in
die Potenzmenge von ) auffasst, dann ist P o X! die Hintereinanderausfithrung der beiden
Abbildungen X ~!: P(X(Q)) — P(Q) und P: P(Q) — [0, 1].

Wir kénnen Po X 1(A) = P(X € A) fiir jede Teilmenge von R betrachten und meinen
damit Po X~1(A N X(Q)). &

Je nachdem, ob das Wahrscheinlichkeitsmafl P o X ~! die Binomial-, geometrische oder hy-
pergeometrische Verteilung ist, nennen wir die ZufallsgréfSe X binomialverteilt, geometrisch
verteilt oder hypergeometrisch verteilt, analog fiir jede andere Verteilung. Insbesondere ist also
die Anzahl der Erfolge in einem Bernoulli-Experiment binomialverteilt, und die Wartezeit auf
den ersten Erfolg ist geometrisch verteilt. Letztere Verteilung besitzt eine interessante charak-
teristische Eigenschaft, die (bei oberflichlicher Betrachtung) der Intuition widerspricht: Wenn
man eine grofle Anzahl von erfolglosen Spielen beobachtet hat, erwartet man vielleicht, dass die
Erfolgswahrscheinlichkeit im néchsten Spiel grofier sein sollte, denn im Durchschnitt sollten sich
ja iiber lange Spielserien die Erfolge und Misserfolge im Verhéltnis ihrer Wahrscheinlichkeiten
ausgleichen.! Der niichste Satz zeigt, dass dies ein Trugschluss ist.

Lemma 3.1.6 (Gedichtnislosigkeit der geometrischen Verteilung). Sei X eine geome-
trisch auf N verteilte Zufallsgrifie, und sei n € N. Dann ist fiir jedes k € N

P(X=k)=P(X=n—1+k|X >n).

Insbesondere ist also, wenn man n—1 erfolglosen Spielen beigewohnt hat, die Wahrscheinlich-
keit, fiir den néchsten Erfolg nach genau k weiteren Spielen unabhéngig von n, also unabhéngig
vom bisherigen Spielverlauf.

Beweis. Wir rechnen die rechte Seite explizit aus:

P(X=n-1 X > P(X=n-1
P(X=n—1+k|X>n) = ( n—1+k, _n): ( n—1+k)

P(X > n) ~ P(X =)
_op(l—pnt2 (1 —pkt _
BT i s s L e AU O
— P(X = k).

!Dieser Gedanke wird in Satz 5.1.4 unter dem Namen ‘Gesetz der Grofien Zahlen’ prizisiert werden.



3.2. UNABHANGIGKEIT VON ZUFALLSGROSSEN 23

3.2 Unabhingigkeit von Zufallsgréflen

Wir beginnen mit einer recht allgemeinen Definition der Unabhéngigkeit von diskreten Zufalls-
grofen.

Definition 3.2.1. Sei (X;);c; eine Familie von Zufallsgrifien X;: Q@ — R, wobei I eine be-
liebige Indexmenge ist. Wir sagen, die Familie (X;);er ist unabhéngig (oder auch, die X; mit
i € I seien unabhéngig), wenn fiir jede Familie (A;);er von reellen Mengen A; C R die Familie
der Ereignisse ({X; € Ai})ier unabhdngig ist.

Tatséchlich ldsst das Konzept von diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen, das wir in diesem
Skript behandeln, es nicht zu, mehr als endlich viele unabhéngige Zufallsgréofien zu konstruie-
ren. Die Existenz einer unendlich groflen Familie von unabhéngigen Zufallsgréfien erfordert die
Theorie von Wahrscheinlichkeiten auf iiberabzéhlbar grofien Mengen (die wir spéter behandeln
werden), denn alleine wenn man schon abzéhlbar unendlich viele unabhéingige Zufallsgréfien de-
finieren mochte, die jeweils nur zwei verschiedene Werte annnehmen, sagen wir, 0 und 1, muss
man das auf einer Menge tun, die die Menge {0,1}" (die Menge aller unendlichen Folgen mit
Koeffizienten in {0,1}) enthélt, aber diese Menge ist iiberabzihlbar. Im Folgenden werden wir
also ausschliellich endlich viele unabhéngige Zufallsgrofien betrachten.

Wir bringen zunéchst eine Charakterisierung der Unabhéngigkeit von endlich vielen Zufalls-
groffen. Ausfiihrlicher kénnte man die Unabhéngigkeit von Zufallsgroflen X, ..., X, formulie-
ren, indem man die Giiltigkeit die Produktformel (2.2.1) fiir alle endlichen Teilmengen J von
{1,...,n} und alle Ereignisse der Form {X; € A;} fordert. Das folgende Lemma sagt, dass man
sich zuriick ziehen kann auf einelementige Mengen A; und auf die Wahl J = {1,...,n}. Der
Beweis zeigt, dass man némlich alle anderen Ereignisse aus dieser speziellen Wahl kombinieren
kann durch Vereinigungsbildung.

Lemma 3.2.2. Zufallsgrifien Xq,..., X, sind genau dann unabhdngig, wenn fir alle x1 €
X1(9),..., 2, € X, (Q) gilt:

P(X1 =a1,..., Xn = 2n) = [ [P(Xi = z2).

=1
Beweis.
‘—=": Dies folgt aus einer Anwendung der Definition 2.2.1 auf die Teilmenge J = {1,...,n}
und die Ereignisse {X; = z;}.
‘<=’ Seien Aj,...,A, C R, und sei J eine beliebige nichtleere Teilmenge der Indexmenge

{1,...,n}. Wir zeigen die Giiltigkeit der Produktformel (2.2.1) fiir die Ereignisse {X; € A4;} mit
i € J, wobei wir voraus setzen diirfen, dass A; C X;(€2). Hierzu schreiben wir den Schnitt dieser
Ereignisse als eine disjunkte Vereinigung von Schnitten von Ereignissen der Form {X; = z;} mit
i € {1,...,n}. Auf diese Ereignisse kénnen wir die Produktformel laut Voraussetzung anwenden.

Die Einfithrung der Notation B; = A;, falls i € J, und B; = X;(Q2) sonst, vereinfacht die
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Notation. Also gilt

T Y VR T

ieJ r1€B1,...,xn€By, =1

- > P(ﬁ{Xi = xz}) = > ﬁP(Xi = ;)

T1€B1,...,xn €8y =1 T1€B1,...,xn€Bn 1=1
n n
=11 D P(Xi=x) =[[P(Xi € B) = [[ P(X: € 4).
i=1x2,€B; 1=1 ieJ

O

Beispiel 3.2.3 (Indikatorvariable). Fiir ein beliebiges Ereignis A bezeichnen wir mit 14 die
durch
1, fallswe A,

]1 pu—
AW) {O, falls w ¢ A,

definierte Indikatorvariable auf A. Es folgt leicht aus einer Kombination von Lemma 2.2.6 und
Lemma 3.2.2, dass Ereignisse A4, ..., A, genau dann unabhéngig sind, wenn die Indikatorvaria-
blen 14,,...,14, unabhingig sind. &

n

Beispiel 3.2.4 (Bernoulli-Zufallsgrofien). In einem oft auftretenden Spezialfall nehmen die
unabhéngigen Zufallsgrofien X1, ..., X, die Werte 1 und 0 jeweils mit Wahrscheinlichkeit p bzw.
1 — p an. Man sagt, X1,..., X, sind Bernoulli-Zufallsgréfien. Man kann diese Groéflen auf dem
in Beispiel 1.3.3 (siehe auch Beispiele 2.2.3 und 3.1.3) eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum
(€, q) formal definieren, indem man X;(w) = w; setzt, d.h., X; ist 1, wenn das i-te Spiel einen
Erfolg hatte. Also kann man Bernoulli-Zufallsgrofien auch auffassen als Indikatorvariable auf
unabhéngigen Ereignissen, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit p eintreten. <&

Bernoulli-Zufallsgréfien benutzt man oft, um gewisse Modelle der statistischen Physik zu
definieren:

Beispiel 3.2.5 (Perkolation). Ein Modell fiir die (zufillige) Durchléssigkeit eines porésen Ma-
terials erhélt man auf folgende Weise. Wir sagen, zwei Punkte i und j im Gitter Z¢ sind benach-
bart, und wir schreiben i ~ j, falls sich ¢ und j nur in genau einer Komponenten unterscheiden,
und zwar um 1 oder —1. Wir betrachten eine endliche Box A C Z¢, die den Ursprung enthilt.
Jede Kante zwischen Nachbarn in A habe den Wert ‘offen’ mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1)
und den Wert ‘geschlossen’ sonst. Die Offenheit der Kanten sei unabhéngig. Also haben wir ei-
ne Kollektion von Bernoulli-Zufallsgrofien (X {i,j})i.jeh,ing it Werten in einer zweielementigen
Menge.

Wir denken uns eine Wasserquelle im Ursprung, und das Wasser kann frei entlang offener
Kanten laufen, aber nicht entlang der anderen Kanten. Eine typische Frage, die man sich nun
stellt, ist: ‘Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es an der Oberfliche von A feuchte Punkte?’.
Besonders interessant ist diese Frage im Grenziibergang A T Z¢, d. h., die Frage nach der Existenz
eines offenen Weges nach Unendlich. (Man sagt in diesem Fall, dass die Fliissigkeit durchsickert,
d.h. sie perkoliert.) Eine andere natiirliche Frage ist die nach der erwarteten Anzahl (siche den
niichsten Abschnitt) von durchfeuchteten Zellen in dem Material, und im Fall A T Z¢ die Frage,
ob der feuchte Teil erwartungsgeméf endlich ist oder nicht.
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Es ist klar, dass die Antworten auf diese Fragen nur von p abhéngen, und man erwartet einen
sogenannten Phasentibergang zwischen kleinen und groflen Werten von p, d.h. einen kritischen
Wert von p, an dem die Antworten drastisch umschlagen. &

Ein weiteres Standardmodell der statistischen Physik wird mit Hilfe von abhéngigen Zu-
fallsgrofien konstruiert:

Beispiel 3.2.6 (Ising-Modell). Ein Modell fiir die Magnetisierung eines Stiicks Eisen in einem
Magnetfeld wird folgendermaBen definiert. Wieder sei A C Z? eine endliche Box, und wir definie-
ren die Verteilung von {—1, 1}-wertigen ZufallsgréBen X; mit ¢ € A wie folgt. (Wir interpretieren
X; als die Ladung im Punkt i.) Fiir jede Konfiguration (z;);en € {—1,1}" sei

P((Xi)iea = (xi)ien) = Zglh/\ eXP{ﬁ > wmmi+ hziﬂi},

i,jEN in] i€A

wobei 3,h > 0 Parameter seien und Zgj 5 eine geeignete Normierungskonstante. Das Mafl P
favorisiert Konfigurationen (z;);ca mit vielen Ubergéingen zwischen gleichen Ladungen und mit
vielen positiven Ladungen. Die Parameter 3 bzw. h regeln die Stérke dieser Effekte; insbesondere
ist h die Stérke des dufleren Magnetfeldes. O

Im folgenden Beispiel wird eine Ahnung davon gegeben, dass man bei geometrisch verteilten
Zufallsgrofien sehr viele Wahrscheinlichkeiten explizit ausrechen kann.

Beispiel 3.2.7 (unabhiingige geometrische Zufallsgrofien). Es seien X und Y zwei un-
abhéingige, zum Parameter p € [0,1] geometrisch auf Ny verteilte Zufallsgrofen, d.h., wir ha-
ben P(X = k) = P(Y = k) = (1 — p)¥p fiir jedes k € Ny, und fiir alle k,n € Ny gilt
P(X = kY =n) = P(X = k)P(Y = n). Wir wollen die Wahrscheinlichkeiten gewisser mit
X und Y beschriebener Ereignisse errechnen.

Als Beispiel berechnen wir P(X = Y), also die Wahrscheinlichkeit, dass X und Y den
selben Wert annehmen. Da das Ereignis {X = Y} die disjunkte Vereinigung der Ereignisse
{X =k, Y =k} mit k € Ny ist, erhalten wir

PX=Y)=) PX=kY =k =) PX=EkKPY =k

keNp k€eNg
1
= P2 Z (1 —p)k(l —P)k = P2 Z [(1 —p)Q]k = ]ﬁm
keNg keNp p
_ P
2—p

Als Ubungsaufgabe berechne man die Werte der Wahrscheinlichkeiten P(X < Y), P(X < Y)
und P(X =Y = Z), wobei X, Y und Z drei geometrisch verteilte Zufallsgrofen sind. <&

Wie bei Unabhéngigkeit von Ereignissen gibt es auch einen engen Zusammenhang zwischen
Unabhéngigkeit von Zufallsgrolen und Produktriumen. Im folgenden Lemma charakterisieren
wir die Unabhéngigkeit von Zufallsgroflen mit Hilfe der gemeinsamen Verteilung der Groflen.
Zunichst erklidren wir, was man unter der gemeinsamen Verteilung von mehreren Zufallsgrfien
versteht.
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Definition 3.2.8 (Gemeinsame Verteilung, Randverteilung). Es seien X1,...,X,, Zu-
fallsgriofien. Dann verstehen wir unter der gemeinsamen Verteilung der X, ..., X, die Vertei-
lung des Zufallsvektors X = (X71,...,X,,). Dies ist (analog zu Definition 3.1.4) das Wahrschein-
lichkeitsmap P o XY, das durch px induziert wird, und px wird auf der Bildmenge X () =
{X1(w),..., Xpn(w)): w e Q} definiert durch

px(x1,...,2p) :]P’(X: (xl,...,xn)) =P(X; =21,...,Xn = Zp).

Die Verteilung der einzelnen Zufallsgroffen X; erhdilt man, indem man die i-te Randverteilung
oder Marginalverteilung von px bildet, die gegeben ist durch

P(X; = z;) = px,(z;) = Z px(x1,...,2y), z; € X;().

T1y5Ti—1,Ti4 1500, Tn

Beispiel 3.2.6 enthielt ein Beispiel fiir eine gemeinsame Verteilung von nicht unabhéngi-
gen Zufallsgroflen. Nun folgt der angekiindigte Zusammenhang zwischen Unabhéngigkeit und
Produktverteilungen.

Lemma 3.2.9 (Zufallsvektoren mit unabhiingigen Komponenten). Es seien X1,..., X,
Zufallsgrifien. Dann sind X1, ..., X, genau dann unabhdingig, wenn die Verteilung von X gleich
der Produktverteilung der Verteilungen der X1,..., X, ist.

Beweis. Diese Aussage ist nur eine Umformulierung von Lemma 3.2.2, wie man sich leicht klar
macht. O

In der Situation von Lemma 3.2.9 sagt man, der Zufallsvektor X habe unabhingige Kom-
ponenten Xi,...,X,.

Die folgende Bemerkung ist analog zu Lemma 2.3.2.

Bemerkung 3.2.10. Falls die Zufallsgréfien Xi,..., X, auf eventuell verschiedenen Wahr-
scheinlichkeitsrdumen (Q1,p1),..., (Qn,pn) definiert sind, konnen wir sie auf dem Produkt-
raum (€2,p) der (Q1,p1),...,(2n,pn) (siche Definition 2.3.1) in einer solchen Weise definie-
ren, dass sie unabhéngig sind. Dazu betrachten wir die Zufallsgréfien X {1), ..., X, die durch
X ((wi,-.+,wn)) = Xi(w;) definiert sind. Mit Hilfe der kanonischen Projektion 7;: Q —
kénnen wir auch X ;i) o m; schreiben. Dann ist die Verteilung von X Z-(i) (auf Q) gleich der von X;
(auf €;), wie man sich leicht klar macht. Ferner sind die Variablen X {1), ..., X" unabhingig,
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denn fiir alle xq, ..., x, gilt

P(X{" =a1,..., X0 =a,) = 3 pwi, . wn)
weN: Xi(i)(w):a:iw

= Z Z ﬁpi(wi)

w1 €Q1: X1 (w1)=z1 wn €yt Xn(wn)=zn =1

= H Z pi(wi)

=1 Wieﬂi : Xi(wi):xl
n n
= [IPixi = ) = [[P(X = 0).
i=1 i=1

Hierbei ist p in Definition 2.3.1 eingefiihrt worden, und P und P; sind die zu p bzw. zu p;
gehorigen Wahrscheinlichkeitsmafle auf €2 bzw. auf £2;. &

Aus Familien unabhéngiger Zufallsgrofilen kann man andere Familien unabhéngiger Zufalls-
groBen gewinnen, indem man sie auf disjunkte Weise irgendwie mit einander kombiniert:

Lemma 3.2.11 (Kombinationen unabhingiger Zufallsgréflen). Es sei (X;);cs eine Fa-
milie unabhdngiger Zufallsgrofien, wobei I eine beliebige Indexmenge sei. Ferner seien 11,15, . ..
endliche, paarweise disjunkte Teilmengen von I, und fiir jedes j € N sei Y; eine Zufallsgrofse,
die aus den Zufallsvariablen X; mit i € I; gebildet sei, also Y; = f;((X;)ier;) fiir eine geeignete
Funktion f;. Dann sind die Zufallsvariablen Y; mit j € N unabhdngig.

Beweis. (Wegen der notationellen Unhandlichkeit formulieren wir diesen Beweis nicht voll aus.)

Es seien k € N und y; € Y1(Q),...,yx € Y (), dann miissen wir die Giiltigkeit der Pro-
duktformel P(Y7 = y1,..., Y = yx) = H;?:l P(Y; = y;) zeigen. Um dies zu tun, zerlegen wir das
Ereignis {Y; = y;} zunéchst in eine disjunkte Vereinigung von Ereignissen, die mit Hilfe der X
mit ¢ € I; gebildet werden:

{Y, =y;} = U {(Xi)ier; = (®)ier; }- (3.2.1)
(i)ier;: fi ((xi)ielj):yj

Nun erhélt man einen Ausdruck fiir das Produkt H?:l P(Y; = y;), indem man in (3.2.1) zu den
Wahrscheinlichkeiten iibergeht, die Summenformel fiir disjunkte Vereinigungen benutzt, iiber
j=1,..., k multipliziert und die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse auf der rechten Seite von
(3.2.1) mit Hilfe der Unabhéngigkeit der X; in Produkte von einzelnen Wahrscheinlichkeiten
zerlegt.

Auf der anderen Seite erhélt man analog zu (3.2.1) eine Darstellung des Ereignisses {Y; =
Y1,---, Yk = yr} als disjunkte Vereinigung von Ereignissen, die mit Hilfe von (X;);ey; fiir j €
{1,...,k} gebildet werden. Die Wahrscheinlichkeit dieser Vereinigung errechnet man analog und
stellt durch Vergleich mit dem Resultat der obigen Rechnung fest, dass sie identisch ist mit dem
Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse {Y; = y;}. O

Das folgende wichtige Korollar zu Lemma 3.2.11 erhélt man durch die Wahl von einelemen-
tigen Teilindexmengen:

Korollar 3.2.12. Falls die Zufallsvariablen X; mit i € N unabhdngig sind, so auch die Zufalls-
variablen f;(X;) miti € N, wobei f; beliebige Funktionen sind.
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3.3 Erwartungswerte

Wir fithren einen zentralen Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie ein: den Begriff des ‘erwar-
teten Wertes’ einer Zufallsgrofle. Man erhélt diesen Wert, indem man iiber alle Werte, die die
Zufallsgrofie annehmen kann, mittelt mit den Gewichten, die durch die Einzelwahrscheinlichkei-

ten gegeben sind.

Definition 3.3.1 (Erwartungswert). Wir sagen, eine Zufallsgrifie X : Q@ — R besitzt einen
endlichen Erwartungswert, falls die Reihe ) ., p(w)| X (w)| konvergiert. In diesem Fall schrei-
ben wir auch X € LY(P) (oder auch einfach X € L') und definieren den Erwartungswert von
X als die Zahl

E(X) = 3 p)X ().

weN

In Erweiterung von Definition 3.3.1 kénnen wir auch fiir jede nicht negative Zufallsgrofie X
den Erwartungswert von X als E(X) = > . p(w)X(w) definieren, auch wenn die Reihe diver-
giert. In letzterem Fall setzen wir E(X) = oco. In der selben Weise kénnen wir auch Zufallsgrofien
behandeln, die nach unten beschrinkt sind oder nach oben beschrankt.

Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz der Reihe ) . p(w)X(w) sichert, dass der
Wert dieser Reihe nicht von der gewéhlten Aufzdhlung von € abhingt. Aulerdem impliziert sie
etliche Rechenregeln, die man vom Begriff des Erwartungswertes erwartet:

Lemma 3.3.2 (Eigenschaften des Erwartungswertes). (a) Eine Zufallsgrifie X liegt ge-
nau dann in L, wenn die Reihe > zex (@) [2[P(X = z) konwergiert. In diesem Fall gilt

E(X) = > pex(o) *P(X =),
(b) Falls X,Y € L' mit X <Y, so gilt E(X) <E(Y). (Monotonie des Erwartungswertes)

(c) Falls X,Y € LY und c € R, so ist X +cY € L1, und es gilt E(X +cY) = E(X) + cE(Y).
(Linearitit des Erwartungswertes)

(d) Falls X,Y € L' unabhingig sind, so ist auch XY € L', und es gilt E(XY) = E(X)E(Y).
(Produktregel bei Unabhéngigkeit)

Beweis.
(a) Die erste Aussage wird gezeigt durch die Rechnung

Yo X =)= Y fel Y pw)= DY D [X(@)pw)

z€X(Q) z€X(Q) w: X(w)=z zeX(Q)w: X(w)=z
=Y [XW)lpw),
we

und die zweite Aussage folgt aus einer Wiederholung dieser Rechnung ohne Betragstriche.
(b) folgt mit Hilfe von (a) aus den Regeln fiir absolut konvergente Reihen.

(¢) folgt mit Hilfe von Definition 3.3.1 aus den Rechenregeln fiir absolut konvergente Reihen.
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(d) Wir spalten auf nach allen Werten von X:

D EPXY =2) =Y > P(XY =2, X =2)= Y [z[P(X =2,V = z/x)

240 x,27#0
= > el yP(X =2, Y =y) = > || [y[P(X = 2)P(Y =y)
z,y#0 z,y#0
=Y eP(X =) ) [yP(Y =),
z y

wobei wir im vorletzten Schritt die Unabhéngigkeit von X und Y benutzten. Dies zeigt, dass
XY € £'. Die behauptete Gleichung folgt durch eine Wiederholung der obigen Rechnung ohne
Betragstriche. O

Fiir die Behandlung des Erwartungswertes von zusammengesetzten Zufallsgrofien ist das
folgende Lemma niitzlich. Wir erinnern an die Definition 3.2.8.

Lemma 3.3.3. Es seien X1,...,X, Zufallsgrofien, und es sei g: X1(Q2) x --- x X,(Q) - R
eine Abbildung. Dann existiert der Erwartungswert der Zufallsgrifie Y = g(X1,...,X,) = go
(X1,...,X,) genau dann, wenn die Reihe

Z Z g(x1,...,zn)P(Xh =21,..., Xy, = )

1’1€X1(Q) :BnEXn(Q)

absolut konvergiert, und der Wert der Reihe ist dann gleich E(Y).

Beweis. Wir machen Q' = X;1(2) x -+ x X,(2) zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (', p’),
indem wir p/(z1,...,2,) = P(X1 = 21,..., X, = x,) setzen. Dann ist die Verteilung von g auf
Y identisch mit der von Y auf Q. Also folgt die Aussage aus Lemma 3.3.2(a). g

Nun bestimmen wir die Erwartungswerte einiger wichtiger Verteilungen.

Beispiel 3.3.4 (Erwartungswert der Binomialverteilung). Sei X eine binomialverteilte
ZufallsgroBe, also P(X = k) = Bi, (k) = (})p"(1 — p)" " fiir k € {0,...,n}, wobei n € Ny und
p € [0,1]. Es ist durchaus moglich, den Erwartungswert von X mit Hilfe von Lemma 3.3.2(a)
zu berechnen (Ubungsaufgabe: Man fithre dies durch), doch wir schlagen einen weniger rech-
nenaufwéndigen Weg ein, indem wir Lemma 3.3.2(c) benutzen. Wir erinnern uns (siche Beispie-
le 3.1.3 und 3.2.4), dass wir X auf dem Raum Q = {0,1}" mit g(w) = pZi=1¥i(1 — p)*~Li=1 %
definieren kénnen, indem wir X (w) = Y ' ; w; setzen. Mit anderen Worten, wir haben X =
> i1 X; mit den in Beispiel 3.2.4 definieren Bernoulli-Gréfien. Jedes X; nimmt die Werte 1 und
0 mit Wahrscheinlichkeit p bzw. 1—p an, also sieht man leicht, dass E(X;) = 1-p40-(1—p) = pist.
Mit Hilfe der Linearitéit des Erwartungswertes erhélt man also leicht, dass E(X) = Y"1 | E(X;) =
np. &

Beispiel 3.3.5 (Erwartungswert der geometrischen Verteilung). Es sei X eine zum
Parameter p € (0,1) auf N geometrisch verteilte Zufallsgrole, also P(X = k) = Geop(k) =
p(1 — p)¥! fiir k¥ € N. Zur Berechnung des Erwartungswertes von X (und fiir viele andere

Berechnungen fiir geometrisch verteilte Zufallsgréfien) ist der folgende Trick sehr hilfreich. Eine

gliedweise Differenziation der Identitit Y o, 2¥ = <% nach z fiir |2| < 1 liefert die Gleichung

S kbl = (1jx)2 . Eine Anwendung auf z = 1 —p liefert dann mit Hilfe von Lemma 3.3.2(a):

E(X)=Y kP(X=k)=p> k(l-p)'=ps=-.
k=1 k=1 p p
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Eine auf Ny = NU {0} geometrisch verteilte Zufallsgroie hat die Verteilung von X — 1, also den
Erwartungswert % — 1. &

Beispiel 3.3.6 (Erwartungswert der Poisson-Verteilung). Sei X eine zum Parameter
a > 0 Poisson-verteilte Zufallsgroe, also P(X = k) = %Te*a fiir k € Ng. Der Erwartungswert
von X kann leicht mit Lemma 3.3.2(a) berechnet werden:

o k x  _k
- - _ —« @ o —a Oé_ o
E(X)—ZkIP’(X—k:)—e Z(k_l)!—ae Zk!—a,
keNg k=1 k=0
wobei wir im vorletzten Schritt eine Laufindexverschiebung durchfiihrten. &

Beispiel 3.3.7. Wir erinnern an die in Beispiel 2.2.8 eingefiihrte Verteilung auf N, die durch
q(k) = k=3¢(s)~! gegeben ist, wobei s > 1. Da die Reihe > ren kq(k) genau dann konvergiert,
wenn s > 2, existiert der Erwartungswert dieser Verteilung also nur im Fall s > 2. Thr Wert ist

dann (s —1)/{(s). <&

Die folgende Formel ist manchmal hilfreich, wenn eine Ny-wertige Zufallsgroie X nur durch
Angabe ihrer ‘Schwénze’ P(X > k) gegeben ist. (Letzteres ist manchmal einfacher, weil man
bei dieser Festlegung der Verteilung von X nicht auf Normierung achten muss, sondern nur auf
Monotonie.)

Lemma 3.3.8. Der Erwartungswert einer No-wertigen Zufallsgrifie X (egal, ob er endlich ist
oder nicht) ist gegeben durch

E(X) = ip(x > k).
k=0

Beweis. Ubungsaufgabe. O

3.4 Varianzen

Die Kenngrofle ‘Erwartungswert’ gibt natiirlich bei weitem keine erschépfende Information iiber
die ZufallsgroBe. Eine niitzliche zusétzliche Information ist zum Beispiel die Antwort auf die
Frage, wie stark die Zufallsgréfle im Durchschnitt von ihrem Erwartungswert abweicht. Eine
Kenngrofle, die dies angibt, ist die Varianz.

Definition 3.4.1. FEs sei X eine Zufallsgrifie mit existierendem Erwartungswert E(X) sowie
mit E(X?) < oco. Die Varianz von X ist der Ausdruck

V(X) =) (z - EX))’P(X =z) € [0,00),

T

und die Standardabweichung von X als S(X) = /V(X).

Man sieht leicht mit Hilfe von Lemma 3.3.2(a) ein, dass V(X) der Erwartungswert der
Zufallsgrofe w — (X (w) — E(X))? ist, also

V(X) = E((X — E(X))?).
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Beispiel 3.4.2 (Varianz einer Gleichverteilung). Wenn eine Zufallsgroffe X auf einer n-

elementigen Menge {z1,...,z,} gleichverteilt ist, so sind
BOO =230 wd V00 = 23 - B0
—ntlxz un —nAlml .
1= 1=

Also ist E(X) der Mittelwert der z1,...,x,, und V(X) ist die mittlere quadratische Abweichung
davon. >

Beispiel 3.4.3 (Varianz der Bernoulli-Verteilung). Eine Bernoulli-verteilte Zufallsgrofie
X nimmt die Werte 1 und 0 mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] bzw. (1 —p) an. Also ist E(X) = p,
und die Varianz berechnet sich nach Definition 3.4.1 zu V(X) = (0 — E(X))?P(X = 0) + (1 —

E(X))*P(X =1) =p*(1 —p) + (1~ p)’p = p(1 — D). o
Die Varianz einer binomialverteilten Zufallsgréfle kann man durchaus unter Verwendung

der Definition 3.4.1 direkt berechnen, aber in Beispiel 3.5.4 werden wir einen eleganten Weg
prasentieren.

Finige einfache Eigenschaften der Varianz sind im folgenden Lemma aufgelistet.

Lemma 3.4.4. Es seien X,Y € £1.
(a) Die Varianz von X emistiert genau dann, wenn E(X?) < co. In diesem Fall schreiben wir

X € L2, und es gilt die Formel
V(X) =E(X?) - E(X)%

(b) Seien a,b € R. Falls die Varianz von X ezistiert, dann auch die von a + bX, und es gilt
V(a+bX) = b*V(X).

(c) Falls X und Y unabhdngig sind mit existierenden Varianzen, dann ezistiert auch die Va-
rianz von X +Y, und es gilt V(X +Y) = V(X) + V(Y). (Satz von Bienaymé)

(d) Falls V(X) existiert und V(X) = 0 ist, so existiert ein v € R mit P(X = z) = 1.

Beweis.
(a): Wegen

(z —EB(X))*P(X = z) = 2°P(X = z) — 2eE(X)P(X = z) + B(X)’P(X = z)

ist die erste Behauptung klar, denn die absolute Konvergenz von ) zP(X = z) ist vorausgesetzt
und die von ) P(X = z) ist klar. Die behauptete Gleichung erechnet man leicht, indem man
die obige Beziehung iiber z summiert und zusammenfasst.

(b): Dies errechnet sich leicht mit Hilfe von (a) und der Linearitit des Erwartungswertes.

(c¢): Wir benutzen (a) fiir X + Y und multiplizieren aus und erhalten
V(X 4+Y) =E(X?) +2E(XY) + E(Y?) - E(X)? - 2E(X)E(Y) — E(Y)%

Nun sehen wir mit Hilfe von Lemma 3.3.2(d), dass die rechte Seite gleich E(X?2) — E(X)? +
E(Y?) — E(Y)? ist, nach (a) also gleich V(X) + V(Y).

(d): Dies sieht man leicht aus der Definition 3.4.1: Falls V(X) = 0, so muss fiir jedes z € R
entweder z = E(X) oder P(X = z) = 0 sein.

0
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Beispiel 3.4.5 (Varianz der Poisson-Verteilung). Die Varianz einer zum Parameter o > 0
Poisson-verteilten Zufallsgrofie X (siehe Beispiel 3.3.6) ist V(X) = a. (Ubungsaufgabe) <&

Beispiel 3.4.6 (Varianz der geometrischen Verteilung). Als Ubungsaufgabe berechne
man die Varianz einer geometrisch verteilten Zufallsgrofie. (Man verwende den in Beispiel 3.3.5
erlduterten Trick ein zweites Mal.) &

Die Varianz bzw. der Erwartungswert besitzt die folgende Minimaleigenschaft:

Lemma 3.4.7 (Minimale quadratische Abweichung). Fiir jede Zufallsgrifie X € L? gilt
die Abschdtzung
E((X —a)?) > V(X), a €R,

mit Gleichheit genau dann, wenn a = E(X).

Beweis. Mit Hilfe der Linearitéit des Erwartungswerts errechnet man leicht, dass E((X —a)?)
V(X) + (a — E(X))? fiir jedes a € R. Also ist die Aussage evident.

ol

3.5 Kovarianzen

In diesem Abschnitt stellen wir eine Kenngrofie vor, die iiber die Abhéngigkeiten zweier gege-
bener Zufallsgroflen eine gewisse Aussage macht.

Definition 3.5.1. Es seien X und Y zwei Zufallsgroffen mit existierenden Varianzen. Die
Kovarianz von X und Y ist die Zahl cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Wir nennen X undY
unkorreliert, falls cov(X,Y) = 0.

Die Kovarianz ist wohldefiniert, denn der Erwartungswert von XY existiert auf Grund der
Abschitzung 2| XY| < X2 + Y2 und Lemma 3.4.4(a).

Einige evidente Eigenschaften der Kovarianz werden nun gesammelt:

Lemma 3.5.2. (a) Fir je zwei Zufallsgroffen X und Y mit existierenden Varianzen gilt
cov(X,Y) = E((X —EX))(Y — E(Y)))

Insbesondere gelten cov(X, X) = V(X) und cov(X,Y) = cov(Y, X), und cov(-,-) ist linear
in jedem der beiden Argumente.

(b) Fiir je n Zufallsgrifen Xq,..., X, gilt

n

V(i Xi) - iwxi) + 3 cov(Xi, X;).

ij=1
i#]

(c) Falls X und Y wunabhdngige Zufallsgrifien mit existierenden Varianzen sind, so sind X
und Y unkorreliert.
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Beweis. Ubungsaufgabe. O

Aus der ersten Beziehung in Lemma 3.5.2(a) folgt auch, dass sich die Kovarianz von X und
Y nicht dndert, wenn zu X oder Y Konstanten addiert werden.

Die Aussage in Lemma 3.5.2(c) kann nicht ohne Weiteres umgekehrt werden, wie das folgen-
de Beispiel zeigt. Wir betrachten auf 2 = {—1,0,1} mit der Gleichverteilung die Zufallsgrofie
X, gegeben durch X (w) = w. Als Ubungsaufgabe vergewissere man sich, dass die beiden Zu-
fallsgrofen X und | X| zwar unkorreliert, aber nicht unabhéngig sind.

Eine direkte Folgerung aus Lemma 3.5.2(b) ist die folgende Aussage.

Korollar 3.5.3 (Satz von Bienaymé). Fiir paarweise unkorrelierte Zufallsgrifien Xy, ..., X,
mit ezistierenden Varianzen gilt V(X1 +---+ X)) = V(X1) +--- + V(X,,).

Beispiel 3.5.4 (Varianz der Binomialverteilung). Im Kontext von Beispiel 3.3.4 wissen wir
schon aus Beispiel 3.4.3, dass V(X;) = p(1 — p). Da die Zufallsgréfien X7, ..., X,, unabhéngig
sind, erlaubt der Satz von Bienaymé, die Varianz von X wie folgt zu berechen: V(X) = V(X +
e+ X)) =V(Xq) 4+ + V(X)) =np(1 —p). <&

Die folgende Minimaleigenschaft der Kovarianz ist manchmal hilfreich, wenn man eine (even-
tuell schwer zugingliche) Zufallsvariable Y mit Hilfe einer linearen Funktion einer (leichter zu
erhaltenden) Zufallsvariablen X annihern mochte.

Lemma 3.5.5 (Beste lineare Vorhersage). FEs seien X,Y € £2 mit V(X) = 1. Dann wird
die quadratische Abweichung

E((Y —a—bX)?)

zwischen Y und der linearen Funktion a + bX von X minimiert genau fir b = cov(X,Y) und
a=E(Y —bX). Falls insbesondere X und Y unkorreliert sind, so hingt die Losung b =0 und
a =E(Y) nicht von X ab.

Beweis. Eine Ausnutzung der Linearitéit des Erwartungswertes zeigt, dass der betrachtete Aus-
druck ein Polynom zweiter Ordnung in a und b ist, das im Unendlichen gegen Unendlich geht
und daher sein Minimum an der Nullstelle des Gradienten annimmt. Diese Nullstelle ist durch
die behaupteten Gleichungen bestimmt. O

Eine der wichtigsten Ungleichungen ist die folgende.

Satz 3.5.6 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir je zwei Zufallsgrifien X und Y gilt

E(XY) < E(X2) VE(Y?2).

Gleichheit gilt genau dann, wenn es reelle Zahlen a, b gibt, die nicht beide Null sind, sodass
P(aX +bY =0) =1, d. h. wenn X undY konstante Vielfache von einander sind.

Beweis. Wir setzen a = E(Y?) und 8 = E(XY). Wir diirfen annehmen, dass a > 0, denn
sonst wiare P(Y = 0) = 1, also auch E(XY) = 0, und die behauptete Ungleichung stimmt
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trivialerweise. Nun errechnen wir durch Ausmultiplizieren und mit Hilfe der Linearitét des Er-
wartungswertes:

0 <E((aX — BY)?) = o*E(X?) — 2a8E(XY) + °E(Y?)
= a(E(X?)E(Y?) — E(XY)?).

Da « > 0, folgt die behauptete Ungleichung.

Falls Gleichheit gilt, so ist der Erwartungswert von (aX — BY)? gleich Null, also folgt
P(aX — Y = 0) = 1. Falls @ > 0, so kénnen wir & = a und § = b wihlen. Falls a = 0, so
konnen wir ¢ = 0 und b = 1 wéhlen. U

Aus einer Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Zufallsgrofien X — E(X)
und Y — E(Y") folgt insbesondere die Ungleichung

1< cov(X,Y) -1
- SX)SY) —

fir alle Zufallsgroflen X und Y, deren Varianzen existieren, wobei wir daran erinnern, dass
S(X) = +/V(X) die Standardabweichung von X ist.

Die Bedingung cov(X,Y) > 0 bedeutet, dass eine Tendenz vorliegt, nach der das Ereignis
{X > E(X)} ofter mit dem Ereignis {Y > E(Y)} zusammen auftritt als mit {Y < E(Y)}. Man
sagt, X und Y seien positiv korreliert. Das impliziert allerdings noch lange nicht, dass X eine
(Mit-)Ursache fiir Y ist oder umgekehrt, auch wenn dieser Fehlschluss oft und gerne gemacht
wird.

3.6 Faltungen

Wenn X und Y zwei unabhéngige Zufallsgrofien sind, was ist dann die Verteilung der Summe
X 4+ Y? Wir geben eine Antwort durch Summation iiber alle Werte, die X annehmen kann.
Die Ausnutzung der Unabhéngigkeit fithrt uns auf natiirliche Weise zum Begriff der Faltung.
In diesem Abschnitt werden wir nur Z-wertige Zufallsgroflen betrachten. Daher ist die Menge Z
der natiirliche Indexbereich der von uns betrachteten Folgen.

Definition 3.6.1. Die Faltung zweier absolut summierbarer Folgen a = (ay)zez und b =
(by)yez ist die Folge ¢ = (c.).ez, die gegeben ist durch c, = ) _;azb. . Wir schreiben
c=axb.

Man sieht leicht, dass a x b = b* a und dass a * b eine absolut summierbare Folge ist, wenn
a und b dies sind.

Satz 3.6.2 (Faltungssatz). Seien X und Y zwei unabhingige Z-wertige Zufallsgrifien mit
Verteilungen px und py, d.h. px(x) = P(X = z) und py(y) = P(Y = y) fir alle z,y € Z.
Dann ist die Verteilung von X +Y gleich der Faltung px*py, d. h. P(X+Y = 2) = (px*py)(2)
fiir alle z € Z.
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Beweis. Wir summieren iiber alle Werte, die X annehmen kann, und erhalten fiir alle z € Z:

PX+Y=2)=> P(X=2,Y=z-2)=) PX=2)P(Y =2-2)

z€Z TEZ
— pr(x)py(z —z) = (px *py)(2).
TEZ

0

Beispiel 3.6.3 (Binomialverteilung). Die Summe zweier unabhéngiger binomialverteiler Zu-
fallsgroflen zu den Parametern ny und p bzw. ny und p ist eine zu den Parametern ny 4+ no und
p binomialverteilte Zufallsgrofle. Dies sieht man am einfachsten ein, indem man die beiden Zu-
fallsgrofien jeweils als Summe von n; bzw. ng unabhéngigen Bernoulli-Zufallsgréoien darstellt.
Man sagt, die Familie der zum Parameter n binomialverteilten Zufallsgréfen (mit festem zweiten
Parameter p) bildet eine Faltungshalbgruppe.

Als eine Anwendung von Satz 3.6.2 beweisen wir die eingangs erwahnte Aussage noch einmal,
indem wir zeigen, dass Bi,, , % Biy, p = Bin,4nsp gilt, wobei wir die Folge Bi,,, (die ja nur auf
{0,...,n} definiert ist) trivial mit Null zu einer Folge mit Indexmenge Z fortsetzen.

Es sei also k € {0,...,n1 + ns}, dann gilt

Bip, p* Biny p(k) = Z Biy, p(1)Bin, p(k — 1)
leZ
min{n,k
_ G niy ni—l{ T2 k—1 na—k+1
= > p'(1-p) ) -p)
l k—1
l=max{0,k—n2}
min{ni,k} (nl) ( na )
= Bin, tnop(k) Y L/ b

e
l=max{0,k—n2} (nl k n2)

wie eine direkte Rechnung ergibt. Nun beachte man, dass der Quotient hinter dem Summenzei-
chen die hypergeometrische Wahrscheinlichkeit mit Parametern ni, no und k ist, ausgewertet in
l. Da der Summationsbereich genau derjenige ist, auf der diese Verteilung definiert ist, ist also die

Summe gleich Eins. Dies beweist die Behauptung Biy,, ,*Bin, p = Bin,4n,p auf {0,...,n1 +ns},
und man sieht leicht, dass sie trivialerweise auch in Z \ {0,...,n; + no} erfiillt ist. &
Beispiel 3.6.4 (Negative Binomialverteilung). Es seien Xi,...,X,, unabhingige, zum

Parameter p € (0,1) auf Ny geometrisch verteilte Zufallsgrofen (siche Beispiel 1.3.5), also
P(X; = k) = p(1 — p)* fiir & € Ng. Wir setzen X = X; +--- + X,,, also hat X die Vertei-
— %

lung Geopn, womit wir die n-fache Faltung der geometrischen Verteilung auf Ny bezeichnen.

Wir behaupten, dass die Verteilung von X identifiziert wird als

P<X=k>=(”*’;‘1>p"<1—p>k:(‘k”)pwp—l)k:Negn,p(k), keNp,  (361)

wobei

n € (0,00),

<_kn> RO R C s MG R 20))

der allgemeine Binomialkoeffizient ist. Die Verteilung Neg,, ,, ist unter dem Namen negative
Binomialverteilung zu den Parametern p und n bekannt. Sie kann ohne Probleme auch fiir
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beliebiges n € (0, 00) definiert werden, besitzt aber die Interpretation als Summe von geometrisch
verteilten Zufallsgrofen nur fiir natiirliche Zahlen n. Insbesondere ist Neg, ,, = Geo,,.

Wir bieten nun zwei Wege an, die Faltungsformel
%N
Geo,, = Neg,,,

fir n € N zu zeigen, ein dritter Weg (der sogar fiir alle n € (0,00) funktioniert), folgt in
Beispiel 3.7.11. Der erste Weg macht Gebrauch von der oben erwihnten Interpretation von
X; + 1 als die Wartezeit nach dem (i — 1)-ten bis zum i-ten Erfolg in einem unendlich langen
Bernoulli-Experiment. Dann ist also X +n die Wartezeit auf den n-ten Erfolg, gerechnet ab dem
Beginn der Serie. Also ist das Ereignis {X = k} = {X +n = k+n} das Ereignis, dass unter den
ersten k+mn — 1 Spielen genau n — 1 Erfolge und k& Misserfolge sind und dass das (n + k)-te Spiel
erfolgreich ist. Jede einzelne dieser Serien der Linge n + k hat die Wahrscheinlichkeit p™(1 —p)¥,
und es gibt genau ("_;J“k) solche Serien. Dies zeigt, dass die Verteilung von X tatséchlich durch
die Formel in (3.6.1) gegeben ist.

Der zweite Weg benutzt den Faltungssatz und eine kombinatorische Uberlegung. Man er-
rechnet leicht, dass fiir ny,ne € N gilt:

Neg,,, ,* Neg,, (k) = > Neg,, ()Neg,, ,(k—1I)
lEZ

k
np—14+10\ , ng—1+k—-1\ , _
:Z<1z )pl(l—p)l<2 o )pg(l—p)kl

=0

()
= Nengrnz ,p(k) Z (n1+n2*1+k)
1=0 k

Dass die Summe {iber | den Wert Eins hat, sieht man folgendermaflen ein. Die Zahl (n1—11+l) ist
die Anzahl der Moglichkeiten, nq Einsen und [ Nullen hinter einander in eine Reihe zu legen,
so dass die Reihe mit einer Eins endet. Analog ist ("Tkljlk_l) die Anzahl der Moglichkeiten, no
Finsen und k£ — [ Nullen in eine Reihe zu legen, so dass sie mit einer Eins endet. Wenn man
je eine solche Reihe hintereinander legt fiir irgendein [ € {0,...,k}, so erhilt man eine Reihe
mit nq + no Einsen und k& Nullen, die mit einer Eins endet. Anders herum kann man jede solche

Reihe eindeutig aufspalten in zwei Reihen mit ni bzw. ny Einsen und [ bzw. k — [ Nullen fiir ein

geeignetes [ € {0,...,k}, so dass diese beiden Teilreihen jeweils mit einer Eins enden. Dies zeigt
. . . k n1—1+0\ (mo—1+k—1 _ ni1+ns—1+k .
auf kombinatorische Weise, dass >, ( ! )( Pl ) = ( A ) fiir n1,n9 € Ng. &

Beispiel 3.6.5 (Poisson-Verteilung). Eine weitere Faltungshalbgruppe ist die der Poisson-
Verteilungen: Die Summe zweier unabhéngiger zum Parameter a > 0 bzw. § > 0 Poisson-
verteilter Zufallsgroflen ist eine zum Parameter a4+ § Poisson-verteilte Zufallsgrofie. Den Beweis
fithrt man wiederum mit Hilfe von Satz 3.6.2 (Ubungsaufgabe). Ein eleganterer Beweis folgt in
Beispiel 3.7.12. <

3.7 Erzeugende Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliefilich Verteilungen auf Ny = {0,1,2,...,} und
kombinieren ihre Betrachtung mit der gewisser Potenzreihen. Auf diesem Wege setzen wir einige
bekannte Ergebnisse aus der Analysis fiir die Beschreibung von Zufallsgrofien ein.
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Definition 3.7.1 (erzeugende Funktion). Die erzeugende Funktion einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung (pr)ren, auf No ist die Funktion o, die gegeben ist durch

o(s) = Z prs”, |s| < 1.

keNp

Bemerkung 3.7.2. Da die Reihe der p; absolut konvergiert, hat die zugehorige erzeugende
Funktion ¢ mindestens den Konvergenzradius Eins, d. h., sie konvergiert mindestens im Innern
des (komplexen) Einheitskreises. Insbesondere kann man die Potenzreihe beliebig oft im Intervall
(—1,1) gliedweise differenzieren. Auf Grund des Satzes von Taylor kann man aus der erzeugenden
Funktion mit Hilfe der Formel
™ (0)
P =" k € No,
eindeutig die Koeffizienten pj, erhalten, wobei ¢*) die k-te Ableitung bedeutet. Es besteht also
ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen der Verteilung und ihrer erzeugenden Funktion. <&

Beispiel 3.7.3 (Binomialverteilung). Fiir n € N und p € [0, 1] ist die erzeugende Funktion
der Binomialverteilung zu den Parametern n und p (siehe Beispiel 1.3.4) gegeben durch

n

o(6) = DBy = 3 (1 )H1 = hs = (1t
k=0

k=0
wobel wir den binomischen Lehrsatz benutzten. O

Beispiel 3.7.4 (Negative Binomialverteilung). Die erzeugende Funktion einer negativ zu
den Parametern n € (0,00) und p € [0, 1] binomialverteilten Zufallsgroie X (siche Beispiel 3.6.4)
errechnet man als

o(s) =p" Z <_]€n> (p—1)ksk = <1++;_8)n Z Neg,,, 145p—s(k) = <1++§_S)n,

keNp keNg

zunéichst nur fiir s € R mit 1 4+ sp — s € (0,1]. Doch da beide Seiten der Gleichung analytisch
im Einheitskreis sind, gilt sie auch dort. &

Beispiel 3.7.5 (Poisson-Verteilung). Die erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung zum
Parameter o € (0,00) (siehe Beispiel 1.3.6) ist gegeben durch
k -« a” k —a(l-s)
©o(s) = Z Po, (k)s" = Z ety =e .

keNg keNg

&

Da die erzeugende Funktion die Verteilung eindeutig fest legt, ist es klar, dass auch der
Erwartungswert und die Varianz der Verteilung mit Hilfe der erzeugenden Funktion ausgedriickt
werden kénnen. Mit E(P) = Yo, kpr und V(P) = Y- oy, (k — E(P))?pr bezeichnen wir den
Erwartungswert und die Varianz einer Verteilung P = (px)ken, auf No.
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Satz 3.7.6. Es sei P = (pi)ken, eine Verteilung auf No mit erzeugender Funktion ¢.
(i) E(P) existiert genau dann, wenn ¢'(1—) = limgyy ¢'(s) existiert, und dann gilt E(P) =
¢'(1-).
(ii) V(P) existiert genau dann, wenn ¢"(1-) = limg; ¢”(s) existiert, und dann gilt V(P) =
¢"(1-) — E(P)* + E(P).

Beweis.
(i) Fiir |s] < 1 existiert ¢'(s), und fiir s 7 1 gilt

¢'(s) = Z prks®1 1 Z prk = E(P).

keNg keNg
(ii) Fiir |s| < 1 existiert ¢”(s), und fiir s 7 1 gilt

" (s) = Z prk(k—1)s"721 Z pre(k? — k).

keNg keNg

Es ist leicht zu sehen, dass die Reihe Y, o, pr(k* —k) genau dann konvergiert, wenn Y, - prk?
konvergiert, d. h., wenn V(P) existiert. In diesem Fall errechnet man leicht, dass

¢"(1-) ~E(P)? + E(P) = ) pek? —E(P)* = V(P).
keNp

O

Beispiel 3.7.7. Indem man die in den Beispielen 3.7.3 bzw. 3.7.5 errechneten erzeugenden
Funktionen der Binomial- bzw. Poisson-Verteilung bei Eins ein bzw. zwei Mal differenziert, erhalt
man als eine Ubungsaufgabe, dass sie die Erwartungswerte np bzw. a und die Varianzen np(1—p)
bzw. a besitzen. (Natiirlich stehen diese Ergebnisse in Ubereinstimmung mit Beispielen 3.3.4
und 3.5.4 bzw. 3.3.6 und 3.4.5.) &

Den Zusammenhang zwischen Verteilungen auf Ny und den zugehérigen erzeugenden Funk-
tionen kann man auch ausniitzen bei der Behandlung von Summen unabhéngiger Zufallsgréfien.
Wir bezeichnen nun die erzeugende Funktion einer Verteilung P = (pg)ren, auf No mit ¢p. Die
erzeugende Funktion px einer Ng-wertigen Zufallsvariablen X ist definiert als die erzeugende
Funktion der Verteilung von X, also

Px(s) = ppox-1(s) = Z P(X = k)s® = E(s¥), |s| < 1.
keNy

Wir erinnern daran (siehe Abschnitt 3.6), dass die Faltung P; x P zweier Verteilungen P;
und P, auf Ny die Verteilung der Summe zweier unabhéngiger Zufallsgrofien mit Verteilung
P bzw. P ist. Es stellt sich heraus, dass die erzeugende Funktion dieser Summe gleich dem
punktweisen Produkt der beiden erzeugenden Funktionen ist:
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Satz 3.7.8 (Faltung und Unabhingigkeit). (i) Fiir je zwei unabhingige No-wertige Zu-
fallsgrofien X1 und Xo gilt

SDX1+X2(5) = ¥Xx (5)90X2 (5)7 |5| <1l
(ii) Fir je zwei Verteilungen Py und Ps auf Ng gilt

SDP1*P2(5) = $p (5)901:'2 (5)7 |5’ <

Beweis. (i) Nach Korollar 3.2.12 sind auch die beiden Zufallsvariablen s*! und sX2 unabhingig.
Nach dem Produktsatz fiir Erwartungswerte bei Unabhéngigkeit (siche Satz 3.3.2(d)) haben wir

Px14X2(8) = E(3X1+X2) = E(SXl SXQ) = E(SXl )E(SXQ) = ¢x,(5)Px, ().
Die Aussage in (ii) ist der Spezialfall von (i) fiir identische Zufallsgrofen X7 und Xo. O

Bemerkung 3.7.9. Den Satz 3.7.8 kann man statt auf probabilistischem Wege auch mit Hilfe
aus der Analysis beweisen, wenn man benutzt, dass das punktweise Produkt ¢ x, (s)¢x, (s) wieder
eine Potenzreihe ist, deren Koeffizientenfolge die Faltung der Koeffizientenfolgen von ¢ x, (s) und
©x,(s) sind, also

oo
QDX1 QOXQ <ZpX1 ) (ZPXQ ) Z le *pXQ )Sk
k=0

= 219)(1+X2(/~’5)81C = ¢x,+x:(8),

wobei im vorletzten Schritt der Faltungssatz 3.6.2 benutzt wurde. <&

Die bemerkenswerte Aussage von Satz 3.7.8 gibt uns ein weiteres Mittel in die Hand, Ver-
teilungen von Summen unabhéngiger Zufallsgrofien zu identifizieren:

Beispiel 3.7.10 (Binomialverteilung). Die erzeugende Funktion der Binomialverteilung mit
Parametern n und p (siehe Beispiel 3.7.3) ist offensichtlich das n-fache Produkt der erzeugenden
Funktion einer Binomialverteilung mit Parametern 1 und p. Dies reflektiert die bekannte Tat-
sache (siehe Beispiel 3.6.3) dass eine binomialverteilte Zufallsgrofie eine Summe unabhéingiger
Bernoulli-Zufallsgréfien ist, oder auch die Summe unabhéngiger binomialverteilter Zufallsgréfien
mit gewissen Parametern. O

Beispiel 3.7.11 (Negative Binomialverteilung). Wie man im Beispiel 3.7.4 gesehen hat,
ist auch die erzeugende Funktion der Negativen Binomialverteilung mit Parametern n € (0, 00)
und p € [0,1] die n-te Potenz derselben Verteilung mit Parametern 1 und p. Daher ist die
Summe unabhéngiger negativ zu den Parametern n; € (0,00) und p bzw. ny € (0,00) und p
binomialverteilter Zufallsgréfien negativ binomialverteilt zu den Parametern nq + no und p. Also
gilt insbesondere die Faltungsformel

Negnhp * Negng,p = Negn1+n27p7

die wir in Beispiel 3.6.4 nur fiir natiirliche Zahlen n; und ny bewiesen. &
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Beispiel 3.7.12 (Poisson-Verteilung). Ein sehr eleganter und kurzer Beweis fiir die Tatsache
(siehe Beispiel 3.6.5), dass die Summe zweier unabhéngiger Poisson-verteilter ZufallsgroBen X
und Y mit Parametern o und 3 Poisson-verteilt ist mit Parameter o + 3, ist nun mit Satz 3.7.8
und Beispiel 3.7.5 moglich: Die erzeugende Funktion der Summe ist gegeben durch
x4y (5) = Px(s)py (5) = e2DHED) _ (oA,

Also wird die erzeugende Funktion von X + Y identifiziert mit der einer Poisson-Verteilung mit
Parameter « + 3. Wegen der Eindeutigkeit der erzeugenden Funktion ist X + Y also Poisson-
verteilt mit diesem Parameter. <&



Kapitel 4

Wahrscheinlichkeit mit Dichten

In diesem Kapitel erweitern bzw. iibertragen wir die bisher behandelte Theorie auf Wahrschein-
lichkeitsmafle bzw. Zufallsgrofien, die mit Hilfe von Integralen iiber Dichten beschrieben werden.
Alle in diesem Kapitel auftretenden Integrale werden als Riemann-Integrale aufgefasst, sodass
Vorkenntnisse in Analysis I ausreichen und eine Kenntnis des Lebesgue-Integrals nicht ben&tigt
wird. Wir werden auch darauf verzichten, Wahrscheinlichkeitsrdume anzugeben, denn dies wird
nicht no6tig sein fiir eine Behandlung der Theorie auf dem Niveau, auf dem wir sie betreiben.
Eine mathematische Fundierung wird spéter nachgeholt werden.

Man beachte zum Beispiel die Unmoglichkeit, die diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie und
die Theorie der Wahrscheinlichkeit mit Dichten unter das Dach eines iibergeordneten Konzepts
zu stellen; sie werden scheinbar verbindungslos neben einander stehen bleiben, mit allerdings
nicht zu iibersehenden Verwandtschaften. Tatséchlich werden wir nicht einmal im Stande sein,
eine diskrete Zufallsgréfe und eine iiber eine Dichte definierte Zufallsgrofle miteinander zu ad-
dieren. Dieser beklagenswerte Zustand wird allerdings spéter aufgehoben werden, wenn wir das
Riemann-Integral durch das Lebesgue-Integral ersetzen werden (das ja kompatibel ist mit abz&hl-
baren Operationen, im Gegensatz zum Riemann-Integral) und Mafitheorie benutzen werden.

4.1 Grundbegriffe

Definition 4.1.1 (Dichte, Verteilungsfunktion). (a) Eine Abbildung f: R — [0,00), so
dass fR f(x)dx existiert und den Wert Eins hat, heifit eine Wahrscheinlichkeitsdichte oder
kurz eine Dichte.

(b) Eine Abbildung F: R — [0,1] heifit eine Verteilungsfunktion, falls gelten:

(i) F ist monoton steigend,
(7)) limy_oo F'(t) = 1 und lim;—,_ F(t) =0,
(111) F ist rechtsseitig stetig (d. h. limg)¢ F'(s) = F(t) fir jedes t € R).

Bemerkung 4.1.2. (a) Falls f eine Dichte ist, so definiert F(t) = fioo f(x)dz eine Vertei-
lungsfunktion, und zwar sogar eine stetige. Man nennt dann f eine Dichte von F. Nicht
jede stetige Verteilungsfunktion besitzt eine Dichte.

41
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(b) Falls eine Dichte f in endlich vielen Punkten abgeéndert wird, erhélt man eine neue Dichte
f. Fiir jedes Intervall I gilt dann [, f(z)dx = [; f(x)dz.

(c) Falls eine Dichte f einer Verteilungsfunktion F stetig in einem Punkte a ist, so gilt F'(a) =
f(a) nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

<

Definition 4.1.3 (Verteilungsfunktion und Dichte einer Zufallsgréfle). Fiir eine reell-
wertige Zufallsgrife X heifit die Abbildung Fx: R — [0,1], definiert durch Fx(t) = P(X < t),
die Verteilungsfunktion von X. Wir sagen, X hat eine Dichte, wenn ihre Verteilungsfunktion
Fx eine hat.

Bemerkung 4.1.4. (a) Falls X eine diskrete Zufallsgrofe ist, so ist F'x die rechtsstetige Trep-
penfunktion, die in den Punkten z mit P(X = z) > 0 einen Sprung der Gréfie P(X = z)
macht. Insbesondere hat X keine Dichte.

(b) Wenn eine Zufallsgrofie X eine Dichte f hat, dann gilt
P(X € A)=Po X 1(A) = / f(z)de, (4.1.1)
A

fiir alle Mengen A C R, fiir die die Abbildung f1,4 Riemann-integrierbar ist, also minde-
stens fiir alle endlichen Vereinigungen A von Intervallen. Insbesondere ist P(X = z) = 0
fiir alle z € R, denn

z4+1

1 n
0§IP’(X=:L‘)§IP’($§X§:U4——):/ fly)dy — 0 fiir n — oo.
n

xT

Da X einzelne Werte mit Wahrscheinlichkeit Null annimmt, gilt insbesondere P(X €
[a,b]) = P(X € (a,b]) = P(X € (a,b)) etc. Wir werden allerdings keinen Wahrscheinlich-
keitsraum angeben, auf dem X definiert wére.

(c) Wir sagen, ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf @ = R besitzt eine Dichte f, wenn die
identische Zufallsgrofie X (w) = w eine hat. In diesem Fall gilt also P(A) = [, f(z)dz
fiir alle Mengen A C R, fiir die f14 Riemann-integrierbar ist, mindestens aber fiir alle
endlichen Vereinigungen von Intervallen.

<&

4.2 Ubertragung der bisherigen Ergebnisse

Die meisten allgemeinen Aussagen der voran gegangenen Kapitel iiber Wahrscheinlichkeiten,
Erwartungswerte, Varianzen, Kovarianzen und Unabhéngigkeit gelten analog auch fiir Wahr-
scheinlichkeitsmafle bzw. Zufallsgréflen mit Riemann-integrierbaren Dichten, und die Beweise
laufen analog. In den meisten Féllen geniigt es, die auftretenden Summen iiber x € X () durch
die entsprechenden Integrale [ ... dz und den Term P(X = z) durch die Dichte f(z) zu er-
setzen und die Sprechweise anzupassen. Ausdriicke, die explizit den Wahrscheinlichkeitsraum §2
involvieren, miissen wir auflen vor lassen.
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Da das Riemann-Integral allerdings (anders als das Lebesgue-Integral) keine abzihlbaren
Additivititseigenschaften aufweist!, konnen also diejenigen Eigenschaften, die auf der zweiten
Aussage in den Kolmogorovschen Axiomen in Bemerkung 1.1.3 beruhen, nicht gefolgert werden
und miissen durch die entsprechende endliche Additivitit ersetzt werden.

Im Einzelnen gilt Folgendes.

Grundbegriffe

Die Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten in Lemma 1.1.4(a)-(c) gelten wortlich auch fiir Wahr-
scheinlichkeitsmafie P mit Dichten, aber die Aussagen in (d) und (e) miissen auf endliche Familien
von Ereignissen eingeschrénkt werden. Die bedingte Wahrscheinlichkeit wird wie in Definiti-
on 2.1.2 definiert, und ihre Eigenschaften in Lemma 2.1.4 (allerdings nur fiir endliche Familien
von Ereignissen) und die Multiplikationsformel in Lemma 2.1.6 gelten ebenso fiir Wahrschein-
lichkeiten mit Dichten.

Gemeinsame Verteilungen und Randdichten

Definition 4.2.1 (gemeinsame Verteilungsfunktion und Dichte). Die gemeinsame Ver-
teilungsfunktion von Zufallsgrifien X1, ..., X,, also die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors
X = (X1,...,X,), ist definiert durch

Fx(t1,...,tn) =P(X1 < t1,...,Xn < tp)
=Po X ((—o00,t1] X -+ x (—00,ty)), ty.. . tn €R.

Wir sagen, X1, ..., X, haben eine gemeinsame Dichte f: R™ — [0,00) (oder der Zufallsvektor
X = (X1,...,X,) habe eine Dichte f), falls gilt

P(X€A) =PoX! /fml,..., )dzy ...dz,

fiir alle A C R™, fiir die die Abbildung fl4 Riemann-integrierbar ist.

Bemerkung 4.2.2. (a) Wenn Xj,..., X, die Verteilungsfunktion Fx hat, so hat jedes X;
die Verteilungsfunktion
FXi(ti) = P(Xl <00, .., Xj1 <00, X; <ty Xig1 <00,..., X, < OO)
= lim Fx(tl,...,tn).

t1,eesti—1,ti 41,0 0stn—00

(b) Wenn X1, ..., X, eine gemeinsame Dichte f haben, dann gilt insbesondere
n
Fx(ty,...,ty) = PoXx ! (H(—oo,tl-]) = / flxy,...,xp)dey ... day,
i1 iq (—o0ts]
tn t1
/ fxl,...,$n)dl‘1...dl‘n, t1,...,t, €R.

!Zum Beispiel ist fiir jedes 2 € QN [0, 1] die Abbildung 1;,; Riemann-integrierbar, nicht aber ihre abzihlbare
Summe lgno,1-)
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(Der Satz von Fubini garantiert, dass der Wert dieses n-fachen Integrals nicht von der Rei-
henfolge der Integration abh#ngt.) Insbesondere besitzen auch die einzelnen Zufallsgréfien
Xq,..., X, jeweils eine Dichte, und zwar erhilt man eine Dichte von X;, indem man f
iiber alle Werte, die die anderen Zufallsgréfien annehmen kénnen, integriert:

P(Xz‘éti)Z/ flxy,...,2y)doy ... doy,

Ri—1x(—o00,t;]xR?—%
- / (/ F@n, ... xn)dar ... dzi_idziss ... da:n) dz;.
(700,@] Rn—1

Der Ausdruck in den Klammern als Funktion von x; nennt man die i-te Randdichte von f;
diese Funktion ist eine (eindimensionale) Dichte von X;. In analoger Weise kann man fiir
jeden Teilvektor von X = (X1,...,X,) eine Dichte erhalten, indem man {iber alle Indices,
die nicht in dem Vektor verwendet werden, ausintegriert.

<

Unabhingigkeit

Fiir die Definition der Unabhéngigkeit von Zufallsgroflen adaptieren wir die Aussage von Lem-
ma 3.2.2:

Definition 4.2.3 (Unabhingigkeit von Zufallsgroflen). Es seien Xi,..., X, belicbige
Zufallsgrofien. Wir nennen X1, ..., X, unabhingig, falls fir alle t1,...,t, € R gilt:

n

P(X1 <t1,..., Xp < 1) = [[BOX: < 1)
=1

Wie in Lemma 3.2.9 sind die Zufallsgréflen Xy, ..., X,, mit Dichten genau dann unabhéngig,
wenn die Verteilung des Vektors X = (Xi,...,X,) gleich dem Produkt der Verteilungen der
X1,...,X, ist. Unabhéngigkeit schlégt sich auch in der Produktstruktur der Dichten nieder:

Lemma 4.2.4. Es seien Zufallsgrifien X1, ..., X,, mit Dichten f1,..., fn: R — [0,00) gegeben
(wir setzen nicht voraus, dass eine gemeinsame Dichte existiert). Dann sind X1, ..., X, genau
dann unabhdngig, wenn eine gemeinsame Dichte gegeben ist durch die Abbildung

n

($1,...,$n)l—>Hfi($i), Z1,...,Tn, € R.
i=1

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen

Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen von Zufallsgréflen mit Dichten werden analog zu
den jeweils entsprechenden Begriffen fiir diskrete ZufallsgrofSen definiert:
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Definition 4.2.5 (Erwartungswert,Varianz). Es sei X eine Zufallsgrifie mit Dichte f.
(a) Der Erwartungswert von X emistiert genau dann (und wir schreiben dann X € L1), wenn
das Integral [ |x|f(x) da konvergiert, und der Erwartungswert ist dann gegeben als

E(X) = /Rxf(x)dx.
(b) Wenn X € L1, so heifst
V) = [ (o~ B f(z)da = B((X ~ E(X)))

die Varianz von X und S(X) = /V(X) die Standardabweichung von X.

Die Eigenschaften des Erwartungswertes in Lemma 3.3.2 und die Formel fiir Erwartungs-
werte von zusammengesetzen Zufallsgroflen in Lemma 3.3.3 gelten wortlich bzw. analog; in
Lemma 3.3.2(a) und Lemma 3.3.3 miissen die Summen durch Integrale ersetzt werden. Die
Figenschaften von Varianzen und Kovarianzen in Lemmas 3.4.4 und 3.5.2 sowie die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung in Satz 3.5.6 gelten wortlich auch fiir Zufallsvariable mit Dichten.

Faltung

Den Begriff der Faltung in Definition 3.6.1 {ibertragt man wie folgt auf Integrale: Die Faltung
zweier integrierbarer Funktionen f, g: R — R ist definiert als die Funktion fxg: R — R, gegeben
durch

f*gly) = /R f@)gly —2)dz,  yeR.

Man kann leicht zeigen, dass f x g = g~ f, und dass f % g absolut integrierbar ist, falls f und g
es sind. Es gilt das Analogon zum Faltungssatz 3.6.2:

Satz 4.2.6 (Faltungssatz). Fir je zwei unabhingige Zufallsgrofien X und Y mit Dichten f
bzw. g hat die Zufallsgrifse X +Y die Dichte f x g.

Beweis. Nach Lemma 4.2.4 hat (X,Y") die Dichte (z,y) — f(z)g9(y). Es sei z € Rund A, =
{(z,y) € R?: x + y < z}. Dann ist

POCHY <2 =P(XY) € A) = [ f@gdoty= [~ dof@) [ dugtw

—00 —00

:/def(x)/;dyg(y—x)Z/;dy (/Rdwg(y—m)f(w))
z/_;dyg*f(y)-

Also ist g x f = f % g eine Dichte von X + Y. U
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4.3 Beispiele

Beispiel 4.3.1 (Gleichférmige Verteilung). Seien a,b € R mit a < b, dann ist durch

1
f(t) = " a Lo, (2), fir t € R,

a

eine Dichte auf R gegeben, die Dichte der gleichférmigen Verteilung auf [a,b]. Die zugehorige
Verteilungsfunktion F' hat ein lineares Stiick vom Wert Null bei a zum Wert Eins bei b. Eine
ZufallsgréBe X mit Dichte f besitzt den Erwartungswert E(X) = %% und die Varianz V(X) =
%(b —a)?, wie man leicht ausrechnet. Analog werden gleichférmige Verteilungen auf beliebigen
Teilmengen des R? definiert, deren Indikatorfunktion Riemann-integrierbar ist. &
Beispiel 4.3.2 (Exponentialverteilung). Wir definieren mit einem Parameter a € (0, 00)
die Dichte
f(t) = ae™ g o) (1), fiir t € R,

die die Dichte der Exponentialverteilung zum Parameter a genannt wird. Die zugehorige Vertei-
lungsfunktion ist gegeben durch F(t) = (1 — e~ )l o0)(t), und den Erwartungswert errechnet
man mit Hilfe einer partiellen Integration als

oo 00 [e.e] 1
E(X) = / tf(t)dt = / tae”* dt = —te*“t‘ +/ e~ dt = —.
R 0 0 0 @
Mit einer weiteren partiellen Integration errechnet man leicht, dass die Varianz gegeben ist als
V(X) = 1/a? (Ubungsaufgabe).
Die Exponentialverteilung ist das kontinuierliche Gegenstiick zur geometrischen Verteilung.
Insbesondere besitzt sie ebenfalls die Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit (sieche Lemma 3.1.6):

Lemma 4.3.3 (Gedichtnislosigkeit der Exponentialverteilung). Sei X eine exzponentiell
verteilte Zufallsvariable. Dann gilt fiir jede s,t > 0

PX>s+t|X>s)=P(X >t).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Die Interpretation ist analog zu der von Lemma 3.1.6: Wenn man auf das Eintreten einer
exponentiell verteilten Zufallszeit wartet und sie bis zum Zeitpunkt s noch nicht eingetreten ist,
so ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie nach weiteren ¢ Zeiteinheiten eintritt, die gleiche, als wenn
man das Nichteintreten in den letzten s Zeiteinheiten nicht kennen wiirde. Weitere interessante
Eigenschaften dieser Wartezeitverteilung treten bei der Behandlung des Poisson-Prozesses in
Abschnitt 4.4 auf.

Das Maximum unabhéngiger gleichformig verteiler Zufallsgroffen steht in einer interessanten
Beziehung zur Exponentialverteilung (Beweis als Ubungsaufgabe):

Lemma 4.3.4. Es seien X1,...,X,, unabhingige, auf dem Intervall [0, o] gleichformig verteilte
Zufallsgrofien. Dann ist eine Dichte der Zufallsgrofie M, = max{X1,...,X,} gegeben durch
x = T o (z)na~ 2", und ihr Erwartungswert ist E(M,) = 25a. Fir n — oo konvergiert

die Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie Y, = n(a — My,) gegen die Verteilungsfunktion der
Ezponentialverteilung mit Parameter é
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&

Beispiel 4.3.5 (Gamma-Verteilung). Mit zwei Parametern o > 0 und r > 0 definieren wir
die Dichte 74,1 (0,00) — [0, 00) durch

aT

I'(r)

Your () = e g 00) (),

wobei I': (0,00) — (0, 00) die bekannte Gamma-Funktion? ist:

o
I'(r)= / y eV dy, r > 0.
0

Mit Hilfe der Substitution at = y sieht man leicht, dass v, eine Dichte ist, die Dichte der
Gamma- Verteilung mit Parametern « und r. Der Spezialfall » = 1 ist die Dichte der Exponen-
tialverteilung, siche Beispiel 4.3.2. Die Gamma-Verteilung ist das kontinuierliche Analogon zur
negativen Binomial-Verteilung (siehe Beispiel 3.6.4). Sie besitzt ein paar bemerkenswerte Bezie-
hungen zur Exponential- und zur Poisson-Verteilung. Insbesondere stellt sich heraus, dass die
Faltungsgleichung va ., * Ya,rs = Ya,ri+r. gilt, d.h., dass die Familie der Gamma-Verteilungen
eine Faltungshalbgruppe bildet (siehe auch Abschnitt 3.6):

Lemma 4.3.6 (Gamma-, Exponential- und Poisson-Verteilung). Es sei a > 0.

(i) Die Summe zweier unabhingiger Gamma-verteilter Zufallsgrofsen mit Parametern o und
r1 bzw. a und ro ist Gamma-verteilt mit Parametern o und r1 + 9. Insbesondere ist fiir
k € N die Gamma-Verteilung mit Parameter o und k identisch mit der Verteilung der
Summe von k unabhdngigen, zum Parameter o exponentiell verteilten ZufallsgrifSen.

(i1) Fir ein t > 0 sei Nyt eine zum Parameter at Poisson-verteilte Zufallsgrife und Xq g
eine zum Parameter a und k € N Gamma-verteilte Zufallsgrofse. Dann gilt P(Ny > k) =
P(Xor <t).

Beweis. (i) Es geniigt, die Gleichung V4. r, * Ya,rs = Ya,ri+r, ZU beweisen: Fiir s > 0 gilt

S
Yours * Yours(5) = / Yoor (VYo (5 — 1) dt
0

at a' —as /S ri—1 —1
= e t (s —t)? " dt
I'(r1) D(rs) 0 (s 1)
F(H + 7”2) /1 ri—1 _1
_\"1 1 T2) 1—u)2ld
Ya,r1+r2 (S)F(Tl)P(Tg) 0 U ( U) Uu,

wobei wir die Substitution ¢/s = u benutzten. Das Integral auf der rechten Seite ist bekannt als
das Eulersche Beta-Integral mit Parametern 1 und ro, und es ist bekannt, dass sein Wert gleich
dem Kehrwert des Bruches davor ist. Also ist die gesamte rechte Seite gleich Vg r; 4, (), und
die Aussage ist bewiesen.

*Die Gamma-Funktion ist die einzige logarithmisch konvexe Funktion f: (0,00) — (0,00) mit f(1) = 1, die
die Funktionalgleichung I'(r + 1) = rI'(r) fiir jedes r > 0 erfiillt. Sie interpoliert also auf N die Fakultiit, d.h.
f(k)=(k—1! fir ke N.
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(i)
S
IP)(-Z\/vcut Zk?) :1_P(Nat Skj—l): 1—6_O‘tZT

n=0

bk - ¢
= x_e_mdx:/’ymkmdx:IF’Xa,kgt,
| 755 [ ey do = P < 1

wobei der dritte Schritt mit Hilfe einer Differenziation nach ¢ eingesehen wird. O <&

Beispiel 4.3.7 (Normal- oder Gauf3verteilung). Mit zwei Parametern y € Rund o € (0, 00)
definieren wir ¢, »: R — (0,00) durch

1

2mo

fir t € R.

(t—u)2>’

oXp <_ 202

Pu,o (t) = 5
Wir benutzen nun einen kleinen Trick, um zu zeigen, dass ¢, , tatséchlich eine Wahrscheinlich-
keitsdichte ist, d. h. dass fR ¢Yu,o(t)dt = 1. Zunidchst bemerken wir, dass es gentigt, dies nur fiir
# =0 und ¢ = 1 zu tun, denn das Integral erstreckt sich iiber die gesamte reelle Achse und

kann um p verschoben werden, und eine Substitution ¢ = to fiihrt die Frage auf den Fall o = 1

zuriick. Wir werden zeigen, dass
2
</ et/ dt) = 2m,
R

woraus die Behauptung folgt. Wir schreiben das Quadrat der Integrale als ein zweidimensionales
Integral iiber x = (z1,72) € R? (man beachte, dass 2 + 23 = ||x]|3) und gehen iiber zu
Polarkoordinaten:

2w oo
</ et2/2dt)2:/em%/2dx1/em%/2dx2 :/ e~ llzll3/2 dx:/ / re="/2 drdt.

Der Lohn dieses Ansatzes ist, dass wir eine explizite Stammfunktion fiir den Integranden r —
re="?/2 haben, und zwar r +— —e~"/2. Daher ist das innere Integral offensichtlich gleich Eins,
und der gesamte Ausdruck gleich 27, wie behauptet. Die Funktion ¢, , ist also tatséchlich eine
Wahrscheinlichkeitsdichte, und zwar die Dichte der Normal- oder Gaufverteilung. Auf den 10-
DM-Scheinen, die bis Ende 2001 im Umlauf waren, war der Graf von ¢, , abgebildet, man nennt

ihn die Gaufische Glockenkurve.

Fiir die zugehorige Verteilungsfunktion

thote) = s [ o) o

gibt es keinen geschlossenen Ausdruck, aber Tabellen fiir viele ihrer Werte. Die Rolle der Para-
meter p und o wird klar, wenn man den Erwartungswert und die Varianz ausrechnet. Es sei X
eine Zufallsgroffe mit Dichte ¢, », dann gilt:

E(X):/wa(t)dt: V;T?/ﬂ%(tJru)exp(—%) dt

! / ¢ ( £ ) at
Voro? Jr 202

=t
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denn die Funktion ¢ s te—t*/(29%) it antisymmetrisch auf R, und da das Integral existiert (wie
man leicht etwa mit Vergleichskriterien sieht), ist sein Wert gleich Null.

AuBlerdem errechnet man die Varianz mit Hilfe einer Substitution und einer partiellen Inte-
gration zu

N2
V(X) :/R(t—E(X))ngu,o(t)dt: \/%/Ik(t—u)Qexp(—aQTu)) at

= 0—2/52632/2 ds = 0—2[—8632/2‘00 +/632/2 ds]
V2T Jr V2T —00 R
2

=0 .

Also ist p der Erwartungswert und o2 die Varianz der Normalverteilung mit Parametern z und
0. Man bezeichnet diese Verteilung auch oft mit N (i, 0?). Im Fall 4 = 0 und 02 = 1 sprechen
wir von der Standardnormalverteilung N (0, 1).

Die Normalverteilung besitzt mehrere spezielle Eigenschaften und tritt in universeller Weise
auf als Grenzverteilung im sehr wichtigen Zentralen Grenzwertsatz, siehe Satz 5.2.2. Wir wollen
ihre Faltungseigenschaft beweisen: Die Summe zweier unabhéngiger normalverteilter Zufalls-
grofen ist wiederum normalverteilt, und ihre ersten Parameter addieren sich und die Quadrate
der zweiten ebenfalls:

Lemma 4.3.8 (Faltungseigenschaft der Normalverteilung). Fir alle iy, po € R und alle
01,09 € (0, OO) gilt

_ .2 2 2
@#1,01 * SD,LLQ,U2 - SD,LL1+/L2,Ua wobei 07 = 01 + 03

Beweis. Wir diirfen p; = pg = 0 annehmen. Sei ¢ € R. Offensichtlich gilt

o aa (t 1 t? 2 (t—s)?
oo * fom(t) _ o /exp{—z S, ) } ds. (4.3.1)
©0,0(t) 0102 /21 JR 202 207 203

Eine langweilige, aber unkomplizierte Rechnung identifiziert den Term im Exponenten:

202 207 203 2

t2 2 (t—s)? 1< o t01)2
S .
0109 o 09

Nun benutzt man dies im Integral in (4.3.1) und substituiert den Term zwischen den Klammern
im Integral. Also sieht man, dass die rechte Seite gleich Eins ist. U <&

Beispiel 4.3.9 (Mehrdimensionale Normalverteilung). Es seien X1, ..., X,, unabhéngige,
standardnormalverteilte ZufallsgréBen. Dann hat der Vektor X = (X1,...,X,)T die Dichte

n

1 1
f(.%') = f(xl, e ,1’n) = W exp{—§ ;x?}, xr = ($1, oo 7xn) € R".
Wir nennen den Vektor X n-dimensional standardnormalverteilt. Wir gehen im Folgenden davon
aus, dass X ein Spaltenvektor ist; mit X T bezeichnen wir den Zeilenvektor (X1,..., X,).
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Sei nun A eine regulére n x n-Matrix und p € R™ ein Vektor, sowie 0(x) = Az+p fiir z € R™.
Wir sagen, dass der Vektor Y = 0(X) = (Y3,...,Y,)7T eine (allgemeine) Normalverteilung
besitzt. Dann besitzt Y die Dichte

o) = - ) = T o 5w - WO - m) ye R

wobei C' = AAT, und AT ist die Transponierte der Matrix A. Dass die Dichte von Y = AX + p
diese Form haben muss, sieht man ein, indem man die lineare Substitution y = Ax + u, also
r = A~Y(y — p), durchfiihrt und beachtet, dass gilt:

—w"C N y—p=@w-—w AN TA y—p) =2Te=> 2
i=1

Aus der Theorie der mehrdimensionalen Integration ist bekannt, dass die Integrationsvariablen
der Regel dy = |det A| dz = /| det C|dz gehorchen.

Wir definieren Erwartungswerte von Zufallsvektoren komponentenweise, also ist E(Y) =
(E(Y1),...,E(Y,)T, und es ergibt sich, dass E(Y) = AE(X) + pu = p ist. Ferner ist die Kovari-
anzmatriz cov(Y,Y) = (cov(Y;,Y;))ij=1,..n gegeben durch

cov(Y;, Y;) = E((Yi - E(Y))(Y; - E(Y)))),  i,j=1,...,n
Sie erfiillt
cov(Y,Y)=E((Y —E(Y))Y —EY)T) = E((AX)(AX)T)
=RAXXTAT) = AR(XXT)AT = AAT
=C.
Also ist (wie im eindimensionalen Fall) die Verteilung des normalverteilten Vektors Y festge-

legt durch den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix. Man nennt Y die (n-dimensionale)
Normalverteilung mit Kovarianzmatrix C' und Erwartungswertvektor p und schreibt auch oft

Y ~ N(p,C). O

Beispiel 4.3.10 (Cauchy-Verteilung). Die Dichte der Cauchy- Verteilung mit Parameter ¢ €
(0, 00) ist gegeben durch

c 1 .
Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch F(t) = 1 + Larctan(%). Der Erwartungswert der

|¢]
t241

Cauchy-Verteilung existiert nicht, da die Funktion ¢ — nicht iiber R integrierbar ist. &

4.4 Der Poisson-Prozess

In diesem Abschnitt diskutieren wir ein wichtiges mathematisches Modell fiir das Eintreten ei-
ner Folge von zufilligen Zeitpunkten. Dieses Modell wurde schon in Beispiel 1.3.6 angedeutet,
doch fiir eine befriedigende Behandlung ist eine Kenntnis der Exponential- und der Gamma-
Verteilungen notwendig (siehe Beispiele 4.3.2 und 4.3.5). Wir werden zunichst den Poisson-
Prozess axiomatisch einfithren und den Zusammenhang mit Poisson-verteilten Zufallsvariablen
diskutieren. Danach geben wir eine Charakterisierung in Termen von exponentiellen Zufallsva-
riablen. Die Existenz des Poisson-Prozesses koénnen wir hier noch nicht beweisen, und wir werden
auch nicht alle Beweise ausformulieren.
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Gegeben seien zuféllige Zeitpunkte auf der positiven Zeitachse (0, 00). Dies kénnen Zeitpunk-
te von Abfahrten von Bussen von einer Haltestelle sein oder von eingehenden Telefonanrufen
oder vieles Andere mehr. Fiir jedes endliche halboffene Zeitintervall I = (a,b] mit 0 < a < b < 0o
(fiir ein solches Intervall werden wir im Folgenden nur kurz ‘Intervall’ sagen) sei N die Anzahl
derjenigen zufélligen Zeitpunkte, die in das Intervall I fallen. Fiir die Kollektion der Ng-wertigen
Zufallsgroflen Ny machen wir folgende Annahmen:

P1) Die Verteilung von Ny héngt nur von der Lénge des Intervalls I ab.

P2) Wenn Iy, ..., I} paarweise disjunkte Intervalle sind, dann sind Ny, ..., Nj, unabhéngig.

(P1)

(P2)

(P3) Fiir jedes Intervall I existiert E(Ny).

(P4) Es gibt ein Intervall I mit P(N; > 0) > 0.
(P5)

P5) Es gilt lim.|ge™'P(Ng > 2) = 0.

Eine Kollektion von ZufallsgroBen Ny, die die Eigenschaften (P1)-(P5) erfiillen, nennen wir
einen Poisson’schen Punktprozess oder kurz einen Poisson-Prozess. Oft nennt man auch den
Prozess (N, )e[o,00) einen Poisson-Prozess. (P1) und (P2) sind starke Strukturannahmen, die
die mathematische Behandlung vereinfachen bzw. ermoglichen sollen. (P3) und (P4) schlieen
unerwiinschte pathologische Fille aus, und (P5) verhindert, dass sich die Zeitpunkte zu stark
hiufen konnen. Wir werden nicht beweisen, dass ein Poisson-Prozess existiert, sondern wir wer-
den dies annehmen und diesen Prozess genauer untersuchen. Es stellt sich heraus, dass alle
Zahlvariablen N Poisson-verteilt sind, eine Tatsache, die den Namen erklért:

Lemma 4.4.1. Wenn (P1)-(P5) erfillt sind, so existiert ein o > 0, sodass fiir alle t,s > 0 die
Zufallsvariable N 4 Poisson-verteilt ist mit Parameter as. Insbesondere ist E(Ny) = ol
fiir jedes Intervall I.

Beweis. Zunéchst identifizieren wir den Erwartungswert jedes N, der ja nach (P3) endlich ist.
Die Funktion a(t) = E(N(g ) erfiillt a(0) = 0 sowie

a(t +s) = E(Ng + Niirs) = E(N,) + E(N,g) = alt) +a(s),

wobel wir im zweiten Schritt (P1) benutzten. Mit Hilfe von ein wenig Mafitheorie sieht man,
dass limy o a(t) = 0, d.h. «(-) ist stetig in 0. Eine beliebte Ubungsaufgabe aus der Analysis
zeigt, dass es ein a > 0 gibt mit a(t) = «t fiir jedes t > 0. Wegen (P4) muss o > 0 sein.

Nun beweisen wir die erste Aussage des Lemmas. Wegen (P1) reicht es, N (g 4 zu betrachten.
Wir zerlegen (0, s] in die Intervalle I;k) = (£(j—1),7j] mit j € {1,...,k} und betrachten die
Zufallsvariable X;k) =N Ij(k). Dann gilt offensichtlich N4 = Zle X;k)- Ferner approximieren

wir X;k) mit der Indikatorvariable Y;k) = I{X J(-k) > 0}, die registriert, ob das j-te Intervall
I ](»k) mindestens einen der zufilligen Punkte erhélt oder nicht. Wegen (P2) in Kombination mit

Korollar 3.2.12 sind die Variablen Y(lk), e ,7;:) unabhngig, und wegen (P1) sind sie identisch
verteilt. Mit anderen Worten, sie sind Bernoulli-Variable mit Parameter py = P(Ng 4/ > 0).

Nun definieren wir WES) g = Zle 7;@, dann ist NES{S] eine binomialverteilte Zufallsvariable
(k

mit Parametern £ und pj. Es gilt offensichtlich N(O),s] < No,q-
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Wir benutzen nun (P5), um zu zeigen, dass fiir grofie & die Variablen NES{S] und N 4 sehr
nahe bei einander liegen, d.h. dass gilt:

lim P(N 5y =m)=P(Ngq=m), méeN. (4.4.1)

k—o0
Dies sieht man ein, indem man abschétzt:

k

P(NEIS),S] # N(O,s]) = P(NEIS),S] > N(O,s]) < ZP(Y;IC) 22) = kP(N(Ovs/k] > 2),
j=1

und dies konvergiert gegen Null fiir & — oo wegen (P5). Da |P(NEIS)S] =m) —P(Npq =m)| <
(k)
QP( (0,s] 7& N(O s]) fOlgt (441)
Mit Hilfe von (4.4.1) zeigt man nun, dass limy_, kpy = as ist: Wir haben

lim kp;, = leIEOE(NES)S] = lim ZP (g)s] ZP (0,5] >1) (N(O,s]) = as,

k—oo k—oo

wobei wir im zweiten und im vorletzten Schritt Lemma 3.3.8 benutzten und im dritten eine allge-
meine Tatsache iiber Reihen (wie im Beweis von (4.4.1) zeigt man némlich, dass limg_, o, P(N ES) g2
) = P(N(, > 1) fiir jedes [ € N gilt). Also kann man den Poisson’schen Grenzwertsatz

(Satz 1.3.7) anwenden und erhélt

khm ]P’(N(0 g =m)= khm Big p,. (m) = Pogs(m), m € Np.
—00 —

D.h., die Zufallsvariable Négis] ist asymptotisch Poisson-verteilt mit Parameter as. Da diese
Grenzverteilung mit der Verteilung von N(q 4 {ibereinstimmt, ist der Beweis beendet. O

Wir nihern uns nun einem anderen Zugang zum Poisson-Prozess. Ausgangspunkt der Uber-
legung ist folgende Kombination der beiden Beobachtungen von Lemma 4.3.6: Die Wahrschein-
lichkeit, dass im Intervall (0,¢] mindestens k Punkte liegen (dies ist gleich P(N(g o > k), und
N(0,a) ist nach Lemma 4.4.1 Poisson-verteilt mit Parameter at), ist fiir jedes & € Ny gegeben
durch IP’(ZZ 1 Ti < t), wobei 71, 7y,... eine Folge unabhéngiger, zum Parameter a exponentiell
verteilten Zufallsgrofien ist (denn Zle 7; ist Gamma-verteilt mit Parametern o und k). Dies
legt den Schluss nahe, dass die Zufallszeiten 7; eine Interpretation als die Wartezeiten zwischen

dem Eintreffen des (i — 1)-ten und i-ten zufilligen Zeitpunktes zulassen, und genau das ist der
Fall:

Satz 4.4.2. Es sei (1;)ien eine Folge unabhdngiger, zum Parameter « exponentiell verteilten
Zufallsgrofien. Wir definieren Ty, = Zle 7; fiir k € N. Fiir jedes endliche halboffene Intervall
I definieren wir Ny = |{k € N: T}, € I}| als die Zahl der T}, die in I fallen. Dann erfillt die
Kollektion der Zufallsgrofien Ny die Bedingungen (P1)-(P5).

Beweisskizze. Wir werden nicht die volle Aussage beweisen; der vollstéindige Beweis des Satzes
ist komplizierter, aber analog. Wir zeigen nur die Aussage: Fiir jedes 0 < s <t sind N(g 4 und
N(s,1 unabhéngige, zu den Parametern as bzw. a(t — s) Poisson-verteilte Zufallsgrofien, d. h.

s¥(t—s
P(Nos) = ks Nisg = 1) = Poas(k)Poa(—) (1) = e a5 (l—,) k,leNo.  (4.4.2)
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Zunichst sieht man, dass {N( = k, N5 = I} = {1k < 5 < Thy1, Tprt <t < Thyiga})-
Das betrachtete Ereignis lédsst sich also mit Hilfe der 7; ausdriicken als das Ereignis, dass der
Zufallsvektor (71,...,Tg4i41) in der Menge

A= {x c [O,OO)kH“: Sp(z) < s < Sgy1(z), Sppi(x) <t < Sk+l+1($)}
liegt (wobei wir Sy (x) = x1 + - - - + z,, setzten):
{Nwo, =k Nig =1} ={(r1,..., Thp111) € A}.
Nach Lemma 4.2.4 ist eine Dichte des Zufallsvektors (71, ..., Tk1i11) gegeben durch
= (T1,. ., Tpit1) — ll[o’oo)k+l+1(I’)ak+l+1€_a5k+l+l($).

Wir zeigen nun die Gleichung (4.4.2) fiir [ > 1 (der Fall [ = 0 ist analog). Es gilt

P(No,s =k Nisg = 1) = P((T1,- - s Thi11) € A) = /Adx QFFem ol ()

o0 o0
= oFt! / e / dey ... .dxgy e~ ®Sk+i+1(2)
0 0

X I Sk(x) < s < Spt1(x), Sptu(@) <t < Sppiga(@)}

Wir integrieren nun schrittweise von innen nach auflen. Zuerst halten wir x1, ...,z fest und
substituieren z = Sgi41(x):

o o0
/ dag gy e @St @0 < G (1)) = / dzae ™ = e,
0 t

Nun halten wir zy, ...,z fest und substituieren y; = Sg11(x) — $,¥2 = Tgt2, ..., Y = Thii:

/ cee / d.%'k+1 e d$k+l ]1{8 < Sk+1(.%'), SkJrl(x) < t}
0 0

[e'e] &) t_Sl
:/ / dyl...dylll{y1+-~+ylSt—s}:( z')’
0 0 '

wobei wir eine Induktion iiber ! benutzten. Die restlichen k Integrale behandeln wir genauso

und erhalten
s

0o o] k
/ / dey .. dag 1{Si() < s} = >
S il

Wenn man dies alles zusammensetzt, ergibt sich die Behauptung. O

Die Konstruktion des Poisson-Prozesses, die durch Lemma 4.4.2 gegeben wird, héngt fiir
uns in der Luft, da wir noch nicht unendlich viele unabhéngige Zufallsgréfien mathematisch kor-
rekt konstruieren kéonnen. Aber wir haben den Poisson-Prozess sehr befriedigend charakterisiert:
Wir kénnen ihn uns vorstellen als der Prozess von Zeitpunkten, zwischen denen unabhéngige
exponentielle Wartezeiten mit Parameter « vergehen. Mehr noch, die folgenden drei Charakte-
risierungen sind zueinander dquivalent:

1. Die No-wertigen Zufallsgrofen Ny erfiillen (P1)—(P5).

2. Die Zeitdifferenzen 7; zwischen dem (i — 1)-ten und i-ten der zufélligen Zeitpunkte sind
unabhéngige, zu einem gemeinsamen Parameter o exponentiell verteilte Zufallsgrofien.
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3. Mit einem geeigneten Parameter « ist fiir jedes Intervall I die Zufallsgréfie Ny zum Para-
meter «|l| Poisson-verteilt, und bei paarweiser Disjunktheit der Intervalle I, ..., Ny sind

Nrpy, ..., Ny, unabhéngig.

Die Aquivalenz dieser drei Aussagen zu beweisen, ist eine (anspruchsvolle) Ubungsaufgabe, wobei

wesentliche Teile in Lemma 4.4.1 und Satz 4.4.2 enthalten sind. Im Folgenden werden wir die

Aquivalenz benutzen.

Zum Schluss betrachten wir noch ein kleines Kuriosum, das Wartezeitparador. Wenn man
einen Poisson-Prozess als Modell fiir Zeitpunkte, an denen Busse von einer Haltestelle abfahren,
verwendet, stellt man sich vielleicht folgende Frage: Wenn ich zum (festen) Zeitpunkt ¢ > 0 an der
Haltestelle ankomme und nicht weifl; wann der letzte Bus abgefahren ist, was ist die Verteilung
der Wartezeit auf den néchsten Bus? Ist die erwartete Wartezeit vielleicht kiirzer als 1/a? Und
wie steht es um die Zeit, die seit der Abfahrt des letzten Busses bis jetzt (also den Zeitpunkt
t) vergangen ist? Hat die Summe dieser zwei Zeiten den Erwartungswert 1/a? Die Antwort ist
ein wenig iiberraschend und folgt im néchsten Lemma. Wir nehmen an, dass Ny = N(q 4, wobei
(N7)1 ein wie im Lemma 4.4.2 konstruierter Poisson-Prozess ist. Ferner definieren wir fiir ¢ > 0

Wy = —t+min{Ty: k € N, T}, > t} Vi =t —max{Ty: k € N, T, <t}

In Worten: W; ist die Wartezeit ab ¢t bis zur Abfahrt des néchsten Busses, und V; ist die Zeit-
differenz zwischen der letzten Abfahrt vor dem Zeitpunkt ¢ und ¢.

Lemma 4.4.3 (Wartezeitparadox). Fir jedes t > 0 ist Wy zum Parameter o exponenti-
alverteilt, und V; hat die Verteilung von min{Wy,t}. Insbesondere gelten E(W;) = 1/a und
E(V;) = 1(1 — e7"). Die Zufallszeiten W; und V; sind unabhingig.

Beweis. Das Ereignis {W; > s} ist identisch mit dem Ereignis, dass zwischen den Zeitpunkten
t und t + s keines der T}, eintrifft. Also gilt P(W; > s) = P(N(; 45 = 0) = Pogs(0) = e~*°. Dies
zeigt die erste Aussage.

Das Ereignis {V; > s} ist fiir s < t identisch mit dem Ereignis, dass zwischen den Zeitpunkten
t—sund t keines der T} eintrifft. Analog zu dem Obigen erhélt man, dass P(V; > s) = P(Ny_sy =
0) = e~ fiir s < . Fiir s > t ist {V; > s} = {N(gy = 0}, also P(V; > s) = e~ *". Setzt man
diese zwei Teilaussagen zusammen, erhélt man die zweite Aussage des Lemmas.

Die Berechnung des Erwartungswertes von min{W;, ¢} ist eine Ubungsaufgabe. Die Un-
abhéngigkeit der Zufallszeiten W; und V; ist eine einfache Konsequenz von Satz 4.4.2, denn W;
und V; hingen nur von der Zahl der T}, in (¢,00) bzw. in (0, ] ab, und diese Anzahlen sind nach
(P2) unabhéngig (siche Korollar 3.2.12). O

Die Wartezeit zwischen der Abfahrt des letzten Busses vor dem Zeitpunkt ¢ und des n#chsten
nach ¢ hat also nicht die Verteilung irgendeiner der Wartezeiten 7;. Tatséchlich ist ihr Erwar-
tungswert grofler und tendiert fiir grofle ¢ gegen das Zweifache des Erwartungswertes von ;.
Das Phénomen, dass dieses beobachtete der zufilligen Zeitintervalle grofler ist als jedes der an-
deren, liegt nicht an der exponentiellen Verteilung, sondern an der einfachen Uberlegung, dass
grofere solche Intervalle natiirlich auch mit einer hoheren Wahrscheinlichkeit ‘erwischt’ werden
als kleinere.



Kapitel 5

Grenzwertsatze

In diesem Kapitel behandeln wir die zwei wichtigsten Grenzwertsétze fiir Wahrscheinlichkeits-
verteilungen: das Gesetz der Groffen Zahlen und den Zentralen Grenzwertsatz, zumindest fiir
wichtige Spezialfille. Beide Sétze machen asymptotische Aussagen iiber sehr oft wiederholte
unabhéngige identisch verteilte Zufallsexperimente: Das Gesetz der Grofien Zahlen formuliert,
dass der Durchschnitt der dabei auftretenden Ergebnisse sich in gewissem Sinne dem erwarteten
Wert eines dieser Experimente annédhert, und der Zentrale Grenzwertsatz macht eine feinere
Aussage iiber die Fluktuationen um diesen asymptotischen Wert.

Unter einer Zufallsgréfle verstehen wir in diesem Kapitel eine diskrete im Sinne der Defini-
tion 3.1.1 oder eine stetige im Sinne von Abschnitt 4.1.

5.1 Das Gesetz der Grofien Zahlen

Wir beginnen mit zwei einfachen, aber wichtigen allgemeinen Ungleichungen fiir die Wahrschein-
lichkeit von Abweichungen einer Zufallsgrofie von Null bzw. von ihrem Erwartungswert. Wir
erinnern daran, dass der Erwartungswert einer nicht negativen Zufallsgrofie immer definiert ist,
aber eventuell gleich oo ist.

Satz 5.1.1 (Markov-Ungleichung). Es sei X eine Zufallsgrifie und ¢: (0,00) — (0,00)
eine monoton wachsende Funktion. Dann gilt fiir jedes & > 0
E(p o |X])

P(X| 2 6) < =2

Beweis. Auf der Menge {|X| > ¢} = {w € Q: | X(w)| > €} gilt wegen der Monotonie von ¢,
dass () < (| X (w)|). Also gilt die Abschétzung

polX|

<
]l{\XIZS} = o(e)

Nun bildet man auf beiden Seiten den Erwartungswert und erhélt die behauptete Ungleichung.

0
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Indem man die Markov-Ungleichung auf die Zufallsvariable X —E(X) statt X und o(z) = 22
anwendet, erhélt man die sehr niitzliche folgende Ungleichung;:

Korollar 5.1.2 (Tschebyscheff-Ungleichung). Fiir jede Zufallsgrife X € L2 und jedes
e >0 gilt
V(X)

PX -E(X)| 2 ¢) < —

€

Die Tschebyscheff-Ungleichung kann im Allgemeinen nicht verbessert werden, wie das fol-
gende Beispiel zeigt. Man betrachte eine Zufallsvariable X, die die Werte ¢, 0 und —e annimmt
mit den Wahrscheinlichkeiten (2¢2)~!, 1—&72 und (2¢%)~!. Dann sind E(X) = 0 und V(X) = 1,
und es gilt Gleichheit in der Tschebyscheffschen Ungleichung.

Der Wert der Tschebyscheff-Ungleichung liegt in ihrer einfachen Handhabbarkeit und uni-
versellen Anwendbarkeit, sie gibt einen recht guten Eindruck von der Groéflenordnung der be-
trachteten Wahrscheinlichkeit. Sie ist immerhin gut genug, um einen kurzen Beweis des zentralen
Ergebnisses dieses Abschnittes zu ermoglichen (siehe Satz 5.1.4).

Wir kommen nun zum Gesetz der Grofien Zahlen. Wie so oft betrachten wir eine oftmalige
Wiederholung eines zufilligen Experiments, bei dem jeweils ein zufilliges Ergebnis erzielt wird,
das man mit einer Zufallsgrofle angeben kann. Sei also X; € R das Ergebnis der i-ten Ausfiihrung.
Wir nehmen an, dass jede Zufallsgrofie X; den gleichen Erwartungswert E = E(X;) = E(Xy) =
... besitzt. Die Intuition sagt, dass die Folge der Mittelwerte %Sn = %(Xl + .-+ X,,) sich fiir
grofle n der Zahl E anndhern sollte. Doch in welchen Sinn sollte das passieren? Eine Aussage wie
lim,, o0 %Sn = E’ kénnen wir noch nicht exakt behandeln, denn dazu miissten alle (unendlich
vielen) Zufallsgrofen X1, Xo,... gleichzeitig definiert sein.! Wir werden die Anniherung von
%Sn an F in der Form formulieren, dass die Wahrscheinlichkeit, dass %Sn von FE einen gewissen
positiven Abstand hat, mit n — oo gegen Null geht. Dies gibt Anlass zu einer Definition:

Definition 5.1.3 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Wir sagen, eine Folge (Yy,)nen
von Zufallsgrofien konvergiert in Wahrscheinlichkeit oder konvergiert stochastisch gegen eine
Zufallsgrofe Y, falls fiir jedes € > 0 gilt:

lim P(|Y, — Y| >¢) =0.
n—od

In diesem Fall schreiben wir auch Y, Ly,

Es ist klar, dass Y, By genau dann gilt, wenn Y,, — Y £ 0. Man beachte, dass die
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit nicht von den Zufallsgrofen abhéngt, sondern nur von ihrer
Verteilung. Insbesondere miissen fiir diesen Konvergenzbegriff nicht unendlich viele Zufallsgrfien
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definiert werden, sondern jeweils nur eine einzige, némlich
Y, — Y, dies allerdings fiir jedes n € N.

Der Begriff der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit ist tatséchlich ein sehr geeigneter fiir die
oben gestellte Frage nach einer sinnvollen Formulierung der Anndherung von %Sn an E. Wir

!Tatséichlich kann man diese Aussage (unter Zuhilfenahme von MafBtheorie) priizisieren und unter geeigneten
Voraussetzungen beweisen; siehe spéter. Eine solche Aussage nennt man das Starke Gesetz der Grofien Zahlen.
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erinnern daran (siehe Abschnitt 3.5), dass zwei Zufallsvariable X und Y unkorreliert heiflen,
wenn E(XY) = E(X)E(Y).

Satz 5.1.4 (Schwaches Gesetz der Groflen Zahlen). Fir jedes n € N seien paarweise
unkorrelierte Zufallsgrofien Xq,..., X, gegeben, die alle den gleichen Erwartungswert E € R
und die gleiche Varianz V < oo besitzen. Sei %Sn = %(Xl + -+ X,,) der Mittelwert. Dann
gilt fiir jedes € > 0:

lim P(|2S, — E| >¢) =0,

n—oo

d.h., %Sn konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen E.

Beweis. Auf Grund der Linearitét des Erwartungswerts ist E(%Sn) = FE, und auf Grund der
paarweisen Unkorreliertheit ist

V(LiS,) = LV(Xi+ -+ X,) = 5aV(Xy) = LV, (5.1.1)

n
siehe den Satz von Bienaymé, Korollar 3.5.3. Also liefert eine Anwendung der Tschebyscheff-
Ungleichung:
V(ES) 1V
€2 ne?’

(LS, — E| > ¢) = P(|1S, — E(15,)| > ¢) <
und dies konvergiert gegen Null fiir n — oo. O

Insbesondere gilt das Gesetz der Groflen Zahlen also auch fiir unabhéngige identisch ver-
teilte Zufallsgrofen mit existierenden Varianzen. Natiirlich gibt es weit stéirkere Versionen des
Gesetzes der Groflen Zahlen in der Literatur, aber darum kiimmern wir uns hier nicht. Der Mit-
telwert %Sn der n Ausfiihrungen der Experimente liegt also in der Nihe des Erwartungswertes
einer einzelnen Ausfiihrung in dem Sinne, dass Abweichungen einer gegebenen positiven Grofie
eine verschwindende Wahrscheinlichkeit haben. Man beachte aber, dass im Allgemeinen nicht
limy, .o P(25, # E) = 0 gilt.

Unter gewissen zusétzlichen Integrierbarkeitsannahmen kann man sogar erhalten, dass die
Geschwindigkeit der Konvergenz im Gesetz der Groflen Zahlen sogar exponentiell ist:

Lemma 5.1.5 (Grofle Abweichungen). Fiir jedes n € N seien Xy,...,X,, unabhdngige,
identisch verteilte Zufallsvariablen. Es existiere ein o > 0, so dass E(e®X11) < oo. Wir definieren
wieder B = E(X4) und S, = X1 + -+ + X,,. Dann ezistiert fiir jedes € > 0 ein C > 0 (das von
e und von « abhingt), so dass

P(|2S, — E| > &) < e Om, n € N.

Beweis. Wir diirfen voraus setzen, dass F = E(X;) = 0. Wir werden nur zeigen, dass P(%Sn >
£) < e 9" fiir alle n € N und ein geeignetes C. Der Beweis der anderen Hilfte der Aussage,
P(%Sn < —¢) < e~", lsuft analog, und dann folgt die Aussage des Lemmas mit einem eventuell
anderen Wert von C' > 0.

Wir fixieren ein 8 € (0,/2) und benutzen die Markov-Ungleichung (siehe Satz 5.1.1) fiir
die Abbildung ¢(z) = ’* wie folgt:

P(%Sn >e)=P(X1+- -+ X, >en) = IP’(BB(XI"'"""X”) > 655”) < E(eﬁ(xl+"'+X”))e_BE”.
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Den auftretenden Erwartungswert kann man mit Hilfe der Unabhingigkeit von e®X1, ... efXn
(siehe Korollar 3.2.12) und Lemma 3.3.2(d) berechnen zu

E(BB(X1+~~~+Xn)) = E(e?X1)",

Auf Grund unserer Integrierbarkeitsvoraussetzung und wegen 3 < « ist diese obere Schranke
endlich. Wenn wir sie oben einsetzen, erhalten wir die Abschétzung

P(L5, >¢) < exp{—n[ﬁa — log ()] } (5.1.2)
Nun zeigen wir, dass fiir geniigend kleines 5 > 0 der Term in [...] in (5.1.2) positiv ist. Wir
schreiben nun X statt X;. Fiir jedes 8 € (0, §) ist ePX =14+ 68X + (%Y mit

Y = X2 i (BX)k_Q‘

k!
k=2

Um zu sehen, dass supge(g,q/2) |Y3| integrierbar ist, schéitzen wir ab mit Hilfe eines R > 0, das

so gro (nur abhingig von «) ist, dass z? < ezl fiir jedes z € R gilt:
Vs < X%MX < X232l < 1y gy B2 2T + My x s pye®! X! < RZe2 T 4 X,
Also ist supge(g,a/2) |Y3| integrierbar, und wir erhalten
E(e’X) =1+ BE(X) + B*E(Y3) = 1 + O(5%)

fiir 6 | 0. Nun ist leicht zu sehen, dass fiir geniigend kleines 5 > 0 der Term in [...] in (5.1.2)
positiv ist, und dies beendet den Beweis. O

5.2 Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir gehen zuriick zu der im vorigen Abschnitt beschriebenen Situation von oftmaligen Ausfiih-
rungen eines Zufallsexperiments und fragen uns: Wenn also %Sn—E gegen Null geht, mit welcher
Rate passiert denn das?? Ist diese GroBe typischerweise von der Ordnung n~! oder 1/log n oder
e~ " oder von welcher sonst? Eine grobe Antwort wird gegeben durch eine etwas trickreichere
Anwendung der Tschebyscheffschen Ungleichung, als dies im Beweis des Gesetzes der Grofien
Zahlen geschehen ist: Sie liefert fiir jedes a > 0 die Abschitzung

2a71K

P(n*1S, —E|>¢) <n =

und dies konvergiert fiir jedes a < % gegen Null. Dies legt die Vermutung nahe, dass %Sn - F
von der GroBenordnung n~/2 sein sollte und dass die ‘aufgeblihte’ Zufallsvariable Vn(:S,—E)
gegen etwas Nichttriviales konvergieren konnte. Dies stellt sich auch als korrekt heraus, wie wir
im folgenden Satz 5.2.2 sehen werden. Tatsdchlich kommt sogar in einer Vielzahl von Fillen
immer die selbe Grenzverteilung heraus, und zwar die Normalverteilung (siehe Beispiel 4.3.7).
Der Sinn, in dem die Konvergenz stattfindet, ist der folgende.

2Man beachte, dass diese Frage sehr verschieden ist von der Frage, mit welcher Rate die Wahrscheinlichkeit
P(|15, — E| > ¢) gegen Null geht.
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Definition 5.2.1 (Schwache Konvergenz). Es seien Zufallsgrifien X und X1, Xs,... ge-
geben mit Verteilungsfunktionen F bzw. Fy, Fs,.... Wir sagen, dass X, in Verteilung oder
schwach gegen X konvergiert, falls fiir jedes t € R, in dem F stetig ist, gilt

lim F,(t) = F(t).

In diesem Fall schreiben wir X,, — X.

Die Notation X, — X lehnt sich an dem englischen Ausdruck ‘weak convergence’ fiir schwa-
che Konvergenz an. Natiirlich konvergiert X,, genau dann schwach gegen X, wenn X, — X
schwach gegen Null konvergiert. Wie beim Begriff der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit im
vorigen Abschnitt braucht man streng genommen keine Zufallsgréfien, um die Konvergenz zu
formulieren, sondern nur deren Verteilungen, und zwar nur die von X,, — X fiir jedes n € N.
Man kann leicht zeigen, dass X, — X genau dann gilt, wenn fiir alle a < b, so dass die Vertei-
lungsfunktion von X in a und in b stetig ist, gilt

JL%OP(X" € [a,b]) =P(X € [a,b]).

Wir formulieren nun das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts, das wir allerdings nur in einem
Spezialfall beweisen werden, siehe Satz 5.2.5.

Satz 5.2.2 (Zentraler Grenzwertsatz). Fir jedes n € N seien unabhingige und identisch
verteilte Zufallsgrofien Xq,..., X, gegeben, die alle den gleichen Erwartungswert E und die
gleiche Varianz V besitzen. Sei %Sn = %(Xl + ..., Xy) der Mittelwert. Dann gilt fiir jedes

teR .
n /1 1 o2
T ]P(, /—(—Sn —E) < t) - —/ e % du. 5.2.1
n— oo V \n — V2T J o ( )
Mit anderen Worten, /3 (
Zufallsgrofie:

LG — E) konvergiert schwach gegen eine standardnormalverteilte

\/g(%sn . E) = N(0,1).

Beweis. Siehe Abschnitt 8.3. O

Man beachte, dass der Erwartungswert von \/g (%Sn—E ) gleich Null und ihre Varianz gleich
Eins ist, genau wie die der Standardnormalverteilung N (0, 1). Solche Zufallsvariable nennt man
standardisiert. Man beachte auch, dass gilt

n /1 1 X - E(X;)
V(ES"_E) _%; S(X)
X, —E(X;)

wobei S(X;) die Standardabweichung von X; ist. Auch die Zufallsgrofien S sind stan-
dardisiert, und man kann den Zentralen Grenzwertsatz auch (ein wenig schlampig) formulieren,
indem man sagt: Die Summe von n unabhdingigen standardisierten Zufallsgriofien gleicher Ver-
teilung ist asymptotisch verteilt wie \/n mal eine Standardnormalvariable.
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Bemerkung 5.2.3. In der Situation des Satzes 5.2.2 haben wir also fiir jedes C' > 0:

Jim P[5, B > TZ) =201 - a(0))

und dies konvergiert fiir C' — oo gegen Null. Insbesondere kann man leicht die Giiltigkeit des
Schwachen Gesetzes der Groflen Zahlen beweisen, indem man bei gegebenem ¢ > 0 fiir geniigend
grofles n abschiitzt: CV/y/n < e. Die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes ist also stérker als
die des Schwachen Gesetzes der Groflen Zahlen. O

Bemerkung 5.2.4 (Der Zentrale Grenzwertsatz als Fixpunktsatz). Es ist bemerkens-
wert, dass die Grenzverteilung nicht abhéngt von den Details der Verteilung der X; und immer
gleich der Normalverteilung N(0,1) ist. Ein wenig Plausibilitéit dafiir kommt von der speziel-
len Eigenschaft der Normalverteilung in Lemma 4.3.8 her: Falls alle X; exakt N(0,1)-verteilt
sind, so ist auch \/%(19, — E) = n~1/23°" X, exakt N(0,1)-verteilt. Dies heift, dass die
Normalverteilung ein Fixpunkt ist unter der Abbildung, die eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
P abbildet auf die Verteilung von 2-/2 Mal die Summe zweier unabhéngiger Zufallsgrofen mit
Verteilung IP. In Termen der zugehorigen Dichten ist dies die Abbildung ¢ — @xp( - 2_1/2)2_1/2.
Man kann zumindest die Teilfolge 27™/2 212;1 X; (wobei X1, Xs,... standardisierte unabhéngi-
ge identisch verteilte Zufallsgrofen im £2 sind) auffassen als die Iterationsfolge unter der oben
beschriebenen Abbildung. Da die Standardnormalverteilung ein Fixpunkt dieser Abbildung ist,
ist es zumindest nicht unplausibel, dass ein ‘Fixpunktsatz’ wie der Zentrale Grenzwertsatz gelten
konnte. &

Tatséachlich werden wir den Zentralen Grenzwertsatz in der Form von Satz 5.2.2 nicht be-
weisen, sondern nur den Spezialfall fiir Bernoulli-Zufallsgrofien:

Satz 5.2.5 (Satz von de Moivre-Laplace). Es seien Xq,..., X, Bernoulli-Zufallsgrofien
mit Parameter p € (0,1), d.h. Sy, = > 1 | X; ist binomialverteilt mit Parametern n und p.
Dann gilt fir alle a,b € R mit a < b

— 1 b 2
lim ]P(ag _Snomp gb) :—/ =% dz.
s 05 Var Ju

Beweis. Wir schreiben ¢ statt 1 — p.

Wir schreiben zunéchst die betrachtete Wahrscheinlichkeit als eine Summe von Einzelwahr-
scheinlichkeiten und skalieren diese Summe zu einem Integral, wobei wir die Randeffekte bei a
und bei b pauschal mit o(1) fiir n — oo beschreiben:

S _n ~np+b,/npq
]P’(a < n W b) = Y Biwk) +o(1)
np(l—p)
k~np+a./npq

np+by/mpq
_ / Bi,,(|t])dt + o(1)
np-+a./npq

b
= / \/n—quimp(an + xmj) dz + o(1).
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Der Rest des Beweises besteht darin zu zeigen, dass der Integrand gleichméBig in = € [a, ]
gegen o 1(x) = (271')_1/26_9”2/2 konvergiert. Wir schreiben zunéchst die Definition von Bi,, ,(k)
aus und setzen Stirlings Formel asymptotisch fiir n — oo ein:

n

n
nl ~ 27rn<—> , n — 0o, (5.2.2)
e

wobei wir wie immer ~ fiir asymptotische Aquivalenz benutzen. Man beachte, dass diese und

alle folgenden Approximationen gleichméfig in x € [a, b] gelten.
(%)n 2mn

(NP—I—x\/W)w-Fx\/Wm(nq x\/W)nq xﬁm

\/7 —np— :v\/W €T p) —ng+x,/npq
A o |
(5.2.3)

Nun schreiben wir die letzten beiden Terme mit Hilfe von expq{... } und benutzen die Asymptotik
(1+ %)02‘/5 — e, Also ist die rechte Seite von (5.2.3) asymptotisch gleich

\/12_7Texp{—nplog 1+—\/7 —nqlog 1——\/7 e~V a/PVPig—*\/p/avipa, (5.2.4)

Nun benutzen wir eine Taylor-Approximation fiir den Logarithmus: log(1+h) = h—h2/2+0O(h3)
fiir h — 0. Also ist der Term in (5.2.4) asymptotlsch aqulvalent zu

\/_exp np\/_\/7 p——+ q\/_\/7 qgg—m q—x p} (5.2.5)

Elementares Zusammenfassen zeigt, dass dies identisch ist mit ¢q 1 (). 0

VAP Biny(Inp + /75)) ~ /7T

Beispiel 5.2.6 (Irrfahrt). Wenn S,, der Endpunkt der n-schrittigen gewdhnlichen Irrfahrt auf
Z ist (d.h. S, ist die Summe von n unabhéngigen Zufallsvariablen, die mit gleicher Wahrschein-
lichkeit die Werte 1 und —1 annehmen), so wissen wir nun, dass die Verteilung von S,n~1/2
schwach gegen die Standardnormalverteilung konvergiert. Insbesondere wissen wir nun, dass der
Endpunkt S, des Pfades mit hoher Wahrscheinlichkeit in einem Intervall der Gréflenordnung
v/n um die Null herum zu finden ist. Das Gesetz der Grofien Zahlen sagte uns nur, dass er in
dem (weit groferen) Intervall der Ordnung en ist, allerdings mit hoherer Wahrscheinlichkeit. <

Beispiel 5.2.7 (Normalapproximation). Eine typische Anwendung des Satzes von de Moivre-
Laplace ist die Folgende. Wenn man einen fairen Wiirfel 1200 Mal wirft, wie grof} ist dann die
Wahrscheinlichkeit, dass dabei zwischen 190 und 200 Sechsen fallen? Wir nehmen natiirlich an,
dass die 1200 Wiirfe unabhéngig voneinander geschehen.

Wir koénnen die Zufallsgrofien X; interpretieren als 1, falls der i-te Wurf eine Sechs hervor
bringt und als 0 andernfalls. Dann ist die Anzahl der gewiirfelten Sechsen gleich S1999 = X1+ -+
X19200, und wir sind in der Situation des Satzes von de Moivre-Laplace mit p = % und n = 1200.

Insbesondere sind np = 200 und /np(l —p) = % ~ 13. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit

miissen wir wie folgt umschreiben:

190 — 200 _ S, —np

P(190 < Sya00 < 200 MP< <0)
(190 < Sy200 < 200) 3 N

10 Sn —np 10
=P < T <) x~d0) - d(—19).



62 KAPITEL 5. GRENZWERTSATZE

Es ist klar, dass ®(0) = 3, und in einer Tabelle finden wir den Wert ®(—13) = 1 — ®(13) ~
1—®(0,77) =~ 1 —0,7794 = 0,2306. Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit ungefihr gleich
0,2794. o

Beispiel 5.2.8 (Wahlprognose). Bei einer Wahl erhélt Kandidat A einen unbekannten Anteil
p € (0,1) der Stimmen. Um den Wert von p zu ermitteln, werten wir die ersten n Wahlzettel aus
(bzw. befragen wir n zufillig gewidhlte Wihler). Wir grof sollte n sein, damit die Wahrschein-
lichkeit eines Irrtums von mehr als einem Prozent nicht grofler als 0,05 ist?

Wenn wir n Zettel auswerten bzw. n Personen befragen, dann bekommen wir .S,, Stimmen fiir
den Kandidaten A, und S, ist binomialverteilt mit Parametern n und p. Die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {]%Sn — p| > 0,01} soll unter 0,05 liegen, also

0 95~IP’(— 0,01n < Sn —np < 0,01n )
’ Vrp(l—p) — /np(1—p) ~ /np(1 —p)

mb(o,m rl"_p))—cb(—o,m rl"_pQ

- 2@(0,01 ]ﬁ) 1

Also wollen wir ein (méglichst kleines) n bestimmen mit ® (O, 01 ﬁ) ~ 0,975. Einer

Tabelle entnehmen wir, dass ®(1,96) ~ 0,975. Also sollte n ~ p(1 — p)10000 - 1,962 ausreichen.
Wenn man keine Informationen iiber p besitzt, dann kann man (indem man den maximalen
Wert p = % einsetzt) davon ausgehen, dass n ~ %10000 - 1,962 ~ 9600 ausreicht. <&



Kapitel 6

Mafdtheorie

In diesem Kapitel geben wir eine Einfithrung in die Maf}- und Integrationstheorie unter besonde-
rer Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeitstheorie. Wir erldutern die fundamentalen Begriffe
und Konzepte wie o-Algebren, Dynkin-Systeme, Mafle, Messbarkeit, Lebesgue-Maf}, Verteilungs-
funktionen, Integration, LP-Riume und Produktrdume, und stellen die wichtigsten Hilfsmittel
bereit wie den Satz von Carathéodory, den monotonen und den beschréinkten Konvergenzsatz
und das Lemma von Fatou.

6.1 o-Algebren und Mafle

Es sei ) eine nichtleere, eventuell sehr grole Menge. Wir mochten auf 2 Wahrscheinlichkeiten
einfiihren, um die Teilmengen von {2 zu messen. In anderen Worten, wir moéchten eine Abbil-
dung P auf der Menge der Teilmengen von  mit Werten in [0, 1] fest legen, so dass wir mit
P(A) die Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge A von 2 angeben kénnen. Zu den Grundanfor-
derungen an P gehoren sicher die Kolmogoroffschen Aziome, die besagen, dass P(Q2) = 1 und
P(U,en An) = 2 nen P(Ay) fiir jede Folge von paarweise disjunkten Teilmengen Ay, As,. .. gel-
ten sollen. Insbesondere sollte man erwarten diirfen, dass P(A¢) =1 — P(A) gilt.

Dies sind auch die Grundanforderungen, die man an ein Maf3 P stellt. Allerdings definiert
man ein Maf fast nie auf der gesamten Menge aller Teilmengen von Q (der sogenannten Po-
tenzmenge P(2) von ), sondern auf Teilmengensystemen, die kompatibel sind mit den oben
erwdhnten Rechengesetzen:

Definition 6.1.1 (o-Algebra). FEin Mengensystem F auf Q (also eine Teilmenge F wvon
P(Q2)) heifit eine o-Algebra, falls gelten:
(i) Qe F,

(ii) falls A € F, so gilt auch A° € F,

(iii) falls Ay, As, As, -+ € F, so gilt auch |, .y An € F.

neN

Die Elemente von F heifsen messbare Mengen und das Paar (2, F) ein messbarer Raum.

Also sind o-Algebren geeignete Definitionsbereiche fiir Mafle, siche Definition 6.1.7 weiter

63
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unten. Die folgenden Bemerkungen sind offensichtlich oder Ubungsaufgaben.

Bemerkung 6.1.2. (a) Die Potenzmenge und {0,Q} sind zwei o-Algebren, und zwar die
beiden trivialen. Alle anderen o-Algebren liegen zwischen diesen beiden.

(b) Jede o-Algebra F ist nicht nur gegen Komplementbildung und abzéhlbare Vereinigung
abgeschlossen, sondern auch gegen abzihlbare Schnittbildung, d.h. auch [,y Ax liegt in
F, wenn Ay, Ay, Az,--- € F, denn [,y An = (Upen 45)°-

(c) Beliebige Schnitte von o-Algebren sind ebenfalls o-Algebren, aber im Allgemeinen sind
Vereinigungen von o-Algebren selber keine.

(d) Fiir jede Menge € ist das System der Mengen A C €, so dass A oder A abz#hlbar ist,
eine o-Algebra.

(e) Wenn Q und Q' zwei Mengen sind und f: Q — Q' eine Abbildung, dann ist fiir jede o-
Algebra F’ auf €' das System aller Urbilder f~}(4') = {w € Q: f(w) € A’} mit A’ € F'
eine o-Algebra auf (.

<

Im Allgemeinen gibt es sehr viele o-Algebren auf 2, und viele o-Algebren sind nicht nur
selber gigantisch grof}, sondern auch kaum explizit zu beschreiben. Daher ist es oft niitzlich,
Erzeugendensysteme gut zu kennen:

Lemma 6.1.3 (erzeugte o-Algebra). Zu jedem Mengensystem C auf Q gibt es genau eine
kleinste o-Algebra o(C), die C enthilt, d. h. eine o-Algebra, die C enthilt und die in jeder o-
Algebra enthalten ist, die C enthdlt. Wir nennen o(C) die von C erzeugte o-Algebra.

Beweis. Wir kénnen o(C) angeben als!
o(C) = ﬂ{A: A ist eine o-Algebra mit C C A}.

Diese Definition ist sinnvoll (also ein nichtleerer Schnitt), denn mindestens P(2) ist in dem
Mengensystem enthalten, iiber das der Schnitt gebildet wird. Man verifiziert leicht, dass dieses
Mengensystem die beiden Eigenschaften besitzt. U

Es ist klar, dass immer C C o(C) gilt und dass Gleichheit genau dann gilt, wenn C eine
o-Algebra ist. Ferner gilt o(C1) C o(Ca), falls C; C Cs.

Bemerkung 6.1.4. Wenn fiir jedes i aus einer beliebigen Indexmenge I das System F; eine
o-Algebra ist, so ist ja (wie schon in Bemerkung 6.1.2(c) erwéhnt) die Vereinigung (J;c; F; im
Allgemeinen keine o-Algebra. Die kleinste o-Algebra, die diese Vereinigung enthélt, wird mit

V7 =o(U7)

iel el
bezeichnet. Im Fall I = {1,...,n} schreibt man auch F; v --- VvV F,. <&

Die wichtigste o-Algebra auf R bzw. R"™ ist die folgende.

'"Wir schreiben ({A;: i € I} an Stelle von (,.; A; = {M C Q: M € A; Vi€ I}.

iel
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Beispiel 6.1.5 (Borel-o-Algebra). (a) Auf R betrachten wir die von den offenen Mengen
erzeugte o-Algebra, also B = o(Q), wobei O die Menge aller offenen Teilmengen von R
ist. Die o-Algebra B heifit die Borel-o-Algebra auf R. Es gilt auch

B=o({(a,b): —oco<a<b<oo}

= o({(~c0,1]: t € RY})
= o({(—o0,t]: t € Q}),

d.h. B wird auch von dem System der offenen Intervalle, dem der links unbeschrénkten
und rechts beschrénkten, abgeschlossenen Intervalle (mit rationalem Randpunkt) erzeugt
(Ubungsaufgaben). Es gibt kein direktes Kriterium, an Hand dessen man von einer gege-
benen Teilmenge von R erkennen kann, ob sie zu B gehort oder nicht.?

(b) Auf R™ betrachten wir die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra 5,,, die die Borel-
o-Algebra auf R™ genannt wird. Auch B,, wird von einer Reihe anderer Mengensysteme
erzeugt, wie etwa vom System der offenen Kuben [, (a;, b;) mit —oco < a; < b; < oo fiir
1 =1,...,n, dem der abgeschlossenen Mengen oder auch von dem der kompakten Mengen
(Ubungsaufgabe).

O

Bemerkung 6.1.6 (Spur-o-Algebra). Wenn F eine o-Algebra iiber 2 ist und Q C Q eine
beliebige Teilmenge von (2, so sicht man leicht, dass

={ANQ: Aec F}

eine o-Algebra iiber Q ist. Wir nennen F die Spur-o-Algebra_von F iiber Q. Falls Q selber
messbar ist, so besteht F aus allen messbaren Teilmengen von Q. Beispielsweise werden wir die
Spur-o-Algebra der Borel-o-Algebra auf einer Teilmenge I von R™ mit B; bezeichnen. O

Der zweite zentrale Begriff der Mafitheorie ist das Maf:

Definition 6.1.7 (Maf3, Maflraum, Wahrscheinlichkeitsraum). Es sei (2, F) ein messba-
rer Raum. Es sei p: F — [0,00] eine Abbildung.

(a) w heifit ein MaB, falls gelten:
(1) n(0) =

(ii) p ist o-additiv, d. h. fiir alle Folgen (An)nen von paarweise disjunkten Mengen A, €
F qilt M(UnGN An) = EnGN /’L(An)

In diesem Fall heif$t das Tripel (2, F, u) ein Mafiraum.

(b) w heifit o-endlich, falls eine aufsteigende Folge (2, )nen von messbaren Teilmengen von €2
existiert mit Q = |J, ey Qn und p(Qy,) < oo fiir jedes n € N.

(c¢) p heift endlich, falls u(Q) < oo.

(d) w heift ein Wahrscheinlichkeitsma8}, falls u ein Maf ist mit u(Q) = 1. In diesem Fall heif$t
das Tripel (Q, F,p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und wir schreiben meist P statt pu.

2Dies ist etwa bei dem Begriff der Offenheit einer Menge anders: Falls zu jedem Punkt der Menge noch eine
ganze Umgebung dazu gehort, hat die Menge diese Eigenschaft.



66 KAPITEL 6. MASSTHEORIE

Fiir den Wahrscheinlichkeitstheoretiker wird also das Tripel (€2, F,P), der Wahrscheinlich-
keitsraum, das Hauptobjekt der Untersuchung sein. Ein beliebiges endliches Mafl u # 0 kann
man leicht zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl P = p/u(£2) normieren. Allerdings werden auch
nichtendliche Mafle von grofler Bedeutung sein, wie zum Beispiel das natiirlichste Maf3 auf der
Borel-o-Algebra:

Beispiel 6.1.8 (Lebesgue-Maf3). Auf dem messbaren Raum (R",B,,) (siche Beispiel 6.1.5)
wollen wir ein MaB A, betrachten, das jedem Kubus @ = []",[a;, b;] seinen elementargeometri-
schen Inhalt A\, (Q) = [[;-, (b; — a;) zuordnet. Ein solches Maf nennen wir das Lebesgue-Maf auf
(R™, B,,). Allerdings miissen wir die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit noch ein wenig
zuriick stellen, siehe Korollar 6.3.3 und Beispiel 6.10.7. &

Die Existenz und Eindeutigkeit von Maflen mit gewissen gewiinschten Eigenschaften be-
handeln wir in Abschnitt 6.2. Wir sammeln zunéchst ein paar fundamentale Eigenschaften von
Maflen:

Lemma 6.1.9 (Eigenschaften von Maflen). FEs sei u ein Maf$ auf einer o-Algebra F. Dann
hat p die folgenden FEigenschaften.
(a) w ist stetig von unten und von oben, d. h.
(i) fiir jede Folge (Ay)nen in F mit A, T A3 fiir ein A € F gilt lim,, oo u(A4y) = p(A),
(i) fiir jede Folge (Ap)nen in F mit pu(Ay) < oo fir einn € N und A, | A fir ein A e F
(b) p ist o-subadditiv, d. h. fiir jede Folge (Ap)nen in F gilt p(Upen An) < D nen #(An).

(¢) w ist monoton oder isoton, d. h. fir je zwei Mengen A, B € F mit A C B gilt u(A) < u(B).

Beweis. (a) Wir behandeln nur den Fall A,, T A. Mit Ay = () definieren wir B,, = A, \ Ap_1,
dann sind die Mengen B1, By, Bs, ... paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist A. Also gilt

N N
p(A) = H(U Bn> =D _n(Bn) = lim > u(By) = ngnoou<U Bn> = lim p(Ay).
neN neN n=1 n=1
(b) und (c) Ubungsaufgabe. O

Die diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie ist ein Spezialfall des allgemeinen Konzepts von
Definition 6.1.7:

Beispiel 6.1.10 (diskrete Mafle, Dirac-Maf}). Es sei 2 beliebig und Q C Q eine hichstens
abzihlbare Teilmenge. Mit einer Abbildung p: 2 — (0, 0] definieren wir

wA) = > pw), AcQ

wEANQ

Dann ist 4 ein Maf} auf der Potenzmenge von (2, das auf der diskreten Teilmenge Q konzentriert?
ist. Es gilt dann p({w}) = p(w) > 0 fiir alle w € Q, und man nennt w ein Atom von p. Das

3Wir schreiben A, 1 A, falls A, C A1 fiir jedes n € Nund A = Unen An, und wir schreiben A, | A, falls
Apy1 C A, fiir jedesn € Nund A = ﬂneN An.
Wir sagen, ein MaB ist konzentriert auf einer messbaren Menge Q C , falls u(Q\ Q) = 0 gilt.
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Maf v (oder auch seine Einschréinkung auf die Potenzmenge von ?2) heifit ein diskretes Maf.
Falls p(w) < oo fiir alle w € €, so ist p o-endlich. Falls > _5p(w) =1, so ist p ein diskretes

Wahrscheinlichkeitsmafl. Falls p(w) = 1 fiir jedes w € 2, nennen wir u das Zdhlmafs auf ﬁ; dann
zéhlt pu(A) = #(AN Q) die Anzahl der Punkte aus 2 in A.

Falls €2 einelementig ist, also { = {wo} fiir ein wp € Q, so heifit u das Dirac-Maf in wg, und
wir schreiben p1 = ¢,,. Es gilt also

1, fallswy € A
8o (A) :{ o e €A (6.1.1)

0 sonst.
Ein beliebiges diskretes Mafl 1+ wie oben kann man dann auch als eine Linearkombination von
Dirac-MaBen auffassen, denn es gilt p =3 & p(w)ds.

Jede aus der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie bekannte Verteilung lésst sich auffassen
als ein diskretes Maf auf (R, P(R)). Die wichtigsten Beispiele sind die folgenden:

geometrische Verteilung Z p(1—p)"*o,, Parameter p € (0,1),
n€Np
n
Poisson-Verteilung Z a—efaén, Parameter a > 0,
n!
n€Np
" /n
Binomial-Verteilung Z <k>pk(1 —p)" %5, Parameter n € N,p € (0,1).
k=0

<&

Warum konstruieren wir nicht alle Mafle, die uns interessieren, gleich auf der Potenzmenge
von 2, sondern machen uns die Miihe, auf o-Algebren einzuschrénken, die ja ein wenig wider-
spenstig sind? Ein berithmtes Beispiel von Vitali (1905) gibt eine iiberzeugende Antwort:

Beispiel 6.1.11 (Potenzmenge ist zu grof}). Es gibt kein Maf§ auf der Potenzmenge von
R, das jedem Intervall gerade seine Lénge zuordnet, d. h. man kann das Lebesguemafl aus Bei-
spiel 6.1.8 nicht auf P(R) erweitern.

Nehmen wir an, dass A: P(R) — [0, 0] ein solches Ma8 sei, und betrachten wir die Aqui-
valenzrelation ~ auf R, die definiert wird durch x ~ y <= = — y € Q. Unter Benutzung des
Auswahlaxioms kann man eine Menge A C [0,1] konstruieren, die mit jeder Aquivalenzklasse
genau ein Element gemeinsam hat. Daher ist R gleich der abz&hlbaren disjunkten Vereinigung
R = quQ(q + A), wobei ¢ + A die um ¢ verschobene Menge A ist. Wegen der abzihlbaren
Additivitét ist also

00 =AR) =D Ag+4) =D AA),
q€Q q€Q
wobel wir die Translationsinvarianz von A benutzt haben. Nun zeigen wir aber, dass \(A) =0
gilt, womit ein Widerspruch hergestellt ist. Dies geht so. Fiir die Menge

c= |J @+4c?
q€QN[o0,1]
gilt
2=X([0,2) =AC)= > Ag+A)= D AA).
q€QN[0,1] q€QN[0,1]
Daraus folgt A(A) = 0, und der Widerspruch ist komplett. (o)
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6.2 Konstruktion von Maflen

Wie wir schon in Beispiel 6.1.8 gesehen haben, ist es eine wichtige Aufgabe, die Existenz und
Eindeutigkeit von Maflen zu sichern, die auf gewissen Teilsystemen bestimmte Eigenschaften
aufweisen. Das Hauptmittel ist hierbei der Satz von Carathéodory (siehe Satz 6.2.7), der besagt,
dass Mengenfunktionen, die auf geeigneten Teilsystemen gewisse Struktureigenschaften haben,
auf die davon erzeugte o-Algebra erweitert werden kénnen. Betrachten wir zunéichst geeignete
Teilmengensysteme:

Definition 6.2.1 (durchschnittstabil, Dynkin-System). FEs sei C C P()) ein nichtleeres

Mengensystem.
(a) C heifft durchschnittstabil, falls fiir je zwei Mengen A, B € C auch AN B € C gilt.

(b) C heifit ein Dynkin-System, falls gelten:
(i) QecC,
(ii) falls A € C, so gilt auch A° € C,
(iii) falls Ay, Aa, A3, --- € C paarweise disjunkt sind, so gilt auch |J, cny An € C.

Ein Dynkin-System unterscheidet sich also nur darin von einer o-Algebra, dass die Abge-
schlossenheit gegen abzéhlbare Vereinigung nur fiir Folgen paarweise disjunkter Teilmengen ge-
fordert wird. Insbesondere ist jede o-Algebra ein Dynkin-System, aber nicht umgekehrt.® Dieser
kleine Unterschied macht es in vielen Fillen viel einfacher, die Eigenschaft eines Dynkin-Systems
zu verifizieren als die einer o-Algebra. Der Zusammenhang ist allerdings sehr eng:

Lemma 6.2.2. Jedes durchschnittstabile Dynkin-System ist eine o-Algebra.

Beweis. Es sei C ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Seien A1, A, As, - -+ € C, dann miissen
wir zeigen, dass auch A = J, .y An in C liegt.

Mit Ag = () betrachten wir die Mengen B,, = A, \ (41 U---U A,_1), die ja offensichtlich
paarweise disjunkt sind. Offensichtlich ist die Vereinigung der B,, gleich der Vereinigung der
A,. Nun zeigen wir mit einer Vollstéindigen Induktion nach n, dass B, und Ay U---U A, zu C
gehoren, was also den Beweis beendet.

Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir n > 2 gilt
B,=A,N (4 U---UA, )"

Nach Induktionsvoraussetzung ist Ay U --- U A,,_1 in C, also auch sein Komplement, also auch
der Schnitt mit A,,, das heifit B, liegt in C. Ferner ist

AU---UA, =(A1U---UA,_1)UB,

eine disjunkte Vereinigung von zwei Mengen, die in C liegen, also liegt auch A; U---U A, in C.
Damit ist die Induktion beendet und damit auch der Beweis des Lemmas. O

Analog zu Lemma 6.1.3 erzeugt jedes Mengensystem C auf €2 auch ein Dynkin-System, das
wir mit d(C) bezeichnen wollen, also

d(C) = ﬂ{A C P(2): A ist ein Dynkin-System mit C C A}. (6.2.1)

Ein weiterer wichtiger Zusammenhang ist der folgende.

SFalls  eine (endliche) gerade Anzahl von Elementen > 2 enthilt, ist das System der Teilmengen mit gerader
Elementanzahl ein Dynkin-System, aber keine o-Algebra.
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Satz 6.2.3. Fiir jedes durchschnittstabile Mengensystem C ist d(C) = o(C).

Beweis. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, ist klar, dass d(C) C o(C). Wenn wir zeigen,
dass d(C) eine o-Algebra ist, folgt also Gleichheit. Nach Lemma 6.2.2 reicht es zu zeigen, dass
d(C) durchschnittstabil ist. Dazu betrachten wir das Mengensystem

A={ACQ: ANC € d(C) fiir alle C € C}.

Da C durchschnittstabil ist, gilt C C A. Nun zeigen wir, dass A ein Dynkin-System ist, indem
wir die drei definierenden Eigenschaften nachweisen. Die erste ist klar. Fiir jedes A € A ist
fiir jedes C' € C auch die Menge A°NC = (C°U (AN C))¢ in d(C), wie man leicht sieht, also
liegt auch A€ in A. Und wenn Aq, Ao, --- € A paarweise disjunkt sind, so liegt fiir jedes C' € C
auch die Menge (|U,enyAn) NC = U,en(4n N C) in d(C), also J, ey An in A. Also ist A ein
Dynkin-System. Insbesondere gilt d(C) C A.

Nun betrachten wir das System
A={AcCQ: AnA € d(C) fiir alle A’ € d(C)}.

Wegen d(C) C Agilt C C A. Wie bei A zeigt man, dass A ebenfalls ein Dynkin-System ist. Also
folgt auch d(C) C A. Dies ist aber dquivalent dazu, dass d(C) durchschnittstabil ist. O

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, Mengenfunktionen auf gewissen Mengensystemen zu
MafBlen auf o-Algebren zu erweitern. Dazu brauchen wir zunéchst geeignete Mengensysteme, die
einfacher zu behandeln sind als o-Algebren:

Definition 6.2.4 (Algebra). FEin nichtleeres Mengensystem A C P() heifst eine Algebra,
falls fir alle A, B € A auch A° und AN B und AU B in A liegen.

Einer Algebra fehlt also nur die Abgeschlossenheit gegen abzdhlbare Vereinigungsbildung
zu einer o-Algebra.® Die Bedeutung des Begriffes der Algebra liegt darin, dass Algebren (im
Gegensatz zu o-Algebren) oft sehr explizit angegeben werden kénnen. Zum Beispiel ist das
System aller endlichen Vereinigungen von Intervallen eine Algebra iiber R.

Analog zur Algebra gibt es auch eine nur endlich additive Version von Maflen:

Definition 6.2.5 (Inhalt, Pramafl). (a) Ein Inhalt u auf einer Algebra A ist eine Abbil-
dung p: A — [0,00] mit den Figenschaften p(0) =0 und p(AU B) = u(A) + u(B) fiir alle
disjunkten Mengen A, B € A.

(b) Ein o-additiver Inhalt heifit ein Pramaf.

Einem Inhalt fehlt also nur die abzdhlbare Additivitdt zu einem Maf}, vorausgesetzt, dass
sein Definitionsbereich eine o-Algebra ist. Wenn der Definitionsbereich eines Pramafies nicht nur
eine Algebra, sondern sogar eine o-Algebra ist, so ist es schon ein Mafl. Es ist klar, dass jeder
Inhalt p monoton ist (d.h. u(A) < w(B) fiir alle A, B € A mit A C B), endlich additiv (d.h.
p(Uisy Ai) = D0 u(4;) fiir paarweise disjunkte A1, ..., A, € A) und endlich subadditiv (d.h.
p(Uiy Ai) < 370 u(A,) fiir beliebige Ay, ..., A, € A).

Die o-Additivitit ist sogar dquivalent zur Stetigkeit in (0:

6Zum Beispiel ist das System der Teilmengen A von 2, so dass A oder A€ endlich sind, eine Algebra, aber fiir
unendliches 2 keine o-Algebra.
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Lemma 6.2.6. Es sei p ein endlicher Inhalt auf einer Algebra A. Dann sind dquivalent:
(i) w ist o-additiv (d. h. ein Primajs),

(ii) w ist stetig in der leeren Menge, d.h. fiir alle Folgen von Mengen Ay, Ag,--- € A mit
Ay L0 gilt limy, o0 u(Ay) = 0.

Beweis. (i)=>(ii): Sei 4,, | 0. Wir definieren B,, = A,,\ A,+1 fiir n € N. Dann sind die Mengen
B,, paarweise disjunkt, und es gilt A, = |J,._,, Bm fiiralle n € N. Alsoist u(A4,) = > > 11(Bp).
Da diese Summe konvergiert, gilt lim,, o u(A4,) = 0.

(il)=(i): Es sei (Bp)nen eine Folge von paarweise disjunkten Mengen in A, so dass B =
U,y Bn in A liegt. Fiir n € N betrachte A1 = Jpy_, .1 Bm = B\ (B1U---UB,) € A. Dann
sind die Mengen Bi, ..., By, A,11 paarweise disjunkt und in A. Wegen der endlichen Additivitét
gilt

n

w(B) =Y w(Bn) + n(Ans1)-

m=1
Wegen Apq1 | 0 gilt lim,, o0 p1(Apy1) = 0. Also folgt p(B) = > °_ | i1(Bp), d. h. p ist o-additiv.
U

Nun kommen wir endlich zum Hauptergebnis dieses Abschnittes, das wir allerdings nicht in
voller Stirke beweisen werden:

Satz 6.2.7 (Carathéodory). Es sei ug ein o-endliches Primafl auf einer Algebra A. Dann
gibt es genau ein Maf$ p auf o(A), das po erweitert, d. h. das auf A mit g tibereinstimmdt.

Der Existenzteil dieses Satzes wird z.B. in [Ba91, L5] bewiesen. Wir zeigen hier nur die
Findeutigkeit, die direkt aus dem folgenden Resultat folgt, das wir noch oft benutzen werden.

Satz 6.2.8 (Eindeutigkeitssatz). Es sei F eine o-Algebra auf Q und C ein durchschnitt-
stabiles Erzeugendensystem von F. Falls zwei auf F definierte Mafe p, v auf C mit einander
ibereinstimmen und eine Folge (p)nen in C existiert mit 0, T Q und p(Q2,) = v(2,) < 00
fur jedes n € N, so gilt p=v auf F.

Beweis. Zunichst behandeln wir den Spezialfall, wo p(Q2) = v(Q) < co. Wir betrachten das
Mengensystem B
F={AeF:uA)=v4)}

und brauchen nur zu zeigen, dass F C F. Hierzu reicht es zu zeigen, dass F ein Dynkin-System
ist, denn dann gilt nach Satz 6.2.3 schon F = o(C) = d(C) C F, und F enthiilt offensichtlich C.
Dass F ein Dynkin-System ist, rechnet man leicht an Hand der Definition nach: Offensichtlich
ist Q € F, und fiir jedes D € F gilt u(D°) = u(Q) — p(D) = v(Q) — v(D) = v(DC), also liegt
auch D¢ in F. Und fiir jede Folge (Dy,)nen von paarweise disjunkten Mengen in F gilt

(U Da) = u0n) = > v(Dn) = v(J Dn).

neN neN neN neN

also liegt |J,,cry Dn auch in F. Damit ist der Spezialfall 11(Q) = v(Q) < co bewiesen.
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Im allgemeinen Fall betrachten wir fiir n € N die endlichen Maf}e u,, und v,, die definiert
sind durch p,(A) = p(ANQy,) bzw. v,(A) = v(ANQ,) fir alle A € F. Auf p,, und v, kénnen
wir die oben bewiesene Aussage anwenden und erhalten, dass u,, = v, fir jedes n € N. Durch
Grenziibergang n — oo erhilt man p(A) = v(A) fiir jedes A € F, also stimmen g und v iiberein.

0

Korollar 6.2.9. Falls zwei endliche Mafe p, v mit u(Q) = v(Q) auf einem durchschnittstabilen
Erzeugendensystem mit einander tberein stimmen, so sind sie schon gleich.

Ein oft benutzter Begriff im Zusammenhang mit Maflen ist der folgende.

Definition 6.2.10 (Nullmengen, Vollstindigkeit). Es sei (Q,F,u) ein Mafraum. Eine
Menge A C Q (auch wenn sie nicht in F liegt) heifit eine p-Nullmenge, falls eine messbare
Menge F € F existiert mit u(F) = 0 und A C F. Der Mafraum (2, F,p) heifit vollstéindig,
falls F alle p-Nullmengen enthdlt.

Als eine einfache Ubungsaufgabe zeigt man leicht:
Lemma 6.2.11. Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Bemerkung 6.2.12 (Vervollstindigung). Jeder Mafiraum (2, F, ) lédsst sich sehr leicht
vervollstindigen. Das Mengensystem”

G={ACQ: Esgibt ein B € F, so dass AAB eine p-Nullmenge ist}

kann man leicht als eine o-Algebra erkennen. Ferner lésst sich p leicht auf G erweitern: Fiir A € G
existiert ja ein B € F, so dass AAB eine p-Nullmenge ist. Nun setzt man m(A) = u(B). Als
Ubungsaufgabe verifiziert man leicht, dass 77 wohldefiniert ist (d.h. dass diese Definition nicht
von der Wahl von B abhingt) und dass (2,G, ) ein vollstdndiger Mafiraum ist. Man nennt ihn
die Vervollstindigung von (2, F, u). Es hat manchmal Vorteile, mit einer Vervollstéindigung zu
arbeiten, aber man darf nicht vergessen, dass die o-Algebra G vom Maf u abhéngt. <&

6.3 Verteilungsfunktionen

Wir erinnern daran (siehe Beispiel 6.1.5), dass die Borel-o-Algebra B auf R insbesondere von
den Mengen (—o0,t] mit ¢ € R erzeugt wird. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass MaBe p auf
(R, B) eindeutig fest gelegt werden durch die Abbildung ¢ — u((—o00,t]). Im Fall eines Wahr-
scheinlichkeitsmafles p nennt man diese Abbildung die Verteilungsfunktion von p. Im Folgenden
finden wir hinreichende und notwendige Eigenschaften von Funktionen F': R — R, so dass es
ein Maf p gibt mit F(t) = p((—o0,t]) fiir alle ¢t € R. Zunéchst eine einfache Beobachtung.

Lemma 6.3.1. Fiir jedes Maf 1 auf (R,B) mit u((s,t]) < oo fir alle s < t ist die Abbildung
t — p((—o0,t]) monoton steigend und rechtsseitig stetig.

Beweis. Die Monotonie ist klar, und die rechtsseitige Stetigkeit folgt aus der Darstellung
(—00,t] = Nyen(—00,t + 1] sowie der Stetigkeit des MafBies ;1 von oben, siche Lemma 6.1.9(a).
O

"Mit AAB = (A\ B) U (B\ A) bezeichnen wir die symmetrische Differenz von A und B.
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Tatséichlich erweisen sich diese beiden Eigenschaften schon als entscheidend:

Satz 6.3.2. Zu jeder monoton steigenden, rechtsseitig stetigen Abbildung F': R — R gibt es
genau ein Maf p auf (R, B) mit F(t) — F(s) = u((s,t]) fir alle s,t € R mit s < t.

Beweis. Es sei J die Menge aller Intervalle (s,¢] mit —oo < s < t < oo und aller Intervalle (s, 00)
mit —oo < s < oo. Ferner sei a(J) die von J erzeugte Algebra, das heifit die kleinste Algebra,
die J enthilt. Man kann leicht zeigen, dass a(J) aus allen endlichen disjunkten Vereinigungen
der Intervalle in J besteht. Wir definieren

u((s,t]) = F(t) — F(s), —00 < s <t < oo,
M((S,OO)) = F(OO) - F(3)7 —00 < 5 < 00,

wobei wir F(00) = limy_o F(t) € (00,00] und F(—o00) = lims,_ F(s) € [—00,00) setzen.
Natiirlich kénnen wir p sofort leicht auf a(J) erweitern: Eine disjunkte Vereinigung von Inter-
vallen dieser Form erhélt als u-Wert natiirlich die Summe der p-Werte der Intervalle. Es ist evi-
dent, dass 1 ein Inhalt auf a(J) ist. Offensichtlich ist y auch o-endlich, denn R = (J,,cn(—mn, 7],
und pu((—n,n]) = F(n) — F(—n) < oc.

Nach dem Satz von Carathéodory geniigt es zu zeigen, dass p ein Pramafl auf a(J) ist.
Diese Eigenschaft zeigen wir nur fiir den Fall —oo < F(—o00) < F(00) < 00, der allgemeine Fall
ist eine Ubungsaufgabe. Nach Lemma 6.2.6 miissen wir zeigen, dass p(A,) — 0 fiir jede Folge
(Ap)nen in a(J) mit A, | 0 gilt. Dies beweisen wir indirekt: Sei (A, )nen eine fallende Folge in
a(J) mit a = limy, o p1(Ay) > 0, dann werden wir zeigen, dass [,y An 7 0 gilt.

(i) Zuniichst zeigen wir, dass fiir jedes Intervall I € J und jedes € > 0 ein Intervall I’ € J
und ein kompaktes Intervall L existieren mit

I'cLcl und (I > p(I) —e. (6.3.1)

Im Fall I = (s,t] mit s,t € R wéhlen wir I’ = (s/,t] und L = [(s + s')/2,t], wobei s’ € (s,t)
so gewihlt wurde, dass F(s') < F(s) + € gilt. Dann ist offensichtlich (6.3.1) erfiillt. Im Fall
I = (—o0,t] wihlen wir ein s’ € (—oo,t] mit F(s') < F(—o00) 4+ € und setzen I’ = (s/,¢] und
L =[s'—1,t]. Die Fille I = (s,00) und I = R gehen analog.

(ii) Jedes A,, € a(J) ist eine endliche Vereinigung von Intervallen in J. Aus (i) folgt daher,
dass wir B,, € a(J) und eine kompakte Menge K,, C R finden kénnen mit B, C K, C A, und
1(Bn) > p(Ap) — a2

(iii) Es gilt fiir jedes n € N

A\ (BiN---NBp) = (A1 NN A)\ (Bin---NBy) C | J(4i\ By)

und daher auch

p(BLN -0 By) > (A = J(4:\ BY)
i=1

> u(An) = > A\ Bi) = a—>» a2 >a/2.

i=1 i=1

n
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Daher ist BiN---NB,, # ( fiir jedes n € N. Wegen B,, C K, ist auch die Menge K,, = K1N---NK,
nicht leer fiir jedes n € N. Da (K, )nen eine absteigende Folge nichtleerer kompakter Mengen
ist, ist ihr Schnitt (), ¢y K, nicht leer. Wegen K,, C A, ist auch (nen An nicht leer, und das
war zu zeigen. [l

Nachzutragen ist noch, dass p im Falle F(co) — F(—o0) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf
ist. In diesem Fall kann man ohne Einschrénkung voraus setzen, dass F'(—oc) = 0 gilt, und man
nennt F die Verteilungsfunktion von p. Wir haben dann p((—oo,t]) = F(t) fiir jedes t € R.
Ferner haben wir endlich einen Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis fiir das Lebesgue-Maf, siche
Beispiel 6.1.8:

Korollar 6.3.3 (Lebesgue-Mafl). Es gibt genau ein Mafs X auf (R,B) mit A\((s,t]) =t —s
fir alle s < t. Dieses Maf§ X heift das Lebesgue-Mafl auf R.

Beweis. Wir wenden Satz 6.3.2 auf F'(t) = ¢ an. O

Korollar 6.3.4 (stetige Dichten). Es sei f: R — [0,00) eine stetige nichtnegative Funktion,
so dass das Riemann-Integral fff(m) dx endlich ist fiir alle a,b € R mit a < b. Dann existiert

genau ein Maf$ juy auf (R, B) mit ps((a,b]) = fabf(a:) dx fir alle a < b. Wir sagen, piy habe die
Dichte f.

Beweis. Wir wenden Satz 6.3.2 auf F(t) = fg f(z)dz an. O

Das Beispiel aus Korollar 6.3.4 kann man stark verallgemeinern; siche Abschnitt 6.6.

6.4 Messbare Abbildungen

Bei Abbildungen zwischen messbaren Riumen muss die Kompatibilitdt mit den jeweiligen o-
Algebren beachtet werden.

Definition 6.4.1 (messbare Abbildung). Fs seien (Q,F) und (Q', F') zwei messbare Riume)
Eine Abbildung f: Q — Q' heifit F-F'-messbar oder auch nur kurz messbar, falls fiir jedes
A€ F' das Urbild f~Y(A) = {w € Q: f(w) € A} in F liegt.

Eine Abbildung f: Q — Q' heifit also messbar, falls die Urbild-o-Algebra
JHF) ={1A): Ae 7}

eine Teilmenge von F ist. Im Fall (', F') = (R, B) sprechen wir auch einfach von F-Messbarkeit
oder von Borel-Messbarkeit.

Bemerkung 6.4.2. Wenn iiber ) a priori keine o-Algebra existiert, so kann man mit Hilfe
eines messbaren Raums (Q', F') und einer Abbildung f: Q — Q' iiber Q eine o-Algebra erkliren,
indem man F = o(f) = f~Y(F’) setzt. Diese o-Algebra ist die kleinste o-Algebra iiber 2, so
dass f beziiglich ihr messbar ist. Man nennt o(f) auch die durch f auf Q erzeugte o-Algebra. &
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Fiir das Urbild f~!(A) werden wir manchmal auch abkiirzend {f € A} schreiben. Dariiber
hinaus werden wir auch folgende Konventionen benutzen:

{f<ty={we: f(v) <t}
{f=g}={weQ: f(w) =g},
{f=0}={we: f(w) =0}

und so weiter.

Es ist im Folgenden bequem, den Wertebereich R = R U {oo} U {—00} zuzulassen. Eine
Funktion f: Q — R belegen wir auch mit der unsinnigen, aber iiblichen Bezeichnung numerisch.
Auf R betrachten wir die o-Algebra B, die von B, {co} und {—o0} erzeugt wird. Eine F-B-
messbare Funktion ist dann also eine messbare numerische Funktion.

Es ist schlicht unmdglich, alle Urbildmengen f~'(A) auf Zugehorigkeit zu F zu priifen.

Gliicklicherweise kann man sich stark einschranken:

Lemma 6.4.3. Fine Abbildung f: Q — Q' ist genau dann F-F'-messbar, wenn es ein Erzeu-
gendensystem C von F' gibt mit f~1(C) C F.

Beweis. Man weist leicht als Ubungsaufgabe nach, dass das System
Ap={AcQ: 1A er}

eine o-Algebra ist. Da nach Voraussetzung C C Ay gilt, gilt auch 7' = o(C) C Ay. Dies aber
bedeutet, dass f~1(F') C F gilt. O

Insbesondere ist eine Abbildung f: 2 — R schon Borel-messbar, wenn fiir alle ¢ € R gilt:
{weQ: f(w) <t} = fY(~00,t]) € F, denn die Intervalle (—oo,t] bilden ein Erzeugendensy-
stem von B.

Messbarkeit wird unter nahezu allen nur denkbaren sinnvollen Operationen erhalten. Wir
sammeln diese Ergebnisse in den folgenden Lemmata.

Lemma 6.4.4. Hintereinanderausfithrungen von messbaren Funktionen sind messbar. Ausfihr-
lich: Falls (2, F;) miti = 1,2,3 drei messbare Riume sind und f1: Q1 — Qo sowie fo: Qo — Qg
messbar sind, so ist auch foo f1: Q1 — Q3 messbar.

Beweis. Dies folgt leicht aus (fa o f1)71(A) = f, ' (f{ (A)) € F fiir A € F3. O

Lemma 6.4.5. Es sei (Q,F) ein messbarer Raum und (fn)nen eine Folge messbarer numeri-
scher Funktionen auf Q. Dann sind f = liminf, . f, und f = limsup,, .. f, ebenfalls messbare
numerische Funktionen. Falls alle ?n reellwertig sind und f ebenfalls, so ist f Borel-messbar,
analog fiir f. Insbesondere sind (punktweise) Grenzwerte von messbaren Funktionen messbar.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir f. Es geniigt zu zeigen, dass {w € Q: f(w) <t} € F
fiir jedes t € R. Es ist f = limy, o infy,> frm, wobei dieser Grenzwert monoton steigend ist.
Also kénnen wir schreiben:

{w:i(w)gt}:ﬂ{w: inf fon(w } ﬂﬂ{ w: mf fm )<t+%}

neN neN keN

-NNn u {w:fm(w)<t+%}ef. 0

neENkeNmeN: m>n
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Messbarkeit erhélt sich auch unter allen algebraischen Verkniipfungen:
Lemma 6.4.6. (a) Jede konstante Funktion ist messbar.
(b) Sind f und g messbare Funktionen, so sind auch f + g und fg messbar.
(c) Sind f und g messbare Funktionen und g(w) # 0 fiir jedes w, so ist f/g messbar.

(d) Falls A eine messbare Menge ist, so ist die Indikatorfunktion 14 messbar.
Hierbei ist die Indikatorfunktion 14: Q — R auf einer Menge A C € definiert durch

1, fallswe A
]1 w — ) M
A( ) {O sonst.

Beweis von Lemma 6.4.6. Die Aussagen (a) und (d) sind klar. Offensichtlich ist die Menge

{(f<gt=UJ{f<atnfa<g}
q€Q

messbar, wenn f und g messbar sind, und leicht sieht man auch die Messbarkeit der Mengen { f <
g}, {f =g} und {f # g} ein. Auch sieht man leicht die Messbarkeit von o+ 7¢ fiir alle o, 7 € R.
Die Messbarkeit von f + g folgt dann aus der Messbarkeit der Menge {f +g <t} ={f <t—g}
fiir jedes t € R. Dass fg messbar ist, sicht man an der Darstellung fg = %(f +9)? — %(f —9)2,
denn auch die Messbarkeit von Quadraten messbarer Funktionen ist leicht zu sehen. Der Beweis
von (c) ist eine Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 6.4.7 (Borel-o-Algebren). Die Borel-o-Algebra kann natiirlicherweise auf je-
dem topologischen Raum €2 definiert werden als die von dem System der offenen Mengen erzeugte
o-Algebra. Dies erzwingt auf natiirliche Weise eine Kompatibilitéit mit der Stetigkeit: Jede stetige
Abbildung zwischen messbaren Raumen, die mit der entsprechenden Borel-o-Algebra versehen
sind, ist messbar. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass die Urbilder offener Mengen unter
stetigen Abbildungen offen sind, in Kombination mit Lemma 6.4.3. O

Lemma 6.4.8. Ist f eine messbare Funktion, so sind f* = max{f,0}, f~ = max{—f,0} und
| f| messbar.

Beweis. Man kombiniere Lemma 6.4.4, Lemma 6.4.6 und Bemerkung 6.4.7. U

Definition 6.4.9 (einfache Funktion). Es sei (Q,F) ein messbarer Raum. Eine einfache
Funktion ist eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen auf messbaren Mengen,
d. h. eine Funktion der Form Y | a;14, mitn €N, ai,...,a, € R und Ay,..., A, € F.

Die Menge der einfachen Funktionen ist offensichtlich abgeschlossen gegen (punktweise) Ad-
dition, Multiplikation, Maximum- und Minimumbildung. Mit ihnen kann man alle nichtnegativen
messbaren numerischen Funktionen approximieren durch monotone Grenzwertbildung:
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Lemma 6.4.10. Fiir jede nichtnegative messbare numerische Funktion f gibt es eine monoton
wachsende Folge von einfachen Funktionen f1, fo, f3,... mit f,, T f firn — oo.

Beweis. Wihle

n2"

o= (k=12 Ui 1js-nssera-ny + 1l{son).
k=1

O

Mit diesem Ergebnis kann man die Menge aller messbaren numerischen Funktionen wie folgt
charakterisieren:

Satz 6.4.11. Es sei (2, F) ein messbarer Raum und I' eine Menge von nichtnegativen messba-
ren numerischen Funktionen mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Falls f,g € T und a,b € (0,00), so gilt af +bg € T.

(ii) Falls f1, fo, f3, - € T mit fp, T f fiirn — oo, so gilt f € T.

(i1i) T enthdlt alle Indikatorfunktionen 14 mit A € F.

Dann ist I' die Menge aller nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen.

Beweis. Aus (i) und (iii) folgt, dass I" alle nichtnegativen einfachen Funktionen enthélt. Mit (ii)
und Lemma 6.4.10 folgt die Aussage. O

Satz 6.4.11 wird routineméBig fiir diverse Beweise iiber Eigenschaften messbarer Funktionen
oder verwandter Objekte eingesetzt werden. Wenn gezeigt werden soll, dass alle nichtnegativen
messbaren numerischen Funktionen eine gewisse Eigenschaft besitzen, so reicht es also zu zei-
gen, dass alle nichtnegativen einfachen Funktionen diese Eigenschaft besitzen und dass diese
Figenschaft sich erhélt unter Bildung von Linearkombinationen und monotonen Grenzwerten.

6.5 Integration
In diesem Abschnitt sei ein o-endlicher Mafiraum (2, F, i) vorgegeben. Wir wollen das Integral

fQ fdu von messbaren Funktionen f: () — R beziiglich p einfithren. Dies machen wir in drei
Schritten:

(i) fiir einfache Funktionen durch eine offensichtliche Formel,
(ii) fiir nichtnegative Funktionen durch monotonen Grenziibergang,
(iii) fiir beliebige Funktionen durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil.
Dieses Vorgehen ist fundamental in der Integrationstheorie, und es wird sich spéter an vielen

Stellen zeigen, dass es auch ein effektives Beweisgeriist liefert fiir eine Vielzahl von Aussagen
iber Integrale messbarer Funktionen (siche auch die Bemerkung nach Satz 6.4.11).
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Definition 6.5.1 (Definition des Integrals).
(i) Das Integral einer nichtnegativen einfachen Funktion f ="  a;la, mit Ay,..., Ay € F
und ay,...,ay, >0 wird definiert als

/fdu = iaiM(Ai)-

(i) Das Integral einer nichtnegativen messbaren numerischen Funktion f: Q — [0, 00] wird
definiert als

[ ran=tim [ fadue o0l
n—oo
wobei (fn)nen eine Folge nichtnegativer einfacher Funktionen sei mit f, T f.

(iii) Sei f: Q — R messbar und numerisch, so dass [ f*du < oo und [ f~du < co. In diesem
Fall nennen wir f integrierbar beziiglich u, und das Integral von f wird definiert als

/fdu=/f+du—/f‘du

Wir schreiben LY(Q, F, p) (oder auch kurz L(i1) oder einfach nur L) fiir die Menge aller
beziiglich p integrierbaren Funktionen.

Es sind etliche Bemerkungen notwendig;:

Bemerkung 6.5.2. (a) Um zu zeigen, dass Definition 6.5.1(i) sinnvoll ist, muss man zeigen,
dass der Ausdruck Y ", a;u(A;) nicht von der gewihlten Darstellung f = > a;la,
abhingt. Dies kann man leicht tun, nachdem man sich iiberlegt hat, dass man ohne Ein-
schrinkung davon ausgehen kann, dass die Mengen A4, ..., A, paarweise disjunkt sind;
sieche auch [Ba91l, Lemma 10.2].

(b) Eine &hnliche, aber etwas schwierigere Aufgabe hat man bei Definition 6.5.1(ii): Man muss
zeigen, dass der Ausdruck lim,,_, [ f, dpu nicht von der gewiihlten Folge (fy,)nen abhingt.
(Die Existenz einer solchen Folge wird ja durch Lemma 6.4.10 garantiert.) Man zeige dies
als Ubungsaufgabe oder konsultiere [Ba91, Korollar 11.2]. Wir weisen darauf hin, dass
dieses hier von uns unter den Tisch gekehrte technische Detail die eigentliche Schwierigkeit
ist beim Beweis der folgenden Resultate in Lemma 6.5.4 und den Sétzen 6.8.1 und 6.8.6.
Man konnte auch das Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion definieren als
Supremum aller Integrale messbarer nichtnegativer einfacher Funktionen, die nicht groéfier
sind als die betrachtete Funktion, und verschiebt die oben genannte Schwierigkeit.

(c) Statt [ fdp schreibt man auch oft ausfiihrlicher [, f(w) pu(dw) oder [ f(w)du(w).

(d) Fiir nichtnegative numerische messbare Funktionen f ist [ fdu also immer definiert,
aber es kann gleich oo sein. Eine beliebige numerische messbare Funktion f nennt man
manchmal auch noch dann integrierbar (allerdings nur in unbestimmtem Sinn), wenn
JfTdp =00 und [ f~du < oo (dann mit Wert [ fdu = oo) oder wenn [ f*du < oo
und [ f~dp = oo (dann mit Wert [ fdu = —o0).



78 KAPITEL 6. MASSTHEORIE

(e) Falls f > 0 und p({w: f(w) = oo}) > 0, so gilt [ fdu = oo, wie man leicht als eine
Ubungsaufgabe zeigt.

(f) Fiir eine messbare Menge A € F setzt man [, fdu = [(f14)dp.

(g) Falls g: © — [0,00] nichtnegativ und integrierbar ist und f eine numerische messbare
Funktion mit |f| < g, so ist auch f integrierbar.

(h) Die Abbildung f +— [ fdu ist linear und monoton (manchmal auch isoton genannt), d. h.
fiir a,b € R und integrierbare Funktionen f und g ist auch af + bg integrierbar mit
J(af +bg)dp=a [ fdp+b [ gdu, und falls f < g, ist [ fdu < [ gdp. Insbesondere ist
LY(Q, F, 1) ein Vektorraum. Die Linearitét sieht man leicht fiir einfache Funktionen direkt
ein, durch Grenziibergang iibertréigt sie sich leicht auf nichtnegative Funktionen, und der
allgemeine Fall folgt wiederum leicht durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil unter
Benutzung der Dreiecksungleichung und Bemerkung (g). Dies ist unser erstes Beispiel fiir
ein Beweisverfahren, das strukturell dem Prinzip der Definition 6.5.1 folgt und formal mit
Hilfe von Satz 6.4.11 durchgefiihrt wird. Die Monotonie siecht man durch Anwendung der
Linearitét auf die nichtnegative Funktion g — f.

(i) Falls p = PP ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, so schreiben wir auch E(f) (oder Ep(f), falls
P betont werden soll) statt | fdP und nennen E(f) den Erwartungswert von f.

<

Bemerkung 6.5.3 (fast iiberall, fast sicher). Eine wichtige, oft benutzte Begriffsbildung im
Zusammenhang mit Eigenschaften in Bezug auf Elemente in € ist die folgende. Wir sagen, eine
Figenschaft gilt p-fast diberall oder kurz p-f. 4., falls die Menge derjenigen w, fiir die sie nicht gilt,
eine pu-Nullmenge ist; siehe Definition 6.2.10. Falls also z. B. zwei messbare Funktionen f und g
sich nur auf einer pu-Nullmenge von einander unterscheiden, d. h. wenn p({w: f(w) # g(w)}) =0,
so schreiben wir f = g u-f. ii. In dem Fall, dass y = P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, sagen wir
P-fast sicher und schreiben P-f. s. &

Lemma 6.5.4. Es seien f,g € L. Dann gelten:
(a) Falls f =g p-f ., so gilt [ fdu= [gdp.

(b) Falls f > g und [ fdp= [gdp, so gilt f =g p-f. .

Beweis. (a) Durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil konnen wir annehmen, dass f und
g nichtnegativ sind. Es sei (f5)nen eine Folge von einfachen Funktionen mit f, T f. Fiir die
(messbare) Menge D = {w € Q: f(w) = g(w)} gelten u(D°) =0 und Ipf, T Ipf = 1pg. Man
beachte, dass fiir jede einfache Funktion h gilt: [, hdp = [ hdu. Insbesondere ist [, fn du =
[ fndp fiir jedes n € N, und der Grenziibergang n — oo ldsst fD fdu = [ fdu folgen. Analog
gilt [, gdp= [gdu. Wegen 1pf = lpg folgt die Aussage.

(b) Nach Voraussetzung gelten f—g > 0 und [(f—g)du = 0. Es geniigt also, den Fall g = 0
zu betrachten. Fiir n € N sei A, = {f > %} Dann gilt f > %ﬂAn- Aus [ fdp = 0 folgt somit
114, dp = Lu(A,) =0, also p(A,) =0. Da {f > 0} = |, ey An eine abzihlbare Vereinigung
von Nullmengen ist, ist {f > 0} nach Lemma 6.2.11 selber eine. O

Bemerkung 6.5.5 (Riemann-Integral). Die Integration beziiglich des Lebesgue-Mafles A,
auf (R™, B,,) wird Lebesgue-Integration genannt. Der grofite und wichtigste Unterschied zum
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Riemann-Integral ist, dass die Unterteilungen beim Riemann-Integral im Definitionsbereich ge-
macht werden und beim Lebesgue-Integral im Wertebereich. Das Riemann-Integral kommt nicht
von einem Maf her, denn dieser Integralbegriff ist nicht kompatibel mit abz&hlbaren Opera-
tionen.® Trotzdem gibt es enge Zusammenhiinge zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-
Integral. Wir zitieren die wichtigsten Tatsachen (Beweis siche etwa [Ba91, Satz 16.4 und Korol-
lar 16.5]):

(a) Jede auf einem kompakten Intervall messbare, Riemann-integrierbare Funktion ist auch
Lebesgue-integrierbar, und die beiden Integrale stimmen iiberein.

(b) Jede auf einem unbeschrénkten Intervall I messbare nichtnegative Funktion, die iiber jedes
kompakte Teilintervall Riemann-integrierbar ist, ist genau dann Lebesgue-integrierbar iiber
I, wenn ihr uneigentliches Riemann-Integral iiber I existiert, und die beiden Integrale
stimmen dann iiberein.

Dass man in (b) nicht auf die Nichtnegativitit verzichten kann, sieht man an dem Beispiel
(0,00) > 2+ 1

~sinw. &

6.6 Bildmafle und Dichten

Mit Hilfe von messbaren Abbildungen kann man aus gegebenen Maflen weitere Mafle konstruie-
ren. Wir stellen die beiden wichtigsten Prinzipien hier vor.

Bildmafle

Es sei (Q,F, 1) ein Mafiraum und (€2, F’) ein weiterer messbarer Raum. Ferner sei f: Q — Q/
eine messbare Funktion. Wir definieren po f=1: 7' — [0, 0o] durch

o FNA) = u(F1A),  AeF, (6.6.1)
wobei f~1(A) wie immer das Urbild von A unter f bezeichnet.
Satz 6.6.1. (a) po f~! ist ein Mafs. Falls u ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ ist, so auch po f 1.

(b) Fiir jede nichtnegative messbare numerische Funktion ¢: Q' — [0, 00] gilt
[ sdipo = [@onan (6.6.2)

c) Fiir jede messbare Funktion ¢: Q) — R gilt
(¢) Fir j g
pe LYY, Fuof™h) = ¢ofell(QF,p),

und in diesem Fall gilt (6.6.2) ebenfalls.

8Zum Beispiel ist 1.} fiir jedes w € [0, 1] Riemann-integrierbar, aber nicht die abzahlbare Summe lgn,1) =
ZwEQﬁ[O,l] Tiey
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Beweis. (a) folgt aus den allgemein giiltigen Rechenregeln fiir die Abbildung f~!: 7' — F. Die
Aussage (b) fiir Indikatorfunktionen ¢ = 14 mit A € F’ folgt direkt aus der Definition (6.6.1),
und die allgemeine Aussage (b) folgt mit Satz 6.4.11 auf die iibliche Weise. (c) ergibt sich
direkt aus einer Anwendung von (b) auf |¢|, und die Formel (6.6.2) fiir allgemeine integrierbare
Funktionen zeigt man leicht durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil. O

Definition 6.6.2 (BildmaB). Das Maf$ pio f~! heifit das durch f induzierte Mafl oder das
BildmaB von u unter f. Es sind auch die Schreibweisen uf ' und f(u) gebrauchlich.

Falls das BildmaR po f ! o-endlich ist, so auch p, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht (Ubungsaufgabe).

Dichten

Nun kommt die nach Korollar 6.3.4 angekiindigte starke Verallgemeinerung des Begriffs der
Dichte. Wir erinnern uns, dass B die Borel-o-Algebra auf R bezeichnet.

Definition 6.6.3 (Dichten). Es seien u und v zwei Maf$e auf einem messbaren Raum (2, F).
) =

Eine F-B-messbare Abbildung ¢: Q@ — [0, 00) heifst eine Dichte von v beziiglich p, wenn v(

fA edu fir alle A € F gilt. Wir schreiben dann auch ¢ = 3—; und dv = ¢ du.

Wenn ¢ eine Dichte von v beziiglich p ist, dann ist jede messbare Abbildung ¢: Q@ — R
genau dann v-integrierbar, wenn ¢ integrierbar beziiglich p ist.

Lemma 6.6.4. Es seien u und v zwei Mafle auf einem messbaren Raum (2, F). Falls eine
Dichte von v beziiglich p existiert, so ist sie eindeutig bis auf Gleichheit u-f. i.

Beweis. Seien ¢; und ¢y zwei Dichten von v beziiglich p. Wir betrachten die messbare Menge
A={p1 > o} ={w € Q: p1(w) > ¢a(w)}. Dann gilt

/ (o1 — 02) da = 1o 7 (A) — oy (A) = (A) — w(A) = 0.

Wegen 14(¢1 — ¢2) > 0 folgt mit Lemma 6.5.4(b), dass 14(¢1 — ¢2) = 0 p-f. 1., also p1 < v
u-f. . Die komplementére Ungleichung @1 > o p-f.1i. folgt analog. U

Bemerkung 6.6.5 (Absolutstetigkeit). Wenn v eine Dichte ¢ beziiglich p hat, so sind alle
p-Nullmengen auch v-Nullmengen. Den letzteren Sachverhalt driicken wir auch aus mit der
Notation v < p und sagen dass v absolutstetig beziiglich u sei. Der beriihmte Satz von Radon-
Nikodym (den wir nicht behandeln werden) dreht die Aussage um: Falls v < pu, so existiert eine
Dichte von v beziiglich u. %

Diskrete Mafle (siehe Beispiel 6.1.10) haben keine Dichten beziiglich des Lebesgue-Mafles.
Ein Mafl kann durchaus aus einem diskreten und einem absolutstetigen Anteil bestehen. Es
folgen die wichtigsten Beispiele mit Dichten:
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Beispiel 6.6.6 (Lebesgue-Dichten). Wichtige Beispiele von Wahrscheinlichkeitsmafien auf R
mit Lebesgue-Dichten sind die folgenden:

1 _ )2
Normalverteilung A (a, o%) Pa02(T) = Nor exp{—%} Parameter a € R,0 > 0,
Exponentialverteilung palr) = ey ) (), Parameter o > 0,
Cauchy-Verteilung velz) = m, Parameter ¢ > 0.

<&

Beispiel 6.6.7 (mehrdimensionale Normalverteilung). Die Standardnormalverteilung N
auf dem messbaren Raum (R", BB,,) ist definiert als das Maf}, das die Dichte

Lp(a:):(Qﬂ)”/Qexp{—%Zn:x?}, x=(x1,...,2,) €ER",

i=1

besitzt. Jedes BildmaB A o f~! mit einer affinen Abbildung f: R®™ — R" d.h. f(z) = Az +b
mit einer n X n-Matrix A und einem Vektor b € R"™ heifit eine Normalverteilung. Dieses Maf3
N o f~1 besitzt genau dann eine Dichte, wenn A invertierbar ist, und zwar ist dann eine Dichte
gegeben durch

1 1
)= ——— expl—=(z - 0TS Yz —b)}, x € R",
ou(0) =~ exp{ =5 e - 0T - 1)}

wobei ¥ = AAT. Falls namlich A nicht invertierbar ist, ist das Bild f(R™) in einer affinen
Hyperebene enthalten, besitzt also das MaB Null unter \,, aber es gilt A o f~1(f(R")) = 1.
Also hat N o f~! keine Lebesgue-Dichte. Wenn andererseits A invertierbar ist, so ist auch
f: R" — R" bijektiv, und der Transformationssatz fiir lineare Transformationen unter dem
Lebesgue-Mafl (der aus der Analysis bekannt sein sollte) impliziert die Aussage.

Daher schreibt man oft auch N(b,X) an Stelle von N o f~1 und dann ist N' = N(0, 1),
wobei I die n x n-Einheitsmatrix ist. &

6.7 Die LP-Raume

Es sei (2, F, u) ein beliebiger Mafiraum. In diesem Abschnitt fithren wir die zur Potenz p > 1
integrierbaren Funktionen ein und leiten ein paar wichtige Ungleichungen her.

Fiir eine messbare numerische Funktion f:  — R und p € [1, 0o] definieren wir

1
1f ], = (fQ |f|pd,u)1’ , falls p < oo,
P sup{a > 0: u(|f| > a) > 0}, falls p= oo,

und
LP(Q,F,pu) = LP () = {f: f ist messbar und numerisch mit ||f||, < co}.

Dies ist offensichtlich eine Erweiterung der Definition von £'. Man iiberlegt sich als Ubungs-
aufgabe, dass ||f|lcc = min{c > 0: |f| < c p-f.ii.}, d.h. ||f||lcc = ¢ gilt genau dann, wenn es
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eine Nullmenge N gibt mit supye |f| = ¢, d. h. || f]|co ist das Supremum von |f| auBerhalb einer
p-Nullmenge.

Eines unserer Ziele ist es, (L, || - ||,) als einen normierten Raum aufzufassen. Immerhin ist
|||l positiv homogen (d.h. ||af||, = |a|||f||p fiir &« € Rund f € £P(u)), und in Satz 6.7.8 werden
wir die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung zeigen. Allerdings ist || - ||, nicht definit, denn aus

Lemma 6.5.4 folgt: ||f]|, = 0 <= f = 0 p-f.1i. Dies bringt uns auf die Idee, zu dem folgenden
Quotientenraum {iber zu gehen: Mit

N ={f € LP(n): f =0 p-fast iiberall}

definieren wir

Lp(Qa]'-v ,LL) = Lp(:u) = LP(Q’]i M)/Na

also ist LP(y) die Menge aller Aquivalenzklassen von LP(u) beziiglich der Aquivalenzrelation
‘Gleichheit p-fast iiberall’. Fiir eine Klasse [f] € LP(u) setzen wir ||[f]|l, = || f|lp, und wiederum
Lemma 6.5.4 sagt uns, dass diese Definition sinnvoll ist, d.h. nicht vom gewé&hlten Vertreter f
abhéngt.

Satz 6.7.1. Fir jedes p € [1,00] ist (LP(p),| - ||p) ein Banachraum. Im Spezialfall p = 2 ist
(L%(w), || - l2) ein Hilbertraum mit dem durch ([f],[g]) = [ fgdu definierten Skalarprodukt.

Den Beweis von Satz 6.7.1 werden wir nicht ausformulieren, insbesondere die Vollstandigkeit
werden wir hier nicht beweisen (siche dazu etwa [Ba91, Paragraf 15]). Die Dreiecksungleichung
fiir || - ||, wird in Satz 6.7.8 bewiesen, und daraus folgen auch die Vektorraumeigenschaften. Dass
(-,-) ein wohldefiniertes Skalarprodukt ist, das die Norm ||-||2 induziert, zeigt man auf elementare

Weise.

Wir diskutieren nun die Jensen’sche Ungleichung, eine der wichtigsten Ungleichungen der
Wahrscheinlichkeitstheorie, und ein paar Anwendungen. Wir erinnern (siche Bemerkung 6.5.2),
dass wir E(X) statt [ X dP schreiben, wenn P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Satz 6.7.2 (Jensen’sche Ungleichung). Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und
es set X: Q0 — R integrierbar. Ferner sei I C R ein Intervall und p: I — R eine konveze
Funktion. Es gelte P(X ¢ I) = 0. Dann gilt

E(p o X) > ¢(E(X)).

Beweis. In dem Fall, dass E(X) im Innern von I liegt, gibt es eine Gerade unterhalb des Grafen
von ¢, die durch den Punkt (E(X), p(E(X))) geht und eine Steigung « hat:

p(y) = aly —E(X)) +p(E(X)), yel.
Nun ersetzen wir y durch X (w) und integrieren iiber w, um zu erhalten:
BlpoX) = [ o(X(@)P(dw) 2 a [(X(w) B Po) + [ @lECO) B(de) = p(ECY)).

Im anderen Fall, wo E(X) ein Randpunkt von [ ist, gilt X = E(X) P-fast sicher, und die
Behauptung gilt trivialerweise. O
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Daraus sieht man leicht als Ubungsaufgabe, dass fiir endliche Mafiriume bei wachsendem p
die £P- und die LP-R&ume absteigend in einander enthalten sind:

Korollar 6.7.3. Es sei (2, F,u) ein endlicher Maffraum. Dann gelten fir 1 < p < p’ < o0
die Inklusionen C¥ (1) C LP(u) und L () C LP(u). Falls u(Q) = 1, so ist die Abbildung
[1,00] — [0,00], p— ||f|lp fiir jede messbare numerische Funktion f monoton nichtfallend.

Bemerkung 6.7.4 (Entropien). Die relative Entropie eines Wahrscheinlichkeitsmafies IP beziig-
lich eines Wahrscheinlichkeitsmafles IP definieren wir durch

H(P|P) = /1ogj—§dp,

falls die Dichte 9 existiert, und H(P | P) = oo sonst. Als eine einfache Ubungsaufgabe wendet
man die Jensen’sche Ungleichung auf die konvexe Abbildung x — zlogz an, um zu zeigen,
dass die Entropie nicht negativ ist. Aulerdem ist leicht zu sehen, dass H(- | IF) eine konvexe
Abbildung ist. Entropien spielen wichtige Rollen in der Theorie der Grofien Abweichungen, der
Informationstheorie und beim Umgang mit empirischen Maflen. &

Eine weitere wichtige, berithmte Ungleichung ist die folgende, die wir nun als eine An-
wendung der Jensenschen Ungleichung beweisen. Wie zu Beginn sei (£2,F, ) ein beliebiger
Mafraum.

Satz 6.7.5 (Holder’sche Ungleichung). Es seien p,q € [1,00] mit % —{—% = 1. Ferner seien
f € LP(u) und g € L9(n). Dann gelten fg € LY (n) und

1fglly <11 £llp - llgllq-

Beweis. Der Fall p = oo ist sehr leicht; wir behandeln nur den Fall 1 < p < oo. Wir diirfen
auch voraussetzen, dass f # 0 und g # 0. Wir betrachten die Funktionen f = (|f|/[/f]|p)? und
g = (lgl/llgll)?. Dann gilt [ fdp = [gdp =1, und P = fdu ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Ferner sieht man, dass

idtar; = [ 7 an= [(3)" Fau=s[(%)"]

wobei wir E fiir den Erwartungswert beziiglich P geschrieben haben. (Man beachte auch, dass
der Quotient P-fast sicher wohldefiniert ist.) Nun benutzen wir die Konvexitét der Abbildung
x +— z% und erhalten mit Hilfe der Jensen’schen Ungleichung;:

e Ay

also die Holder’sche Ungleichung. (Genau genommen, diirfen wir die Jensen’sche Ungleichung
nur anwenden, wenn wir wissen, dass der Erwartungswert von (g/ f)l/ 9 endlich ist, aber indem
man den obigen Beweis zunéchst nur fiir nichtnegative einfache Funktionen durchfiihrt und dann
zu monotonen Grenzwerten iibergeht, erhilt man den allgemeinen Fall.) O
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Bemerkung 6.7.6 (Momenten erzeugende Funktion I). Es sei p ein Maf§ auf (R, B). Fiir
t € R definieren wir M(t) = [e™ p(dz) € [0,00]. Man nennt M die Momenten erzeugende
Funktion von p (dieser Name wird in Bemerkung 6.8.10 erhellt.) Es sei I = {t € R: M (t) <
oo} mnicht leer. Man sieht leicht, dass I ein Intervall ist. Eine Anwendung der Hélder’schen
Ungleichung zeigt, dass die Abbildung log M konvex auf I ist. <&

Der symmetrische Spezialfall der Holder-Ungleichung ist ebenfalls beriihmt:

Korollar 6.7.7 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir je zwei Funktionen f,g € L2(u)
gelten fg € L1(n) und ||fglly < I fll2 - llgllz-

Als eine Anwendung der Holder’schen Ungleichung zeigen wir nun die Dreiecksungleichung
fiir | - |-

Satz 6.7.8 (Minkowski-Ungleichung). Es seip € [1,00]|. Dann gilt fir alle f,g € LP(u):

1+ glly < 171lp + llgllp-

Beweis. Die Fille p = oo und p = 1 sind leicht bzw. schon bekannt, so dass wir nur den Fall
1 < p < 0o behandeln. Die Dreiecksungleichung impliziert, dass || f + g, < ||| f| + |glllp, sodass
wir annehmen diirfen, dass f > 0 und g > 0. Wegen (f + g)? < [2max{f,g}P < 2P(fP + ¢P) ist
schon klar, dass || f + g/, < co. Wir schreiben

Juroran= [+ an [or+0r au

und wenden die Holder’sche Ungleichung (mit einem ¢ > 1, so dass % + % = 1) auf die beiden
Integrale an, um zu erhalten:

[ +97an < 150G + 97+ Mol + 97 = (151 + glh) ([ 7+ 97 ) ™

Elementare Umformungen lassen die Aussage folgen. O

6.8 Die fundamentalen Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt sei (2, F, ) wieder ein gegebener Mafiraum. Man steht oft vor dem Pro-
blem, ein Integral mit einem Grenzwert zu vertauschen, also eine Regel wie [lim,_ . f,, dp =
lim, oo f fn dp anzuwenden. Wir geben die zwei berithmten hinreichenden Kriterien, unter de-
nen man dies tun darf. Man beachte, dass die Voraussetzungen extrem schwach sind im Vergleich
etwa zum Riemann-Integralbegriff.
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Satz 6.8.1 (Monotoner Konvergenzsatz). Sei (f,)nen eine Folge nichtnegativer, messbarer
numerischer Funktionen mit f, T f p-f. d. fir n — oo. Dann gilt

nliggo/fndu=/fdu-

Man beachte, dass wir nicht vorausgesetzt haben, dass [ f dp endlich ist.

Beweis. Durch eine Modifikation auf Nullmengen (die nach Lemma 6.5.4(a) nichts an den
Werten der Integrale éndert) konnen wir annehmen, dass f,(w) 1 f(w) sogar fiir alle w € Q
gilt. Wegen der Monotonie des Integrals gilt natiirlich [ f, dp < [ fdu fiir jedes n € N. Wegen
Monotonie der Folge (fy)nen existiert der Grenzwert lim, . [ f, dpe in [0, 00]. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass er nicht kleiner als [ f du ist.

Wir wéhlen fiir jedes n € N eine Folge (fp m)men nichtnegativer einfacher Funktionen mit
fnm T fn fiir m — oo. Wir betrachten die einfache Funktion

Inm = max{fl,ma ceey fn,m}

Es gilt auch g, T fr fiir m — oo fiir jedes n € N, denn die Monotonie in m ist klar, und es gilt
fn 2 Gnym = frnm. AuBerdem ist offensichtlich gy, ,, monoton in n, d.h. gni1.m > gnm fiir alle
n, m. Daraus folgt sehr einfach, dass g, T f fiir n — co. Damit ergibt sich

/fduz lim /gn,nduﬁ lim /fndu,
n—oo n—oo
denn g, < fn. O

Eine Variante des Monotonen Konvergenzsatzes ist der folgende Satz (Beweis als Ubungs-
aufgabe):

Korollar 6.8.2 (Satz von Beppo-Lévy). Sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen
mit fn 1 f p-f. 4. fiirn — oo und sup,ecy [ fndp < 0o. Dann ist auch f integrierbar, und es gilt

Jm [ fadu= [ rdn

Weitere Folgerungen aus dem Satz von der monotonen Konvergenz:

Korollar 6.8.3. Fiir beliebige nichtnegative messbare Funktionen f1, fo, f3,... gilt
/and,u = Z/fnd:u
neN neN
Insbesondere gilt fiir paarweise disjunkte messbare Mengen A1, As, Az, ... und jede nichtnegative

messbare Funktion f:
=3[t
/LJnEN A” Z An

neN
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Satz 6.8.4 (Lemma von Fatou). Es sei (f,)nen eine beliebige Folge nichtnegativer messbarer
numerischer Funktionen. Dann gilt

/lim inf f, du < lim inf/fn du.

Beweis. Nach Definition des Limes Inferior konvergiert inf,,. ,,>p f,, monoton steigend gegen
liminf, .o f,. Nach dem Monotonen Konvergenzsatz gilt

/liminffnd,u: lim / .inf> fmdp < lim .inf> /fmd,u:liminf/fn dgs.
O

Bemerkung 6.8.5. Es ist leicht, Beispiele zu geben, in denen die Ungleichung im Lemma von
Fatou strikt ist. Etwa fiir (Q, F, u) = (R, B, \) kann man ‘Zackenfunktionen’ wihlen, deren Graf
die lineare Interpolation der Punkte (0,0), (1,n) und (2,0) ist. &

Der wohl niitzlichste und stirkste Satz {iber die Vertauschung von Grenzwert und Integral
ist der folgende.

Satz 6.8.6 (Satz von Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz). FEs sei
(fn)nen eine Folge von p-integrierbaren Funktionen. Es existiere eine nichtnegative Funktion
g € LY(p) mit |fn(w)] < g(w) fiir alle w € Q und alle n € N. Falls f(w) = lim, oo frn(w) fiir

p-fast alle w € Q) existiert, so gilt
lim /fndu: /fd,u.

Beweis. Durch Anderung auf einer Nullmenge kénnen wir erreichen, dass f,(w) — f(w) fiir
alle w € Q gilt. Es gilt f, + ¢ > 0, und das Lemma von Fatou impliziert

[ran=[t+9dn- [gan<imint [(f,+9)an- [gap <timint [ 5,an
Wenn wir den selben Trick auf g— f,, > 0 anwenden, erhalten wir die komplementére Ungleichung
[ fdp > limsup,, o [ fndp. O

Der Spezialfall eines diskreten Mafiraums enthélt aus der Analysis bekannte Sétze iiber
Doppelfolgen:

Bemerkung 6.8.7 (Zahlenfolgen). Es ist eine der Stérken der Mafitheorie, dass viele be-
kannte Sétze iiber reelle Zahlenfolgen einen Spezialfall darstellen. Wendet man zum Beispiel den
Satz von Lebesgue auf das Zéhlmaf$l auf N an, also (2, F,u) = (N, P(N), u) mit dem Zahlmaf
B = D ,cnOn (siche Beispiel 6.1.10), dann erhélt man das folgende Resultat. Zunéchst muss
man sich damit vertraut machen, dass £!(N,P(N), ) nichts anderes ist als der bekannte Fol-
genraum ¢!(N). Der Satz von Lebesgue besagt dann, dass fiir jede Doppelfolge (a;)inen, die
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die Bedingungen
a; = lim a;, existiert fiir alle ¢ € N,

n—oo
|a;n| < b;Vi,n € N mit Zbi < 00,
1€EN
erfiillt, die Summation mit dem Grenzwert vertauschbar ist, d. h. limy, oo D ey @in = D ien @i
gilt. <

Wir ziehen noch zwei Folgerungen aus dem Satz von Lebesgue, deren Beweise Ubungsauf-
gaben sind:

Korollar 6.8.8 (Stetigkeitslemma). Es sei f: @ xR — R eine Funktion und zo € R, so dass
gelten:
(a) Fiir jedes v € R ist f(-,x) € L (u),

(b) fiir fast alle w € Q ist f(w,-) stetig in o,
(c) es gibt eine Umgebung U von g, so dass die Abbildung sup,ey, |f(,x)| in L1(1) liegt.

Dann ist die Abbildung [ f(w,-) p(dw) stetig in .

Korollar 6.8.9 (Differenziationslemma). Es sei I C R ein nichttriviales Intervall und f: I x
R — R eine Abbildung, so dass gelten:
(a) Fiir jedes x € I ist f(-,x) € L (u),

(b) fiir fast alle w € Q ist f(w,-) differenzierbar (wir bezeichnen die Ableitung mit f'),
(c) die Abbildung sup,c; |f' (-, z)| liegt im L1 (p).

Dann liegt f'(-,x) fiir jedes z € I in LY(n), und die Punktion F(z) = [ f(w,z)p(dw) ist
differenzierbar mit F'(z) = [ f'(w,z) p(dw).

Bemerkung 6.8.10 (Momenten erzeugende Funktion IT). Wir betrachten wieder die
Momenten erzeugende Funktion M(t) = [ €™ pu(dz) eines MaBles p auf (R, B) wie in Bemer-
kung 6.7.6. Man sieht leicht, dass der Definitionsbereich I = {t € R: M (t) < oo} ein Intervall
ist. Als eine Anwendung des Differenziationslemmas sieht man, dass M im Innern von I beliebig
oft differenzierbar ist mit M ® (t) = [ 2*e!® pu(dx) fiir jedes k € No und ¢ € I°. Wenn insbe-
sondere 0 € I°, so existieren alle Momente f:r: u(dx), k € Ng, von p. Mit Hilfe der zweiten
Ableitung erhélt man als Ubungsaufgabe insbesondere einen zweiten Beweis fiir die Konvexitit
der Abbildung log M, siche Bemerkung 6.7.6. <&

6.9 Produkte messbarer Raume

In der Wahrscheinlichkeitstheorie méchte man auch gerne ganze Tupel oder gar unendliche Fol-
gen von zufélligen Experimenten (sogenannte stochastische Prozesse) behandeln und in die allge-
meine Mafitheorie einbetten. Das natiirlichste mathematische Konstrukt hierfiir ist das Produkt
der einzelnen Mengen, die die einzelnen Experimente beschreiben. In diesem Abschnitt fiithren
wir die natiirlichste o-Algebra auf diesem Produkt ein, und zwar die kleinste, die es zulésst,
dass die einzelnen Experimente in dem Produktraum genauso gut beschrieben werden kénnen
wie fiir sich alleine.
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Es sei I eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes i € I sei (E;,&;) ein messbarer Raum.
Zur besseren Anschauung stelle man sich I = N vor, aber das Folgende ist nicht beschrénkt auf
abzdhlbare Indexmengen. Auf der Produktmenge [];.; E; wollen wir eine natiirliche o-Algebra
definieren. Dazu betrachten wir die Mengen der Form

AD(A;) = {(xi)l-e, e[IEi:xe Aj} mit A; € &,j € 1. (6.9.1)
i€l

In Worten: A% (A;) ist die Menge derjenigen Elemente im Produktraum, deren j-te Komponente
eine Bedingung erfiillt, ndmlich dass sie in A; liegt. Diese Mengen wihlen wir als Erzeuger der
gesuchten o-Algebra:

Definition 6.9.1 (Produkt-o-Algebra). Die o-Algebra auf dem Produkt [];c; E;, die von
den Mengen AV (A;) mit A; € & und j € I erzeugt wird, heifit die Produkt-o-Algebra auf
[Licr Ei und wird mit Q¢ & bezeichnet. Den messbaren Raum ([ [;c; Ei, Q;c; £i) nennt man
den Produktraum der (E;,&;). Falls alle (E;, &;) gleich sind, also (E;,&;) = (E,E), so schreibt

man auch (ET,£%1) fiir den Produktraum. Im Fall I = {1,...,n} schreiben wir auch EX™ statt
£%L

Bemerkung 6.9.2. Die Produkt-o-Algebra ist die kleinste o-Algebra auf dem Produkt, so dass
die Projektionen

i HEz — Bj, i ((xi)ier) = x5,

el
messbar sind. Fiir die Mengen in (6.9.1) gilt AY(4;) = 7T]~_1(Aj). Also haben wir auch auch
Ricr & = Vier 7 (&) = Ve o(mi); siche Bemerkung 6.4.2. <&

Bemerkung 6.9.3 (durchschnittstabile Erzeuger des Produktraums). Die Mengen der
Form (6.9.1) bilden kein durchschnittstabiles Erzeugendensystem. Insbesondere ist der Eindeu-
tigkeitssatz (Satz 6.2.8) nicht auf dieses System anwendbar. Daher benutzt man oft lieber das
Erzeugendensystem, das aus den endlichen Durchschnitten von Mengen der Form (6.9.1) be-
steht. Genauer: Fiir eine endliche Teilmenge J von I und Mengen A; € &; fiir j € J setzen
wir

AD((Ap)jer) = [V AD(A)) = {(zi)icr: z; € A; fiir alle j € J}. (6.9.2)

JjedJ

Das Mengensystem D aller solcher A ((A;);e.) ist offensichtlich ein durchschnittstabiles Erzeu-
gendensystem der Produkt-o-Algebra auf [],.; E;. Die Mengen A ((A;);cs) nennt man auch
endlichdimensionale Zylinder. Auf D kann man Satz 6.2.8 problemlos anwenden. Im Spezialfall
von Folgenrdumen (also I = Ny) und J = {0,1,...,n} hat AY) die Gestalt

AD((Aj)jes) = Ao x Ay x -+ x Ay x ] Ex

<

Beispiel 6.9.4. Als eine Ubungsaufgabe mache man sich klar, dass die Borel-o-Algebra B,
auf R" gleich dem n-fachen Produkt der Borel-o-Algebra B auf R ist, also B, = B®" (siche
Beispiel 6.1.5). <&
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Beispiel 6.9.5 (Unendliche Folgenriume). Fiir die mathematische Modellierung eines un-
endlich oft wiederholten Versuchs ben6tigt man eine geeignete o-Algebra auf dem unendlichen
Folgenraum EY, wobei (E,€) ein gegebener messbarer Raum ist, der einen einzelnen Ver-
such beschreibt. Eines der einfachsten und meist bemiihten Beispiele ist der Miinzwurf, wo
man E = {K,Z} setzt und die Potenzmenge & = P({K,Z}) wihlt. Die Produkt-o-Algebra
(P({K, Z}))®N besitzt das durchschnittstabile Erzeugendensystem, das aus den Zylindermen-
gen{(zp)nen: 1 € A1,..., Ty € Ay} mit m € Nund Aq,..., A, € P{K,Z}) besteht. Diese
Mengen legen Bedingungen fest, die die ersten m Komponenten der betrachteten Folge betreffen.
Ein Ma8 auf dem Produktraum ({K, Z}N, (P({K, Z}))®Y) ist eindeutig festgelegt, wenn es auf
allen diesen Zylindermengen festgelegt ist.

Man beachte, dass z.B. die Mengen ‘Fast alle Wiirfe zeigen Kopf’ oder ‘Unendliche viele
Wiirfe sind Kopf” in der Produkt-o-Algebra enthalten sind, denn es gilt z. B.

{(xn)neNe{K,Z}N:xn:Kﬁir fast alleneN}: U ﬂ {(xn)neN:mN:K},
MeN NeN: N>M

und die Menge auf der rechten Seite ist messbar als abzdhlbare Vereinigung eines abzéhlbaren
Schnitts des Urbilds von {K} unter der Projektion 7.

Die Produkt-o-Algebra (P({K, Z}))®N ist tatséichlich echt kleiner als die Menge P({K, Z})
aller Teilmengen des Folgenraums. Dies ist nicht leicht einzusehen, man muss das Beispiel von
Vitali (siehe Beispiel 6.1.11) geeignet modifizieren. Man kann zeigen, dass die Produkt-o-Algebra
von der Miichtigkeit des Kontinuums ist, d. h. dass es eine bijektive Abbildung (P({K, Z}))®N —
R gibt, withrend die Potenzmenge P({K, Z}) von der Michtigkeit von P(R) ist. &

Beispiel 6.9.6 (Riume reeller Zahlenfolgen). Die Produkt-o-Algebra B®N auf der Men-
ge aller Zahlenfolgen RY enthilt unter Anderem auch die Menge aller beschrinkten Folgen,
die Menge aller Nullfolgen und die Menge aller konvergenten Folgen (Ubungsaufgaben). Die
Messbarkeit der Menge aller beschrénkten Folgen sieht man so:

{(zn)nen € RN: 3M e NVN € N: lan| < M} = | [ my' (M, M]),
MeN NeN

und die Menge auf der rechten Seite ist eine abzéhlbare Vereinigung eines abzdhlbares Schnittes
von Urbildern messbarer Mengen unter Projektionen. <&

6.10 Produktmafle

Auf der Produkt-o-Algebra méchten wir nun auch Mafle definieren, die in geeignetem Sinn als
das Produkt von Maflen auf den einzelnen Faktoren aufgefasst werden konnen. Dies tun wir
in diesem Abschnitt fiir nur endliche viele Faktoren, genauer gesagt, zunichst nur fiir zwei.”?
Es seien also zwei messbare Raume (91, F7) und (Q2, F2) gegeben. Wir erinnern uns, dass die
Produkt-o-Algebra F; ® Fo auf 1 x Q5 durch das durchschnittstabile Mengensystem

C= {Al X Ag: A1 € F1, A € .7:2} (6.10.1)

9Siehe Abschnitt 10 fiir abzdhlbar unendlich viele Faktoren. Dort ist das Hauptmittel der Satz von Ca-
rathéodory, hier konstruieren wir auf elementare Weise.
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erzeugt wird. Fiir Mengen A C 1 x {23 nennen wir die Mengen

A(Q) = {w1 € Qp: (w1,w2) € A}, wo € o,
ASI) = {w2 € Q1 (w1,w2) € A}, wy € O,

die Schnitte von A. Allgemeiner nennen wir fiir eine Abbildung f: 21 x Q5 — R die beiden
Abblldungen f(Q)() f(-,we) und £5)(-) = f(wy,-) die Schnitte von f. Man sieht leicht, dass
1, =(1 4)5) und eine analoge Formel fiir AJ) gelten.

wg

Satz 6.10.1. Ist f: Q1 xQs — R eine messbare Funktion, so sind alle Schnitte messbar beziiglich
der jeweiligen o-Algebra, d. h. fir jedes wy € Qo ist f) Fi-messbar, und fiir jedes wy € Q ist

Y Fy-messbar.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, und zwar zunéchst nur fiir alle Funktionen der Form
f =14 mit A € F; ® Fa. (Der Rest des Beweises folgt dann wie gewohnt etwa mit Hilfe von
Satz 6.4.11.) Betrachten wir das Mengensystem

G={AecF ®F: ASQ) € F fiir alle wy € Qo}.

Wir mochten gerne zeigen, dass G = F; ® Fa, denn das beendet den Beweis. Zuniéchst sehen
wir, dass C C G (siehe (6.10.1)), denn

Al, falls wo € A27

0 sonst (6.102)

(A1 x A2)) = {

Wegen (A°)$) = (AZ))° fir alle A C Q) x Qo und (U, ey Bn)is = Uyen(Bn)en fiir alle Folgen
von Mengen By, By, B3, -+ C )1 X €9 ist G eine o-Algebra. Also gilt G = F; @ Fo. O

Nun konnen wir ProduktmafBie auf (27 x Qy, F; ® F3) definieren. Dazu legen wir einen
Kandidaten zunéchst auf dem durchschnittstabilen Erzeugendensystem C aus (6.10.1) mit einer
offensichtlichen Formel fest und erweitern ihn dann auf die Produkt-o-Algebra:

Satz 6.10.2 (Produktmafle). Seien (21, F1, p1) und (Qa, Fo, po) zwei o-endliche MafSriume.
Dann gibt es genau ein Maf$ u auf dem Produktraum (21 x Qg, F1 ® F2), so dass p(Ay x Ag) =
w1 (A1) pa(As) fir alle Ay € Fi und Ay € Fy gilt. Das Maf$ p heifit das Produktmafl von puq
und po und wird mit p = py ® po bezeichnet.

Bemerkung 6.10.3 (Produkte unendlich vieler Mafle). Das Produktmafl y = ®;eru; von
unendlich vielen Maflen p; mit ¢ € I wird analog definiert (wenn es existiert) durch die Forderung

<./4( ) ) Hﬂz z J C I endlich, A; € &; fiir i € J;
1€J

siche (6.9.2). Die Existenz von p werden wir in Abschnitt 10 mit Hilfe des Satzes 6.2.7 von Ca-
rathéodory zumindest im abzdhlbaren Fall unter gewissen weiteren Einschrinkungen beweisen;

siehe den Satz 10.1.14 von Ionescu Tulcea. Hier geben wir hier einen konstruktiven expliziten
Beweis fiir endliche Produkte. <&
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Beweis von Satz 6.10.2. Die Eindeutigkeit ergibt sich sofort aus dem Eindeutigkeitssatz 6.2.8.
Die Existenz zeigen wir nun konstruktiv mit Hilfe von Satz 6.10.1: Sei A € F; ® F». Nach
Satz 6.10.1 ist A) € F fiir alle wy € Fo, also diirfen wir u1(AS)) bilden. Nun zeigen wir, dass
die Abbildung ws +— ,u1(Aff2) ) eine Fy-messbare numerische Funktion ist. Da p; o-endlich ist,
gibt es eine Folge (B, )nen von messbaren Teilmengen von 4 mit B, T Q1 und pq(B,) < oo fiir
jedes n € N. Wegen p1(AS)) = limy, oo 11 (AS) N By,) geniigt es daher zu zeigen, dass fiir jedes
n € N die Abbildung wy +— ,ul(Afo) N B,,) eine Fy-messbare Funktion ist. Man kann elementar
zeigen, dass das Mengensystem

{AeFL @Fo: wr— p1(AL) N B,,) ist Fp-messbar}

ein Dynkin-System ist, das C enthélt. Also ist es gleich F; ® F5. Insgesamt haben wir also die
Messbarkeit der Abbildung wy +— u1(AS)) gezeigt.

Nun konnen wir definieren:
pA) = [ A ), AcF O
Qo

Eine Anwendung von Korollar 6.8.3 zeigt, dass p ein Maf ist. Und mit Hilfe von (6.10.2) sieht
man leicht, dass p auf C die gewiinschte Gestalt besitzt. U

Um problemlos beziiglich p; ® po integrieren zu koénnen, brauchen wir noch zwei Vertau-
schungssitze. Es seien (9, F1, p1) und (Q9, Fa, pe) zwei o-endliche Mafirdume.

Satz 6.10.4 (Satz von Tonelli). Es sei f: Q1 X Qo — [0,00] eine messbare numerische
Funktion. Dann sind die Abbildungen wy — [ & dpg und wy — ffff; dpy messbar, und es gilt

/fd(m ® pi2) Z/Q1 </ f(l)(w2)uz(dw2))/~61(dw1) = /Q2 (/ f<2)(w1)ul(dW1)>M2(dw2)-

Beweis. Diese Aussage ist nach Konstruktion richtig fiir alle Funktionen der Form f = 14 mit
A € F1 ® Fo. Die allgemeine Aussage folgt wie gewohnt mit Hilfe von Satz 6.4.11. 0

Mit Hilfe der iiblichen Zerlegung in Positiv- und Negativteil erweitert man den Satz von
Tonelli leicht auf alle integrierbare Funktionen 7 x Q9 — R und erhélt den beriihmten Satz
von Fubini, der vereinfacht sich so ausdriicken lisst: Falls f € £!'(u1 ® p2), so kann man die
Integrationsreihenfolge vertauschen:

/fd P ® pg) = / /f Wl,w2)ﬂl(dwl))ﬂ2(dw2 / /f wl,wz)ﬂ2(dw2))m(dw1)

Satz 6.10.5 (Satz von Fubini). Sei f € L1( x Qo, F1 ® Fo, 11 @ pio). Dann liegt fiir py -fast
alle w € Q die Punktion f5) in LY(Qy, Fo, p2), und fiir po-fast alle wy € Qy liegt die Funktion
£ in LY, Fi, ). Setzt man

fi(w) = {fQ S (wa) pa(dws), falls f3) € L1,

sonst,

und fa(we) analog, so gilt

/ F A ® o) = / f1lwr) pia(dwy) = / Falws) pa(dwn).
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Bemerkung 6.10.6 (endlich viele Faktoren). Die obigen Betrachtungen kénnen problemlos
auf endlich viele Faktoren ausgedehnt werden, wobei man sich klar machen muss, dass die
Produkte beliebig umgeklammert werden diirfen. Wenn also (£2;, F;, ;) fiir jedes ¢ € {1,...,n}
ein o-endlicher Mafiraum ist, so definiert man rekursiv den Produktraum @ (9, Fi, pi) =
(IT, 4, Q1 Fi, Qi pi) und meint damit das Produkt [[; Q; = (... (1 x Q2) x Q3) X
-+ x §,) und analoge Formeln fiir die Produkte der o-Algebren und die der Mafle. Es ist
dann klar, dass [[;"; @ = (@1 X -+ x Q) X (Qgg1 X -+ X Q) fiir jedes k € {1,...,n} gilt
und analoge Formeln fiir die Produkte der o-Algebren und die der Mafle. Falls alle Faktoren
(Q4, Fiypi) = (9, F, u) iibereinstimmen, schreiben wir natiirlich Q" sowie F®" und pu®" oder
auch Q! sowie F®! und p®!, falls I = {1,...,n}. &

Beispiel 6.10.7 (n-dimensionales Lebesgue-Maf3). Im wichtigen Spezialfall, wo (siehe
Beispiel 6.1.5) (Q;, Fi, i) = (R, B, A) fir i € {1,...,n}, identifizieren wir das n-fache Produkt
mit (R™, B,,, A®™) (siehe auch Beispiel 6.9.4) und fithren das Lebesgue-Ma8 auf dem R" ein als
das n-fache Produkt des eindimensionalen Lebesgue-Mafes. Es ist klar, dass A®™ {ibereinstimmt
mit den eindeutig bestimmten MaB§ A, auf B,, das jedem Quader @ = [][ai,b;] seinen
elementargeometrischen Inhalt A\, (Q) =[]}, (b; — a;) zuweist. &

Beispiel 6.10.8 (Bernoulli-Maf). Fiir eine endliche Menge I heifit das Maf (pd+(1—p)do)®!
auf {0,1}/ mit der Potenzmenge (siche Beispiel 6.1.10) das Bernoulli-Mafi zum Parameter
p € (0,1). Es beschreibt eine endliche Folge von unabhéngigen Versuchen, die jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit p Erfolg haben und sonst nicht.

Wenn zum Beispiel I die Menge aller Kanten zwischen benachbarten Punkten in dem Git-
ter Z% N [~n,n]? bezeichnet, dann kann (pd; + (1 — p)dp)®! als ein stochastisches Modell fiir
einen porosen Stein dienen, den man sich als in regelméfBige Kammern unterteilt vorstellt, die
jeweils mit ihrer Nachbarkammer verbunden sind durch eine Wand, die mit Wahrscheinlichkeit
p durchléssig ist und sonst nicht. Dies ist der Ausgangspunkt des Forschungszweiges der Perko-
lation, die untersucht, ob solche auf zufillige Weise porose Steine eine Fliissigkeit durchsickern
lassen oder nicht. Am interessantesten wird diese Frage natiirlich, wenn wir statt eine endliche
Box Z?N[-n,n]? den gesamten Raum Z? betrachten, aber unendliche Produktmafe werden wir
erst spéter im Zusammenhang mit dem Satz von Ionescu Tulcea behandeln. <&



Kapitel 7

Die allgemeine
Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem Kapitel wenden wir uns der allgemeinen Wahrscheinlichkeitstheorie auf Basis der so-
eben vorgestellten Mafitheorie zu. Wir werden Grundlagen vorstellen, die unverzichtbar sind fiir
die tiefere Beschiiftigung mit der Wahrscheinlichkeitstheorie. Zu Beginn dieses Kapitels stellen
wir den Jargon der Theorie vor und sammeln die wichtigsten Werkzeuge, dann behandeln wir die
Unabhéngigkeit von Ereignissen und von Zufallsgréfen, und zum Schluss fithren wir bedingte
Erwartungswerte in grofier Allgemeinheit ein.

7.1 Grundlegende Begriffe

Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, also ein Mafiraum mit P(Q2) = 1. In diesem Spe-
zialfall eines Mafiraums haben sich etliche spezielle Sprechweisen eingebiirgert. So nennt man P
auch eine Verteilung, die Elemente der o-Algebra F werden meist Ereignisse genannt und P(A)
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € F. Das Komplement A€ steht fiir ‘A tritt nicht ein’,
und die Vereinigung A U B fiir ‘A oder B trifft ein’, der Schnitt AN B fiir ‘A und B treffen ein’.

Fiir einen messbaren Raum (E, &) werden messbare Abbildungen Q — E FE-wertige Zu-
fallsgrifien genannt, im Falle (E,&) = (R, B) einfach nur Zufallsgrifien und im Falle (E,&) =
(R™, B,,) Zufallsvektoren. Wir werden Zufallsgréfien nun meist mit X und Y usw. bezeichnen
statt mit f und g usw. Auf Grund von Bemerkung 6.9.4 sind Abbildungen X1,...,X,;: Q - R
genau dann Zufallsgrofien, wenn die vektorwertige Abbildung X = (X4,...,X,): Q@ — R" ein
Zufallsvektor ist. Die von einer Zufallsgrofie X : 2 — F erzeugte o-Algebra wird wie zuvor mit

X1E={Xx"1A): Ac &} =0(X)

bezeichnet. Falls fiir jedes ¢ aus einer Indexmenge I eine Zufallsgrofle X;: @ — FE; in einen
messbaren Raum (Fj;, &;) definiert ist, so heifit

VxE) =o(Jx@)
iel i€l

die von den X; auf Q erzeugte o-Algebra. Dies ist die kleinste Teil-o-Algebra von F, so dass
jedes X; messbar ist.

93
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Die Verteilung einer ZufallsgroBe X: Q — FE ist per definitionem das Bildma P o X !
auf (E, &) (siehe Abschnitt 6.6). Es ordnet jedem A € € die Wahrscheinlichkeit P o X ~1(A) =
P(X € A) des Ereignisses {X € A} zu. Man schreibt auch manchmal £(X) statt Po X ~1, wenn
man den Raum (2, F,P) nicht betonen oder gar nicht erst erw&dhnen mochte. Man beachte,
dass zwei (F,E)-wertige ZufallsgroBen X und Y nicht auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum
definiert sein miissen, um die selbe Verteilung zu haben. Fiir R-wertige Zufallsgrofien X nennt
man die Abbildung ¢t — P(X < t) die Verteilungsfunktion von X. Sie ist monoton steigend und
rechtsstetig mit Grenzwerten 0 und 1 bei —oco bzw. co.

Fiir eine integrierbare ZufallsgroBe X: Q@ — R schreibt man E(X) statt [, X (w)P(dw)
und nennt E(X) den Erwartungswert von X. Der Erwartungswert von X existiert also genau
dann, wenn E(|X|) < oo. Fiir eine (E,&)-wertige ZufallsgroBe X und eine messbare Funktion
f: E — Rliegt f(X) (dies schreiben wir meist statt f o X) genau dann im £(Q, F,P), wenn
fim LYE,E,Po X 1) liegt, und dann gilt E(f(X)) = [, fdP o X~!. Der Erwartungswert ist
eine monotone und lineare Abbildung, d. h. fiir Zufallsgrofen X und Y € £}(P) gilt X <Y =
E(X) < E(Y), und fiir a,b € R ist auch aX + bY € L}(P), und E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

Die beiden Spezialfille, dass (1) X diskret ist und (2) X eine Dichte besitzt, fithren auf
folgende Formeln. Falls die reellwertige Zufallsgroie X nur die Werte x1,x9,z3,--- € R mit

positiver Wahrscheinlichkeit annimmt und auf {z,,: n € N} konzentriert ist!, so ist also PoX ~! =
Y nen P(X = 25,)d,,, und wir haben fiir jede Abbildung f: R — R:

E(f(X)) = D faa) B(X = an),

neN

falls diese Reihe absolut konvergiert. Falls X eine (Lebesgue-)Dichte ¢: R — [0, 00) besitzt, also
wenn P(X € A) = [, p(x) A(dx) fiir alle messbaren Mengen A € B gilt, so gilt fiir jede messbare
Abbildung f: R — R:

B(f(X)) = /R F(@)p(x) Mda),

falls das Integral absolut konvergiert.

Eine wichtige Mafzahl einer ZufallsgroBe X € £!(P), die ihre mittlere quadratische Abwei-
chung von ihrem Erwartungswert angibt, ist die Varianz , die definiert wird als

V(X) =E((X - E(X))?) = E(X?) —E(X)? € [0, ).

(Die zweite Gleichung nennt man die Steiner’sche Formel.) Die Varianz von X € L£(P) ist also
immer definiert, konnte aber gleich oo sein. Sie ist genau dann endlich, wenn X € £2(P), und
sie ist genau dann Null, wenn X = E(X) P-fast sicher.

Wir erinnern in Kurzform an die wichtigsten Ungleichungen, spezialisiert auf einen Wahr-
scheinlichkeitsraum:

Jensen: ¢ konvex — E(p(X)) > o(E(X)),

siehe Satz 6.7.2,

1 1
Holder: Z4+=1 — E(XY) < E(Xp)l/pE(yq)l/q’
P q

Wir sagen, dass eine Zufallsgrofe X auf einer messbaren Menge A konzentriert ist, falls P(X € A) = 1.
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siehe Satz 6.7.5,

Cauchy-Schwarz: E(XY) < E(X%)Y2E(Y?%)V?,

siehe Korollar 3.5.6,

Markov: ¢: (0,00) — (0,00) wachsend, e > 0 — P(|X| >¢e) <

siehe Satz 5.1.1,

Tschebyscheff: e>0 = P(|IX —E(X)| >¢) <

siche Korollar 5.1.2.

Mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung kann man leicht einen der wichtigsten Grenz-
wertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie herleiten:

Satz 7.1.1 (Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen). X1,..., X, € L' paarweise unkor-
reliert, B(X —i) = FE, V(X;) =V < oo, dann gilt

lim P(|2(X; 4+ X,,) — E| >¢) =0, e > 0.

n—oo

Den Konvergenztyp in Satz 7.1.1 nennt man die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, siehe
auch Abschnitt 8.1.

Ferner erinnern wir kurz an die wichtigen Vertauschungssétze fiir Grenzwerte und Integrale,
die wir hier auf einen Wahrscheinlichkeitsraum einschrénken:

Monotoner Konvergenzsatz: 0<X,TX fs. — lim E(X,) =E(X),

n—oo

siehe Satz 6.8.1,

Satz von Lebesgue: X, <Y el X, - X fs. == lim E(X,) =E(X),

n—oo

siehe Satz 6.8.6,

Lemma von Fatou: 0< X, = liminf E(X,,) < E(lim inf Xn>,

n—oo n—oo

siehe Satz 6.8.4.
Den Erwartungswert eines Zufallsvektors X = (X1, ..., X,,) definiert man komponentenwei-
se, also

E((X1,..., X)) = (E(X1), ..., E(X,)).
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Definition 7.1.2 (Kovarianz). (a) Die Kovarianz zweier Zufallsgrifien X und Y mit XY €
LY(P) wird definiert durch

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y)).

(b) Die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors X = (X1,...,X,) mit X; € LY(P) und X;X; €
LY(P) fir alle i,j € {1,...,n} ist definiert als die Matriz %(X) = (04,;(X)); jeq1,...ny mit
Ji,j(X) = COV(XZ',X]').

(c) Zwei Zufallsgroffen X und Y mit XY € LY(P) heiffen unkorreliert, wenn cov(X,Y) = 0.

Falls der Zufallsvektor X als Spalte geschrieben wird, so ist £(X) = E((X — E(X))(X —
E(X ))T), wobei yT der transponierte Vektor ist. Als Ubungsaufgabe sieht man leicht ein,
dass ¥(X) symmetrisch und positiv semidefinit ist. Die Kovarianz zweier eindimensionaler Zu-
fallsgroBen X und Y ist definiert, sobald X,Y € L2(P), wie leicht aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung folgt. Wenn die Koeffizienten X1,...,X,, von X paarweise unkorreliert sind, ist
¥(X) eine Diagonalmatrix, und man errechnet leicht, dass dann gilt: V(31 , X;) = > | V(X;).
Die letzte Aussage nennt man auch den Satz von Bienaymé.

Bemerkung 7.1.3 (Normalverteilung). Die mehrdimensionale Normalverteilung N (b, %)
aus Beispiel 6.6.7 besitzt den Erwartungswertvektor a und die Kovarianzmatrix ¥, wie man mit
Hilfe von quadratischen Ergédnzungen im Exponenten der Dichte errechnet. &

7.2 Unabhingigkeit

In diesem Abschnitt geben wir eine prizise Definition der Unabhéngigkeit von Ereignissen, Ereig-
nisfamilien und Zufallsgréfien und listen die wichtigsten Beziehungen auf. Auflerdem behandeln
wir terminale Ereignisse und das Kolmogorovsche 0-1-Gesetz. Im Folgenden sei (2, F,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 7.2.1 (unabhéngig). (a) Endlich viele Teilmengen &, ... ,&, von F heifflen un-
abhéngig, falls fir jede Auswahl von paarweise verschiedenen iy,..., 1 € {1,...,n} und
jede Wahl von A;, € &, firl=1,...,k gilt:

P(Ai, N--- N Ay) = [[P(A). (7.2.1)

(b) Sei I eine beliebige Indexmenge und &; fiir i € I eine Teilmenge von F. Dann heiffen die
& mit i € I unabhéngig, wenn je endlich viele unabhdngig sind.

(c) Eine beliebige Familie (A;);er von Ereignissen A; € F heifst unabhingig, wenn die Men-
gensysteme {A;,Q} mit i € I unabhdingig sind.

Unabhéngigkeit von Ereignissen oder von Mengensystemen héngt also nicht von der Rei-
henfolge der Ereignisse bzw. der Mengensysteme in der Indexmenge ab, aber durchaus von der
Anzahl des Auftretens jedes einzelnen Ereignisses bzw. Mengensystems in der Familie. Wenn
zum Beispiel die Familie (A;);ef1,2y unabhiingig ist mit A; = Az = A, so heifit das insbesondere:
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P(A) = P(A; N As) = P(A1)P(Az) = P(A)?, also P(A) € {0,1}. In diesem Fall ist also A von
sich selber unabhingig. Dieses Beispiel scheint spitzfindig, seine Idee ist aber grundlegend bei
diversen 0-1-Gesetzen (wie etwa auch im Beweis von Satz 7.2.8); dies sind Aussagen der Form,
dass gewisse Ereignisse nur die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 haben kénnen.

Wir klaren nun den engen Zusammenhang zwischen Unabhéngigkeit und Produktmafirau-
men fiir abzdhlbar viele Faktoren. Wir erinnern an Produkte messbarer Rdume und Produkt-
mafBe, siehe Definition 6.9.1 und Bemerkung 6.10.3.

Lemma 7.2.2 (Produktriume und Unabhéngigkeit). Firi € N sei (;, F;,P;) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, und es sei (0, F,P) = ([Lien Q> @ienFi, @ienlPi) der Produktraum. Dann
ist fiir beliebige Wahl von messbaren Mengen A; € F; die Familie der Mengen wi_l(Al-) un-
abhdngig im Produktraum.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Im Folgenden ist (2, F,P) ein gegebener Wahrscheinlichkeitsraum und I eine beliebige nicht
leere Indexmenge. Teilsysteme von unabhéngigen Systemen sind unabhéngig:

Lemma 7.2.3. (a) Fualls &; fir i € I unabhdngig sind und D; C &; firi € I gilt, so sind die
D; ebenfalls unabhdngig.

(b) Falls D und &; fir jedes i € I unabhdingig sind, so sind auch D und |J;c; & unabhdingig.

Beweis. einfache Ubungsaufgabe. O

Wir diskutieren nun ein paar Moglichkeiten, Unabhéngigkeiten von Mengensystemen auf
grofere Systeme hoch zu ziehen.

Satz 7.2.4. Wenn fiir i € I die Systeme D; C F unabhingig sind und durchschnittstabil, so
sind die o-Algebren o(D;) unabhdngig.

Beweis. Es geniigt, fiir jede endliche Teilmenge J von I (sagen wir, J = {1,...,n}) zu zeigen,
dass P(N; 4;) = [, P(A;) fiir jede Wahl von A; € o(D;) fiir ¢ € {1,...,n} gilt. Fir k =
0,...,n sei Ly die folgende Aussage:

P(ﬁAi) - f[lIP’(Ai) VA; € o(D;) fiir i < k,VA; € D; U{Q} fiir i > k.

Die Aussage Lg gilt wegen der Unabhéngigkeit der D;. Es sei 0 < k < n, und es gelte L. Wir
betrachten das Mengensystem

Aps1 = {Ak+1 € o(Dyy1): IP’( ﬁ Ai> - ﬁ]P’(Ai)
i=1

i=1
VA; € o(Dy) fiir i < k,YA; € D; U{Q) fiir i > k + 1}.

Da Ly gilt, ist Dgy1 in Agy1 enthalten. Wir zeigen, dass Agy1 ein Dynkin-System ist, denn dann
gilt d(Dj+1) = 0(Dg41) nach Satz 6.2.3 und daher Ag11 = 0(Dg41)-
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Nach Definition ist Q € Agyq1. Wenn D € Ay 1, so gilt fiir alle A; € o(D;) fiir i < k, und
fiir alle A; € D; firi > k + 1:

k n n k n
P(ﬂAJ‘ﬂDCﬂ ﬂ AJ):P<ﬂA]ﬂ ﬂ Aj)—P(ﬂAjﬂDﬂ ﬂ AJ>
j=1 j=k+2 j=1 J=k+2 j=1 J=k+2
= ] Py -r@) ][] P4y

J: jFk+1 jij#k+1
=P(D°) [ P4y,
J J#k+1

wobei im zweiten Schritt die Induktionsvoraussetzung und die Tatsache D € Ay ausgenutzt
wurden. Also gilt auch D¢ € Ay 1. Analog zeigt man, dass Ay 1 abgeschlossen ist gegen abzahl-
bare paarweise disjunkte Vereinigungsbildung; man muss in der obigen Rechnung nur D¢ durch
eine abzdhlbare paarweise disjunkte Vereinigung ersetzen und analog verfahren. D.h. Ay ist
ein Dynkin-System, und dies beendet den Beweis. O

Bemerkung 7.2.5. Falls die Ereignisse A; mit ¢ € I unabhéngig sind, so sind also auch die o-
Algebren o({A4;,Q}) = {0, A;, A7, Q} unabhiingig. Insbesondere sind also auch die Komplemente
AY unabhéngig. &

Korollar 7.2.6. Es seien D; C F fir ¢ € I unabhdngig und durchschnittstabil. Ferner sei
(Ix)kex eine Familie von paarweise disjunkten Teilmengen von I. Dann sind die o(|J Dj)
fir k € K unabhdngig.

S

Beweis. Fiir k € K sei D), die Familie der endlichen Durchschnitte von Elementen aus U er, Dj-
Das Mengensystem @k ist offenbar durchschnittstabil, und da die D; durchschnittstabil sind, hat
jedes Element aus Dy, die Gestalt AjN---NA; mitn € N, A; € D; und paarweise verschiedenen
1, - -+ Jn € I. Daraus folgt, dass die ﬁk fiir K € K unabhéngig sind. Da D; C ﬁk fiir alle j € I,

gilt o(Ujer, Dj) = o(Dy). Daher folgt die Aussage aus Satz 7.2.4. O

Eine interessante Kollektion von Ereignissen ist die folgende:

Definition 7.2.7 (terminale Ereignisse). Es sei (Fp)nen eine Folge von Teil-o-Algebren von
F, und wir setzen Fp, = \/ o, Fi fiir n € N. Dann heifst die o-Algebra

Tn= %=V #
neN

neN k=n

die o-Algebra der terminalen Ereignisse oder die terminale o-Algebra der Folge (Fp)nen-

In 7, sind diejenigen Ereignisse enthalten, die fiir jedes n € N nur von den o-Algebren
FnyFnii,--. abhéngen. Typische Anwendungen betreffen Fille, in denen F,, die ‘Gegenwart’
zum Zeitpunkt n beschreibt, also beschreibt .7?n die ‘Zukunft’ ab dem Zeitpunkt n. In diesem
Fall enthilt 7, alle Ereignisse der infinitesimalen Zukunft, d.h. alle Ereignisse, deren Eintre-
ten auch dann noch beurteilt werden kann, wenn man die Beobachtung beliebig spéat beginnt,
vorausgesetzt, man betrachtet danach alle spéteren Zeitpunkte. Wenn etwa (X, ),en eine Folge
von Zufallsgroflen ist und X, eine Grofle zum Zeitpunkt n beschreibt, dann liegen etwa die
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Ereignisse ‘die Folge (X}, )nen besucht den Punkt ¢ unendlich oft’ und ‘die Folge (X}, )nen bleibt
ab einem Zeitpunkt nur noch in A’ (fiir einen gegebenen Punkt i bzw. Menge A) in 7., wobei
wir F,, = o(X,,) gesetzt haben.

Der folgende, verbliiffende Satz (mit verbliiffendem Beweis) sagt, dass bei Unabhéngigkeit
der F,, die terminale og-Algebra in gewissem Sinn trivial ist:

Satz 7.2.8 (Kolmogorov’sches 0-1-Gesetz). Fs sei (F,)nen eine Folge von unabhdngigen
Teil-o-Algebren von F mit terminaler o-Algebra To,. Dann gilt P(A) € {0,1} fiir jedes A € Tw.

Beweis. Es sei n € N fest. Nach Korollar 7.2.6 sind .7?n+1 und \/}_; Fj unabhiingig, also sind
nach Lemma 7.2.3(a) auch 75, und \/}_; Fj unabhéngig. Daher sind nach Lemma 7.2.3(b) auch
Too und U, ey Vi—1 Fr unabhiéingig. Die letztere Menge ist als eine Vereinigung aufsteigender
o-Algebren durchschnittstabil, also sind nach Satz 7.2.4 auch 7., und die von ihr erzeugte o-
Algebra unabhéngig, und dies ist die o-Algebra \/, .y 7. Diese enthélt F,, fiir jedes n € N, also
enthélt sie auch deren Schnitt 7,. Nach Lemma 7.2.3 ist also 75, von sich selber unabhéingig.
Daraus folgt fiir jedes A € To, dass P(A) = P(AN A) = P(A)P(A) = P(A)?, also muss P(A) €
{0,1} sein. O

Man nennt eine o-Algebra 7 mit P(A) € {0, 1} fiir jedes A € 7 auch P-trivial. Eine P-triviale
o-Algebra ist natiirlich {0, Q}, aber terminale o-Algebren sind meist sehr viel groer.

Beispiel 7.2.9 (Perkolation). Es sei K die Menge aller Kanten zwischen je zwei Nachbarn
auf dem Gitter Z¢. Mit einem Parameter p € (0,1) sei (X;);ex eine Kollektion unabhiingiger
Zufallsgrofien, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit p den Wert ‘offen’ und sonst den Wert ‘un-
durchléssig’” annehmen. Dies ist ein Modell fiir einen portsen Stein, dessen Kammern durch
Winde verbunden sind, die zufillig durchléssig sind oder nicht. In einem Punkt denken wir uns
eine Wasserquelle. Das Wasser kann nur entlang durchlissiger Kanten flieen. Als Ubungsaufga-
be zeige man, dass das Ereignis ‘Es gibt einen Punkt, von dem aus das Wasser einen unendlich
langen Weg flielen kann’ nur die Wahrscheinlichkeiten 0 oder 1 haben kann. Dieses Ereignis ist
gleich bedeutend mit der Existenz eines unendlich groflen Clusters, d. h. einer unendlich grofien
Teilmenge von Z?, deren Punkte alle mit durchlissigen Kanten mit einander verbunden sind.
(In dem Fall, dass dieses Ereignis eintritt, sagt man, dass Perkolation eintritt.) &

Lemma 7.2.10. Es ses T C F eine P-triviale o-Algebra. Ferner sei X eine (R, B)-wertige,
T -messbare Zufallsgriffe. Dann existiert ein ¢ € R mit P(X = ¢) = 1.

Beweis. Es sei F' die Verteilungsfunktion von X. Da {X <t} = X }([~o0,t]) € T fiir jedes
t eR,gilt F(t) =P(X <t)e€{0,1} fiir jedes t € R. Da F nicht f&llt, sind drei Félle moglich.

1. Falls F(t) = 0 fiir alle t € R, so ist P(X > n) =1 fiir jedes n € N, also P(X = o) = 1.
2. Falls F'(t) =1 fiir alle t € R, so ist P(X < n) =1 fiir jedes n € N, also P(X = —o0) = 1.

3. Falls F' an einer Stelle ¢y € R von 0 auf 1 springt, ist P(X € (tg — %,to + %]) = F(to +
1 1

=) — F(to — ;) = 1 fiir jedes n € N. Durch den Grenziibergang n — oo erhélt man, dass

P(X = to) = 1.

0
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Definition 7.2.11 (Unabhingigkeit von Zufallsgréflen). Fiir jedes i € I sei X;: Q — E;
eine Zufallsgrofie mit Werten in einem messbaren Raum (E;, &;). Die Zufallsgrifien X; miti € 1
heiffen unabhéngig, wenn die o-Algebren X;l(&) mit i € I unabhdngig sind.

Bemerkung 7.2.12 (Konstruktion unabhingiger Zufallsgré8en). Man kann aus Zufalls-
groflen, die a priori nichts mit einander zu tun haben, eine Familie unabhdngiger Zufallsgréfien
mit den selben Verteilungen konstruieren, indem man alle diese Groflen auf dem Produktraum
definiert. Wenn fiir jedes ¢ € I eine Zufallsgrofie X;: ; — F; auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€;, F;, P;) definiert ist und Werte in einem messbaren Raum (F;, ;) hat, so kann man
auf dem Produktraum (€2, F,P) (siche Bemerkung 6.10.3) ZufallsgréBen X,;: Q — E; durch
)Nfz(w) = X;(w;) fiir w = (w;)ier € Q definieren. Dann sind die Grofien X; mitiel unabhéngig,
und die Verteilungen von )Z', und X; stimmen iiberein. Dies sieht man leicht ein, wenn man
ausnutzt, dass )NQ = X; o m; gilt, wobei m;: 8 — €); die kanonische Projektion ist. Dann ist
namlich
]P’o)?i_l :]P’o7ri_1 oXi_1 :]P’Z-oXi_l7

denn P; ist das Bildmafl des Produktmafles P unter der Projektion ;. &

Wir sammeln ein paar Eigenschaften unabhéngiger Zufallsgréfien, die alle leicht einzusehen
sind:

Lemma 7.2.13. Fir jedes i € I sei X;: Q — FE; eine Zufallsgriffe mit Werten in einem
messbaren Raum (E;,&;).
(a) Falls D; C F fir i € N unabhdngig sind und X; messbar beziiglich D;, so sind die X;
unabhdngig.

alls die X; unabhdngig sind und p;: E; — E; tldungen, die £;-E;-messbar sind (wobei
b) Falls die X bh d und E; — E! Abbild die &;-E! b d b
&} jeweils eine o-Algebra auf E] sei), so sind die Abbildungen p;oX; ebenfalls unabhdingig.

(c) Die X; sind genau dann unabhingig, wenn fir jedes n € N und alle paarweise verschiede-
nen i, ...,in € I und alle Ay € &,,..., A, €&, gilt:

P(Xi, € Ar,.... X;, € Ay) = [[P(X,; € 4)).
j=1

Eine der angenehmsten Eigenschaften unabhéngiger Zufallsgrofien ist die folgende Rechen-
regel fiir den Erwartungswert von Produkten.

Satz 7.2.14. Es seien X und Y zwei unabhdingige reelle Zufallsgrofien. Falls X und Y nicht-
negativ sind oder falls X,Y € LY(P), so gilt E(XY) = E(X)E(Y).

Beweis. Zunichst seien X und Y als nichtnegativ vorausgesetzt. Die beiden o-Algebren F; =
X7YB) und F» = Y!(B) sind unabhiingig. Fiir A € F; erfiillt die Menge aller nichtnega-
tiven Fa-messbaren Zufallsgrofien Y’ mit E(14Y") = P(A)E(Y’) die Eigenschaften (i) - (iii)
von Satz 6.4.11. Demzufolge gilt die Gleichung E(14Y’) = P(A)E(Y’) fiir alle nichtnegativen
Fo-messbaren Zufallsgroflen, also insbesondere fiir Y selbst. Die Menge der nichtnegativen Fi-
messbaren ZufallsgroBen X' mit E(X'Y) = E(X)E(Y) erfiillt ebenfalls die Bedingungen von
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Satz 6.4.11. Also ergibt das gleiche Argument wie oben, dass die letzte Gleichung fiir X/ = X
gilt.

Nun sei X,Y € £1(P) vorausgesetzt. Da X und Y unabhingig sind, sind dies auch |X| und
|Y'|. Also folgt aus dem Bisherigen, dass E(|XY]) = E(|X|)E(]Y]) gilt. Die Gleichung E(XY') =
E(X)E(Y) folgt daraus durch eine Zerlegung in Positiv- und Negativteil. O

Als Anwendung von Satz 7.2.14 zeigen wir, dass unter stérkeren Integrierbarkeitsannah-
men die Konvergenzgeschwindigkeit im Schwachen Gesetz der Grofien Zahlen (Satz 7.1.1) bei
Unabhéngigkeit sogar exponentiell ist und nicht nur linear.

Lemma 7.2.15 (Grofie Abweichungen). Sei (X,,)nen eine Folge von unabhingigen, identisch
verteilten Zufallsgrofien. Setze S, = X1 + --- + X,,. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0:

1
— log P(Sn > cn) < — sup [CO[ _ 10g]E(e°‘X1 )] .
" a€(0,00)

Man erhélt exponentielle Konvergenz in Satz 7.1.1, wenn man Lemma 7.2.15 anwendet auf
¢ = E(X1) + € und ein zweites Mal auf X; = —X; und ¢ = E(X;) + €, und wenn man voraus
setzt, dass E(e®X1) < oo fiir jedes o € R.

Beweis von Lemma 7.2.15. Wir wenden die Markov-Ungleichung von Satz 5.1.1 wie folgt an:
Fiir jedes o > 0 gilt
P(S,, > cn) = P(e*" > ") < e NE(e*),

Nun schreiben wir e = [, e*X¢ und benutzen Lemma 7.2.13(b) und Satz 7.2.14, um den
Erwartungswert wie folgt zu berechnen:

E(eaS") =K [1:[1 eaxl} = HE(@O‘XZ') = E(eaxl)".

Dies setzen wir oben ein, nehmen den Logarithmus, teilen durch n und optimieren iiber a. [

Wir beleuchten kurz die Verteilung der Summe zweier unabhéngiger Zufallsvektoren:

Definition 7.2.16 (Faltung). Die Faltung zweier Wahrscheinlichkeitsmafle Py und Po auf
(R4, By) ist das Bildmaf
P %Py = (Pl ®P2) o S_l,

wobei S: R24 — R4 definiert ist als S(x1,22) = 1 + x2.

Als Ubungsaufgabe zeigt man, dass die Faltung zweier MaBe mit (Lebesgue-)Dichten fi
und f5 die Dichte f1 * fo besitzt, wobei f; * fo die iibliche Faltung zweier Funktionen f1 und fo
bezeichnet. Ferner sieht man ebenfalls leicht, dass die Faltung zweier Wahrscheinlichkeitsmafe
Y nezd Pnbn und Y 54 qnd, auf Z% gleich dem Wahrscheinlichkeitsmaf Y nezd Tndn ist, wobei
r = (rp)peze die Faltung der Folgen (pn),ez¢ und (¢n),czae ist. Mit Hilfe dieser Tatsachen
errechnet man als eine Ubungsaufgabe die folgenden Faltungseigenschaften der Normal- und der
Poisson-Verteilungen:

Lemma 7.2.17. (i) Die Summe zweier unabhingiger, N'(a,c?)- bzw. N'(b, 72)- verteilter Zu-
fallsgrifen ist N'(a + b, 0% + 72)-verteilt.

(i) Die Summe zweier unabhdngiger Poisson-verteilter Zufallsgrofien mit Parametern o > 0
bzw. B > 0 ist Poisson-verteilt mit Parameter o + 5.
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Ein anderer Beweis von Lemma 7.2.17 kann mit Hilfe von charakteristischen Funktionen
gefiihrt werden, siche Abschnitt 8.3.

7.3 Bedingte Erwartungswerte

Wir wollen das Konzept der bedingten Wahrscheinlichkeiten, das wir in Abschnitt 2.1 in der
diskreten Situation einfiihrten, stark erweitern. Insbesondere moéchten wir auf viele Ereignis-
se (statt nur auf eines) bedingen, und wir mdchten erkléren, in welchem Sinne man auf eine
Nullmenge bedingen darf. Sammeln wir zunéichst ein paar Tatsachen, deren Rechtfertigung uns
keinerlei Probleme bereitet.

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € F, dann kann man ohne Probleme fiir
jedes B € F die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben A einfiihren als

P(BNA)

P(B’A):W7

falls P(A) > 0.

Wir erinnern an die Interpretation von P(B | A) als die Wahrscheinlichkeit von B unter der
Voraussetzung, dass A eingetreten ist. Im Fall P(A) = 0 kann man P(- | A) als irgendein Wahr-
scheinlichkeitsmafl definieren, wenn man mochte oder muss, aber das ist willkiirlich. Man sieht
leicht, dass mit dieser Erweiterung der Definition 2.1.2 die Formeln von der totalen Wahrschein-
lichkeit und von Bayes (siehe Lemma 2.1.4) gelten. Auflerdem ist auch leicht zu sehen, dass
P(- | A) ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Also kann man auch problemlos den bedingten Erwar-
tungswert einer Zufallsgrofe X € L£!(P) definieren, indem man setzt:

mmm:%%%zéxwmmpu (7.3.1)

Natiirlich haben wir dann auch die Formel E[lp | A] = P(B | A).

Nun mochten wir gerne auf viele Ereignisse bedingen anstatt nur auf ein A. Mit anderen
Worten, wir wollen voraussetzen, dass das Eintreten oder Nichteintreten einer gewissen Vielzahl
von Ereignissen bekannt sei. Nun allerdings kann die bedingte Wahrscheinlichkeit nicht mehr
eine einzige Zahl sein, denn sie wird davon abhéngen miissen, welche der bedingenden Ereignisse
eingetreten sind und welche nicht. Es fillt uns leicht, den folgenden Spezialfall zu behandeln: Falls

(A;)icr eine (hochstens abzihlbare) Familie disjunkter messbarer Mengen ist, deren Vereinigung
Q ist, dann definieren wir A = o(A;: i € I) und fiir X € £(P)

EX | Aw) =E[X | 4] <= weA, (7.3.2)

also E[X | Al = > oy 14,E[X | A;]. Diese Abbildung hat die folgenden zwei wichtigen Eigen-
schaften.

Lemma 7.3.1. (i) E[X | A] ist A-messbar,

(it) E[X | A] € LY(P), und fir jedes A € A gilt [, E[X | A]dP = [, X dP.

Beweis. (i) E[X | A] ist die Hintereinanderschaltung der beiden messbaren Abbildungen Q >
w i i(w) € I, wobei i(w) definiert ist durch w € A;(,y, und I 3 i +— E[X | A;].



7.3. BEDINGTE ERWARTUNGSWERTE 103

(ii) Fir A € A gibt es eine Teil-Indexmenge J C I mit A = Ujes4;. O.B.d.A. haben wir
P(A;) > 0 fiir jedes i € J. Dann folgt

/AIE[X | AJdP = > P(A)E[X | A] =) E[X14,] = /AXd]P’.

ieJ ieJ
O

Dies gibt Anlass zu einer Definition. Im Folgenden sei immer (€2, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, A C F eine Teil-o-Algebra und X € £1(P) eine Zufallsgrofe.

Definition 7.3.2 (Bedingte Erwartung). Eine Zufallsgrifie Y heifit eine bedingte Erwartung
von X beziiglich A, und wir schreiben Y = E[X | A], falls gelten:

(1) Y ist A-messbar,
(it) Fir jedes A € A gilt E[X14] = E[Y14].
Fualls B € F, so heifst P(B | A) = E[lp | A] die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben A.

Wenn man (ii) fiir A = Q ausnutzt, erhilt man insbesondere, dass E[E[X | A]] = E[X],
d. h. die bedingte Erwartung von X hat den selben Erwartungswert wie X.

Bedingte Erwartungen und bedingte Wahrscheinlichkeiten werden also nur bis auf fast si-
chere Gleichheit definiert. Auch wenn wir nicht immer darauf hinweisen werden, sind also alle
Gleichungen und Aussagen, in denen sie auftreten, nur fast sicher zu verstehen.

Bemerkung 7.3.3. Auch wenn die Schreibweise sehr suggestiv ist, ist es iiberhaupt nicht klar
(und es gilt auch nicht in jeder Situation), dass die Abbildung B +— P(B | A) ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} ist. Genauer gesagt, wiirde man gerne zumindest fiir fast alle w € 2 haben wollen,
dass P(- | A)(w) ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ist, aber auch hierfiir muss man zusétzliche Vor-
aussetzungen machen und diese Aussage beweisen. Grob gesagt, ist das Problem, dass gewisse
Ausnahmemengen a priori von B abhéngen, und man muss zeigen, dass es eine Version von
B~ P(B| A)(w) gibt, so dass diese Ausnahmemengen nicht von B abhéngen. <&

Bemerkung 7.3.4. Wir koénnen mit den bisherigen Methoden zum Beispiel nicht die folgen-
de, intuitiv losbar scheinende, Aufgabe behandeln: Gegeben seien eine gleichférmig auf [0, 1]
verteilte Zufallsgrofie X und weitere Zufallsgrofien Yq,...,Y,, die bei Kenntnis des Ereignisses
{X = z} unabhéngig und Bernoulli-verteilt mit Parameter x sind. Kénnen wir der bedingten
Wahrscheinlichkeit P(Y; =--- =Y, = 1| X = z) einen Sinn geben? Intuitiv sollte das gleich ="
sein, aber wie erkldrt man die Bedingung auf die Nullmenge {X = x}? Wir brauchen also einen
Begriff des Erwartungswertes bedingt auf Nullmengen, der unserer Intuition entspricht. &

Beim sogleich folgenden Beweis der Existenz der bedingten Erwartung werden wir einen der
wichtigsten Satze der Mafitheorie benttigen, der auch schon in Bemerkung 6.6.5 erwihnt wurde.
Wir erinnern daran, dass wir v < pu schreiben, wenn das Mafl v absolutstetig beziiglich dem
MaB p ist, d. h. wenn jede p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.
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Satz 7.3.5 (Satz von Radon-Nikodym). Seien p und v zwei o-endliche Mafle auf einem
messbaren Raum (2, F). Dann gilt

v hat eine Dichte beziiglich p <~ v .

In diesem Fall ist die Dichte F-messbar, u-fast iberall endlich und p-fast tberall eindeutig.
Die Dichte g—z heif$t die Radon-Nikodym-Dichte von v nach u.

Beweise finden sich in jedem guten Mafitheoriebuch.

Satz 7.3.6. Die bedingte Erwartung E[X | A] existiert und ist fast sicher eindeutig.

Beweis. Seien Y und Y’ bedingte Erwartungen von X beziiglich A. Fiir die Menge A = {Y >
Y’} € A gilt dann E[(Y — Y')14] = E[Y14] — E[Y'14] = 0. Da (Y —Y")14 > 0, folgt Y <Y’
fast sicher. Analog folgt die umgekehrte Ungleichung, also die fast sichere Eindeutigkeit.

Wir zerlegen X = X — X~ in den Positiv- und den Negativteil X = X V0 bzw. X~ =
Xt — X. Durch QT (A) = E[XT14] bzw. Q@ (A) = E[X ~14] werden zwei endliche Mafie auf
(Q,.A) definiert. Beide Mafle sind offensichtlich absolutstetig beziiglich P, also liefert der Satz
von Radon-Nikodym die Existenz von .A-messbaren Dichten Y bzw. Y, so dass QT (A) =
JAYTdP = E[YT14] und Q (A) = [, Y dP = E[Y 14] fiir jedes A € A gelten. Dann ist
Y =Y T —Y ecine bedingte Erwartung von X gegeben A, denn Y ist A-messbar, und fiir jedes
Ae A gilt E[YﬂA] = E[Y+]IA] — E[Y_]IA] = E[X+HA] — E[X_]IA] = E[X]IA]. |

Nun kénnen wir auch die bedingte Erwartung beziiglich einer anderen Zufallsgréfle definie-
ren:

Definition 7.3.7. Fiir jede Zufallsgrifle Y heifst E[X | Y] = E[X | o(Y)] die bedingte Erwartung
von X beziiglich Y .

Die wichtigsten Eigenschaften der bedingten Erwartung werden nun aufgelistet:

Satz 7.3.8 (Eigenschaften der bedingten Erwartung). Seien A1 C A C F zwei Teil-o-
Algebren, und sei Y € LY(Q, F,P) und A € R, dann gelten:

(i) (Linearitit) ENX +Y | Al = AE[X | A] + E[Y | A].
(ii) (Monotonie) Falls X > Y fast sicher, so E[X | A] > E[Y | A] fast sicher.
(iii) Falls E[|XY|] < oo und Y messbar beziiglich A, so gelten
E[XY | A= YE[X | A]  und insbesondere ~ E[Y | Y] =Y.
(iv) EE[X | Al | A] = E[E[X | Ai] | Al =E[X | Ay].
(v) |E[X | Al <E[X]| | Al
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(vi) Falls 0(X) und A unabhéngig sind, so ist E[X | A] = E[X].
(vii) Falls P(A) € {0,1} fiir jedes A € A, so gilt E[X | A] = E[X].

(viii) (Majorisierte Konvergenz) Falls Y > 0 und (X,,),en eine Folge von Zufallsgrofen ist mit
|X,| <Y fiir jedes n € N sowie lim,,_,, X,, = X fast sicher, so gilt lim, .. E[X,, | A] =
E[X | A] fast sicher und in £(P).

Beweis. (i), (ii): Ubungsaufgaben.

(iii): Es ist klar, dass YE[X | A] die erste Bedingung in der Definition 7.3.2 der bedingten
Erwartung von XY beziiglich A erfiillt. Wir wenden uns der zweiten zu. Es reicht, den Fall
X > 0und Y > 0 zu betrachten, denn der allgemeine Fall wird mit Hilfe der Linearitdt und
(i) durch eine Zerlegung in Positiv- und Negativteil erledigt. Die Folge der Y,, = 27"|2"Y|
konvergiert steigend gegen Y. (Mit |x| bezeichnen wir die grofite ganze Zahl < x.) Das gilt auch
fir V,E[X | A] gegen YE[X | A], denn diese Zufallsgrofien sind nach (ii) nichtnegativ. Nach
dem Satz von der monotonen Konvergenz ist dann auch fiir jedes A € A

lim E[1LAY,E[X | Al] = E[LYE[X | AJ].

Andererseits ist wegen der Messbarkeit von Y beziiglich A (man beachte, dass {Y,, = k27"} =
{Y e [k27",(k+1)27™)} € A fiir jedes n, k € Np)

E[IAY,E[X | Al = ) E[lallyy, _jo-n k2 "E[X | A

B
Il
—_

o

E[allgy, —po-nyk2 "X ] = E[14Y, X],

T
I

und dies konvergiert gegen E[14Y X]. Also gilt E[I4YE[X | A]] = E[14Y X] fiir jedes A € A.
Also erfilllt YE[X | A] auch die zweite Bedingung in der Definition der bedingten Erwartung
von XY beziiglich A.

(iv) Ubungsaufgabe.

(v) Folgt aus (i) und (ii) mit Hilfe einer Zerlegung in Positiv- und Negativteil.

(vi) Fiir A € A sind X und 14 unabhingig, also gilt E[X14] = E[X]E[14].

(vii) A ist von jeder o-Algebra unabhéngig, also auch von o(X). Daher folgt die Aussage
aus (vi).

(viii) Die ZufallsgréBen Z, = supys,, |Xx — X| erfiillen 0 < Z,, < 2Y und lim, .o Z, = 0
fast sicher. Insbesondere gilt lim,,_,o, E[Z,,] nach dem Satz 6.8.6 von Lebesgue. Mit Hilfe von (i)
und (v) sieht man, dass gilt

|E[X, | A] —E[X | Al| <E[Z, | A (7.3.3)

Also ist der Erwartungswert der linken Seite nicht grofier als E[E[Z,, | A]] = E[Z,,], der ja gegen
Null konvergiert. Dies zeigt die behauptete L'-Konvergenz von E[X,, | A] gegen E[X | A].
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Nach dem Lemma 6.8.4 von Fatou gilt
E[limsupE[Z, | A]] < lim E[Z,] = 0.

n—o0 n—oo
Dabher ist auch limsup,,_, . E[Z,, | A] = 0 fast sicher, also auch lim,,_,o, E[Z,, | A] = 0 fast sicher.
Nun folgt die fast sichere Konvergenz von E[X,, | A] gegen E[X | A] aus (7.3.3). O

Bemerkung 7.3.9 (Interpretation). Wie im diskreten Zusammenhang in Abschnitt 2.1 ist
E[X | A] der erwartete Wert von X unter der Voraussetzung, dass uns sdmtliche Information
aus der o-Algebra A zur Verfiigung steht. Uber diese Ereignisse wird nicht mehr gemittelt, sie
werden als deterministisch angesehen. Im Fall 0(X) C A kennen wir also X schon vollsténdig
und haben E[X | A] = X, siehe (iii). Im anderen Extrem, wenn X und A unabhéngig sind, gibt
uns die Kenntnis von A keine relevante Information iiber X, und wir haben E[X | A] = E[X],
siehe (vil). &

Bemerkung 7.3.10. Man zeige durch ein Gegenbeispiel, dass durchaus E[E[X | A] | A1] #
E[E[X | A;] | A] gelten kann, wenn nédmlich die o-Algebren A; und A nicht ineinander enthalten
sind. &

Bei quadratisch integrierbaren Zufallsgréffen konnen wir die bedingte Erwartung sogar als ei-
ne Orthogonalprojektion auffassen. Wir erinnern, dass wir nicht an allen Stellen den Zusatz ‘fast
sicher’ einbauen; insbesondere machen wir keinen Unterschied zwischen dem Raum £2(Q, A, P)
und dem Hilbertraum L?(§2, A, P), siehe Abschnitt 6.7.

Lemma 7.3.11 (Bedingte Erwartung als Orthogonalprojektion). Sei X € L2(P), und sei
A C F eine Teil-o-Algebra. Dann ist E[X | A] die Orthogonalprojektion von X auf £L2(, A,P).
Mit anderen Worten, es gilt fiir jede A-messbare Zufallsgrifie Y € L2(P):

E[(X - Y)’] > E[(X — E[X | A))?]

mit Gleichheit genau dann, wenn Y = E[X | A].

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Beispiel 7.3.12. Seien X1,..., Xy unabhéngige zentrierte ZufallsgrofSen. Wir betrachten die
Irrfahrt S,, = X7 + -+ + X, und die o-Algebren A,, = o(Xy,...,X,,) fir n = 1,...,N. Dann
gilt fiir n > m

E[Sy | An] =E[X1 | Ap]+ - +EX, | An] = X1+ -+ X + E[ X1 + - - - + E[X,] = S

Damit haben wir gezeigt, dass die Folge (Sy)n=1,.. n ein sogenanntes (Ap)n=1,. n-Martingal
ist. (Die Theorie der Martingale ist ein wichtiger Teilbereich der Theorie der Stochastischen
Prozesse.) Nach Satz 7.3.8(iv) ist wegen o(S,,) C A, auch

E[Sy | Sm] = E[E[Sn | Am] | Sm] = E[Sm | Sm] = S

Die natiirliche Erweiterung der Formel von Bayes aus Lemma 2.1.4 ist die folgende:
Lemma 7.3.13 (Bayes’sche Formel). Fiir alle A€ A und B € F gilt

_ LAPBIA) AP E[14P(B | A)]

P(A | B) = JP(B|A)dP — E[P(B|A)]
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Beweis. Dies folgt leicht aus der zweiten definierenden Eigenschaft in Definition 7.3.2. U

Der Spezialfall, dass A von einer hochstens abzdhlbaren Familie paarweise disjunkter Men-
gen mit positiven Wahrscheinlichkeiten erzeugt wird, ist gerade Lemma 2.1.4.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten haben etliche Eigenschaften, die analog sind zu jenen, die
Wahrscheinlichkeitsmafle haben, und wir werden gleich ein paar wichtige davon behandeln. Man
behalte aber im Hinterkopf, dass bedingte Wahrscheinlichkeiten Zufallsgrofien sind und dass
daher die Beweise der jeweiligen Eigenschaft aus der Definition 7.3.2 heraus gefiihrt werden
miissen.

Satz 7.3.14 (Bedingte Markov-Ungleichung). Fiir jede monoton steigende messbare Ab-
bildung ¢ (0,00) — (0,00) gilt

XD [ A]

P(IX|>¢c| A) < EM@@ . e>0.

Beweis. Wie im Beweis der gewohnlichen Markov-Ungleichung in Satz 5.1.1 nutzt man aus,
dass fast sicher gilt: 1y x|>-1 < @(]X|)/¢(e). Der Rest des Beweises folgt aus der Monotonie und
Linearitit der bedingten Erwartung. O

Satz 7.3.15 (Bedingte Jensen-Ungleichung). Sei I C R ein Intervall und ¢: I — R
konvez, und sei X € LY(P) eine I-wertige Zufallsgrofe. Dann gilt

o(EIX | A]) <E[p(X) | A] < co.

Beweis. Dies ist eine Anpassung des Beweises von Satz 6.7.2. Wir sagen, dass eine Aussage A
auf einem Ereignis B fast sicher gelte, wenn P(B \ A) = 0.

Auf dem Ereignis {E[X | A] ist ein Randpunkt von I'} ist X fast sicher konstant gleich
diesem Randpunkt. Dies sieht man wie folgt ein. Sei 0. B.d. A. 0 der linke Randpunkt von I,
also gilt X > 0 fast sicher. Daher ist auch E[X | A] > 0 fast sicher. Nun haben wir

E[X] =E[E[X | A]] = E[E[X | Agx|4501] = E[XLimix|4501];

da das Ereignis {E[X | A] > 0} in A liegt. Durch Differenzbildung der obigen beiden Seiten folgt
E[X g x|4=0}] = 0, also auch P(X > 0,E[X | A] = 0) = 0. Dies heifit, dass X = 0 fast sicher
auf dem Ereignis {E[X | A] = 0} gilt. Auf diesem Ereignis ist E[p(X) | A] fast sicher gleich der
Konstanten ¢(0), denn die eventuelle Abénderung der Funktion w — E[p(X) | A](w) auf einer
Nullmenge auf {E[X | A] = 0} &ndert nichts an der Eigenschaft der bedingten Erwartung von
©(X) gegeben A, wie man leicht nachrechnet. Daher ist die behauptete Ungleichung trivial auf
dem Ereignis {E[X | A] ist ein Randpunkt von I}.

Wir betrachten das Ereignis B = {E[X | A] ist ein innerer Punkt von I'}. Fiir y € I° sei
DT p(y) = max{t € R: ¢p(z) — p(y) > (z — y)tVz € I} die maximale Tangentensteigung von
¢ in y, d.h. die Linksableitung von ¢ in y. Also gilt p(x) > (z — y)DT(y) + o(y) fiir jedes
xz € I. Wegen Konvexitét ist DT steigend, also messbar, und daher ist DT o(E[X | A]) eine
A-messbare Zufallsgrofie. Es folgt fast sicher auf B:

Efp(X) | A > E[(X ~ E[X | A)D¥o(BIX | A)) + o (X | A])| 4] = (E[X | A)
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fast sicher auf B. O

Korollar 7.3.16. Sei p € [1,00], dann ist die Abbildung LP(Q, F,P) — LP(Q, A, P), definiert
durch X — E[X | A], eine Kontraktion (d.h. |[E[X | A]ll, < || X|p) und insbesondere ste-
tig. Insbesondere gilt fir Folgen (Xp)nen tm LP(Q,F,P) mit lim, .o || X,y — X||, = 0 auch

Beweis. Fiir p € [1,00) benutze man die bedingte Jensensche Ungleichung fiir p(z) = |z|P. Fiir
p = oo benutze man |E[X | A]| <E[|X]| | A] <E[||X]loo | A] = || X |oo- O

Bemerkung 7.3.17 (Verkleinerung der Varianz). Als eine Ubungsaufgabe folgere man,
dass fiir jede quadratisch integrierbare Zufallsgrofe X die Varianz von E[X | A] nicht grofer ist
als die von X. &

Ebenfalls kann man den folgenden wichtigen Satz als Folgerung aus der bedingten Jensen-
schen Ungleichung beweisen:

Satz 7.3.18 (Bedingte Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir alle X,Y € L2(P) gilt

E[XY | A2 <E[X2| AJE[Y? | A].

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Im Folgenden wollen wir uns endlich der Frage néhern, die in Bemerkungen 7.3.3 und 7.3.4

aufgeworfen wurde. Ein wichtiges technisches Hilfsmittel wird dabei die folgende Tatsache {iber
die Messbarkeit von Hintereinanderausfithrungen sein. Wir erinnern uns daran, dass B die von
B und {oo, —oc} auf R = RU {oo, —o0} erzeugte o-Algebra ist.
Lemma 7.3.19 (Faktorisierungslemma). Seien (Q,F) und (Q',F') zwei Messriume und
f: Q — Q messbar. Dann ist eine Abbildung g: Q — R genau dann messbar beziiglich o(f) und
B, wenn es eine messbare Abbildung p: Q' — R gibt mit g = p o f. Wenn f surjektiv ist, ist ¢
eindeutig festgelegt, und wir schreiben dann p = go f1.

Beweis. Wegen Lemma 6.4.4 ist nur die Richtung ‘=" zu zeigen. Mit Hilfe einer Zerlegung
in Positiv- und Negativteil sieht man, dass es reicht, die Aussage fiir nichtnegative ¢ zu zeigen.
Sei also g: Q — [0,00] messbar beziiglich o(f) und B, dann gibt es Ay, As,--- € o(f) und
ai, o, - €[0,00) mit g =Y 07 | aplly,. Dies siecht man ein, indem man die einfache Funktion
fn = (27™|2"f]) A n aus dem Beweis von Lemma 6.4.10 betrachtet (man erinnere sich, dass
fn 1 f fiir n — o0) und beachtet, dass

2n
o= fa1= Z 27" Nyg, —p_—iz—n}

i=1

Wegen A, € o(f) gibt es ein B, € F' mit f~1(B,) = A,, also mit 14, = 1, o f. Nun leistet
o= 7, a,lp, das Gewiinschte. Die Eindeutigkeit bei Surjektivitéit sicht man leicht ein. [

Wir weisen noch darauf hin, dass im Falle der Surjektivitéit die Schreibweise ¢ = go f~1
nicht etwa heiflen soll, dass eine Inverse von f existiert, sondern dass gemeint ist: p(w’) = g(w)
mit irgendeinem w € Q, das f(w) = W’ erfiillt.
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Nun sei X eine E-wertige Zufallsvariable, wobei (E, ) ein beliebiger messbarer Raum ist.
Unser Ziel ist, fir jedes z € E ein Wahrscheinlichkeitsmafl P(- | X = x) anzugeben, sodass
fiir jedes A € F auf dem Ereignis {X = z} gilt: P(A | X) = P(A | X = z). Die Schwierigkeit
besteht darin, dass {X = z} im Allgemeinen eine Nullmenge ist. Wir werden die Aufgabe im
Allgemeinen auch nicht fiir jedes einzelne x l6sen, sondern nur (in einem gewissen Sinne) fiir
fast alle z.

Definition 7.3.20. Sei Y € LY(P) und X eine E-wertige Zufallsvariable, wobei (E,&) ein
beliebiger messbarer Raum ist. Dann ist Z = E[Y | X| messbar beziiglich o(X) und B. Nach
Lemma 7.3.19 ezistiert eine £E—B-messbare Abbildung p: E — R mit Z = ¢(X). Diese Abbildung
@ heifit die bedingte Erwartung von Y gegeben X = x, kurz o(x) = E[Y | X = x].

Wir setzen weiterhin P(A| X =2) =E[la | X = z] fir A e F.

Falls X surjektiv ist, so ist die bedingte Erwartung von Y gegeben X = z eindeutig festge-
legt, und wir kénnen ¢ = Z o X! schreiben.

Wir sind nun schon soweit, dass wir P(Y € B | X = z) = E[l{yepy | X = z) erkliren
kénnen fiir jede einzelne messbare Menge B € £, wenn Y eine Zufallsgréfie mit Werten in einem
beliebigen messbaren Raum (E’, £’) ist. Nun entsteht die natiirliche Frage, ob die Kollektion der
Zufallsvariablen (P(Y € B | X = x)) pegr aufgefasst werden kann als ein (durch x indiziertes, also
gewissermaflen zufilliges) Wahrscheinlichkeitsmafl. Dieses Mafl konnte man dann die bedingte
Verteilung von Y gegeben {X = x} nennen. Diese Frage liegt tief, denn diese Zufallsvariablen
P(Y € B | X = z) sind jeweils nur iiber fast sichere Eigenschaften definiert worden, und
die jeweilige Ausnahmemenge hingt von B ab. Da wir von iiberabzéhlbar vielen B reden, ist
es zunéchst unklar, ob man sich auf eine einzige Ausnahmemenge mit Mafi Null zuriickziehen
kann, die nicht von B abhéngt. Um diese Situation genau zu fassen, benttigen wir den folgenden
Begriff.

Definition 7.3.21 (Markovkern). Es seien (E1,&1) und (Eq,&2) zwei messbare Riume. Ein
Markovkern K wvon (E1,&1) nach (Eq,&2) ist eine Abbildung K: Eq x & — [0,1] mit den fol-
genden Eigenschaften:

(i) Fiir jedes x € Ey ist K(x,-) ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (Eq,E2).
(i1) Fiir jedes A € & ist K(-, A) E1-messbar.
Wir sagen auch kurz, K sei ein Kern von Ey nach Es.
Beispiel 7.3.22. (a) Mit einem WahrscheinlichkeitsmaB§ v auf (Eg, £2) wird ein Markovkern
K durch K(z,A) = v(A) definiert.

(b) Mit einer messbaren Abbildung f: E; — FE5 wird ein Markovkern K durch K(z,A) =
1a(f(x)) definiert.

(c) Es sei P eine stochastische Matrix auf einer abzéhlbaren Menge I (d.h. P = (p; ;)i jer mit
pij > 0und ) .oy pij =1 fiir jedes i € I), und es sei (E4,&1) = (B2, &2) = (I,P(I)), dann
wird durch K (i, A) = >_.c 4 pi,j ein Markovkern definiert.

&

Bemerkung 7.3.23. Es reicht in Definition 7.3.21 die Eigenschaft (ii) nur fir Mengen A aus
einem durchschnittstabilen Erzeugendensystem von &£ zu fordern, denn die Menge

{A€&: K(-,A) ist &;-messbar}
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ist ein Dynkin-System, wie man leicht sieht. Siehe Satz 6.2.3.

Betreffend die Frage, die wir vor Definition 7.3.21 stellten, wiinschen wir uns also einen
Markovkern K = Ky 4 mit K(z,B) =P(Y € B | X = z) fiir (fast) alle z € E und alle B € &,
wobei das ‘fast’ nicht von B abhéngen soll, genau wie in Definition 7.3.21. Wir formalisieren
dies nun.

Definition 7.3.24 (Regulire Version der bedingten Verteilung). Sei Y eine Zufallsva-
riable mit Werten in einem messbaren Raum (E',E'"), und sei A C F eine Teil-o-Algebra. Ein
Markovkern Ky 4 von (2, A) nach (E',E") heifst eine regulére Version der bedingten Verteilung
von'Y gegeben A, falls Ky 4(w,B) =P(Y € B | A)(w) fiir P-fast alle w € Q und fiir alle B € &'
gilt. (Man beachte, dass das ‘fast’ nicht von B abhdingt!)

Sei speziell A = o(X) fir eine Zufallsvariable X mit Werten in einem messbaren Raum
(E,E). Dann heifit der Markovkern Ky x definiert durch Ky x(z,B) =P(Y € B| X = z) =
Ky o(x) (X~Y(z), B) (die Funktion ¢ aus Lemma 7.5.19 mit beliebiger Festsetzung fiir v ¢ X (€2),
wobei f = X und g = Ky ,(x)(+,B)) eine regulire Version der bedingten Verteilung von Y
gegeben X.

Falls er existiert, ist also der Markovkern Ky, x genau das Objekt, nach dem wir vor Defi-
nition 7.3.21 fragten. Nun beweisen wir seine Existenz (sogar die Existenz eines Kernes Ky 4),
allerdings unter der Einschréinkung, dass Y seine Werte in einem polnischen Raum E’ annimmt,
d.h. in einem separablen? vollstéindigen metrischen Raum. (Die o-Algebra, die wir auf so einem
Raum betrachten, ist natiirlich die Borel-o-Algebra £’, die von dem System der offenen Mengen
erzeugt wird.) Diese Einschréankung ist allerdings recht harmlos, denn die meisten Wertebereiche
von Interesse sind polnisch, wie etwa alle separablen Banachriaume oder die Menge aller stetigen
Abbildungen K — R auf einem Kompaktum K C R? zusammen mit der Supremumsnorm.
Es ist anschaulich relativ klar, dass wir eine Annahme machen miissen, die es uns erlaubt, die
o-Algebra F mit nur abzihlbar vielen messbaren Mengen in geeigneter Weise zu approximieren
(wie es gerade in polnischen Réumen moglich ist), denn wir haben ja oben gesehen, dass es
darauf ankommt, tiberabzéhlbar viele Nullmengen zu einer Nullmenge zu vereinigen.

Satz 7.3.25. Sei die Situation von Definition 7.3.24 gegeben. Falls (E',E') ein polnischer
Raum ist (d. h. £ die Borel-o-Algebra), so existiert eine requlire Version Ky, a der bedingten
Verteilungen P(Y € - | A).

Beweis. Wir geben hier nur den Beweis fiir (E,£") = (R, B). Im allgemeinen Fall konstruiert
man einen Mafiraum-Isomorphismus von (R, B) in den polnischen Raum, siehe [Du02, Theo-
rem 13.1.1].

Fiir r € Q sei F(r,-) eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit P(Y € (—o0o,r| | A). Da
die Abbildung 7 +— Ty ¢(—oo ) Steigend ist, gibt es nach Satz 7.3.8(ii) (Monotonie der bedingten
Erwartung) fiir jedes r < s eine Nullmenge A, ; € A mit F(r,w) < F(s,w) fir jedes w € Q\ 4, ;.
Nach Satz 7.3.8(viii) (Satz von der majorisierten Konvergenz) gibt es eine Nullmenge C' € A
und fiir jedes r € Q eine Nullmenge B, € A, sodass

1
lim F<T+—,w>:F(r,w), we Q\ By,
n

n—0o0

2Ein topologischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte Teilmenge enthilt.
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und
lim F(—n,w)=0  und lim F(n,w) =1, we\C.

n—oo n—oo

Sei N die Vereinigung aller Nullmengen A, s, B, und C' mit 5,7 € Q und r < s, dann ist ja IV
auch eine Nullmenge. Fiir w € Q\ N ist dann

F(z,w) =inf{F(r,w): r € Q,r > z}, z € R,

wohldefiniert. Fiir w € N setze F(z,w) = Fy(z), wobei Fj eine beliebige Verteilungsfunktion ist.
Nach Konstruktion ist F'(-,w) fiir jedes w € € eine Verteilungsfunktion. Dies ist fiir w € N klar,
und fiir w ¢ N ist zunéchst klar, dass F'(-,w) steigend ist auf R mit Grenzwerten 0 und 1 bei —oo
bzw. co (denn w ¢ C'). Die Rechtsstetigkeit in einem beliebigen z € R sieht man wie folgt. Wegen
Monotonie ist F'(z,w) < lim, |, F(r,w) fiir jedes z € R. Falls z € Q, so folgt die Rechtsstetigkeit
von F(-,w) in z daraus, dass w ¢ B,, zusammen mit der Monotonie von F(-,w). Sei z € R\ Q,
und sei (€,)nen eine Nullfolge in (0,00), und sei § > 0. Auf Grund der Definition von F(z,w)
gibt es ein r € Q mit r > z und F(z,w) > F(r,w)—0. Es gilt z+¢&,, < r fiir alle geniigend grofien
n, also auch F(r,w) > F(z + €p,w), und daraus folgt F(z,w) > liminf, . F(z + e,,w) — 0.
Nun kann man 6 | 0 gehen lassen und erhélt die Rechtsstetigkeit von F(-,w) in z.

Nach Satz 6.3.2 gibt es fiir jedes w € 2 ein Wahrscheinlichkeitsmafl K(w,-) auf (Q,F),
dessen Verteilungsfunktion F'(-,w) ist. Nun miissen wir noch zeigen, dass K ein Markovkern ist
(hierfiir ist nur die Messbarkeit von K (-, B) fiir jedes B € B zu zeigen) und dass K eine Version
der bedingten Verteilungen ist.

Fiir r € Q und B = (—o0, 7] ist dann
K(w,B)=P(Y € B | A)(w) Inc(w) + Fo(r)In(w). (7.3.4)

Insbesondere ist w +— K (w, B) messbar. Da {(—oo,7]: € Q} ein durchschnittstabiler Erzeuger
von B ist, gilt die Messbarkeit sogar fiir jedes B € B (siehe Bemerkung 7.3.23). Also ist K ein
Markovkern. Dieser Kern ist auch eine Version der bedingten Verteilungen: Fiir A € A, r € QQ
und B = (—oo, 7] ist nach (7.3.4)

/ K(w, B)P(dw) = / P(Y € B| A)dP = P(AN{Y € B}).
A A

Als Funktion von B sind beide Seiten endliche Mafe, die auf dem System {(—oo,r]: r € Q}
iibereinstimmen. Nach dem Eindeutigkeitssatz 6.2.8 gilt die Gleichung sogar fiir jedes B € B.
Also ist K(-,B) =P(Y € B | A) P-fast sicher. Daraus folgt, dass K = Ky, 4. O

Satz 7.3.25 besagt, dass man, wenn Y Werte in einem polnischen Raum (E’,£’) annimmt,
die Abbildungen w — P(Y € B | A)(w) mit B € &' jeweils auf Nullmengen so abéndern
kann, dass sie iibereinstimmen mit einer messbaren Abbildung w — K (w, B), die in B fiir jedes
w ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (E’,&’) ist. Dies beantwortet also die in Bemerkung 7.3.3
aufgeworfene Frage. Um zu priifen, ob ein gegebener Markovkern K diese Eigenschaft hat, muss
man also nur priifen, ob fiir jedes B die Abbildung w — K(w, B) ein bedingter Erwartungswert
von Y gegeben A ist.

Beispiel 7.3.26. Sind X und Y unabhingige reelle Zufallsgroien, so ist fiir P o X ~!-fast alle
zeR
PX+Ye | X=a)=6b%PoY ).
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Mit anderen Worten: Gegeben X = x, ist die bedingte Verteilung von X +Y gleich der von x+Y".
Diesen Sachverhalt vermuteten wir schon lange, und wir konnten ihn auch in dem Fall beweisen,
wo {X = z} positive Wahrscheinlichkeit hat, aber die korrekte Formulierung im allgemeinen
Fall erfordert den Apparat, den wir soeben einfiihrten. &

Beispiel 7.3.27. Die motivierende Frage aus Bemerkung 7.3.4 kénnen wir nun auch korrekt be-
handeln. Sei also X auf [0, 1] uniform verteilt, und gegeben {X = x} seien Y7, ...,Y,, unabhéngi-
ge Bernoulli-verteilte Zufallsgrofien mit Parameter x. Die Zufallsvariable Y = (Y7,...,Y},) hat
Werte in dem polnischen Raum R™. Also existieren die reguldren bedingten Verteilungen

Ky7x($,~):P(Y€' |X:£L‘), HAS [0,1].
Die Verteilung P(Y € - | X = x) ist natiirlich identisch mit dem n-fachen Produkt des Bernoulli-
Mafles mit Parameter . &

Beispiel 7.3.28. Seien Z; und Z5 zwei unabhéngige normalverteilte reelle Zufallsgrofien mit
Erwartungswerten pi, s € R und Varianzen 07,03 € (0,00), siehe Beispiel 4.3.7 und Lem-
ma 4.3.8. Dann kann man als eine Ubungsaufgabe zeigen, dass die regulire bedingte Verteilung
P(Zy €| Z1+ Zy = m) fiir € R existiert und fiir fast alle z gleich der Normalverteilung mit

2 2
— p11 — p2) und Varianz —2272; ist. &

Erwartungswert gy + e

Tz
Beispiel 7.3.29. Seien X und Y zwei reelle Zufallsvariablen mit gemeinsamer (Lebesgue-)Dichte
f:R? — [0,00). Wir betrachten die Randdichte beziiglich X, die gegeben ist durch

= / f(z,y) A(dy), r €R.
R

Dann ist fx positiv Po X ~!-fast sicher. Wir behaupten, dass die regulire Version der bedingten
Verteilung von Y gegeben X die Dichte

PYedy| X =x)
dy
besitzt. Um dies zu zeigen, benutzt man zunéchst den Satz 6.10.5 von Fubini, um zu sehen, dass

die Abbildung z — [ 5 fy1x(z,y) AM(dy) fiir jedes B € B messbar ist. Ferner iiberzeugt man sich
davon, dass fiir alle A, B € B gilt:

J e [ x| PO ean— [ rem )

/dx/fa:y (dy) = / f(2,y) A(d(z,p))

=P(X € AY € B).

= fyix(z,y) = ?(m(, y)) fiir Po X~ !fast alle z € R,
x(z

<&

Um sinnvoll mit regulédren bedingten Verteilungen umgehen zu kénnen, muss man natiirlich
noch wissen, wie man beziiglich ihrer integriert:

Satz 7.3.30. Sei Y eine Zufallsvariable mit Werten in einem polnischen Raum (E’,E’). Sei
A C F eine Teil-o-Algebra und Ky, 4 eine requldre Version der bedingten Verteilungen P(Y €
| A). Sei ferner f: E' — R messbar mit E[|f(Y)|] < co. Dann gilt

E[f(Y) | Al(w) = /f(y) Ky A(w,dy) fir P-fast alle w € Q. (7.3.5)
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Beweisskizze. Es reicht, f > 0 voraus zu setzen. Mit Hilfe einer Approximation durch einfache
Funktionen (dies geht dhnlich wie im Beweis des Satzes 6.10.2 iiber Produktmafle) zeigt man,
dass die rechte Seite von (7.3.5) als Funktion von w messbar beziiglich A ist. Dies zeigt, dass
die erste definierende Eigenschaft der rechten Seite als bedingte Erwartung von f(Y) gegeben
A erfiillt ist. Im Folgenden zeigen wir die zweite.

Wie wir im Beweis des Faktorisierungslemmas 7.3.19 gesehen haben, gibt es messbare Men-
gen Ay, Ag,--- € & und a, a9, -+ € [0,00), sodass die Funktion f, = > ; a;14, punktweise
monoton gegen f konvergiert. Fiir jedes n € N und jedes B € A errechnet man

Elfa(V)15] = S aiP({Y € A} 0 B) = Zai/BP({Y € A} | A)(w)P(dw)
i=1 1=1

:;ai/BKY,A(wvAi)P(dw):/B;aiKKA(W,Ai)P(dW)

~ [ ([ 1 Kratoran) piao).

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz konvergiert fiir fast jedes w das innere Integral
auf der rechten Seite gegen [ f(y) Ky, a(w,dy). Erneute Anwendung dieses Satzes liefert

BL(V)15) = Jim BU 005 = [ F0) Kv.ate,dy) Pla).

0

Man beachte, dass Satz 7.3.30 einen groflen Fortschritt gegeniiber der Situation nach der
Einfiihrung bedingter Erwartungen darstellt, denn a priori wussten wir zunéchst nur, dass
E[f(Y) | A] eine fast sicher definierte ZufallsgroBe ist, und Ausnahmemengen hingen von f ab.
Nun kénnen wir auch leicht die folgende wichtige Ungleichung folgern.

Korollar 7.3.31 (Bedingte Hélder’sche Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit %—i— % =1,
und seien X € LP(P) und Y € LY(P). Sei A C F eine Teil-o-Algebra. Dann gilt

Q|

E[|XY|| A < E[X[” | A E[Y[* | AJs.

Beweis. Leichte Ubungsaufgabe. O






Kapitel 8

Konvergenzbegriffe

In diesem Kapitel behandeln wir die wichtigsten wahrscheinlichkeitstheoretischen Konzepte von
Konvergenz und ihre Bezichungen untereinander. Grenzwerte von Zufallsgrofien (bzw. derer
Verteilungen) werden in Abschnitt 8.1 betrachtet, die schwache Konvergenz von Wahrschein-
lichkeitsmafilen in Abschnitt 8.2, und eines der wichtigsten Hilfsmittel, die charakteristischen
Funktionen, in Abschnitt 8.3, wo wir auch den Zentralen Grenzwertsatz beweisen.

8.1 Konvergenz von Zufallsgrofien

Im Folgenden sei (X, )nen eine Folge von ZufallsgroBen X,,: @ — R, die alle auf dem selben
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) definiert sind. In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind die fol-
genden drei Konvergenzbegriffe besonders wichtig:

Definition 8.1.1 (Konvergenzbegriffe). (a) Die Folge (X, )nen konvergiert fast sicher ge-
gen eine Zufallsgrifie X, falls
P{we Q: lim X,(w) =X(w)}) =1.
n—oo

Wir schreiben dann X, — X P-fast sicher. (Die Menge {lim,,_,, X,, = X} ist messbar,
wie aus Lemma 6.4.5 leicht folgt.)

(b) Es seip > 0, und es gelte X,, € LP(P) fiir jedes n. Dann konvergiert (X, )nen im p-ten
Mittel gegen eine Zufallsgrifie X € LP(P), falls

lim B(|X, — X[7) = lim ||X, — X2 =0.
n—oo n—oo

(¢) Die Folge (X,,)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit oder stochastisch gegen eine Zufalls-
grofie X, falls
lim P(|X,, — X| >¢) =0, fiir jedes € > 0.

n—0o0

Man beachte, dass fiir die fast sichere Konvergenz alle Zufallsgrofien X1, X9, X3,... ‘gleich-
zeitig’ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein miissen, wihrend die anderen beiden
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Begriffe nur von der Verteilung von X,, — X fiir alle n € N abhéngen. Man sieht als eine leichte
Ubungsaufgabe, dass alle drei Konvergenzarten den Grenzwert bis auf fast sichere Gleichheit
festlegen.

Die Beziehungen zwischen diesen Konvergenzarten sind die folgenden.
Lemma 8.1.2. (a) Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

(b) Konvergenz im p-ten Mittel impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. (a) Es sei Y, = Iy |x, _x|>¢) filrein € > 0. Wenn X, — X fast sicher, so gilt Y, — 0 fast
sicher. Wegen |Y,,| < 1 folgt aus dem Satz 6.1.8 von Lebesgue, dass P(| X,,— X| > ¢) = E(Y;,) — 0.

(b) folgt direkt aus der Markov-Ungleichung (siehe Satz 5.1.1) mit ¢(x) = zP. O

Die anderen denkbaren Implikationen sind nicht richtig, wie die folgenden Beispiele belegen:

Beispiel 8.1.3. Es sei (2, F,P) = ([0, 1], Bjo,1), A)-

(a) Es sei p > 0. Betrachte X,, = nl/p]l[o,l/n] fir n € N. Dann gilt X,, — 0 fast sicher und in
Wahrscheinlichkeit, aber E(|X,,|P) = 1 fiir alle n € N, also konvergiert (X,,)nen nicht im
p-ten Mittel gegen X = 0.

(b) Ist n = 2" +k fiir m € Ng und 0 < k < 2™, so setzt man X, = ljgo-m (411)2-m]. Offenbar
konvergiert (X, (w))nen fir kein w € Q. Andererseits gelten P(|X,,| > €) < 27™ fir jedes
e > 0 und E(|X,|P) = 27™ fiir jedes p > 0. Also konvergiert (X, )nen gegen X = 0 in
Wahrscheinlichkeit und im p-ten Mittel. <&

Unter einer Majorantenbedingung impliziert die fast sichere Konvergenz die Konvergenz im
p-ten Mittel:

Lemma 8.1.4. Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsgrifien, die fast sicher gegen eine Zufallsgrifie
X konvergiert. Falls eine Zufallsgrofie Y € LP(P) fir ein p > 0 existiert, so dass |X,| <Y fast
sicher gilt, so gilt X, — X im p-ten Mittel.

Beweis. Es gelten | X, — X|P < (| X,| +|X])? < (2Y)P < 2°YP € LY(P) und | X,, — X|P — O fast
sicher. Also folgt aus dem Satz 6.1.8 von Lebesgue, dass E(|.X,, — X|P) — 0. O

Eines der wichtigsten Hilfsmittel bei fast sicheren Konvergenzaussagen ist der folgende
Satz 8.1.5. Zunichst bemerken wir, dass fiir eine Folge (A, )nen von Ereignissen A, € F die
Mengen

limsup 4,, = ﬂ U A und linnligf A, = U ﬂ A, (8.1.1)

oo neENmMeEN: m>n neENmMeN: m>n

in F liegen. Offensichtlich fallt die Folge (U, en. m>n Am)nen gegen limsup, o Ay, und die
Folge (,,en. m>n Am)nen steigt gegen liminf,, . A,. Man sieht leicht, dass

limsup 4,, = {w € Q: w € A, fiir unendlich viele n € N},

n—oo (8.1.2)
liminf A, = {w € Q: w € A, fiir fast alle n € N}.

n—oo
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Satz 8.1.5 (1. Borel-Cantelli-Lemma). Es sei (Ay)nen eine Folge von Ereignissen mit
> nen P(Ar) < 0o. Dann gilt P(limsup,, ., An) = 0.

Beweis. Sei By, = Ugen. k>m Ak- Wegen By, | limsup,, ., A, und Satz 6.1.9(a) und (c) gilt

P(lim sup An) = lim P(B,,) < lim_ i P(Ay) = 0.

0

Das 1. Borel-Cantelli-Lemma besitzt eine partielle Umkehrung, siche Satz 8.1.10. Es folgen
ein paar Anwendungen des 1. Borel-Cantelli-Lemmas, zunéchst auf das fast sichere asymptoti-
sche Verhalten von identisch verteilten Zufallsgréfien:

Lemma 8.1.6. Es sei (X,,)nen eine Folge identisch verteilter integrierbarer Zufallsgrifien. Dann
gilt lim,, . X, /n = 0 P-fast sicher.

Beweis. Es gilt

X, c *

{ lim — = 0} = U limsup{j |X,| > n},
n—oo 1 =1 n—00

denn eine Folge (yy)nen konvergiert genau dann nicht gegen Null, wenn es eine positive Zahl 1/

mit j € N gibt, so dass |y,| > 1/7 fiir unendlich viele n gilt. Nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma

reicht es nun zu zeigen, dass fiir jedes j die Wahrscheinlichkeiten der Mengen {j |X,,| > n} iiber

n € N summierbar sind. Man sieht leicht, dass dies gilt:

ZPU | Xn| >n) = ZPU | X1 >n) = / Z I 1 x, ony AP < GE(|X]) < oc.

neN neN neN
[l

Mit Hilfe von Satz 8.1.5 konnen wir hinreichende Kriterien fiir fast sichere Konvergenz
entlang einer Teilfolge angeben:

Satz 8.1.7. Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsgrofien, die in Wahrscheinlichkeit gegen eine
Zufallsgrofe X konvergiert. Dann existiert eine Teilfolge (ng)ken, so dass Xp, — X firk — oo
fast sicher.

Beweis. Zu jedem k € N existiert nach Voraussetzung ein n, € N mit P(|X,,, — X| > 1/k) <
1/k%. Wir kénnen annehmen, dass (nj)ren strikt wachsend ist. Da die Reihe Y, . 1/k? konver-
giert, folgt P(limsupy_,o{| Xy, — X| > 1/k}) = 0 nach Satz 8.1.5. Fiir w ¢ limsup;,_, . {|Xn, —
X| > 1/k} gilt | Xy, — X| < 1/k fiir alle geniigend grofien k, also gilt limy_,o Xy, (w) = X (w)
fir alle w, die nicht in der Nullmenge lim sup;,_, . {|Xn, — X| > 1/k} liegen. O

Alle drei Konvergenzbegriffe in Definition 8.1.1 sind vollsténdig. Dies ist klar fiir die fast
sichere Konvergenz, denn R ist vollstéindig. Die Vollsténdigkeit der Konvergenz im p-ten Mittel
beweisen wir nicht (wir haben sie in Satz 6.7.1 fiir p > 1 erwéhnt), siche etwa [Ba91, Paragraf 15].
Fiir die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit beweisen wir die Vollsténdigkeit nun mit Hilfe von
Satz 8.1.5:
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Satz 8.1.8. Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsgroffen mit

lim P(|X, —Xpn|>¢e)=0  fir jedes e > 0.

m,n— 00

Dann existiert eine Zufallsgrofie X mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Ahnlich wie im Beweis von Satz 8.1.7 wihlt man eine Teilfolge (ng)ken mit
P(|Xn, — Xnpo| > 1/K) <1/K*,  keN.
Wie oben folgt aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma

P(limsupﬂXnk — Xl > 1/l<:2}> =0.

k—o0

Fiir w ¢ limsupy,_, o {|Xn, — Xn,,,| = 1/k*} ist (Xp, (w))ken eine Cauchy-Folge in R. Wegen
dessen Vollstandigkeit konvergiert diese Folge gegen ein X (w) fiir diese w, d.h. X,,, — X fast
sicher fiir K — oo, nach Lemma 8.1.2 auch in Wahrscheinlichkeit. Fiir jedes € > 0 gilt

P(| X — X| > £) < P(| X0 — X | > g) +P(|X0, - X| > g) m, k € N.

Wihlt man k als die kleinste Zahl mit nj > m, so folgt lim,, ., P(|X,, — X| >¢) = 0. O

Als eine weitere Anwendung des 1. Borel-Cantelli-Lemmas (Satz 8.1.5) beweisen wir eine
nicht optimale Version des Gesetzes der Grofien Zahlen (siehe Korollar 10.2.22 fiir die tibliche
Version, in der auf die Voraussetzung X; € £* verzichtet wird):

Satz 8.1.9 (Starkes Gesetz der Grof3en Zahlen). Es sei (X, )nen eine Folge unabhdngiger
identisch verteilter Zufallsgrifien X,, € £*. Dann gilt lim,,_ o % 2?21 X; =E(X1) fast sicher.

Beweis. Man sieht leicht, dass wir voraussetzen diirfen, dass E(X;) = 0 gilt. Wir kiirzen S,, =
> _j—1X; ab und betrachten das Ereignis A, = {|2S,| > n~Y/8}. Mit der Markov-Ungleichung
(Satz 5.1.1) schétzen wir ab:

1
P(A,) < nl/ZHE(Sﬁ). (8.1.3)

Der Erwartungswert berechnet sich zu

n 4 n
E(S,) = E((Z Xj) ) = E( > leijXjan4)
Jj=1 J1,J2,33,ja=1
n n n
= Z E(leXjQXjan4) = ZE(X;) + Z E(XZQXJQ)
J1,J2:33,J4=1 j=1 b=t
Um die letzte Gleichung einzusehen, beachte man, dass alle Terme verschwinden, in denen ein
Index verschieden von den anderen ist, denn mit Hilfe der Unabhé#ngigkeit kann man den entspre-
chenden Erwartungswert isolieren, und er ist Null nach unserer Voraussetzung. Also haben wir
E(S3) = nE(X§) +n(n—1)E(X?)? < O(n?) fiir n — oo. Setzt man dies in (8.1.3) ein, erhélt man
sofort, dass ) nP(A,) < co. Nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma ist P(limsup,, ., A,) = 0.
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Fiir jedes w € (limsup,,_,o, A,)¢ gilt fiir alle geniigend grofien n, dass |15, (w)| < n=/%, also
konvergiert %Sn(w) gegen Null. O

Nun kommt die angekiindigte partielle Umkehrung des 1. Borel-Cantelli-Lemmas:

Satz 8.1.10 (2. Borel-Cantelli-Lemma). FEs scien Aq, Ag, As, ... unabhdingige Ereignisse
mit Y, nP(An) = 0o. Dann gilt P(limsup,, ., A,) = 1.

Beweis. Fiir jedes n € N gilt

(U An) =1-2(() 45) =1 g p( ) 43)

k—o0
=1- [ P4s) =1- [ 1 -P(4n)).

Da die Reihe der P(4,,) divergiert, ist das Produkt [[>°_ (1 — P(A,)) gleich Null, denn fiir
jedes k> n gilt [T, (1 — P(Am) = exp{3_, log(1 - P(Am)} < exp{— 3%, P(An)}.
Daher folgt P(U?:n Am) = 1 fiir jedes n € N. Also folgt die Aussage des Satzes, denn die

Mengen (Jo_, Ay, fallen fiir n — oo gegen limsup,,_, . Ap. O

Auf die Unabhéngigkeit kann natiirlich nicht verzichtet werden, wie man an der trivialen
Wahl A,, = A fiir alle n € N mit 0 < P(A) < 1 sieht.

Wenn man unendlich viele unabhéngige Versuche unternimmt, ein Ereignis mit positiver
Wabhrscheinlichkeit zu erreichen, wird man unendlich oft Erfolg haben:

Beispiel 8.1.11. Wenn ein Affe auf einer Schreibmaschine unendlich oft auf unabhéngige Weise
jede Taste mit gleicher Wahrscheinlichkeit bedient, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass er dabei
unendlich oft den gesamten Bibeltext schreibt, gleich Eins.

Denn sei I die Menge aller Tasten, und sei p die Gleichverteilung auf I, dann hat das
Ergebnis der Bemiihungen des Affen die Verteilung P = u®Y auf dem Folgenraum IN. Wenn
der Bibeltext die Lange b hat, so betrachten wir das Ereignis A,,, dass der unendlich lange Text
von der n-ten bis zur (n + b — 1)-ten Stelle genau den Bibeltext enthélt. Die Ereignisse Ay, mit
n € N sind unabhéngig, und ihre Wahrscheinlichkeit ist jeweils |I|7°. Also divergiert die Reihe
der P(A,), und das 2. Borel-Cantelli-Lemma impliziert die Aussage. <

Eine weitere Anwendung des 2. Borel-Cantelli-Lemmas zeigt, dass es unmdoglich ist, im
Starken Gesetz der Groflen Zahlen auf die Integrierbarkeit der Summanden zu verzichten:

Lemma 8.1.12. FEs sei (X, )nen eine Folge unabhingiger identisch verteilter Zufallsgrifien, so
dass Y, = %2?21 X fast sicher gegen eine Zufallsvariable Y konvergiere. Dann ist jedes X
integrierbar, und es gilt Y = E(X1) fast sicher.

Beweis. Da ja Y,, — Y fast sicher, konvergiert %Xn =Y, - %Yn,l fast sicher gegen Null. Fiir
das Ereignis A,, = {|X,,| > n} gilt also P(limsup,, ., 4,) = 0, denn das Ereignis A,, kann nicht
mit positiver Wahrscheinlichkeit fiir unendlich viele n eintreten. Wegen der Unabhéngigkeit der
X, ist auch die Folge der Ereignisse A,, unabhingig. Nach dem 2. Borel-Cantelli-Lemma gilt
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> nen P(An) < co. Wir schitzen ab:

E(\Xl\):/ P(yxly>t)dt:2/nlp(yxly>t)dtg2p(yxlyzn_1)
00 n— n=1

’ n=1

=1+ P(Xi|>n)=14> P(4,) <.
n=1 n=1

Also ist jedes X integrierbar. Nach dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen (hier miissen wir
Korollar 10.2.22 zitieren) ist Y fast sicher konstant gleich E(X}). O

Mit gemeinsamer Hilfe der beiden Borel-Cantelli-Lemmata kann man die exakte limsup-
Asymptotik von Folgen unabhéngiger Zufallsgréfien ermitteln. Wir beschrinken uns auf einen
Spezialfall, den wir als eine Ubungsaufgabe dem Leser iiberlassen:

Lemma 8.1.13. Fiir jede Folge unabhdingiger, zum Parameter Fins exponentiell verteilter Zu-
fallsgréfen X1, Xo, ... gilt limsup,,_, . X,,/logn =1 fast sicher.

Eine andere Ubungsaufgabe ist der Beweis der Transienz der unsymmetrischen eindimen-
sionalen Irrfahrt:

Beispiel 8.1.14. Sei p € (0,1) \ {%}, und seien X1, Xs,... unabhéngige Zufallsgrofien, die die
Werte 1 und —1 mit Wahrscheinlichkeit p bzw. 1 — p annehmen. Dann nennt man die Folge der
Sp = X1+ + X, (wobei Sy = 0) eine unsymmetrische eindimensionale Irrfahrt. Diese Irrfahrt
ist transient in dem Sinn, dass sie den Ursprung mit Wahrscheinlichkeit Eins nur endlich oft
besucht. &

Wir streifen einen Integrierbarkeitsbegriff, der enge Zusammenhinge mit £!'-Konvergenz
aufweist:

Definition 8.1.15 (gleichgradig integrierbar). Eine Familie (X;);cr von Zufallsgrifien (mit
beliebiger Indexmenge I) heifit gleichgradig integrierbar oder uniform integrabel, falls

Jim sup B[l 1x,1

Natiirlich ist jede endliche Familie von integrierbaren Zufallsgréfien gleichgradig integrierbar,
und gleichgradige Integrierbarkeit iibertrégt sich leicht auf Summen, Differenzen und Teilfami-
lien. Es wird sich gleich herausstellen (und das ist wohl die wichtigste Eigenschaft der gleich-
gradigen Integrierbarkeit), dass die gleichgradige Integrierbarkeit es erlaubt, von Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit auf £!-Konvergenz zu schlieen, also die Implikation von Satz 8.1.2(b) fiir
p =1 zu einer Aquivalenz zu machen (wir erinnern an Beispiel 8.1.3). Wir bringen zunichst ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir gleichgradige Integrierbarkeit:

Lemma 8.1.16. FEine Familie (X;)ier von Zufallsgrofien ist genau dann gleichgradig integrier-
bar, wenn sup;cr E[|X;|] < oo gilt und es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit E[|X;|14] < e fir
jedes i € I und jede messbare Menge A mit P(A) < 0.

Beweis. ‘—>": Sei (X, );es gleichgradig integrierbar. Dann ist fiir jedes R > 0 natiirlich E[| X;|] <
E[|X;[1x,>r] + R, und der erste Summand verschwindet gleichméfig in i € I fiir R — oo, also
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ist die erste Bedingung im Lemma erfiillt. Ferner gilt fiir jede messbare Menge A und fiir jedes
R>0und € I:

E[[Xi[1a] < E[| X[ x,> r] + E[R14] < E[[X;[1x, > r] + RP(A).

Sei nun € > 0 gegeben, dann wihlen wir R so grof}, dass E[|X;[1x,>g] < &/2 fiir alle i € I,
und danach wéhlen wir § = ¢/(2R). Dann gilt namlich fiir jedes A mit P(A) < § die gewiinschte
Ungleichung sup,c; E[|X;|14] < e, wovon man sich leicht iiberzeugt.

‘«<=": Sei ¢ > 0, und sei § > 0 gewihlt nach Voraussetzung. Dann gibt es ein R > 0, so
dass P(|X;| > R) < ¢ fiir jedes i € I, denn nach der Markov-Ungleichung gilt P(|X;| > R) <
FE[X;]] < }%supjeIEHXjH. Also gilt fiir jedes ¢ € I und die Menge A; = {|X;| > R}, dass
E[|X;]|14,] < ¢ fiir jedes j € I, also auch fiir j = i. Dies zeigt die gleichgradige Integrierbarkeit

der Familie (X;);e;. O
Man zeigt als Ubungsaufgabe, dass fiir jede integrierbare Zufallsgrofe X und jede Familie

® von Teil-o-Algebren von F die Familie der bedingten Erwartungswerte {E[X | G]: G € ®}
gleichgradig integrierbar ist.

Der Beweis des folgenden hinreichenden Kriteriums ist ebenfalls eine Ubungsaufgabe:

Korollar 8.1.17. Eine Familie (X;);c; von Zufallsgrifien ist gleichgradig integrierbar, wenn
eine Funktion H : [0,00) — [0,00) existiert mit lim, .o H(z)/z = oo und sup;c; E[H (] X;])] <
00.

Insbesondere ist jede Familie von Zufallsgrofien, die beschriankt in £P(P) fiir ein p > 1 ist,
gleichgradig integrierbar.

Nun kommt der angekiindigte Zusammenhang zwischen gleichgradiger Integrierbarkeit und
L'-Konvergenz:

Lemma 8.1.18. Eine Folge (X,,)nen von integrierbaren Zufallsgrofien konvergiert genau dann
in L', wenn sie in Wahrscheinlichkeit konvergiert und gleichgradig integrierbar ist.

Beweis. ‘==": Sei (X,,)nen in L! gegen eine ZufallsgroBe X konvergent. Nach Lemma 8.1.2(b)
liegt auch Konvergenz in Wahrscheinlichkeit vor. Nun zeigen wir, dass (X,,)nen gleichgradig
integrierbar ist. Leicht ist zu sehen, dass K = sup,,cy E[|X,,|] endlich ist. Seie > 0, and sei N, € N
gewdhlt mit E[|X,, — X|] < /2 fiir alle n > N.. Da X integrierbar ist, ist {X} insbesondere
gleichgradig integrierbar. Nach Lemma 8.1.16 existiert ein § > 0 mit E[|X|14] < /2 fiir alle
messbaren Mengen A mit P(A) < 6. Nun wéhlen wir R so groB, dass R > 2K /4. Dann kénnen
wir die Eigenschaft von § anwenden auf die Menge A = {|X,,| > R}, denn fiir alle n > N folgt
mit Hilfe der Markov-Ungleichung, dass P(|X,| > R) < £E[|X,[] < 6. Also kénnen wir fiir diese
n und R abschétzen:

E[|Xn|lx,>r] < E[IX — Xollyx, sry] + E[X[x, 55y <€/2+¢/2=¢.

Nach eventueller VergréBerung von R gilt die Ungleichung E[| Xy, |1y x,,|>r}] < € auch noch fiir
n=1,..., N.. Dies zeigt die gleichméfige Integrierbarkeit.

‘«=": Es gelte nun X,, — X in Wahrscheinlichkeit fiir eine Zufallsgrofie X (die a priori
nicht integrierbar sein muss), und (X, ),en sei gleichgradig integrierbar. Wir nehmen an, dass
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(Xn)nen nicht in £! gegen X konvergiert. Dann gibt es ein € > 0 und eine Teilfolge (X, )ken
mit E[|.X — X, |] > 2¢ fiir jedes k € N.

Nach Satz 8.1.7 kénnen wir annehmen, dass (X, )ren fast tiberall gegen X konvergiert.
Nach dem Lemma von Fatou haben wir E[|X|] < liminfy_,., E[| X, |] < oo, also ist X integrier-
bar. Auch die Folge (X — X, )ken ist gleichgradig integrierbar, also existiert ein R > 0 mit
E[lX = Xn, U x-x,, [>r}] <¢&/2 fir alle k € N. Die Folge (|X — X, [1x_x,, |<r})ren hingegen
konvergiert fast sicher gegen Null und ist beschrinkt durch R, also konvergiert ihr Erwartungs-
wert nach dem Satz von Lebesgue gegen Null. Zusammen ergibt dies fiir alle geniigend grofien
k, dass E[|X — X,,, || < e im Widerspruch zur Annahme. O

8.2 Schwache Konvergenz und der Satz von Prohorov

Einer der natiirlichsten und meistbenutzten Konvergenzbegriffe fiir Mafe ist der der schwachen
Konvergenz. In diesem Abschnitt fithren wir ihn ein und charakterisieren ihn in verschiedener
Weise. Insbesondere geben wir das niitzliche Kompaktheitskriterium von Prohorov.

Zunéchst stellen wir fest, was es heiflen soll, dass Mafle gegen einander konvergieren. Dabei
ist es iiblich, Mafle auf einem metrischen Raum zu betrachten. Auf einem solchen betrachten wir
wie immer die Borel-o-Algebra, also die von dem System der offenen Mengen erzeugte o-Algebra,
siehe Bemerkung 6.4.7. Der meist benutzte Konvergenzbegriff ist der folgende.

Definition 8.2.1 (schwache Konvergenz). Es sei (E,d) ein metrischer Raum, und seien
P, P1, Py, Ps3, ... Wahrscheinlichkeitsmafle auf E. Wir sagen, dass P,, schwach fiirn — oo gegen
P konvergiert, und schreiben P,, = P oder P = w-lim,,_, o P, wenn fiir jede beschrinkte stetige

Funktion f: E — R gilt: lim,_. [ fdP, = [ fdP.

Anstelle von = benutzt man auch —, wobei das ‘w’ an weak convergence erinnert. Im
Folgenden lassen wir den Term ‘schwach’ auch manchmal weg, denn wir werden nur diesen
Konvergenzbegriff fiir Male benutzen. Im Folgenden bezeichnen wir die Menge der Wahrschein-
lichkeitsmafle auf £ mit M;(F) und die Menge der beschrénkten stetigen Funktionen £ — R
mit Cp(E).

Bemerkung 8.2.2. (i) In topologischer Sprechweise ist die Topologie der schwachen Kon-
vergenz, d. h. die schwache Topologie, die grobste Topologie auf M1 (FE), sodass die Funk-
tionale P — [, f dP stetig sind fiir jedes beschréinkte stetige f: F — R.

(ii) Falls E separabel ist, kann die schwache Topologie metrisiert werden mit der sogenannten
Prohorov-Metrik
Q(Pl,Pg) = inf{e >0: Pl(A) < ]P)2(A€) + € und PQ(A) < Pl(AE) +é
fiir jedes messbare A C E},
wobeil A° = {z € E: d(z, A) < ¢} die offene e-Umgebung von A ist; siche etwa [Bi68].

(ili)) Man kann diesen Konvergenzbegriff leicht auf die Menge aller endlichen signierten Maf}e
ausdehnen (was wir hier nicht machen wollen). Dann ist die schwache Topologie das, was
man in der Funktionalanalysis die Schwach-*-Topologie nennt, denn die Menge aller endli-
chen signierten Mafe ist der Dualraum der Menge der beschrinkten stetigen Funktionen.
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(iv) Im Gegensatz zur schwachen Topologie, die ja durch die Integrale gegen alle beschrénkten
stetigen Funktionen erzeugt wird, nennt man manchmal diejenige Topologie, die durch
Integrale gegen alle beschrankten messbaren Funktionen erzeugt wird, die starke Topologie.
P, konvergiert dann also stark gegen P, wenn lim,,_,, P, (A) = P(A) fiir jede messbare
Menge A gilt. Allerdings ist dieser Begriff zu stark fiir die meisten Anwendungen; eine
starke Konvergenz liegt nur in ganz wenigen interessanten Fiéllen vor.

&

Die folgenden Beispiele verifiziert man als Ubungsaufgaben.

Beispiel 8.2.3. (i) Eine Folge (z,)nen in E konvergiert genau dann gegen ein x € F, wenn
die Folge der Diracmafle d,, gegen ¢, konvergiert.

(ii) Es sei E = R, dann konvergiert % Yo /n gegen die Einschrinkung des Lebesgue-Mafes
auf [0,1].

(i) Die Familie (9, )nen konvergiert nicht schwach.

(iv) Die Familie der gleichférmigen Verteilungen auf [—n,n] mit n € N konvergiert nicht
schwach.

&

Wie bei jedem verniinftigen Konvergenzbegriff ist der schwache Grenzwert eindeutig:

Lemma 8.2.4 (Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts). Es sei (E,d) ein metrischer
Raum, und eine Folge (Py,)nen von Wahrscheinlichkeitsmafen auf E schwach konvergent sowohl
gegen P als auch gegen P. Dann gilt P = P.

Beweis. Wir haben also fE fdP = fEdeF’ fiir jede beschrédnkte stetige Funktion f: F — R.
Wir zeigen, dass daraus folgt, dass P(A) = ﬁ(A) fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von F gilt.
Dies beendet den Beweis, da die Menge der abgeschlossenen Mengen ein durchschnittstabiles
Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra ist, siche den Eindeutigkeitssatz, bzw. Korollar 6.2.9.
Sei also A C E abgeschlossen, und sei € > 0. Mit d(z, A) = inf{d(z,a): a € A} bezeichnen
wir den Abstand von x zur Menge A. Betrachte p(r) = (rV0) A1 fiir r € R, dann ist ¢ stetig und
beschriankt. Daher ist auch die Funktion f.: E — [0, 1], definiert durch f.(z) =1 — cp(%d(m, A))
stetig und beschrénkt. Insbesondere gilt [, f- dP = [, [- dP fiir jedes £ > 0. Die Funktion f. ist
konstant gleich 1 auf A und gleich Null aulerhalb der e-Umgebung von A. Ferner gilt f. | T4 fiir
e | 0, wofiir wir die Abgeschlossenheit von A benutzen. Nach dem monotonen Konvergenzsatz

folgt
IP)(A):/IlAdIP:hm/fngP:hm/ fedﬁ:/nAd@:ﬁ(A).
E el0 Jg el0 Jg E
O

Wir haben schwache Konvergenz mit Hilfe von Testintegralen gegen beschrinkte stetige
Funktionen definiert. Aber man mdochte natiirlich auch gerne wissen, ob dann auch die Wahr-
scheinlichkeiten von Ereignissen konvergieren. Dies ist allerdings bei weitem nicht fiir alle Ereig-
nisse richtig:
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Bemerkung 8.2.5. Die Folge (d; /,)nen der Punktmafle in 1/n konvergiert offensichtlich schwach
gegen das Punktmaf dy. Fiir die abgeschlossene Menge (—o0, 0] gilt allerdings

nlgrgo 51/11((_0070]) =0<1= 50((_0070])7

was man damit kommentieren kann, dass am Rande Masse ‘eingewandert’ ist. Analog ‘wandert’
aus offenen Mengen Masse ‘aus’, wie man an dem folgenden Beispiel sieht: lim,, .o 6/, ((0,00)) =
1 > 0 = dp((0,00)). Durch diese Eigenschaft werden wir gleich die schwachen Konvergenz
charakterisieren. &

Es folgen Charakterisierungen der schwachen Konvergenz. Wir erinnern daran, dass eine
Funktion f: E — R Lipschitz-stetig heifit, wenn ein L > 0 existiert mit |f(z) — f(y)| < Ld(z,y)
fur alle z,y € E. Mit Uy = {x € E: f ist nicht stetig in 2} bezeichnen wir die Menge aller
Unstetigkeitsstellen von f.! Mit E, bezeichnen wir den Erwartungswert beziiglich des Wahr-
scheinlichkeitsmafles P,,.

Satz 8.2.6 (Portmanteau-Theorem). Es sei (E,d) ein metrischer Raum, und es seien P,
Py, Py, Ps,... Wahrscheinlichkeitsmafe auf E. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) P, = P.

(i1) Fir jede beschrinkte Lipschitz-stetige Funktion f: E — R gilt lim,, . E,(f) = E(f).

(iii) Fir jede beschrinkte messbare Funktion f: E — R mit P(Uy) = 0 gilt lim, .o E,(f) =
E(f)-

(iv) Fiir jede abgeschlossene Menge F C E gilt lim sup,,_, . P, (F) < P(F).
(v) Fiir jede offene Menge G C E gilt liminf, . P,(G) > P(G).

(vi) Fiir jede messbare Menge A C E mit P(OA) = 0 gilt lim,,—. P, (A) = P(A).

Beweis. Die trivialen bzw. leicht einzusehenden Richtungen sind (iv) <= (v) = (vi) und (iii)
— (i) = (ii). Also reicht es, nur noch (ii) = (iv) und (vi) = (iii) zu zeigen.

‘(ii) = (iv)’: Sei F' C E abgeschlossen, und sei ¢ > 0. Wie im Beweis von Lemma 8.2.4
approximieren wir 1y mit f.: E — [0,1], definiert durch f.(2) = 1—¢(1d(z, F)), wobei ¢: R —
[0,1] durch ¢(r) = (r V 0) A 1 definiert ist. Tatséchlich ist d(-,F') sogar Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante 1, wie man aus der Dreiecksungleichung folgert. Also ist die Abbildung f.
ebenfalls Lipschitz-stetig. Sie ist auf F' konstant gleich 1 und hat den Wert 0 fiir alle x € E
mit d(z, F) > e. Wegen 1p < f. gilt P, (F) = E,(1p) < E,(f.), also limsup,,_,, P, (F) <
limsup,,_,. E,(f:) = E(f:) fiir jedes € > 0. Da f. | 1p fiir ¢ | 0, folgt aus dem monotonen
Konvergenzsatz die Behauptung.

‘(vi) = (iii)’: Sei f: E — R beschrankt und messbar mit P(U;) = 0. Zunéchst {iberlegt
man sich als eine (topologische) Ubungsaufgabe, dass gilt:

of YB)c f~Y@B)ulU;, BCR. (8.2.1)

(Mit anderen Worten: Wenn man f anwendet auf einen Randpunkt des Urbilds von B und f
ist stetig in diesem Punkt, dann erhélt man einen Randpunkt von B.)

"Man kann sich als eine Ubungsaufgabe klar machen, dass U r messbar ist, wenn f messbar ist.
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Setze Cy,, = {y € R: P(f~1({y})) > 1}. Dann ist C, eine endliche Menge, und die Vereini-
gung C' = J,en Cn = {y € R: P(f({y})) > 0} ist abzéhlbar.

Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N und yg < —[|fllec <v1 < - < yn-1 < || f]loo < yn, sO
dass y; € R\ C und |y;11 — | < € fiir alle 4. Sei E; = f~'([y;_1,%)) fiir i = 1,..., N. Dann ist
E die disjunkte Vereinigung der E1,..., Exn, und wegen (8.2.1) haben wir

POE) < P(f " ({yi1) + PG ({mi}) + PUy) =0,  i=1,...,N.

Daher gilt
N N
limsup E,,(f) < limsup Z yiPn(E;) < € + limsup Z Yi—1Pn (E;)
N
<e+ Z%’AP(E@') <e+E(f).

i=1
Wir lassen ¢ | 0 und erhalten limsup,, . E,(f) < E(f). Durch Ubergang zu — f statt f erhalten
wir die komplementére Ungleichung, die den Beweis beendet. O

Bemerkung 8.2.7. Als eine Ubungsaufgabe gebe man einen direkten Beweis der Implikation
(vi) = (v). (Hinweis: Man betrachte G5 = {x € G: d(x, G°) > 0} fiir eine geeignete Folge von
510, <&

Mit Hilfe der schwachen Konvergenz erhalten wir (hinzu zu den Begriffen in Definition 8.1.1)
einen weiteren Konvergenzbegriff fiir Zufallsgrofien:

Bemerkung 8.2.8 (Verteilungskonvergenz). Wir sagen, dass eine Folge (X,,)nen von E-
wertigen Zufallsgrofien schwach gegen eine Zufallsgréfie X konvergiert, wenn die jeweiligen Ver-
teilungen dies tun, und dann schreiben wir auch X,, = X. Hierzu sagt man auch, dass die
Folge der Zufallsgrofien in Verteilung konvergiert. Daher nennt man diesen Begriff auch oft die
Verteilungskonvergenz. Es gilt also X,, => X genau dann, wenn lim,,_,., E(f(X,)) = E(f(X))

fiir jede beschrinkte stetige Funktion f gilt.? Man benutzt auch die Notation X, D X oder

Xn £ X, wobei ‘D’ und ‘L’ an distribution bzw. an law erinnern. &

Wir mochten die Beziehung der Verteilungskonvergenz zur Konvergenz in Wahrscheinlich-
keit kldren. Letzteren Begriff mochten wir daher auf beliebige E-wertige Zufallsgrofien ausdeh-
nen. Es scheint klar, wie man ihn definieren muss: Eine Folge von FE-wertigen Zufallsgrofien
X1, Xa,... konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsgréfie X, wenn fiir jedes € > 0
gilt: lim,,_ oo P(d(Xp, X) > ) = 0. Obwohl das ganz harmlos klingt, gibt es einen Haken an
dieser Definition: Das Ereignis {d(X,, X) > ¢} muss gar nicht messbar sein! Zwar ist klar, dass
(Xpn,X) eine E x E-wertige Zufallsgrofie ist und damit messbar beziiglich dem Produkt Bg ® Bg
der Borel-o-Algebra auf E. Ferner ist leicht zu zeigen, dass d: E x E — [0, 00) stetig ist. Aber
aus Letzterem folgt nur, dass d messbar ist beziiglich der Borel-o-Algebra Bryxp auf E x E.
Falls also Bpxr = Br ® B gilt, so ist die Abbildung d(X,,, X) eine Zufallsgroe, also messbar.
Dies gilt jedoch im Allgemeinen nur, wenn F separabel ist:

Lemma 8.2.9. Wenn E separabel ist, so gilt Bpxg = Bg ® Bg.

2Warnung: Hier ist P kein MaB auf E, sondern auf irgendeinem abstrakten messbaren Raum. Es handelt sich
dann um die schwache Konvergenz der Bildmafie Po X, ! auf E.
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Beweisskizze. Wir benétigen keine Separabilitdt, um zu zeigen, dass By ® By C Bpxg gilt,
denn fiir je zwei offene Mengen A, B C E ist A x B offen in E x E, und Bg ® Bg wird ja per
Definition von diesen Kreuzprodukten erzeugt.

Wenn E separabel ist, so gibt es eine abzéhlbare Basis (U;);en der Topologie auf E, d. h. jede
offene Menge in F ist eine Vereinigung von geeigneten dieser U;. Per Definition der Produkt-
Topologie ist dann (U; x Uj); jen eine Basis der Topologie auf £ x E. Also ist jede offene Menge
in £ x E eine Vereinigung von geeigneten dieser U; x U; und liegt damit auch in Bg ® Bg. O

Wenn wir voraussetzen, dass E separabel ist, kénnen wir also problemlos von Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit E-wertiger Zufallsgrofien sprechen. Kliaren wir also den Zusammenhang
mit Verteilungskonvergenz:

Bemerkung 8.2.10 (Konvergenz in Verteilung und in Wahrscheinlichkeit). Es sei E
ein separabler metrischer Raum.

(i) Wenn eine Folge von E-wertigen Zufallsgréfien X, in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zu-
fallsgrole X konvergiert, so gilt auch X,, = X. Dies zeigen wir mit Hilfe des Kriteriums
(ii) im Portmanteau-Theorem: Fiir jede beschrénkte Lipschitz-stetige Funktion f: £ — R
mit Lipschitz-Konstante L und fiir jedes € > 0 gilt

|E[f(Xn)] = ELf(X)]| < E[If(Xa) = fF(X)Lacx, x)<e] + 20 flocP(d(Xn, X) > €)
< Le + 2| f oo P(d(Xn, X) > €),

und dies konvergiert gegen Le fiir n — oco. Da die linke Seite nicht von € abhéngt, folgt
lim, .o E[f(X,,)] = E[f(X)], also die schwache Konvergenz von X,, gegen X.

(ii) Die Umkehrung der Aussage in (i) gilt, falls die Limes-Zufallsgroie X fast sicher konstant
ist (Ubungsaufgabe), aber nicht im Allgemeinen: Wenn zum Beispiel die Zufallsgroen

X, X1, Xo,... unabhéngig und identisch verteilt sind mit einer nichttrivialen Verteilung,
so konvergiert (X,,)nen trivialer Weise in Verteilung gegen X, aber nicht in Wahrschein-
lichkeit.

<&

Verteilungskonvergenz iibertriagt sich auf Bilder unter fast iiberall stetigen Funktionen. Das
folgende Ergebnis wird auch Continuous mapping theorem genannt.

Lemma 8.2.11. FEs seien (Eq1,d;) und (F2,da) zwei metrische Riume und h: Ey — Ey eine
Borel-messbare Funktion, so dass die Unstetigkeitsmenge Uy, messbar sei.

(a) Seien PPy, Py, Ps,... Wahrscheinlichkeitsmafle auf Ey mit P(Up) = 0 und P, = P.
Dann gilt P, o h™' = Po h~ L.

(b) Sei By = Ey = R, und seien X, X1, X9, X3,... Zufallsgrifen mit P(X € Uy) = 0 und
X, = X. Dann gilt auch h(X,) = h(X).
Beweis. Der Beweis von (a) ist eine elementare Ubungsaufgabe mit Hilfe des Portmanteau-

Theorems, und (b) ist nur eine Umformulierung. O

Fiir Verteilungsfunktionen gibt es natiirlich auch einen Konvergenzbegriff, der gut mit der
schwachen Konvergenz der zugehorigen Mafle zusammenpasst:
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Definition 8.2.12 (schwache Konvergenz von Verteilungsfunktionen). Seien F' bzw.
Fy, Fs, ... Verteilungsfunktionen von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf R. Wir sagen, (Fp)nen
konvergiert schwach gegen F, und wir schreiben F,, = F oder F = w-lim, . Fy, falls
F(z) = limy, o Fn(x) fir alle x € R gilt, in denen F stetig ist.

Bemerkung 8.2.13. Verteilungsfunktionen von Wahrscheinlichkeitsmaflen kénnen natiirlich
auch gegen Funktionen konvergieren, die keine solchen mehr sind; es kann Masse verschwinden.
Wenn zum Beispiel G die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies ist und F,(z) =
G(x+n) ihre Verschiebung um n, so konvergiert zwar F,, in allen Punkten, aber dennoch nicht im
Sinne der Definition 8.2.12, denn der Limes ist konstant. Das Gleiche gilt fiir die Verschiebungen
F,(z) = G(z —n).

Falls F, F1, F5, ... Verteilungsfunktionen von endlichen Maflen mit Gesamtmasse < 1 sind
(sogenannten Subwahrscheinlichkeitsmafen), dann sagen wir, dass (F),)nen schwach gegen F
konvergiert, wenn F(z) = lim,_,o Fy,(z) fiir alle 2 € R gilt, in denen F stetig ist, und zusdtz-
lich noch F(00) — F(—00) > limsup,, . (Fnp(c0) — F,(—00)) gilt. (Hierbei haben wir natiirlich
F(00) = limg_ o0 F'(z) usw. gesetzt.) <&

Lemma 8.2.14. Es seien P und (Py,),en eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf R mit
zugehdorigen Verteilungsfunktionen F und (Fp,)nen. Dann konvergiert Py, genau dann schwach
gegen P, wenn F),, schwach gegen F konvergiert.

Beweis.'—": Sei F' in = € R stetig. Dann ist P(9(—o0,z]) = P({z}) = 0. Also folgt aus dem
Portmanteau-Theorem 8.2.6(vi), dass lim, oo Fy(z) = limy_oo Pp((—00,2]) = P((—00,z]) =
‘«=": Nach dem Portmanteau-Theorem 8.2.6(ii) reicht es zu zeigen, dass fiir jede beschréankte
Lipschitz-stetige Funktion f: R — R gilt: limy, . [ fdP, = [ f dP. Ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit wihlen wir eine Lipschitz-stetige Funktion f: R — [0, 1] mit Lipschitz-Konstante
1. Sei ¢ > 0. Wir wihlen N € N und N 4 1 Stetigkeitspunkte yo < y1 < -+ < yy von
F, so dass F(yy) < e, Flyn) > 1 — e und y; — y;—1 < ¢ fiir jedes i = 1,...,N. Wir teilen
den Integrationsbereich R auf in (—o0,yo], die Intervalle zwischen den y; und [yy,00). Auf
den Intervallen [y;_1,y;] schitzen wir f ab gegen Supyy, ., S und dies mit Hilfe der Lipschitz-
Konstante Eins gegen f(y;) + . Wenn wir noch beachten, dass f <1 gilt, erhalten wir

N

=1
Nach Voraussetzung gilt lim,,—,~ Fy,(y;) = F(y;) fiir jedes i = 0,..., N, also folgt

N
fimsup [ £dP, < 3¢ + 30 ) (F() — Fl1)) < 42+ [ faP.
i=1

n—oo

Also haben wir limsup,, ., fR fdP, < fR fdP. Indem wir f durch 1 — f ersetzen, folgt die
komplementére Ungleichung, und dies beendet den Beweis. O

Schwache Konvergenz von Verteilungsfunktionen wird nicht nur niitzlich sein beim Beweis
des Satzes von Prohorov, sondern gibt uns ein weiteres niitzliches Kriterium in die Hand, schwa-
che Konvergenz zu zeigen:
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Beispiel 8.2.15. Ein beriihmtes Beispiel einer schwachen Konvergenz ist der Satz von Moivre-
Laplace (siehe Satz 5.2.5), der Folgendes besagt. Wenn (X, ),en eine Folge unabhéngiger, zum
Parameter p € (0,1) Bernoulli-verteilter Zufallsgrofien ist (also P(X, =1)=1-P(X, =0)=p
und insbesondere E(X,,) = p und V(X,,) = p(1 — p)), dann gilt fiir alle ¢ € R:

im an e~ /2 4y — 0
eSS <) - [ e i

Mit anderen Worten, die Verteilungsfunktion der standardisierten Summe n~1/2 S X, mit
X; = (X;—E(X;))/+/V(X;) konvergiert punktweise gegen die Verteilungsfunktion der Standard-
Normalverteilung A. Dies ist aber schon die schwache Konvergenz dieser Verteilungsfunktionen.
Aus Satz 8.2.14 folgt die schwache Konvergenz n~1/2 S X, = N. Eines unserer Haupter-
gebnisse wird eine Version der obigen Aussage fiir beliebige Verteilungen an Stelle der Bernoulli-
Verteilung sein, und dies ist der Zentrale Grenzwertsatz. &

Nun wenden wir uns der Frage zu, unter welchen Umsténden eine gegebene Folge von
Wahrscheinlichkeitsmaflen schwach konvergiert, genauer gesagt, unter welchen Umsténden sie
mindestens eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.®> An dem simplen Beispiel (6,)nen der
Punktmafle in n € N sieht man, dass mindestens eine Bedingung gestellt werden muss, die
verhindert, dass die Masse nach Unendlich abwandert. Der folgende Begriff tut genau dies.

Definition 8.2.16 (Straffheit). Eine beliebige Familie (P;);cr von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf einem metrischen Raum (E,d) heifit straff, falls zu jedem ¢ > 0 eine kompakte Menge
K C E existiert mit P;(K¢) < e fiir jedes i € I.

Natiirlich iibertrégt sich Straftheit auf Teilmengen und auf endliche Vereinigungen, aber
es ist a priori nicht klar, ob endliche Mengen straff sind (auBler in polnischen R&umen; siehe
Lemma 8.2.18).

Bemerkung 8.2.17. (i) Ist F kompakt, so ist die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf
FE straff.

(ii) Falls eine Familie (X;);c; von Zufallsgrofen £!-beschrinkt ist (d. h. sup;e; E[|X;]] < o0
gilt), so ist die Menge ihrer Verteilungen straff, wie man als eine Ubungsaufgabe zeigt.

(iii) Die Familie (d,,)nen ist nicht straff.
(iv) Die Familie der gleichférmigen Verteilungen auf [—n,n] mit n € N ist nicht straff.

(v) Sei E ein metrischer Raum und A C E. Dann ist {d,: a € A} genau dann straff, wenn A
relativkompakt ist (d.h. A kompakt). &

Lemma 8.2.18. Fulls E polnisch ist, so ist jede einelementige Familie von Wahrscheinlich-
keitsmafien auf E straff, also auch jede endliche.

Beweis. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf F. Sei € > 0. Da E separabel ist, gibt es zu jedem
n € N Elemente z{”, 25", --- € F, so dass F = J2, Bl/n(mg")), wobei B/, die offene 1/n-Kugel

3Man sagt in diesem Falle, sie sei schwach relativ folgenkompakt.
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ist. Wihle N,, € N so, dass P(E\ JN, Bl/n(xgn))) < 27" Die Menge A = (,,cn U Bl/n(xén))

ist nach Konstruktion total beschrinkt?. Wegen Vollstiandigkeit von F ist A kompakt. AuBerdem
erfiillt sie P(A°) <P(E\ A) < Y, cne2 " =¢. 0

Beispiel 8.2.19. Eine Familie {N, ,2: (u,0%) € L} von Normalverteilungen auf R ist genau
dann straff, wenn die Indexmenge L C R x (0, 00) beschrinkt ist. (Ubungsaufgabe.) &

Beispiel 8.2.20. Sei (X;);csr eine Familie von nichtnegativen Zufallsgrofen mit E[X;] = 1
fir jedes ¢ € I. Fiir ¢ € I betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsmafle P; auf R, die durch
Pi(A) = [,2Po X;'(dz) fir A € B gegeben ist. (Man nennt P; auch die grdfenverzerrte
Verteilung zu X;.) Als Ubungsaufgabe zeige man, dass (IP;);c; genau dann straff ist, wenn
(Xi)ier gleichgradig integrierbar ist. &

Nun kommen wir zum Hauptergebnis zu der Frage, wann man aus einer Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen eine schwach konvergente Teilfolge extrahieren kann.

Satz 8.2.21 (Satz von Prohorov). Sei (E,d) ein metrischer Raum und M C M{(E).

(i) Falls M straff ist, so auch schwach relativ folgenkompakt.

(ii) Sei nun E zusdtzlich polnisch. Dann ist M straff, wenn M schwach relativ folgenkompakt
15t.

Korollar 8.2.22. Wenn E ein kompakter metrischer Raum ist, ist die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmafle auf E schwach folgenkompakt.

Satz 8.2.21(ii) gilt nicht in allgemeinen metrischen Rdumen, denn zum Beispiel sind einele-
mentige Familien immer schwach folgenkompakt, aber nur unter Zusatzvoraussetzungen auch
straff, siehe etwa Lemma 8.2.18. Die weitaus niitzlichere Aussage des Satzes von Prohorov (und
die deutlich schwieriger zu beweisende) ist die in (i), denn man steht immer wieder vor der Aus-
gabe, aus einer Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen eine konvergente Teilfolge zu extrahieren.
Siehe etwa Beispiel 8.2.24. Eine wichtige Rolle wird die Aussage (i) auch in unserer Konstruktion
der Brown’schen Bewegung in Kapitel 11 spielen. Den Beweis von Satz 8.2.21(i) werden wir nur
fir E = R durchfiihren. Fiir den allgemeinen Beweis siehe etwa [Bi68].

Beweis von Satz 8.2.21(ii). Sei M C M (E) schwach relativ folgenkompakt. Wir wéhlen eine
abzéhlbare dichte Teilmenge {z1,x2,...} von E. Fiir n € Nsei A, v = Ufil B n (i), dann gilt
A, N T E fir N — oo. Setze

6 = sup inf sup P(AS y).

neN NeNpe v ()

Dann gibt es ein n € N, so dass fiir jedes N € N ein Py € M existiert mit Py (A7 ) > /2.
Nach Voraussetzung besitzt (Py)nyen eine schwach konvergente Teilfolge (P, )ren mit einem
Grenzwert P. Nach dem Portmanteau-Theorem gilt fiir jedes N € N

P(A}, ) = limsup Py, (A7, ) > lignianP)Nk( %,Nk) > 0/2.

k—o00

4Eine Menge A heiBt total beschrinkt oder prikompakt, falls sie zu jedem ¢ > 0 mit endlich vielen Kugeln
vom Radius € iiberdeckt werden kann. In vollstdndigen metrischen Rdumen fallen die Begriffe ‘prikompakt’ und
‘relativkompakt’ zusammen.
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Andererseits gilt A;N 1 0 fiir N — oo, also ]I”(A;N) — 0. Dies zeigt, dass § = 0.
Sei nun € > 0 beliebig. Nach dem Obigen kénnen wir zu jedem n € N ein N) € N wéhlen, so

dass P(AS N’) < 27" fiir jedes P € M gilt. Die Menge A = (), oy An, 7, ist nach Konstruktion
total beschrankt also relativ kompakt. Ferner gilt fiir jedes P € M

P((A)°) <P(AY) <> P(AS )

neN
Also ist M straff. O

Nun wollen wir Satz 8.2.21(i) beweisen, zumindest im Fall £ = R. Im Laufe des Bewei-
ses muss man sich einen Kandidaten fiir einen schwachen Grenzwert entlang einer geeigneten
Teilfolge verschaffen. Im Fall £ = R ist dies nach Lemma 8.2.14 das selbe Problem, wie einen
schwachen Limespunkt einer Folge von Verteilungsfunktionen zu konstruieren. Diesen Punkt des
Beweises wird uns der Auswahlsatz von Helly leisten.

Satz 8.2.23 (Helly’scher Auswahlsatz). Sei (F),)nen eine Folge von Verteilungsfunktionen
R — [0,1]. Dann gibt es eine Teilfolge (ny)ken und eine rechtsstetige steigende Funktion F': R —
[0,1], sodass Fy, schwach fir k — oo gegen F konvergiert.

Beweis. Der Beweis beruht auf einem gewshnlichen Diagonalfolgenargument. Sei Q = {g,: n €

N} eine Abzihlung von Q. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die beschrinkte Folge

(F(q1))nen eine konvergente Teilfolge (Fn(l) (q1))ken- Aus dem gleichen Grund finden wir eine
k

Teilfolge (n(Q))keN von (ng))keN, so dass auch (Fn(z)(QQ))kEN konvergiert. Iterativ erhalten wir
k

fiir jedes i € N eine Teilfolge (n{"")ren von (n))ken, sodass (F (i+1)(¢i+1))ken konvergiert. Nun
k

betrachten wir die Teilfolge nj = nz) und wissen, dass (F,, (q))ken fiir jedes ¢ € Q gegen ein

F(q) € [0, 1] konvergiert. Wir setzen F' von Q auf R fort, indem wir setzen
F(r) =inf{F(¢): € Qmit ¢ >z}, zeR\Q

Natiirlich ist F': R — [0, 1] rechtsstetig und steigend. Nun miissen wir noch zeigen, dass (Fj, )ken
schwach gegen F' konvergiert.

Sei F stetig in € R, und sei ¢ > 0. Dann gibt es ¢7,¢7 € Q mit ¢~ < z < ¢ und
F(q7) > F(z) —e und F(q") < F(z) + . Nach Konstruktion ist dann

limsup F),, (z) < hm Fo (@) =F(q") < F(z)+e¢

k—o0 k—oo

Also ist limsupy,_, . F, () < F(z). Analog erhdlt man auch, dass liminf,_. o F,, (z) > F(z).
Also konvergiert (F),, )ren schwach gegen F. O

Man beachte, dass die Limesfunktion F' in Hellys Satz nicht die Verteilungsfunktion eines
WahrscheinlichkeitsmaBes sein muss. Wir erinnern an das Verschiebungsbeispiel F),(z) = G(x —
n) von Bemerkung 8.2.13.

Beweis von Satz 8.2.21(i) im Fall E = R. Sei M C M;(R) eine straffe Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen, und sei (P,),en eine Folge in M mit zugehérigen Verteilungsfunktionen
(Fn)nen. Nach dem Satz 8.2.23 von Helly konvergiert eine Teilfolge (F, )ken von (Fp)nen
schwach gegen eine rechtsstetige steigende Funktion F': R — [0, 1].
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Wir miissen noch zeigen, dass F' die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles ist,
denn dann folgt die Aussage aus Lemma 8.2.14. Wegen der Straffheit von M existiert zu jedem
e > 0ein R € (0,00) mit F),(c0) — F,(z) < € und F,(—x) — F,,(—o00) < ¢ fiir alle n € N und
alle x > R. Dies nutzen wir fiir ein z > R aus, sodass sowohl x als auch —z eine Stetigkeits-
stelle fiir F' sind (dies ist moglich, da F' nur hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen, also
Sprungstellen, haben kann). Dann folgt

1 =limsup (Fp, (00) — Fp, (—00)) < 2e + limsup (Fy, (z) — F, (—2))

k—o00 k—o0

=2¢+ F(z) — F(—x) <2+ F(o0) — F(—00).
Also ist F'(00) — F(—o0) = 1 und der Beweis beendet. O
Eine typische Anwendung des Satzes von Prohorov ist die folgende.

Beispiel 8.2.24 (Variationsproblem). Die Aussage (i) im Satz von Prohorov ist niitzlich,
wenn man zeigen moéchte, dass das Variationsproblem

V= inf / 22 P(dzx)
PeMi(R): [zP(dz)=1

einen Minimierer besitzt, wobei das Infimum iiber alle Wahrscheinlichkeitsmafie P mit den Ei-

genschaften [ |z|P(dz) < oo und [z P(dz) =1 geht.

Dies zeigen wir wie folgt. Sei (P),)nen eine Folge von approximativen Minimierern, also eine
Folge in M1 (R) mit [z P,(dz) = 1 fiir jedes n und lim, . [ 2*P,(dz) = V. Insbesondere gibt
es ein C > 0 mit [2?P,(dz) < C fiir jedes n € N. Die Folge (P,,)nen ist straff, denn fiir jedes
R > 0 und jedes n € N gilt nach der Markov-Ungleichung

. 1 c
Pall=RRI) = [ Uapory Plde) < 75 [ 2 Po(de) < 5.
R R R

Nach dem Satz von Prohorov gibt es eine Teilfolge (nj)ren, so dass P, = P fiir ein P €
M;(R). Nun zeigen wir, dass dieses P ein Minimierer des Variationsproblems ist. Dazu muss
gezeigt werden, dass (i) P optimal ist, also [ 2?P(dz) = V erfiillt, und (ii) P zuléissig ist, also
[xP(dz) = 1 erfiillt.

Der erste Punkt ergibt sich daraus, dass fiir jedes R > 0 wegen der schwachen Konvergenz
gilt:

/xQ ARP(dz) = lim [ 22 ARP,(dz) < lim [ 2?P,(dz) <V,
n—oo n—oo

wobei wir benutzt haben, dass die Abbildung = — 22 A R beschrinkt und stetig ist. Mit R — oo
ergibt sich (i).

Den zweiten Punkt zeigt man in zwei Schritten, indem man zuné&chst bemerkt, dass fiir jedes
R >0 gilt

liminf/\x]]P’n(da:) > liminf/]m\ A RP,(dz) :/m A RP(dz),

n—oo

also liminf,, o [ |2|Py(dz) > [ |2|P(dz). Um zu sehen, dass auch die komplementére Aussage,
limsup,,_,o [ || Py(dz) < [|z|P(dz), gilt, muss man nur zeigen, dass man beim ‘>’ in der
obigen Rechnung asymptotisch nichts verloren hat. Dies ergibt sich aus der Abschétzung

2 2
sup/ || — || A R{Pn(dm) < 2sup/|ac|]lx>RIP)n(dm) <sup— [ 2?P,(dz) < —C
neN neN neN R
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Also haben wir gezeigt, dass lim, . [ |2|Py(dz) = [ |z|P(dz) gilt. Auf dhnliche Weise (etwa
durch Zerlegung des Integrationsbereichs in (—oo, 0] und [0, 00)) zeigt man, dass wir auch haben:

1 =lim, . [2P,(dz) = [2P(dz), d.h. dass (i) gilt. &

Mit Hilfe des Satzes von Prohorov kann man die schwache Konvergenz auf eine sehr niitzliche
Weise charakterisieren. Hinzu zur Straffheit muss man nur noch priifen, ob die Integrale gegen
eine geniigend grofle Klasse von stetigen beschrinkten Funktionen konvergieren. Was ‘geniigend
grof’ heiflen soll, definieren wir zunéchst:

Definition 8.2.25 (trennende Familie). Wir nennen eine Teilmenge C der Menge der be-
schrinkten stetigen Funktionen E — R trennend, falls die folgende Implikation fiir je zwei
Wahrscheinlichkeitsmafle Py und Py gilt:

/fdplz/fdpg fir alle f € C - Py = Ps.
E E

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist also durch die Integrale gegen alle Mitglieder einer tren-
nenden Famile schon eindeutig festgelegt. Zum Beispiel ist die Menge aller Lipschitz-stetigen
Funktionen f: E — [0, 1] trennend, wie man sich als eine Ubungsaufgabe iiberlegt.

Satz 8.2.26. Sei (E,d) ein polnischer Raum und (P,,)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeits-
mafSen auf E. Dann konvergiert (P,,)nen genau dann schwach gegen ein Wahrscheinlichkeits-
mafl P auf E, wenn (P )nen straff ist und es eine trennende Familie C gibt, so dass fiir jedes

f €C gilt: limy, oo [ f AR, = [ f dP.

Beweis. Die Richtung ‘=" ist klar, da Straftheit aus Konvergenz folgt und da C eine Menge
von beschriankten stetigen Funktionen ist. Die Richtung ‘<=’ folgt daraus, dass ja auf Grund des
Satzes von Prohorov jede Teilfolge von (P, ),cn ihrerseits eine Teilfolge hat, die schwach gegen ein
Wahrscheinlichkeitsmafl konvergiert, das durch die Integrale gegen alle Mitglieder von C schon
eindeutig festgelegt wird, unabhéngig von der Teilfolge. Also stimmen alle Hiufungspunkte von
(P),)nen miteinander iiberein, d.h., die Folge konvergiert. U

8.3 Charakteristische Funktionen und der Zentrale Grenzwert-
satz

In diesem Abschnitt geben wir unter Anderem einen Beweis des beriihmten Zentralen Grenz-
Werltsatzes, den wir schon in Satz 5.2.2 formulierten. Dieser besagt ja, dass die Verteilung von
n~2 Y ", X; gegen die Standardnormalverteilung konvergiert, wenn (X, ),en eine Folge un-
abhéngiger zentrierter Zufallsgroflen mit Varianz Eins ist. Einen Spezialfall, den beriihmten
Satz 5.2.5 von Moivre-Laplace, bewiesen wir schon, und der Beweis beruhte auf expliziter Rech-
nung. Hier geben wir den Beweis im allgemeinen Fall.

Unser Hauptbeweismittel werden die charakteristischen Funktionen sein, denen wir uns
zunéchst eine Weile lang widmen werden. Die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung spiegelt viele wichtige Eigenschaften der Verteilung auf analytische Weise wider,
so dass sich etliche neue Moglichkeiten der Untersuchung der Verteilung eroffnen.
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Wir werden auch komplerwertige Funktionen integrieren, was vollig natiirlich durch Zer-
legung in Real- und Imaginérteil geschieht, also E(X 4+ 1Y) = E(X) 4+ iE(Y) fir integrierbare
(reellwertige) Zufallsgrofien X und Y. Mit (-,-) bezeichnen wir das Standardskalarprodukt auf
dem RY, und i ist die imaginére Einheit.

Definition 8.3.1 (charakteristische Funktion, Fourier-Transformierte). Die charakte-
ristische Funktion oder Fourier-Transformierte eines Wahrscheinlichkeitsmafes P auf (R4, By)
ist die Abbildung P: R¢ — C, definiert durch

P(z) = /ei<x’y> P(dy) = /cos((m,y))[[”(dy) —i—i/sin((x,y))ﬂ”(dy), z € RY.

Die charakteristische Funktion einer R%-wertigen Zufallsvariablen X ist die charakteristische

Funktion der Verteilung von X ; statt P o X~ schreiben wir ¢x, also px(z) = E(e*X)).

Beispiel 8.3.2. (a) Die charakteristische Funktion der d-dimensionalen Standardnormalver-
teilung N = N(0,1) (siehe Beispiel 6.6.7) ist N (z) = e 2I”I° wie man mit Hilfe einer
quadratischen Ergédnzung im Exponenten und dem Cauchy’schen Integralsatz zeigt. Wir
skizzieren den Beweis fiir den Spezialfall d = 1. Zunéchst haben wir

1.2 1.2 .

N e 2% 1o e 2% ) R—ix 19

/\/(q;) = e~ 2(y—iz) dy = lim e 2% dz,
Var Jr 21 R—oo J_R_iz

wobei der Integrationsweg die gerichtete Strecke von —R — iz bis R — iz ist. Nun ergénzen
wir diesen Weg durch die drei gerichteten Strecken von R — ix nach R, von R nach —R
und von —R nach — R —ix und erhalten eine geschlossene Kurve ohne Doppelpunkte. Nach
dem Cauchy’schen Integralsatz ist das Kurvenintegral iiber diese geschlossene Kurve gleich
Null, denn z +— e"2%” ist analytisch in der ganzen komplexen Ebene. Auflerdem ist leicht
zu sehen, dass die Integralteilstiicke iiber die beiden Strecken von R — ix nach R und von
—R nach —R — iz im Grenzwert R — oo verschwinden. Also folgt

N 67%12 R

N(z) =

. _ 1.2 1.2
lim e 2% dz =e¢ 27,
2m R—oo J_R

Fiir eine allgemeine positiv definite symmetrische d x d-Matrix ¥ und b € R? ist die
charakteristische Funktion von N(b,X) gegeben durch

—

N(Ob,2E)(z) = exp{i(a:,b> — %(x,Ex)}, z € R%

(b) Die charakteristische Funktion der Cauchy-Verteilung P auf R zum Parameter ¢ > 0 (siehe
Beispiel 6.6.6) ist gegeben durch P(z) = e~*|, wie man mit Hilfe des Residuensatzes zeigt.
Den Beweis skizzieren wir fiir ¢ = 1 und x > 0. Zuniéchst sehen wir, dass gilt:

1 R ei:ry

~

Blz) = = 1i
(z) T Reoo _rl+y?

dy.

Nun ergénzen wir die gerichtete Strecke von —R nach R durch den Halbkreis (gegen den
Uhrzeigersinn durchlaufen) um Null mit Radius R von R tiber iR nach —R. Die entstehende
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geschlossene Kurve nennen wir vr. Man muss sich {iberlegen, dass das Integral {iber den
Halbkreis im Grenzwert fiir R — oo verschwindet (hier benétigen wir, dass x positiv ist).

Also erhalten wir .
. 1 ixz ;
B(z) = 2i lim —/ LAACR DN
R—oo 271 R z—1

Die Kurve v besitzt die Windungszahl Eins um die Singularitét des Nenners, i. Nach
dem Residuensatz ist fiir jedes R > 1 der Term hinter ‘limp .o’ gleich dem Wert des
Zihlers an der Stelle dieser Singularitiit, also gleich ¢ (i4-1) = e~/ /(2i). Daraus folgt die
Behauptung.

(c) Die gleichformige Verteilung auf dem Intervall [0,1] hat die charakteristische Funktion
t— eltl—t_l
(d) Die Exponentialverteilung zum Parameter A > 0 (Dichte = — Ae ™"l o) (x)) hat die

charakteristische Funktion ¢ +— ﬁ (Ubungsaufgabe).

(e) Die Binomial-Verteilung Y, ()p*(1 — p)" %8 zu den Parametern n € N und p € (0,1)
hat die charakteristische Funktion ¢ — (1 + p(el* — 1))™.

(f) Die Poisson-Verteilung ™}, - %—?5;9 zum Parameter o« > 0 hat die charakteristische

Funktion ¢ — e®(€—1),

(g) Die Verteilung auf [—a,a] mit der Dichte z — 1(1 — |z[/a)" hat die charakteristische
Funktion ¢ — afj(l — cos(at)).
<&

Die grofie Bedeutung der charakteristischen Funktionen ¢ x von Zufallsgroflen X griindet
sich auf folgenden Tatsachen:

(i) Die Abbildung X — ¢x hat schéne Eigenschaften unter Transformationen und unabhéngi-
gen Summen,

(ii) px bestimmt die Verteilung von X eindeutig,

(iii) punktweise Konvergenz der charakteristischen Funktionen ist dquivalent zur schwachen
Konvergenz der zugehorigen Verteilungen.

Dies formulieren wir nun im Einzelnen, zunéchst (i).
Lemma 8.3.3. Fiir jede R%-wertige Zufallsqrife X gelten die folgenden Aussagen.
(a) Fir jedes x € R? ist |ox(x)| < 1, und es gilt px(0) = 1.
(b) Fiir alle a € R und b € R ist pax4p(x) = @x (ax)e!®b),
~1

(c) ¢x ist genau dann reellwertig, wenn Po X1 =Po (—X)

(d) Wenn X undY zwei unabhingige Zufallsgrofien sind, so gilt ox1+y = ¢x - py.
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Beweis. einfache Ubungsaufgaben. Beim Beweis von (d) benutze man Lemma 7.2.13(b) (genauer
gesagt, eine Erweiterung auf komplexwertige Zufallsgréfien). O

Wir beleuchten noch den Zusammenhang mit héheren Momenten:

Lemma 8.3.4. Sei X eine reelle Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion .
(a) Falls E[|X|"] < 00, so ist ¢ n Mal stetig differenzierbar, und die Ableitungen sind gegeben
durch ™ (t) = E[(iX)*e®X] fir k =0,...,n.

(b) Falls E[X?] < oo, so0 ist
- Loomry2 2
o(t) =1+ itE[X] — 3t E[X*] + o(t?), t — 0.

(c) Sei h € R mit limy, o0 5|h|"E[| X|"] =0, so gilt

(D) s
plt+h) =) B[ X", teR
k=0

IhXI]

Insbesondere gilt dies unter der Voraussetzung, dass Ele < 00.

Beweis. Ubungsaufgaben. Im Beweis von (a) betrachte man z. B. die Zufallsgrofie Yy (t, h, ) =
k\h~keitX (eihX — é:ol (ihl)!( )l), benutze eine Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion und
geeignete Abschétzungen und gehe dhnlich vor wie im Beweis des Differenziationslemmas 6.8.9.

(b) folgt aus der Taylorformel unter Verwendung von (a). Der Beweis von (c) ist elementar. [

Wir werden in Kiirze zeigen, dass die Verteilung einer Zufallsvariable eindeutig durch seine
charakteristische Funktion gegeben ist, also durch die Angabe der Integrale gegen die Funktionen
x — e mit y € R. Zuvor aber betrachten wir die Frage, ob sie vielleicht schon durch die
Angabe aller Momente festgelegt ist. Diese Frage ist von einiger Bedeutung bei Zufallsgrofien,
deren Verteilung nur schwer angegeben werden kann, aber deren Momente zugénglich sind.

Korollar 8.3.5 (Momentenproblem). Sei X eine reelle Zufallsvariable mit

1
o = limsup —E[| X |"]V/" < 0.
n—oo
Dann ist die charakteristische Funktion ¢ von X analytisch, und die Verteilung von X ist ein-
deutig durch die Momente E[X"], n € N, festgelegt. Speziell gilt dies, wenn E[e!X1] < oo fiir ein
t>0.

Beweis. Die Stirling’sche Formel besagt, dass n! ~ n"e™"+/2mn fiir n — co. Fiir alle |h| < 1/(3a)
gilt daher

. 1 n n . nil/n % . e\"
lim sup —|h|"E[| X|"] = limsup <EHX] 17" | —> < limsup <—> = 0.

n—oo 1! n—oo ™ n n—00 3
Nach Lemma 8.3.4(c) ist ¢ um jeden Punkt ¢ € R in eine Potenzreihe entwickelbar mit Konver-
genzradius > 1/(3a), insbesondere also analytisch. Damit ist sie insbesondere festgelegt durch
die Koeffizienten der Reihe um ¢ = 0, nach Lemma 8.3.4(a) also durch die Momente von X. Die

Zusatzaussage zeigt man als eine elementare Ubungsaufgabe. O

Die Momente legen also die Verteilung der Zufallsgrofle X fest, wenn sie nicht schneller
wachsen als E[|X|"] < (Cn)™, n € N, fir ein C' > 0.
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Beispiel 8.3.6. (i) Eine normalverteilte Zufallsgrofe X ~ N (u,0?) hat die Momenten er-
zeugende Funktion E[e!X] = M2 o%/2 50 Also ist X die einzige Zufallsgrofle, die die
selben Momente wie A(, 02) besitzt. Die charakteristische Funktion o(t) = el#—0%/2 jgt
in der Tat analytisch.

(ii) Eine zum Parameter A > 0 exponential-verteilte Zufallsgroe X hat die Momenten er-
zeugende Funktion E[e!X] = ﬁ, und dies ist endlich fiir ¢ < A. Also ist X durch seine
Momente eindeutig bestimmt. Die charakteristische Funktion ¢(t) = A/(\ — it) ist analy-
tisch. Die Singularitét bei ¢ = —i\ korrespondiert mit dem Konvergenzradius A und der

Tatsache, dass die t-ten exponentiellen Momente fiir £ > A nicht endlich sind.

(iii) Wenn Y eine Standard-Normalverteilte ZufallsgroBe ist, so besitzt X = e¥ per Defini-
tion die sogenannte Log-Normalverteilung. Da nY die Verteilung einer Summe von n?
unabhéngigen Kopien von Y hat, kann man die n-ten Momente von X leicht zu E[X"]| =
e"*/2 errechnen. Hier ist also a = 0o, und Korollar 8.3.5 kann nicht angewendet werden.
Tatsédchlich kann man auch eine andere Verteilung konstruieren, die die selben Momente
wie X besitzt.

<

Die eindeutige Beziehung zwischen einer Zufallsgréfie und ihren Momenten kann man sich
auch fiir die schwache Konvergenz nutzbar machen:

Satz 8.3.7 (Fréchet-Shohat). Sei X eine Zufallsgrife, so dass (FE[|X|F]Y/*)ren beschrinkt
ist, und sei (X, )nen eine Folge von Zufallsgrofen, so dass fiir jedes k € N gilt: lim,, o E[X*] =
E[X*]. Dann konvergiert X,, schwach gegen X.

Beweis. Ubungsaufgabe. Man zeige die Straffheit von (X,,),en und identifiziere die Momente
aller moglichen Haufungspunkte. Auch das Continuous mapping theorem (Satz 8.2.11) und
Lemma 8.1.18 sind hilfreich. O

Die schwache Konvergenz der Zufallsgroflen X,, kann auch aus der Konvergenz der Momen-
ten erzeugenden Funktionen M,,(t) = E[e!* V] gefolgert werden:

Korollar 8.3.8. Seien X, X1, Xo,... Zufallsgréflen mit Momenten erzeugenden Funktionen
M, My, Ms,,.... Es existiere ein to > 0 mit M(t) < oo und My(t) < oo fiir jedes n € N und
t € [—to,to]. Es gelte lim,_,oo M, (t) = M(t) fir jedest € [—to,to]. Dann konvergiert X,, schwach
gegen X.

Beweis. Ubungsaufgabe. Man zeige Konvergenz der Momente und benutze den Satz 8.3.7 von
Fréchet-Shohat. U

Beispiel 8.3.9. Fiir n € N sei N,, eine zum Parameter n Poisson-verteilte Zufallsgrofie, und
wir setzen X,, = (N,, — n)/y/n. Als eine Ubungsaufgabe zeigt man mit Hilfe von Korollar 8.3.8,
dass X, gegen die Standardnormalverteilung konvergiert. Daraus folgert man einerseits, dass
limy, oo €™ pg %I,c = % gilt und andererseits (durch Betrachtung des Negativteils von X,,),
dass die Stirling-Asymptotik n! ~ (%)"\/ﬁ gilt. o

Nun kommen wir zu (ii), also dem eindeutigen Bezug zwischen einer Verteilung und ihrer
charakteristischen Funktion. Die folgende Aussage kan man auch #quivalent damit formulieren,
dass die Vereinigung der Familien der Funktionen cos((z,-)) und sin({z,-)) mit 2 € R? trennend
ist.
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Satz 8.3.10. FEs seien Py und Py zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf (Rd,Bd) mat @1 = ]/I\”g. Dann
gilt [P)l = PQ.

Beweis. Nach dem Eindeutigkeitssatz 6.2.8 reicht es, fiir jede kompakte Menge K C R¢
zu zeigen, dass Py(K) = Py(K); siche auch Beispiel 6.1.5. Sei also K C R? kompakt. Mit
dist(K,x) = inf{d(y,z): y € K} bezeichnen wir den Abstand von z € R¢ zu K. Fiir m € N sei
fm: R? —[0,1] definiert durch

1, falls € K,
fm(z) = {0, falls dist(K,z) >
1 —mdist(K,z) sonst.

1
m’

(Dies ist im Wesentlichen die Funktion f. aus dem Beweis des Lemmas 8.2.4.) Dann ist f, stetig
mit Werten in [0, 1] und kompaktem Triger, und es gilt f,,, | 1x fiir m — oo. Auf Grund des
monotonen Konvergenzsatzes (Satz 6.8.1) wiren wir also fertig, wenn wir gezeigt hitten, dass
[ fmdPy = [ fm dPs fiir jedes m € N gilt. Dies zeigen wir nun. Sei also m € N fest, und wir
schreiben f statt f,.

Sei € > 0, dann konnen wir ein N > 0 so groB wihlen, dass der Kubus By = [N, N]?
die Menge {z € RY: f(x) # 0} enthiilt und so dass P1(B%) < e und Py(B§) < ¢ gelten.
Nach dem WeierstraB’schen Approximationssatz gibt es eine Funktion ¢g: R¢ — C der Form
g(x) = 2?21 cjexp{i(Ftj,z)} mit n €N, ¢1,...,c, € Cund ty,...,t, € 74, die f bis auf ¢ auf
By approximiert, d.h. sup{|f(z) — g(z)|: * € By} < e. Es folgt, dass sup,cpa |g(x)] < 1+ €.
Wir betrachten die Abschétzung

‘/dePﬁ—/dePz‘ < ‘/fd]P’1—/gd]P’1‘—|—‘/ng?’1—/ng?’2‘—i—‘/ngPg—/dePg‘.

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist nach Voraussetzung P, = P, gleich Null. Der
erste Summand kann wegen |g(x)| < 1+ ¢ folgendermafien abgeschitzt werden:

[raei— [gam|<|[ sar— [ gaz|+ [ iari+ [ lgiam
BN BN B;:V B?\f

< / 1 — gl dPy + (1+ )Py (B)
By
<eu(Bn)+ (1 +e)Pi(BY) <e(2+¢).

Der dritte Summand wird analog abgeschiitzt. Da e > 0 beliebig war, folgt die Aussage [ fdP; =
[ f dPy, und der Beweis ist beendet. O

Fiir die folgende Anwendung erinnern wir an die mehrdimensionale Normalverteilung von
Beispiel 6.6.7 sowie an Bemerkung 7.1.3.

Korollar 8.3.11. Sei p = N(a,X) die Normalverteilung auf R™ mit Erwartungswertvektor
a € R"™ und Kovarianzmatriz > € R™ "™ und sei ¢: R" — R™ eine affine Abbildung, also
#(x) = Az + b mit einer (m x n)-Matriz A und b € R™. Dann ist das Bildmaf po ¢~ die
Normalverteilung auf R™ mit Erwartungswertvektor Aa + b und Kovarianzmatriz ASAT ; kurz:

N(a,X)o¢p™t = N(Aa + b, ALAT).
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Beweis. Wir identifizieren die charakteristische Funktion:

o —

pe o0 = [0 o) = [ ()

. . . 1
— 0 /el<ATt"T> p(dz) = eitb) exp{i(ATt, a) — §<ATt, EATt>}
1
_ exp{i(t, Aa+b) = S (t, AzATt>}.
Nun folgt die Aussage aus Satz 8.3.10 und Beispiel 8.3.2. O

Ferner erhalten wir aus Satz 8.3.10 eine Charakterisierung der mehrdimensionalen Normal-
verteilung in Termen ihrer Projektionen:

Lemma 8.3.12. Ein R¥-wertiger Zufallsvektor X mit positiv definiter Kovarianzmatriz ¥ ist
genau dann normalverteilt, wenn fiir jedes A € RY die Zufallsgrofe (X, X) normalverteilt ist,
und zwar mit Erwartungswert (A, E[X]) und Varianz (A, XN).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Als Letztes formulieren wir (iii) aus, also den Bezug zwischen schwacher Konvergenz der
Verteilungen und punktweiser Konvergenz der zugehorigen charakteristischen Funktionen:

Satz 8.3.13 (Stetigkeitssatz). Es seien P,Pq,P9,P3... Wahrscheinlichkeitsmafie mit cha-
rakteristischen Funktionen ¢, v1, @2, @3, .... Dann gelten:

(a) Falls P,, = P fiir n — oo, so konvergiert @, gegen ¢ lokal gleichmdfig.
(b) Falls o, punktweise gegen eine Funktion f: R? — C konvergiert, die in 0 stetig ist, so

existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl @QQ, dessen charakteristische Funktion f ist, und P,
konvergiert schwach gegen Q.

Der Beweis des Stetigkeitssatzes 8.3.13 benotigt Vorbereitungen. Bevor wir ihn bringen,
geben wir ein Beispiel dafiir, dass die charakteristischen Funktionen konvergieren kénnen, ohne
dass die zugehorigen Verteilungen konvergieren:

Beispiel 8.3.14. Sei P, die Gleichverteilung auf dem Intervall [—n,n|, dann errechnet sich die
charakteristische Funktion ¢, zu

sin(tn)

on(t) = % /_T; et dx = QLnt [sin(tn) — sin(—tn)]| = i t € R\ {0}.

Also konvergiert ¢,, punktweise gegen die Funktion, die in 0 gleich 1 ist und Null sonst. Da
diese Grenzfunktion in Null unstetig ist, sagt der Stetigkeitssatz nichts iiber die Konvergenz
von P, aus. Allerdings sieht man leicht, dass (P, )nen nicht schwach konvergiert, denn fiir jedes
beschrénkte Intervall I gilt lim,, o P, (1) = 0. &

Ohne Miihe erhalten wir aus dem Stetigkeitssatz 8.3.13 auch den Poisson’schen Grenzwert-
satz (siche Satz 1.3.7):

Beispiel 8.3.15 (Poisson’scher Grenzwertsatz). Es sei a > 0, und fiir jedes n € N seien
X1,..., X, unabhiéngige, zum Parameter & Bernoulli-verteilte Zufallsgrofen. Also ist S, =
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X1 + -+ + X, zu den Parametern n und - Binomial-verteilt. Die charakteristische Funktion
on(t) = (1'—|— 2(e"—1))™ von S, kennen wir aus Beispiel 8.3.2(¢). Offensichtlich konvergiert ¢, ()
gegen (€ =1 und dies ist nach Beispiel 8.3.2(f) die charakteristische Funktion der Poisson-
Verteilung zum Parameter a. Nach dem Stetigkeitssatz konvergiert also .5, schwach gegen diese
Verteilung. O

Nun kommt der erste Schritt auf dem Wege zum Beweis des Stetigkeitssatzes:

Lemma 8.3.16. Sei ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf
R?, dann gilt
() = p(s) <2(1 = R(p(t —9)))  t,s R

Beweis. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung errechnet man

’(P( _ _‘/ ity _ Li(s,x) da: _‘/ i(t—s,z) )ei<8’x)P(dZ’)
R4 R4

el(t—s,x _ T el 5,x) €
<[ 1 mm/ﬂwn P
_ / (elft=52) — 1) (cis=t2) — 1) P(dz)

R
=2(1 - R(p(t —s))).

:

0

Nun folgt der zweite Schritt. Wir nennen eine Familie {f;: ¢ € I} von reellen Abbildungen
auf einem metrischen Raum (E,d) gleichgradig gleichmdfig stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert, so dass fiir alle ¢ € I und alle s,t € E mit d(s,t) < ¢ gilt: |fi(t) — fi(s)| < e. Zunéchst
bendtigen wir eine elementare analytische Aussage:

Lemma 8.3.17. Seien (E,d) ein metrischer Raum und f, f1, fa,...: E — R Funktionen, so-
dass limy,_,o frn(t) = f(t) fir jedes t € E. Falls (fp)nen gleichgradig gleichmdfig stetig ist, so
konvergiert f, sogar gleichmdfig auf jedem Kompaktum gegen f, und f ist gleichmdfSig stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Lemma 8.3.18. Sei M C M1 (R?) straff, dann ist die Menge {P: P € M} der zugehérigen
charakteristischen Funktionen gleichgradig gleichmdfig stetig. Insbesondere ist jede charakteri-
stische Funktion gleichmdjig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0, dann ist zu zeigen, dass ein 6 > 0 existiert, so dass fiir alle ,s € R mit
|t —s| <9 und fiir jedes P € M gilt: |P(t) — P(s)| < e.

Da M straff ist, gibt es ein N € (0,00) mit P([-N,N]%) > 1 —2/6 fiir alle P € M.
Weiterhin existiert ein § > 0, sodass fiir alle z € [-N, N]¢ und alle u € R¢ mit |u| < ¢ gilt:
|1 — elw?)| < £2/6. Daraus folgt fiir jedes P € M:

2

|- RB) < / 11— o) | Plda) < & 4 / 11— eifw) | P(d) <
R4 3 [—N,N}d

2

€ +€2 €
3 6

Wenn wir dies fiir v = ¢ — s benutzen und Lemma 8.3.16 aufrufen, folgt die Aussage. O
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Nun kommt der Beweis des Stetigkeitssatzes:

Beweis des Satzes 8.3.13. (i): Es gilt lim, .o ©n(t) = @(t) fiir jedes t € R? denn die
Abbildung R% 5 z — €'{t*) ist stetig und beschréinkt. Nach Lemma 8.3.18 ist (¢n)nen gleich-
gradig gleichméBig stetig. Daraus folgt mit Hilfe von Lemma 8.3.17, dass (¢n)nen sogar lokal
gleichméfig gegen ¢ konvergiert.

(71): Wir wissen aus Satz 8.3.10, dass die Vereinigung der Familien der Abbildungen cos({z, -))
mit € R und der Abbildungen sin((z,-)) mit # € R? trennend ist. Nach Satz 8.2.26 reicht es
also, die Straffheit der Folge (P, )nen zu zeigen.

Wegen ¢, (0) = 1 fiir jedes n € N gilt f(0) = 1. Wir betrachten die Abbildung h: R — [0, 00),
die durch h(z) = 1— L sinz fiir # # 0 und h(0) = 0 definiert ist, dann ist & stetig differenzierbar.
Man sieht leicht, dass a = inf ;> h(z) =1—sinl > 0 ist. Fiir jedes K > 0 errechnen wir

S Ry I SL Ry REOECE

(%

_K / / 1/K(1—cos(a;t))dt) P, (dz)

K 1K
/ / (1 — cos(xt)) P, (da)dt
K (UK
- /0 (1— R(en(t) dt,

wobei wir die Markov’sche Ungleichung und den Satz von Fubini benutzten. Mit Hilfe des Satzes
von der Majorisierten Konvergenz bekommen wir nun

; o<t [ R A
llisogpﬂ”n([—l(, K] ) < Oé/o (1 §R(gpn(t/K))) dt = Oé/o (nlﬁoo (1 5)?(4,0”(15/}()))) dt
1

=2 [ -y a

(0%

Da f stetig ist mit f(0) = 1, konvergiert das letzte Integral gegen 0 fiir K — oo. Also ist (P, )nen
straff. 0

Nun konnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts beweisen:

Satz 8.3.19 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X;);cn eine Folge unabhingiger, identisch
verteilter Zufallsgriofien mit Erwartungswert Null und Varianz Eins. Wir setzen Sy, = X1+ -+
X,. Dann konvergiert die Verteilung von ﬁsn schwach gegen die Standardnormalverteilung

N. Insbesondere gilt

2
*z/2dx, —o0o<a<b< .

TLILIEOIP(a\/_<S <b\/_ \/%/

Beweis. Es sei ¢ die charakteristische Funktion von X;. Dann ist nach Lemma 8.3.4(b)

1
o(t)=1— 5752 +o(t?), t—0.
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1
Vn

QOn(t):SO( ! )":(1_M>"_>e—t2/z:mt).

n0-2 2n

Sei ¢, die charakteristische Funktion von
n — oo:

Sp. Nach Lemma 8.3.3 gilt fiir jedes ¢t € R im Limes

Also haben wir gesehen, dass die charakteristische Funktion ¢, von %Sn gegen die charakte-

ristische Funktion ¢ — e~*/2 der Standardnormalverteilung (siche Beispiel 8.3.2) konvergiert.

Nach dem Stetigkeitssatz 8.3.13 ist der Beweis der schwachen Konvergenz der Verteilung von
#Sn gegen N beendet. Die Zusatzaussage folgt aus Lemma 8.2.14, weil N eine Dichte hat. [

Anwendungen des Zentralen Grenzwertsatzes (genauer: seines Spezialfalles fiir Bernoulli-
Groflen, des Satzes von Moivre-Laplace) wurden in Abschnitt 5.2 diskutiert. Man beachte, dass
die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes trivial ist fiir standardnormalverteilte Zufallsgrofien
X1, Xo, ..., denn wir wissen aus Lemma 7.2.17(i), dass dann ﬁ(Xl + -+ X,,) ebenfalls exakt
standardnormalverteilt ist fiir jedes n € N. Dies ist allerdings eine sehr spezielle Eigenschaft der
Normalverteilung.

Die Voraussetzung der Unabhéngigkeit und identischen Verteilung im Zentralen Grenzwert-
satz konnen natiirlich wesentlich abgeschwicht werden. Hinreichende Bedingungen, die oft in der
Literatur erwdhnt werden, sind die sogenannten Lindeberg-Feller- Bedingungen, die wir allerdings
nicht behandeln werden.

Um einen mehrdimensionalen Zentralen Grenzwertsatz zu erhalten, ist die folgende Aussage
hilfreich:

Lemma 8.3.20 (Satz von Cramér-Wold). Seien X, X1, Xs,... Zufallsvektoren mit Werten
im R, Dann gilt X,, => X genau dann, wenn fir jedes A € R? gilt: (A, X,,) = (\, X).

Beweis. Ubungsaufgabe. Die Richtung ‘==’ folgt aus Lemma 8.2.11(b). Beim Beweis der Rich-
tung ‘<=’ zeigt man zunichst die Straftheit und betrachtet dann die charakteristischen Funk-
tionen, oder man benutzt gleich den Stetigkeitssatz. O

Mit Hilfe von Lemmas 8.3.20 und 8.3.12 erhalt man aus dem Zentralen Grenzwertsatz 8.3.19
als eine Ubungsaufgabe die folgende mehrdimensionale Variante:

Satz 8.3.21 (Zentraler Grenzwertsatz im R9). Sei (X;);en eine Folge unabhingiger, iden-
tisch verteilter R*-wertiger Zufallsvektoren mit Erwartungswertvektor Null und positiv definiter
Kovarianzmatriz ¥ € R, Dann konvergiert die Folge der

1
—=(Xi+-+Xa), neN,

Jn

in Verteilung gegen die Normalverteilung N (0,Y).

Wir ziehen noch ein paar weitere Folgerungen aus dem Stetigkeitssatz. Man fragt sich viel-
leicht, ob man einer Funktion ansehen kann, ob sie die charakteristische Funktion einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist. Hier ist ein hinreichendes Kriterium:

Satz 8.3.22 (Satz von Polya). Sei f: R — R stetig mit f(0) = 1 und f(—=z) = f(z) fir jedes
x € R. Ferner sei f auf [0,00) konvex und fallend. Dann ist f die charakteristische Funktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Beweisskizze. Wir kénnen f auf [0,00) durch konvexe fallende Polygonziige approximieren,
indem wir etwa f,,(k/n) = f(k/n) — f(n?) setzen fiir k = 0,1,...,n? und auf [n?, co0) konstant
stetig mit Null fortsetzen. Fiir x < 0 setzen wir f,(z) = f,(—x). Offensichtlich konvergiert
dann f, punktweise gegen f, denn lim, .., f(n?) = 0. Man kann durch eine explizite Kon-
struktion (die auf Beispiel 8.3.2(g) basiert) zeigen, dass f,, die charakteristische Funktion einer
Wabhrscheinlichkeitsverteilung ist. Dann ist der Beweis mit Hilfe des Stetigkeitssatzes beendet.

O

Beispiel 8.3.23 (stabile Verteilungen). Fiir jedes a € (0,2] und a > 0 ist ¢4q(t) = e~°
die charakteristische Funktion eines symmetrischen Wahrscheinlichkeitsmafies 14 o auf R. Dies
folgt fiir & < 1 aus dem Satz von Polya. Der Spezialfall a = 2 ist der der Normalverteilung.

Diese Verteilungen haben die folgende spezielle Eigenschaft: Sie sind a-stabil, was bedeutet,
dass fiir jedes n und fiir je n unabhéngige Zufallsgrofen X1,..., X, mit Verteilung j,  gilt,
dass die Summe X + --- + X, die Verteilung von n'/® X, hat. Dies folgt direkt aus der Funk-
tionalgleichung ¢q o (t)" = @a.q(n'/*t), zusammen mit der Eindeutigkeit der charakteristischen
Funktion einer Verteilung und Satz 8.3.3(d).

Die Verteilung fi4 o tritt unter bestimmten Umsténden als universeller Verteilungsgrenzwert
von nil/o‘(Xl + .-+ X,,) auf, wenn X7, Xo,... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsgréfien
sind mit o = sup{y > 0: E[|X;|" < o0}. <&



Kapitel 9

Markovketten

In diesem Kapitel behandeln wir einen der wichtigsten stochastischen Prozesse, die Markovketten
auf einem diskreten Raum in diskreter Zeit. Man stelle sich ein Teilchen vor, das sich durch eine
hochstens abzéhlbare Menge I zufillig bewegt und zu den Zeitpunkten 1,2, 3, ... jeweils zu einem
(eventuell anderen) Punkt springt. Die besondere Eigenschaft der Sprungentscheidungen, die die
Markoveigenschaft ausmacht, ist die Tatsache, dass diese Entscheidung nur von der aktuellen
Position des Teilchens abhéingt, aber nicht von dem Verlauf des ganzen bisherigen Pfades, den
das Teilchen zuriickgelegt hat.

Markovketten spielen eine wichtige Rolle bei der Modellierung vieler zeitlich sich entwickeln-
der Prozesse: bei Mischungsvorgéngen, bei Sortieralgorithmen und anderen stochastischen Al-
gorithmen, bei der Modellierung physikalischer Prozesse oder von Finanzmérkten und Vielem
mehr.

Im gesamten Kapitel sei I eine nichtleere, endliche oder héchstens abzéhlbar unendliche
Menge.

9.1 Definition und einfache Eigenschaften

Wir beginnen mit der Definition der Markoveigenschaft: Selbst wenn der gesamte bisherige
Verlauf bekannt ist, hat nur die aktuelle Position einen Einfluss auf die Sprungentscheidung.

Definition 9.1.1 (Markoveigenschaft). Wir sagen, eine (endliche oder unendliche) Folge
Xo, X1, Xo, ... von I-wertigen Zufallsgrifien besitzt die Markoveigenschaft, wenn fiir jedes n €
No und alle ig, 11, ... 941 € I gilt:

]P(Xn+1 == in+1 | Xn == ’L'n,anl — Z'nfl, oo 7_XV(] — ZO) — ]P)(Xn+1 — in+1 | X — Zn), (911)
sofern alle auftretenden bedingten Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert sind.

Das legt nahe, dass eine Markovkette im Wesentlichen durch die bedingten Wahrscheinlich-
keiten P(X,,+1 = int1 | Xy = i) festgelegt wird. Thre Kollektion ist also ein ganz wesentliches
Objekt:

Definition 9.1.2 (stochastische Matrix). FEine Matriz P = (p;;)ijer heif$t stochastisch,
falls p; j € [0,1] fiir alle i, j € I gilt und 3, pij =1 fir jedes i € I gilt.

143
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Wir werden im Folgenden immer still schweigend davon ausgehen, dass die Koeffizienten
einer stochastischen Matrix P mit p; ; bezeichnet sind.

Die Sprungwahrscheinlichkeiten einer Folge von Zufallsgrofien, die die Markoveigenschaft
besitzt, sind also durch stochastische Matrizen gegeben, die a priori noch von dem Zeitpunkt
des Sprunges abhéingen diirfen. Wir werden im Folgenden nur solche Folgen betrachten, deren
Sprungwahrscheinlichkeiten nicht von diesem Zeitpunkt abhéngen:

Definition 9.1.3 (Markovkette). Sei P eine stochastische Matriz. Eine (endliche oder un-
endliche) Folge Xy, X1, Xa,... von I-wertigen Zufallsgrifien heifst eine (zeitlich homogene)
Markovkette mit Ubergangsmatrix P, falls fiir alle n € Ng und alle i, iy, ... int1 € I mit
P(Xn =, Xn—1 = tp_1,---,X0 = ’L'()) > 0 gilt:

IP3()(n+1 = ’L'n+1 | Xn = ina Xp1= infla °00 7X0 = Z.0) = Pininyr1- (912)

Die Eintréige p; ; von P heiffen die Ubergangswahrscheinlichkeiten, und die Startverteilung v
der Kette ist definiert durch v(i) = P(Xo =1) firi € I.

Fine Startverteilung ist also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, oder kurz eine Verteilung,
auf I, genau wie jede Zeile einer stochastischen Matrix. Wir schreiben auch oft P, an Stelle
von P, um die Startverteilung zu betonen. Im Fall, dass v in einem i € I konzentriert ist (also
v(i) = 1), schreiben wir P;. Die Elemente von I nennt man auch oft Zustinde, die Menge I
selber den Zustandsraum.

Beispiel 9.1.4 (Irrfahrten). Es seien I eine kommutative additive Gruppe (etwa Z? oder
R%) und (Y;,)nen eine Folge unabhiingiger und identisch verteilter I-wertiger Zufallsgréfen. Wir
betrachten die durch Xy = 0 und X,, = >, Y} definierte Partialsummenfolge (X, )nen,. Als
Ubungsaufgabe beweist man, dass (X, )nen, eine Markovkette ist, deren Ubergangsmatrix die
Koeflizienten p; ; = P(Y1 = j — i) besitzt, die also nur von der Differenz der Indizes abhéngt.
Man nennt (X,)nen, eine Irrfahrt auf I (wobei allerdings der englische Begriff random walk
sicherlich sinnvoller ist). <

Es folgen Charakterisierungen von Markovketten. Notationell ist es angenehm, fiir s < ¢

den Pfad (X, Xs11,...,X¢) mit X[,y abzukiirzen, ebenso schreiben wir fiir (nicht zuféllige)
Vektoren i,y statt (is,ist1,.-.,%) € Jt—s+1

Satz 9.1.5. Es seien (X, )nen, €ine Folge von I-wertigen Zufallsgrifien, v eine Verteilung auf
I und P eine stochastische Matrix.

(a) (Xp)nen, st genau dann eine Markovkette mit Ubergangsmatriz P und Startverteilung v,
wenn fir alle n € Ng und alle ig,41,...,1, € I gilt

P(Xo =i0, X1 =11,..., Xn =in) = V(i0)Pig,i1Pirsis * * * Pin_1,in- (9.1.3)

(b) Falls (X,)nen, eine Markovkette ist, so gilt fir alle n < m, i, € I und alle A C I™ mit
P(X[o,nq] € A, X, =iy) >0 und fir alle BC I"™™":

]:P)(X[nJrl,m] €B ‘ X[O,nfl] cA X, = Zn) = ]P)(X[nJer] €EB ‘ X, = Zn) (914)
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Beweis. (a) Der Beweis von (9.1.3) wird leicht mit einer Vollsténdigen Induktion tiber n gefiihrt,
und eine Folge (X, )nen,, die (9.1.3) fiir alle n € Ny und alle i, 41,...,7, € I erfiillt, wird mit
Hilfe der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit leicht als eine Markovkette identifiziert.

(b) Mit Hilfe der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und Teil (a) errechnet man

P(X[nJrl,m] S B7X[O,nfl] €A X, = Zn)
IP)(‘X[O,n—l] €A X, = ’Ln)

_ Zi[n+1’m]EB Zi[o,n—l]eA V(Z.O)pimh o .pimflvim

Zi[o’n_l]eA V(io)pio,il © Pin_vyin

P(X[nJrl,m] € B | X[O,nfl] €EAX, =iy =

= § : pinyin+1pin+17in+2 o .pimflyim'
i[n+1,m]eB

Der Ausdruck auf der rechten Seite hiangt nicht von A ab. Wir kénnen insbesondere A = I"™
setzen und erhalten

P(X[nJrl,m] €B ‘ X = ZN) = Z Pinint1Ping1sing2 * " Pim—1,im-
Z‘[n«b»l,m]EB

Wenn wir dies in der obigen Rechnung wieder einsetzen, ist der Beweis von (9.1.4) beendet. O
Die Aussage in (b) kann man auch einpriigsam wie folgt formulieren:

Korollar 9.1.6 (Unabhingigkeit von Zukunft und Vergangenheit bei gegebener Ge-
genwart). Falls (X, )nen, eine Markovkette ist, so gilt fir allen < m, i, € I mit P(X,, =1i,) >
0 und alle A C I™ und B C I™™:

P(X(0 1) € A Xpn1m] € B | X =) = P(Xpp_1] € A| Xno = in)P(Xppy1m) € B | Xn = in).
(9.1.5)

Beweis. Im Fall P(Xy, 1 € A, X, = i,) > 0 ergibt sich (9.1.5) direkt aus (9.1.4) nach
Multiplikation mit P(X|,—1] € A | X, = i,). Ansonsten steht Null auf beiden Seiten von
(9.1.5), und die Aussage gilt trivialerweise. g

Man iiberlege sich an einem Beispiel, dass die Aussage von Korollar 9.1.6 im Allgemeinen
falsch wird, wenn man das Ereignis {X,, = 4, } ersetzt durch {X,, € C} fiir beliebige Teilmengen
C von I.

Wir schneiden kurz die Frage der Existenz und Konstruktion von Markovketten an. Ei-
ne abschlieBende Diskussion wird erst im Rahmen der allgemeinen Wahrscheinlichkeitstheorie
moglich sein.

Bemerkung 9.1.7 (Konstruktion von Markovketten). Eine endlich lange Markovkette
(X0, X1,...,X,) im Sinne von Definition 9.1.3 kann leicht auf einem diskreten Wahrscheinlich-
keitsraum konstruiert werden. Wir setzen €2, = I""! und definieren die Einzelwahrscheinlich-
keiten als p((io,...,in)) = V(i0)Pig,i1 - - - Pin_1,in>» WObel v eine Verteilung auf I ist und P eine
stochastische Matrix. Dann bilden die Projektionsabbildungen X;: I"*! — I eine Markovkette
mit Startverteilung v und Ubergangsmatrix P.

Man beachte, dass dieser Wahrscheinlichkeitsraum von der Linge der Kette abhéngt und
dass man genauer P, statt P fiir das induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf} schreiben miisste. Al-
lerdings iiberzeugt man sich leicht davon, dass die ersten n + 1 Zufallsgréfien einer Markovkette
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der Linge m > n selber eine Markovkette der Linge n bilden.! Bei der Untersuchung einer
Markovkette in endlicher Zeit reicht es also fiir viele Zwecke aus, eine geniigend spiite Zeit m zu
fixieren und den fiir dieses m konstruierten Wahrscheinlichkeitsraum zu Grunde zu legen.

Eine andere Frage ist allerdings, wie unendlich lange Markovketten (X, )nen, konstruiert
werden. Dies erfordert mafitheoretische Vorbereitungen und wird erst spéter erschopfend (posi-
tiv) beantwortet werden, sieche den Satz von Ionescu Tulcea. Wir werden daher im Folgenden
aus Bequemlichkeit immer von einer unendlich langen Markovkette ausgehen und den benutzten
Wahrscheinlichkeitsraum nicht mit einer endlichen Lénge indizieren. &

Der Zusammenhang zwischen dem Markovschen Mechanismus und der Matrixmultiplikation
ist sehr eng, wie wir uns kurz klar machen wollen.

Bemerkung 9.1.8 (Potenzen stochastischer Matrizen). Stochastische Matrizen P und @
kann man ohne Probleme im Sinne der Matrixmultiplikation mit einander multiplizieren, und
das Produkt ist ebenfalls eine stochastische Matrix. Die Koeffizienten der n-ten Potenz P™ von
P bezeichnen wir mit P" = (pET}))i,jg. Es ist P? = (8; ;)i jer die Einheitsmatrix, wobei §; ; das
Kroneckersymbol bezeichnet. Wenn man die Gleichung P"P™ = P ausschreibt, erhiilt man
die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen:

p =i, el (9.1.6)
kel
Insbesondere haben wir
P = o, ik € ILn,m € No. (9.1.7)

Auf Grund des folgenden Lemmas 9.1.9 nennt man die Koeffizienten pi’}) von P™ auch die n-

stufigen Ubergangswahrscheinlichkeiten. &

Wir stellen uns eine Verteilung v als Zeilenvektoren vor (wie auch z. B. die Zeilen einer sto-
chastischen Matrix), so dass das Matrixprodukt v P wohldefiniert ist, also (vP); = >, v(i)pi ;-

Lemma 9.1.9. Es sei (X,,)nen, eine Markovkette mit Startverteilung v und Ubergangsmatriz P.
Dann gilt P, (X, = j) = (vP"); fir allen € N und alle j € I. Insbesondere gilt P;(X,, = j) = pgj})
fir allei,j € 1.

Beweis. Wir summieren die Gleichung (9.1.3) (mit j = 4,,) tiber alle g, . .., i, € I und beachten
die Regeln der Matrixmultiplikation. O

Die Verteilung einer Markovkette zum Zeitpunkt n ist also nichts Anderes als die n-te Potenz
der Ubergangsmatrix, multipliziert von links mit der Startverteilung. Wir halten noch fest, wie
sich dies auf zeitliche Verschiebung auswirkt:

Korollar 9.1.10. Es sei (X, )nen, eine Markovkette mit Ubergangsmatriz P. Dann gilt fir alle
n,m € Ng und alle i,j € I mit P(X,, =) > 0:

P(Xon = J | Xon = 1) = pl.

!Diese Eigenschaft nennt man die Konsistenz der Kette, eine Eigenschaft, der wir uns in Abschnitt 10 viel
allgemeiner widmen werden.
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9.2 Beispiele

Ein sehr allgemeines Prinzip, nach dem man Markovketten konstruieren kann (siehe Ubungs-
aufgabe), ist das folgende. Mit einer Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsgrofien
Y1,Y2, Y3, ... mit Werten in einer beliebigen abzéhlbaren Menge J und mit einer Funktion
f: I xJ— I setzt man rekursiv X,, 11 = f(X,,, Yy41) fiir n € Ny. Die Kette wird also rekursiv
fortgesetzt, indem man den aktuellen Wert der Kette mit einem festgelegten Mechanismus einem
unabhéngigen Zufall unterwirft.

Beispiel 9.2.1 (unabhingige identisch verteilte Folgen). Wenn (X,,)nen, eine Folge un-
abhéngiger und identisch verteilter I-wertiger Zufallsgrofien ist, so ist sie auch eine Markovket-
te. Die Ubergangsmatrix ist gegeben durch pi,; = q; fiir alle 4,5 € I, wobei ¢ die Verteilung
von X ist. Natiirlich ist ¢ auch die Startverteilung. Andersherum ist eine Markovkette, deren
Ubergangsmatrix identische Zeilen besitzt (d.h. deren p;; nicht von i abhéngen), eine Folge
unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsgrofen. &

Beispiel 9.2.2 (Irrfahrten auf Gruppen). Es sei I = G eine abzihlbare Gruppe, die wir
multiplikativ schreiben wollen und nicht unbedingt als kommutativ voraus setzen wollen. Ferner
sei p eine beliebige Verteilung auf G. Wir definieren pg j, = w(g~th) fiir alle g, h € G. Wegen der
Gruppeneigenschaft ist fiir jedes ¢ die Abbildung h — g~'h bijektiv auf G, und es gilt

Spgn =Y ulgth)y =" u(i) =1,

heG heG heG

also ist P = (pg,n)g,hec eine stochastische Matrix. Die zugehérige Markovkette heifit die -
Irrfahrt auf G. Dieses Beispiel ist die multiplikative Variante der Irrfahrt von Beispiel 9.1.4 (bis
auf die dort voraus gesetzte Kommutativitdt). Mit Hilfe einer Folge von unabhéngigen, nach
u verteilten Zufallsgroflen Y7, Ys, Y3, ... erhélt man eine p-Irrfahrt, indem man rekursiv setzt:
Xo=1und X, 1 = X,,Y,,, denn dann gilt fiir alle n € Ny und alle g, h € G mit P(X,, = g) > 0:

P(Xpi1=h|Xn=g) =P(gYn = h) = p(g~ " h) = py.

Die Wahl von I = G als die Menge der Permutationen einer endlichen Menge fiihrt zum
Beispiel auf ein Modell fiir die Mischung eines Kartenstapels; man beachte, dass diese Gruppe
nicht kommutativ ist. &

Beispiel 9.2.3 (eindimensionale Irrfahrt). Der folgende Spezialfall von Beispiel 9.1.4 wird
die eindimensionale Irrfahrt genannt. Setze I = Z, und Y, nehme die Werte 1 und —1 mit
Wahrscheinlichkeiten p und ¢ = 1 — p an, wobei p € [0,1] ein Parameter sei. Dann beschreibt
die Markovkette (X, )nen, den Weg eines Teilchens durch die diskrete Achse mit unabhéngigen
Spriingen, wobei es zu jedem Zeitpunkt mit Wahrscheinlichkeit p um eine Einheit nach rechts
springt und sonst nach links. Die Ubergangsmatrix besitzt die Eintrige p auf der rechten Ne-
bendiagonalen und 1 — p auf der linken, ansonsten besteht sie aus Nullen. Im Fall p = % wird
die Irrfahrt symmetrisch genannt. &

Beispiel 9.2.4 (Irrfahrt auf Z9). Die d-dimensionale Variante von Beispiel 9.2.3 (die ebenfalls
ein Spezialfall von Beispiel 9.1.4 ist) ist auf I = Z% gegeben, indem die Ubergangsmatrix durch
pij = o fiir i — j| = 1 fest gelegt wird. (Hier ist | - | die ¢'-Norm auf Z¢.) Die zugehérige Mar-
kovkette beschreibt einen Nichstnachbarschaftspfad durch Z?, wobei jeder Nachbar mit gleicher
Wahrscheinlichkeit ausgewéhlt wird, unabhéngig von allen anderen Sprungentscheidungen. <
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Beispiel 9.2.5 (Irrfahrten auf {0,..., N}). Ahnlich wie in Beispiel 9.2.3 soll ein Sprung
innerhalb von I = {0, ..., N} mit Wahrscheinlichkeit p zum rechten Nachbarn und mit Wahr-
scheinlichkeit 1—p zum linken ausgefiihrt werden. Fiir die Sprungentscheidungen an den Réndern
0 und N miissen wir allerdings gesonderte Vereinbarungen treffen, und es gibt dafiir mehrere
Mboglichkeiten. Ein Randpunkt, sagen wir 0, heiit absorbierend, falls poo = 1 gilt, falls also das
springende Teilchen nie mehr von der O sich entfernen kann. Im Fall po; = 1, wenn also das

Teilchen sofort wieder unweigerlich zuriick springen muss, heiflit der Randpunkt 0 refiektierend.
&

Beispiel 9.2.6 (Polyas Urnenschema). In einer Urne liegen gewisse (endliche) Anzahlen roter
und schwarzer Kugeln. Zu jedem Zeitpunkt wird eine Kugel zufillig gezogen und zusammen mit
einer neuen Kugel der selben Farbe in die Urne zuriick gelegt. Dann bildet das Paar der Anzahlen

der roten und der schwarzen Kugeln zu den Zeitpunkten 0, 1,2, ... eine Markovkette auf N %. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch P(rs),(r+1,s) = 75 W0 Drs) (rst1) = 7isi
alle anderen sind Null. O

Beispiel 9.2.7 (Ehrenfests Urnenmodell). Insgesamt N Kugeln liegen in zwei Urnen. Zu
jedem Zeitpunkt 1,2, ... wahlen wir eine der Kugeln mit gleicher Wahrscheinlichkeit und lassen
sie die Urne wechseln. Dann ist die Anzahl der Kugeln in der linken Urne zum Zeitpunkt n eine
Markovkette auf I = {0,..., N} im Zeitparameter n. Die Ubergangsmatrix P ist gegeben durch
Pk k-1 = % und pg 41 = 1 — %, und alle anderen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind Null.
Siehe Beispiel 9.7.4 fiir interessante Eigenschaften dieses Modells. &

Beispiel 9.2.8 (Bernoulli-Laplace-Diffusionsmodell). In zwei Behéltern A und B befinden
sich insgesamt w weifle und s schwarze Kugeln, wobei s Kugeln in A liegen, und es sei w < s.
Zu den diskreten Zeitpunkten n = 1,2,3,... wird jeweils in A und in B eine Kugel zufallig
ausgewihlt und in den jeweils anderen Behilter gelegt. Dann ist die Anzahl der weiflen Kugeln
in A eine Markovkette auf {0, 1,...,w} im Zeitparameter n. Siche Beispiel 9.5.9 fiir interessante
Eigenschaften dieses Modells. &

Beispiel 9.2.9 (Irrfahrten-Maxima). Falls (S,,)nen, eine Irrfahrt auf Z wie in Beispiel 9.1.4
ist, dann bildet die Folge der Maxima M,, = max{Sy,Si,...,S,} im Allgemeinen keine Mar-
kovkette, aber die Folge (M, Sp)nen, der Paare (Ubungsaufgabe). <&

9.3 Klasseneigenschaften, Rekurrenz, Transienz

In diesem Abschnitt sei P eine stochastische Matrix auf I. Wir wollen die Frage untersuchen, ob
die zugehorige Markovkette gegebene Punkte in I mit Sicherheit besucht oder nicht. Es wird sich
in diesem Abschnitt heraus stellen, dass der Zustandsraum zerlegt werden kann in rekurrente
und transiente Klassen. Eine in einer rekurrenten Klasse gestartete Markovkette verlédsst die
Klasse nie und besucht jeden Punkt dieser Klasse mit Sicherheit.

Wir miissen zunéchst die Frage untersuchen, ob ein gegebener Punkt iiberhaupt mit positiver
Wahrscheinlichkeit jemals erreicht werden kann. Diese Unterscheidung induziert auf natiirliche
Weise eine Einteilung von [ in Klassen.

Definition 9.3.1 (erreichbar). Ein Punkt j € I heifst von einem Punkt i € I aus erreichbar,

falls ein n € Ny existiert mit p™) > 0. Wir schreiben dann i ~ j. Falls i ~ j und j ~ i, so

7/7]
schreiben wir © «~ j.



9.3. KLASSENEIGENSCHAFTEN, REKURRENZ, TRANSIENZ 149

Bemerkung 9.3.2 («~ als Aquivalenzrelation). Die Relation ~» auf I ist reflexiv und
transitiv, denn wegen pi?z) =1 gilt ¢ ~ 4 fiir jedes 7 € I, und falls ¢ ~» j und j ~~ k gelten, so
folgt aus (9.1.7) leicht, dass auch i ~ k gilt. Also ist «~ eine Aquivalenzrelation auf I und teilt T
folglich in Klassen ein. Fiir zwei Klassen A, B C I schreiben wir A ~» B, fallsesi € Aund j € B
gibt mit ¢ ~ j, und wir sagen dann, dass B von A aus erreichbar ist. (Offensichtlich ist diese
Sprechweise wohldefiniert, d.h. die Definition unabhéngig von den gewéhlten Reprasentanten.)
O

Definition 9.3.3 (abgeschlossen, irreduzibel). (a) Eine Teilmenge J von I heifit abge-
schlossen, wenn J + I\ J gilt, d. h. wenn keine zwei Elemente j € J und i € I\ J
existieren mit j ~~ 1.

(b) P heif$t irreduzibel, falls I aus einer einzigen Klasse besteht, d. h. wenn je zwei Elemente
aus I dquivalent sind.

Man sieht leicht, dass die Einschréankung Py = (p; ;)i jes von P auf eine abgeschlossene
Klasse J von [ ihrerseits eine stochastische Matrix auf J ist. Falls P irreduzibel ist, so existieren
keine abgeschlossenen echten Teilmengen von 1.

Beispiel 9.3.4. (a) Die symmetrische Irrfahrt auf Z¢ ist irreduzibel.

(b) In Polyas Urnenschema (siehe Beispiel 9.2.6) sind keine zwei Elemente aus I = N2 fiqui-
valent. Fiir jede rg,sg € N ist die Menge {(r,s) € I: r > ro,s > so} abgeschlossen.

(c) Die Irrfahrt auf {0,..., N}(siche Beispiel 9.2.5) mit absorbierenden Réndern besitzt die
Aquivalenzklassen {0}, {1,..., N —1} und {N}. Die Mengen {0} und { N} sind abgeschlos-
sen, und es gelten {1,...,N —1} ~» {0} und {1,...,N —1} ~ {N}.

&

Es sei (Xp)nen, die zur stochastischen Matrix gehorige Markovkette. Wir fithren nun die
Ersteintrittszeit von ¢ € I ein:
T; = inf{n € N: X,, =i}. (9.3.1)

Falls die Kette den Punkt ¢ gar nicht besucht, dann setzen wir T; = oco. Man beachte, dass die
Definition von 7; die gesamte unendlich lange Kette (X, )nen, erfordert, deren Konstruktion wir
noch nicht durchgefiihrt haben (siehe Bemerkung 9.1.7). Allerdings héngt das Ereignis {T; = n}
nur von der Zeit bis n ab, kann also mit unseren Mitteln korrekt behandelt werden. Wir definieren

f =Pi(T = n) =Pi(X1 # j, Xa # J, -, X1 # §, Xn = j), i,jeI,neN. (9.3.2)

In Worten: fi(g) ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine in ¢ gestartete Kette zum Zeitpunkt n den
Punkt j zum ersten Mal trifft. Die Summe

[e.9]

fig =D 1Y (9.3.3)
n=1
liegt in [0, 1], da die Ereignisse {T; = 1},{7; = 2}, ... disjunkt sind. Man kann (und sollte) die
unendliche Summe f; ; als IP;(7T; < oco) interpretieren, d.h. als die Wahrscheinlichkeit, dass eine
in 7 gestartete Kette jemals den Punkt j besucht.
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Satz 9.3.5 (Erneuerungsgleichung). Es gilt

Py = Zf““)pg’; M, neN,iel. (9.3.4)
k=1

Beweis. Gemifl Lemma 9.1.9 gilt p(”) = P;(X,, = 7). Wir spalten das Ereignis {X,, = ¢} nach
dem ersten Zeitpunkt, an dem die Kette i erreicht, auf und erhalten

n
P = ZP =k Xy =)= Pi(Xp=i| X1 #4,..., Xpo1 # 4, Xk =) [}
Nun wenden wir (9.1.4) und Korollar 9.1.10 an und erhalten

n
Py =) PilXa=i| X =10)f}} = Zﬁ?ﬁi’i Y.
k=1

Nun kommen wir zu weiteren zentralen Begriffen der Theorie der Markovketten.

Definition 9.3.6 (Rekurrenz, Transienz). Fin Zustand i € I heif$t rekurrent, falls f;; =1,
und transient sonst.

Interpretationsgeméf heifft also ¢ rekurrent, falls die in i gestartete Kette mit Sicherheit wie-
der irgendwann einmal zu ¢ zuriick kehrt. Wir kénnen diese Eigenschaft in Termen der Potenzen
von P charakterisieren:

Satz 9.3.7. Ein Zustand v € I ist genau dann rekurrent, wenn ZneNo pg"i) = oo gilt.

Beweis. Fiir jedes s € (0,1) erhalten wir aus der Erneuerungsgleichung (siche Satz 9.3.5)

Zp(n) n:1+zsnp§7;)_1+z Zf(k) (n— k)_1_|_2fz(lz) kzp(n k) gn—k

n€eNy neN neN k=1 keN
(k) K (n) n
=13 S5 D pls
keN ne€Ng

Also haben wir fiir die beiden Funktionen
=D o pst wnd  g(s) =D [
n€Np keN

die Beziehung 7(s) = 14+m(s)¢(s) hergeleitet. Im Fall 1 = f; ; = ¢(1) machen wir den Grenziiber-
gang s T 1 und erhalten 7(1) = 1+ 7(1), was natiirlich impliziert, dass ), ., pi”z) =7(1) = oc.

Falls f;; < 1, so formen wir zunéchst um zu 7(s) = 17%45(8) und lassen dann s T 1, was auf
> neNy pinl) = 1_1]01_’1, < oo fithrt und den Beweis beendet. O

Die in Satz 9.3.7 auftretende Reihe kann interpretiert werden:

> =Y Eilx,—y) <Z H{Xn:i}>7

n€Ng neNg neNp
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also ist sie gleich der erwarteten Anzahl der Besuche in ¢ fiir die unendlich lange in ¢ gestartete
Markovkette. Der Zustand ¢ ist also nach Satz 9.3.7 genau dann transient, wenn diese Kette
ihren Startpunkt erwartungsgemifl nur endlich oft besucht.

Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigenschaften:

Satz 9.3.8. Es seien i,j € I mit i e~ j. Dann ist ¢ genau dann rekurrent, wenn j es ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Also konnen und werden wir in Zukunft auch von rekurrenten bzw. transienten Klassen
sprechen und bei Irreduzibilitéit von rekurrenten bzw. transienten Markovketten. Das Kriterium
aus Satz 9.3.7 kann man benutzen, um beispielsweise die Rekurrenz der d-dimensionalen Irrfahrt
aus Beispiel 9.2.4 zu entscheiden:

Satz 9.3.9. Die d-dimensionale symmetrische Irrfahrt auf 7. ist rekurrent fir d € {1,2} und
transient fir d > 3.

Beweisskizze. Wegen der Verschiebungsinvarianz gentigt es, die Divergenz bzw. Konvergenz der
Reihe ) -y pg’% zu untersuchen. Wir sind in der gliicklichen Lage, den Wert von pgf()) ausrechnen
zu konnen. Natiirlich ist immer pggfl) =0 fiir alle n € N.

In d =1 ist leicht zu sehen, dass p(ofg) = (2:) 272" fiir alle n € N, und Stirlings Formel zeigt,

dass p(ofg) ~ (mn) =2 fiir n — co. Also ist ZneNpg’% = oo fiir d = 1.

In d = 2 schreiben wir X,, = (X", X)) fiir die beiden Komponenten und nutzen die Beob-
achtung aus, dass die beiden Folgen (X" — X )nen, und (X + X )nen, zwei unabhingige
eindimensionale symmetrische Irrfahrten auf Z sind. Folglich ist p(ofg) = ((2;;)2’2”)2, und wie
oben sieht man, dass dies sich wie % verhilt, also ebenfalls nicht summierbar ist.

Den Fall d > 3 kann man auf den Grenzfall d = 3 zuriick fithren. Im Fall d = 3 stellt man
den Wert von p(028) mit Hilfe einer Doppelsumme dar (nach einer Aufspaltung, wieviele Schritte
jeweils in die drei Dimensionsrichtungen geschehen) und schétzt diese mit einiger Arbeit geeignet
ab, bis man sieht, dass p(ofg) von der Ordnung n=3/2 ist. [l

Im Folgenden zeigen wir insbesondere, dass die Markovkette, wenn sie in einer rekurrenten
Klasse gestartet wird, jeden Zustand in dieser Klasse mit Sicherheit besucht, siehe Lemma 9.3.13.
Zunéchst ziehen wir eine Folgerung aus der Erneuerungsgleichung.

Lemma 9.3.10. Fiir alle i,j € I gilt

dow =1 Y py

n&€Np n&eNp

Beweis. Genau wie im Beweis der Erneuerungsgleichung (Satz 9.3.5) leitet man die Beziehung

n
(n) __ (k), (n—k)
p =Y fwy;
k=1

fiir alle n € N her. Nun summiert man diese Beziehung iiber n € N, vertauscht auf der rech-
ten Seite die beiden Summationen und verschiebt die eine davon (dhnlich wie im Beweis von

Satz 9.3.7). O
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Korollar 9.3.11. Fiir alle i,5 € I gilt:

J transient — Z p(") < 0.
n€Ng

Aus dem folgenden Ergebnis folgt insbesondere, dass Klassen, die nicht abgeschlossen sind,
zwangslaufig transient sind. (Abgeschlossene Klassen konnen hingegen sowohl rekurrent als auch
transient sein.)

Lemma 9.3.12. Es seien i,j € I mit i ~» j. Falls © rekurrent ist, so gilt auch j ~> i, und j ist
dann ebenfalls rekurrent.

Beweis. Wir diirfen ¢ # j annehmen. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an,
dass 4 nicht von j aus erreichbar ist, d. h. dass p;"i) = 0 fiir alle n € Ny ist.

Sei N € N die kleinste Zahl n mit pgnj) > 0. Fiir alle n € N gilt dann P;( Xy = j, X, =) =0,
denn fir n > N gilt ja Py(Xy = 4, X, = i) = pg)pénl M =0, und fiir n < N gilt P;(Xy =
Gy X =1) = pi”z)p;f; ™ =0, denn N ist ja das kleinste n mit p(”) > 0. Daher haben wir

Pi(T; < M, Xn = §) :ZPi(Tl- =n, Xy =7) < ZIP’Z-(Xn =i, Xy =3)=0.

Also folgt

M
ST =PiTi < M) =Py(T; < M, Xy #j) <Pi(Xy #5) =1 - Pi(Xy =j) =1—p.
n=1
Nun lassen wir M T oo und beachten, dass die rechte Seite der Abschitzung nicht von M
abhingt. Mit der Rekurrenz von 4 folgt der Widerspruch 1 = fi; = > f(") <1- pg) < 1.
O

Insbesondere sind rekurrente Klassen abgeschlossen. (Transiente Klassen miissen nicht ab-
geschlossen sein.) Insbesondere ist die Einschréinkung von P auf eine rekurrente Klasse (siche
die Bemerkung nach Definition 9.3.3) wieder eine stochastische Matrix, die dann natiirlich auch
irreduzibel ist. Daher lassen sich also die einzelnen rekurrenten Klassen getrennt diskutieren.

Lemma 9.3.13. Wenn i und j in der selben rekurrenten Klasse liegen, so gilt f; ; = f;; = 1.

Beweis. Wir diirfen ¢ # j annehmen. Sei N das kleinste n € N mit p;t? > 0. Fir M > N gilt

M
Pi(Ty < M, Xy =1i) =Y Pj(Tj =n Xy =1

n=1
N-1
n N—n n—N
= AP 4 Z J(T; > N, Xy = i) [
n=1 n=N-+1

Nach Definition ist aber p;]\if_”) = 0 fiir jedes n € {1,..., N — 1}, also ist die erste Summe auf

der rechten Seite gleich Null. In der zweiten schétzen wir ab: P;(T; > N, Xy = i) < p;.]\;), also
erhalten wir aus der obigen Rechnung

Pi(T; < M, Xy =) < Z pii by < B fig
n=N+1
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Nun lassen wir M T oo und beachten, dass limy/—.oo P;j(7; < M) = limp—o 22/[:1 f;k]) = f;;=
1, also folgt
Py =PBi(Xy =1i) = lim P;(T; <M, Xy =i) <p;3fi;.
’ M—o0 ’

Wegen f; ; <1 und p;f\i]) > 0 ergibt sich f; ; = 1, und dies beendet den Beweis. O

Fin sehr handliches und simples hinreichendes Kriterium fiir Rekurrenz ist das Folgende.

Satz 9.3.14. Wenn I endlich ist, so ist jede irreduzible Kette rekurrent.

Beweis. Wegen Zjel pﬁ’}) = 1 fiir jedes n € N und jedes ¢ € I folgt, dass zu jedem ¢ ein j
existiert mit ) pg}) = oo, denn es gilt ja > /(D ,en p;"])) = 00, und irgendeiner der endlich
vielen Summanden ), p;"j) muss gleich oo sein. Aus Lemma 9.3.10 folgt > p;"]) = 00, und

es folgt die Rekurrenz von j. O

9.4 Stoppzeiten und die starke Markov-Eigenschaft

Stoppzeiten sind zufillige Zeiten, die nicht in die Zukunft blicken kénnen. Im Zusammenhang
mit Markovketten sind Stoppzeiten die Eintrittszeitpunkte gewisser Ereignisse, deren Eintreten
durch die bisherige ‘Geschichte’ der Kette beurteilt werden kann.

Im Folgenden sei (X,)nen, eine Markovkette auf I mit Ubergangsmatrix P. In diesem

Abschnitt empfiehlt es sich anzunehmen, dass alle Zufallsgrofien X,, mit n € N auf einem ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsraum  definiert sind, und das werden wir tun.

Definition 9.4.1 (Filtrierung, Stoppzeit). (a) Fir jedes n € Ny sei F,, die Menge der
Ereignisse von der Form {w € Q: X, (w) € B} mit B C I"*!, d.h. die Menge der
Ereignisse, die mit Hilfe der Zufallsgrifien X, ..., X, beschrieben werden kinnen. Die
Familie F = (Fn)nen, nennt man die zu (Xp)nen, gehorige Filtrierung.

(b) Eine Abbildung T: Q — NoU{oo} heifst eine Stoppzeit, wenn fir jedes n € Ny das Ereignis
{T =n} in F, liegt.

Eine Filtrierung ist immer aufsteigend, denn es gilt ja F,, C F, 1 fiir jedes n. Das Ereignis
{T = oo} kann man interpretieren als das Ereignis, dass die Stoppzeit T nie eintritt. Ein Beispiel
von Stoppzeiten sind die Ersteintrittszeiten T; = inf{n € N: X,, =i} in einen Punkt ¢ fiir eine
Markovkette (X, )nen,. Etwas allgemeiner definiert man die Ersteintrittszeit in eine nichtleere
Menge A C [ als
Th =inf{n e N: X,, € A}.

Falls man den Zeitpunkt 0 einbeziehen méchte, benutzt man die Stoppzeit
Sa =inf{n € Ng: X,, € A}.

Falls i € A, so gilt P;(Sa = 0) = 1. Ferner gilt fiir ¢ ¢ A die Bezichung P;(T4 = Sa) = 1.

Wir beginnen mit einer technischen Vorbereitung.
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Lemma 9.4.2. Fiir allei € I, n € Ny und alle nichtleeren A C I gilt

]P’i(TASTL—i-l pr SA<TL)
jel

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Sei A C I nicht leer. Die Funktion ha: I — [0, 1], definiert durch

ha(i) =P;(Sa < 00),

spielt in der Theorie der Markovketten eine wichtige Rolle. Insbesondere ist sie die minimale
Losung eines gewissen Systems von linearen Gleichungen:

Satz 9.4.3. Sei A C I nicht leer. Dann ist hy die kleinste Funktion I — [0,00), die das
Gleichungssystem

i) = Zpi,jhA(j)a i€\ A, (9.4.1)
Jel

lost mit Randbedingung ha(i) = 1 fir alle i € A.

Beweis. Dass h4 die Randbedingung h 4 (i) = 1 fiir alle i € A erfiillt, ist klar. Sei nun i € I\ A,
und wir wollen die Gleichung ha(i) = >_,c pijha(j) beweisen. Zunéchst benutzen wir die
Markoveigenschaft zum Zeitpunkt 1, um zu sehen, dass fiir alle N € N gilt:

Pi(1<Sa<N)=) Pi(X;=41<Sa<N)

jel
_ZP (X1 =j)Pi(1 <S4 <N | X =)
jel
= piPi(0< S < N-1).
jel

Nun lassen wir auf beiden Seiten N — oo gehen und beachten, dass h (i) = P;(Sa < o0) =
limpy oo Pi(1 <S4 < N). Da die Summanden der rechten Seite, P;(0 < S4 < N — 1), monoton
gegen h(j) konvergieren, diirfen wir die Summation mit dem Grenzwert vertauschen, und es
folgt die behauptete Gleichung.

Als Letztes zeigen wir die Minimalitéit von hy. Sei also g: I — [0,00) eine Losung von
9(i) = > ;e pijg(j) fiir i € I'\ A mit Randbedingung g(i) = 1 fiir i € A. Wir zeigen mit
Induktion nach n € Ny, dass

g(i) > Pi(Sa <n) fiir alle 7 € I. (9.4.2)

(Daraus folgt durch Grenziibergang n — oo, dass ¢(i) > lim, 0o Pj(S4 < n) = P;(S4 < 00) =
ha(i), was zu zeigen war.)

Fiir n = 0 ist (9.4.2) offensichtlich, ebenso fiir alle i € A. Sei (9.4.2) fiir ein n vorausgesetzt,
und sei ¢ € I\ A. Dann ist

i) = sz‘,jg 2 pr (Sa<n)=P(Ta <n+1)
J€el JeI
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nach Lemma 9.4.2. Da i ¢ A ist, gilt aber P;(T4 <n+1) = P;(Sa <n+1). Dies zeigt (9.4.2)
fiir n 4+ 1 und beendet den Beweis. O

Das Gleichungssystem in (9.4.1) kann man auch als E;[ha(X1)] = ha(7) fiir jedesi € T\ A
formulieren. Man sagt, dass h4 in I \ A harmonisch sei mit Randbedingung Eins (in A). Im
trivialen Fall A = () heifit das, dass hy ein Rechtseigenvektor der Matrix P zum Eigenwert Eins
ist (wenn er nicht Null wére wie hy). Ein solcher Eigenvektor ist natiirlich immer der Vektor,
der aus Einsen besteht, denn P ist ja stochastisch.

Wir kommen nun zur starken Markov-Eigenschaft. Diese besagt im Wesentlichen, dass die
gewOhnliche Markov-Eigenschaft, die in Satz 9.1.5 formuliert wurde, auch an Stoppzeiten gilt,
d. h. dass die ab einer Stoppzeit T betrachtete Restkette (X7, X7y1,...), gegeben das Ereignis
{X7 =i} fiir ein i € I, wieder eine Markovkette mit der selben Ubergangsmatrix und Start in i
ist und dass sie ferner unabhéngig von der Kette vor dem Zeitpunkt 7T ist, also unabhéngig von
(X0, X1,...,X7). Die Menge aller Ereignisse, die der Kette (Xg, X1,..., X7) zustoflen kénnen,
ist ein wichtiges System von Ereignissen:

Definition 9.4.4 (Pra-T-Ereignis). Es sei T: Q — No U {oo} eine Stoppzeit. Wir nennen
ein Ereignis A C Q ein Pra-T-Ereignis, falls das Ereignis AN{T = n} fir jedes n € Ny in F,
liegt. Die Menge aller Prd-T-Ereignisse bezeichnen wir mit Fr.

Wir definieren die I-wertige Zufallsgrofie Xp als Xp,) (w), allerdings nur auf der Menge
{w e Q: T(w) < co}. Falls T(w) = oo, so ist also X7 nicht definiert. Daraus folgt, dass das
Ereignis { X7 = i} insbesondere impliziert, dass T < oo.

Nun folgt eine exakte Formulierung der starken Markov-Eigenschaft.

Satz 9.4.5 (starke Markov-Eigenschaft). Es sei (X, )nen, €ine Markovkette, T eine Stopp-
zeit, A € Fp und B C I™ fiir ein m € N. Falls P(Xp =1i,A) > 0, so gilt

P(X[T+1,T+m] €eB | X7 = Z,A) = Pi(X[l,m] € B) (9.4.3)

Beweis. Wir multiplizieren mit P(X7 = i, A) und brauchen nur die Gleichung
P(X[T+1,T+m] € B, X1 =1, A) = PZ(X[I,m] S B)IP(XT =1, A)

zu zeigen. Dies tun wir durch Aufspaltung nach allen (endlichen) Werten, die 7" annehmen kann:
Die linke Seite ist gleich

> P(Xjot1m4m € B, Xn =i, A,T =n).

n€Ng

Da A € Fp, liegt das Ereignis AN {T = n} in F,. Also kénnen wir die gewohnliche Markov-
Eigenschaft anwenden (siehe etwa Korollar 9.1.6) und erhalten

P(X[n+17n+m] €EB,X,=i,AT=n)=PX, =i,A,T= n)IP)Z-(X[Lm} € B).
Aufsummation iiber n € Ny beendet den Beweis. O

Damit kénnen wir die Intuition hinter Satz 9.3.7 (siehe die Bemerkung danach) verschérfen:
Die Anzahl der Besuche zu einem gegebenen rekurrenten Punkt hat nicht nur unendlichen
Erwartungswert, sondern ist sogar konstant gleich oc:
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Korollar 9.4.6. Es seii € I mit p; = P;(T; = o00) < 1. Es sei V; = ZnENo I¢x,—iy die Anzahl
der Besuche in i. Dann gilt P;(V; > k) = (1 — p;)* fiir jedes k € N, d.h., V; ist unter P;
geometrisch verteilt, falls i transient ist, und konstant gleich oo, falls i rekurrent ist.

Beweis. Wir definieren die sukzessiven Zeitpunkte der Besuche in ¢ durch Ti(o) =0 und Ti(kﬂ) =
inf{n > T": X,, =i} fiir k € No. Das Ereignis {V; > k} ist also gleich dem Ereignis {T}* < oo},
falls die Kette in 7 startet. Ferner gilt offensichtlich P;(X ) =1 | T < 00) = 1. Also gilt fiir
alle k,1 € N: '

Pi(Vi>k+1|V,>1) = [PZ.(TIi(kH) < 0| Tz‘(” < )
= lim BT < T 40 | Xpo =i, T < o0)

n—0o0

= lim P{(T" <n) =Py(T" < o0)

n—0o0

Im dritten Schritt benutzten wir die starke Markov-Eigenschaft (9.4.3) mit A = {T" < co} und
B ={T" <n}.

Also ist V; auf Ny geometrisch verteilt, und zwar mit Parameter P;(V; = 1) =1 — Py(V; >
1) =1—-P(T; < 00) = Pi(T; = o0) = p;. Wie man leicht sieht, gilt dies auch im Fall p; = 0,
wobei dann V; = oo mit P;-Wahrscheinlichkeit Eins. O

Beispiel 9.4.7. Es sei (X,,)nen, die Irrfahrt auf Z wie in Beispiel 9.2.3. Wir wollen berech-
nen, wie lange die Irrfahrt im Durchschnitt benétigt, um einen gegebenen Punkt zu erreichen.
Genauer: Wir wollen Py(77 < co) und Eg(77) berechnen.

Zunichst sieht man mit Hilfe der starken Markov-Eigenschaft und der réumlichen Verschie-
bungsinvarianz der Irrfahrt ein, dass Po(T2 < 00) = Py(T} < 00)P1(Tz < 00) = Py(T < 00)? gilt
(der formale Beweis ist eine Ubungsaufgabe). Ferner benutzt man die (gewdhnliche) Markov-
Eigenschaft zum Zeitpunkt Eins, um die Gleichung Py(77 < o0) = p+ (1 — p)P_1(T1 < o)
aufzustellen. Wieder mit Hilfe der Verschiebungsinvarianz und der ersten Beobachtung erhilt
man die quadratische Gleichung Po(7} < 00) = p + (1 — p)Po(T} < o0)?. Diese hat die beiden
Losungen

1+/T—4p(l—p) 1+2p—1]
2(1 —p) 2(1 —p)

Po(T1 < 0) = oder

1-p°

Im Fall p > % ergibt sich sofort, dass Po(7} < 00) = 1, denn % > 1 fiir p > % Im Fall p < %
gilt Po(71 < o0) = ﬁ < 1, aber unsere Mittel reichen derzeit noch nicht aus, dies zu beweisen.?
Fiirp > % erreicht die Irrfahrt also den Punkt 1 von 0 aus mit Sicherheit, und man zeigt mit der
starken Markov-Eigenschaft leicht, dass dann auch jedes andere ¢ € N mit Sicherheit erreicht
wird.

Mit der (gewohnlichen) Markov-Eigenschaft leitet man im Fall p > % auch leicht die Bezie-
hung Eo(71) = p+ (1 —p)[1 + E_1(71)] her, und die starke impliziert, dass E_1(71) = Eo(T%) =

2 (T7). Also gilt Eo(T7) = %, was im symmetrischen Fall gleich oo ist. &

2Dies folgt etwa aus dem Starken Gesetz der Grofen Zahlen, zusammen mit dem Hinweis auf Eq(S1) < 0, d. h.
es gilt insbesondere lim, .o S, = —co mit Po-Wahrscheinlichkeit Eins.
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9.5 Gleichgewichtsverteilungen

Im Allgemeinen héngt die Verteilung einer Markovkette zu einem gegebenen Zeitpunkt auf sehr
komplizierte Weise ab von der Startverteilung (und natiirlich von dem Zeitpunkt). Oft gibt es
aber fiir eine gegebene Ubergangsmatrix spezielle Verteilungen, so dass die mit dieser Verteilung
gestartete Kette zu jedem Zeitpunkt dieselbe Verteilung besitzt, ndmlich diese Startverteilung.
Man sagt, die Kette sei dann im Gleichgewicht bzw. sie sei stationdr.

Wie bisher sei I eine hochstens abzéhlbare Menge und P eine stochastische Matrix auf 1.
Wir wollen jede Abbildung v: I — [0, 00) ein Maff nennen und erinnern uns, dass ein Maf v eine
Verteilung heiflt, falls ) ;. ; v(i) = 1 gilt. AuBerdem erinnern wir uns, dass v P das Matrixprodukt

(vP)(j) = > ;e v(i)pi,; bezeichnet.

Definition 9.5.1 (invariantes Maf3, Gleichgewichtsverteilung). Fin Mafl v heisst inva-
riant fir P, falls vP = v gilt, d.h. falls v ein (nichtnegativer) Links-Eigenvektor von P zum
Eigenwert 1 ist. Falls v eine Verteilung und invariant ist, nennt man v auch eine Gleichge-
wichtsverteilung fir P.

Bemerkung 9.5.2. (a) Wenn I endlich ist, kann jedes invariante Mafl zu einer Gleichge-
wichtsverteilung normiert werden.

(b) Die Frage, ob P ein invariantes Maf} besitzt, ist a priori nicht leicht zu beantworten. Man
muss im Prinzip das Gleichungssystem v P = v 16sen und priifen, ob es eine nichtnegative
Losung v gibt.

(c) Offensichtlich ist ein fiir P invariantes Mafl auch fiir jede Potenz von P invariant. Falls
P irreduzibel ist und v # 0 ein invariantes Maf ist, so ist v(i) > 0 fiir jedes i € I. Denn
wegen v # 0 existiert ein ig € I mit v(ip) > 0, und dann folgt fiir jedes ¢ € I (mit einem
n € N, so dass pig)l > 0): v(i) > V(io)pégfl- > 0.

(d) Wenn v eine Gleichgewichtsverteilung ist, dann gilt fiir jedes n € Ny und jedes j € I:

P (Xn =j4) = v(i)p = v(j),
i€l

d. h. die mit Verteilung v gestartete Kette hat zu jedem Zeitpunkt die selbe Verteilung v.
&

Sehr oft kann das invariante Mafl nicht sinnvoll explizit angegeben werden, und es gibt
wenige Beispiele, in denen das invariante Mafl eine der bekannten Verteilungen ist. Fiir die
symmetrische Irrfahrt auf Z (siehe Beispiel 9.2.3) ist die Gleichverteilung auf Z invariant, aber
offensichtlich kann man sie nicht zu einer Gleichgewichtsverteilung normieren. Fiir die Irrfahrt
auf {0,...,N} (siche Beispiel 9.2.5) mit absorbierenden Réndern 0 und N sind die beiden
Verteilungen invariant, die auf {0} bzw. auf { N} konzentriert sind. Fiir weitere Beispiele siche
Lemma 9.5.8 und Beispiele 9.5.9 und 9.7.4.

Fiir den Rest dieses Abschnittes setzen wir voraus, dass P irreduzibel ist, also dass I aus
einer einzigen Aquivalenzklasse besteht. Zunéchst zeigen wir, dass im Falle der Rekurrenz immer
mindestens ein invariantes Maf} existiert, und zwar, fiir beliebiges k € I, das Maf} 7., gegeben

als .
k
V(i) = Eg (Z H{ani}>-
n=1



158 KAPITEL 9. MARKOVKETTEN

In Worten: (i) ist die erwartete Zahl der Besuche in i fiir eine in k gestartete Markovkette,
die betrachtet wird bis zur ersten Riickkehr zum Startpunkt k.

Satz 9.5.3. Sei P irreduzibel und rekurrent, und sei k € I. Dann gelten:

(a) v ist ein invariantes Maf.
(b) Fiir jedes i € I gilt 0 < vx(i) < oo.

(c) vk ist das einzige invariante Maf$ mit Wert 1 in k.

Beweis. (a) Wir schreiben zunéchst (i) wie folgt:

V(i) = Eg (Z ]l{Xn:i,nng}) =Y Pu(Xp=i,n <Tp)

neN neN
=Y Pu(Xn =i, Xp 1 =jn < Tp).
neN jel

Man beachte, dass das Ereignis {n < Ty} = {T} < n — 1}° in F,,_; liegt. Also kénnen wir die
Markov-Eigenschaft zum Zeitpunkt n — 1 anwenden:

Pr(Xy =1, X1 = j,n <Tj) =Prp(Xp—1 = j,n < Ti)Pj( X1 = 1)
=Pp(Xpno1=4,n— 1< T — 1)pj;.

Dies setzen wir oben ein und erhalten nach einer Indexverschiebung

Tp—1
@) = pii > Pr(Xp=jn<Tp—1) = ij,z‘Ek<Z ﬂ{Xn=j}>
jerl n€Ng jel n=0
Tk
= ij,iEk (Z ﬂ{xnzj}> = Z’Yk(j)Pj,i-
J€el n=1 jel

(b) Auf Grund von (a) ist % auch invariant fiir P™ fiir jedes n € N, also folgt insbesondere
1 = %(k) > ’Yk(j)Pf/i fiir jedes 7 € I. Wegen der Irreduzibilitdt gibt es fiir jedes j ein n mit
p;’f,i > 0, und somit folgt v (j) < oo fiir jedes j. Andererseits folgt auch v (j) > *y/ﬁ(k)pg:; = p;:;,
was positiv ist fiir geeignetes n.

(c) Es sei A ein invariantes Mafl mit A(k) = 1. Dann haben wir A(j) = 3 e p\ iy A0)Pij + Dk,
fiir jedes j. Nun ersetzen wir auf der rechten Seite (i) ebenfalls mit Hilfe der Invarianz und
erhalten

A(J) = Z ( Z A1) iy i +pk,i>pi,j + D
iel\{k} i1el\{k}
= Z A(i1)piy iDij + Z Pk.iPij + Dk,
t,irel\{k} ieI\{k}
= Z A(i1)piy i + Pr(The > 2, X2 = j) +Pp(T > 1, X1 = j).
i,i1€I\{k}
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In dieser Weise fahren wir iterativ fort und erhalten fiir jedes n € N

n n+1
A(j) = Z A@n)(H pir,ir_l)pio,j + Zpk(Tk >, X, = j)
i0,i1mrin€I\{k} r=1 =1
n+1 min{Ty,n+1}
> Z]P’k(Tk >r, X, =j)= Ek( Z ﬂ{)@:j})-
r=1 r=1

Nun lassen wir n — oo und erhalten auf der rechten Seite v (j) als Grenzwert. Also haben wir
gezeigt, dass A\(j) > vk (j) fiir alle j € I. Daher ist A —~y, ebenfalls ein invariantes Maf. Da dieses
Maf allerdings eine Nullstelle besitzt (ndmlich in k), ist es nach Bemerkung 9.5.2(b) identisch
gleich Null. Dies beendet den Beweis. O

Zusammen mit Satz 9.3.14 wissen wir nun, dass jede endliche irreduzible stochastische
Matrix immer eine Gleichgewichtsverteilung besitzt.

Der folgende Satz 9.5.5 klart die Frage nach der Existenz von Gleichgewichtsverteilungen
und ist einer der wichtigsten Sétze iiber Markovketten. Die Antwort ist eng verkniipft mit der
erwarteten Rickkehrzeit p; = E;(T;) zu einem Startpunkt ¢ € I. Falls P;(T; = oco) > 0, so ist
natiirlich p; = co. Ansonsten kann man schreiben

pi =Ei(T) =Y nP(T;=n) = > nfy €[0,0q].
neN neN

Falls p1; < oo (d. h. falls die Irrfahrt nach endlicher erwarteter Zeit zu ihrem Startpunkt ¢ zuriick
kehrt), dann ist natiirlich P;(T; < co) = 1, die Irrfahrt also rekurrent. Mit Hilfe von u; kénnen
wir also rekurrente Zustédnde feiner unterteilen:

Definition 9.5.4 (positive und Nullrekurrenz). Fin Zustand i € I heifit positiv rekurrent,
falls p; < 0o, und nullrekurrent, falls i rekurrent, aber nicht positiv rekurrent ist.

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass die Existenz von Gleichgewichtsverteilungen dqui-
valent zur positiven Rekurrenz ist:

Satz 9.5.5. Sei P irreduzibel, dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent.
(i) Es ezistiert eine Gleichgewichtsverteilung.

(ii) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand in I.

(iii) Alle Zustinde in I sind positiv rekurrent.

Sind diese Bedingungen erfillt, so ist die Gleichgewichtsverteilung  eindeutig bestimmt und
durch 7 (i) = i gegeben.

Beweis. Die Richtung (i7i) = (i7) ist trivial. Wir zeigen nun (i7) = (4). Sei k € I mit py < oo,
dann ist wegen Irreduzibilitét die Kette rekurrent. Nach Satz 9.5.3 ist v ein invariantes MaSf.
Man sieht, dass

T, T
> () = Bk (Z H{Xn:j}> = Ey, (Z > ll{xn:j}) — Ep(T}) = e < 00, (9.5.1)
n=1

jel jel n=1 jel
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Also kann man ~; zu einer Gleichgewichtsverteilung normieren, d.h. (i) folgt.
Nun beweisen wir (i) = (i4i). Sei 7 eine Gleichgewichtsverteilung, und sei k € I. Dann ist
v = 7/7(k) ein invariantes Mafl mit (k) = 1. Nach Satz 9.5.3 gilt v = v;. Wie in (9.5.1) sieht
man, dass
. . 1 _ 1
e =Y w(i) =D ) = == D7) = == < .

A A (k) - ()

jel jeI jeI
Also ist (iii) gezeigt.

Die Zusatzaussage ergibt sich aus den obigen Beweisen. U
Also ergibt sich eine Trichotomie fiir irreduzible Markovketten:

Bemerkung 9.5.6 (Klassifikation). Jede irreduzible Markovkette gehort immer zu genau

einem der folgenden drei Fille:
e Die Kette ist transient, fiir alle ,j € I gilt P;(T; < 0o) < 1, und es gibt keine invariante

Verteilung.

o Die Kette ist nullrekurrent, fiir alle i, j € I gilt P;(T; < co) = 1 und E;(T}) = oo, und es
gibt zwar ein invariantes Maf}, aber keine invariante Verteilung.

e Die Kette ist positiv rekurrent, fiir alle ¢, j € I gilt E;(7};) < oo, und es gibt eine invariante
Verteilung.

<

Bemerkung 9.5.7. (i) Auf Grund von Satz 9.3.14 kann bei endlichem Zustandsraum I nur
der positiv rekurrente Fall auftreten.

(ii) Die eindimensionale einfache Irrfahrt (siche Beispiel 9.2.3) ist nullrekurrent. Denn sie ist
rekurrent (siehe Satz 9.3.9) und besitzt das konstante Maf als ein invariantes Maf}, welches
sich nicht normieren lésst.

(iii) Die dreidimensionale einfache Irrfahrt (siche Beispiel 9.2.4) ist transient und besitzt ein
invariantes Mafl (das konstante Maf}), aber keine invariante Verteilung. <

In den meisten Féllen, selbst bei endlichem I, kann man die Gleichgewichtsverteilung nicht
sinnvoll explizit angeben, die Formel wire zu kompliziert. Ein schones Gegenbeispiel ist die
p-Irrfahrt auf einer Gruppe, siche Beispiel 9.2.2:

Lemma 9.5.8. Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Verteilung auf G. Dann ist die
Gleichverteilung auf G eine Gleichgewichtsverteilung der p-Irrfahrt. Falls die Irrfahrt irreduzibel
ist, so ist sie auch die einzige Gleichgewichtsverteilung.

Beweis. Fiir jedes g € G ist die Abbildung h +— ¢~ 'h bijektiv auf G, und es gilt
S pgn=>_ulgth) =Y uly) =1
geG geG g'eG
O

Beispiel 9.5.9 (Bernoulli-Laplace-Diffusionsmodell). Noch ein Beispiel, in dem die inva-
riante Verteilung explizit angegeben werden kann, ist das Diffusionsmodell aus Beispiel 9.2.8.
Hier ist die hypergeometrische Verteilung v(i) = (3)(,",)/(°t") invariant auf {0,1,...,w}. <

w—1 w
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9.6 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes (und eine der wichtigsten Eigenschaften von Markovket-
ten) ist die Tatsache, dass jede irreduzible aperiodische und positiv rekurrente Markovkette bei
divergierender Laufzeit gegen ihre Gleichgewichtsverteilung konvergiert. Hierbei nennen wir ei-
ne Markovkette bzw. ihre Ubergangsmatrix P aperiodisch, wenn fiir jedes i € I die sogenannte
Periode von 1,

d; = ggT{n € N: pgj? > 0},

gleich Eins ist. Wir wollen uns im Folgenden auf aperiodische Markovketten beschrénken, d.h.
wir werden voraussetzen, dass d; = 1 fiir jedes ¢ € I gilt. Unser Hauptergebnis ist:

Satz 9.6.1. Es sei P irreduzibel, aperiodisch und positiv rekurrent mit Gleichgewichtsverteilung
. Dann gilt fir alle i,j € I:
lim pg}) = 7(j).

n—oo

Als Ubungsaufgabe zeigt man leicht, dass auch fiir jede Startverteilung v und jedes j € I
gilt: limy, oo P, (X, = j) = w(j). Falls die Markovkette nicht aperiodisch ist, also wenn sie etwa
die Periode d > 1 hat®, dann zeigt man leicht, dass die Matrix P? auf gewissen Teilmengen
aperiodisch ist, und kann Satz 9.6.1 auf geeignete Teilmatrizen von P?% anwenden.

Als Vorbereitung des Beweises von Satz 9.6.1 charakterisieren wir die Aperiodizitét:

Lemma 9.6.2. P ist genau dann irreduzibel und aperiodisch, wenn fir jede i,j € I ein ng € N
existiert, so dass py}) > 0 fir alle n > ng gilt.

Beweis. Dieser Beweis ist ldnglich und benutzt ausschliefllich zahlentheoretische Argumente
und wird daher weggelassen. Siehe etwa [Se81]. O

Beweis von Satz 9.6.1. Wie immer sei (X, )nen, eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P und
Start in ¢ unter P;. Wir wollen also zeigen, dass P;(X,, = j) fiir n — oo gegen 7(j) konvergiert.

Wir benutzen ein sogenanntes Kopplungsargument, das die Untersuchung der betrachteten
Markovkette (X,,)nen, koppelt mit einer weiteren, unabhéngigen Markovkette (Y, )nen, mit der
selben Ubergangsmatrix, wobei allerdings (Yn)nen, mit der Gleichgewichtsverteilung 7 gestartet
wird. Daraus folgt, dass die Verteilung von Y, zu jedem festen Zeitpunkt n exakt gleich 7 ist,
siche Bemerkung 9.5.2(d). Unsere Hauptaufgabe besteht nun darin zu beweisen, dass die erste
Kette irgendwann einmal die zweite trifft, d. h. dass sich beide Ketten jemals im selben Zustand
befinden. Mit anderen Worten, wir werden zeigen, dass die Treffzeit

T =inf{n € Ng: X,, =Y,,}
mit Sicherheit endlich ist. Dann definieren wir die gekoppelte Kette (Z,,)nen, durch

X, firn<T,
Zp =
Y, firn>T,

3Man kann leicht zeigen, dass die Periode eine Klasseneigenschaft ist, d.h. dass die Abbildung i — d; konstant
auf den Klassen ist.
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und zeigen, dass (Z,)nen, ebenfalls eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P ist. Danach ist
der Beweis schnell beendet.

Wir kommen zu den Details. Als Erstes sicht man, dass die Paar-Markovkette (X, Yy )nen,
die Ubergangsmatrix P auf I x I mit p(”) (k) = Pikpju fur alle ¢,j,k,1 € I besitzt. Fir

alle n € N gilt auch p' p(”) ) = Pi k)p; l), wovon man sich leicht {iberzeugt. Die Aperiodizitit

von P zeigt man leicht als Ubungsaufgg\be mit Hilfe von Lemma 9.6.2 und (9.1.7). Da P die
Gleichgewichtsverteilung 7 besitzt, hat P die Gleichgewichtsverteilung 7, die gegeben ist durch
7(i,7) = mw(i)w(j) fir 4,5 € I. Also ist P insbesondere positiv rekurrent (siehe Satz 9.5.5).

Ab jetzt sei Xy =i fest. Die Markovkette (X, Y, )nen, auf I x I besitzt die Startverteilung
v(k,l) = 6;(k)m(l), wobei 0;(k) = 6; , das Kroneckersymbol ist.

Nun argumentieren wir, dass die Treffzeit T' mit Wahrscheinlichkeit Fins endlich ist. Fiir
einen beliebigen Zustand b € I sei T der erste Zeitpunkt, an dem die Kette (Xn, Yy )nen, den

Punkt (b,b) trifft. Offensichtlich ist 7' < T\). Wegen der Rekurrenz von P ist Tp,p) endlich,
also auch 7.

Nun beweisen wir, dass die oben definierte Folge (Z),)nen, eine Markovkette mit Uber-
gangsmatrix P ist. Dazu reicht es nach Lemma 9.1.5(a) zu zeigen, dass fiir alle n € N und alle
10y - -, 1n € 1 gilt:

P5(Zj0,n) = ijo,n)) = di(i0) sz‘r,l,z;- (9.6.1)
r=1

Dies zeigen wir durch Aufspaltung nach allen Werten, die T" annehmen kann:

P5(Zjo,n) = jo,n) ZPA o] = ionp T =71) +Po(Zjgn) = ijon, T > n)

= Z ]P/V\(X[O,T] = Z'[O,r]a Yv[r—i-l,n] = i[r—i—l,n]’ Yo 7& 10y -y Yro1 7£ i1, Yy = Zr)
r=0

+P'17(X[O,n] = i[O,n]7Yb £i00,..., Yy # Zn)

Nun nutzt man die Unabhéngigkeit der Ketten (X,)nen, und (Y, )nen, sowie die Markov-
Eigenschaft der Kette (Y},)nen, zum Zeitpunkt r bzw. n aus, um zu erhalten:

PE(X[O,r] = Z‘[0,7"]7 Yv[r—i—l,n] - Z.[7"—1—1,71]7 Yo # oy, Y1 #Fipo1, Y, = Zr)
= Pi(X[O,r] = Z'[O,r])]P)W(YV[r-i-l,n] = i[r—i—l,n] | Yo 7£ 10y vy Yro1 75 ip—1, Yy = Zr)
(}/0 7& iOa"'?K’—l 7é Z.T‘—17}/7’ = ZT‘)

i(io <sz] 1,zj) (Yo # do, -, Yo1 # i1, Yy = i)
und
Po(X(0.n] = ijon]s Yo # 0 - Yo 7 i) = (i (lej 1,ZJ) (Yo # oy, Yo # in).
Nun kombiniere man all diese Gleichungen und beachte, dass

n
S Pr(Yo Fidoye s Yoor Fip1, Ve = i) + Pr(Yo # o, ., Y # i) =1,
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um bei (9.6.1) anzukommen. Also ist (Z,)nen, eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P.
Nun ist der Beweis von Satz 9.6.1 leicht zu beenden. Wir schreiben p;"j) mit Hilfe von

(Zn)nen, als
Py =Pp(Zn = j) =Pp(Zn = §,T < n) +Pp(Zy = j, T > n)

und analog 7(j) als
7(j) = Pa(Yp = J) = Po(Zn = 4, T < 0) + By(Yy = J,T > ).

Somit folgt

|p§7"j) - w(j)‘ < 2P5(T > n),

und dies konvergiert fiir n — oo gegen Null, da ja P3(T < 00) = 1. O

9.7 Reversible Markovketten

Finen wichtigen Spezialfall von Gleichgewichtsverteilungen stellen Verteilungen dar, die die so-
genannte detailed balance condition erfiillen:

Definition 9.7.1 (reversibel). Ein Mafi v auf I heifst reversibel beziiglich der stochastischen
Matriz P, falls fir alle i,5 € I gilt: v(i)p;; = v(j)pji. In diesem Fall nennen wir auch P
reversibel.

Bemerkung 9.7.2. (a) Esist offensichtlich, dass jedes reversible Maf} invariant ist. Im positiv
rekurrenten Fall ist also die Gleichgewichtsverteilung der einzige Kandidat fiir eine reversi-
ble Verteilung. Allerdings sind bei weitem nicht alle Gleichgewichtsverteilungen reversibel.
Die Reversibilitéit ist eine sehr spezielle Eigenschaft.

(b) Der Begriff der Reversibilitdt kommt von der folgenden Eigenschaft her: Wenn 7 eine
reversible Verteilung ist, so ist die Verteilung der Markovkette unter P, invariant unter
Zeitumkehr, d. h. fiir alle n € N und alle i, 41, ...,i, € I gilt

P (Xo =d0y..., Xn =in) =Pr(Xo =in,..., Xpn = ip).

Diese Eigenschaft rechnet man leicht als Ubungsaufgabe nach.

<&

Es folgen zwei Beispiele, in denen die reversible Gleichgewichtsverteilung existiert und ex-
plizit angegeben werden kann.

Beispiel 9.7.3. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Verteilung auf G mit pu(g) = u(g—!) fiir
jedes g € G. Dann ist die Gleichverteilung auf G reversibel fiir die p-Irrfahrt auf G (siehe Bei-
spiele 9.2.2 und 9.5.8). Dies sicht man leicht, indem man nachrechnet, dass die Ubergangsmatrix
P symmetrisch ist. <&

Beispiel 9.7.4 (Ehrenfests Urnenmodell). Wir betrachten das Ehrenfest-Modell von Bei-
spiel 9.2.7. Als Ubungsaufgabe rechnet man nach, dass die Binomialverteilung (k) = (]]Z)Q_N
reversibel ist.
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Eine andere Betrachtungsweise macht es moglich, die reversible Verteilung durch Deduktion
zu finden. Wir erweitern das Modell, indem wir den Aufenthaltsort jeder einzelnen Kugel regi-
strieren: ‘0’ fiir die linke Urne, ‘1’ fiir die rechte. Dann ist der Vektor der N Aufenthaltsorte der
N Kugeln ein Element des neuen Zustandsraumes {0,1}?. Wir kénnen diesen Zustandsraum
als eine Gruppe auffassen, wobei die Verkniipfung die Addition modulo 2 ist. Die Markovkette
der N Labels gehorcht der Regel, dass zu den Zeitpunkten 1,2,... ein zufillig gewéhltes der N
Indizes geflippt wird. Dies ist eine p-Irrfahrt im Sinne von Beispiel 9.2.2 mit p(z) = %, falls
x = (x1,...,2N) genau eine von Null verschiedene Komponente hat. Nach Beispiel 9.7.3 ist die
Gleichverteilung reversibel fiir diese Irrfahrt. Projiziert man diese Verteilung wieder zuriick auf
die Anzahl der Kugeln in der linken Urne, erhilt man gerade die Binomialverteilung.

Da die Kehrwerte der Verteilung 7 (k) gerade die erwarteten Riickkehrzeiten zu k sind, erhilt
man die interessante Folgerung, dass das System im Mittel viel spéter in seinen Anfangszustand
zuriickkehrt, wenn es in einem extremen Zustand startet (d.h. alle Kugeln in einer Urne), als
wenn es mit etwa ausgeglichenen Kugelbestinden beginnt. &

Beispiel 9.7.5 (MCMC). In vielen Anwendungen des Konvergenzsatzes 9.6.1 dreht man den
Spief folgendermaflen um: Auf einer endlichen Menge I hat man eine gewisse Verteilung
gegeben und mochte eine Stichprobe mit dieser Verteilung ziehen, d. h. man m&chte eine Zufalls-
variable mit der Verteilung 7 generieren. Diese Aufgabe ist zwar endlich, aber in den meisten
Féillen hochst nichttrivial, weil I oft gigantisch grof3 ist. Ein beliebter Ansatz ist die sogenannte
Markov Chain Monte Carlo Methode: Man wahlt eine Markovkette, deren invariante Verteilung
m ist, und man lésst diese Kette mit einem beliebigen Startwert ‘gentigend lange’ laufen, bis man
auf Grund von Satz 9.6.1 meint, dass die Kette ‘nahe genug’ an 7w heran gekommen ist. Dabei
wihlt man meist eine Ubergangsmatrix mit vielen Nullen, so dass 7 sogar reversibel ist, etwa
die Matrix P = (pi,j)i,jel mit

D= {Qz‘,j min{l, %}, falls i # 7,
1, — ‘ .
1- zke[\{i} Dik> falls i = j,

wobei @ = (gi,j)i,jer eine stochastische ‘Referenzmatrix’” auf I ist (mit vielen Nullen). Dieser An-
satz wird der Metropolis-Algorithmus genannt. Man beachte, dass nur die Quotienten 7 (j)/7(7)
bekannt sein miissen, die bei geeigneter Wahl von () meist nicht extrem klein oder extrem grof3
sind und deren Berechnung dann auch nicht aufwendig ist.

Der Vorteil einer solchen MCMC-Methode ist, dass sie einfach zu definieren und zu imple-
mentieren ist. Der Nachteil ist, dass man oft keine guten Kriterien hat, wann man die Iteratio-
nen abbrechen sollte. In jedem Fall werden Abschétzungen fiir die Konvergenzgeschwindigkeit
benotigt, und es ist oft nicht leicht, effektive Abschitzungen zu erhalten.

Viele Beispiele fiir zu simulierende Verteilungen kommen aus der statistischen Physik, wo auf
Gitterkonfigurationsriumen der Form I = {0,1}*», wobei A,, = Z%N[—n,n]¢ eine groBe Box ist,
gewisse Verteilungen der Form 7 (i) = ﬁe*ﬁH"(i) gegeben sind, wobei Z,, 3 die Normierung ist,
G > 0 ein Stiarkenparameter und H,,: [ — R eine Hamiltonsche Abbildung. Dies ist ein Maf, das
Konfigurationen i mit kleinem Wert von H,,(i) bevorzugt, und dieser Effekt ist desto stérker, je
groBer (3 ist. Ein Beispiel ist die Anzahl der 0-1-Ubergénge H,, (i) = D ryehn: lo—yl=1 iz —iy|, das
ein Stiick Eisen modelliert (Ladung in Nachbarpunkten soll méglichst oft gleich gerichtet sein),
oder die Anzahl der Nachbarpaare, in denen ein Molekiil sitzt, H, = #{(z,y) € A2: |z — y| =
1,i, =i, = 1}. o



Kapitel 10

Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt wenden wir uns Folgen von Zufallsgréfien und ihrer Verteilung zu. In Ab-
schnitt 10.1 diskutieren wir die Frage, ob die ganze Folge als eine einzige Zufallsgriofie aufgefasst
werden kann, und wodurch die Verteilung dieser Zufallsgrofle festgelegt werden kann. Insbeson-
dere werden wir Folgen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsgréffien konstruieren
und unendlich lange Markovketten. Das Hauptmittel dabei wird der Satz von Ionescu Tulcea
sein; siehe Satz 10.1.14. In Abschnitt 10.2 stellen wir einen weiteren wichtigen Typ stochastischer
Prozesse vor: jene, deren Verteilung sich nicht bei zeitlicher Verschiebung #ndert. Das Haupter-
gebnis dieses Abschnittes ist der Birkhoff’sche Ergodensatz, eine kraftvolle Verallgemeinerung
des Starken Gesetzes der Groflen Zahlen.

10.1 Konstruktion stochastischer Prozesse

Im gesamten Abschnitt seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (E, &) ein messbarer
Raum.

Definition 10.1.1 (stochastischer Prozess). Jede Folge X = (X,,)nen, von (E,E)-wertigen
Zufallsgrofien X,,: Q — E heifst ein E-wertiger stochastischer Prozess. Im Fuall (E, &) = (R, B)
spricht man einfach von einem stochastischen Prozess.

Wir kénnen also einen stochastischen Prozess X = (X,,)nen, als eine ENo-wertige Abbildung
auffassen, deren Projektionen X,, = m,0X Zufallsgréfien sind. Die sogenannten eindimensionalen
Projektionen m,: ENo — E (siche Bemerkung 6.9.2) sind gegeben durch

Tn ((xk)keNo) = Tn-

Machen wir uns kurz klar, dass dann X eine (ENo, £No)wertige ZufallsgroBe ist. Dazu erinnern
wir zunichst daran, dass wir in Abschnitt 6.9 auf dem Folgenraum EYo die Produkt-o-Algebra
E®No eingefithrt haben. Nach Definition 6.9.1 ist £2M0 die kleinste o-Algebra auf ENo, so dass
alle eindimensionalen Projektionen 7, messbar sind.

Lemma 10.1.2. Es seien X1, X2, X3,...: Q — E Abbildungen. Dann ist X = (X, )nen, genau
dann ein stochastischer Prozess, wenn X eine (ENo, €8N0 _wertige Zufallsgrifie ist.

165
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Beweis. Falls X: Q — ENo messbar ist, so ist es auch jedes X,, = m, o X, denn m, ist messbar.
Wenn umgekehrt jedes X,,: Q — E messbar ist, so ist wegen X~ !(7,;1(A)) = X1 (A) € F fiir
jedes A € £ und alle n € Ny das Urbild-Mengensystem Xfl(UneNO 7, 1(E)) in F enthalten.
Da das Mengensystem (J,,cy, 7 1(&) per definitionem die o-Algebra £¥No erzeugt, folgt die
Messbarkeit von X aus Lemma 6.4.3. O

Die Verteilung von X ist also einfach seine Verteilung als eine (ENo, £5No)_wertige Zufalls-
groBe, also das Wahrscheinlichkeitsmal PoX~! auf (ENo, £8MNo). Die uns im Folgenden interessie-
renden Fragen werden nur von dieser Verteilung abhéngen, also ist es keine Einschrankung, wenn
wir annehmen, dass der zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum (€, F,P) von der Form
(ENo, £2No P ist und dass die Komponenten X,, des Prozesses die Koordinatenprojektionen 7,
sind: Falls ndmlich X ein stochastischer Prozess auf einem abstrakten Wahrscheinlichkeitsraum
(9, F,P) ist, so bilden die Projektionen 7,,: ENo — E einen auf (EN0, £%No PoX~1) definierten
Prozess, der die selbe Verteilung wie X besitzt.

Die Beschreibung der Verteilung eines stochastischen Prozesses ist nicht ganz einfach und
wird meist iiber die Verteilungen der endlichdimensionalen Projektionen o,: EN0 — E"T1 ge-
macht, die definiert sind durch

Qn((ﬂck)keNO) = (zo,...,Tn).

Mit Hilfe von Bemerkung 6.9.3 sieht man leicht, dass £¥M0 auch die kleinste o-Algebra auf ENo
ist, so dass alle endlichdimensionalen Projektionen g, messbar sind.

Definition 10.1.3 (endlichdimensionale Verteilungen). Mit den endlichdimensionalen
Verteilungen eines Wahrscheinlichkeitsmafes Q auf (ENo, £¥No) bezeichnen wir die Bildmajfe
Qooy! auf (B, £80HY),

Es ist meist leicht, fiir jedes n € Ny die Verteilung eines Zufallsvektors (Xé"),...,X,%"))
auf E"t! anzugeben. Dann erhebt sich die natiirliche Frage, ob wir diese Zufallsgréfien als den
Beginn genau eines stochastischen Prozesses (X¢, X1, Xo, ... ) auffassen konnen, d. h. ob es einen
Prozess X so gibt, dass die Verteilungen der Vektoren (X", ..., X5"”) und (X, ..., X,,) fiir jedes
n € Ny iiberein stimmen. Mit anderen Worten, wir stellen die beiden Fragen:

1. Legen die endlichdimensionalen Verteilungen einer Verteilung auf (ENo, £8No) diese Ver-
teilung eindeutig fest?

2. Gibt es zu einer vorgegebenen Folge von Verteilungen Q,, auf (E"+!, £2("+1)) eine Vertei-
lung Q auf (ENo, £2No) mit Q o o} = Q,, fiir alle n € Ng?

Die Anwort auf die erste Frage ist leicht zu geben und lautet immer Ja:

Lemma 10.1.4. Die Folge der endlichdimensionalen Verteilungen Q o o,,* bestimmt das Mafs
Q auf (ENo £¥No) eindeutig.

Beweis. Durch die Verteilungen Q o o,,! wird @ auf dem durchschnittstabilen Erzeugenden-
system |, e, 0, 1 (E®2HD)) yon £8No (siehe Bemerkung 6.9.3) eindeutig festgelegt. Nach dem

n

Eindeutigkeitssatz 6.2.8 ist Q auch auf 2N eindeutig festgelegt. O
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Beispiel 10.1.5. Die eindimensionalen Verteilungen legen ) im Allgemeinen nicht eindeutig
fest: Man betrachte eine Folge (X, )nen, unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgrofen und die
Folge (X )nen,, die durch X] = Xj fiir alle n € Ny definiert wird. <&

Die Antwort auf die zweite Frage ist viel schwieriger und lautet Ja unter einigen ein-
schrankenden Bedingungen. Zunéchst sieht man relativ leicht ein, dass eine gewisse Vertréglich-
keitsbedingung erfiillt sein muss, damit iiberhaupt eine Chance besteht, ein Wahrscheinlichkeits-
maf @ zu finden mit Q o o,;} = @, fiir alle n. Bezeichnet niimlich

Pn En+1 - En, gDn(‘TO, s 7xn) = (LEO, s 7$n71)?

die Projektion auf die ersten n Koordinaten, so gilt g,,—1 = ¢y, © gy, also auch Q;Lil =0, ot
Wenn also Q o o,! = Q, fiir alle n, so gilt

Qn_1 :Qogflil :Qogglogpfll :Qnogpfll. (10.1.1)

Definition 10.1.6 (vertriglich, konsistent). Eine Folge von Mafien Q,, auf (E"*1, £8(+1))
heift vertriglich oder konsistent, falls fiir jedes n € N gilt: Qn_1 = Qn 0 ;L.

Eine Folge (X((]"), . ,Xfl"))nENO von Zufallsvektoren heifit konsistent, wenn die Folge der
Verteilungen von (Xé”), ..., X\") konsistent ist, d.h. wenn gilt:

n n D no e
(XM, LX) = (X X)), n €N,

wobei wir an die Schreibweise 2 erinnern, die Gleichheit in Verteilung bezeichnet. Die Konsistenz
der Folge ist intuitiv gleichbedeutend damit, dass die Kette sich sukzessive zeitlich fortschreitend
entwickelt, ohne in die Zukunft zu sehen. Man spricht auch manchmal — etwas schlampig — von
der Konsistenz der Folge (X}, )n, muss aber immer im Gedéchtnis behalten, dass die Konsistenz
der Folge der endlich dimensionalen Verteilungen gemeint ist.

Beispiel 10.1.7. (i) Folgen von unabhingigen Zufallsgréfen und Markovketten im Sinne der
Definition 9.1.3 sind konsistent, siche auch Bemerkung 9.1.7. Genauer ausgedriickt, gilt Fol-
gendes: Wenn die Verteilung des Zufallsvektors (X, (()"), ..., X" auf einer diskreten Menge
I"+1 gegeben ist durch

P((Xén)7 oo 7X7(Ln)) = (Z.07 oo 7Zn)) = V(iO)pio,il ot Dig 1y Z‘07 oo 7in € Iv

wobei v eine Verteilung auf I ist und P = (p; ;)i jer eine stochastische Matrix, so rechnet
man leicht nach, dass (Xé"), e ,X;;fl) und (Xé"fl), .., X" die selbe Verteilung be-
sitzen. Das gilt auch noch fiir zeitlich inhomogene Markovketten, wo die Ubergangsmatrix
vom Zeitpunkt abhéingen darf.

(ii) Ein weiteres Beispiel fiir eine konsistente Folge ist ein Prozess (X}, )nen,, der dem Baugesetz
Xni1 = fn(Xo,...,X,) fiir eine Folge von geeigneten zufilligen Abbildungen f,,: E"! —
E gehorcht, wobei der eingespeiste Zufall unabhéingig ist von (Xp,)s,.
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Keine Konsistenz liegt vor, wenn (Xé")7 o, XY fiir jedes n € Ny gleichformig verteilt ist
auf der Menge aller n-schrittigen Nichstnachbarschaftspfade im Z? (mit d > 2), die im
Ursprung starten und keinen Punkt zweimal besuchen (Ubungsaufgabe). Dies ist ein Mo-
dell fiir eine Polymerkette und wird der self-avoiding walk oder selbstvermeidende Irrfahrt
genannt.

Pfadmafle P,, von der Form

dPy, _ 1 BH.(z0, )
P (... Tpn) = Znﬁe ,

wobei H,,: (R*)"*! — R eine Energiefunktion, 3 > 0 ein Stirkenparameter und Zn.p die
Normierungskonstante sind und P die Verteilung einer Irrfahrt im R¢, sind im Allgemeinen
nicht konsistent. Dies kann man als eine Ubungsaufgabe am Beispiel des self-repellent walk
nachrechnen, wo P die Verteilung der einfachen Irrfahrt auf dem Z? ist (siehe Beispiel 9.2.4)
und Hy (2o, - .., Zn) = X o<icj<n Lzi=z,} die Anzahl der Selbstiiberschneidungen des Pfa-
des ist.

Eine Ausnahme von der Faustregel in (iv) liegt vor, wenn die Dichte, mit der P,, aus P
konstruiert wird, die folgende besondere Eigenschaft besitzt. Sei (X, )nen eine Folge von
Zufallsgrofien, und sei (My,)nen, ein nichtnegatives Martingal, d.h., fiir jedes n € N sei
M,, > 0 integrierbar und messbar beziiglich o(X1,...,X,) mit E[M, | X1,...,X—1] =
M,,_1, sowie My = 1. Dann ist die durch dP,, = M,, dIP gebildete Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaBen P,, konsistent (Ubungsaufgabe).

Bei der Frage nach der Existenz eines Mafles Q mit Q o o,;! = @, fiir alle n miissen wir
also mindestens die Vertriglichkeit der Folge (Qy)nen, voraussetzen. Allerdings lautet auch in
diesem Fall die Antwort nicht immer ‘Ja’. Wir werden aber im Satz 10.1.14 ein hinreichendes
Kriterium angeben, das die Existenz von @ in praktisch allen fiir die Wahrscheinlichkeitstheo-
rie interessanten Félle sichert. In diesem Satz wird vorausgesetzt, dass die Mafle ), auf eine
bestimmte Weise mit Hilfe von Markovkernen gegeben sind, die wir ja in Definition 7.3.21 ein-
gefithrt haben. Machen wir uns zunéchst klar, wie diese Konstruktion funktioniert und dass
diese Voraussetzung zumindest fiir polnische Rdume E keine Einschriankung darstellt.

Lemma 10.1.8. (i) Fualls fiir jedes n € Ny ein Markovkern K, von (E"1,£20+D) nach

(E,E) existiert, so dass gilt:

Qni1 (d(xo, . ,xn+1)) =Qy (d(a:o, . ,a:n))Kn((xo, cey )y da:n+1), (10.1.2)

so0 ist die Familie (Qn)nen, konsistent.

(ii) Falls (E,&) ein polnischer Raum mit seiner Borel-o-Algebra ist und (Qn)nen, eine konsi-

stente Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen Q,, auf (E™1, €241 5o gibt es zu jedem
n € Ny ein Markovkern K, von (E"T1, €200 nach (E,£), so dass (10.1.2) gilt.

Wir verzichten auf einen strengen Beweis von Lemma 10.1.8 und begniigen uns mit ein paar
Erldauterungen. Die Verteilung @Q,,+1 von (Xo,..., X,+1) wird also in (10.1.2) rekursiv konstru-
iert, indem man mit @,, den Vektor (X, ..., X,) ‘auswiirfelt’ und dann mit dem Wahrschein-
lichkeitsmafl K, ((xq,...,x,),) die Zufallsgrofie X, 1, und die Verteilung des resultierenden
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Vektors (Xo, ..., Xp+1) ist Qpni1. Man sollte Ky, ((xo,...,zy,), A) als die bedingte Wahrschein-
lichkeit interpretieren, dass X,11 in A liegt, gegeben {X¢ = xq,..., X, = x,}. Mit anderen
Worten, der Kern K, ist eine Version der bedingten Verteilung von X, 11 gegeben (Xo, ..., X,);
siche Abschnitt 7.3. Die Konsistenz der @), ist leicht aus (10.1.2) herzuleiten, sie folgt auch aus
(10.1.3) weiter unten. In dem Spezialfall, dass K, ((zo,...,%n),dTnt1) = K(zy,dx,41) gar nicht
von xg, ..., x,—1 oder n abhingt, haben wir also eine homogene Markovkette vor uns, und wenn
K(zp,dz, 1) = p(dx,y1) nicht einmal von x,,11 abhingt, so sind die X,, unabhéngig.

Unter der Vertrdglichkeitsbedingung @, = Qny1 © gpfl}rl ist die Verteilung von X,(;fll)
tatséchlich die bedingte Verteilung (unter Q,+1) gegeben (X(()"“), LX) was ja die selbe
Verteilung wie (X{”,..., X5") besitzt. Aus dem Satz 7.3.25 iiber die Existenz einer reguliren
Version einer bedingten Verteilung (man beachte, dass auch (E"+!, £2(»+1)) polnisch ist) folgt
dann, dass eine regulire Version K,, wie oben existiert, dass also @1 wie in (10.1.2) mit Hilfe
von @, und K, gegeben ist. Es wird also ausreichend vorauszusetzen, dass die ), auf diese
Weise gegeben sind, und dies werden wir in unserer Version des Satzes von Ionescu Tulcea tun.

Im Folgenden stellen wir die nétigen theoretischen Hilfsmittel bereit. Zunéchst verallgemei-
nern wir den Begriff des Produktmafles:

Definition 10.1.9. Es seien (E1,&1) und (E2, &) zwei messbare Riume und K ein Kern von
Ey nach Es. Ferner sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (E1,&1). Dann ist das Wahrschein-
lichkeitsmafl 1 @ K auf (Fh X FE2,&E1 ® &) definiert durch

(L K)(A) = K (w1, AJ)) p(dwy), Ac & ®&E,
Ey

wobei AY)) = {we € Ey: (wi,ws) € A} der wi-Schnitt von A ist.

Bemerkung 10.1.10. Man muss sich Einiges iiberlegen, um einzusehen, dass Definition 10.1.9
sinnvoll ist:

e Nach Satz 6.10.1 ist AL € &, also K (wy, AL]) wohldefiniert.
e Dass w; — K(w1, ASI)) messbar ist, sieht man ein, indem man nachpriift, dass
D={Ac& ®&: w — K(wp, A}))) ist messbar}

ein Dynkin-System ist (einfache Ubungsaufgabe) und die Mengen der Form A; x Ay mit
A; € & fir i € {1,2} enthilt (dies folgt aus K (wq, (A1 x A2)%)) = T4, (w1) K (w1, A2)).
Dann folgt aus Satz 6.2.3, dass D = & ® &, d.h. p® K(A) ist wohldefiniert fiir jedes
A€ ®E.

e Mit Hilfe des Satzes 6.8.6 von Lebesgue zeigt man, dass p ® K auch o-additiv, also ein
Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Also kénnen wir die Gleichung (10.1.2) auch kurz mit Q,1+1 = @, ® K,, ausdriicken.

Beispiel 10.1.11. (a) Fiir den Kern K aus Beispiel 7.3.22(a) (also K(z,A) = v(A) fiir ein
MaB v) ist p ® K gleich dem Produktmall p ® v.



170 KAPITEL 10. STOCHASTISCHE PROZESSE

(c) Fiir den Kern K aus Beispiel 7.3.22(c) (also K'(i,A) = >_;c 4 pi; mit einer stochastischen
Matrix P = (pi,;)ijei) ist 1 ® K gleich der Verteilung des Paars (X, X1), wenn (X,,)nen,

die Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung g auf I ist.
&

Bemerkung 10.1.12 (Randverteilungen). Wir betrachten kurz die Randverteilungen des
MaBles p ® K auf Ej bzw. Es. Zunéchst zur Begriffsbildung: Wenn 7;: Ey X Fy — E; die i-te
Projektion bezeichnet, so ist m o ;" ! die i-te Randverteilung eines Mafes m auf E; x Es. Fiir
1 =1 ist

(ne K)on* =p, (10.1.3)

wie man sich leicht klar macht, und die zweite Randverteilung wird mit /K bezeichnet, also
pK(A) =(pe K)(E; x A) = /,u(dx) K(z,A), A€ é. (10.1.4)
O

Wir bendétigen noch Verallgemeinerungen der Sétze 6.10.4 von Tonelli und 6.10.5 von Fubini:

Satz 10.1.13. Es seien (E1,&1) und (Eq,&2) zwei messbare Riume, (1 ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf (E1,&1), K ein Markovkern von E; nach Es und f: Ey x Ea — R eine messbare
Abbildung.

(a) Falls f nichtnegativ ist, so gilt
/fd(,u@K) = /(/ f(x,y)K(:c,dy)) w(dz). (10.1.5)

(b) Falls f € LY (u®K), so ist fiir p-fast alle v € By die Abbildung f(x, ) integrierbar beziiglich
K(x,-). Ferner ist [ f(-,y) K(-,dy) beziiglich pu integrierbar, und es gilt (10.1.5).

Beweis. Der Beweis folgt dem {iblichen Schema mit Hilfe von Satz 6.4.11. U

Wir formulieren nun endlich das Hauptergebnis dieses Abschnittes.

Satz 10.1.14 (Satz von Ionescu Tulcea). Es sei (E,E) ein messbarer Raum und p ein
Wahrscheinlichkeitsmap auf (E, E). Fir jedesn € Ny sei K,, ein Markovkern von (E™*1, £2(+1)
nach (E,E). Wir betrachten die induktiv durch

QO = UK und Qn - Qn—l (%4 Kn—17 n e N7

definierten Wahrscheinlichkeitsmafe Q, auf (E™+1, 20D Dann existiert genau ein Wahr-
scheinlichkeitsmafy Q auf (EN0, £5N0) mit Q 0 0t = Q,, fiir jedes n € Ny.

Man beachte, dass (Qn)nen, vertraglich ist nach (10.1.3), angewendet auf E; = E" und
= Qn_1, denn dann ist m; = @,.

Im Beweis des Satzes 10.1.14 bendtigen wir Verallgemeinerungen der Kerne K,,, und zwar
Kerne K, ,,, von E™*1 nach E™ fiir beliebiges m € N, die die m-stufigen Uberginge des Prozesses
beschreiben. (Die Interpretation dieser Kerne ist, dass K, ((zo, . ..,y ), A) gleich der bedingten
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Wahrscheinlichkeit von {(Xp41,..., Xp+m) € A} gegeben {(Xo,..., X)) = (zo,...,xy)} ist,
wenn (Xy)ken, der Prozess unter @) ist.) Wir definieren induktiv K, ; = K,, und

Knmi1(z, A) = / Kn,m(2,dy) / Knim((2,y),d2)1a(y, 2), o€ E"F Aegomtl),
m E

Dann haben wir namlich:

Lemma 10.1.15. Fiir alle n € Ng und m € N gilt Qnim = Qn @ Ky

Beweis. Wir fithren eine Induktion nach m. Der Fall m = 1 ist klar nach Definition. Es sei m > 2.
Fiir A € £20tD) B ¢ £80m=1) ynd C € € benutzen wir nach einander die Definition von Q,4m,
die Induktionsvoraussetzung, die Definition von K, ;,—1 und die Definition von @, ® K, ,,, um
zu erhalten:

Qner(A X B x C) = N BQnerfl(d(l'ay)) Kner,l((m,y),C')

:/Qn(dx) / Kmm—l(x,dy)Kn—l—m—l((xvy)’C)
A B

= /AQn(dm) Kpm(xz,B xC)

Da die Mengen der Form A x B x C mit A € £2+D B ¢ £2(m=1) ynd C € & ein durchschnitt-
stabiles Erzeugendensystem von E2(+m+1) bilden, folgt die Aussage aus dem Eindeutigkeits-
satz 6.2.8. O

Beweis des Satzes 10.1.14. Wir werden den Satz 6.2.7 von Carathéodory anwenden, miissen
aber zuvor die Mafle @,, (die ja jeweils auf verschiedenen Raumen definiert sind) auf den Raum
Q = E®No ‘iften’. Wir betten also die Definitionsbereiche (E™*!, £2("*+1) von Q,, in Q ein,
indem wir E"! durch E" x ENo ersetzen und £2*1 durch die Urbild-o-Algebra

F, = Q;Ll(g@(nJrl))

auf Q. Man beachte, dass (F,,)nen, €ine aufsteigende Folge von o-Algebren ist, deren Vereinigung

A= J 7

n€eNg

eine Algebra ist, die die Produkt-c-Algebra £2No erzeugt. Es ist klar, dass o, ': £20tD — F,
bijektiv ist, und daher das Wahrscheinlichkeitsmaf

@n :Qnogﬁl,

auf (€, F,) eineindeutig dem Wahrscheinlichkeitsma$ @Q,, auf (E™+!, £2(+1D) zugeordnet ist.
Die Vertriglichkeit der Folge (Qn)nen, ist gleichbedeutend damit, dass fiir alle n < m die
MaBe @Q,, und Q,, auf F,, iibereinstimmen. Daher bestimmen die Q,, eindeutig eine Abbildung
Q: A—[0,1]. Es ist klar, dass @ ein Inhalt auf der Algebra A mit Q(Q2) = 1 ist.

Nach dem Satz 6.2.7 von Carathéodory ist also nur noch zu zeigen, dass Q o-additiv ist,
denn dann lisst sich @ eindeutig zu einem MaB Q auf o(A) = £2No erweitern, und dann gilt
Qo o0,' = Q, fiir jedes n € Ny, und das beendet den Beweis.
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Nach Lemma 6.2.6 reicht es zu zeigen, dass Q stetig in () ist. Es sei also (By)nen, €ine
fallende Folge von Elementen aus A mit lim, .., Q(B,) > 0, dann miissen wir zeigen, dass der
Schnitt ﬂneNO B,, nicht leer ist. Als Ubungsaufgabe iiberlege man sich, dass man voraussetzen
kann, dass B,, € F, fiir jedes n € Ny gilt, und dies wollen wir nun voraussetzen.

Fiir n € Ny sei A, € £2*1) die eindeutig bestimmte Menge mit B,, = o, '(A,). Dann gilt
B, = Q;}rl(An x E) und daher A, 41 C A, x E. Wir konstruieren nun eine Folge = (2, )nen,
mit (xg,...,z,) € A, fiir jedes n € Ny. Wenn wir dies getan haben, sind wir fertig, denn es gilt
dann x € B,, fiir jedes n € Ny, also ist der Schnitt ﬂnENo B,, nicht leer.

Fiir m € Ny definieren wir Funktionen f;, ,,: E™1 — [0,1] durch fam(y) = Knm(y, Am),
wobel wir f,, o als 14, interpretieren. Man beachte, dass (frm)men, fir jedes n € N eine fallende
Folge ist, denn fiir jedes y € E"*! gilt wegen A,,,41 C Ay, X E:

fn,erl(?/) = Kn,erl(y,Aerl) < Kn,erl(y,Am X E)

:/mKmm(y,d:v)/EKner((y,x),dz)]lAme(x,z)

= /m Kpm(y,do) 14, () Kpim ((y, z), E)

Wir konstruieren nun rekursiv eine Folge = (,,)nen, mit
lim fpm((zo,...,25)) >0 (10.1.6)
m—0o0

fiir jedes n € Ny. Wegen der Monotonie in m gilt dann 14, ((zo, ..., %)) = fno((zo,...,2n)) >0,
also (zo, ..., ) € Ay, was den Beweis beendet.

Wir beginnen mit n = 0. Es gilt
/ foum(y) p(dy) = / Kom(¥: Am) Qo(dy) = Quu(Am) = Gra(Bun) = B(Bon).

Wegen lim,,, o0 @(Bm) > 0 ist also (fo,m)men, eine monoton fallende Folge, deren punktweiser
Grenzwert nicht identisch Null ist. Also existiert ein zo € E, so dass (10.1.6) gilt fiir n = 0.

Seien nun xo, ..., x, konstruiert, so dass (10.1.6) gilt. Dann gilt fir m € N:

/}Efn+17m((m0, cens iy y) Kn((zo,y - -y xn), dy)

== / Kn—l—l,m((an ceey Iy y)7 Am) Kn((x07 o 7xn)7 dy)
E

= Kpm((xo,...,2n), Am)
= fom((zo,...,zp)).

Somit ist die Folge der Abbildungen E > y — fui11.m((zo,...,2n,y)) eine in m fallende Folge,
deren Grenzwert nicht identisch Null ist. Wegen (10.1.6) fiir n gibt es also ein x, 1 € E, so dass
(10.1.6) auch fiir n + 1 gilt. O

Beispiel 10.1.16. (a) Der Satz 10.1.14 von Ionescu Tulcea garantiert die Existenz von Folgen
(Xn)nen, unabhingiger Zufallsgréfien mit beliebig vorgegebenen Verteilungen der einzel-
nen X,,. Wenn némlich p, fiir jedes n € Ny ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem messba-
ren Raum (FE, ) ist, so ist das Mafl Q,, = p10 ® - - ® py, von der Form @Q,, = Q-1 ® K1
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mit K, (2, A) = pi,+1(A) (siche Beispiel 7.3.22(a)). Also gibt es ein Ma Q auf (ENo, £&No),
so dass die n-te Projektion X,,: ENo — E die Verteilung s, hat.

(b) Auch die Existenz von Markovketten im Sinne von Kapitel 9 wird durch den Satz von
Ionescu Tulcea abgedeckt. (Dadurch wird endlich die in Bemerkung 9.1.7 aufgeworfe-
ne Frage positiv beantwortet.) Es sei P eine stochastische Matrix auf einer abz#hlba-
ren Menge I, und es sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (I,P(I)). Wir betrachten
die durch K, ((i0,---,in),in41) = Pin,ins, definierten Kerne K,. Durch Qo = p und
Qn = Qn-1 ® K,,_1 wird eine Folge (Qn)nen, von Wahrscheinlichkeitsmaflen festgelegt.
Man sieht leicht, dass @, die Verteilung einer endlichen Markovkette (Xo,...,X,) mit
Startverteilung 1 und Ubergangsmatrix P ist. Nach dem Satz von Ionescu Tulcea existiert
genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 @ auf (1o, P(I)®No) dessen endlichdimensionale Ver-
teilungen die @,, sind. @ ist die Verteilung einer unendlich langen Markovkette (X, )nen,
mit Startverteilung p und Ubergangsmatrix P. Natiirlich gilt dies auch fiir zeitlich inho-
mogene Ketten und fiir andere Verallgemeinerungen.

(c) Esseien I und J abzihlbare Mengen, und es sei (Y}, )nen, eine Folge von unabhéngigen iden-
tisch verteilten J-wertigen Zufallsgroflen. Es seien I-wertige Zufallsgrofien Xg, X1, Xo, ...
gegeben, die dem Baugesetz X, 11 = fn(Xo, ..., X, Yy) fiir eine Funktion f,,: I""'xJ — I
gehorchen. In anderen Worten: X, 11 ist eine zuféllige Funktion des gesamten ‘Vorgeschich-
te’ Xo,...,X,. Wieder zeigt der Satz von lonescu Tulcea, dass genau ein Wahrschein-
lichkeitsmaB @ auf (INo,P(I)®No) existiert, dessen endlichdimensionale Verteilungen die
Verteilungen der (X, ..., X,,) sind. Prozesse mit dieser Abh#ngigkeitsstruktur sind es, die
man bei diesem Satz im Auge hatte.

&

10.2 Stationire Prozesse und der Ergodensatz

In diesem Abschnitt behandeln wir stochastische Prozesse, deren Verteilung durch zeitliche Ver-
schiebung nicht gedndert wird, so genannte stationdre Prozesse. Wir beleuchten den Zusammen-
hang mit Maf3 erhaltenden Transformationen, und als Hauptergebnis beweisen wir den Birk-
hoff’schen Ergodensatz, der das Starke Gesetz der Groflien Zahlen als einen Spezialfall enthilt.
Es sei (92, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 10.2.1 (station&drer Prozess). Ein stochastischer Prozess X = (X, )nen, heifst
stationdr, falls X die selbe Verteilung wie der zeitlich verschobene Prozess (X p+1)nen, hat.

Wenn #: RYo — RNo der Shift-Operator ist, also 0((2,)neny) = (Tni1)nen, fiir alle Folgen
(71)nen, € RN, dann ist X stationiir, falls X und §oX die gleiche Verteilung besitzen. Dies kann
man auch schreiben als Po X! =Po (foX)™! = (PoX 1) 0f! also ist die Verteilung Po X1
gleich seinem Bildmafl unter 6. Dies nehmen wir zum Anlass zu einer Definition, die zun#chst
allgemeiner scheint:



174 KAPITEL 10. STOCHASTISCHE PROZESSE

Definition 10.2.2 (Maf3 erhaltende Transformation). Eine messbare Abbildung T': Q@ —
Q heifit eine MaB erhaltende Transformation, wenn Po T~ = P gilt. Wir sagen dann auch,
dass P invariant unter T ist oder kurz T-invariant.

Nach der obigen Bemerkung ist ein stochastischer Prozess X also genau dann stationir, wenn
der Shift 6 eine Maf erhaltende Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (RNo, B&No o
X~1) ist. In diesem Falle ist P o X~! natiirlich auch die Verteilung der Folge der Projektionen
7 RNo — R denn (Tn)nen, ist die identische Abbildung auf RNo. Offensichtlich ist dann
Tpy1 = Ty 0 0 fiir jedes n € Ny.

Umgekehrt kann man aus einer beliebigen, auf einem abstrakten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) definierten Maf erhaltenden Transformation einen stationéren Prozess erhalten:

Lemma 10.2.3. Es sei Y eine Zufallsgrofie und T eine Majf erhaltende Transformation auf
(Q, F,P). Definiere Xo =Y und X411 = X, 0T fiir n € Ng. Dann ist der Prozess X = (Xp,)nen,
stationdr.

Beweis. Fiir alle n € Ny und tg,...,t, € R gilt

P(Xo <to,...,Xn <ty)=PoT H(Xy<ty,...,X, <tn)
:P(XooTSto,...,XnOTStn)
=P(X1 <to,..., Xnp1 < ty).

Dies zeigt, dass die endlich dimensionalen Verteilungen von X und 6 o X {ibereinstimmen, nach
Lemma 10.1.4 also auch die von X und 6 o X. O

Also entsprechen sich die beiden Konzepte ‘stationire Prozesse’ und ‘Maf} erhaltende Trans-
formationen’ eineindeutig: Zu jedem stationiren Prozess X existiert eine P o X~ !-invariante
Transformation 7' (ndmlich der Shift § auf dem Folgenraum (RMNo B¥No P o X~1)) und dann
gilt m,41 = 7, 0 0 fiir die Projektionen, und zu jeder P-invarianten Transformation 7" und jeder
Zufallsgrofle Y existiert ein stationédrer Prozess X mit X, 11 = X,, o T fiir n € Ng. Die Tupel

IEARE L) n)ne o , Po X770, (Tn))neN
(U F,P,T,(Xn)ner,) und  (RY, B0 PoX1 0, (1,)nen,)

entsprechen einander eineindeutig. Daher ist es nur eine Sache des Geschmacks, ob man mit
einem abstrakten Raum (2, F,P, T) arbeitet oder mit dem Folgenraum (RNo, B¥No P o X~1 §).
Wir werden den abstrakten Rahmen bevorzugen, aber die wichtigsten Ergebnisse auch im Zu-
sammenhang mit stationédren Prozessen formulieren.

Bemerkung 10.2.4. Eine messbare Abbildung T": € — € ist genau dann eine Maf} erhaltende
Transformation, wenn P o T~1(A) = P(A) fiir alle A aus einem durchschnittstabilen Erzeugen-
densystem von F gilt. Dies folgt direkt aus dem Eindeutigkeitssatz 6.2.8. &

Beispiel 10.2.5. (a) Eine Folge von unabhiingigen identisch verteilten Zufallsgrofien ist ein
stationérer Prozess. Anders ausgedriickt: Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl p auf (R, B)
ist das unendliche Produktma8 ;®No shift-invariant.

(b) Wir fassen die Menge D = {z € C: |z| = 1} als einen Kreis im R? auf und betrachten die
gleichférmige Verteilung (das normierte Lebesgue-Mafl) Ap auf D mit der Spur-Borel-o-
Algebra Bp auf D. Fiir ¢ € D sei der Drehoperator T,.: D — D definiert durch T,.(w) = cw.
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Ist A C D ein Intervall, so gilt offensichtlich Ap o T, 1(A4) = Ap(A). Aus Bemerkung 10.2.4
folgt, dass T, Maf} erhaltend ist.

(c) Auf ([0,1),Bjp 1), A) betrachten wir die Transformation 7', die definiert wird durch

T(w) 2w, falls w € [0,1/2),
w) =
2w—1, fallswe[1/2,1).

Fir 0 <a<b<1ist T7'([a,b)) = [&,5) U [, HL), also folgt Ao T ([a,b) =b—a =
A([a, b)). Aus Bemerkung 10.2.4 folgt, dass 7' Maf} erhaltend ist.

(d) Jede Markovkette, die in ihrer invarianten Verteilung gestartet wird (vorausgesetzt, ei-
ne solche existiert), ist ein stationédrer Prozess, siehe auch Bemerkung 9.5.2(d), wo die
eindimensionalen Verteilungen betrachtet werden. Falls 7 eine Gleichgewichtsverteilung
einer stochastischen Matrix P auf einer abzdhlbaren Menge I ist, so gilt ndmlich fiir die
zugehorige Markovkette X = (X, )nen,, dass fiir jedes n € N und alle ig, ..., i, € I:

Pr(X(0.n] = #[0,n]) = Pr(X1,n41] = %[0,n])>

wie man leicht mit Hilfe der Invarianz von 7 unter P nachweist. Also ist der Shift-Operator
6 auch auf (INo, P(1)®No P o X~1) eine Ma8 erhaltende Transformation.

<&

Definition 10.2.6 (invariante Menge, ergodische Abbildung). (a) Es sei T: Q — Q
eine Abbildung. Eine Teilmenge A von §2 heifit invariant unter T oder T-invariant, falls
T-1(A) = A gilt.

(b) Eine Maf erhaltende Abbildung T auf (2, F,P) heifit ergodisch, falls fiir jede T-invariante
messbare Menge A gilt: P(A) € {0,1}. Wir nennen dann T auch P-ergodisch und P auch
T-ergodisch.

Bemerkung 10.2.7. Sei T':  — € messbar. Die Menge der T-invarianten messbaren Mengen,
Jr={AcF: T YA) = A}, (10.2.1)

ist eine Teil-o-Algebra von F. Falls T ergodisch ist, so sagt man auch, dass Jr P-trivial ist.
Nach Lemma 7.2.10 ist in diesem Fall jede Jpr-messbare Abbildung fast sicher konstant. &

Wenn der Shift-Operator 6 auf dem Folgenraum RNo ergodisch ist, nennt man den zugehéri-
gen Prozess ebenfalls ergodisch. Ein wichtiges Beispiel sind Folgen von unabhéngigen identisch
verteilten Zufallsgrofen:

Lemma 10.2.8. Es sei X = (X,,)nen, eine Folge von unabhingigen identisch verteilten Zufalls-
grofen auf (Q, F,P). Dann ist der Shift-Operator 0 auf (RNo, BENo P o X~1) ergodisch.

Beweis. Sei A € B®No ghift-invariant. Dann gilt fiir jedes n € N auch A = (T")71(4) =
{(@r)keny : (Tn+k)ken, € A}. Also gilt

X (A) = {w € Qi (Xpsn(W)ken, € A} € Fo = \/ X, 1(B).
k=n
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Da dies fiir jedes n € N gilt, liegt X~!(A) in der terminalen o-Algebra T, (siehe Definition 7.2.7),
die ja nach dem Kolmogorov’schen 0-1-Gesetz (siehe Satz 7.2.8; hier geht die Unabhingigkeit
ein) P-trivial ist. Also folgt P o X~1(A) = P(X~1(A)) € {0,1}. O

Dieser Beweis zeigt insbesondere, dass Jy C 7o, d. h. jedes shift-invariante Ereignis ist ein
Ereignis der infinitesimalen Zukunft. Allerdings ist im Allgemeinen Jy # 7, und es gibt auch
ergodische Mafle, beziiglich denen 7o, nicht trivial ist.!

Wir streifen kurz den Zusammenhang mit zwei wichtigen Mischungsbegriffen:

Definition 10.2.9 (mischend). Eine Maf erhaltende Transformation T auf (0, F,P) heifst
mischend, wenn fiir alle A, B € F gilt:

lim P(ANT"™(B)) = P(A)P(B), (10.2.2)

und sie heifft schwach mischend, wenn fir alle A, B € F gilt:

n—1

Tim. % S P(ANT(B)) = P(A)P(B). (10.2.3)
k=0

Im Fall des Shift-Operators 7' = 6 auf dem Folgenraum kann man A N7 7"(B) fiir grofes
n interpretieren als den Schnitt zweier zeitlich weit von einander entfernt liegenden Ereignisse,
die also asymptotisch unabhéngig werden, wenn T mischend ist. Die Begriffsbildung ‘mischend’
wird klar aus dem folgenden Beispiel.

Beispiel 10.2.10. Zum Zeitpunkt Null befindet sich in einem Gef#8, das den Raum Q C R3
einnehme, Tinte im Teil A C Q des GefdBles und Wasser im verbleibenden Teil 2\ A. Auf
Q betrachten wir das normierte Lebesgue-Mafl P. Die Abbildung 7': Q@ — 2 beschreibe einen
Schritt eines Mischungsvorgangs, etwa ein einmaliges Umriihren. Diese Abbildung erhalte das
MaB P, also soll der Mischungsvorgang die Fliissigkeit insbesondere nirgends komprimieren oder
auseinanderziehen. Fiir eine beliebige Menge B C € ist dann

ANT™™(B)={x € A: T"(x) € B}
die Menge aller Tintenpartikel, die nach n-maligem Umriihren in der Menge B sind. Daher ist

P(ANT"(B))
P(B)

der relative Anteil der Tintenpartikel in B nach n-maligem Umriihren. Wenn T mischend ist,
dann konvergiert dies gegen P(A), den Anteil der Tintenpartikel im Gefaf3. O

Als Ubungsaufgabe zeigt man leicht, dass unabhiingige identisch verteilte Prozesse (wenn
auf dem Folgenraum also ein Produktmafl betrachtet wird) mischend sind. Dieses Resultat ist
aber auch ein Spezialfall von Satz 10.2.15 weiter unten. Eine andere Ubungsaufgabe zeigt, dass
Ergodizitdt dquivalent zur schwachen Mischungseigenschaft ist. Der Zusammenhang zur Mi-
schungseigenschaft wird wie folgt geklart:

'Ein Beispiel fiir diesen beiden Aussagen liefert P = 1(5_0) + 6,1)) mit w® = (0,1,0,1,...,) und w® =

(1,0,1,0,...) € {0,1}Y (Ubungsaufgabe).
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Lemma 10.2.11. Jede mischende Mafl erhaltende Transformation T ist ergodisch.

Beweis. Sei A € F eine T-invariante Menge, dann gilt
P(A)=P(ANA)=P(ANT "(A)) — P(A)P(A) fiir n — oo.
Daraus folgt sofort P(A) = P(A)?, also P(A) € {0,1}. O

Als Ubungsaufgabe zeigt man, dass der Drehoperator T, aus Beispiel 10.2.5(b) fiir kein
¢ € D mischend ist. Auf Grund des folgenden Ergebnisses ist also Ergodizitit nicht dquivalent
zur Mischungseigenschaft:

Satz 10.2.12. Der Drehoperator T, aus Beispiel 10.2.5(b) ist genau dann ergodisch, wenn c
keine Finheitswurzel ist.

Als Vorbereitung benétigen wir das folgende maBtheoretische Resultat (Beweis als Ubungs-
aufgabe oder siche [Ba91, Satz 5.7]):

Lemma 10.2.13. Es sei A eine Algebra mit F = o(A). Dann existiert zu jedem € > 0 und zu
jedem A € F ein B € A mit P(AAB) < e.

Beweis von Satz 10.2.12. Falls ¢ eine Einheitswurzel ist, also ¢ =1 fiir ein n € N, so ist T}
die identische Abbildung. Somit ist fiir jedes A € Bp die Menge AU T, Y(A)U--- U T, "1 (A)
invariant unter 7. Wir wéhlen ein A € Bp mit 0 < Ap(4) < 1 und erhalten

n—1
0 <Ap(AUT, M (A)U---UT,™(A) <) Ap(T,F(A4) = nip(4) <1,
k=0

also ist T, nicht ergodisch.

Sei nun ¢ keine Einheitswurzel. Zunéchst machen wir uns klar, dass die Menge {¢": n € Ny}
dicht in D liegt: Diese Folge hat zunéchst (mindestens) einen Haufungspunkt wg in D. Sei e > 0,
und seien m > n mit [¢" — wp| < € und |[¢"™ —wp| < . Dann ist 0 < [¢™™™ — 1| < 2e. Daraus
folgt, dass zu jedem w € D ein k € N existiert mit |w — ™ ™| < 22. Da e > 0 beliebig ist, folgt
die Dichtheit der Menge {c¢": n € Np}.

Wir betrachten das Mengensystem A, das aus allen endlichen Vereinigungen paarweise dis-
junkter Intervalle in D besteht. Dann ist A eine Algebra. Sei A € Bp invariant unter 7, mit
Ap(A) >0, und sei 0 < € < % Nach Lemma 10.2.13 existiert ein B € A, also ein B von der Form
B = ;- I; mit n € N und disjunkten Intervallen Iy,...,I,, C D, so dass Ap(AAB) < eAp(A).
Wir kénnen annehmen, dass Ap(/;) < ¢ fiir jedes ¢ € {1,...,n}.

Wir haben
)\]]])(AAB) S E)\]D)(A) S 28(1 - 6))\]]])(14) S 26(}\]@(14) - A]]])(AAB)) S 28)\]]])(3),

und daraus folgt
i)\D(A NIL)=Mp(ANB) > Ap(B) — MAAB) > (1 —2e)A\p(B) = (1 — 2¢) i Ap(L;).
i=1 =1

Mindestens eines der Iy,..., I, — kurz mit I bezeichnet — erfiillt also die Ungleichung Ap(A N
I) > (1 — 2¢)A\p(f). Wir schreiben im Folgenden T statt T.. Auf Grund der Dichtheit der
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Menge {c": n € Ny} existieren k € N und ny,...,n; € N der Art, dass die Intervalle T-"1(]),
T-"2(I),..., T~ (I) paarweise disjunkt sind und D bis auf eine Menge von kleinerem Maf als
2¢ ausfiillen. Wegen der T-Invarianz von A und Ap gilt fiir j € {1,...,k}:

Ap(ANT (1)) = Ap(T~™(A) N T~ (I)) = Ap o T~ (AN )
= Ap(ANT) > (1—2e)Ap(I) = (1 — 26)\p (T (D)),

und dies fiihrt auf

(1—2¢)%

>
=N
=
v
]~
>
S
=
S5
3
QS
=
v
=
|
[\
&2
-
>
=N
3
3
=
v

Daraus folgt Ap(A) = 1. O

Hier ist eine Hilfestellung fiir den Nachweis der Eigenschaft des Mischens:

Lemma 10.2.14. Sei A eine Algebra mit F = o(A). Falls (10.2.2) fir alle A,B € A gilt, so
ist T maschend.

Der Beweis ist eine elementare Ubungsaufgabe, man benutze Lemma 10.2.13.

Fiir das folgende Beispiel erinnern wir an Beispiel 10.2.5(d).

Satz 10.2.15. Jede irreduzible aperiodische positiv rekurrente stationdre Markovkette ist mi-
schend beztiglich des Shift-Operators.

Beweis. Es sei X = (X,,)nen, die betrachtete Markovkette, die wir also als eine Zufallsgrofie
mit Werten in dem messbaren Raum (1Mo, P(1)®No) auffassen. Wir betrachten die o-Algebren
Fn = 0(Xo, ..., Xy,) und die Algebra A = |J,,cn, Fn- Es ist leicht zu sehen, dass o(A) = F. Nach
Lemma 10.2.14 brauchen wir nur fiir alle A, B € A die Gleichung (10.2.2) beweisen. Jedes A € A
ist von der Form A = (X()~1(C) mit m € Ng und C C I"™*! wobei X = (X, ..., X,,). Also
reicht es zu zeigen, dass fiir alle m, k € Ny gilt:

lim P(X™ € C, ("X)® € D) =P(X™ ¢ O)P(X® € D), C c 1™ D cI*t (10.2.4)

n—0o0

Zunichst machen wir uns klar, dass es hierbei reicht, (10.2.4) nur fiir endliche Mengen C und
D zu zeigen. Fiir beliebiges € > 0 und D C I**! gibt es eine endliche Menge Dy C I¥*+! mit
[IP(X® € D)—P(X® € Dg)| < e. Also folgt fiir beliebiges C' C I"™*! mit Hilfe der Shift-Invarianz:

IP(X™ e C,(0"X)® € D) —P(X" € C, ("X)™) € Dy)|
< [P((6"X)*) € D) — P((8"X)™® € Dy)|
= |P(X® € D) —P(X® € Dy)|
<e.

Ein analoges Argument gibt es fiir C'. Also reicht es, (10.2.4) nur fiir endliche Mengen C' und D
7Zu zeigen.

Wir bezeichnen wie immer die Koeffizienten der zu Grunde liegenden stochastischen Matrix
mit p; ;. Mit v bezeichnen wir die stationére Startverteilung. Fiir endliche Mengen C C [ m+l
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und D C I**t1 und fiir n > m gilt
P(X"™ e C, (0"X)*® € D)
m k
= > > V@O)(H Pz‘s_l,z‘s>P§Z“;§) (Hpjt_l,jt)-
(30,.--,tm )EC (Jo,-...Jjk)ED s=1 t=1

Nach Satz 9.6.1 konvergiert der Term p;" (= m) fiir n — oo gegen v(jp), also (wegen der Endlichkeit
der Summen) der gesamte Ausdruck gegen

Z v(ip) <ﬁpis_1,is) Z v(jo (Hpﬂ Mt) =P(X"™ e C)P(X® € D).

(105++-yim ) EC s=1 (Jo,----Jk)ED

Nun kommen wir zum Hauptergebnis dieses Abschnitts:

Satz 10.2.16 (Birkhoffs Ergodensatz). Es sei T eine Maf erhaltende Transformation auf
(Q, F,P) und X € L(P). Dann konvergiert S,, = %Z?:1 X oT? fast sicher fir n — oo gegen
eine Jr-messbare Zufallsgrife Y, fir die E(X) =E(Y) gilt.

Beweis. Wir diirfen voraussetzen, dass X nichtnegativ ist, denn anderen Falls bemiihen wir die
Zerlegung X = X+ — X~ Sei also X > 0.

Wir betrachten die beiden Zufallsgrofen X = lim SUD,, oo S Und X = liminf, .. S,. Man
sieht leicht, dass X o T = X und X = X o T gelten, also sind X und X messbar beziiglich J7.
Der Beweis des Satzes wird durch den Beweis der Aussage

/Yd{@ < /Xd]P’ < /gdub (10.2.5)

beendet werden, denn dann folgt wegen X < X sogar Gleichheit P-fast sicher nach Lem-
ma 6.5.4(b), d.h. S,, ist P-fast sicher sogar konvergent. Natiirlich reicht es, nur die erste Unglei-
chung in (10.2.5) zu beweisen, die andere geht analog.

Die Grundidee des Beweises der ersten Ungleichung in (10.2.5) ist die folgende: Fiir gege-
benes € > 0 werden wir geeignete zuféllige Zeitpunkte 0 = ng < n; < ne < ... betrachten, an
denen der durchschnittliche gemittelte Zuwachs dem Limes Superior bis auf € nahe kommt, d. h.

X(T" (W) 4 -+ + X (T 1(w)) > gy (w) — np(w)] X (w) —

Dann summieren wir iiber alle k, so dass niy1 < n, integrieren iiber w € €2, teilen durch n,
lassen n — oo und zum Schluss € | 0, und dies beendet den Beweis.

Dabei haben wir ein paar technische Probleme: Erstens kann X unbeschrinkt sein oder sogar
eventuell den Wert oo annehmen. Daher schneiden wir X ab: Fiir M > 0 sei X jy = min{X, M}.
Natiirlich hat auch X j; die Eigenschaft X j; = X p707T". Nun kénnen wir einen wichtigen Baustein
zur Definition der Folge der n; einfithren: Sei € > 0, dann setzen wir

n(w) = min{k € N: Si(w) > X —€}.
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Die Abbildung n: Q@ — N ist F-P(N)-messbar, denn fiir jedes k € N gilt
k—1
{weQnw) =k} = [{S < Xm—e}n{S >Xuy —c}
j=1
Die zweite technische Schwierigkeit besteht darin, dass die Abbildung n: Q@ — N eventuell
nicht beschrénkt ist. Aber da limy_,oc P({w: n(w) > N}) = 0 ist, kann man ein N, € N finden,

so dass
P(A) <e¢, wobei A = {w: n(w) > N:}.

Nun stutzen wir auch n(w) und X (w) zurecht: Es sei
F(w) = X(w) firwe A,

M fir w e Q\ A,

Falls X (w) > M, so ist n(w) = 1 (wegen S1(w) = X (w)), das heifit, es gilt w € A. Also haben wir

X(w) < X(w) fiir alle w € Q. Fiir w ¢ A gilt wegen n(w) = 1 und X (w) = M die Abschétzung

n(w)—1

= 2 X)) 2 Xuw) -- (10.2.6)

~ n(w) fiirw e A,
1 fir we Q\ A.

Jj=0

Diese Ungleichung gilt auch fiir w € A, denn dann ist n(w) = n(w), und wegen X < X ist die
linke Seite von (10.2.6) nicht kleiner als S, (w), also auch nicht kleiner als X p/(w) — € nach
Definition von n(w). Wegen P(A4) < ¢ gilt

/)?d]}»:/)?dp+ )?dpg/XdImMa. (10.2.7)
A Ac

Nun definieren wir rekursiv die Folge der n;, die wir am Beginn des Beweises erwdhnten:
no(w) =0 und ng(w) = np_1 (W) + (T 1@(W)), keN.

Fiir m € N sei K, (w) = max{k € N: ng(w) < m}. Wegen n(w) < N gilt m — ng,, () (w) < Ne.
Es folgt

m—1 K g () (W) —1
X(TMw)> Y  X(Tw)
Jj=0 Jj=0
nw)-1 na(w)-1 Ry (w) (W) —1 N
= X(Mw)+ Y, X(T(w)+-+ > X(T(w)).
Jj=0 J=n1(w) J=NE p (w)—1 (W)

Nun wenden wir die Ungleichung (10.2.6) nach einander an auf w, 7™ ) (w), T (W), ...,
T$m)-1®) () und erhalten aus der vorherigen Ungleichung
1

3

X(T7 (@) = (@) [Xar(w) = e] + (n2(w) = n1(@)) [X (T (@) — €]

=0
+o ot (M ) (@) = T (o)1 (@) [X (T Em @1 (1)) — €]

= 1K, () (W) [Xmr(w) — €]
> mX p(w
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wobei wir im zweiten Schritt ausnutzten, dass X yy = X0 7.

Nun dividieren wir durch m, integrieren iiber w € Q beziiglich P und beachten, dass T' Maf3
erhaltend ist, um zu erhalten:

~ 1 — N.M
/XdIP:/—ZXoT]sz/XMdIP— =T e
mjzo m

Wegen (10.2.7) haben wir

— N.M
/Xd]P’Z /XMdIP— ~— —e— Me.
m
Nun kénnen wir m — oo und € — 0 gehen lassen und erhalten [ X dP > [ X dP fiir jedes
M > 0. Mit dem monotonen Konvergenzsatz (siehe Satz 6.8.1) erhalten wir die erste Ungleichung
in (10.2.5). Damit ist der Beweis beendet. O

Bemerkung 10.2.17. (a) Die Konvergenz in Satz 10.2.16 gilt auch im £!-Sinn (Beweis als
Ubungsaufgabe oder in [Bi65]). Die £!-Konvergenz kann allerdings im Allgemeinen nicht
mit Hilfe des majorisierten Konvergenzsatzes (siche Satz 6.8.6) bewiesen werden.

(b) Falls T ergodisch ist, so ist die ZufallsgroBe Y in Birkhoffs Ergodensatz nach Bemer-
kung 10.2.7 fast sicher konstant.

Im folgenden Lemma charakterisieren wir die Zufallsgrofie Y aus dem Birkhoff’schen Ergo-
densatz als den bedingten Erwartungswert von X gegeben Jr, siche Abschnitt 7.3.

Lemma 10.2.18 (Charakterisierung des Grenzwerts). In der Situation von Satz 10.2.16
gilt Y =E(X | Jr).

Beweis. Dass Y messbar beziiglich Jr ist, haben wir schon in Satz 10.2.16 erwahnt. Sei nun
A € Jpr. Wir wollen zeigen, dass fAXdIF’ = fAYdIF’ gilt. Wir wenden Satz 10.2.16 auf 14X an
und erhalten, dass eine Jp-messbare Zufallsgrofie Y, existiert mit

1 n—1 ‘
1 j_ '
nlg]g() - g O(IIAX) oT7 =Yy fast sicher,
J:

und es gilt f Y dP = f 14X dP = fA X dP. Da A invariant unter 7" ist, haben wir andererseits
aber auch

1 n—1 1 n—1
nZ(]lAX)oT llAnZXoT, n € N.
j=0 7=0
Daher ist Y4 = Y14 fast sicher. Daraus folgt fA XdP = fA Y dP, also besitzt Y auch die zweite
definierende Eigenschaft von E(X | Jr). O

Wir formulieren den Birkhoff’schen Ergodensatz im Konzept stationérer Prozesse; siehe die
Diskussion nach Lemma 10.2.3. Wir erinnern daran, dass Jy die o-Algebra der unter dem Shift-
Operator f invarianten messbaren Teilmengen des Folgenraums RN ist, siche Bemerkung 10.2.7.
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Satz 10.2.19 (Ergodensatz fiir stationiire Prozesse). Es sei X = (X, )nen, ein stationdrer
Prozess, so dass X, integrierbar ist fiir jedes n. Dann gilt
1 n—1
nh_)ngo - ZOXj =E[X | ] fast sicher.
J:

Beweis. Der Shift-Operator #: RNo — RYo ist Maf erhaltend fiir P o X!, und die Projektion
mp: RN — R auf den nullten Faktor liegt im £!(P o X~1). Nach Satz 10.2.16, kombiniert mit
Lemma 10.2.18, konvergiert %Z;Z& X; = %Z?:_ol 7o 0 @7 fast sicher gegen den bedingten Er-
wartungswert von my unter P o X~! gegeben 7. Da aber X auf dem Raum RYo die identische
Abbildung ist, ist dies auch gleich E[X | Jp]. O

Beispiel 10.2.20. Ein Spezialfall von Satz 10.2.19 ist der folgende: Fiir jede irreduzible, aperi-
odische, positiv rekurrente Markovkette (X, )nen, auf einer abzihlbaren Menge I mit invarianter
Verteilung 7 und fiir jede w-integrierbare Abbildung f: I — R gilt fast sicher

1%, .
Jim = f(X) =D i) w(i).
j=0 el

Diese Aussage folgt aus Satz 10.2.19 in dem Fall, dass die Markovkette mit = gestartet wird, also
stationdr ist, denn man sieht leicht mit Hilfe von Lemma 10.2.15, dass auch (f(X,))nen, ergo-
disch ist. Aber sie gilt auch fiir jede beliebige Startverteilung, wie man mit Hilfe von Satz 9.6.1
als Ubungsaufgabe zeigt.

Wendet man dies auf f = ly;; mit einem ¢ € I an, so erhilt man, dass die sogenannten
Lokalzeiten £,,(i) = Z?;& Ix, = erfiillen: lim;, oo L0,(i) = (i) fast sicher, d.h. der mittlere
Anteil der Treffer in i konvergiert fast sicher gegen die invariante Verteilung in 7. &

Beispiel 10.2.21 (Range einer Irrfahrt). Sei (X, )nen, ein stationirer Prozess im R¢, und
sei durch S, = Z?Zl X, die Irrfahrt mit Schritten X; definiert. Der Range der Irrfahrt nach
n Schritten ist die Anzahl der besuchten Punkte, also R,, = #{S1,...,S,}. Dann zeigt man
als eine Ubungsaufgabe, dass fast sicher gilt: lim, .o R,/n = P(A | Jj), wobei A = {S,, #
0 fiir jedes n € Ny} das Fluchtereignis ist. O

Der Spezialfall von Satz 10.2.19 von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsgrofien ist
beriihmt:

Korollar 10.2.22 (Starkes Gesetz der Groflen Zahlen). Es sei (X, )nen, eine Folge von
unabhdngigen identisch verteilten integrierbaren ZufallsgrifSen. Dann gilt

. 1 n—1
(B, 5 2 2= = L
J:

Beweis. Nach Beispiel 10.2.5(a) ist X = (X, )nen, insbesondere ein stationérer Prozess, also
konvergiert nach Satz 10.2.19 %Z?:_ol X; fast sicher gegen E[X; | Jy]. Da der Shift-Operator
nach Lemma 10.2.8 ergodisch ist, ist dies nach Bemerkung 10.2.7 fast sicher konstant, also gleich
E(X)). O



Kapitel 11

Irrfahrten und die Brownsche
Bewegung

Der wichtigste stochastische Prozess und eines der beziehungsreichsten und bedeutendsten Ob-
jekte der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Brown’sche Bewegung, ein stetiger Prozess mit Gauf3’-
schen endlich-dimensionalen Verteilungen. Die iiberragende Bedeutung dieses Prozesses griindet
sich unter Anderem darauf, dass er — dhnlich wie die Normalverteilung — als natiirlicher univer-
seller Grenzwert einer Vielzahl von stochastischen Prozessen auftaucht. In diesem Kapitel fithren
wir die Brown’sche Bewegung ein als Grenzverteilung einer geeignet reskalierten Irrfahrt auf R.
Zunéchst betrachten wir in Abschnitt 11.1 eine spezielle Irrfahrt, die einfache Irrfahrt, ein wenig
genauer und ermitteln die Verteilungen von ein paar Funktionalen ihres Pfades. Dann konstru-
ieren wir in Abschnitt 11.2 die Brown’sche Bewegung mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes,
des Straffheitskriteriums von Prohorov und des Kompaktheitskriteriums von Arzela-Ascoli.

11.1 Die einfache Irrfahrt

In diesem Abschnitt betrachten wir ein grundlegendes stochastisches Modell ein wenig genauer:
die einfache Irrfahrt, die wir als eine Markovkette schon in Beispiel 9.2.3 kennenlernten. Hier
wollen wir mit Hilfe elementarer Kombinatorik ein paar explizite Rechnungen durchfiihren, um
die Verteilung dieses Prozesses néher zu charakterisieren.

Sei eine Folge X7, X»,... von unabhéingigen symmetrisch verteilten {—1,1}-wertigen Zu-
fallsgroBen gegeben, dann definiert S,, = X; + Xo + -+ + X, die Irrfahrt (S,)nen,. Der Pfad
(S0, 51, ..,Sy) ist also uniform verteilt auf der Menge

Q= 1{(50,--+,80) €Z": 59 =0und |s; — s;_1| = 1 fiir allei = 1,...,n}.

Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl bezeichen wir mit P,.

Uns interessieren unter Anderem die Verteilungen der folgenden Funktionale des Pfades
(S0, 51, ..,5n), und zwar sowohl fiir festes n als auch asymptotisch fiir n — oo:

e der Endpunkt S,
e das Maximum von Sy, S1,...,Sn,

e die Zeitdauer, die der Pfad in N verbringt,

183
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e der Zeitpunkt der ersten Riickkehr zur Null.

Das wichtigste analytische Hilfsmittel bei den asymptotischen Aussagen wird die Stirling’sche
Formel sein, die besagt:

n\n
nl ~ 27m(—> . n— oo, (11.1.1)
e

wobeil wir wie immer ~ fiir asymptotische Aquivalenz benutzen.

Wenden wir uns zunéchst der Verteilung von .S,, zu.

Lemma 11.1.1. Fir allen € N und i € Z gt

0 falls n + i ungerade oder |i| > n,

- ((nJZ)/Z) sonst.

P, (S, = i) = {

Beweis. Es ist klar, dass das Ereignis {S,, = i} nicht eintreten kann, wenn |i| > n.

Da das Teilchen zu jedem Zeitpunkt um eine Einheit springen muss, kann es zu einem
geraden Zeitpunkt nicht in einem ungeraden Raumpunkt sein und umgekehrt. Falls n + i gerade
ist, dann muss das Teilchen, um zum Zeitpunkt n in 7 zu sein, genau (n + i)/2 Mal aufwirts
springen und genau (n — i)/2 Mal abwérts. Es gibt genau ((n—fZ)/Q) Pfade, die dies tun. O

Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeiten Py, (Sa, = 2i) in i steigend sind fiir ¢ < 0 und
fallend fiir ¢ > 0. Insbesondere ist

Uop = PQn(SQn = 0)

der groBte unter ihnen. Die Asymptotik von us, ermittelt man als Ubungsaufgabe mit Hilfe von
Lemma 11.1.1 und der Stirlingschen Formel in (11.1.1):

Korollar 11.1.2. FEs gilt

2 1
Uzn:2_2n< n)N_ n — 00.

n TR
Nun wenden wir uns der Verteilung des Minimums des Pfades zu, also der Zufallsgrofie
M,, = min{Sp, ..., Sp}.

Fines der wichtigsten Hilfsmittel hierfiir ist das Spiegelungsprinzip, das durch geschicktes Spie-
geln eines Teils des Pfades einen Vergleich zwischen gewissen Pfadklassen herstellt. Im Folgenden
bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit der Menge der Pfade, die den Punkt j € —Ng erreichen
und nach insgesamt n Schritten in ¢ > j enden. Zur Veranschaulichung des folgenden Prinzips
ist eine Skizze hilfreich.

Lemma 11.1.3 (Spiegelungsprinzip). Fir alle n € N und alle i,j5 € Z mit j <0 undi > j
gilt Pp (M, < j,Sp, =1) =P, (S, =i — 2j).

Beweis. Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, dass n 4 ¢ gerade ist, sonst sind beide
betrachteten Ereignisse leer.
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Fiir einen Pfad s in {M,, < j,S,, = i} betrachten wir das kleinste k € {1,...,n} mit s = j,
also den ersten Zeitpunkt, an dem das Teilchen den Wert j erreicht. Nun spiegeln wir das
Pfadstiick (s, ..., s,) an sy = j und erhalten einen Pfad § = (3¢,...,5,) € Q, mit §, = 2j —i.
Dieser Pfad liegt also in dem Ereignis {S,, = 2j — i}.

Nun iiberlegt man sich leicht, dass die oben durchgefiihrte Abbildung (Spiegeln ab dem er-
sten Erreichenszeitpunkt des Niveaus j) sogar eine bijektive Abbildung zwischen den Ereignissen
{M,, <j,S, =i} und {S, = 2j — i} ist. Die Umkehrabbildung erhélt man, indem man einen
Pfad aus {S,, = 2j —i} ab dem ersten Zeitpunkt, an dem er das Niveau j erreicht, spiegelt. (Er
muss dieses Niveau spitestens zum Zeitpunkt n erreichen, da 25 —i < j < 0.) Also enthalten
die Mengen {M,, < j, S, =i} und {S,, = 2j — i} die selbe Anzahl von Pfaden. Daraus folgt die
Behauptung, denn P, (M,, < 4, S, =1) = P, (Sp, = 2j — i) = P (S, =1 — 2j). O

Mit Hilfe des Spiegelungsprinzips kénnen wir nun die gemeinsame Verteilung des Endpunkts
S, und des Minimums M,, bestimmen:

Satz 11.1.4 (Verteilung des Minimums des Pfades). Fir alle n € N und alle i,j € Z
mit 7 <0 und i > j gelten:
P,(M, =358,=1) =P,(Sp, =1—2j) —P,(Sp, =i —2j +2),
]Pn(Mn = ]) = ]P)n(Sn € {.77.7 - 1})

Beweis. Ubungsaufgabe.

0

Aus Symmetriegriinden erhélt man aus Satz 11.1.4 natiirlich auch die gemeinsame Verteilung
des Endpunkts und des Maximums des Pfades.

Nun betrachten wir die Ereignisse, dass das Teilchen erst nach 2n Schritten zum Ursprung
zuriick kehrt bzw. nicht mehr bzw. nie den negativen Bereich betritt:

A2n = {Sl 7& 07 s 75271—1 7é 075271 = 0}7

By, = {Si # 0 fiir alle 7 € {1, ... ,2n}},

Cyy, = {Si >0 fir alle i € {1, ... ,2n}}.
Wir erinnern daran, dass us, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass das Teilchen zum Zeitpunkt
2n sich in Null befindet. Offensichtlich ist also Pg, (Asgy,) < ugy,. In den beiden Ereignissen Ba,

und Ay, kann sich das Teilchen im Zeitintervall {1,...,2n — 1} entweder in N oder in —N
aufhalten.

Lemma 11.1.5. Fiir jedes n € N gelten die Beziehungen

1
Pon(Azn) = 5-tuzn—2 = Uzn—2 = Uzn, (11.1.2)
Pon(Ban) = u2n, (11.1.3)
Pon(Con) = wuzn. (11.1.4)

Beweis. (11.1.2): Wir zéhlen die Pfade in As,,, die im positiven Bereich verlaufen, und multipli-
zieren deren Anzahl mit 2. Ein solcher Pfad ist zu den Zeitpunkten 1 und 2n — 1 in 1. Die Zahl
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der (2n — 2)-schrittigen in 1 startenden und endenden Pfade, die nie die Null betreten, ist gleich
der Zahl der (2n — 2)-schrittigen in 1 startenden und endenden Pfade minus die Zahl solcher
Pfade, die zwischendurch die Null betreten. Diese beiden Anzahlen sind gleich der Anzahl der
Pfade in dem Ereignis {S2,-2 = 0} bzw. in {Ms, o < —1, S9,_2 = 0}. Also haben wir

PQn(AQn) = 2P2n(Sl > 07 ceey SQn—l > O’ SQ” = 0)
=27 (|{San2 = 0}| = [{Man—2 < =1, S22 = 0}).

Nach dem Spiegelungsprinzip ist der letzte Term gleich |[{S9,—2 = 2}|. Mit Hilfe von Lem-
ma 11.1.1 konnen wir nun ausrechnen:

1 2n — 2 2n — 2 1
Pon(A2n) =2 2 << n—1 ) ( n )) 2nu2n_2'

Dies beweist die erste Gleichung in (11.1.2); die zweite rechnet man leicht nach.

(11.1.3): Das Gegenereignis von By, ist das Ereignis, dass das Teilchen zu einem der Zeit-
punkte 2j mit j € {1,...,n} zum ersten Mal zuriick zur Null kehrt, also die disjunkte Verei-
nigung der Ereignisse {S1 # 0,...,S59;_1 # 0,59; = 0}. Man iiberlegt sich leicht, dass dieses
Ereignis die Wahrscheinlichkeit Po;j(As;) hat. Wenn wir (11.1.2) fiir j an Stelle von n anwenden,
erhalten wir also, dass

n

Pon(Ban) =1 — szj(Azj) =1- Z(UQ(j—l) — Ugj) = Uzp.

j=1 j=1
(11.1.4): Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 11.1.6 (Rekurrenz und Nullrekurrenz). Aus (11.1.3) in Kombination mit
der Tatsache lim,,_, ug, = 0 (siche Korollar 11.1.2) erhalten wir einen alternativen Beweis der
Rekurrenz der einfachen Irrfahrt, siehe Satz 9.3.9. Wir betrachten den ersten Zeitpunkt einer
Riickkehr zum Startpunkt:

T:inf{k € N: SkZO} EN()U{OO}.
Dann sehen wir, dass

P(T <o0) = lim P(T <2n)= lim P(B3,) = lim (1 —ug,) =1,

n—oo n—oo n—oo

also die Rekurrenz.

Eine weitere Folgerung aus Lemma 11.1.5 betrifft die erwartete Riickkehrzeit E(T") zum
Ursprung, denn wegen {T' = 2n} = Ay, liefert die erste Gleichung in (11.1.3), dass diese Reihe
divergiert:

o) o) 1 o)
E(T) = Z 2nIP’(A2n) = Z 271%112”,2 = Z U2n—2,
n=1 n=1 n=1

und wegen Korollar 11.1.2 divergiert diese Reihe. Dies zeigt noch einmal die Nullrekurrenz, siehe
Definition 9.5.4 und Beispiel 9.5.7. <&
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Nun bearbeiten wir die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Teilchen sich eine gegebene
Anzahl von Zeitpunkten im positiven Bereich aufhélt. Wir betrachten also die Zufallsgrofie, die
die Zeit angibt, die der zufillige 2n-schrittige Pfad im positiven Bereich verbringt:

Lom = 2|{l € {1, ce ,n}: Soi1 > 0}|

Die Zufallsgrofe Zo, nimmt nur Werte in {0,2,4,...,2n} an. Das Ereignis {Z3, = 0} ist das
Ereignis {S; < 0 fiir alle ¢ € {1,...,2n}}, und das Ereignis {Z3, = 2n} ist identisch mit {S; >
0 fur allei € {1,...,2n}}, also mit Cy,. Nach (11.1.4) ist also P9, (Z2, = 0) = Py, (Za, =
2n} = ug,. Aulerdem ist die Abbildung j +— P9, (Z2, = 2j) symmetrisch in dem Sinne, dass
Pon(Zan, = 2j) = Pop(Zay, = 2(n — j)). Wir bestimmen nun die Verteilung von Zs,:

Lemma 11.1.7. Fiir jedes n € N und alle j € {0,...,n} gilt Pop(Zan = 2j) = uzjup(n_j)-

Beweis. Wir fithren eine Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar.

Wir nehmen nun an, die Aussage trifft zu fiir alle & < n — 1, und wir beweisen sie fiir
n. Oben hatten wir schon darauf hin gewiesen, dass die Aussage fiir j = 0 und fiir j =
zutrifft, also behandeln wir nur noch den Fall 1 < j < n — 1. Im Ereignis {Z3, = 2j} muss
das Teilchen zu einem der Zeitpunkte 2,4,6,...,2n — 2 in Null sein, und wir spalten auf nach
dem ersten solchen Zeitpunkt und danach, ob der Pfad zuvor im positiven oder im negativen
Bereich verlduft. Diesen Zeitpunkt nennen wir 2/. Im ersten Fall (d. h., wenn der Pfad bis 2/ in
N verlduft) muss [ < j gelten, und nach dem Zeitpunkt 2/ bleibt er genau 2(j — ) Zeitpunkte
im positiven Bereich. Im zweiten Fall muss [ < n — j gelten, denn nach dem Zeitpunkt 2/ muss
der Pfad ja noch genau 2j Zeitpunkte im Positiven bleiben. Diese Uberlegungen fiihren zu der
Formel

J
Pon(Zon = 2j) = 3 _Po(S1>0,..., 851 > 0,8y = 0)Pa,_)(Zogn—ty = 2(j — 1))
=1

n—j
+ Z Po(S1 < 0,..., 821 < 0,89 = 0)Pop,_1)(Zo(n—1) = 2J)-
=1

Nun kénnen wir die Induktionsvoraussetzung einsetzen und erhalten

L1 d
Poy(Zon = 2j) = 3 U2(n—) ZPQJ(Sl #0,...,59-1 # 0,89 = 0)ug(j_y

1
+ Uz ;Pﬂ(sl #0,...,59 1 # 0,8 = 0)ug(n_j_p)-

Nun beachte man, dass die erste Summe die Wahrscheinlichkeit der disjunkten Vereinigung iiber
I €{l,...,7} der Ereignisse ist, dass der Pfad zum Zeitpunkt 2/ zum ersten Mal in Null ist und
dann zum Zeitpunkt 2j ebenfalls. Also ist die erste Summe gleich der Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses {S2; = 0}, d.h. gleich u;. Analog ist die zweite Summe gleich uy(,_;. Damit ist
der Beweis beendet. U

Aus Lemma 11.1.7 und Korollar 11.1.2 erhélt man mit ein wenig Rechnung, dass

P2n(Z2n:2.7) :1+ ’I’L—1—2j
Pon(Zon = 2(j + 1)) (n—7)(2j + 1)’
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und der Quotient auf der rechten Seite ist positiv fiir j € [0, 3(n — 1)] und negativ fiir j €

[2(n — 1),n]. Die Wahrscheinlichkeiten Py, (Z2, = 2j) fallen also in der linken Hélfte des De-
finitionsbereiches {0,...,n} und steigen in der rechten. Sie sind also fiir j = 0 und j = n am
groBten. Wenn also zwei gleich starke Tennisspieler eine Serie von Matches gegeneinander spie-
len, so ist es viel wahrscheinlicher, dass einer von ihnen die gesamte Zeit iiber fiihrt, als dass die

Dauer der Fiihrung sich ausgleicht. Dies sieht man auch an den Asymptoten

1 2
PQn(ZQn = O) = Pgn(ZQn = QTL) ~ \/ﬁ und ]P)Qn(ZQn = QUL/QJ) ~ %,

das heifit, die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausgleich der Fiihrungsdauern geht sogar doppelt so
schnell gegen Null wie die Wahrscheinlichkeit fiir sténdige Fithrung eines der Spieler.

Mit Hilfe der Asymptotik in Korollar 11.1.2 erhalten wir sogar einen sehr schénen Grenz-
wertsatz:

Satz 11.1.8 (Arcussinus-Gesetz). Fir alle 0 <a <b <1 gilt

2
= (arcsin Vb — arcsin Va).
T

Zon
lim P2n<a< < b

n—oo

/m

Mit anderen Worten, %Z% konvergiert in Verteilung gegen die Arcussinus-Verteilung.

Beweisskizze. Es gilt fiir n — oo:

Zs ~bn ~bn ~bn
P <<—”<b>~ Py, (Zoy = 27) = Ao
onla on NZ Qn( 2n ]) NZ U2 U2 (n—j) ™ NZ /771_]7[_ TL _]
jran jran ~an
11 ~bn 1

. . ?
Trnjzan %(1—%)

wobei wir Randeffekte bei j ~ an, bn vernachlissigten. Der letzte Ausdruck ist offensichtlich eine
Riemannsumme fiir das Integral % fab(m(l —x))~Y/2 dz fiir dquidistante Unterteilung in Intervalle
der Lénge % Also konvergiert dieser Ausdruck gegen das Integral. O

Man nennt eine Zufallsgrofie Z Arcussinus-verteilt, wenn fiir alle 0 < a < b < 1 gilt:

2
Pla < Z <b) = (arcsin Vb — arcsin Va).

<701 [ i

11.2 Konstruktion der Brown’schen Bewegung

Wenn man den Graphen einer Irfahrt (So, ..., S,) auf Z zu einem Polygonzug interpoliert, erhélt
man eine zufillige stetige Funktion [0,n] — R. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz (Satz 8.3.19)
ist zumindest der Endpunkt dieser Funktion fiir n — oo von der Gréfienordnung v/n. Also kann
man auf die Idee kommen, diese Funktion zeitlich mit n und rdumlich mit \/n zu reskalieren und
nach dem Verhalten dieser Funktion [0,1] — R zu fragen. Wir betrachten also die stiickweise
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lineare, zufillige Funktion

1
NLD
wobei die X; die Schritte der Irrfahrt sind, also S, = X; + -+ + X,,. Es sei Cy = Co([0,1]) die
Menge der stetigen Funktionen [0,1] — R, die in Null starten. Daher liegt B™ = (Bén))te[o,l]

in Cy. Wir fassen Cpy, zusammen mit der Supremumsmetrik, als einen polnischen Raum auf. Wie
man sich als eine Ubungsaufgabe iiberlegt, gilt dann fiir die zugehorige Borel-o-Algebra Bg,:

B = <SLth + (tn — LmJ)XLthH)a t < [0,1], (11.2.1)

Be, = \/ w7 '(Bz) = o(m: t€0,1]), (11.2.2)
te[0,1]

wobei 7y die eindimensionalen Projektionen f +— f(t) sind. Offensichtlich ist By fiir jedes ¢t € [0, 1]
eine messbare Zufallsgrofie. Wegen (11.2.2) ist B™ messbar beziiglich Be,, also eine Co-wertige
Zufallsgrofle.

Wie oben angedeutet, konvergiert der Endpunkt B{") dieser Funktion in Verteilung gegen
die Standardnormalverteilung N. Hierfiir benétigt man nur, dass die Schritte X1, Xo,... un-
abhingige, identisch verteilte standardisierte Zufallsgréfien sind, also E[X;] = 0 und E[X?] =1
erfiillen, und dies wollen wir in diesem Abschnitt voraussetzen.

Aus dem Zentralen Grenzwertsatz kann man allerdings noch viel mehr herausholen als nur
die Konvergenz von B\" = S, /\/n gegen N

Lemma 11.2.1. Sei S, = X1 + --- + X, eine Irrfahrt auf R mit unabhdingigen, identisch

verteilten standardisierten Schritten X1, Xo,.... Seien m € N und 0 < t1 < to < -+ < t, <
1, dann konvergiert der Vektor (B;T),Bg),...,Bt(ZL)) i Verteilung gegen die m-dimensionale

Normalverteilung mit Erwartungswertvektor Null und Kovarianzmatriz (min{t;,t;})ij=1,. . m-
In anderen Worten, die gemeinsame Verteilung der Zufallsgrdfen

By = B{Y, B = B{",...,B{") — B{" | (11.2.3)
konvergiert gegen m unabhdngige Normalverteilungen mit Erwartungswerten Null und Varianzen
ty, ta —t1, ...yl — tim—1.

Beweisskizze. Um die technischen Details gering zu halten, zeigen wir die letzte der beiden
Aussagen nur fiir den Fall, dass die t; ersetzt werden durch t;”) € %No, die gegen t; konvergieren
(mit ¢J” = 0). Dann niamlich sind die Zufallsgrofien in (11.2.3) exakt gleich den ZufallsgroBen

1 ntE )
% Z Xk, Z:1,7m,
k:ntgﬁ)l—l—l

man beachte, dass die Summationsgrenzen nun natiirliche Zahlen sind. Diese Zufallsgrofien sind
offensichtlich unabhingig, und ihre Limesverteilung ist jeweils N(0,t; — t;_1), wie aus dem
Zentralen Grenzwertsatz folgt. Dies zeigt also die zweite Aussage.

Die erste erhilt man zum Beispiel durch folgendes Argument. Die gemeinsame Grenz-
verteilung der Groflen in (11.2.3) ist eine m-dimensionale Normalverteilung, und den Vektor

(Bt(f),Bt(;), e ,Bt(:;)) erhdlt man durch eine gewisse explizite bijektive lineare Abbildung aus
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dem Vektor der Groflen in (11.2.3). Also konvergiert er ebenfalls gegen eine m-dimensionale
Normalverteilung, die das Bildmaf} von

m

N(()?Diag((ti - ti—l);‘il) == ®N(O,tl — ti—l)

i=1

unter dieser Abbildung ist, die man ja explizit ausrechnen kann, was wir hier nicht machen
wollen.

Statt dessen benutzen wir, dass zwei zentrierte Normalverteilungen schon dann iiberein-
stimmen, wenn ihre Kovarianzmatrizen iibereinstimmen, und berechnen einfach nur die Ko-
varianzen. Wir bezeichnen den Grenzzufallsvektor mit (By,, By, ..., By, ), dann gilt fiir alle
i,7€4{1,...,m} miti < j:

cov(By,, By,) =E[By, By, | =E|[By,By,_,| + E[B, (B, — By,_,)]

i

= E[BtiBtij + ZE[(Btl - Btl,l)(Btj - Btj—l)]
=1

— ]E[BtiBtjfl]a

denn wir schrieben By, als eine Teleskopsumme der By, — By, , und nutzten aus, dass diese von
By; — By, , unabhingig sind und zentriert. Falls auch noch ¢ < j —1 gilt, kdnnen wir die selbe
Rechnung anwenden und erhalten, dass cov(By,, By;) = E[By, By, _,] gilt. Iteration ergibt, dass
cov(By,, By;) = E[By, By,] = V(By,) gilt. Um diese Varianz zu bestimmen, schreiben wir wieder
By, als eine Teleskopsumme der By, — By, , und sehen leicht, dass V(By,) = t; gilt, denn die
Varianzen addieren sich. Dies zeigt, dass die Kovarianzmatrix von (By,, By,, - .., By, ) gerade die
angegebene ist. O

Also wissen wir schon, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses B ™ kon-
vergieren, und zwar gegen einen gewissen Gaufl’schen Prozess:

Definition 11.2.2 (Brown’sche Bewegung). Fine Brown’sche Bewegung ist ein reellwer-
tiger stochastischer Prozess B = (Bt)te[OJ] in stetiger Zeit mit den folgenden drei charakteri-
stischen Eigenschaften:

(i) Bo =0 fast sicher,

(ii) Fir jedes m € N und jede 0 < tg < t1 < -+ < tp, < 1 ist der Vektor (B(tm) —
B(tm-1), B(tm-1) — B(tm—-2),...,B(t1) — B(to)) normalverteilt mit Erwartungswertvek-
tor 0 und Kovarianzmatriz Diag(t,, — tm-1,tm-1 — tm-2,---,t1 — to),

(i1i) Die Pfade t — By sind fast sicher stetig.

Das berithmte Wiener-Maf ist die Verteilung einer Brown’schen Bewegung;:

Definition 11.2.3 (Wiener-Mafl). Sei B eine Brown’sche Bewegung, also eine Zufallsgrife
mit Werten in Co([0,1]), definiert auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P).
Dann heift das Bildmafi P o B! auf Co([0,1]) das Wiener-MaB.
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Meist definiert man eine Brown’sche Bewegung und das Wiener-Maf} auf dem Zeitintervall
[0,00) an Stelle von [0, 1], aber das soll uns hier nicht kiimmern. Die Brown’sche Bewegung und
das Wiener-Maf} sind die bedeutungsvollsten und beziehungsreichsten Objekte der Wahrschein-
lichkeitstheorie, und eine enorme Literatur iiber sie hat sich in den letzten Jahrzehnten angesam-
melt. Mehr iiber die Historie, Bedeutung, Konstruktionen und Eigenschaften der Brown’schen
Bewegung findet man in der Vorlesung Stochastische Prozesse.

Zuriick zu unserem zufélligen Polygonzug. Falls (B™),cn in Verteilung konvergiert, so kon-
vergieren alle endlich-dimensionalen Verteilungen ebenfalls, denn fiir jedes m € Ny und jede
0<ty<t; <- - <ty <1istdie Abbildung f — (f(to),...,f(tm)) stetig von Cy(]0,1]) nach
R™*+1: siehe das Continuous mapping theorem in Lemma 8.2.11. Der einzige mégliche Hiufungs-
punkt (im Sinne der Verteilungskonvergenz) von (B™),cn ist also eine Brown’sche Bewegung.
Die Familie der Abbildungen f — (f(tg),..., f(tm)) mit m € Ngund 0 <tg <t; <--- <t <1
ist sogar eine trennende Familie (siche Definition 8.2.25), denn nach einer zeitlich stetigen Va-
riante von Lemma 10.1.4 (die wir hier nicht n&her ausformulieren oder beweisen) bestimmen
die endlich-dimensionalen Verteilungen den Prozess eindeutig. Nach Satz 8.2.26 konvergiert die
Folge (B™),en genau dann gegen eine Brown’sche Bewegung, wenn sie straff ist. Mit anderen
Worten, die Straffheit der Folge (B™),en sichert die Existenz einer Brown’schen Bewegung.
Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 11.2.4 (Donsker’sches Invarianzprinzip). Sei S,, = X1+ -+ X, eine Irrfahrt auf R
mit unabhdngigen, identisch verteilten standardisierten Schritten X1, Xo, . ... Dann ist die Fol-
ge (B™),en von Co([0, 1])-wertigen Zufallsvariablen straff. Insbesondere konvergiert (B™)nen
i Verteilung gegen eine Brown’sche Bewegunyg.

Man nennt den Satz 11.2.4 ein Invarianzprinzip oder einen funktionalen Grenzwertsatz. Der
erste Begriff betont, dass der Grenzprozess invariant ist unter der zugrunde liegenden Schritt-
verteilung der Irrfahrt (solange sie standardisiert ist), und der zweite weist darauf hin, dass die
Aussage eine Ausweitung des Zentralen Grenzwertsatzes auf zuféllige Funktionen ist. Satz 11.2.4
liefert eine Konstruktion der Brown’schen Bewegung sowie eine Approximationsaussage mit re-
skalierten Irrfahrten. Letztere werden wir in Lemmas 11.2.7 und 11.2.8 einsetzen, um die Ver-
teilung gewisser Funktionale des Brown’schen Pfades zu ermitteln; es werden Ergebnisse aus
Abschnitt 11.1 hilfreich sein.

Im Laufe des Beweises von Satz 11.2.4 muss die Kompaktheit gewisser Teilmengen von
Co([0,1]) gezeigt werden. Das geeignete Kriterium liefert der folgende berithmte Satz aus der
Funktionalanalysis. Wir fiithren die folgende Mafigréfe fiir die Stetigkeit einer Funktion ein:

ws(f) =sup{|f(s) — f(t)|: s,t €[0,1],|s —t| <&}, f:10,1] - R,6 > 0. (11.2.4)

Eine Funktion f: [0,1] — R ist also genau dann gleichméfig stetig, wenn limgs o ws(f) = 0 ist.

Satz 11.2.5 (Arzela-Ascoli). Eine Teilmenge K von C([0,1]) hat genau dann einen kom-
pakten Abschluss, wenn gelten:

(7) sup|f(0)] < o0 und (7)  lim sup ws(f) = 0.
fekK 010 rek
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Beweise finden sich in vielen Lehrbiichern der Funktionalanalysis. Wenn wir nun die Straff-
heit der Folge (B™),en zeigen wollen, so ist nur die Eigenschaft (ii), die gleichmdfige gleichgra-
dige Stetigkeit von K, zu beachten, denn die B™ starten alle in Null. Die Aufgabe lautet also,
zu jedem £ > 0 eine kompakte Menge K C Cy([0,1]) zu finden, so dass P(B™ € K°¢) < ¢ fiir
jedes n € N gilt.

Wir geben nun einen Beweis von Satz 11.2.4. Zunéchst passen wir die Aussage des Satzes
von Arzela-Ascoli auf die Straffheit von (B™), ey an:

Lemma 11.2.6. Sei (uy)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf Co([0,1]). Falls gilt:

1
limlimsup sup nlsfe€Co: sup |f(t)— f(s)| > =0, > 0, 11.2.5
imlimsup sup 4 ({rec S 1£(0) = £5) n}) 0 (11.2.5)

50 ist (fin)nen straff.

Beweis. Wir machen uns zunéchst klar, dass es geniigt, fiir jedes €, > 0 ein § > 0 und ein
ng € N zu finden mit

i({f: ws(f) > nh) <5 n>no. (11.2.6)
Dies wenden wir némlich fiir gegebenes ¢ > 0 und jedes k € N an auf ¢ ersetzt durch e27+71
und 7 ersetzt durch 1/k und erhalten ein §; > 0 und ng(k) € N mit p,({f: ws, (f) > 1/k}) <
e27*=1 fiir jedes n > no(k). Da limsjo ws(f) = O fiir jedes f gilt, kann man nach eventueller
Verkleinerung von d;, davon ausgehen, dass die Ungleichung p,({f: ws, (f) > 1/k}) < e27+71
sogar fiir jedes n € N gilt. Nach dem Satz 11.2.5 von Arzela-Ascoli hat die Menge

K=K = {fus(h) <)
keN
kompakten Abschluss, und es gilt
,un(K)<,un (K°) Z,un({f ws, (f >%}) §Z€2_k_1:6
keN keN

fiir alle n € N. Also folgt die Straffheit von (p,)nen-

Seien also e, > 0 vorgegeben. Auf Grund der Voraussetzung in (11.2.5) haben wir ein
0o > 0 und ein ng € N mit

L ({reco sw i - e+s= 1)) <

Se[t,t+50]

n > ng,t € [0,1—50].

OJI(T)

Sei m € N minimal mit 1/m < Jo. Wir setzen § = 5. Mit diesem 6 und dem soeben gewéhlten
no zeigen wir nun, dass (11.2.6) erfiillt ist.

Fiir jedes f € Co mit ws(f) > n gibt es ¢,s € [0,1] mit ¢ < s und \f(t) — f(s)] 2 n und
|t — s| < . Weiterhin existiert ein k € Ny mit k<2m—2und &&= <t <s< o 420= 4 L
Dann ist | f(t)— ( )| > 2 oder | f(s)— ( )| > 2. Aus diesen Uberlegungen folgt die Inklus1on

(5|2 2}

2m

2m—2

(frwshznpe U {r: sw
k=0

S€[g, 4L

2m’2m ' m
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Also folgt fiir jedes n > ng:
pn({f ws(f) = n}) < (2m — 1)50— (2+do)

Dies zeigt, dass (11.2.6) erfiillt ist, und beendet den Beweis. O

wlm

Beweis von Satz 11.2.4. Wir miissen also nur das Kriterium in (11.2.5) fiir die Verteilungen
n, =P o (B™)~1 der Polygonziige B™ verifizieren. Seien ,d > 0 und ¢ € [0,1 — §]. Fiir unsere
Wahl von p,, ist natiirlich

m({reco: sw 170 =) =n}) =P( sw [BO@) - B () = n).

SE[t,t+4] sE[t,t+40)

Wir méchten das Supremum in Termen der Irrfahrt ausdriicken und zeigen nun, dass gilt:

1 |3nd] n
P( sup |B™(t)— B™ >n) <P —= max S; 11.2.7
(,up 1B =B"(s)| 2 ) <P(Zzimix|si 2 ) (11.2.7)

Da B™ ein Polygonzug ist, ist fiir ¢,s € %No und ¢ < s einfach

1 (s—t)n
sup |B™(t) — B™ (s :—max S\nt|+i — Spnt |-
s€[t,t+6]| (t) (s)] Tn ! S nt)+i — S|y |

Im Allgemeinen gibt es j,k € {0,...,n} mit k¥ < j und % <t< % sowie % <t+d< %
Dann gilt fiir jedes s € [t,t + ¢]:

) 0 < 10— 30 ()] 0 () - ()
< 2&3@‘3@)(@) _ B(n)(ﬁ)‘.
=1 n n

Also folgt

i—k
sup |B®(t) — B"(s)| < 2ihax
1=

sE[t,t+9] B <w) - B™ <E)‘ = =2 éla@( |Skti — Skl

n n Vn =1

Wegen j — k — 2 < nd gilt j — k < 3nd fir alle geniigend groflen n, also kénnen wir die rechte

Seite gegen 2 maxL § 0l |Skti — Sk|/+/n abschiitzen. Die Verteilung dieser Zufallsgrofie héingt aber
gar nicht von k ab Also ist (11.2.7) bewiesen.

In (11.2.7) substituieren wir nun m = [3nd], also miissen wir zum Beweis von (11.2.5) nur
noch zeigen:

Ui
li —1 P > =0. 11.2.
lim < Jim sup (max\S! 75 \/m> 0 ( 8)

Den Beweis von (11.2.8) werden wir auf eine Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes zuriick
fiihren, indem wir zeigen:

P(mTa1X|Si| > Am) <2P(ISm| > (A= V2)Vm),  meN,A>0. (11.2.9)

Tatséchlich folgt aus einer Anwendung von (11.2.9) und Satz 8.3.19 (es sei ® die Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung):

—llmsupIP’<max|S| l\/_> —hmsupP(|Sm >

5 Vi mowpp( 2> 7 - v2) = 5o (V- 7).
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Die rechte Seite verschwindet fiir § | 0, wie man leicht sieht. Also folgt (11.2.8) aus (11.2.9).
Nun beweisen wir (11.2.9).! Wir diirfen A > /2 voraussetzen. Die Ereignisse

7j—1
A= OIS < aWmyn{1S;| = am},  j=1,....m,
=1

sind paarweise disjunkt mit A := {max[2, |S;| > A\yv/m} = JjL, 4;. Es gilt
P(A) =P(AN{|Sm| > (A = V2)v/m}) + P(AN{|Sn] < (A= V2)vm})
—1
P15l > (A~ VI + 3 B(A; 1 {Sm] < (0~ VE))),
7j=1

da Ay N {|Sm| < (A= V2)y/m} =0. Fiir j = 1,...,m — 1 gilt
A0 {|Sm] < (A= V2)vm} C Aj N {|Sm — Sj| > V2m}.
Da die Ereignisse A; und {|S,, — S;| > v2m} unabhéngig sind, folgt aus dem Obigen

-1

B(A) < B(|S| > (A= V2)Wm) + 3 BA)B(|Sm — 55| > VEm).

3

=1
Wegen
P(|Sm — Sj| > V2 )<LE[( Em: Xﬂ—i 3 E[X? < &
m "= om ~ k)T o, £ k=5
k=j+1 k=j+1

kann die rechte Seite weiter abgeschétzt werden durch

m—1
1 1
P(A) < B(ISn| > (3~ VDIVI) + 3 3 B(Aj) < (Sl > (A~ VE)m) + LB(A).
7=1
Daraus folgt (11.2.9), was den Beweis des Satzes 11.2.4 von Donsker beendet. O

Wir wollen den Satz von Donsker anwenden, um exemplarisch die Verteilung zweier Funk-
tionale der Brown’schen Bewegung zu identifizieren. Dabei erhalten wir auch die asymptotische
Verteilung der entsprechenden Funktionale der zugrundeliegenden Irrfahrten. Wie immer sei ®
die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Lemma 11.2.7 (Verteilung des Maximums). Sei S, = X; + -+ + X,, eine Irrfahrt auf

R mit unabhdingigen, identisch verteilten standardisierten Schritten X1, Xo,.... Dann gilt fir
jedes x € R
1
< = — < = — . 2.
P<tren[6a)1(] B, m) nlgr;()[[”(\/ﬁr{@lx,s x) max{2®(z) — 1,0} (11.2.10)

'Man beachte, dass im Spezialfall der einfachen Irrfahrt (11.2.9) sehr leicht aus Satz 11.1.4 folgt.
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Beweis. Natiirlich kénnen wir x > 0 voraussetzen. Wir betrachten h: Cy — R, definiert durch
h(f) = maxcjo 1) f(t). Offensichtlich ist h stetig, und wir haben h(B) = max;c[g 1) B; sowie
h(B™) = max]" ,S;/y/n. Also ist die erste Gleichung in (11.2.10) eine direkte Folge aus dem
Donsker’schen Invarianzprinzip, zusamen mit dem Continuous mapping theorem, Satz 8.2.11.

Um die zweite zu zeigen, benutzen wir, dass wir ohne Einschrankung die Schrittverteilung
der Irrfahrt wahlen diirfen, denn der Grenzwert héngt nicht davon ab. Also wéhlen wir die
einfache Irrfahrt, wo X; die Werte 1 und —1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit % annimmt. Hier
kommt uns Satz 11.1.4 zu Pass, nach dem gilt (man beachte, dass wegen Symmetrie h(B™) in

Verteilung gleich —M,,/\/n ist):

P(h(B™)>z)= Y PM,=—j)= Y Pu(Sye{jj—1})
j>a/n j<—zy/n
= 2P(S, > zv/n) +P(S, = |—zvn] — 1).

Der letzte Term auf der rechten Seite ist (wenn er nicht sowieso schon Null ist) hochstens von der
Ordnung 1/4/n, und der erste konvergiert nach dem Zentralen Grenzwertsatz gegen 2(1 — ®(x)).
Daraus folgt die zweite Gleichung in (11.2.10) fiir die einfache Irrfahrt. O

Die zweite Anwendung betrifft das Lebesguemafl der Menge der Zeitpunkte, die die Brown’-
sche Bewegung im Positiven verbringt:

Lemma 11.2.8 (Arcussinus-Gesetz fiir die Brownsche Bewegung). Sei S, = X; +
-+ 4+ X, eine Irrfahrt auf R mit unabhdngigen, identisch verteilten standardisierten Schritten
X1, Xa,.... Dann gilt fiir jedes x € [0,1]

n—~o0

P(|{t€[0.1): B > 0} <) = lim ]P’(% > Usizo) <o) = %arcsin VI, (11.2.11)
=1

Beweis. Wir betrachten die Abbildung h: Cy — [0, 1], definiert durch A(f) = [{t € [0,1]: f(¢) >
0}|. Leider ist h nicht stetig, aber immerhin ist seine Unstetigkeitsmenge U}, eine Nullmenge,
wie wir gleich sehen werden.

Aber zunéchst zeigen wir die Messbarkeit von h. Die Abbildung ¢: Co x [0, 1] — R, definiert
durch 9(f,t) = f(t), ist stetig, also Be, x[o,1)-B-messbar. Wie im Beweis von Lemma 8.2.9 beweist
man, dass Be, (o] = Be, @ Bjo,1) gilt. Sei A = {(f,t): f(t) >0} = P~1([0,00)) € Be, ® Bio1j-
Wegen h(f) = |{t € [0,1]: (f,t) € A}| ist h messbar beziiglich B, .

Nun zeigen wir, dass Uy, in {f: |{t € [0,1]: f(t) = 0} > 0} enthalten ist. Sei f € Cy
mit [{t € [0,1]: f(t) = 0} = 0, und sei (f,)nen eine Folge in Cy mit f,, — f im Sinne der
Supremumsmetrik. Dann gilt T o) (fn(t)) — Tjoo0)(f(¢)) fiir fast alle ¢ € [0,1]. Nach dem
beschrinkten Konvergenzsatz folgt

lim h(fn) = lim ﬂ[O,oo)(fn(t)) dt = / ﬂ[O,oo)(f(t)) dt = h(f)
n—oo n—oo [071] [071]
Also gilt {f: |{t € [0,1]: f(¢t) =0} > 0}° C Us.
Nun zeigen wir, dass {f: [{t € [0,1]: f(¢) = 0}| > 0} eine Nullmenge beziiglich des Wiener-
MaBes 1 = P o B~! ist. (Die Messbarkeit von |{t € [0,1]: f(t) = 0} zeigt man wie oben.) Mit
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Hilfe des Satzes von Fubini sieht man

. {t € [0,1]: f(t) = 0} u(df)

:/co /[0’1] T4(t)—0 dtu(df):/ / Lfp=o p(df) di
:/[0 u({f: £(t) :/01] (By=0)d

Die rechte Seite ist in der Tat Null, denn B; hat ja eine Dichte fiir jedes ¢ > 0. Also haben
wir gezeigt, dass die Zufallsgrofe f +— [{t € [0,1]: f(¢) = 0}| den Erwartungswert Null unter x
besitzt. Da sie nichtnegativ ist, ist sie also gleich Null fast sicher, d. h., p({f: [{t € [0,1]: f(t) =
0} > 0}) =0.

Das heifit, dass wir gezeigt haben, dass h u-fast iiberall stetig ist. Also kann das Continuous
mapping theorem auf h angewendet werden. Nach Lemma 8.2.11(b) konvergiert h(B™) also in
Verteilung gegen h(B) = |[{t € [0,1]: By > 0}|. Man sieht leicht, dass

1 — 1
— sz = / Lys, g >0p = h(n~25p.,),
et 0

und ein klein wenig Arbeit (Ubungsaufgabe) ist notig um einzusehen, dass die Differenz zwi-
schen diesem und h(B™) in Wahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert. Also haben wir die erste
Gleichung in (11.2.11). Fiir die einfache Irrfahrt folgt die zweite Gleichung aus Satz 11.1.8. Da
die Grenzverteilung nicht von der Schrittverteilung abhéngt, ist das Lemma bewiesen. U
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Kopplungsargument, 161
korreliert
positiv, 34
Kovarianz, 96
Figenschaften, 45
Zufallsgrofle, 32
Kovarianzmatrix, 50, 96

Laplace-Verteilung, 6
Lebesgue, 86
Lebesgue-
Dichte, 81
Integral, 78
Maf, 66, 67, 73, 92
Lehrsatz, Binomischer, 10
Lemma
Borel-Cantelli-
Erstes, 117
Zweites, 119
Differenziations-, 87
Faktorisierungs-, 108
Fatou, 86
Stetigkeits-, 87

Lindeberg-Feller-Bedingungen, 141

Lipschitz-stetig, 124, 132
Log-Normalverteilung, 136

MafB, 65
absolutstetig, 80
Bernoulli-, 92
Bild-, 80
Dirac-, 66
diskret, 66
endlich, 65
ergodisch, 175
induziert, 80
invariantes, 157, 174
isoton, 66
konzentriert, 66

Lebesgue-, 66, 67, 73, 92

monoton, 66
Produkt-, 90, 169

unendliches, 90
reversibles, 163
sigma-additiv, 65
sigma-endlich, 65
sigma-subadditiv, 66
Stetigkeit, 66
Verteilungsfunktion, 71
Wahrscheinlichkeits-, 65
Wiener-, 190
Zahl-, 67

vollstandig, 71

Majorisierter Konvergenzsatz, 86
Marginalverteilung, 26
Markov Chain Monte Carlo, 164
Markov-Ungleichung, 55

bedingte, 107

Markoveigenschaft, 143

starke, 155

Markovkern, 109, 168
Markovkette, 144

Charakterisierungen, 144
Existenz, 173
Konstruktion, 145
nullrekurrent, 160

Pfad, 144

positiv rekurrent, 160
rekurrent, 151
stationére, 175
transient, 151, 160

Matrix

stochastische, 143
Potenzen, 146

Menge

abgeschlossen, 149
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Maf3 erhaltende Transformation, 174
Mafiraum, 65

der Unstetigkeitsstellen, 124, 126

invariante, 175
messbar, 63
Potenz-, 4
Schnitt, 90
Zylinder-, 89

messbar

Abbildung, 73
Borel-, 73
Funktion, 73
Menge, 63
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Raum, 63 Prama#f, 69
Metrik Prinzip
Prohorov-, 122 Spiegelungs-, 184
Metropolis-Algorithmus, 164 Problem
Minkowski-Ungleichung, 84 Momenten-, 135
mischend, 176 Variations-, 131
schwach, 176 Produkt-Sigmaalgebra, 88
Moivre-Laplace, 60, 128 Produkt-Sigmalgebra, 165
Momenten erzeugende Funktion, 84, 87, 136 Produktdichte, 44
Momentenproblem, 135 Produktformel, 17
Monotoner Konvergenzsatz, 85 Produktmaf, 90, 169
Multinomialapproximation, 12 unendliches, 90
Multinomialkoeffizient, 12 Produktraum, 88
Multinomialverteilung, 11 diskret, 26
Multiplikationsformel, 43 und Unabhéngigkeit, 97
Produktwahrscheinlichkeitsraum, 19
negative Binomial-Verteilung, 35, 37 Prohorov. 129
Normalapproximation, 61 Prohorovil\/[etrik 1929
Normalverteilung, 48, 81, 96 Projektion, 88 ’
charakteristische Funktion, 141 eindimensionale, 165
Faltungseigenschaft, 49, 101 endlichdimensionale, 166
Log-, 136 Orthogonal-, 106
mehrdimensional, 49, 81, 96, 137 Prozess
Standard-, 49, 81 GauB’sch, 190
Nullmengen, 71 Poisson-, 51
numerisch stationérer, 173
Abbildung, 74 stochastischer, 165
Funktion, 74 Punktprozess
Operator Poisson’scher, 51
Shift-, 173, 178 quadratische Abweichung, 32, 33
Orthogonalprojektion, 106
Riickkehrzeit
Periode, 161 erwartete, 159
Perkolation, 24, 99 Radon-Nikodym, 80, 104
Poisson’scher Grenzwertsatz, 11, 138 Rand
Poisson’scher Punktprozess, 51 absorbierend, 148, 149, 157
Poisson-Prozess, 51 reflektierend, 148
Poisson-Verteilung, 10, 30, 32, 36, 37, 40, 47, Randdichte, 44
67 random walk, 144
Faltungseigenschaft, 101 Randverteilung, 26, 170
Poissonapproximation, 11 Raum
Polya, 141 LP-; 82
Polyas Urnenschema, 148, 149 messbar, 63
Portmanteau-Theorem, 124 regulédre Version, 169
positiv korreliert, 34 bedingte Verteilung, 110
Potenzmenge, 4, 22, 63, 66, 67, 89 relativ folgenkompakt

Pr&-T-Ereignis, 155 schwach, 128
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Riemann’sche Zetafunktion, 18
Riemann-Integral, 78

Satz, 60
Arzela-Ascoli, 191
Beppo-Lévy, 85
Bienaymé, 33, 57, 96
Birkhoffs Ergoden-, 179
Carathéodory, 70, 171
Cramér-Wold, 141
Eindeutigkeits-, 70
Ergoden-, 179, 182
Fixpunkt-, 60
Fréchet-Shohat, 136
Fubini, 44, 91, 170
Grenzwert-
funktionaler, 191
Helly’scher, 130
Tonescu Tulcea, 146, 170
Konvergenz-
Majorisierter, 86
Monotoner, 85
Lebesgue, 86
majorisierte Konvergenz, 86
Moivre-Laplace, 128
Poisson’scher, 138
Polya, 141
Prohorov, 129
Radon-Nikodym, 80, 104
Stetigkeits-, 138
Tonelli, 91, 170
Transformations-, 81
Zentraler Grenzwert-, 59, 140
Schnitt
Funktion, 90
Menge, 90
schwach
relativ folgenkompakt, 128
schwach mischend, 176
Schwach-*-Topologie, 122
schwache Konvergenz, 59, 122
Verteilungsfunktionen, 127
schwache Topologie, 122
Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen, 57, 95
Shift-Operator, 173, 178
sigma-additiv, 65, 70, 169
sigma-endlich, 65

INDEX

sigma-subadditiv, 66
Sigmaalgebra, 63
Borel-, 65, 75, 80, 88, 122
erzeugte, 64, 73, 93
Produkt-, 88
Spur-, 65
triviale, 99, 175
Urbild-, 73
Spiegelungsprinzip, 184
Spur-Sigmaalgebra, 65
stabile Verteilung, 142
Standardabweichung
mit Dichte, 45
Zufallsgrofie, 30
standardisiert, 59
Standardnormalverteilung, 49, 81
charakteristische Funktion, 141
mehrdimensionale, 49
Starkes Gesetz der Groflien Zahlen, 56, 118,
119, 182
Startverteilung, 144
stationdr
Markovkette, 175
stationédrer Prozess, 173
Steiner’sche Formel, 94
stetig
Dichte, 73
gleichgradig gleichméfig, 139, 192
Lipschitz-, 124, 132
Stetigkeitslemma, 87
Stetigkeitssatz, 138
Stirling’sche Formel, 61, 135, 136, 184
stochastischer Prozess, 165
Stoppzeit, 153
Straffheit, 128, 139
und gleichgradig integrierbar, 129

System
Dynkin-, 169
terminales Ereignis, 98
Theorem
Portmanteau-, 124
theorem

continuous mapping, 126
Tonelli, 91, 170
Topologie

Schwach-*-, 122
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schwache, 122
Transformation

Maf3 erhaltende , 174
Transformationssatz, 81
Transformierte

Fourier-, 133
Transienz, 120
trennende Familie, 132, 136
triviale Sigmaalgebra, 99, 175
Tschebyscheff-Ungleichung, 56, 57

unabhéngig
Ereignis, 96
geometrische Zufallsgrofie, 25
Zufallsgrofle, 23, 100
Konstruktion, 100
unabhéngige Zufallsgrofien
Folge von, 172, 174, 175
Unabhéngigkeit
paarweise, 16
und Faltung, 39
und Produktraum, 97
von mehreren Ereignissen, 16
von Zufallsgroflen, 44
von zwei Ereignissen, 16
Unabhéngigkeit von Zukunft und Vergangen-
heit, 145
Ungleichung
Cauchy-Schwarz-, 33, 45, 84
bedingte, 108
Holder’sche, 83
bedingte, 113
Jensen’sche, 82
bedingte, 107
Markov-, 55
bedingte, 107
Minkowski-, 84
Tschebyscheft-, 56, 57
uniform integrabel, 120
unkorreliert, 96
Unstetigkeitsstellen
Menge der, 124
Unstetigkeitsstellenmenge, 126
Urbild-Sigmaalgebra, 73

Varianz, 94
Figenschaften, 45
mit Dichte, 45

Zufallsgrofle, 30
Variationsproblem, 131
Version

regulére, 169
Verteilung, 93

Arcussinus-, 188

bedingte, 169

regulédre Version, 110

Bernoulli-, 9, 31
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Binomial-, 9, 29, 33, 35, 37, 39, 47, 67

negative, 35, 37
Cauchy-, 50, 81
diskrete, 4
einer Zufallsgrofie, 94
endlichdimensionale, 166
Exponential-, 46, 81
Gamma-, 47
Gauf}-, 48
gemeinsame, 26
geometrische, 10, 29, 32, 46, 67
Gedéchtnislosigkeit, 22
Gleich-, 6
gleichférmige, 31, 46
hypergeometrische, 8
verallgemeinerte, 11
Laplace-, 6
Log-Normal-, 136
Marginal-, 26
Multinomial-, 11
Normal-, 48, 81, 96
mehrdimensional, 81, 96, 137

Poisson-, 10, 30, 32, 36, 37, 40, 47, 67

Rand-, 26, 170
stabile, 142
Zufallsgrofle, 22
Verteilungsfunktion, 41, 71
einer Zufallsgrofie, 42
eines Zufallsvektors, 43
gemeinsame, 43
schwache Konvergenz, 127
Zufallsgrofe, 94
Verteilungskonvergenz, 125
vertréglich, 167
Vitali-Beispiel, 67
Vollstandigkeit, 71

‘Wahrscheinlichkeit, 93
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bedingte, 14 Zustand, 144

Einzel-, 4 erreichbar, 148

Rechenregeln, 5, 43 nullrekurrenter, 159

totale, 14 positiv rekurrenter, 159
Wahrscheinlichkeitsdichte, 41 rekurrenter, 150
Wahrscheinlichkeitsmaf3, 65 transienter, 150

diskret, 4 Zustandsraum, 144

Faltung, 101 Zylindermenge, 89

Wahrscheinlichkeitsraum, 65, 93
diskret, 4, 21
Produkt-, 19
Wartezeitparadox, 54
Wiener-Maf, 190

ZahlmaB, 67
Zentraler Grenzwertsatz, 49, 59, 128, 140
mehrdimensionaler, 141
Ziehen
mit Zuriicklegen, 6
ohne Zuriicklegen, 6
Zufallsgrofle, 93
Bernoulli-verteilt, 24
binomialverteilt, 22
diskret, 21, 55, 94
Erwartungswert, 28, 94
geometrisch verteilt, 22
geometrische
unabhéngig, 25
hypergeometrisch verteilt, 22
Kovarianz, 32, 96
mit Dichte, 94
Standardabweichung, 30
standardisierte, 59
stetige, 55
unabhéngig, 23, 100
Konstruktion, 100
unkorreliert, 96
Varianz, 30, 94
Verteilung, 22, 94
Verteilungsfunktion, 94
Zufallsgrofien
unabhéngige
Folge von, 172, 174, 175
unabhéngige identisch verteilte, 147
Zufallsvariable
diskret, 21
Zufallsvektor, 93



