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1. Zufall und Wahrscheinlichkeit

1.1. Einleitung und Motivierung

Im Mittelpunkt steht in dieser Vorlesung der Zufall. Hierbei versuchen wir, Gesetzmafig-
keiten des Zufalls zu finden und zu studieren. Dies ist die Grundaufgabe der Stochastik,
die sich zusammensetzt aus:

e Wahrscheinlichkeitstheorie (Modelle fiir das Studium eines vom Zufall gesteuerten
Geschehens, Theorie der moglichen Ereignisse und Wahrscheinlichkeit ihres Auf-
tretens)

e Mathematische Statistik (Gewinnung allgemeiner Aussagen aus beschrankten Da-
tenmaterial, d.h. aus Stichproben und a priori Informationen)

Ubersicht des Zusammenhangs zwischen mengentheoretischen Operationen bei Ereig-
nissen und den aussagenlogischen Verkniipfungen bei Ereignisaussagen:

Mengentheoretische Operation | Aussagenlogische Entsprechung
A=B A ist gleichbedeutend mit B
ACB A impliziert B
Q\ B nicht B
ANB A und B
AUB A oder B
A\B=AnN(Q\ B) A aber nicht B
Q Die stets wahre Aussage
0 Die stets falsche Aussage
N 4, Alle Aj, j € N gleichzeitig
jEN
U A4; Mindestens eines der A;, j € N
jEN -
liminf, o An(= U () Ai) | Ereignis bestehend im Eintreten aller A;, mit
neNi=n Ausnahme hochstens endlich vieler
oo
limsup,, ,o An(= () U A;) | Ereignis bestehend im Eintreten unendlich
neNi=n vieler der A;, j € N

Einfachste mathematische Beschreibung des Sammelns von Erfahrungen ist das Zihlen.
Wir betrachten ein Zuffalsexperiment Z mit Grundraum 2 von moglichen Versuchsaus-
gingen. Es werde Z genau n-mal unter dem gleichen Komplex von Bedingungen durch-
gefiithrt. Wir betrachten ein solches zufilliges Ereignis A € P(2) von dem entscheidbar
ist, ob es bei jedem der Versuche eingetreten ist oder nicht. Es sei das zuféllige Ereig-
nis A genau N, (A) -mal bei unseren Versuchen eingetreten. Dann gibt uns die relative

Haufigkeit: H,(A) = N”éA) einen gewissen Aufschluss dariiber, wie sicher das Eintreten
von A ist. Eine Bewertungsfunktion fiir die Wahrscheinlichkeit sollte sich an folgenden
Eigenschaften der relativen Haufigkeit orientieren:

vl
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a) Fiir jedes zufillige Ereignis A gilt 0 < H,(A) < 1.

)
b) Esist H,(Q2) = 1.
¢) Esist H,(0) = 0.
d) Falls AN B =1, soist H,(AUB) = H,(A) + N,(B).

Diese Uberlegungen fiihren uns auf die Betrachtung einer Mengenalgebra 2l in einer
Menge € und eines Inhaltes P : 2 — [0, 1] fiir den P(2) = 1 erfiillt ist. Es hat sich jedoch
bereits in der Anfangsphase der axiomatischen Wahrscheinlichkeitstheorie gezeigt, dass
diese Begriffsbildungen noch keine zufrieden stellende Beschreibung liefern. Es zeigt sich
némlich, dass die Forderung an einen Inhalt zu wenig ist. Man benotigt tatséchlich o-
Addivitat, also ein Mak.

1.2. Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

In diesem Abschnitt betrachten wir die Zufallsexperimente des einfachsten Typs nach
Pierre Simon Laplace (1748-1827). Begriff der Wahrscheinlichkeit auf Gleichméglichkeit
zuriickgefithrt. Wir betrachten ein Experiment mit endlich vielen Versuchsausgingen
W1, W, ..., Wy Sei
Q= {wi,wa,...,wn}.

Fir jedes A € P(Q) wird, wenn cardA die Anzahl der Elemente von A bezeichnet,
P(A) = % definiert. Es ist dann n = card Q2 die Anzahl der moglichen Fille. Fiir
jedes j € {1,...,n} wird also dem Elementarereignis w; die gleiche Wahrscheinlichkeit
P(w;j) = 1 zugeordnet. = Z ist ein Maf auf (Q,P(Q)) mit P(€2) = 1. Dieses Mah heift
diskrete Gleichverteilung auf 2 und wird mit P,, bezeichnet. Ist P das Zdhlmafs auf
(Q,B(Q)), so ist P(w;) = +.

n

Definition 1.2.1. Seien n € N, (2 eine n-elementige Menge und bezeichne P, die dis-
krete Gleichverteilung auf 9B(€2), dann heifst das Tripel (Q,B(2), P) das zu Q gehorige
Laplace-Experiment.

Beispiel 1.2.1. Experiment Z besteht im gleichzeitigen Werfen 2er homogener, unter-
scheidbarer Wiirfel. Hier empfiehlt sich die Wahl des Grundraumes

Q={1,...,6} x{1,...,6}; cardQ = 36.
Ereignisaussage: ,Augensumme kleiner als 5% entspricht dem Ereignis

A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)}.
Fiir dieses gilt dann P(A) = % =2 =1

Die Behandlung von Laplaceexperimenten erfordert Kombinatorik. Einige Kombina-
torische Grundformeln von k-Tupel aus genau n verschiedenen Ereignissen:



Tupel / Auswahl

mit Wiederholung

ohne Wiederholung

Beispiel 1.2.2 (Ubereinstimmung von Geburtstagen). Es mégen k Studenten zu einer
Studiengruppe gehéren. Bekannt ist, dass keiner am 29.02 Geburtstag hat. Wir tref-
fen die Annahme, daf alle anderen Tage gleichberechtigt dafiir sind, als Geburtstag in
Erscheinung zu treten. Welche Wahrscheinlichkeit besitzt das Ereignis, welches der Ereig-
nisaussage ,,Mindestens zwei Studenten der Gruppe haben am gleichen Tag Geburtstag.“
entspricht?

Losung.

n=365. Wir wahlen den Grundraum ) = >< {1

Es liegt eine Auswahl geordneter k Tupel mit Wiederholungen vor. Hier ist
.,365}. Hierbei legt die Uberlegung

zugrunde, dafi die von 29. Februar versch1edenen 365 Tage eines Jahres wie auch die
k Studenten durchnummeriert haben. Das Elementarereignis (w1, ...,wy) € § entspricht
dem der Ereignissaussage ,Fiir jedes j € {1, ..., k} hat der Student j am Tag w; Geburts-
tag“. Hier ist es giinstig, das Komplementér-ereignis 2\ A ,welches der Eireignisaussage
JAlle Studenten der Gruppe haben an verschiedenen Tagen Geburstag” entspricht, zu
betrachten. Es ist card 2 = 365, sowie card (2 \ A) = 365 -364--- (365 — k + 1) Somit
ist

card (2 \ A)

PO\VA) ) =1—————~2=1—
(€2 4) card )

365 - 364 - - - (365 — (k — 1))
365F

P(A) =1-

4 16 22 23 40 64
0,016 0,284 0,467 0,507 0,891 0,997 °

Einige Zahlenwerte: Pég A
Beispiel 1.2.3 (Grundmodelle der statistischen Physik). Seien k,n € N,k < n. Vor-
gegeben sind n Fécher und k Teilchen, wobei jedes der k Teilchen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit sich in einem der n Fécher befinden kann. Gesucht sind dann die Wahr-
scheinlichkeiten dann folgender Ereignisse A bzw. B, welche den Ereignisaussagen ,In k
ausgewdéhlten Féchern befindet sich je ein Teilchen®, bzw. ,In beliebigen k Fécher befindet
sich je ein Teilchen*,

Losung. LEs liegt ein Grundproblem der statistischen Physik vor. Je nachdem wie die
vollstindige Gruppierung der als gleichwahrscheinlich angesehenen Ereignisse festgelegt
wird, kommt man zu verschiedenen Statistiken.

e Maxwell-Boltzmann-Statistik
Zwei beliebige denkbare Verteilungen werden als gleichwahrscheinlich angesehen
(Wird z.B. bei Gasmolekiilen angenommen). Jedes der k Teilchen ldt sich dann

geordnet Auswahl der Variationen mit Wie- | Anzahl der Variationen ohne Wie-
derholung von n Elementen zur k- | derholung von n Elementen zur k-
ten Klasse: n¥ ten Klasse: (nﬁ!k)!
ungeordnet Anzahl der Kombinationen mit Wie- | Anzahl der Kombinationen ohne
derholung von n Elementen zur k- | Wiederholung von n Elementen zur
ten Klasse: (”ﬂlz*l) k-ten Klasse: (7) V2
07.4.2009



in eines der n Fécher legen. Es bestehen also fiir jedes Teilchen n Mdoglichkeiten.
Die Anzahl der Mdglichkeiten, die k Teilchen auf die n Fécher zu verteilen ist
daher n*. Wir erhalten dann P(A) = % Beziiglich der Berechnung von P(B) ist
zu vermerken, daf wir hier noch die Mdéglichkeit besitzen, genau k der n Fécher
auszuwdéhlen. Dies kann auf (Z) Arten geschehen. Es ist dann

n n! -kl n!

P(B) = <k>P(A) =~ -

L'(n—k)-nkF  (n—k)!-nk

e Bose-Einstein-Statistik

Hierbei sollen zwei Verteilungen, bei denen die Anzahl der Teilchen in jedem Fach
iibereinstimmt, als gleich angesehen werden. Dies kann auch dadurch ausgedriickt
werden, das die Teilchen ununterscheibar sind. Dies wird z.B. bei Photonen ange-
nommen. Wir bestimmen nun die Anzahl der mdéglichen Verteilungen. Dies ldsst
sich durch vollgendes Gedankenexperiment realisieren.

Wir représentieren die k leilchen durch k Punkte auf einer Geraden. Zwischen
den k Punkten ziehe man auf beliebige Weise n-1 Striche. Dabei symbolisieren die
n-1 Striche gerade die n-1 Trennwénde zwischen den n-1 Féchern. Die Anzahl der
Punkte vor dem ersten, bzw. nach den n-1 Strich bedeutet die Anzahl der Teilchen
im ersten, bzw. n-ten Fach. Die Anzahl der Punkte zwischen aufeinanderfolgen-
den Strichen bedeutet die Anzahl der Teilchen im Fach mit dem durch die Striche
markierten Zwischenwénden.

Die gesuchte Anzahl mdglicher Verteilungen entspricht dann also der Anzahl der
Verteilungen von k Dingen auf n+k-1 Plitze betridgt also (’”Z*l) Es ist dann
P(A) = W und édnlich wie im Fall I auch P(B) = (})P(A) = (ﬂ%)_l)

e Fermi-Dirac-Statistik Die Teilchen werden als ununterscheidbar angesehen und
iiberdies wird das Paulische Ausschliessungsprinzip zugrunde gelegt. Dieses besagt,
dafs jedes Fach mit hichstens einem Teilchen belegt sein kann (Dies ist z.B. bei
Elektronen, Protonen und Neutronen der Fall). Die Anzahl der méglichen Vertei-
lungen entspricht also der Anzahl der Verteilungen von k Dingen auf n Plitze, und

dies sind genau (}) Stiick. Somit gelten P(A) = ﬁ und P(B) = g,’;% =1
k k
Wir stellen ein wichtiges kombinatorisches Resultat bereit, welches eine ganze Klasse
von Aufgaben zum Laplaschen W.-Modell 16st. Dabei handelt es sich um Koinzidenzphi-
nomene (auch Rencontreprobleme genannt).

Satz 1.2.1. Sei n € N und bezeichne S,, die Menge aller Permutationen von {1,...,n}.
Weiterhin bezeichne E,, die Menge aller derjenigen f € S,, welche fiir j € {1,...,n} der
Bedingung f(j) # j geniigen. Dann gilt

Nk N (k1)
card (E,) = n! <Z ( kll) ) und card (S, \ E,) = n! (Z (1)1{'> .

k=0 k=1

v3
14.4.2009



Beweis. Wir berechnen zunichst card (S, \ Ey). Hierzu verwenden wir die Folgerung
M.3.1 aus den Ergénzungen zur Mafstheorie.

Es bezeichne v, das Zahlmaf auf (S,,B(S,)). Wegen v,(S,) = n! ist v, dann ein
endliches Maf auf (S,,B(Sy)), also insbesondere ein endlicher Inhalt auf 9B(S,,). Fir
j € {1,...,n} bezeichne A; die Menge aller f € S,, mit f(j) = j. Nach Definition von E,
ist dann

(Sn\ En) = 4;. (1)
j=1

Wir zeigen nun, dass die Folge (A;) austauschbar beziiglich v, ist.

Sei hierzu m € {1,...,n} und es bezeichne
. . m . . .
Tom = {(i1,--,im) € X {1,...;n} + 1 <41 <ig < <ipm <n}
j=1

Sei (k1,...,km) € Tn,m. Dann gilt

() Ak, ={f € Sn: Firalle s € {1,---} gilt f(ks) = ks}.

s=1

Hieraus folgt dann

Un (ﬂ Am) = card (ﬂ Aks> = (n—m)! (2)
s=1

s=1

Somit ist die Folge (Aj);?zl austauschbar beziiglich v,. Hieraus folgt, dass v, ein endlicher
Inhalt auf (Sy,,B(Sy)) ist. Mittels Folgerung M.3.1 bei zusdtzlicher Beachtung von (1)
und (2) folgt dann:

card (Sp\En) = Vn(Sn\lan) 0 vn(Uj=1 45)
DL S (Cymt (1) (= )t

m=1

= S () ()l ¥

n _1\ym—+1
5 e,

Aus (3) folgt nun

cardE, = cardS, — card (Sy\En) G ( > (—1)“‘“)
1

=n! (1 + i (—7711)!’”) =n! ( i (—7711)!7”) .
m=1

m=0

v4d
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Folgerung 1.2.1. Sei n € N und bezeichne S,, die Menge aller Permutationen von
{1,...,n}. Weiter sei m € {1,...,n} und es bezeichne E, ,, die Menge aller f € S,
fiir welche es genau m verschiedene Zahlen iy, ..., iy, € {1,...,n} gibt welche Fixpunkte
von f sind. Dann gilt

card Ep o = ol o
k=0

Beweis. Die genau m verschiedenen Fixpunkte eines Elements von E,, ,, lassen sich auf

genau (::L) Arten wihlen. Haben wir uns dann jeweils fiir m konkrete Fixpunkte entschie-

den, so ist dann dafiir zu sorgen, dass keiner der restlichen n —m Punkte Fixpunkte ist.

Hierfiir gibt es mit der Vereinbaruung card Eq := 1 dann genau card E,,_,, Moglichkeiten.

Unter Beachtung von Satz 1 folgt nun

n—m (—1)F
card By = (1) (n — m)i(Spo G2

Beispiel 1.2.4. Sein € N. Dann stelle man sich vor, dass n Briefe zufillig in n verschie-
den adresssierte Umschlige gesteckt werden. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass mindestens einer der Briefe in dem richtigen Umschlag kommt?

Lésung. Wir nummerieren die Briefe und Umschlige durch. Fir j € {1,...,n} gehdre
hierbei der j-te Brief in den j-ten Umschlag. Dann lidsst sich fiir unser zufilliges Expe-
riment der Grundraum ) = S,, wahlen. Das zugehérige W-Maf ist dann die diskrete
Gleichverteilung P,, auf (S, B(Sy)). Fiir jedes f € S,, bedeutet die zum Elementarereig-
nis f gehorige Ereignisaussage dann also "Fiir jedes j € {1,...,n} kommt der Brief mit
Nummer j in den Umschlag mit Nummer f(j)". Mit den Bezeichnungnen von Satz 1.2.1
ist dann S, \ E,, das uns interessierende Ereignis. Wegen Satz 1.2.1 gilt dann

d (Su\En) 51 —1)k+1
Po(Sp\En) = %H ! (3 1 1 )
1
= Sia ;3,
In UA wird gezeigt, dass hm Po(Sp\En) =1 -1 ~0,63212 gilt. Es gilt
n 2 3 4 ) 6

P,(S,\E,) 0,5 0,6667 0,6250 0,6333 0,6319

Fiir n > 7 ergibt sich, dass P, (Sy,\FEy) praktisch nicht von n abhidngt und bis auf die
ersten drei Stellen nach dem Komma durch 0,632 gegeben ist.

Wir présentieren nun einen alternativen Zugang zu solchen Aufgaben mittels Satz
1.2.1.
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Definition 1.2.2. Sei n € Ny. Falls n € N ist, bezeichne E,, die Menge aller fixpunkt-
freien Permutationen der Menge {1,...,n}. Dann heift die geméfs

D - 1 falls n =0
"] cardE, fallsneN

definierte Zahl die n-te Rencontre-Zahl.

Satz 1.2.2 (Euler). Es bezeichne (D,,)nen, die Folge der Rencontre-Zahlen. Dann gelten
Dy =1, D; =0 sowie fiir n € N zudem D,,41 = n(D,, + Dp41).

Beweis. 1) moglich mit Satz 1.2.1

2) ohne Satz 1.2.1 als UA [ |

Beispiel 1.2.5. Seien m,n € N so gewdhlt, dass m > n erfiillt ist. Dann stelle man
sich folgende Situation vor: An einer Theaterkasse stehen m + n Menschen einer zufillig
enstandenen Reihe an. Hierbei haben m Leute nur Fiinfeuroscheine und die restlichen
n Leute nur Zehneuroscheine. Zu Beginn des Kartenverkaufs ist in der Kasse kein Geld
vorhanden. Jeder Kadufer nimmt eine Karte zu 5 Euro. Wie grof ist die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses A, welche der Ereignisaussage ,,Die Kédufer kénnen hintereinander
abgefertigt werden, ohne auf Wechselgeld warten zu miissen® entspricht?

Losung. Alle méglichen Anordnungen der Kédufer sind gleichwahrscheinlich. Uns inter-
essieren aber nicht die Anordnungen der Kédufer iiberhaupt, sondern nur die Kéufer, die
Fiinfeuroscheine und die Kéufer, die Zehneuroscheine haben. Zur Lésung der Aufgabe
betrachten wir das folgende geometrische Verfahren, welches wir fiir den Fall n < m
in einer Skizze veranschaulichen. Wir betrachten die x — y-Ebene und zeichnen auf der
Abszissenachse die Punkte 1,2,...,m + n in dieser Reihenfolge ein. Im Koordinatenur-
sprung liegt die Kasse. Jeder Person mit Zehneuroschein wird die Ordinate ,+1% jeder
Person mit Fiinfeuroschein die Ordinate ,-1“ zugeordnet. Nun summieren wir von links
nach rechts die so definierten Ordinaten in den Punkten ,1,2,... m+n“ und zeichnen in
jedem dieser Punkte die erhaltene Summe ein. Wegen n(+1) + m(—1) = n — m hat
diese Summe im Punkt m + n den Wert n — m. Wir verbinden jetzt die so erhaltenen
einander benachbarten Punkte durch Strecken und den Koordinatenurspurng mit dem
ersten dieser Punkte von links gerechnet. Den so gewonnenen Streckenzug nennen wir
eine Trajektorie. Diese verbindet dannn den Punkt (0,0) mit dem Punkt (m+n,n—m).
Die Anzahl der verschiedenen moglichen Trajektorien ist gleich der Anzahl von Abwaérts-
bewegungen unter m—+n Ab- und Aufwértsbewegungen und hat folglich den Wert (m;”)
Fiir das uns interessierende Ereignis sind genau jene Irajektorien giinstig, die nirgends
iiber der Abszisseenachse verlaufen (y=0), denn sonst kommt einmal ein Kdufer mit ei-
nem Zehneuroschein, wihrend in der Kasse kein Wechselgeld vorhanden ist. Folglich sind
genau jene Trajektorien ungiinstig, welche wenigstens einmal die Gerade y = 1 schneiden
oder erreichen. Wir berechnen nun deren Anzahl. Falls eine ungiinstige Trajektorie vor-
liegt, so konstruieren wir folgendermafken eine Trajektorie. Bis zur ersten Beriihrung mit
der Geraden y = 1 fillt die neue Trajektorie mit der alten zusammen, und vom ersten
Beriihrungspunkt ab, ist die neue Trajektorie das Spiegelbild der alten an der Geraden
y = 1. Die neue Trajektorie verbindet also den Punkt (0,0) mit dem Spiegelpunkt (u,v)
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von (m + n,n —m) an der Geraden y = 1. Fiir diesen gilt dann u = m + n sowie
v—1=1—(n—m), also v =m — n+ 2. Betrachten wir nun eine Trajektorie, die (0,0)
mit (m+n, m—n+2) verbindet. Wegen m > n, also m—n-+2 > 1 beriihrt oder schneidet
diese dann die Gerade y = 1 mindestens einmal. Wir konstruieren nun aus dieser Trajek-
torie mit demselben Spiegelungsprozess wie oben eine neue Trajektorie. Diese verbindet
dann (0,0) mit (m + n,n —m) und bertihrt oder schneidet die Gerad y = 1 mindestens
einmal, ist also eine ungiinstige Trajektorie. Es gibt also genau soviel ungiinstige Trajek-
torien, wie es Trajektorien gibt, die (0,0) mit (m+n, m —n+2) verbindet. Es bezeichne
r bzw. s die Anzahl der Auf- bzw. Abwértsbewegungen einer Trajektorie, die (0,0) mit
(m+n, m—n+2) verbindet. Dann gilt also r+s = m+n sowie r —s = m—n+2. Hieraus
folgt dann 2r =2m+2 bzw.r=m+lund s=m+n—r=m+n—(m+1)=n—1.
Eine solche Trajektorie ist also dadurch gekennzeichnet, dass sie genau m + 1 Aufwarts-
und genau n — 1 Abwirtsbewegungen enthélt. Somit gibt es genau (') derartiger

+) (+ m—+1
m+n\ _ (m+n

Trajektorien. Die Anzahl der giinstigen Félle ist also ( ) und es ergibt sich

m m—+1
m+n\_ (m+n m+n
P(A) — ( 7”(7)n+7(L3”+1) — 1 _ Ezii%
77L<m+n)! m
— 1 — {ndDia=D _ 4 _ m!n! C=1- n_ _ mtl-n

CEED) [CESYICE

(m!n!)

1.3. Geometrische Wahrscheinlichkeit

Schon am Anfang der W-Theorie bermerkte man, dass das Laplacesche W-Modell aus
Abschnitt nur eine begrenzte Giiltigkeit besitzt. Das folgende Phinomen wird z.B. nicht
davon erfasst:

Gegeben: Seine in einer Ebene eine gewissens Gebiet G. In ihm sei ein anderes Gebiet g
enthalten.

Auf das Gebiet G werde ,auf gut Gliick” ein Punkt geworfen und man fragt sich wie groft
die W dafiir ist, das der Punkt in das Gebiet g fallt. Dem Ausdruck ,der Punkt wird auf
gut Gliick in das Gebiet G geworfen“ kommt dabei folgender Sinn zu:

Der geworfene Punkt, kann auf einen beliebigen Punkt des Gebietes G fallen. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass er auf ein beliebiges Teilgebiet von G fillt, ist der Mafzahl
dieses Teilgebietes (Linge bzw Flicheninhalt) proportional und hingt nicht von dessen
Lage oder Form ab. Damit ist definitionsgeméfs die Wahrscheinlichkeit P(g) dafiir, dass
eine auf gut Gliick in das Gebiet G der Ebene geworfener Punkt in das Teilgebiet g von

G fallt, gleich:
Flécheninhalt von g

P p—
(9) Flacheninhalt von G

Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 1.3.1. Fin ungeiibter Fallschirmspringer S versucht auf einer Insel zu landen,
die approximiert als Kreis K mit Radius r angenommen wird. Es gelte als sicher, dass
S in dem den Kreis K umfassenden Quadrat ) mit Seitenldnge 2r landet. Es sei jeder
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Punkt des Quadrats als Landungspunkt gleichberechtigt.
Wie grof ist die W. dafiir, das S im Wasser landet? Aus unserer Vorbetrachtung erkennt
man, dass sich die gesuchte W. berechnet geméis:

Flécheninhalt von Q\K  (2r)? — 7r?

— =1-
Flécheninhalt von Q (2r)2

~ 0,21

NS

Beispiel 1.3.2. Die Koeffizienten p und q der Quadratischen Gleichung x? + px + ¢,
werden auf gut Gliick im Intervall [0, 1] gewahlt.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Wurzeln dieser Gleichung reell sind?
Losung:

Die méglichen Versuchsausgénge sind hier die Punkte des Quadrats [0, 1] x [0, 1], wobei
p bzw q die erste bzw die zweite Komponente reprasentiert. Giinstig dafiir, dass die be-
trachtete Gleichung reelle Wurzeln besitzt ist dann genau die Menge:

A:{@)emuxmﬂ:ﬁ—gzo}:{@>emuxmA:qu}

Somit ergibt sich die gesucht W. geméifs der Formel

P(A)

Flicheninhalt von A B fol ip2dp B [ 1 3] 1 1

~ Flicheninhalt von [0,1] x [0,1] 1 127 |, ST)

Frage: Was sind die Ereignisse in den Experimenten der Beispiele 1.3.2 und 1.3.27
Diese Frage ist gleichbedeutend mit der Bestimmung derjenigen Mengen, denen sich ei-
ne Flache zuordnen lésst. Hierfiir bietet sich etwa die Borelsche o-Algebra B, von R™
(also die Borelsche o-Algebra des euklidischen metrischen Raumes (R™, pgp rm)) an. Als
Mafzahl fiir Lange, Fliche, Volumen... bietet sich fiir B € B, das Lebesgue-Borel-Mafs
/\(m)(B) an. Hieran anschliefend gelangen wir zu folgender geometrischer Definition der
Wahrscheinlichkeit:

Sei m € N. Es bezeichne B,, die Borelsche o-Algebra von (R™, pgprm). Sei 2 € B, so
gewihlt, dass \™)(Q) € (0, +oo) erfiillt ist.

Es bezeichne 95, o die Spur-o-Algebra von B,,, in ).

definieren wir das P : B,, o — [0, +oo] fiir alle A € B,, o gemik:

so ist P ein W-Maf auf (2,B,, q).

1.4. Kolmogorovsche Axiomatik der W-Theorie

In Auswertung der W-Modelle aus den Abschnitten 1.2 und 1.3 war man bestrebt ein
umfassendes, allgemeines Modell zu konstruieren. Ein solches Modell wurde 1933 von
A.N.Kolmogorov(1903-1987) als Grundlage fiir den Aufbau der W-Theorie vorgeschla-
gen.

Mit jedem Zufallsexperiment ist ein Tripel (£2,2l, P) assoziiert, welches folgenden Axio-
men unterworfen ist:
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Axiom 1 Gegeben seien eine nichtleere Menge €, der sogenannte Grundraum. Die Ele-
mente von () heiffen Elementarereignisse.

Axiom 2 Es ist eine o-Algebra 2 von Teilmengen von  ausgezeichnet, deren Elemente
als zuféllige Ereignisse bezeichnet werden.

Axiom 3 Auf dem mekbaren Raum (,2() ist ein Maf P ausgezeichnet, welches der
Bedingung P(2) = 1 gentigt.

Beachte : Ein Elementarereignis ist nicht notwendig ein zufélliges Ereignis.

Definition 1.4.1. Seien ) eine nichtleere Menge, 2 eine o-Algebra in @ und P €
ML (Q,2). Dann heift das Tripel (Q,2, P) ein W-Raum.

Wir présentieren nun ein Grundbeispiel von W-Riumen, welche insbesondere die in
Abschnitt 1.2 und 1.3 behandelte Situationen umfassen.

Beispiel 1.4.1. Seien N € N und () eine Menge bestehend aus den N Elementen
N
Wi, ..., wn. Es sei (pj)j-vzl eine Folge aus [0,1] mit ) p; = 1. Weiter seien A := PB(Q) und
N !
P:= ) pjey,; a. Dann ist (2,2, P) ein W-Raum.
j=1
Interpretation von Beispiel 1.4.1.
Seien r, s € N und es liege eine Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln vor. Aus die-
ser werden zufillig nacheinander zwei Kugeln gezogen, wobei die erste gezogene Kugel
zuriickgelegt wird. Wir wihlen den Grundraum Q := {0,1} x {0,1} und die o-Algebra
PB(€2). Dann ist 2 eine vierelementige Menge mit den Elementen w; := (1, 1), wa := (1,0),
w3 := (0,1) und wyg := (0,0). Hierbei symbolisiert eine 1 bzw. 0 in der ersten Kompo-
nente, dass beim ersten Zug eine rote bzw. schwarze Kugel gezogen wurde. Weiterhin
symbolisiert eine 1 bzw. 0 in der zweiten Komponente, dass beim zweiten Zug eine rote
bzw. schwarze Kugel gezogen wurde. Bezeichnet P das zugehorige W-Maf auf (2, 6(Q2)),
so ist aufgrund der Versuchsbedingungen dann

Pla)) = = (o )

r+s r+s r+s
r S
P({wz}):r—i-s'r—i—s
S r
P({w?’}):r—i-s'r—i—s
2
S S S
P = . =
({w4}) r+s r+s <r+s>

Es ist also

r 2 r S S T S 2
P=\is) ot s esot L s esot () @

15

v7
28.4.2009



Beispiel 1.4.2. Seien (Q,2) ein mefbarer Raum und p € M5 (Q,2)\{o}. Weiter sei
P = ﬁ - . Dann ist (2,2, P) ein W-Raum.

Beispiel 1.4.2 umfasst insbesondere die Situation von dem Abschnit 1.2. Die Wahl
von B() als o-Algebra des W-Raums ist besonders einfach, beinhaltet aber starke Ein-
schrinkungen an das W-Maf, z.B. hat jedes W-Maf auf (R,P(R)) eine ganz spezielle
Struktur, welche in vielen Anwendungen nicht zutrifft. (Dies ist ein berithmter Satz von
Stanislaw Ulan (1909-1981) erschienen in Fund. Math. 16(1930),141-150.)

Wir diskutieren nun einige Grundtypen von W-Raumen.

Satz 1.4.1. Seien N € N und €2 eine N-elementige Menge mit den Elementen wy, ..., wy.
Dann gilt

e Sei P ein Inhalt auf PB(2) mit P(2) = 1. Dann ist (Q,P(2), P) ein W-Raum und
N N
es gilt P = ZlP({wj})ew].m(Q) sowie ‘21 P({w;}) = 1.
J= J=

N
e Sei (p;)}_; eine Folge aus [0, 1] mit Z pj = 1 .Weiter sei P := Z Dj€u; p()- Dann

ist P ein W-Maf auf (©2,3B()) und fur ke{l,..,n} gilt P({wk})

Satz 1.4.2. Sei Q eine abzdhlbar unendliche Menge und sei (wj);jen eine Folge von
paarweise verschiedenen Elementen von €, fiir welche Q = |J {w;} erfiillt ist. Dann gilt
JjeN
e Sei P € ML (Q,%B(2)). dann gelten P = > P({wj})ew,; pa) sowie Y- P({w;}) =
JEN jEN
1.

e Sei (pj)jen eine Folge aus [0, 1] mit ) p; = 1. Weiter sei P = Z Pj€w; p(q)- Dann
jeN

ist P e ML(Q,PB(Q)) und fiir k € N gilt P({wg}) =

2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und stochastische
Unabhangikeit

2.1. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die Untersuchung der wechselseitigen Beeinflussung von verschiedenen zufilligen Vor-
gingen gehort zu den bedeutendsten Aufgabenstellungen der W-Theorie. Den elemen-
taren aber grundlegenden Ansatz zum Studium solcher Phidnomene liefert die in diesem
Abschnitt behandelte bedingte Wahrscheinlichkeit. Wir studieren in diesem Abschnitt,
welchen Einfluss das Vorliegen von Zusatzinformationen auf den Ausgang von Zufallsex-
perimenten ausiibt. Wir betrachten zwei motivierende Beispiele.
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Beispiel 2.1.1 (Zweimaliges Wiirfeln mit homogenem Wiirfel). Gesucht ist die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A, welches der Ereignisaussage ,Augensumme ist gréfer als
6“ entspricht. Wir wihlen den Grundraum € := {1,...,6} x {1,...,6} und die o-Algebra
A :=P(Q) . Dann ist card Q2 = 36. Wir legen P gemifs der klassischen Definition als die
diskrete Gleichverteilung auf (Q,21) fest. Es ist dann

A ={(1,6),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (5, 2),
(57 3)7 (5’ 4)7 (57 5)7 (57 6)7 (67 1)7 (67 2)7 (67 3)7 (67 4)’ (67 5)7 (67 6)}
Somit ist card A = 21. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist als

( )_cardA_g_l
S cardQ 36 12

berechenbar. Wir verdndern das Experiment in dem Sinn, dass wir annehmen, schon zu
wissen, dass beim ersten Wurf eine 1 erscheint. Die ,bedingte” Wahrscheinlichkeit von
A unter der genannten Bedingung betrdgt dann %, da von den jetzt méglichen Paaren
(1,1),...,(1,6) nur (1,6) giinstig ist.

Beispiel 2.1.2. Seien r,s € N. Es liege eine Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln
vor. Aus dieser wird willkiirlich eine Kugel gezogen. Fiir das Ereignis B, welches der
Ereignisaussage ,eine rote Kugel wird gezogen* entspricht, gilt dann P(B) = 15 - Die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, welches der Ereignisaussage ,die zweite gezogene
Kugel ist rot” unter der Voraussetzung, dass die erste gezogen Kugel rot war und nicht

zuriickgelegt wurde, ist dann ri;il'

Wir sehen also, dass Zusatzinformationen die Wahrscheinlichkeit gewisser Ereignisse
beeinflussen kénnen. Diese Betrachtungen fiihren uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition 2.1.1. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter sei B € A\Np. Fiir A € A heifit

dann

P(ANB)
P(B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

P(A|B) :=

Bemerkung 2.1.1. Sei (9,2, P) ein W-Raum. Weiter seien A € 2 und B € 2A\Np.

Dann gelten AU B € 2\Np sowie P(A N B|B) = Zg5), P(AN B|B) = P(A|B),

P(ANBJAUB) = 5407} und P(ANB|AUB) < P(AN B|B).

Beispiel 2.1.3. Es mdge eine Lotterie mit 100 Losen vorliegen, unter denen sich genau
zwei Preise A und B befinden. Herr X kauft vier Lose. Er teilt seinem Freund Y den
Kauf dieser vier Lose mit und verrét weiterhin, dass er den Preis B gewonnen hat. Herr
Y stellt sich nun die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit Herr X beide Preise gewonnen
hat. Es ergibt sich

(100) —  looL T 100 25

P(B) = W) _logge 4 _ 1
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und

2) (98 98!
P(AmB):(Q)'(Q):l'T%!: 4.3 1 1
100 100! : .
) Jool 100-96 25 33
Damit ergibt sich
P(ANB) -5 1
P(ANB|B) = BT m

Etwas spéter trifft Herr X dann noch seinen Freund Z und informiert ihn dariiber, dass
er vier Lose gekauft hat und einen Gewinn erziehlt hat. Auch Herr Z stellt sich nun die
Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit Herr X beide Preise gewonnen hat. Aus Symme-
triegriinden gilt

Weiterhin ergibt sich

(S3

P(AUB) :P(A)+P(B)—P(AOB):%+%_25?33
_ 2 1 66—1 65 3
3

25~ 2533 ~ 2533 2533 533

Damit ergibt sich

P(ANB) 33 1 1
P(AOB\AUB):P(AUB): BES REE

Beispiel 2.1.4 (Gestorter Nachrichtenkanal). Sei n € {2,3,...}. Dann stelle man sich
folgende Situation vor. Eine Person Iy iiberbringt einer Person Iy eine Nachricht, deren
Inhalt sich durch ,,0¢ oder ,1“ symbolisieren lisst. Iy gibt eine Nachricht dergleichen Art
an Is, Iy an I3 usw bis schlieflich I, als letzter Empfinger eine Nachricht dieser Art
erhélt. Fiir j € {1,...,n — 1} sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Person I; die von
I;_1 emmpfangene Nachricht an Ij 1 weiterleitet, eine Zahl p € (0,1). Fiir n € N ist
dann die Wahrscheinlichkeit p,, dafiir gesucht, dass I, die richtige, d.h. die von Iy an I
iibermittelte Nachricht erhélt.

Losung. Lin geeignetes Modell fiir dieses Zufallsexperiment ist der mefsbare Raum
~1
(Q,B(Q)) mit Q := "% {0,1}. Ist hierbei (wy, ...,wn—1) € Q, so soll die j-te Komponente
j=0
w; die von I; an I, tbermittelte Nachricht représentieren. Fiir j € {1,...,n} stellt
dann Ej := {(wo, ...,wn—1) : wo = wj—1} gerade das zur Ereignisaussage ,,I; empfingt die
richtige Nachricht“ gehérige Ereignis dar.
Es bezeichne P das zugehdrige Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2,B(€2)) Dann ist al-

so p, = P(Ey). Wir werden die gesuchte Wahrscheinlichkeit nun rekursiv bestimmen.
Offensichtlich ist

p1=1 (1)
sowie
P2 =D (2)
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Fiirn € {2,3, ...} gilt unter Beachtung dessen, daf 1-p die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
dass I,,_1 das Gegenteil der von I, _5 epfangenen Nachricht an I, weiterleitet, sowie von

E,=(E,NE,—1)U(E,N[Q\E,_1]) und

(E,NE, )N (E,N[OQ\E,_1]) =0

dass:

Pn = P(En) P((E mE]n 1) (E N [Q\Enfl])
1)P(En_1) + P(E, |Q\En_1)P(Q\En_1)
p(E%ﬂ+ﬂ—MU“D—P@ﬁﬂ] (3)
=pP(Ep-1)+ (1 —p)(1 - P(Ep-1))

=@2p-1DP(En1)+1-p

=@2p-Dpp—1+1-p
Wir zeigen nun durch vollstindige Iduktion iiber n, daf fiir n € N gilt

— 1(2p -ty é (4)

Pn 5

Fiir n=1 gilt wegen (1) zunéchst (2p Dt l=1l4l=p
Sei nun n € N und sei fiir k € {1,...,n} bereits gezeigt, dah

1
~(2p— 1)kt

1
Pk =5 +5- (5)

Unter Beachtung von (5) und (3) folgt nun

Pn+1 :(2]9 )pn+1_
=(2p- ><%<2p—1)" '+ +1-p
=%(2p—1)"+ (2p—1)+1—p
I R

Damit ist induktiv gezeigt, dafs (1) fiir n € N gilt. Im Fall p = % gilt fir n € N

insbesondere ) )
=2 -1ty =2,
Pn=5Q2 5" 5 =5

Wegen p € (0,1) gilt 2p — 1 € (—1,1), also le (2p — 1)™ = 0. Hieraus folgt

1 1

. . 1 no1 1 1

Jim o = Jim (G177 ) = 5

Das bedeutet, der Empfinger einer Nachricht kann annehmen, dafi diese nahezu mit

Wahrscheinlichkeit % falsch ist, wenn er weiss, dass diese iiber eine groke Anzahl von

Zwischentrégern jeweils mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1) richtig weitergegeben wurde,
wobei p auch sehr nahe bei 1 sein kann.
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Zusatz zu Beispiel 2.1.4. Es liege die Situation von Beispiel 2.1.4 vor und es sei
n € {2,3,...}. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir zu bestimmen, daf I; die rich-
tige Nachricht weitergeleitet hat, wenn die I,, die richtige Nachricht empfangen hat.

Losung. Mit den obigen Bezeichnungen ist dann P(FEs|E,) gesucht. Wegen (2) gilt
p(E2) =p2=p (1)
Aufgrund der bisherigen Betrachtungen gilt:
1 L, 1
P(En|Ez) = P(Ep-1) = 5(2p = 1)"" + 5. (2)
Unter Beachtung von (1) und (2) und der obigen Formel fiir P(E,,) folgt dann

p(EyE,) ~ PN Ea) _ PUEE)P(E) _ (Gp= 1"+ 1p _ ((2p =112+ 1)p

P(E,) —  P(E,)  f@p-uri+l T @p-nrt+d

Satz 2.1.1. Seien (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € 2\N,,. Es sei Py :
2 — R definiert geméf B — P(B|A). Dann gilt:

a) Es sei P(A) € (0,400), dann ist P4 gerade die P-Gleichverteilung auf A.
b) Es gilt P4 € ML (Q,2),Q\A € Np, und Np C Np,.

¢) Sei B € 2 Dann gilt Pa(B) > 1 - 2555

Beweis. (c)
Wegen der Endlichkeit von P gilt:

_PO\B) PA)-PQ\B) PA-1-PB) _ PA+PB) -1

Py Py P - P W

Weiterhin ist P(A) + P(B) — P(AN B) = P(AU B) < P(2) = 1 und somit also

P(A) + P(B)—1< P(ANB). 2)

Aus (1) und (2) folgt dann: 1 — P](DSEX)B) = P(A);{)IL‘()B)A < ngé%g) = P(BJ|A) = P4(B). 1

Folgerung 2.1.1. Seien (€, 2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum sowie Aq, Ay € A\Np
Es sei Py, bzw. P4, wie im Satz 2.1.1 erklért. Dann gilt:

a) Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) Es ist Py, = Py,.
(i) Esist AiAAs € Np.

b) Es gilt {A; U Ay, A1 N Az} € A und, falls a)(i) erfillt ist, auch P(A4;) = P(A42) =
P(Al U Ag) = P(A1 N Az) sowie PA1 = PA2 = PA1UA2 = PA1ﬂA2'
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Mitunter ist es auch giinstig, den Wahrscheinlichkeitsraum aus Folgerung 2.1.1 so zu
verdindern, dass A zum sicheren Ereignis wird.

Satz 2.1.2. Seien (Q,%2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A\Np. Es sei P4 wie

in Satz 2.1.1 definiert. Weiter sei 24 := {B N A|B € 2} die Spur-o-Algebra von 2 in A.
Dann gilt:

a) Es ist 24 eine o-Algebra in 2 mit A4 C 2A.
b) Sei Py = Rstr.g, P4. Dann gilt Py e M}F(A,QlA).

Seien (€Q,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € 2\Np. Wegen Definition 2.1.1
gilt dann P(B N A) = P(A) - P(B|A) Wir wollen nun eine Verallgemeinerung dieser
Formel fiir den Durchschnitt einer endlichen Folge von Ereignissen herleiten.

Satz 2.1.3 (Multiplikationssatz fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten). Seien (2,2, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum. Weiter seien n € N und (Aj)?:_& eine Folge aus 2 mit ﬂ?:_& Aj e
2\Np. Dann gilt:

a) Fir k€ {0,...,n— 1} ist ﬂ?:o A; € 2 und zudem gilt

n—1
P(Ag) = P(AgNAy) > - > P([) 4;) > 0
j=0
b) Sei A,, € 2. Dann gilt
n n—1
P(() 4)) = P(A))P(A1|A0)P(As Ao N A1) - P(Aa| (N A). (1)
j=0 j=0

Bewelis.

a) folgt aus der Isotonie von P.

b) Wegen a) ist die rechte Seite von (1) wohldefiniert. Wir zeigen (1) durch vollstéindige
Induktion tiber n. Fiir n=1 folgt (1) aus Definition 2.1.1. Sei nun k£ € N und sei fiir
n € {1,...,k} die Formel bereits gezeigt. Dann ergibt sich

P(ﬂfié Aj) = P((ﬂ?:o AjN Agir)
= P(Ag+1| ﬂkzo Aj)P(ﬂfzo Aj)
= P(Ary1] Mo Aj)P(Ak| =g Aj) - - P(A1] Ag) P(Ao).

Beispiel 2.1.5. Bei einem Lernversuch hat eine Versuchsperson eine Aufgabe zu lésen.
List sie die Aufgabe nicht erhilt sie eine Hilfestellung und versucht wiederholt die Auf-
gabe zu I6sen. Die Erfahrungen besagen: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Aufgabe
beim 1. bzw. 2. bzw. 3. bzw. 4. Versuch gelost wird betrigt 0,5 bzw 0,65 bzw 0,75 bzw
0,8. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses A, welches der Ereignisaussage
,Die Aufgabe wird nach héchstens 4 Vesuchen geldst” entspricht.
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Lésung (1). Es bezeichne (2,B(f2), P) einen hier nicht nédher spezifierten Wahrschein-
lichkeitsraum, der unserer Experiment adédquat beschreibt. Fiir j € {1,2,3,4} bezeichne
Aj das zur Ereignisaussage ,,Die Aufgabe wird in j-ten Versuch gelost gehorige Ereignis.
Es ist dann: A = U;l':1 Aj. Wegen Satz 2.1.3 gilt dann

P(A) = P(Uj_1 4)) = PO\[2\Uj-, 4;) = P(Q) — P(\(Uj—; 4)))
= 1— P(Nj_,(2\4)))
=1- P(Q\Al) . P(Q\A2|Q\A1) . P(Q\A3|Q\A1 N Q\AQ N Q\Ag)
P(Q\A4|Q\A1 N Q\AQ N Q\Ag N Q\A4)
=1-0,5-0,35-0,25-0,2=0,9912

Lésung (2). Wir présentieren nun eine stérker formalisierte Behandlung von Beispiel
2.1.5, welche die explizite Angabe eines W-Raums beinhaltet, der das Experiment ad-
dquat beschreibt. Wir wéhlen den Grundraum 2 = {1, (0, 1), (0,0, 1), (0,0,0,1),(0,0,0,0)}
sowie die o-Algebra 2 = B(Q). Fiir j € {1,2,3,4} bezeichnet hierbei eine 1 bzw. 0 in der
j-ten Komponente der entsperchenden Tupel, das die Aufgabe im j-ten Versuch gelGst
bzw. nicht gelost wird. Man tiberlegt sich dann, dak durch P = 0, 5€1 9+0, 5-0, 65€(0 1) o+
0,5-0,35-0,75€(0,0,1),2 +0,5-0,35-0,25-0,8€¢0,0,0,1),2 +0,5-0,35-0,25 - 0, 2€(0,0,0,0),2
ein W-Ma# auf (Q,2() gegeben ist, welches unseren Versuch adédquat beschreibt. Es gilt
dann A = {1,(0,1),(0,0,1),(0,0,0,1),} = Q\{(0,0,0,0}. Damit ergibt sich P(A) =
P(2\{0,0,0,0}) =1 - P({0,0,0,0}) =1-0,5-0,35-0,25-0,2 = 0,9912.

Unsere niichsten Uberlegungen sind darauf gerichtet, eine Vorschrift anzugeben, mit
welcher aus gegebenen bedingten Wahrscheinlichkeiten gewthnliche (also nicht bedingte
W.) berechnet werden konnen.

Definition 2.1.2. Seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeits-Raum und J ein Abschnitt
von N (d.h., es ist entweder §J = N oder mit einem gewissen n € N gilt J = {1,..,n}).
Dann heifit (H;); ey von Mengen aus 2 ein vollstéindiges Ereignissystem bzgl. (€2,%),
falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) Esist U;c; Hj =S

JEJ
i) Fiir alle j,k € J mit j # k gilt H; N Hy = 0.
Satz 2.1.4 (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit). Seien (©2,2(, P) ein W-Raum, J
ein Abschnitt von N und (Hj) ez ein vollstandiges Ereignissystem bezgl. (£2,2). Weiter
sei J':={j € J: H; € A\N,}. Dann gilt:
a) Esist J # 0.

b) Sei A € 2. Dann gilt P(A) = > P(A|H;)P(H;).
JeY

Bewelis.
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a)

Es gilt auf Grund der Additivitdt bzw. o-Additivitdt von P dass:
> P(H;) =P(|JH)) = P(Q) =1.
JEJ JeJ

Somit ist J" # 0.

0, falls 3\ =0
ey Hj. Dann gilt Q\H = U Hj, falls J\J" # 0.
JENY

Sei H :=J

Hieraus folgt mittels Satz M.5.1 dann:
O\H e Np (1)
Wegen A € 2 und (1) gilt AN (Q\H) € 2A und wegen Satz M.5.1 zudem
AN(Q\H) € Np. (2)

Unter Beachtung von A= (ANH)U(AN(Q\H)) und (ANH)N[AN(Q\H)] =10
sowie von (2) folgt dann

P(A)=P(ANH)+P(AN(Q\H)) = P(ANH). (3)
Weiterhin ist AN H = AN (Ujey Hj) = Ujey (AN Hj), wobei (AN Hj)jey eine

paarweise disjunkte Folge aus 2 ist.
Damit ergibt sich :

PANH) = P(|J(ANH) = Y P(AnHj) = 3" P(A|H,) - P(H;)

jey Jjey Jjey
Hieraus folgt wegen (3) nun P(A) = > P(A|H;) - P(Hj).
jey

Beispiel 2.1.6 (Chemisches Analogon zu Satz 2.1.4). Sei n € N. Dann stelle man sich
folgende Situation vor. Es seien n Gefife Hy,.., H,. In denen verschiedenen Lisungen
desselben Salzes in den Konzentrationen P(A|Hy), ..., P(A|H,,) vorliegen mégen. Fiir j €

{1,..n} bezeichne P(H;) das Fliissigkeitsvolumen im j-ten Geféift H;. Es mdge insgesamt

n
ein Liter Fliissigkeit vorliegen, d.h. es sei ), P(H;) = 1. Gieft man nun alle n Lisungen
=1

=

zusammen, so hat die entstehende Satzlosung die Konzentration:

P(A) = P(A|H;) - P(Hj)
j=1
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Beispiel 2.1.7. In einem Betrieb arbeiten 3 Automaten an der Herstellung des gleichen
Erzeugnisses. Hierbei stellt sich die Situation wie folgt dar:

Automat 1 bzw. 2 bzw. 3 fertigt 40% bzw. 35% bzw. 25% der Gesamtproduktion, wovon
4% bzw. 5% bzw. 3% Ausschuf sind.

Wie grofs ist die W. des Ereignisses A, welches der Ereignisaussage ,Fin willkiihrlich
herrausgegriffenes Erzeugnis ist Ausschuk® entspricht?

Losung:

Es bezeichne (2,96(2), P) einen hier nicht niher spezifizierten W.-Raum, welcher das
vorliegende Zufallsexperiment adédquat beschreibt. Fiir j € {1,2,3} bezeichne H; das der
Ereignisaussage ,Das Erzeugnis wurde vom j-ten Automaten gefertigt® entsprechende
Ereignis. Dann ist (Hj)?:1 ein vollstdndiges Ereignissystem bez. (2,B(Q2), P).

Nach Satz 2.1.4 ergibt sich:

P(A) = P(A|Hy) - P(Hz) + P(A|Hz) - P(H1) + P(A|H3) - P(Hs3)
=0,04-0,4+0,05-0,35+0,03- 0,25
= 0,041.

Wir wollen nun eine gewisse inverse Problemstellung behandeln. Hierzu betrachten wir
einen W-Raum (2,2, P), einen Abschnitt von J von N und ein vollstdndiges Ereignis-
system (Hj)jez bzgl. (2,2). Es sei bekannt, dass ein Ereignis A € A\N, eingetreten
ist. Dann stellt sich die Frage, wie grok fiir jedes 5 € J in dieser Situation dann die
Wahrscheinlichkeit ,Hypothese® H; ist, d.h. wir sind an der bedingten Wahrscheinlich-
keit P(H;|A) interessiert.

Thomas Bayes(1702-1761) gab eine Antwort darauf.

Satz 2.1.5 (Formel von Bayes). Seien (2,2, P) ein W-Raum, J ein Abschnitt von
N, (Hj) ez ein vollstandiges Ereignissystem, bzgl. (2,2) und A € A\Np. Weiterhin sei
Y ={jed: Hj € W\Np}. Dann ist J' # 0 und fiir j € J’ bzw. j € J\J gilt:

P(A|H;) - P(Hj)

5 PUAIH;) - P(H:)

P(H;|A) = baw. P(Hj|A) =0

Beweis. Wegen Teil a) von Satz 2.1.4 gilt J’' # 0. Sei zunéchst j € J\J', es ein H; € Np.
Es bezeichne P4 das in Satz 2.1.1 eingefiihrte W-Maf auf (Q,2). Wegen Teil b) 2.1.1
gelten dann Np C Np,, also H; € Np, und somit P(H;|A) = Ps(H;) =0

Sei nun j € J unter Beachtung von Definition 2.1.1 und Satz 2.1.4 folgt nun.

Def2.1.1 P(H;MA) so14  P(A|Hj) - P(Hy)

P(Hj|A) = P(A) - kZ%/P<A|Hk).P(Hk>

Beispiel 2.1.8 (Chemisches Analogon von Satz 2.1.5). Sei n € N. Dann mdge erneut
die im chemischen Analogon von Beispiel 2.1.6 beschriebene Situation vorliegen. Fiir
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j € {1,..,n} ist dann derjenige Anteil P(H;|A) an der gesamten Salzmenge, der sich im
J-ten Gefif befindet gegeben durch:
P(A[H;) - P(Hj)

n

k;P(AIHk) - P(Hy)

P(H;|A) =

Beispiel 2.1.9. Fiir ein Konzert, werden an drei verschiedenen Verkaufsstellen Karten
angeboten. Sei j € {1,2,3} Die W. dafiir, dass sich ein Interessent an die j-te Verkaufstel-
le wendet, hdngt von der Lage ab und sei pj, wobei p; € (0,1). Die W. dafiir, das nach
2 Stunden nach gleichzeitigem Verkaufsbeginn an der j-ten Kasse alle Karten verkauft
sind, sei mj, wobei m; € (0,1).

Ein Interessent kaufte 2 Stunden nach dem Verkaufsbeginn eine Karte. Wie grok ist die
W. dafiir, dass er an der ersten Kasse kaufte?

Lésung. Es bezeichne (Q2,9B(Q), P) einen nicht ndher speziefierten W-Raum, der das
vorliegende Zufallsexperiment adidquat beschreibt. Es sei A das der Ereignisaussage ,der
Interessent erhélt eine Karte entsprechende Ereignis. Fiir j € {1,2,3} sei H; das der
Ereignisaussage ,,Der Interessent wandte sich an die j-te Kasse“ entsprechende FEreignis.
Fir j € {1,2,3} ist dann P(H;) = p; und P(Q\A|H;) = 7;. Hieraus folgt mittels Satz
2.1.1 dann:

Da (H;)3 1 ein vollstand1ges Ere1gmssystem bzgl. (Q,B(2), P) ist folgt mittels Satz 2.1.5

dann:
(A-m)-pr

3
;(1_%) by

Beispiel 2.1.10 (Multiple Choice Verfahren). FEinem Studenten wirde wéhred einer
Priifung eine Frage vorgelegt, zu der es n mdgliche Antworten gibt, von denen genau eine
richtig ist.

Hat der Student sich auf die Priifung vorbereitet (die Wahrscheinlichkeit hierfiir sei p €
(0,1)), kann er die Frage richtig beantworten. Andernfalls wahlt er eine der n Antworten
willkiirlich aus. Wie berechnet sich in Abhéngigkeit von n und p die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass der Student sich auf die Priifung vorbereitet hat, wenn die Frage von ihm
richtig beantwortet wurde.

P(H1|A) =

Lésung. Wir wollen Satz 2.1.5 anwenden. Hierzu bezeichne (2, P(S?), P) einen nicht né-
her speziefierten W-Raum, der das vorliegende Zufallsexperiment addquat beschreibt. Es
bezeichne A bzw. B aus der Ereignisaussage ,der Student beantwortet die Frage richtig”
bzw. ,der Student hat sich auf die Priifung vorbereitet” entsprechende Ereignis. Aufgrund
der Versuchsbedingungen ist das P(B) = p, P(A|B) = 1 und P(A|Q\B) = 1 und wir
kénnen weiterhin P(A) # 0 annehemen. Unter Verwendung von Satz 2.1.5 folgt dann:

P(A[B) - P(B) _ 1-p _ P
P(A|B) - P(B) + P(A|\B) - P(Q\B)  1-p+(1-p) p+(1-p)

P(B|A) =

25



Mit wachsendem n wird dann P(B|A) grofer, was zu erwarten war.

2.2. Erste Betrachtungen zu stochastisch unabhidngigen Ereignissen

Ein W-Raum (2,2, P) ist auf Grund seiner Definition ein Objekt der Maftheorie. Kdme
nun keine weitere spezifische Begriffsbildung hinzu, wére die Stochastik ein Teilgebiet
der Mafstheorie. Dass das nicht so ist, wird im vorliegendem Abschnitt verdeutlicht. Der
nachfolgende Begriftf der stochastischen Unabhéngigkeit spielt eine zentrale Rolle in der
W-Theorie. Er ist es ndmlich, der diese aus dem allgemeinem Konzept der Mafstheorie
heraus hebt und zu einem eigensténdigen Zweig der Mathematik macht.

Wir betrachten einen W-Raum (2,2, P) sowie gewisse A € 2 und B € A\Np. Dann
ist es natiirlich zu sagen, dass A in keiner Weise von B abhingt, falls

P(A|B) = P(A). (1)

Aus (1) folgt sogleich
P(AnB)=P(A)P(B). (2)

Falls auch A € A\Np, so kann (1) auch als
P(B|A) = P(B) (3)

geschrieben werden. Aus (3) folgt dann auch (2). Wir kommen somit zu folgender Be-
griffsbildung

Definition 2.2.1. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter seien A, B € 2. Dann heiken A
und B stochastisch unabhingig bzgl. P, falls P(AN B) = P(A) - P(B). Andernfalls
heifen A und B stochastisch abhingig bzgl. P.

Satz 2.2.1. Seien (Q,2, P) ein W-Raum, A € 2 sowie B € A\Np. dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) A und B sind stochastisch unabhéngig beziiglich P.
b) Esist P(A|B) = P(A).

Beispiel 2.2.1 (Gleichzeitiges Wiirfeln mit rotem und gelbem Wiirfel). Wir wéihlen den
Grundraum Q := {1, ...,6} x{1,...,6}. und die o-Algebra 2l := P(Q)). Hierbei symbolisiert
die erste bzw. zweite Komponente eines (w1, ws) € § das Ergebnis des roten bzw. gelben
Wiirfels. Das W-Mafs P sei die diskrete Gleichverteilung auf (2,21). Es bezeichne A bzw.
B bzw C das der Ereignisaussage ,,Roter Wiirfel liefert 2 bzw ,Augensumme beider
Wiirfel ist gerade“ bzw ,,Augensumme beider Wiirfel ist héchstens 4“. Dann ist A =
{(2,1),...,(2,6)} und es gilt P(A) = & = 1. Weiter ist Q\B das der Ereignisaussage
L2Augensumme beider Wiirfel ist ungerade” entsprechende Ereignis. Dies entsteht genau
dadurch, dass einer der beiden Wiirfel eine gerade und der andere eine ungerade Zahl
liefert. Hierfiir gibt es genau 2-3-3 = 18 Mdglichkeiten. Folglich ist P(Q2\B) = % = % also
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P(B)=1-P(Q\B)=1—3 = 1. WegenC—~({ ), (1,2),(1,3),(2,1), g 2),(3,1)} gilt
2

, 1
2),(2,4),(2,6)}, also P(AOB) 2 = L. Hieraus

PC)=2 =1 Es1stAﬂB— {(2

ergibt sich P(A NB) =4 = &3 = P(A) - P(B). Somit sind A und B stochasmsch
unabhéngig beziiglich P. Es 1st ANC ={(2,1),(2,2)}, also P(ANC) = & = L. Hieraus
ergibt sich P(ANC) = %8 £ 36 = % . % = P(A)- P(C). Somit sind A und C' stochastisch

abhédngig beziiglich P.

Stochastische Unabhéngigkeit von A und B beziiglich P driickt aus, dass A und B
w-theoretisch in dem Sinn keinen Einfluss aufeinander haben, dass die Informationen , A
geschieht”, wenn sie iiberhaupt positive P-Wahrscheinlichkeit hat, nichts an der Wahr-
scheinlichkeit von B dndert. Dies muss man genau von realer Beeinflussung unterscheiden.
Stochastische Unabhdhnigkeit ist ein in A und B symmetrischer Begriff. Bei realer Beein-
flussung ist dies sicher nicht der Fall. Stochastische Unabhéngigkeit von zwei Ereignissen
A und B kann selbst dann vorliegen, wenn real das Eintreten von B davon abhéngt, ob
A geschieht. In Beispiel 2.2.1 etwa sind A und B stochastisch unabhéngig, obwohl A
mitbestimmt, ob B eintritt. Bei der Anwendung w-theoretischer Modelle wird die sto-
chastische Unabhéngigkeit von Ereignissen vielfach im Modell postuliert, z.B.  /Automat
produziert Erzeugnis an einem Freitag® und ,Erzeugnis ist normgerecht®.

Satz 2.2.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum sowie A, B € 2. Dann gilt

a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) A und B sind stochastisch unabhéngig beziiglich P
(ii)) A und Q\B sind stochastisch unabhéngig beziiglich P
(iii) 2\A und Q\B sind stochastisch unabhéngig beziiglich P
)

(iv) Q\A und B sind stochastisch unabhéngig beziiglich P
b) Sei P(B) = 0. Dann sind A und B stochastisch unabhéngig beziiglich P
c) Sei P(B) = 1. Dann sind A und B stochastisch unabhéngig beziiglich P
Beweis.

a) 1.)“(1)=(i)" Es gilt A = (ANB)U[AN(Q\B)] sowie (ANB)N[AN(Q\B)] = 0, also
wegen {ANB, AN (Q\B)} C A dann P(A) = P(ANB)+ P(AN(Q\B)). Hieraus
sowie aus (i) folgt nun P(AN(Q\B)) = P(A)— P(ANB) 2 P(A)—P(A)-P(B) =
P(A)[1 - P(B)] = P(A) - P(Q\B), d.h es gilt (ii).

2.) ,(ii)=(iii)* Aus (ii) und der schon bewiesenen Implikation ,,(i)=-(ii)* ergibt sich,
dass Q\ A und Q\ B stochastisch unabhéngig beziiglich P sind. Es gilt also (iii).
3.) H(ili)=-(iv)“ Aus (iii) und der schon bewiesenen Implikation ,(i)=-(ii)* ergibt
sich, dass Q\A und Q\(2\B) = B stochastisch unabhéngig beztglich P sind. Es
gilt also (iv).

4.) ,(iv)=(1)* Aus (iii) und der schon bewiesenen ergibt sich insbesondere die Im-
plikation ,(i)=-(iv)“ Hieraus sowie aus (iv) folgt dann, dass Q\(Q\A) = A und B
stochastisch unabhéngig beziiglich P sind. Es gilt also (i).
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b) Wegen ANB € A und AN B C B folgt aus P(B) = 0 und der Isotonie von P dann
P(ANnB)=0,also PIANB)=0= P(A)-0= P(A) - P(B). Somit sind A und B
stochastisch unabhingig beziiglich P.

c) Wegen P(B) = 1ist P(Q\B) = 1 — P(B) = 0. Hieraus und aus b) folgt, dass A
und Q\ B stochastisch unabhéngig beziiglich P sind. Hieraus und aus B = Q\(Q\B)
folgt mittels (a), dass A und B stochastisch unabhingig beziiglich P sind.

Satz 2.2.3. Sei (2,2, P) ein W-Raum und bezeichne 2pg das System aller C' € 2 mit
C € Np oder Q\C € Np. Sei B € A\Ap. Dann gilt

a) Es gilt {B,Q\B} C 2A\Np.

b) Sei A € 2. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es sind A und B stochastisch unabhéngig beziiglich P.
(i) Es gilt P(A|B) = P(A|(2\DB)).

Satz 2.2.4. Seien (2,2, P) ein W-Raum und B € 2. Dann gilt:

a) Seien A,C € 2 derart gewéhlt, dass C' C A erfiillt ist und zudem jeweils stochasti-
sche Unabhéngigkeit von A und B bzw. von B und C beziiglich P vorliegt. Dann
gilt A\C € 2 und es liegt stochastische Unabhéngigkeit von A\C und B beziiglich
P vor.

b) Seien I ein Abschnitt von N und (A4;);es eine Folge von paarweise disjunkten Men-
gen aus 2 derart, dass fiir jedes j € I stochastische Unabhéngigkeit von A; und B
beziiglich P vorliegt. Dann ist |J A; € 2 und es liegt stochastische Unabhéngigkeit

Jjel
beziiglich P von |J A; und B vor.
Jjel
c) Sei (An)nen eine isotone Folge aus 2 derart, dass fiir jedes n € N stochastische

Unabhéngigkeit von A,, und B beziiglich P vorliegt. Dann ist |J A, € 2 und es
neN
liegt stochastische Unabhéngigkeit von [J A, und B beziiglich P vor.
neN

d) Sei (Ap)nen eine antitone Folge aus 2 derart, dass fiir jedes n € N stochastische

Unabhéngigkeit von A,, und B beziiglich P vorliegt. Dann ist [ A, € 2 und es
neN
liegt stochastische Unabhingigkeit von [\ A, und B beziiglich P vor.
neN

Satz 2.2.5. Seien (2,2, P) ein W-Raum sowie A, B € 2. Dann gilt

a) Es seien P(A) > 0, P(B) > 0, und AN B = (. Dann sind A und B stochastisch
abhingig beziiglich P.
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b) Es seien P(A) > 0, P(B) < 1 und A C B. Dann sind A und B stochastisch
abhéngig beziiglich P.

Beweis.
a) Es gilt P(ANB) =P(0) =0+# P(A) - P(B).
b) Esist P(ANB) = P(A) > P(A) - P(B).
=A
|

Folgerung 2.2.1. Sei (2,2, P) ein W-Raum und seien A, B € 2 so gewéhlt, dass A C B
erfiillt ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A und B sind stochastisch unabhéngig beziiglich P
(ii) Esist P(A) =0 oder P(B) = 1.
Beweis.

»(1) = (i1)" Waére (ii) falsch, so ergibt sich aus der Tatsache, dass P Werte aus [0, 1]
annimmt, dass P(A) > 0 und P(B) < 1. Hieraus und aus Teil (b) von Satz 2.2.5
ergidbe sich dann, dass A und B stochastisch abhéingig beziiglich P sind, was im
Widerspruch zu (i) stiinde.

w(71) = ()" Dies folgt sogleich aus den Teilen (b) und (c) von Satz 2.2.4.
|

Wir wenden uns nun jener Klasse von W-Rdumen zu, in denen die stochastische Un-
abhingigkeit auf die minimal mdogliche Variante reduziert ist.

Definition 2.2.2. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Dann heift (Q2,2(, P) frei von stochasti-
scher Unabhéingigkeit, falls jedes geordnete Paar [A, B] von beziiglich P stochastisch
unabhéngigen Ereignissen mindestens eines der Ereignisse () oder € enthélt.

Bemerkung 2.2.1. Sei (2,2, P) ein W-Raum, fiir den 20 = {0, Q} erfiillt ist. Dann ist
(Q2,21) frei von stochastischer Unabhéngigkeit.

Bemerkung 2.2.2. Sei (2,2, P) ein W-Raum und bezeichne Ap das System aller A € A
mit A € Np oder Q\A € Np. Dann gilt Apy = {A € A : Esist P(A) =0 oder P(A4) =
1}.

Bemerkung 2.2.3. Sei (Q,2, P) ein W-Raum, welcher frei von stochastischer Unabhén-

gigkeit ist und bezeichne Ap( das System aller A € A mit A € Np oder Q\A € Np.
Dann gilt Ap = {0, Q}.

Beispiel 2.2.2. Sei n € N\{1},9Q, := {1,...,n} sowie v, die diskrete Gleichverteilung
auf (Qp, B(2y,)). Dann gilt:
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a) Es ist (Qn, PB(Q), vp) ein W-Raum.

b) Sei A, B € B(£2y,). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) Es sind A und B stochastisch unabhéngig beziiglich v,.
(ii) Es ist n-card (AN B) = card A - card B.

c¢) Sei n keine Primzahl und seien k und | dann existierende Zahlen aus {2,...,n} mit
k-1 =n. Weiterhin seien A := {1,...k} sowie B = {r - k|r € {1,...,l}. Dann gilt
{A,B} C B(2,)\{0,9Q,} und es liegt stochastische Unabhéngigkeit von A und B
beziiglich v, vor.

d) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) (2, B(2), vp) ist frei von stochastischer Unabhéngigkeit.

(ii) Es ist n eine Primzahl.

Wir erweitern nun den Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit auf beliebige Familien
von Ereignissen.

Definition 2.2.3. Seien (2,2, P) ein W-Raum und J eine nichtleere Indexmenge. Dann
heifst eine Familie (A;);c3 von Ereignissen aus 2 stochastisch unabhiingig beziiglich P,
falls fiir jede nichtleere endliche Teilmenge J' C J die Gleichung P( () 4;) = [ P(4;)
Jjey jey’

besteht. Andernfalls heifit (A;);c3 stochastisch abhingig beziiglich P.

Bemerkung 2.2.4. Seien (2,2, P) ein W-Raum, J eine nichtleere Indexmenge und (A )xej
eine Familie von beziiglich P stochastisch unabhingigen Ereignissen aus 2. Weiter sei 7
eine Bijektion von J. Dann ist auch (A, (;)) ey eine Familie von stochastisch unabhéngigen
Ereignisen aus 2.

Bemerkung 2.2.5. Seien (2,2, P) ein W-Raum, J eine nichtleere Indexmenge und (A ) ke
eine Familie von Ereignissen aus 2. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Esist (Ax)key stochastisch unabhéngig beziiglich P.

b) Fiir jede nichtleere Teilmenge J C J ist (Ag)xey stochastisch unabhingig beziiglich
P.

c) Fiir jede nichtleere endliche Teilmenge $ C J ist die Folge (Ax)rep stochastisch
unabhéngig beziiglich P.

Satz 2.2.6. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter sei (Ay)3_, eine beziiglich P stochastisch
unabhingig Folge aus 2. Dann sind A; U Az und As stochastisch unabhéngig beziiglich
P.

Satz 2.2.7. Seien (2,2, P) ein W-Raum, sowie (Ag)ren eine beziiglich P stochastisch

unabhéngige Folge von Ereignissen aus 2. Dann gilt (] A, € A sowie P( () 4,) =
neN neN
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nlgfolo [Ti=1 P(Ag).
Beweis. Da 2 eine o-Algebra in Q und (Ag)ken eine Folge aus 2 ist, gilt (| A, € 2.

neN
Sei n € N. Dann wird definiert By, := (| Ak. Esist dann B,, € 2 und es gilt B, O By+1.
k=1
Weiterhin gilt: (| B, = [ () Ax) = () An. Unter Beachtung der Oberhalbste-
neN neN k=1 neN
tigkeit des endlichen Makes P folgt dann P( () A,) = P(() Bn) = le P(B,) =
neN neN o
lim P(() Ay) S0P 5 110, P(Ay). m

Wir demonstrieren nun anhand ausgewéhlter Beispiele verschiedene im Zusammenhang
mit stochastisch unabhéngig auftretende Phénomene. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter
seien n € N und (Ag)}}_, eine Folge aus 2. Geméf Definition 2.2.3 und der Tatsache,
dafl eine n-elementige Menge genau 2" — 1 nichtleere Teilmengen besitzt, besagt die
stochastische Unabhingigkeit der Folge (Aj)}_; beziiglich P. dann das Bestehen von
2™ — 1 Gleichungen. Beriicksichtigt man hierbei, daf das Bestehen dieser Gleichungen
fiir die 1-elementigen Teilmengen trivialerweise gegeben ist, so erkennt man, daf die
stochastische Unabhéngigkeit noch auf 2" — (n + 1) Gleichungen fiihrt, von denen i.A.
keine eine Konsequenz der anderen ist.

Bemerkung 2.2.6. Sei (2,2, P) ein W-Raum und J eine nichtleere Indexmenge. Ist dann
(Aj)jey eine Familie von Ereignissen aus 2, welche paarweise stochastisch unabhéngig
beziiglich P sind (d.h. Fiir alle j,k € J mit j # k gilt P(4; N Ax) = P(4;)P(Ax)),
so ist (Aj);ey, wie das folgende Beispiel zeigt, nicht notwendig stochastisch unabhéngig
beziiglich P.

Beispiel 2.2.3. Seien () eine vierelementige Menge mit den Elementen: wi,ws,ws,wy
und A = P(Q), weiter sei P die diskrete Gleichverteilung auf (,3(2)). (Etwa ein

zeifacher fairer Miinzwurf wird hier durch modelliert.) Es sei Ay = {wj,wa}, Ay :=
{wi,ws} sowie Ay := {wi,ws}. Dann gilt P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 2 = 1. Weiter

ergibt sich A1 NAy = A3NAy = A1 N Ag = {wl}, also P(Al N AQ) = P(A2 N AJ) =
P(A3NA;) = %. Somit sind Ay, As und Az paarweise stochastisch unabhéngig beziiglich
P. Es gilt aber A1 N Ay N Ag = {w:}, also P(A1 N Ay N A3) = P({w1}) = 1 # % = 2% =

P(A1)P(A2)P(A3). Somit ist (Aj)?zl nicht stochastisch unabhédngig beziiglich P.

Bemerkung 2.2.7. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter seien n € N und (4;)j_; eine Folge
n n
aus 2 mit P ( N Aj> = [ P(4;). Dann folgt hieraus, wie das folgende Beispiel zeigt,
j=1 j=1
nicht notwendig die stochastische Unabhiingigkeit der Folge (A;)7_; beziiglich P.

Beispiel 2.2.4 (Fortsetzung von Beispiel 2.2.1). Seien A1 = {(w1,w2) € Qw1 €
{1,2,5}}, A = {(wi,w2) € Qw1 € {4,5,6}} sowie A3 := {(w1,w2) € Qw1 + wo =
9}, d.h. es ist A3 = {(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)}. Es gelten P(A;) = P(43) = % und
P(Ag) = é Es ist Ay N Ay = {(wl,WQ) S Q|W1 = 5}, d.h. es ist P(A1 N AQ) =
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t. Es ist also P(A1 ﬂ Ag) = 1 = 1.3 Weiter ist Ay N Az = {(5,4)}, also
P(A1 N A3) = g5 # 15 Iy l +g = P(A1)P(A3). Bs gilt A3 N Az = {(4,5), (5,4), (6,3)},
also P(A2 N A3) = 35 18 = 1. % = P(A2)P(A3). Somit ist keines aus den Ereig-
nissen A1, Ay und As gebildete Paar stochastisch unabhz’ingjg bezﬁglich P. Es ist aber
AiNAsN A3 = {(5, 4)} also P(Al NAsN A3) 36 l . % -5 (Al) (AQ)P(Ag)
Im nachfolgenden Beispiel bezeichne A1) das Lebesgue-Borel-Ma auf (R!, By).
Beispiel 2.2.5. Seien Q :=[0,1),2 := B' N[0,1) sowie P := Rstrg\). Fiir n € N sei
e T _
Ay, = UJQ':1 [2]2n2, 2]2n1) Dann gilt:
a) Sein € N. Dann ist A, € 2L

b) Sei n € N. Dann gilt P(4,) = 3.
¢) Die Folge (Ap)nen ist stochastisch unabhangig beziiglich P.

Satz 2.2.8. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter seien n € N und (A4;)’}_; eine Folge von
beziiglich P stochastisch unabhingig Ereignissen aus 2.

a) ESIStP(UA )=1- [111- P(4))].

b) Es ist P( fﬁl O\4;) = ﬁlu ~ P(4y)).
j= j=
c) Sei n € N\{1}. Dann gilt

P(UnC () @A => P@) ] @-P@)

iZ1 ke{l n\ () i=1 k{1, )\ {5}

Folgerung 2.2.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum und (Ay)ken eine Folge von beziiglich P

stochastisch unabhingigen Ereignissen auf 2. Dann gilt |J A € 2 sowie
keN

P(|J Ar) _1—71113;0]2[[1—1%4

keN k=1
Beweis. Sei n € N. Wegen Bemerkung 2.2.5 ist dann die Folge (Aj)7_; stochastisch
unabhéingig beziiglich P. Hieraus folgt mittels Teil a) von Satz 2.2.8 nun
n

P(J A =1-T]01 - P(Aw). (1)
k=1

k=1

Nach Konstruktion ist ( U A )nen eine isotone Folge aus 2 und es gilt |J (Up_; Ax) =
neN

\J Ap. Hieraus sowie aus der Unterhalbstetigkeit von P folgt bei Beachtung von (1) dann

keN

Puwmzmu<ﬁan—mu%uarwmu—nu—mum. n

keN neN k=1 =1 n—00 k=1
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Beispiel 2.2.6. Seien n € N und k € {1,2,..., (469)}. Dann stelle man sich folgende
Situation vor: Herr X gibt bei dem Wettspiel ,6 aus 49“ bei n aufeinander folgenden
Wochenziehungen jeweils k verschiedene Tippreihen ab. Wie grok ist dann die W. des
Ereignisses Ay, i, welches der Ereignisaussage ,Herr X erziehlt im Verlaufe dieser n Wo-
chenziehungen mindestens einmal 6 richtige® entspricht.

Beweis. Seij € {1,...,n} und bezeichne A; das der Ereignisaussage ,Herr X erzielt bei
der j-ten Wochenziehung 6 Richtige” entsprechende Ereignis. Aufgrund der Versuchsbedi-
nungen berechnet sich diese W. P(A;), wenn py, := ﬁ gesetzt wird, geméh P(A;) = py.

Weiterhin gilt A, j, = U Aj. Bei der Unterstellung der stochastisch unabhéngig der Folge
Jj=1
(Aj)7_ beziiglich P. ergibt sich mittels Teil a) von Satz 2.2.8 dann folgendes:

—P(UA = Hl— (Ap)] = Hl—pk—l—(l—pk)-
k=1 k=1 k1

Ist z.B. k = 10 und n = 2000, was einem Zeitraum von ca. 38 Jahren entspricht, so ist
P(A2000,10) = 0,00142.
[ |

Es folgt nun eine zahlentheoretische Anwendung von Satz 2.2.8.

Beispiel 2.2.7. Seien n € N\{1}. Es bezeichne k die Anzahl der verschiedenen Prim-
zahlen in der Primzahlenzerlegung von n. Weiterhin sei (pj)§:1 eine Anordnung dieser k
Primzahlen zu einer Folge. Es seien Q,, := {1,...,n}, 2, = P(Qy,) und P, die diskrete
Gleichverteilung auf (§,,2,). Dann gilt:

(a) Sei j € {1,...,k} und bezeichne A;,, die Menge aller s € {1,..,n}, welche durch p;
teilbar sind. Dann gilt P,,(A;,) = pij.

(b) Die Folge (Aj,n)é‘:l ist stochastisch unabhéngig beziiglich P,.

(¢) Bezeichne B, die Menge aller zu n teilerfremden Zahlen aus {1,..,n}. Dann gilt
k
B, = ) (Q\A4;,,) sowie
j=1

-1

k
=1

J
Beweis UA.

Das Beispiel eroffnet uns einen Zugang zu einer der wichtigsten zahlentheoretischen
Funktionen.

Definition 2.2.4. Die Funktion ¢: N — N, welche jedem n € N die Anzahl der zu n
teilerfremden Zahlen aus {1,...,n} zuordnet, heift die Eulersche ¢-Funktion.

Satz 2.2.9. Es bezeichne ¢ die Eulersche ¢-Funktion. Dann gilt:
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(a) Esist ¢(1) = 1.

(b) Sei n € N\{1}, bezeichne k die Anzahl der verschiedenen Primzahlen in der Prim-
faktorzerlegung von n und es seien py, ..., pr diese k Primzahlen. Dann gilt: ¢(n) =

n |-y (1= )|
(¢) Seien ny,ng € N so gewahlt, dass n; und ng teilerfremd sind. Dann gilt ¢(ng -ng) =
¢(n1) - p(n2).
Beweis: UA.

Wir betrachten nun einen W-Raum (2,2, P) und eine Folge (Ax)ken von beziiglich P
stochastisch unabhingigen Ereignissen.
Wir interessieren uns nun fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unendlich viele dieser
Ereignisse eintreten, also fiir die W. P(EA")' Hierzu stellen wir zunéchst einige Hilfs-

resultate bereit.

Lemma 2.2.1. Sei z € [0,1). Dann gilt

In(l —z) < —uz.

Beweis.
Sei x = 0. Dann gilt
In(1-0)=1In(1) =0< —0. (1)

Sei nun z € (0,1). Dann ist 1 — 2 € (0,1). Aufgrund des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gibt es dann ein y €
(1 —2,1) mit

—In(l-z)=Inl-In(l—2) = (In)'(y)[1-(1—-2)] = 13: (2)
Abbildung 1: In(1-x)
Wegen y € (1 —x,1) C (0,1) ist i € (1,400), also

1
—r > x. (3)
)

Aus (2) und (3) folgt dann —In(1 — z) > z bzw.
In(l—z) < —=z. (4)

Wegen (1) und (4) ist dann alles gezeigt. [ |
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Lemma 2.2.2. Seien n € N und (ay)}}_; eine Folge aus [0, 1]. Dann gilt

ﬁl—ak | <exp(— Zak
k=1 k=1

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass ein s € {1,...,m} mit oy = 1 existiert.
Dann gilt

n

H[l —ag) =0 < exp{— Zak}. (1)
k=1

k=1
Sei nun (ag)}_, eine Folge aus [0,1). Wegen Lemma 2.2.1 gilt dann

ln(H[l — o)) Zln [1— ay] Z Qg (2)
k=1 =

Aus (2) und dem monotonen Wachstums von exp(z) folgt nun

H[l—ak]zeiﬂp{lﬂ [H[l_ak]]}§€$p{—zak} (3)
k=1 P

k=1
Wegen (1) und (3) ist alles gezeigt. [ |

Lemma 2.2.3. Sei (ag)ren eine Folge aus [0, 1] mit )Y ag = +00. Dann gilt
keN

n
nh_{r;o H[l —ag] = 0.
k=0
Beweis. Sei n € N. Wegen Lemma 2.2.2 gilt dann

0< It —on] <eap{=) o} (1)
k=1 k=1

Wegen lim Z ap = 400 und hm exp(—n) = 0 gilt

n—oo k=
lim exp{— Z ai} =0. (2)
Aus (1) und (2) folgt dann li_>m [T[1—ax]=0. [ |

Satz 2.2.10 (Zweites Lemma von Borel-Cantelli). Seien (€,2(, P) ein W-Raum und

(Ay)nen eine Folge von beziiglich P stochastisch unabhéngigen Ereignissen mit > P(A,) =
neN
+oo. Weiter sei A := limsup A,. Dann gilt A € 2A sowie P(A) =

n—o0
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Beweis. Esgilt A= () (J A4x), also

neN k=n
A= (J 40 = [J@\[U A = J () (@\Ap))- (1)
neN k=n neN k=n neN k=n
Sein € Nund sei [ € {n,n + 1...}, dann wird gesetzt
!
Cry = [ ) (Q\Ap). (2)

k=n

Da 2 eine o-Algebra in Q und (Ag)ken eine Folge aus 2 ist, folgt aus (2) dann

le e A (3)
Aus (2) folgt weiterin
Cn,l ) Cn,l+1 2 (4)
sowie
0o oo 1 0
N Gt = NN @\40)] = )\ A)- (5)
l=n l=n k=n l=n
Aus (3),(4) und (5) und der Oberhalbstetigkeit des endlichen Mafes P folgt dann:
PV @\A0) = P() o) = fim P(C) ()

Sei I € {n,n+ 1,...}. Da die Folge (Ag),_, stochastisch unabhingig beziiglich P ist,
liefert Teil (b) von Satz 2.2.8 dann:

oo !
P(Co) 2 PN @\A) = [T 11 - P(4p) ™)
I=n k=n
Nach Voraussetzung gilt
Z P(A,) = +o0. (8)
neN
Nach Wahl von P gilt fiir
s € N zudem P(A;) € [0,1]. 9)

Wegen (7)-(9) liefert Lemma 2.2.3 dann

l

Jim P(Cyy) = lim kHu — P(Ap)] = 0. (10)
Aus (6) und (10) folgt nun
P(O)(\44)) = 0. (11)
l=n
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Wegen (1) und (11) liefert Teil (d) von Satz M.5.1 dann:
P(2\A) = 0. Somit ist

P(A)=1-PQ\A)=1-0=1.
|

Folgerung 2.2.3. Seien (2,2, P) ein W-Raum und (Ag)ken eine Folge von Ereignis-
sen aus 2, welche eine beziiglich P stochastisch unabhéngige Teilfolge (A, )ren besitzt,
fur die Y P(A,,) = +oo erfiillt ist. Es sei A := limsup A4,,, dann gelten A € 2 und

keN n—o00
PA)=1
Beweis. Beweis: Sei A := limsup Ap,. Wegen Satz 2.2.10 gelten dann
n—oo
A e und P(A) = 1. (1)

Aus der Definiton des oberen Limes einer Mengenfolge ergibt sich:

B o0 0.) o0 oo
A =limsup 4,, = ﬂ U Ay, C ﬂ U A, =limsup 4, = A. (2)
k—oo n=1k=n n=1k=n k—oo

Aus (1),(2) und der Isotonie von P folgt dann 1 = P(A) < P(A) <1, also P(A)=1. W

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Voraussetzung der stochastischen Unabhéngigkeit
in Satz 2.2.10 wesentlich ist.

Beispiel 2.2.8. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter sei B € 2 so gewéhlt, dass P(B) €
(0,1) erfiillt ist. Fiir k € N sei Ay, := B und es sei A := limsup Ay. Wegen P(B) € (0,1)

k—o0
gilt Y P(A,) = Y, P(B) = +o00. Andererseits ist wegen
neN neN
A =limsup 4,, = ﬂ(U Ag) = ﬂ(U B) = m B=1B
nree neN k=n neN k=n neN
dann

P(A)=P(B) € (0,1).
Die Kombination von Satz 2.2.10 und Satz M.5.2 erbringt dann
Satz 2.2.11. Seien (2,2, P) ein W-Raum und (Ay),en eine Folge von beziiglich P

stochastisch unabéngigen Ereignissen aus 2(. Weiter sei A := limsup A,,. Dann gilt:
n—oo

(a) Esist A €2 und es gilt P(A) =0 oder P(A) = 1.

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent
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(i) Esist Y P(A,) < +oo.
neN

(ii) Esist P(A) =0.
(c¢) Folgende Aussagen sind dquivalent

(iii) Bsist 3 P(A4,) = +00.
neN

(iv) Esist P(A) = 1.
Wir geben nun eine Verschafung von Satz 2.2.1 an.

Satz 2.2.12. Seien (2,2, P) ein W-Raum und [ eine nichtleeere Indexmenge. Weiterhin
sei (Ag)kes eine Familie von Ereignissen aus 2.

Es bezeichne H(I) das System der endlichen Teilmengen von I. Wir setzen weiterhin:
N A4; = Q, N(Q\A4;) = Q sowie [[ P(4;) := 1 und [[ P(2\4;) := 1. Dann sind
jeI jeI JEI JEI

folgende Aussagen dquivivalent:

(i) Die Familie (Ay)kers ist stochastisch unabhéngig beziiglich P.
(i) Fiir jedes geordnete Paar [J, K] € H(I) x H(I), fiir das J N K = 0 erfiillt ist, gilt:

rlIO@W]n N al | = [TTP@4)| - T Paw)

J€J keK JjeJ Jj€J
(iii) Falls fiir k € I fiir By, jeweils eine der Mengen Ay oder Q\ Ay gewdhlt wird, so ist
die Familie (By)kes stochastisch unabhéngig beziiglich P.
Beweis. Induktion iiber Anzahl der Elemente von J. |

Mit Hilfe von Satz 2.2.12 Idsst sich ein rascher alternativer Zugang zu 2.2.8 erreichen.
Beweis. (Alternativer Beweis von Satz 8). Wegen Satz 2.2.12 ist die Folge (2\4;)]_,
stochastisch unabhéngig beziiglich P. Hieraus folgt dann:

P(()(2\4)) = [ P@\A4)) = [][1 - P(4))].
j=1 j=1 J=1
|

Satz 2.2.13. Seien (9,2, P) ein W-Raum, n € N und (Ay)}_, eine Folge aus 2. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Esist (Ag)}_; stochastisch unabhéngig beziiglich P.
(ii) Falls fiir j € {1,...,n} fiir B; jeweils eine der Mengen A; oder Q\A; gewéhlt wird,
soist P(() B;j) = [ P(B;j).
j=1 j=1

Beweis: Mittels vollsténdiger Induktion 13
v

19.5.2009
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3. Einige einfithrende Betrachtungen iiber Markovsche
dynamische Ketten mit endlichem Zustandsraum

In vielen Fallen ldsst sich die Evolution eines gewissen Phidnomens durch die Verénde-
rung der Zusténde eines dynamischen Systems ausdriicken. Hierbei unterscheidet man
zwischen deterministischen und stochastischen dynamischen Systemen (kurz DDS bzw
SDS). Unter einem deterministischen dynamischen System verstehen wir ein ge-
ordnetes Paar (€,7T) bestehend aus einer nichtleeren Menge 2 und einer Abbildung
T : Q — Q. Hierbei wird dann € als der Zustandsraum des deterministisches dyna-
misches System s (£2,7) angesehen und die Elemente von 2 heifen die Zustéinde von
(Q,T). Die Abbildung T beschreibt die Bewegung von (€2, T"). Befindet sich das System
zum Zeitpunkt ¢ im Zustand w, so wird es sich fiir £ € N zum Zeitpunkt ¢+ k im Zustand
T*(w) befinden. Besonders einfach sind jene deterministischen dynamischen Systeme mit
endlichem Zustandsraum 2. Wir werden uns in diesem Abschnitt mit speziellen sto-
chastischen dynamischen Systemen mit endlichem Zustandsraum 2 beschiftigen. Eine
derartige stochastische Dynamik ldsst sich durch spezielle Matrizen beschreiben.

3.1. Einige Aussagen iiber stochastische Matrizen

Es wird sich als vorteilhaft erweisen, die Ubergangswahrscheinlichkeit, welche dem von
uns betrachteten stochastischen dynamischen System zugrunde liegt, in geeigneter Weise
in Matrizen zusammenzufasen. Dies fithrt uns auf eine spezielle Klasse von Matrizen,
deren Untersuchung dieser Abschnitt gewidmet ist.

Beispiel 3.1.1 (Winterwetter in Israel). Gemdf langerer Beobachtungen wurde folgen-
de Beschreibung des Wetters in Israel in den Wintermonaten Dezember, Januar und
Februar angegeben. Ist es an einem Tag dieses Zeitraums trocken, so ist es am néchsten
Tag mit Wahrscheinlichkeit 3/4 trocken, wihrend es mit Wahrscheinlichkeit 1/4 regnet.
Regnet es hingegen an einem Tag dieses Zeitraums, so regnet es am nédchsten Tag mit
der Wahrscheinlichkeit 2/3, wihrend es mit der Wahrscheinlichkeit 1/3 trocken ist.

heute \ morgen | trocken Regen

3 1
trocken v i
1 2
Regen 3 3

Wir erhalten also die Matrix

N

Il
N
W= W
WIND x|

)

deren Zeilensummen den Wert 1 haben. Wir werden somit auf folgende Begriffsbildung
gefiihrt.

Definition 3.1.1. Seien n € N und A = (a;x)};_; eine Matrix aus R"*" mit nichtne-
gativen Elementen:
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a) Es heift A stochastisch, falls fiir alle j € {1,...,n} gilt > a;; = 1.
k=1

b) Es heifit A doppelstochastisch, falls A und A’ stochastisch sind. Es bezeichne
dann RY™ bzw. R}%" die Menge aller stochastisch bzw. doppeltstochastischen

Matrizen aus R**"™,

Bemerkung 3.1.1. Seien n € N und A eine Matrix aus R™*™ mit nichtnegativen Elemen-
ten. Weiterhin sei 1,, := (1,...,1)T € R™. Dann gilt
a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist A e R}
(ii) Esist A-1,, = 1,.

(iii) Es ist 1 ein Eigenwert von A und 1,, ein zugehoriger Eigenvektor.

b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(iv) Esist A e Rj5".
(v) Es gelten A-1, =1, und AT -1, = 1,,.
(vi) Es ist 1 ein Eigenwert von A und AT und 1, jeweils ein zugehériger Eigen-

vektor.

Beweis. Sei A = (a;j;)};_;- Dann gilt

n

> aik
k=1
A1y =[(g)je=a] - | 1 | = :

1 n
Z Ank
k=1

Hieraus folgt sogleich die Aquivalenz von a)(i) und a)(ii), wihrend die von a)(ii) und

a)(iii) sogleich aus den Begriffsbildungen von Eigenwert und Eigenvektor folgt. b) folgt

unmittelbar aus a). |

Satz 3.1.1. Seien n € N sowie A, B € R™*". Dann gilt

nxn

a) Seien A, B € R})", dann ist A- B € Rl

b) Seien A, B € R%", dann ist A- B € R}2".

Beweis.

a) Wegen A, B € R, haben A und B nichtnegative Elemente. Damit hat auch A-B

nichtnegative Elemente. Wegen A, B € R,)*" gelten nach Teil (a) von Bemerkung
3.1.1 dann A-1,, = 1, und B - 1,, = 1,,. Hieraus folgt (AB)1, = A(B1,) = Al,, =

nxn

1,,, also erneut mittels Teil (a) von Bemerkung 3.1.1 dann AB € R},

40



b) Wegen A, B € R} X" gelten AT, BT € R?*". Hieraus folgt mittels (a) dann BT-AT €
RZ™, also wegen BT - AT = (AB)” dann (AB)T € RZ)™. Es ist also AB € R})".

Folgerung 3.1.1. Sei n € N. Dann sind (R;",-) sowie (R}%",-) jeweils Halbgruppen
mit Einselement I,,.

Folgerung 3.1.2. Seien n € N,k € Ny(:= {0,1,2,....}) sowie A eine Matrix aus R,;*"
bzw. R}%™. Dann gilt A* € R™ baw. AF € R%™.

Satz 3.1.2. Seien n € N sowie (Ay)ren eine konvergente Folge aus RY,™ bzw. R} %" mit
Grenzwert A. Dann gehért auch A zu RY" bzw. R)%".

Beweis.

a) Da (Ag)ken eine Folge von Matrizen mit nichtnegativen Elementen ist, gilt dies auch
fiir deren Grenzwert A und folglich auch fiir AT, Sei k € N. Wegen Ay € RZ™ ist
nach Teil (a) von Bemerkung 3.1.1 dann Ay, - 1,, = 1,, und falls A;, € R}2" zudem
(Ap)T - 1,, = 1,,. Damit ergibt sich

1, = lim (Agl,) = (lim Ag)-1,=A4-1,
k—o00 k—o00

bzw.
1, = lim [(43)71,] = (lim 4,71, = AT1,.
k—o0 k—o0
Hieraus folgt erneut mittels Teil (a) von Bemerkung 3.1.1 dann A € R} bzw.

nxn
AeRy:L"

3.2. Definition und erste Beispiele von Markovschen dynamischen
Systemen mit endlichem Zustandsraum

Wir studieren in diesem Abschnitt das Konzept der Markovschen Dynamik auf einer
endlichen Menge. Hierbei werden wir erkennen, dass die Untersuchung derartiger dyna-
mischer Systeme mit der Untersuchung verschiedener Eigenschaften stochastischer Ma-
trizen hinauslauft.

Sei n € N. Weiter seien (2 eine n-elementige Menge, deren Elemente wy,...,w, als Zu-
stinde interpretiert werden. Es sei A = (ajx)7;—; € Ry Dann beschreibt A je-
nen stochastischen Vorgang auf €2, welcher dadurch charakterisiert ist, dass fiir alle
(j,k) € {1,...,n} x {1,...,n} die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs von Zustand j in
den Zustand k gerade durch a;, gegeben ist. Sei nun auch B € R[". Wir nehmen an,
dass die durch A bzw B beschriebenen stochastischen Vorgénge auf €2 unabhéngig von-
einander verlaufen. Seien j, k,1 € {1,...,n}. Dann betrigt die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass der Zustand w; des Systems zunéchst unter Einwirkung des von A beschriebenen
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stochastischen Vorgangs in w; und dann unter Einwirkung des von B beschriebenen sto-
chastischen Vorgangs in w; iibergeht, also gerade ajiby;. Aufgrund der Additivitdt der
Wahrscheinlichkeit ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System unter der zu-
sammengesetzten, aber unabhéngig voneinander ablaufenden Einwirkungen der von A

und B beschriebenen stochastischen Vorgdnge von Zustand w; in den Zustand w; iiber-
n

fiihrt wird, gerade ) ajrby, d.h., diese Wirkung wird durch die stochastische Matrix

A - B beschrieben. =

Seien n € N und € eine n-elementige Menge mit den Elementen wq, ...,w,. Weiterhin
sel (Ag)ken eine Folge aus R7,*". Dann beschreibt die Folge (Aj)ken einen Folge von in
diskreten Zeitpunkten ablaufenden stochastischen Zustandanderungen, welche unabhén-
gig voneinander erfolgen. Fiir s € N beschreibt hierbei die Matrix A, die Anderung des
Zustandes zwischen den Zeitpunkten s — 1 und s. Sind dann s, so € N so gewdhlt, dass
51 < sy erfiillt ist, so wird nach den obigen Ausfithrungen die Anderung des Systemzu-
standes zwischen den Zeitpunkten s; und se gerade durch die Matrix

—
S9—81

11 4sr
r=1

beschrieben. Charackteristisch fiir das eben beschriebene Modell ist, dass bei beliebigen
s € N die Anderung des Zustandes zwischen den Zeitpunkten s — 1 und s nur vom Zu-
stand zum Zeitpunkt s — 1 selbst und nicht von der Vorgeschichte, d.h. der Trajektorie
auf der der Zustand zum Zeitpunkt s — 1 erreicht wurde, abhingt. Man spricht dann
davon, dass ein stochastisches Modell mit Markov-Eigenschaft vorliegt. Wir sind nun
insbesondere an solchen Situationen interessiert, in denen die stochastische Zustandsin-
derungen zeitunabhingig verlaufen. Dies bedeutet, dass die obige Folge (Ay)ken aus R,"
eine konstante Folge ist. Es bezeichne A den konstanten Wert dieser Folge. Aufgrund der
obigen Betrachtungen wird bei beliebigem Zeitpunkt s € N die Zustandsédnderung des
Systems zwischen den Zeitpunkten 0 und s durch die Matrix A® beschrieben.

Beispiel 3.2.1 (Fortsetzung von Beispiel 3.1.1). Die dortige Zustandsmenge € ist zwei-
elementig und besteht aus den Elementen w; und wa, welche Trockenheit bzw. Regen
symbolisieren. Geméf dieser Numerierung wird die Markovsche Dynamik auf Q) durch
die Matrix )

beschrieben. Wir stellen uns vor, wir wihren im betrachteten Zeitraum an einem regneri-
schen Freitag in Israel angekommen und fragen uns nach der Wahrscheinlichkeit fiir einen
trockenen Sonntag. Nach den obigen Ausfithrungen ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit
dann gerade das Element der linken unteren Ecke der Matrix A?, also

b

Il
Y
Wl W
WIN [

2 9+8 17
+oi= =

1
+ 409 36 36

e~
[GCIR )
W =

Wl
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v
Zahlreiche der hier betrachtteten Markovschen dynamischen Systeme mit endlichen 9

Zustandsraum haben die Eigenschaft, dafs man vom Zustand j in Elementarprozefs nur in
die Zusténde j-1, j, oder j+1 gelangen kann. Die zugehérigen Ubergangsmatrizen haben
dann Triagonalgestalt, also die Form:

ail a2 0 0 0 0 0
agl a2 asg 0 0 0 0
0 az2 a3z As4 - 0 0 0
0 0 0 0 cee n—2n—2 an—2n—1 0
0 0 0 o - an—1,n—2 0an—-1mn—-1 GAn—1n
0 0 0 o --- 0 (nn—1 Ann

Beispiel 3.2.2. Sei n € {2,3,...}. Es seien n weie und n schwarze Kugeln auf zwei
Urnen Uy und Uy verteilt und zwar n Kugeln in jeder Urne. Fiir j € {0,1,...,n} liege der
Zustand j vor, falls genau j weile Kugeln in der Urne U; sind. Der Elementarprozef ver-
laufe wie folgt: Wir ziehen blind je eine Kugel aus Uy und Us, wobei jede Kugel mit dersel-
ben Wahrscheinlichkeit % gezogen werde, und vertauschen die beiden Kugeln. Es bezeich-
ne A:(aj,k)?,k:o die zugehorige Ubergangsmatrix. Aufgrund der Versuchsbedinungen hat
A die Triagonalgestalt. Wir bestimmen nun die Elemente von A. Zunéchst ist klar, da fiir
alle (j, k) € {0,1,...,n} x{0,1,...,n} mit |j — k| > 2 gilt ajz = 0. Sei j € {0,1,...,n}.
Falls sich das System im Zustand j befindet, sind also j weie und n — j schwarze Kugel
in Uy und dementsprechend n — j weilse und j schwarze Kugeln in Us. Dann ist also
a;; die Wahrscheinlichkeit des ziehens eines Kugelpaars ,weif aus Uy, weik aus Us“, bzw.
wSchwarz aus Uy, schwarz aus Us®. Folglich ist a;j; = % . n—;j + % . % = W Sei nun
j € {1,...,n}. Dann ist a;;—1 die Wahrscheinlichkeit fiir das ziehen eines Kugelpaars
sweik aus Uy, schwarz aus Us“. Folglich ist aj ;1 = %% = ZL—QQ Sei nun j € {0,...,n—1}.

Dann ist a; j4+1 die Wahrscheinlichkeit fiir das ziehen des Paares ,schwarz aus Uy, weif
n—j  n—j _ (n=j)*

n n n?

aus Us“. Folglich ist: ajji1 =

Wir wenden uns jetzt einem Diffusinonsmodell zu, welches von den theoretischen Phy-
sikern Tatjana Ehrenfest (1876-1964) und Paul Ehrenfest (1880-1933) entwickelt wurde.

Beispiel 3.2.3 (Ehrenfestsches Diffusionsmodell). Sei n € N\{1}. Dann stelle man sich
folgende Situation vor: Ein Gefif sei durch eine durchldssige Membran in zwei Kammern
Ty und T, zerlegt. Im Gefifs seien n Molekiile derselben Art. Fiir j € {0,1,...,n} liege
der Zustand j vor, falls genau j Molekiile in der Kammer Ty sind. Im Elementarprozefs
wechsele genau eines der Molekiile die Kammer, jedes mit der Wahrscheinlichkeit % Wir
bestimmen nun die Ubergansgsmatrix A = (aj,k)?,kzo- Zundchst ist klar, dak fiir alle
(4,k) € {0,1,...,n} x {0,1,...,n} mit [j — k| > 2 gilt aj, = 0. Weiterhin ist klar, daf
fir alle j € {0,1,...,n} gilt aj; = 0. Sei j € {0,1,...,n}. Falls sich das System im
Zustand j befindet, so sind j Molekiile in T und n-j in Ty. Sei j € {0,1,...,n—1}. Dann
ist also aj ;1 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dak ein Molekiil aus Ty nach Ty diffundiert.
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Folglich ist a; j+1 = "n;] Sei nun j € {1,...,n}. Dann ist a;;_1 die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daf ein Molekiil aus Ty nach Ty diffundiert. Somit ist aj; 1 = L.

Beispiel 3.2.4 (Ruinproblem eines Spielers). Zwei Spieler S1 und Sy spielen gegenein-
ander. In jeder Zeiteinheit wird ein Spiel gespielt, das mit einem Sieg eines der beiden
Spieler oder Remis endet. Hierbei gewinne bzw. verliere der Spieler S1 stets mit der
Wahrscheinlichkeit p bzw. ¢, wihrend r := 1 —p— q die Wahrscheinlichkeit fiir ein Remis
ist. Weiter gebe die Zahl m € {2,3,...} das vorhandene Gesamtkapital beider Spieler
an. Nach jedem Spiel zahlt der unterlegene Spieler dem Sieger eine Geldeinheit aus. En-
det ein Spiel Remis, so wird kein Geld ausgezahlt. Es wird vereinbart, daf das Spiel
endet, wenn einer der beiden Spieler S1 oder S ruiniert ist, d.h., kein Geld mehr besitzt.
Wir modellieren nun das vorliegende Spiel als Markovsches dynamisches System. Fiir
j€{0,1,...,m} liege der Zustand j vor, falls das Kapital des Spielers Sy genau j Geld-
einheiten betrigt. Wir bestimmen nun die Ubergangsmatrix A = (aj,k);‘rszo- Zundéchst
ist klar, daf fiir alle (j,k) € {0,1,...,m} x {0,1,...,m} mit [j — k| > 2 gilt aj;, = 0.
Fiir j € {0,...,m} gilt weiterhin

[ 1, fallsje{0,m}
YT\ fallsje{l,....m—1}

Fiir j € {1, e, m — 1} gilt aji—1=4¢ bzw. ajj+1 = P-

M. Eigen und R. Winkler beschreiben in ihrem Buch ,Das Spiel—Naturgesetze steuern
den Zufall“ so genannte Kugelspiele, die dazu dienen sollen, Mechanismen der Evoluti-
on zahlenmikig zu erfassen. Eines dieses Kugelspiele ist das sogenante Selektionsspiel
welches wir hier in einer vereinfachten Version beschreiben.

Beispiel 3.2.5. Seien r,s € N sowie n = r + s. Dann stelle man sich die folgende
Situation vor. Zwei Populationen, welche Nachfolgend als rote bzw. schwarze Kugeln
angesprochen werden, teilen sich einen ,Lebensraum® mit den Plétzen 1,... ,n. Zu Beginn
der Beobachtung seien r rote und s schwarze Kugeln auf dem Lebensraum verteilt. Es
werde weiterhin angenommen, dafs Kugeln ,sterben” kénnen und ,geboren” werden nach
dem folgenden Vefahren.

1) Einesder Plitzel,...,n wird ,zuféllig ausgewahlt, die dort befindliche Kugel ,stirbt*.

2) Aus den restlichen n-1 Plédtzen wird einer ,zuféllig” ausgewéhlt. Ist die dort befindli-
che Kugel rot bzw. schwarz, so wird die im vorangegangenen Schritt entstandene
Leerstelle mit einer ,neugeborenen” roten bzw. swhwarzen Kugel aufgefiillt.

Wir modellieren nun diesen Vorgang als Markovsches dynamisches System. Wir wéh-
len den Zustandsraum Q = {0,1,...,n}. Fiir j € {0,1,...,n} bedeute der Zustand j
hierbei, daf genau j rote Kugeln vorhanden sind. Wir bestimmen die Ubergangsmatrix
A= (aj,k)?,k:O' Zundchst ist klar, dak die Zustdnde j = 0 und j = n durch den Ele-
mentarprozels in sich selbst iiberfiihrt werden. Es ist also ago = 1 und a,, = 1. Sei nun
j€{1,...,n—1} und es mége der Zustand j vorliegen. Dann kann nach dem Elementar-
prozef nur ein Ubergang in genau einen der Zustidnde j— 1, j oder j+ 1 vollzogen werden.
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Folglich gilt fiir alle (j,k) € {0,1,...,n} x {0,1,...,n} mit [j — k| > 2 dann a;; = 0.
Wir betrachten zunéchst den Fall, daf ein Ubergang vom Zustand j in den Zustand j-1
vollzogen wird. Dann stirbt also eine rote Kugel und es wird eine schwarze Kugel geboren.
Hieraus folgt dann a;j;—1 = % . % Es mége nun ein Ubergang von Zustand j in den
Zustand j vollzogen werden. Dann stirbt entweder eine rote Kugel und es wird eine rote
Kugel geboren, oder es stirbt eine schwarze Kugel und es wird eine schwarze geboren.
Folglich gilt a;; = % . % + ”—;J . % Es mdge nun schlieflich der Ubergang vom
Zustand j in den Zustand j+1 vollzogen werden. Dann stirbt eine schwarze Kugel und

es wird eine rote geboren. Hieraus folgt dann ajj11 = *>1 - —15. Insbesondere gilt also

aj,j+1 = Qj 1.

Die zufallsgesteurete Entwicklung der roten Population kann als Uberlagerung zweier
Zufallsmechanismen gedeutet werden, ndhmlich einer symmetrischer Irrfahrt startend
im Punkt (0,r) und eines ,Dehnungsmechanismus®, welcher, wenn das System zum Zeit-
punkt j sich im Zustand k befindet, sich mit Wahrscheinlichkeit ay, dazu entschliefst, die
Population unverdndert zu lassen und mit Wahrscheinlichkeit 1 — axy, dazu, einen Schritt
einer Symmetrischer Irrfahrt durchzufiihren.

3.3. Einige Beispiele zur Untersuchung des Langzeitverhaltens von
Markovschen dynamischen Systemen mit endlichen Zustandsraum

Wir wollen in diesem Abschnitt anhand einiger examplarischer Beispiele erste Eindriicke
iiber das Langzeitverhalten spezieller Markovscher dynamischer Systeme mit endlichen
Zustandsraum vermitteln.

Seien n € N und Q eine n-elementige Zustandsmenge. Weiter sei A € R},*". Dann wird
die durch A induzierte Markovsche Dynamik auf € durch die Folge (A%)scn bestimmt.
Ist die Folge (A®)seny konvergent so ist deren Grenzwert nach Satz 3.1.2 eine Matrix
aus R2)". Die Untersuchung des Langzeitverhaltens von n-elementigen Systemen mit
Markovscher Dynamik fiihrt also auf das Studium des Grenzverhaltens der Folge (A%)sen
fiir Matrizen A € RZ™. Wir wollen diese Frage hier nicht systematisch aufgreifen. Wir
betrachten hier einige Beispiele, die sich mit Hilfe geeigneter ,Rechentricks* behandeln

lassen.

Beispiel 3.3.1. Seien p, q € [0, 1], sowie A := (1 ;p N q)
Dann gilt:

(a) Esist A€ R%2.

(b) Sei p=0 und q = 0. Dann gilt A= I und lim A% = I,

5—00

(c) Sei p =1 und q = 1. Dann gilt A = <(1) (1)
A=l = A

Somit ist die Folge (A®)sen nicht konvergent.

) und fiir r € N gilt A*" = I und
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(d) Seil—p—gqe€ (—1,1). Dann gilt p+ q # 0 sowie le Aszpiq<q p).

Beweis. UA. [ |

Interpretation von Beispiel 3.3.1.

Eine Nachricht der Form ,Ja“ oder ,Nein“ (etwa ,x lebt noch* oder ,x ist tot*) werde
miindlich weitergegeben. Bei der Weitergabe werde sie moglicherweise verfilscht, und
zwar wie folgt: Mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p wird ,,ja“ als ,ja“ weitergegeben, mit
der Wahrscheinlichkeit p wird ,ja* als ,nein“ weitergegeben. Mit der Wahrscheinlichkeit
q wird ,nein“ zu ,,ja“ verfilscht und mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ wird ,,nein“ unverfilscht
weitergegeben. Die Zustidnde des zugrunde liegenden Markovschen Dynamisches System
(DS) seien das Vorliegen der Nachricht ,ja“ oder ,nein“. Die Ubergangsmatix ist dann

1— .
also A = . p 1 g q) . Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir eine Kette von s Personen
sind dann also die Elemente von A®. Im Fall 1 —p — g € (—1,1) ist dann also lim A® =

§—00

zﬁ (Z g > st p=¢q € (0,1) (d.h. es liegt eine unparteiische Verfélschung der Nachricht

vor) so gilt: lim A% =

>. Nach einer langen Kette von Zwischentrigern haben
S§—00

7N
DO —
D[RO —

wir also mit Wahrscheinlichkeit % die Ankunft der unverfilschten Ausgangsnachricht zu
erwarten.

Beispiel 3.3.2. Seienn € {2,3,..},a € [0,1] und b := =2,

a b b ... b

b a b ... b
Weitersei A= | b b a b| e Rrxn,

b b b a

Dann gilt:
(a) Esist A€ R}A" (dst:= doppelt stochastisch).

(b) Sei F,, jene Matrix aus R"*", deren Elemente simtlich den Wert 1 besitzen. Weiter
sein a — b € (—1,1). Dann gilt lim A° = 1F,.
S§—00

(c) Seia—b € [l,4+00). Dann ist A = I,,, also insbesondere lim A® = I,.

S§—00

(d) Seia —b € (—o0,—1]. Dann gilt a = 0,b = 1 fiir n = 2, d.h. es ist A = (? (1))
und die Folge (A®)sen konvergiert nicht.

Interpretation von Beispiel 3.3.2
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Es sei n € {2,3,...} und es sein eine Situation gegeben, in der n Firmen je ein Produkt
gleicher Art (z.B. Tafelwerke) anbieten. Fiir j € {1,..,n} befinde sich unser Konsument
im Zustand j, wenn er beim letzten Kauf das Produkt der j-ten Firma gew#hlt hat. Er
verhilt sich nun so: Mit Wahrscheinlichkeit a bleibt er beim Produkt des letzten Kaufes,

l1—a

mit Wahrscheinlichkeit b := =% wihlt er irgendeines der n — 1 anderen Produkte. Die

Ubergangsmatrix ist dann A aus Beispiel 3.3.2. Im Fall a — b € (—1,1) ist dann also
lim A = %Fn Alle Firmen haben schliefllich denselben Anteil am Konsum des Kiufers.
S5—00

Weitere Interpretation von Beispiel 3.3.2

fiir den Fall n = 4. Vorgegeben sei ein Labyrinth mit vier Kammern, in welchem je
zwei Kammern durch eine Tir verbunden sind. In diesem Labyrinth sitze eine Maus.
Fiir jedes j € {1,2,3,4} befinde sich das zugehorige System im Zustand j, falls sich die
Maus in der Kammer j befindet. Im Elementarprozess verhalte sich die Maus wie folgt:
Mit der Wahrscheinlichkeit a bleibe sie in der Kammer j mit der Wahrscheinlichkeit
b= 1(1—a) wechsele sie in eine der restlichen Kammern. Im Fall a—b € (—1,1) ist dann
also lim A° = %Fn. Nach langer Zeit ist fiir j € {1,2, 3,4} die Wahrscheinlichkeit dafiir,

S5—00
die Maus in der Kammer j zu finden, gerade i und zwar unabhéngig davon, wo sich die

Maus am Anfang des Prozesses befand.

4. Zufallsvariable und ihre Verteilung

4.1. Definitionen und erste Eigenschaften

Bei einem Zufallsexperiment interessiert man sich hiufig nicht direkt fiir den vom Zufalls-
gesteuerten Ausgang dieses Experiments sondern fiir gewisse mathematische Groken, die
durch den zufélligen Ausgang des Experiments bestimmt werden. Man denke dabei etwa
an die Summe der gewiirfelten Augenzahlen beim dreimaligen Werfen eines Wiirfels oder
an den Abstand des Treffers vom Mittelpunkt einer Schiefscheibe beim Schiefsen auf die-
se. Wird das Zufallsexperiment durch den W-Raum (2,2, 3) beschrieben, so ist in den
obigen Beispielen also jedem Elementarereignis w € €2 eine reelle Zahl X (w) zugeordnet.
Wir sind nun daran interessiert, fiir gewisse Teilmengen B von R! die Wahrscheinlichkeit
des Hineinfallens der Werte von X in B zu bestimmen. Um dies zu realisieren miissen
wir absichern, dass die Menge X 1(B) := {w € Q: X(w) € B} ein Ereignis ist, also zur
o-Algebra 2 gehort. Wir haben also zu gewédhrleisten, dass fiir die uns interessierenden
Mengen B € B(R!) die Beziechung X 1 (B) € 2 erfiillt ist. Die konsequente Weiterfiih-
rung dieses Gedankengangs fiilhrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition 4.1.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum und (Q',2(') ein nichttrivialer messba-
rer Raum. Weiter sei X € A(Q, ) eine 2A-A'-messbare Abbildung. Dann heifit X eine
(Q,A')-Zufallsvariable (ZV) auf (2,2, P).

Wir weisen darauf hin, dass die Definition einer (',2’)-Zufallsvariable auf (2,2, P)
nicht durch das W-Mafs P auf (2,2) beeinflusst wird. Der obige Sprachgebrauch soll
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lediglich die Vorstellung verstirken, das die 2(-2'-messbare Abbildung X hier im Zusam-
menhang mit einem Zufallsexperiment beschrieben wird, welches durch den W-Raum
(Q,2(, P) modelliert wird. In den von uns betrachteten Anwendungen werden zumeist
(R™, Byy,)-Zufallsvariablen auf (€2,2(, P) im Vordergrund stehen, d.h. es ist also (2, 2") =
(R™, B,,) mit einem gewissen m € N. In der Theorie stochastischer Prozesse stofst man
jedoch oft auf Situationen, in denen ein metrischer Raum (€, p’) auftritt und 2’ gerade
die Borelsche o-Algebra von (€,p) ist. So wird im Zusammenhang mit der Brown-
schen Bewegung etwa {2’ als der lineare Raum aller auf einem kompakten Intervall von R
definierten stetigen reellwertigen Funktionen angesehen und p’ ist die durch die Supre-
mumsnorm auf € induzierte Metrik.

Beispiel 4.1.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum und A € 2. Dann ist 14 eine (R', By)-
Zufallsvariable auf (2,2, P).

Beweis. Dies folgt sogleich aus Definition 4.1.1 und Teil (b) von Beispiel M.15.3. W

Satz 4.1.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum sowie (£21,2(;) und (Q2,%A2) nichttriviale mess-

bare Raume. Weiter seien X eine (21,2 )-Zufallsvariable auf (2,2, P) sowie Y € A(1,Q2)
eine 2;-2z-messbare Abbildung. Dann ist YoX eine (g, 22)-Zufallsvariable auf (2,2, P).

Beweis. Kombiniere Definition 4.1.1 mit Satz M.15.3. [ |

Bemerkung 4.1.1. Seien (£2,2[, P) ein W-Raum, s € N, (mj)j.:1 eine Folge aus N und
m = Y m;. Fir j € {1,---,s} sei X; € A(Q,R"7). Weiter sei X : Q — R™ definiert
j=1
X1(w)

gemih w — : . Dann sind folgende Aussagen &quivalent:
Xs(w)

(i) Esist X eine (R™, B,,)-Zufallsvariable auf (2,2, P).
(ii) Fiir jedes j € {1,---, s} ist X eine (R, By, )-Zufallsvariable auf (Q2, %, P).

Satz 4.1.2. Seien Im € N, A € R™™ und a € R'. Weiter seien (2,2, P) ein W-Raum
und X eine (R™, B,,)-Zufallsvariable auf (©,2(, P). Sei Y := AX + a. Dann ist Y eine
(R, B)-Zufallsvariable auf (2,2, P).

Beweis. Sei Ty, : R™ — R! definiert gemil u — Au + a. Aus der Definition der
beteiligten Abbildungen folgt dann sogleich Y = AX 4+ a = T4, o X. Kombiniert man
dies mit der nach Satz M.15.9 vorliegenden B,,-B;-Messbarkeit von T4 4, so liefert Satz
4.1.1 dann die Behauptung. |

Satz 4.1.3. Seien (§2,2, P) ein W-Raum, [ und s € N und (m;)j_; eine Folge aus N.
Fiir j € {1,...,s} sei X; eine (R™/, By, )-Zufallsvariable auf (2,2, P) und A; € RIXm;

S
Weiter sei Y := >~ A;X;. Dann ist Y eine (R!, B;)-Zufallsvariable auf (2,2, P).
j=1
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Beweis. Sei A := (Aj,...,4;) und sei m := > m;. Dann ist A € R>™, Weiter sei

X1
X := | ! |. Aus der Definition der beteiligten Grofen folgt dann:
X
s Xl
Y:ZAij:(Alv"'vAS)’ = AX.
Jj=1 X,

Kombiniert man dies mit der Tatsache, dafy X wegen Bemerkung 4.1.1 eine (R™, B,,)-
Zufallsvariable auf (2,2, P) ist, so liefert Satz 4.1.2 die Behauptung. [ |

Folgerung 4.1.1. Seien (2,2, P) eine W-Raum, m,n € N, sowie (Xj)?zl eine Folge von
n n
(R™, B,,)-Zufallsvariablen auf (9,2, P). Weiter sei Y := Y Xj, sowie Z := 1 3" X.
j=1 j=1
Dann sind Y und Z jeweils (R™, B,,,)-Zufallsvariablen auf (2,2, P).
Beweis. Fiir j € {1,...,n}sei A; := I, baw. B; := 11,,,. Aus Definition der beteiligten
n

Grofen folgt dann Y = Y A;X; baw. Z =
J=1 J
die Behauptung. [ ]

n
B;X;. Hieraus folgt, mittels Satz 4.1.3
=1

Folgerung 4.1.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum, m € N sowie X; und X» jeweils (R, B,,)-
Zufallsvariablen auf (Q,2(, P). Weiter sei Y = X; — X3. Dann ist Y eine (R™, B,,)-
Zufallsvariable auf (2,2, P).

2
Beweis. Sei A; := I,;, und Ay := —1I,,,. Dann gilt Y = > A; X;. Somit liefert Satz 4.1.3
=1

die Behauptung. [ ]

Zur Beschreibung von Vorgingen in Natur und Technik, welche sich iiber gewissen
Zeitraum erstrecken und deren Verlauf von Zufall abhéngt ist es notwendig spezielle
Familien von Zufallsvariablen zu betrachten. Dies filhrt uns auf folgende Begriffsbildung,
welche eine zentrale Rolle im Gebédude der Stochastik einnimmt.

Definition 4.1.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum, (€',2') ein nichttrivialer mefbarer
Raum, T eine nichtleere Indexmenge und (X¢), ., eine Familie von (€', 2’)-Zufallsvariablen
auf (Q,%, P). Dann heifkt (X;),c ein stochastischer Prozef auf (2,2, P) mit Zu-
standsraum (€, 2(") und Parameterraum 7.

Der Parameterraum T eines stochastischen Prozelles wird oftmals als Zeitbereich in-
terpretiert.

Definition 4.1.3. Sei (2,2, P) ein W-Raum, (', (') ein nichttrivialer mefbarer Raum,
T eine nichtleere Indexmenge und (X;),.p ein stochastischer Prozek auf (€2,2, P) mit
Zustandsraum (2, 2') und Parameterraum T'. Weiterhin sei w € Q. Dann heiflt die Ab-
bildung Y,,: T — €, welche gemék t — X;(w) erklért ist, die zu w gehorige Trajektorie
(oder auch der zu w gehorige Pfad) von (X¢),cqp-
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Hat ein Experimentator mit einer Zufallsvariable X zu tun, die bestimmte Merkmale
beschreibt, so interessiert ihn hauptséichlich die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit
diese Zufallsvariable bestimmte Werte annimmt. Von diesen Standpunkt aus gesehen
ist nicht das W-Maf P auf dem Grundraum (€2,2() von Bedeutung sondern viel mehr,
dal von X und P auf dem Bildraum (£/,2l") induzierte W-Maf von Bedeutung. Die
Vollendung dieses Gedankengangs fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition 4.1.4. Seien (,2(, P) ein W-Raum, (©',2') ein nichttrivialer mefRbarer
Raum und X eine (€', ')-Zufallsvariable auf (2,2, P). Dann heift das Bildmaf X (P)
von P unter X die Verteilung von X beziiglich P. Statt X (P) wird hierbei oft die
Symbolik Px verwendet.

Bemerkung 4.1.2. Sei (Q,2, P) ein W-Raum sowie (£,2l’) ein nichttrivialer mefbarer
Raum. Weiter seien X; und Xo jeweils (€, 2')-Zufallsvariablen auf (2,2, P), fiir die
es ein N € Np gibt, fiir das {w € Q : Xj(w) # Xa(w)} C N erfiillt ist. Dann gilt
Py, = Py,.

Bemerkung 4.1.3. Seien (2,2, P) ein W-Raum, (©',2’) ein nichttrivialer mefbarer Raum

und X eine (£, 2)-Zufallsvariable auf (2,2, P). Es bezeichne Px die Verteilung von X

beziiglich P. Dann ist (', 2, P,) ein W-Raum.

Beweis. Dies folgt aus Satz M.15.10. |

Bemerkung 4.1.4. Seien (€,2') ein nichttrivialer mefbare Raum und p € ML (Q/, ).

Dann ist (2,20, 1) ein W-Raum und X := Idg eine (€, ')-Zufallsvariable auf (2,20, 1),
welche Py = p erfiillt.

Beweis. Dies folgt aus Beispiel M.15.4. |

Bemerkung 4.1.5. Seien (2,2, P) ein W-Raum, (€', 21') ein nichttrivialer mefbarer Raum
und X eine (', 2’)-Zufallsvariable auf (Q,2, P). Weiter sei N’ eine Teilmenge von ', fiir
welche X 1 (Q/\N') # () erfiillt ist und 7 ein dann existierendes Element von X ~}(Q/\ N”)
ist. Die Abbildung X,,: Q — ' sei definiert gemaf

X, () = { X(w) ,fallswe Xj(Q’,\N’)
X(n) ,fallswe X H(N')
Dann gilt:
a) Es gelten X, () C Q\N’ sowie {X # X, } = X 1(N).
b) Sei N’ € 2. Dann ist X,, eine (€, 2')-Zufallsvariable auf (2,2, P).
c¢) Sei N’ € Np,. Dann gilt {X # X} € Np sowie Px = Px,.

Wir erldutern nun, in welcher Weise die Wahl des Bildraumes die Verteilung eier Zu-
fallsvariable beeinflufst.

Bemerkung 4.1.6. Seien (2,2, P) ein W-Raum, (€', ') ein nichttrivialer mefbarer Raum
und X eine (Q,2’)-Zufallsvariable auf (92,2, P). Weiterhin sei (Q”,21") ein mefRbarer
Raum derart, daf €' C Q" und A" N Q' C A erfiillt ist. Es bezeichne X die durch X
festgelegte Abbildung von Q in Q7 d.h. fiir w € Q sei X (w) := X (w). Dann gilt:
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a) BEsist X~ 1(A") € X~ 1(A).
b) Esist X eine (Q/,A")-Zufallsvariable auf (€, 2, P).

)
)
c) Sei A” C A" Dann gilt A”NQ € A sowie Py(A") = Px(A"NQ).
d) Bs gelte A" N Q' =2’ Dann gilt X~ 1(A") = X~ 1(A).

)

e) Sei w’ € . Dann gilt
(el) Sei PX = €/ A - Dann gﬂt PX = €u’ A -
(e2) Es gelte A" N = 2. Dann sind folgende Aussagen Aquivalent:
(1) Es ist PX = €’ -

(11) Es ist PX = éw/7gl//,

Lemma 4.1.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum, ' eine hochstens abzéhlbare nichtleere
Menge und X eine (', B(£Y))-Zufallsvariable auf (2,2, P). Weiter sei (2", 20") ein mek-
barer Raum mit ' C Q. Es bezeichne X die durch X festgelegte Abbildung von € in
Q”. Dann gilt:

a) Esist X eine (Q”,2")-Zufallsvariable auf (Q,%, P).

b) Seien I ein Abschnitt von N und (w} ), eine Folge von paarweise verschiedenen
Elementen von ', fir welche Q' = (J{wy,} erfiillt ist. Dann gilt:

(b1) Esist Py = %P(Xfl({wz}))ewfkm(m-

(b2) Es ist PX = Z P(X_l({wz}))ﬁw;ﬂmu.
kel

Bemerkung 4.1.7. Seien (2,2, P) ein W-Raum sowie (£/,2") und (", ") nichttriviale
mefbare Raume. Weiter seien X7 und Xy jeweils (€, 2(')-Zufallsvariablen auf (2,2, P),
fur welche Px, = Px, erfiillt ist, sowie Y € A(Q,Q") eine A'-A"-mefbare Abbil-
dung. Dann sind Y o X7 und Y o Xy jeweils (Q”,21")-Zufallsvariable auf (9,2, P), fiir
die Ppol = PYOXQ erfiillt ist.

Beweis. Wegen Satz 4.1.1 sind Y o X; und Y o X jeweils (7, ")-Zufallsvariable und
(Q,2, P). Wegen der nach Voraussetzung geltender Beziehung X;(P) = Px, = Px, =
X2 (P) ergibt sich unter der Betrachtung von Satz M.15.11 dann Py.x, = (Yo X;)(P) =
Y[Xl(P)] :Y[XQ(P)] = (YOXQ)(P):PYOX2. |

Lemma 4.1.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum und A € 2. Dann ist 14 eine (R, By)-
Zufallsvariable auf (Q, %, P) und es gilt:

PlA = [1 — P(A)]E(),Bl + P(A) © €1 B -

Seien (Q,2, P) ein W-Raum, (€',2’) ein nichttrivialer mefbarer Raum und X eine
(Q,A")-Zufallsvariable auf (2,2, P). Dann ist hinsichtlich X vor allem die Verteiung
Px von besonderem Interesse. Der das zuféllige Geschehen steuernde W-Raum (2,2, P)
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ist in vielen Fillen nicht explizit zugénglich. Eine solche Situation liegt in weiten Tei-
len der mathematischen Statistik vor. Die w-theoretische Struktur einer Zufallsvariablen
kommt am priagnantesten durch ihre Verteilung zum Vorschein. Dementsprechend spielen
in der W-Theorie vor allem solche aus Zufallsvariablen abgeleitete Begriffe und solche
Eigenschaften von Zufallsvariablen eine Rolle, welche sich im Hilfe ihrer Veretilungen
formulieren lassen. Deshalb bezeichnet man solche Begriffe und Eigenschaften oft als
w-theoretische Begriffe und sieht deren Studium als Hauptziel der W-Theorie an.

4.2. Einige Aussagen iiber degenerierte und P-fast sicher konstante
Zufallsvariablen

Wir studieren eine Klasse von Zufallsvariablen, welche dadurch gekennzeichnet ist, dass
die ihnen innewohnende Zufalligkeit duferst minimal ist.

Definition 4.2.1. Seien (Q,2(, P) ein W-Raum, (Q/,2') ein nicht-trivialer mefbarer
Raum und X eine (€, A")-Zufallsvariable auf (2,2, P). Dann heift X degeneriert, falls
mit einem gewissen w(, € ' die Beziehung

PX = Ew(),QV
besteht.

Bemerkung 4.2.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum, (£,2') ein nicht-trivialer mefRbarer
Raum und X eine degenerierte (£, 2l")-Zufallsvariable auf (Q,%2l, P). Weiter sei

Apo:={AecA: Aec Npoder Q\A € Np}.
Dann gilt X~ 1(A) C 2App.

Definition 4.2.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum, (€', ein Sei (£2,2) ein total atomarer
mefRbarer Raum und X eine (Q/,2A')-Zufallsvariable auf (2,2, P). Dann heift X P-fast
sicher konstant auf (2, falls ein w( € ' mit

XH\{wp}) € Np
existiert.

Bemerkung 4.2.2. Seien (Q, 2L, P) ein W-Raum, (', ') ein Sei (£2,2) ein total atomarer
mefRbarer Raum und X eine (Q/,1')-Zufallsvariable auf (2,2, P). Dann gilt:

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) X ist P-fast sicher konstant
(ii) Es gibt ein w] € Q' mit P(X1({w]})) = 1.

(b) Sei (i) erfiillt. Dann gibt es genau ein wf € Q' mit X ~1(Q\{w)}) € Np und es gibt
genau ein W} € Q' mit P(X~1({w}})) = 1. Hierbei gilt noch wj = wj.
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Satz 4.2.1. Seien (Q,2, P) ein W-Raum, (', ') ein Sei (£2,2) ein total atomarer mef-
barer Raum und X eine (€, 2’)-Zufallsvariable auf (2,2, P). Dann gilt:

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) X ist P-fast sicher konstant.
(ii) X ist degeneriert.

(b) Sei (i) erfiillt. Dann gibt es ein eindeutig bestimmes w(, € ' mit Px = €uy v und
zwar ist dies das eindeutig bestimmte w) € €' mit X ~1(Q'\{w}}) € Np.

Satz 4.2.2. Seien (2,2, P) eine W-Raum und X eine (R!, By )-Zufallsvariable auf (€2, 2L, P).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) X ist P-fast sicher konstant auf €.

b) Fiir jedes A € X~1(B;) gilt P(A) = 0 oder P(A) = 1.

)

)

¢) Fiir jedes a € R gilt P({X < a}) =1 oder P({X < a}) =0.

d) Fiir jedes a € R gilt P({X < a}) =1 oder P({X < a}) =0.
)

e) X ist degeneriert.

4.3. Einige einfiihrende Betrachtungen iiber diskrete Zufallsvariablen

Vom historischen Standpunkt aus betrachtet standen zunéchst W-R&ume mit endlicher
oder abzdhlbar unendlicher Grundmenge im Vordergrund. Diese Struktur bedingt, dass
jede Zufallsvariable auf einem solchen W-Raum einen héchstens abzidhlbaren Wertevorrat
besitzt.

Betrachten wir spezielle (R!, By)-Zufallsvariablen, so zeigt sich, dass deren Verteilung ein
diskretes W-Mak auf (R, By) ist.

Definition 4.3.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum, (€', ) ein Sei (£2,2) ein total atomarer
meRbarer Raum und X eine (Q',20')-Zufallsvariable auf (Q,2[, P) mit Verteilung Px.
Dann heift X diskret, falls Px € M2%(Q/,20') ist.

Bemerkung 4.3.1. Seien (Q,2l, P) ein W-Raum, (', ') ein Sei (€2, 2) ein total atomarer
mefbarer Raum und X eine (£, 2’)-Zufallsvariable auf (2,2, P) mit hochstens abzihl-
baren Wertebereich. Dann ist X diskret.

Bemerkung 4.3.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum, (€', ') ein Sei (€2,2() ein total atomarer
mefRbarer Raum und X eine P-fast sicher konstante (€', 2')-Zufallsvariable auf (€, 21, P).
Dann ist X diskret.

Beispiel 4.3.1. Eine Fluggesellschaft hat beobachtet, dass 5% aller Personen, die einen
Flug reservieren nicht zu diesem erscheinen. Aus diesem Grund verkauft die Gesellschaft
100 Tickets fiir eine Flugzeug mit 95 Plédtzen. Wir grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
alle Personen, die zum Flug erscheinen einen Platz bekommen, wenn angenommen wird,
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dass die Personen unabhéngig voneinander handeln?

Die (RY, By)-Zufallsvariable X auf einem nicht niher spezifizierten, im Hintergrund ste-
henden W-Raum (2,21, P), beschreibe die Anzahl der Personen, die gebucht haben und
zum Flug erscheinen. Es ist dann

Px = Bnp mit n =100 und p = 0,95
Also
P{X € {0, ., 95}}) = Px ({0, ,95}) = Bronos({0, - 95})

100 100
=1- ) ( L ) £0,95% - 0,05'°7% ~ 0, 564
k=96

Wir zeigen nun die Gedéchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung.

Satz 4.3.1. (a) Sei p € [0,1] und es bezeichne G, die geometrische Verteilung zum
Parameter p. Weiter sei n € N. Dann gilt:

Gp((n—1,00)) = (1 —p)"
(Im Fall p € (0,1) ist also Gp((n — 1,00)) € (0,1).)

(b) Seien (2,2, P) ein W-Raum un X eine (R!, B;)-Zufallsvariable auf (Q,%A, P) fiir
die mit einem gewissen p € (0,1) die Beziehung Px = G, gilt. Sei n € N. Dann

gelten:
P{X>n—-1})=(1-p)"€(0,1)
PUX =n}{X >n—1}) =p.
Beweis.
(a) Es gilt
Gpl((n—1,00)) = > _ (1 =p)p-exp,((n—1,00) =Y (1-p)p
n€Np k=n
=(1-p)"p> (1-p)*=(1-p)
s€Np
(b)
P({X > n-1}) = P(X"}((n~1,00))) = Px((n~1,00)) = Gy((n-1,00)) < -y
1
also wegen p € (0, 1) insbesondere
PH{X >n—-1})€(0,1) (2)
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Weiter ist

P({X =n}) = Px({n}) = Gy({n}) = D _ (1= p)*p- a5, ({n}) = (1 =p)"p (3)

keNy

und es ist
{X=n}n{X >n—-1}={X =n}. (4)

Aus (1) bis (4) folgt

PHX =njn{X >n—1}) 1)-(4)
PH{X >n—-1})

PU{X =n}{X>n—-1})=

Es folgt nun eine gewisse Umkehrung.

Satz 4.3.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum un X eine (R, By )-Zufallsvariable auf (Q, A, P),

deren Verteilung die Gestalt Px = > pgeg g, besitzt und fiir alle n € N gelte
keNy

P{X >n—-1})#0und P{X =n}{X >n—-1}) =
Dann gelten pg € (0,1) und Py = G,

Beispiel 4.3.2 (Zahlenlotto ,, 6 aus 49 “). Als Grundraum ) wéhlen wir die Menge aller
Kombinationen von 49 Elementen zur 6. Klasse. Es bezeichne P die diskrete Gleichvertei-
lung auf (2, B (). Die (RY, By)-Zufallsvariable X auf (2,83(Q2), P) gebe die Anzahl der
richtig getippten Zahlen an. Dann nimmt X genau die Werte {0, 1, ...,6} an. Es bezeichne
Hyg 66 die hypergeometrische Verteilung mit Parametern 49,6, 6. Fiir k € {0, ...,6} gilt

() (%)
(¥)

dann:

Px({k}) = P(X~'({k})) = P{X = k}) = = Hy6,6({k})

Also
Px = ZPX {k})ers, = ZH4966 {k})er,B,-

Insbesondere ist:
Px({0}) = 0,4359; Py ({1}) = 0,4130; Py ({2}) = 0,1323; Px({3}) = 0,01765; Px ({4}) =
0,9866 - 10~3; Py ({5}) = 0, 1845 - 10~%; Px({6}) = 0,7150 - 10~7
val
18.01.2010
4.4, Einige Betrachtungen iiber (R™, B,,)-Zufallsvariable mit \(™-stetigen
Verteilungen

Vom w-theoretischen Standpunkt aus ist die Verteilung das wesentliche Objekt zur Be-
handlung einer Zufallsvariable .
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Definition 4.4.1. Sei (Q,2, P) ein W-Ram, (€/,2’) ein Sei (£2,2) ein total atomarer
mefRbarer Raum, X eine (', 2')-Zufallsvariable auf (2,2(, P) mit Verteilung Px. Dann
heift X stetig, falls Px € MLYC(Q, ') ist.

Im folgenden beschreiben wir unsere Betrachtungen auf dem Sei (£2,2() ein total ato-
marer mefsbarer Raum (R™, B,,). In diesem Fall werden wir eine besonders interessante
Teilklasse von stetigen (R™, B,,)-Zufallsvariable betrachten.

Definition 4.4.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum, m € N, X eine (R™, B,,)-Zufallsvariable auf
(Q,2, P). Dann heift X A\(™)-stetig, falls Px eine \(™)-stetiges Mak auf (R™, B,,) ist.

Bemerkung 4.4.1. Seien (Q,2, P) ein W-Raum, m € N, X eine A(™)-stetige Zufallsvariable auf
(Q,2, P). Dann ist X stetig.
Beweis. Beispiel M.21.6.1 |

Wir wenden uns nun nochmals einigen den in M.21.14 und M.21.15 eingefijhrten A(1)-

stetigen W-Male zu.

Satz 4.4.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum, X eine R!, B1)-Zufallsvariable auf (2,2, P).
Weiter seien A,a € R, Y := AX + a. Dann gilt

a) Y ist eine R!, B;)-Zufallsvariable auf (2,2, P).

b) Sei A € (0,00). Dann:
(b1) Es bezeichne N, 42 die Normalverteilung mit Parametern a und A%, Sei Px =
No,1- Dann Py = N, 42.
(b2) Es bezeichne 7, 4 die Cauchy-Verteilung mit Parametern a, A,. Sei Px = 1.
Dann Py = 74,4.
(b3) Es bezeichne L, 4 die Laplace-Verteilung mit Parametern a, A. Sei Py = Lo 1.
Dann Py =L, 1.
TA

Beweis.
a) Satz 4.1.2.

b) Wegen Y = Ty, o X folgt aus Satz M.15.11 Py = Y (P) = (Ta, 0 X)(P) =
Th,a(X(P)) = Ta,q(Px). Hieraus folgt mit Satz M.21.14.2 (b) bzw. Satz M.21.15.2
(b) bzw. Satz M.21.15.4 (b) die Behauptung von (bl) bzw. (b2) bzw. (b3).

Abschnitt 4.3 haben wir gesehen, dass die geometrische Verteilung durch eine Bemer-
kenswerte stochastische Eigenschaft charakterisiert werden kann, ndmlich die sogenannte
Gedichtnislosigkeit. Wir greifen dies nochmals auf und zeigen, dass auch die Exponenti-
alverteilung in gewissem Sinn durch diese Eigenschaft charackerisiert ist.
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Lemma 4.4.1. Seien (Q, 2, P) ein W-Raum, X eine R!, By)-ZZufallsvariable auf (2,2, P).
Sei s € R so gewéhlt, dass P({X < s}) # 0 ist. Sei t € (0,00). Dann gilt

{X >s+1t})
PH{X > s})

PUX > s+ }{X > s}) = =

Beweis. Wegen t € (0,00) ist {X > s+t} C{X > s}, also {X >s+t}N{X > s} =
(X > s+1}. n

Satz 4.4.2. Sei n) € (0,00) und bezeichne E,  due Exponentialverteilung zum Parameter
n. Weiter seien (Q,2, P) ein W-Raum, X eine R!, B;)-Zufallsvariable auf (Q,%, P) mit
Px = E,.Dann gilt

a) Sei s € (0,00). Dann P({X > s}) = exp{—ns} und P({X > s}) # 0.
b) Seien s,t € (0,00). Dann P({X > s+ t}[{X > s}) = P{X > t}).
Beweis.

a) P{X > s}) = Px((s,0)) = Ey((s,00)) = 1 — Fp, (s) Satz M.21.15.3

exp{—ns}] = exp{-ns} # 0

1—[1—

b) Unter Verwendung von Lemma 4.4.1 und (a) folgt P({X > s+ ¢t}[{X > s}) =

P{X>S5+t exp{—n(s+t
](D{({)?>S})}) = fip{@ns})} = exp{-—nt} = P{X > t}).

Wir zeigen nun, dass die Exponentialverteilung im gewissen Sinne durch die Gedéacht-
nislosigkeit charackterisiert ist.

Lemma 4.4.2. Sei h : (0,00) — R derart gewéhlt, dass Vs,t € (0,00) die Funktional-
gleichung h(s +t) = h(s)H (t) besteht. Dann:

a) Es existiere ein sg € (0,00) mit h(sg) = 0. dann ist A die Nullfunktion auf (0, c0).

b) Sei h nicht die Nullfunktion auf (0, 00) und zudem monoton auf (0,00). dann gibt
es ein eindeutig bestimmtes n € R, so dass Vs € (0,00) gilt h(s) = exp{—ns}.

Beweis. Ubungsaufgabe. |

Satz 4.4.3. Seien (Q,2, P) ein W-Raum, X eine R, B;)-Zufallsvariable auf (£2,%2l, P)
mit folgenden Eigenschaften:

(i) P({X >0}) = 1.

(ii) Falls s € (0,00) so beschaffen ist, dass P({X > s}) # 0 erfiillt ist, so besteht
Vt € (0,00) die Beziehung P({X > s + t}|[{X > s})P({X > t}). Dann gibt es
eindeutig bestimmtes n € (0, 00) mit Px = E,.
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Beweis. Sei h: (0,00) — R definiert geméaf
u— P{X > u}). (1)
Seien s,t € (0,00). Sei zunéchst
{X > s} e Np. (2)
Wegen {X > s+1t} C{X > s} und {X > s+ t} € A liefert Satz M.5.1 (b) dann
{X >s+1t} € Np. (3)
Es gilt dann

hs+) L PUx>s+) Do pUx > s)) - PUX > 1) Yas) - ht). (@)

—

Sei nun
P{X >s}) #0. (5)

Dann folgt aus

Lemma, 4.4.1 P({X > s+ t})

PU{X >t}) @ PH{X >s+t}{X > s}) P{X > s})

mit (1)

h(s +1t) = h(s)h(t) (6)
Wir zeigen nun, dass h nicht die Nullfunktion auf (0, co) ist. Aufgrund der Wahl von X
ist ({X > 2})nen eine Folge aus 2A, welche zudem isoton ist und der Beziehung

x> %n}:{X>O}
neN

geniigt. Daraus folgt

lim h(*) (2 lim P({X N 7}) Unterhalbst(ilgkelt von P
n—oo n

P J{x > %}) — (x>0} 2.

(7)
Aus (7) folgt
(I) Es ist h nicht die Nullfunktion in (0, c0).
Fir s € (0,00) gilt
H(s) = P({X > s}) = P(Q) — P({X < s} =1~ Fpy . (5)

Da Fp, , nach Satz M.14.5 monoton wachsend ist, gilt somit:
(II) Es ist h monoton fallend auf (0, co).
Wegen (2), (4)-(6), (I), (IT) gibt es nach Lemma 4.4.2 (b) eindeutig bestimmtes n € R
so, dass Vs € (0, 00)
h(s) = exp{—ns} (9)
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gilt. Wir zeigen nund n € (0,00). Es ist ({X > n}),en eine antitone Folge aus 2 mit
({X > n} =0. Wegen
lim h(n) — lim P({X > n}) Oberhalbste;igkeit von P
n—oo

n—o0

P((J{X >n})=P@®) =0 (10)

neN

gilt dann mit (9) und (10)
n € (0,00). (1)

Unter Beachtung von (11) bezeichne E, die Exponentialverteilung zum Parameter 7.
Wegen Satz M.21.15.3 (d) gilt fiir s € R

0 ,s€ (—o0,0]

Fp,r(s) = { 1 —exp{-ns} ,se€(0,00). (12)
Wir zeigen, dass Fpy , = I, ;. Sei s € (0,00). Dann gilt
8 9 12
Fryo(s) 21— h(s) € 1 - eap{-ns} ' Fp, . (s). (13)
Sei nun s € (—o0, 0]. Dann gilt
(X <5} C {X <0} = Q\{X > 0). (14)
Wegen P(Q) =1 und (i) gilt
O\{X >0} € Np. (15)
Wegen {X < s} C 2 (14), (15) liefert Satz M.5.1 (b)
{X < s} eNp. (16)
Es gilt dann
16) (12
Frya(s) = Px((=o0.s) = 02 Fi,  (s). a7
Wegen (13), (17) folgt
FPX,T = FEn,T'
Satz M.14.4 liefert dann
Px = E,.
|

4.5. Einige einfiihrende Betrachtungen iiber Lebensdauerverteilungen

Dieser Abschnitt stellt eine erste Einfithrung in ein Teilgebiet der Stochastik dar, welcher
Zuverléssigkeitstheoorie genannt wird. Gegenstand der Zuverlassigkeitstheorie ist die sto-
chastische Modellierung und Behandlung der Lebensdauer von Vorgingen und Prozessen
in Natur und Technik. Make aus M1 R!, By), welche keine Masse auf (—oo,0) besitzen,
lassen sich zur Modellierung von Lebensdauerverteilungen heranziehen.
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Definition 4.5.1. Sei p € M! (R!,B;) so beschaffen, daf (—oc0,0) € A,. Dann heifit
u eine Lebensdauerverteilung. Es bezeichne /\/l_lH (R',%B1) die Menge aller Le-
bensdauerverteilungen.

0,400)

Definition 4.5.2. Sei y € M! R',B81) und sei U,: (0,+00) — [0,1] definiert
+,[0,+00) H

geméf v — p((v,+00)). Dann heikt U, die zu u gehérige Uberlebengunswahrscheinlich-
keit.

Bemerkung 4.5.1. Sei u € /\/ll+ [0,+00) (R, %31) und bezeichne U, die zu p gegebene Uber-

lebungswahrscheinlichkeit, sowie F),, die rechte Verteilungsfunktion von p. Dann gilt:
a) UM =1- Rstr.(07+oo)FM7T.
b) vlg]élo Uu(v) =0.

Beweis.

a) Sei v € [0, +00). Dann gilt U, (v) = p((v,4+00)) =1 — pu((—o0,v]) =1 = F, - (v).

b) Wegen Satz M.14.6 gilt limooF), ,(v) = 1. Mit (a) folgt die Behauptung.

|
4.6. Stochastische Interpretation einer Lebensdauerverteilung
Seien u € ./\/li_ [0,-400)? (2,2, P) ein W.-Raum, X :  — [0, +00) eine (R}, B )-Zufallsvariable

auf (2,2, P) mit Py = p. Dann wird 2 interpretiert als eine Gesamtheit homogener In-
dividuen *) und fiir jedes w € Q wird X (w) als Lebensdauer von w gedeutet. Insbesondere
beschreibt die Zahl p({0}) die W. dafiir, daf ein Individuum der Gesamtheit tot gebo-
ren wird, bzw. nicht einsatzféhig ist. Fiir v € (0,00) gibt der Wert U,(v) dann gerade
die W. dafiir an, daf ein Individuum aus §2 eine Lebensdauer groker als v besitzt. Sei
t € (0,400) so gewdhlt, dak U,(t) # 0. Wgen Lemma 4.4.1 gilt fiir s € (0,400) dann

Uu(tt+s) _ p((t+s,400)) _ Px((t+s,+00)) _ PUX>t4s}h) :
0D = i) = Pxle) . = Pixsm) = PUX > ¢+ sH{X > 1}). Somit
ist der Quotient Ufjit(;s) die bedingte W. dafiir, dak ein Individuum aus €2, welches ein
Lebensalter grofter als ¢ erreicht hat, auch ein Lebensalter groker als s + t erreicht, bzw.

im Intervall (¢,¢ + s| nicht ausfillt.

Definition 4.6.1. Sei u € /\/li_ [0,400) (R1,B1), so dak U, nirgends verschwindet, dann

heifst 11 eine IFR-, bzw. DFR-Verteilung, falls fiir alle s € (0, +00), t; € (0, +00) und t3 €

. . U,(t U,(t U,(t U,(t
(t1,+00) stets die Ungleichung [“]i(lg)s) > [“]EL(QJ)S), bzw. 554(1;)8) < [‘}i(zt;r)s) besteht.

Hierbei steht IFR bzw. DFR fiir ,Increasing Failure Rate” bzw. ,Decreasing Failure Rate®.

Es bezeichne ML’IFR(RI,’BQ, bzw. M}nDFR(Rl,%Q die Menge aller IFR-, bzw.
DFR-Verteilungen. Eine IFR-Verteilung beriicksichtigt natiirliche Alterungsvorgénge. Sei

*)etwa Lebewesen einer Population
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ndhmlich p € MLIFR(RI,%l), (2,2, P) W.-Raum, X: Q — [0,+00) eine (R! B)-
Zufallsvariable auf (9,2, P). Weiter seien t; € (0,400),t2 € (t1,+00). Ist dann s €
(0,+00), so besagt die Defintion 3 in Verbindung mit unserer frithren Interpretation

PUX >t + sH{X > t1}) = Ugff(ltjﬁ > Ugffgﬁ = P{X > ta + s}{X > t2}).
In Zusammenhang von Lebensdauerverteilungen spielt die Exponentialverteilung eine
bedeutende Rolle. Diese ist geeignet zur Modellierung von Lebensdauer von Objekten

welche keinem Alterungsprozefs unterliegen.

Beispiel 4.6.1. Sei n € (0,400) und bezeichen E,, die Exponentialverteilung zum Pa-
rameter n. Dann gilt:

a) E, € M;[O#m) (R',B1) und fiir alle t € (0,400) gilt Ug, (t) = exp{—nt} # 0.

Beispiel 4.6.2. Seien a, € (0,400) und bezeichne W, g die Weiboll- Verteilung mit Pa-
rametern o und 3. Dann W, g € /\/l}F [ )(Rl, 1), und fiir allet € (0,+00) Uw, ,(t) =

exp{—pt*}.

Wir wenden uns einer wichtigen Teilklasse von Mfr [

0,+00

0,400) (R, 1) zu. Jedem Maf der
genannten Klasse ordnen wir eine auf (0, +00) definierte Funktion 7, mit Wreten im

[0, +00) derart zu, dak fiir jedes t € (0,+o00) die Zahl r,(t) gerade die in y ennhaltende
Ausfallrisiko zum Zeitpunkt t zum Ausdruck bringt.

Definition 4.6.2. Es bezeichne M}r,[O,Jroo),g(Rl’ B1) die Menge aller v € M}h[oeroo)(Rl, B1),
deren rechte Verteilungsfunktion F, , in (0,4o00). differenzierbar ist und fiir welche die
Uberlebenswahrscheinlichkei U, niergends verschwindet.

Sei p € Mi_ 10,-+00) g(Rl, %1). Weiter sei t € (0,+00) und es bezeichne F}, ,(t) der Wert
der rechtseitigen Ableitung von F), . auf der Stelle t. Dann heift die Zahl r,(t) := %ﬁ;(%)

die Ausfallrate von p zum Zeitpunkt t.

Interpretation: Seien (2,2, P) ein W.-Raum, X eine (R!, 98, )-Zufallsvariable auf (Q, 2, P)
mit Py € Miv[oﬁmm(]}%l, B1).Seit € (0,+00). Dann: P({X € (t,+00)}) = Px((t,4+00)) =
Up, (t), also insbesondere P({X € (t,+00)}) # 0. Sei nun € € (0,400). Dann ist
{X et t+efn{X € (t,+00)} ={X € (t,t + €)}. Weiterhin ist P{X € (t,t +¢€)}) =
Px((t,t+¢€)) = Fpy »(t +€) — Fpy »(t). Damit ergibt sich dann P({X € (t,t+¢)}[{X €

P{Xe t,t+e€ FP ,7-(t+€)7FP ’,V,(t) ) . F‘}/3 (t)
(t,00)}) = P(g@(ﬁ,mﬁ;ﬁ) = —= Up @ X . Damit erhdlt man r,(t) = Upf((t) =
: . Fpyr(t+e)—Fpy r(t) .
U@ 0 ¢ (Froe(t + ) = Fpyp(t) = lim o= o= = lim P(IX € (4t +

€)}H{X € (t,00)}). Hieraus wird deutlich, dak die Zahl rp, (¢) als das momentane Aus-
fallsrate des Mafes Py zum Zeitpunkt t angesehen werden kann.

Satz 4.6.1. Sei p € ML . \(R',B1) mit:

(i) Fiir alle t € (0,400) gilt U,(t) # 0.
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(ii) p ist A stetig und besitzt eine in (0, +00) stetige Dichteversion f beziiglich A

Dann ist u € M}I—,[O,-i—oo),g(Rl’ B1), und fiir ¢ € (0, 4o00) gilt r,(t) = %

Beweis. Seit € (0,400). Aufgrund von (ii) folgt aus Satz M.21.12.1 (b)(c), daf F},, in
t differenzierbar ist und F), . = f(t). Mit (i) folgt p € /\/li_ [0,400) g(Rl, B1) und r,(t) =

Fi, 5
Tut) = Ul u

Beispiel 4.6.3. Sei n € (0, +00) und bezeichne E, die Exponentialverteilung zum Pa-

rameter 1. Dann ist E, € /\/l_l|r [0,-4-00) g(Rl, B1) und fiir t € [0, +00) ist rg, = 1.

Die Konstanz der Ausfallrate der Exponentialverteilung ist der Grund dafiir, dafs die-
se Verteilung zur Modellierung von Lebensdauer von Objekten ohne Alterungsprozefs
herangezogen wird.

Beispiel 4.6.4. Seien o, € (0,+00) und bezeichne W, g die Weibold Verteilung mit
Parametern o und 3. Dann gilt W, g € M}l-,[o,—‘roo),g und fiir t € (0, +00) ist Ty, ,(t) =
aft* 1. Das Monotonieverhalten von TW, s wird allein durch den Parameter o bestimmt
ist. Ist « > 1 = rw, , monoton wachsend, d.h. es liegt ein Alterungsprozef vor. Ist
a=1= W,z = Eg, also rw, , konstant. Ist « <1 = ry,_ , monoton fallend. D.h. das
durch W, g modellierte Objekt ist durch ,Kinderkrankheiten“ gekennzeichnet.

5. Numerische Charakteristika von Zufallsvariablen

In dem Kapitel 4 wurde herausgearbeitet, dass eine Zufallsvariable am vollstdndigsten
durch ihre Verteilung beschrieben wird. in einer ganzen Reihe von Fillen, in denen nicht
die vollstdndige Information tiber die Verteilung vorhanden ist, sondern man nur gewisse
Kenntnisse iiber verschiedene aus der zugrunde liegenden Verteilung abgeleitete numeri-
sche Grofien besitzt.

Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, derartige numerische Charakteristika von Zu-
fallsvariablen vorzustellen. Mit der Einfilhrung der ins Auge gefassten numerischen Cha-
rakteristika verbindet sich die Zielstellung, sich eine gewisse summarischen Vorstellung
von der Zufallsvariable zu verschaffen.

Mathematisch bedeutet dies, dass wir mit Hilfe gewisser Integrationsprozeduren reel-
len Zufallsvariablen Zahlenwerte zuordnen, die eine gewisse Grobinformation iiber deren
Werte ausdriicken.

5.1. Erwartungswert

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen W-Raum (2,2, P), sowie (R,B1)-ZV X auf
(Q,2, P). Jedem Elementarereignis w € Q entspricht der Wert X (w). Es legt in der Natur
von Ereginissen mit zufélligem Ausgang, dass sich die Frage nach dem "mittleren"bzw.
fu erwartetemAusgang aufdringt. Die Weiterfiihrung dieses Gedankengangs fiihrt uns
auf folgende Begriffsbildung.
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Definition 5.1.1. Sei (Q,%, P) ein W-Raum. Weiterhin lige eine der beiden folgenden
Situationen vor.

(I) Essei X € £(,2).
(II) Es sei X eine quasi-P-integrierbare Funkition aus M (€2, 2, R).

Dann heift die Grofe
Ep(X) = / X dP
Q

der Erwartungswert von X beziiglich P.

Bemerkung 5.1.1. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Es liege eine der beiden nachfolgenden
Situationen vor:

(I) Es seine X, Y € £*(, ).
(II) Es seien X,Y quasi- P-integrierbare Funktion aus M(Q, 2; R).

Weiterhin sei {X # Y} € Np. Dann gilt Ep(X) = Ep(Y).

Beweis. Dies folgt aus Satz M.21.6.3. |
Bemerkung 5.1.2. Sei (2,21, P) ein W-Raum und X eine (R, B1)-ZV auf (Q, 2, P). Dann
gilt:

(a) Es gehoren X, X~ und |X| jeweils zu £*(Q,2A)
und es gilt Ep(|X|) = Ep(X ™) + Ep(X™).
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) X ist quasi- P-integrierbar.
(i) Bs ist inf{Ep(X*), Ep(X~)} < 0.
(¢) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(iii) X ist P-integrierbar.
(iv) Es ist sup{Ep(X*), Ep(X7)} < 0.
(d) Sei (i) erfiillt, dann ist Ep(X) = Ep(X ™) — Ep(X 7).
Bemerkung 5.1.3. Seien (2,2, P) ein W-Raum, s € (0,00), A € A und a € R. Dann ist
alg € L£5(Q,2, P;R) und es gilt Ep(ala) = aP(A).

Wir zeigen nun, dass der Erwartungswert einee w-theoretische Gréfe ist, also durch
die Verteilung der entsprechenden ZV bestimmt ist.

Satz 5.1.1. Seien (0,2, P) ein W-Raum sowie X eine (R, B1)-ZV auf (2,2(, P). Dann
gilt

(a) Esist | X| e &*(Q,A) N A(Q,R) und es gilt Ep(|X|) = M1 (Px).
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(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) X ist P-integrierbar.
(i) Esist M;(Px) € [0,00).

(c) Sei (i) erfiillt. Dann gilt Ep(X) = M;(Px).

(d) Sein X nichtnegativ. Dann gelten 1y .y Idg € £*(R',B1) sowie Ep(X) = [ 19 o) Idr dPx.
R

Beweis. Beweisskizze:

a) Verwende Satz M.21.10.1.

(a)
(b) Folgt aus (a).

(c) Verwende Satz M.21.10.2.

(d) Verwende (c) und Satz M.21.6.3.

|

Folgerung 5.1.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum sowie X, Y zwei (R!, B1)-ZV auf (Q, A, P)
mit Py = Py. Dann gilt

(a) Esist {|X|,[Y]} C E(Q,2A) N A(Q,R) und es gilt Ep(|X]|) = Ep(|Y]).

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) X ist P-integrierbar.
(ii) Y ist P-integrierbar.

(c) Sei (i) erfiillt. Dann gilt auch (ii) und es ist Ep(X) = Ep(Y).

Folgerung 5.1.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum sowie (€, 2(') ein nichttrivialer mefibarer
Raum sowie X und Y zwei (0, 20)-ZV auf (2,2, P) mit Py = Py. Weiter sei g €
MY, 2';R) Dann gilt:

(a) Essind go X und goY jeweils (R!,B1)-ZV auf (Q,2A, P) mit Pjox = Pyoy-

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) Esist go X € LY(Q,2, P;R).
(ii) Esist goY € £1(,2, P;R).

(c) Sei (i) erfiillt. Dann gelten (ii) und Ep(go X) = Ep(goY).

Satz 5.1.2. Seien (2,2, P) ein W-Raum sowie (', 2l’) ein nichttrivialer mefbarer Raum
sowie X eine (0, 2)-ZV auf (Q, 2, P), K € {R, R} sowie g € M(Q,2; K). Dann gilt:

(a) Esist go X € M(Q,2; K).
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(b) Esist Ep(|go X|) = Epy(lgl).

(¢) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) go X ist quasi-P-integrierbar.
(ii) g ist quasi- Px-integrierbar.
d Folgende Aussagen sind dquivalent:
(iii) g o X ist P-integrierbar.
(iv) g ist Px-integrierbar.
(e) Sei (i) erfiillt. Dann gelten (iii) und Ep(go X) = Ep,(g).
Beweis.

(a) Dies folgt aus Satz M.15.3.

(b) Wegen Bemerkung M.18.9 gilt |g| € £*(€Y,2'). Hieraus ergibt sich mittels Satz
M.21.10.1 dann |go X | € £(Q, ) sowie Ep, (|g]) = f lg|ldPx = f gld[X (P)] =210

J(glo X)dP = [|go X|dP = Ep(|g o X]).
Q Q

(c)-(e) Die Behauptungen sind unmittelbare Konsequenz analog aus Satz M.21.10.2. Der
Beweis von (e) erfolgt analog zum Beweis von (b)

Wir geben nun eine Interessante Formel fiir die Berechnung des Erwartungswertes einer
(RY,B1)-ZV mit Werten in N an.

Satz 5.1.3. Seien (0,2, P) ein W-Raum sowie X eine (R!,951)-ZV, welche nur Werte

in N annimmt. Dann ist X € £(Q,2) und es gilt Ep(X) = >, P{X > k})
keN
Beweis. Aus der Wahl von X ergibt sich alles aus Satz M.21.4.3 Teil (b4). [ |

Beispiel 5.1.1. Der zuféllige Versuch bestehe im einmaligen Werfens eines homogenen

Wiirfels.Dei ZV X mége die dabei erziehlte Augenzahl beschreiben. Wir wollen deren

Erwartungswert bestimmen. Der zugehdrige W-Raum (Q,2, P) ist hierbei durch Q =
6

{1,2,3,4,5,6},2 := P(N) sowie die diskrete Gleichverteilung P := % > €ng gegeben.
k=1

Es ist dann X : Q — R die geméf k — k definierte Abbildung. Wegen 21 = P(Q) ist X

dann trivialerweise 2-B1-mefibar, also ein (R!,8)-ZV auf (2,2, P). Unter Beachtung

von Definition 5.1.1 sowie Besipiel M.21.3.4 folgt dann:

6
1
:/XdP:/Xd 5D cka)
Q Q k=1

@\H

BspM.21.3.4 0 1 6 6
L Z EZX == k=

k= 1 k=1 k=1
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Wir wenden uns nun der Linearitdt der Erwartungswertbildung zu.

Satz 5.1.4. Seien (2,2, P) ein W-Raum, n € Nsowie(oy)}_, bzw. (Xj)r_, Folgen aus
n n

R bzw. £1(Q,2A, P,R). Dann gelten > o X € L1(Q,2A, P,R) sowie Ep( Y. apXy) =
k=1 k=1

n
Z OékEp(Xk).
k=1
Beweis. Dies folgt aus Definition 5.1.1 und Teil (d) von Satz M.21.5.5 [ |

Satz 5.1.5. Seien (2,2, P) ein W-Raum, n € N sowie (ay)}_, bzw. (X)}_; Folgen

aus [0,00] bzw. £*(2,2). Dann gelten > ap X € £*(Q,A) sowie Ep( ). apXp) =

k=1 k=1
Z Oék]Ep(Xk).
k=1
Beweis. Dies folgt aus Definition 5.1.1 sowie aus den Teilen (a) und (b) von Satz
M.21.3.2. |

Satz 5.1.6. Seien (2,2, P) ein W-Raum. Dann gilt:

(a) Seien X,Y gﬁl(Q, 2, P;R) so gewihlt, dass X +Y definiert ist. Dann ist X +Y €
L1022, P;R) und es gilt Ep(X +Y) = Ep(X) + Ep(Y).

(b) Seien X € £1(2,2, P;R) und a € R. Dann ist aX € £1(Q,2, P;R) und es gilt
Ep(aX) = aEp(X).

Beweis.
(a) Dies folgt aus Definition 5.1.1 und Satz M.21.5.2.
(b) Dies folgt aus Definition 5.1.1 und Satz M.21.5.3 Teil (b).
|

Definition 5.1.2. Seien (Q, %A, P) ein W-Raum, K € {R, R} sowie X € £L}(Q, 2, P; K).
Dann heifit X zentriert, falls Ep(X) = 0 erfiillt ist. Es bezeichne £3(,2, P; K) die
Menge aller zentrierten Elemente aus £!(Q, 2, P; K).

Bemerkung 5.1.4. Seien (Q, 2, P) ein W-Raum. Dann ist £§(£2, 2, P;R) ein im seminor-
mierten Raum (£!(Q, 2, P;R), N; pr) abgeschlossener linearer Teilraum von £(Q, A, P;R).
Bemerkung 5.1.5. Seien (Q,%, P) ein W-Raum, K € {R,R} sowie X € £}(Q, %, P; K).

Dann gilt X — Ep(X) € L{(Q,2, P; K).
5.2. Varianz und Kovarianz

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen W-Raum (92,2l, P), sowie P-integrierbare nu-
merische ZV X auf (2,2, P). Deren Erwartungswert in Ep(X) beziiglich P laft sich
dann als eine charakteristische Zahl auffassen um die die ZV X schwankt. Uber die grofe
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dieser Schwankungungen gibt die Zahl Ep(X) jedoch keine Auskunft. Das Ziel des vor-
liegenden Abschnitts besteht darin, eine solche Mafizahl fiir die mittlere Abweichung von
X von der Zahl Ep(X) anzubieten. Die genannte Fragestellung fithrt in Kombination
mit der nachfolgenden Bemerkung zu einer ersten Naheliegenden Version einer solchen
Mafszahl.

Bemerkung 5.2.1. Seien (Q, %A, P) ein W-Raum, K € {R,R} sowie X € £}(Q,, P; K).
Dann ist | X — Ep(X)| € L1, 2, P; K).

Bemerkung 5.2.1 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition 5.2.1. Seien (Q,%, P) ein W-Raum, K € {R,R} sowie X € £}(Q,2, P; K).
Dann heift die Zahl Ep(|X — Ep(X)|) die mittlere Abweichung von X beziiglich P.

Das eben eingefiihrte Streuungsmals erwies sich jedoch fiir das praktische Rechnen zu
unhandlich. Aus diesemn Grund wenden wir uns nun einem anderem Streuungsmaf zu,
welches auf Carl Friedrich Gauf(1777-1855) zuriickgeht.

Bemerkung 5.2.2. Seien (Q,%A, P) ein W-Raum, K € {R,R} sowie X € £}(Q, %, P; K).
Dann gelten | X — Ep(X)|? € £%(Q, ), sowie Ep(|X — Ep|?) € [0, .

Bemerkung 5.2.2 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition 5.2.2. Seien (Q,2, P) ein W-Raum, K € {R,R} sowie X € £1(Q,2, P; K).
Dann heift die in [0, co] gelegene Gréke Vp(X):= Ep(|X — Ep(X)|?) die Varianz von X
beziiglich P. Weiterhin wird die grohe /(Vp(X)) auch als Streuung von X beziiglich
P bezeichnet.

Bemerkung 5.2.3. Seien (2,21, P) ein W.-Raum, K € {R,R} sowie X € L¢(Q, 2, P; K).
Dann gilt Varp(X) = [Na p(X—E,(X)]?, wobei die GréRe No p(-) in Bemerkung M.21.7.1
eingefithrt wurde.

Bemerkung 5.2.4. Seien (2,21, P) ein W.-Raum, K € {R,R} sowie X € £}(Q, 2, P; K).
Dann sind folgende Aussagen Aquivalent:

a) Es ist Varp(X) € [0, +00).
b) Esist | X — Ep(X)| € L2(Q,, P; K)

Bemerkung 5.2.5. Seien (Q,2A, P) ein W.-Raum und K € {R,R}. Weiterhin seien X,Y €
L1(Q,2, P; K) so gewithlt, dag {X # Y} € Np erfiillt ist. Dann gilt Varp(X) = Varp(Y).
Beweis. Wegen der Bemerkung 5.2.2 ergibt sich

{IX = Bp(X)I%,[Y — Ep(Y)’} € £(2,9) (1)
Aus (1) folgt sogleich {|X — Ep(X)|%, |Y — Ep(Y)[]?} € M(Q,2; R). Hieraus folgt mittels

Satz M.17.5 dann
{IX —E,(X)? #|Y —Ep(Y)|*} e (2)
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Aufgrund der Wahl von X und Y liefert Bemerkung 5.1.1 dann Ep(X) = Ep(Y'). Hieraus
folgt dann

{IX = Ep(X)]* £V = Ep(Y)["} = {|X = Ep(X)]* #[Y — Ep(X)|"}
C{X — Ep(X) #Y — Ep(X)} = [X £V} 3)
Wegen (2), (3) und {X # Y} € Np liefert Teil (b) von Satz M.5.1 nun
{IX —Ep(X)P #|Y — Ep(Y)|’} € Np (4)

Unter Beachtung von Definition 5.2.2 folgt wegen (1) und (4) mittels Teil (a) von Satz M.21.6.3
dann Varp(X) = Varp(Y). [ |

Satz 5.2.1. Seien (2,2, P) ein W.-Raum sowie X € £}(Q,2, P;R). Dann gilt:
a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Varp(X) € [0, +0).
(ii) Esist X € £L2(Q, A, P;R).
b) Esist Varp(X) = Ep(X?) — [Ep(X)]?.
c) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(iii) Es ist Varp(X) = 0.
(iv) Esist {X # Ep(X)} € Np.
Beweis. Es gilt
X = Ep(X)|* = [X = Ep(X)]* = X* = 2[Ep(X)]X + [Ep(X)]"1q (1)

Wegen () € 2 gilt nach Bemerkung 5.1.3 dann

[Ep(X)]*1q € £'(Q, A, P;R) (2)

und
Ep([Ep(X)]*1a) = [Ep(X)]*P(Q) = [Ep(X)]? (3)

Sei
= —2[Ep(X)]X + [Ep(X)]1o (4)

Wegen X € L£1(Q, 2, P; R),JZQ) und (4) folgt mittels Satz 5.1.4 dann
fe L, P;R). (5)
sowie unter Zusitzlicher Beachtung von (3) dann
Ep(f) = Ep(—2([Ep(X)]X + [Ep(X)]*1a) = Ep(—2[Ep(X)]X) + Ep([Ep(X)]*10)
= —2[Ep(X)|[Ep(X)] + [Ep(X)]* = —[Ep(X)]? (6)

Wegen (1) und (4) gilt
(X = Ep(X)* = X"+ f (7)
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a) Dies folgt wegen (5) und (7) sogleich mittels Teil (d) von Satz M.21.5.5.

b) Sei zuniichst Varp(X) = +oo. Wegen (a) gilt dann Ep(X?) = +oo. Somit ist
Varp(X) = +oo = +o0o — [Ep(X)]? = Ep(X?) — [Ep(X)]?.
Sei nun Varp(X) € [0, +00). Wegen (a) ist dann X € £2(Q, 2, P;R), also

X% e Y0, P;R) (8)

Unter Verwendung von Definition 5.2.2, (7),(8) und (5) ergibt sich mittels Satz 5.1.4
bei zusitzlicher Beachtung von (6) Varp( )=Ep(|X—Ep(X)|?) = Ep(X%2+f) =
Ep(X?) + Ep(f) = Ep(X?) — [Ep(X)]*.

c) Wegen Bemerkung 5.2.2 gilt
X = Bp(X)|* € £(,2) 9)
Wegen Definition 5.2.2 und Definition 5.1.2 gilt

Varp(X) = Ep(1X ~ Ep(X)P) = [ X - Ep(X)P P (10)
Q

Wegen (9) und (10) liefert Teil (b) von Satz M.21.6.1 dann, daf (iii) 4quivalent ist
zu:

(iii’) Esist {|X — Ep(X)|? # 0} € Np}

Hieraus sowie aus {|X — Ep(X)|? # 0} = {X # Ep(X)} folgt dann die Aquivalenz
von (iii) und (iv).

Bemerkung 5.2.6. Seien (2,2l, P) ein W.-Raum und A € 2. Dann gelten 14 € £1(92,2l, P;R)
und Varp(l4) = P(A) — [P(A))%
Beweis. Wegen Bemerkung 5.1.4 gelten

14 € £1(Q, 9, P;R) (1)

und

Ep(14) = P(A). (2)
Wegen (14)2 = 14 folgt aus (2) dann

Ep((14)%) = Ep(1a) = P(A). (3)
Unter Beachtung von Teil (b) von Satz 5.2.1 sowie (2) und (3) folgt dann
Varp(1a) = Ep((14)?) = [Ep(14)]* = P(4) — [P(A)]". (4)

Wegen (1) und (4) ist dann alles gezeigt. [ |
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Wir zeigen unn, daf die Varianz eines X € £1(Q, 2, P;R) eine w.-theoretische Gréfe
ist.

Satz 5.2.2. Seien (2,2, P) ein W.-Raum sowie X € £}(Q,2, P;R). Dann gilt:
a) Esist Px € Mi’l(Rl,%l) und es gilt Varp(X) = var(Px).
b) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) Esist Varp(X) =0.
(ii) Esist Px = €gp(x),3,;-
Beweis.

a) Wegen X € £1(Q,2, P;R) gelten nach Satz 5.1.1 dann
Py € MY (R, By) (1)
sowie
Ep(X) = Mi(Px) (2)

Unter Beachtung von (1), Teil (a) von Satz M.23.4.2 sowie | X — Ep(X)|? € £*(Q,A)
und Satz M.21.10.1 folgt dann

var(Py) = /R [u— M, (Px)|2Px (du) = /R = Ep(X)]2 Py (du)

— [lu= BpCOPIX(P)(aw) = [ X~ Ep(OP 4P =Varp(X) (3
" Q
Wegen (1) und (3) ist dann (a) bewiesen.

b) Wegen (3) ist (i) dquivalent zu: (i’) Es ist var(Px) = 0. Wegen Teil (b) von
Satz M.23.4.4 ist (i’) dquivalent zu: (i) Es ist Px = ejf,(py)m,- Wegen (2) sind
(ii’) und (ii) dquivalent. Hieraus folgt aufgrund unserer Herleitung die Aquivalenz
von (i) und (ii).

Folgerung 5.2.1. Sei (2,2, P) ein W.-Raum. Weiter seien X,Y € £1(Q,2, P;R) so
gewiahlt, dak Px = Py erfiillt ist. Dann gilt Varp(X) = Varp(Y).
Beweis. Dies folgt aus Teil (a) von Satz 5.2.2. [ |

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen der in Definition 5.2.1 eingefiihrten
mittleren Abweichung und der Varianz.
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Satz 5.2.3. Seie (2,2, P) ein W.-Raum, K € {R, R} sowie X € £L}(Q,2, P; K), dann
gelten | X — Ep(X)| € LY, A, P; K) sowie Ep(|X — Ey(X)]) < v/Varp(X).
Beweis. Wegen Bemerkung 5.2.1 gilt

X - Ep(X)| € £1(Q, 2, P; K) (1)

Wegen Definition 5.1.1 und Bemerkung M.21.7.1 gilt

Ep(1X ~ Bp(X)) = [ X~ Ep()]dP )
Q

Wegen Definition 5.2.2 gilt
Varp(X) = [Ne,p(X — Ep(X))]” (3)
Da (2,2, P) ein W.-Raum ist, gilt nach Teil (a) von Folgerung M.21.8.1 dann
Ni,p(X — Ep(X)) < No p(X — Ep(X)). (4)
Unter Beachtung von (2),(4) und (3) folgt nun
Ep(|X — Ep(X)) = N1.p(X — Ep(X)) < No.p(X — Ep(X)) = /Varp(X)  (5)
Wegen (1) und (5) ist alles gezeigt. [ |
Satz 5.2.4. Seien (Q,%, P) ein W.-Raum, X € £}(Q,2, P;R) sowie 0,a € R. Dann
gelten X +a € LY(Q, A, P;R) sowie Varp(c X + a) = 02Varp(X).

Beweis. Wegen Bemerkung 5.1.3 gilt alg € £1(Q,2, P;R). Hieraus sowie aus der Wahl
von X folgt mittels Teil (d) von Satz M.21.5.5 dann

oX +a=0X +alg € LYQ,A P;R) (1)

Wegen (1) bzw. X € L}(Q,2, P;R) folgt mittels Teil (a) von Satz 5.2.2 dann, daf P, x4
bzw. Px jeweils zu M};l(]Rl, B1) gehort und dafs die Beziehungen

Varp(ocX + a) = var(Pyx4q) (2)

bzw.

Varp(X) = var(Px). (3)
bestehen. Sei T ,: R — R definiert geméf u +— ou + a. Dann gilt

oX+a=T,o0X (4)

Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 ist T, dann B1-B;-mefbar. Kombiniert man dies mit
(4), so ergibt sich mittels Satz M.15.11 dann

Poxta=(0X +a)(P) = (1500 X)(P) = T5,4[X(P)] = Tr,a(Px) (5)
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Wegen Satz M.23.4.5 gilt
var(Ty.o(Px)) = |o|*var(Px) = o?var(Px) (6)
Unter Verwendung von (2),(5),(6) und (3) folgt nun
Varp(oX + a) = var(P,xya = var(T, o (Px)) = o*var(Px) = 0*Varp(X) (7)
Wegen (1) und (7) ist dann alles gezeigt. [ |

Folgerung 5.2.2. Seien (2,2, P) ein W.-Raum sowie X € £}(Q,2, P;R) dann gelten
X — Ep(X) € LY, 2, P;R) sowie Varp(X — Ep(X)) = Varp(X).
Beweis. Wihle 0 =1 und a = Ep(x) im Satz 5.2.4. [ |

Satz 5.2.4 legt es nahe, eine Unterklasse der in Definition 5.1.2 eingefiithreten Klasse
der zentrierten Elemente £1(2,2l, P;R) zu betrachten.

Seien (Q,%A, P) ein W.-Raum und X € £1(£,2l, P;R). Dann heift X standardisiert,
falls Ep(X) = 0 und Varp(X) = 1 erfiillt sind.

Bemerkung 5.2.7. Sei (9,2, P) ein W.-Raum und sei X € £!(Q,2l, P;R) derart beschaf-

L . L 1 — _—Ep(X)
fen, dak Varp(X) € (0,+o00) erfiillt ist. Seien o := NATTES) und a := o

ist 0 X + a ein standadisierter Element von £1(Q,2(, P;R) und P,y 1, ist die Standadie-
sierung von Px.

. Dann

Unser néchstes Ziel besteht nun darin die Varianz einer Summe von integrierbaren Zu-
fallsvariablen zu berechnen. Diese Zielstellung fiihrt uns auf eine Begriffsbildung, welche
om gewisser Weose wechselseitige Zusammenhénge zwischen integrierbaren Zufallsvaria-
blen beschreibt. Zur Einfiihrung der gewiinschten Grofe bendtigen wir noch eine kleine
Vorbereitung.

Lemma 5.2.1. Seien (Q, %, P) ein W-Raum sowie X,Y € £1(9,2, P,R). Dann gilt:
(a) Seien a,b € R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Esist XY € £Y(Q,2, P,R).
(ii) Esist (X —a)(Y —b) € L1, A, P,R).

(b) Sei (i) erfillt. Dann gilt: Ep([X—Ep(X)|[Y—Ep(Y)]) = Ep(XY)—-[Ep(X)][Ep(Y)].

Bewelis.

(a) Wegen Bemerkung 5.1.3 gilt
1Q € El(Qvglvm?R) (1)
(i)= (ii) Es gilt

(X —a)(Y —b) = XY —bX — aY +ablg (2)
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Wegen (2) (i) und (1) liefert Folgerung M.21.7.2 dann (X —a)(Y —b) € £1(Q,2, P,R).
Es gilt also (ii).
(ii)= (i) Wegen (2) gilt

XY = (X —a)(Y —b) +bX + aY — ablg (3)

Wegen (3), (ii) und (1) liefert Folgerung M.21.7.2 dann XY € £1(,2, P,R). Es
gilt also (i).

(b) Unter Beachtung von (2), Satz 5.1.4 und Bemerkung 5.1.3 ergibt sich
Ep([X = Ep(X)][Y — Ep(Y)])
— Bp(XY — [Ep(V)]X — [Ep(X)]Y + [Ep(X)][Er(Y)]1g)
= Ep(XY) — [Ep(Y)][Ep(X)] — [Ep(X)][Ep(Y)] + [Ep(X)][Ep(Y)][P(€)]
= Ep(XY) - [Ep(X)][Ep(Y)]
Lemma 5.2.1 flihrt nun auf folgende Begriffsbildung.

Definition 5.2.3. Sei (Q,2, P) ein W-Raum. Weiter seien X,Y € L£Y(Q,2, P,R) so
gewihlt, dass XY € £1(Q, 2, P,R) erfiillt ist. Dann wird die Zahl

Covp(X,Y) :=Ep([X —Ep(X)][Y —Ep(Y)))
als Kovarianz von X und Y beziiglich P bezeichnet.

Bemerkung 5.2.8. Sei (Q,2, P). Es seien X,Y € £1(Q,2, P,R) so gewiihlt, dass XY €
L1, 2, P,R) erfiillt ist. Weiter seien U,V € M(Q,2A,R) so gewihlt, dass die Mengen
{X # U} und {Y # V} jeweils zu Np gehéren. Dann gelten {U, V, UV} C £L1(9,2l, P,R)
sowie Covp(X,Y) = Covp(U, V).

Satz 5.2.5. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter seien X,Y € £1(9,2, P,R) so gewihlt,
dass XY € £1(9,2, P,R) erfiillt ist. Dann gilt:

(a) Esist Covp(X,Y) = Ep(XY) — [Ep(X)|[Ep(Y)].
(b) Esist Covp(X,Y) = Cou,(Y, X).

(c) Es gelten {X — Ep(X),Y — Ep(Y),[X — Ep(X)][Y — Ep(Y)]} C LY, A, P,R)
sowie Covp(X — Ep(X),Y — Ep(Y)) = Covp(X,Y).

(d) Esist [Covp(X,Y)| < /Varp(X)\/Varp(Y).
Beweis.

(a) Dies folgt sogleich aus Definition 5.2.3 und Teil (b) von Lemma 5.2.1.
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(b) Dies folgt sogleich aus Definition 5.2.3.

(¢) Aufgrund der Wahl von X und Y ergibt sich mittels Bemerkung 5.1.5 dann

X — Ep(X) € £1(Q,2, P,R) (1)

und
Ep(X —Ep(X))=0 (2)

bzw.
Y — Ep(Y) € £Y(Q,2, P,R) (3)

und
Ep(Y — Ep(Y)) =0. (4)

Wegen XY € L1(Q, 2, P,R) liefert Teil (a) von Lemma 5.2.1 dann
(X — Ep(X)][Y — Ep(Y)]LY(Q,2, P,R). (5)

Wegen (1), (3) und (5) folgt mittels (a) sowie zusétzlicher Beachtung von (2) und
(4) dann
CO’UP(X — EP(X), Y — EP(Y))

Y Ep(IX — Ep(X)]IY — Ep(V)) - [Eo(X — Ep(X)[Ep(Y — Ep(Y))]

(2)(4) Def5.2.3

Ep([X — Ep(X)][Y — Ep(Y))) Cov(X,Y). (6)

(d) Wegen (5) liefert Teil (b) von Satz M.21.5.4 dann
| [1X = BeCONY — Ep(V)IaP| < [ X~ Bp(X))Y = Ep(Y)aP (1)
@ Q

Nach Definition gilt:

Nip([X — Ep(X)][Y — Ep(Y)]) = / X = Ep(X)][Y — Ep(Y)]|dP  (8)
Q

Aufgrund der Holderschen Ungleichung (vgl Teil (a) von Satz M.21.8.1) gilt:
N1p([X — Ep(X)][Y — Ep(Y)]) < [N2,p(X — Ep(X))|[N2,p(Y — Ep(Y))]  (9)

Wegen Bemerkung 5.2.3 gelten:

Nop(X — Ep(X)) =4/ Vary(X) (10)
Nop(Y —Ep(Y)) =/ Var,(Y) (11)

und
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Unter Verwendung von (7)-(11) folgt nun

[Covp(X,Y)| = [Ep([X — Ep(X)][Y — Ep(Y)))]

- / X = Ep(X)][Y — Ep(Y)]|dP = Nyp([X — Ep(X)][Y — Ep(Y)])
Q

< [N, p(X = Ep(X))|[N2,p(Y = Ep(Y))] = \/Vary(X)y/Varp(Y)
n

Wir filhren nun eine weitere Begriffsbildung ein, welche auf die Wechselbeziehungen
zwischen zwei integrierbaren Zufallsvariablen bezug nimmt.

Definition 5.2.4. Sei (Q,2, P) ein W-Raum. Weiter seien X,Y € L£Y(Q,2, P,R) so
gewihlt, dass XY € L£1(Q,2, P,R) erfiillt ist. Dann heiken X und Y unkorreliert
beziiglich P, falls Ep(XY') = [Ep(X)][Ep(Y)] erfiillt ist.

Es folgen nun einige Charakterisierungen der Unkorreliertheit.

Lemma 5.2.2. Sei (Q,%, P) ein W-Raum. Weiter seien X,Y € £1(,2, P,R) so ge-
withlt, dass XY € £Y(Q, 2, P,R) erfiillt ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es sind X und Y unkorreliert bzgl. P.

)
(ii) Es sind Y und X unkorreliert bzgl. P.
(iii) Es ist Covp(X,Y) = 0.

iv)

(iv

Beweis.

Es sind X — Ep(X) und Y — Ep(Y) unkorreliert bzgl. P.

(i)= (ii) Dies folgt aus Definition 5.2.4.

(1)= (iii) Wegen Teil (a) von Satz 5.2.5 gilt Covp(X,Y) = Ep(XY) — [Ep(X)][Ep(Y)].

Hieraus folgt sogleich die Aquivalenz von (i) und (iii).

(iii)= (iv) Wegen Teil (c) von Satz 5.2.5 gelten

{X —Bp(X),Y - Ep(Y),[X - Ep(X)][Y = Ep(Y)]} C LY(QAPR) (1)

sowie

Covp(X — Ep(X),Y — Ep(Y)) = Covp(X,Y). (2)
Wegen (2) ist (iii) dquivalent zu:
(iii") Es ist Covp((X — Ep(X)),Y — Ep(Y)) = 0.
Wegen (1) und der schon gezeigten Aquivalenz von (i) und (iii) sind dann (iii’) und
(iv) dquivalent. Hieraus folgt ausgrund der schon gezeigten Aquivalenz von (iii) und
(iii") die Aquivalenz von (iii) und (iv).
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Bemerkung 5.2.9. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Es seien X,Y € £1(Q,2l, P,R) so gewihlt,
dass X und Y unkorreliert bzgl. P sind. Weiter seien U,V € M(Q,2, P;R) so gewéhlt,
dass die Mengen {X # U} und {Y # V} jweils zu Np gehoren. Dann gehoren U sowie
V jeweils zu £1(Q, A, P,R) und sind unkorreliert bzgl. P.

Wir wenden uns nun einer wichtigen Idenditét fiir die Varianz einer Summe von paar-
weise unkorrelierten Zufallsvariablen zu, welche auf Irenee-Jules Bienayme (1796-1878)
zuriickgeht.

Satz 5.2.6. (Identitdt von Bienayme) Sei (£2, 2, P) ein W-Raum. Weiter seien n € N\{1}
und (Xj)?_; eine Folge aus £1(Q2, 2, P,R) derart, dass fiir alle k,1 € {1,...,n} mit n # [

dann Xj und X; unkorreliert bzgl. P sind. Dann gelten Y. X € £Y(Q, 2, P,R) sowie
k=1
Var(z Xi) = Z Varp(Xy).
k=1 k=1

Beweis. Wegen Satz 5.1.4 gelten

Zn:Xk e £1(Q,A, P,R) (1)
k=1
EP(Z Xg) = ZEP(Xk) (2)
k=1 k=1
Aus (2) folgt nun
Y Xk —Ep(d> )= Xp—Y Ep(Xy) =) [Xi— Ep(Xy)] (3)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Sei
I, ={(k, 1) e {1,....n} x {1,....,n}}. (4)
Wegen n € N\{1} folgt aus (4) dann
I, # 0. (5)
Aus (4) folgen weiterhin
{1,..,n} x{1,..,n}={@j):j€{1,...,n}}UI, (6)
und
{(,5):5€{l,..,n}}NI, =0 (7)
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Unter Beachtung von (3)(7) folgt nun

n

1> Xk = Ep(Q_ Xo)PP =D Xe = Ep(Y_ Xi)]* = D _[Xk — Ep(Xp)]]”
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

n

Z Xp—Ep(Xp)][Xi—Ep(Xi)] —Ep(Xp)l+ Y [Xe—Ep(Xp)][Xi—Ep(X))]
b=l =1 k:l ki€l
(8)

(k1) € I,. 9)

Wegen (9) und (4) sind dann Xj und X; unkorreliert bzgl. P. Somit gilt nach Lemma
5.2.2 dann

M:

Seien

COUP(Xk,Xl) =0 (10)

Sowie wegen Definition 5.2.4 weiterhin
X X; € L1, A, P;R). (11)
Wegen (11) folgt mittels Teil (a) von Lemma 5.2.1 dann
(X — Ep(X)][X; — Ep(X))] € £L1(2,2, P;R). (12)
Wegen Definition 5.2.3 und (10) gilt
Ep([Xr — Ep(Xi)][X1 — Ep(X))]) = Covp(Xy, X;) = 0. (13)

Wir betrachten zunédchst den Fall

> Xj € £2(2, PiR). (14)
k=1
Wegen Bemerkung 5.1.3 gilt
1o € £3(Q,2, P;R). (15)
Es ist . . . .
S X —Ep() X)) = X — [Ep()_ Xi)lla. (16)
k=1 k=1 k=1 k=1

Da £2(,2l, P;R) nach Folgerung M.21.7.1 ein linearer Raum iiber R ist, folgt aus (14)-
(16) dann

> Xk —Ep(>_ Xi) € L2(,2, P;R). (17)
k=1 k=1

Aus (17) folgt nun:
Zxk—Ep ZXk e LY, A, P;R). (18)
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Aus (8) folgt
S X — Ep(X))? = [Xk — Ep(X)]?
k=1 k=1

n

=Y X —Ep(Y_Xp)? = Y Xk — E— P(Xp)][Xi — Ep(X))]. (19)
P k=1

J.keln
Wegen (19), (18), (9) und (12) folgen mittels Satz 5.1.4 dann Y | X — Ep(Xy)|? €
k=1
L£1(Q,2, P;R). sowie zusiitzlicher Beachtung von (13) dann

Ep()_ |Xp—Ep(Xp)*) = Ep(] ZXk Ep( ZXk: =Y Ep((Xk—Ep(Xp)|[Xi—Ep(X))))
k=1 kilel,
P Xe— Ep(>_Xp)) (20)
k=1 k=1

Da (|[X) — Ep(X)]|*)?_, nach Bemerkung 5.2.2 eine Folge aus £*(Q,2l) ist, liefert Satz
n
5.1.5 dann Y | X — Ep(X3)|? € £4(Q,2A) sowie
k=1

Ep()_|Xk — Ep(Xp)]?) =Y Ep(| Xy — Ep(X3)]?). (21)
k=1

k=1

Unter Beachtung von (1), Definition 5.2.2, (20), (21) und nochmals Definition 5.2.2 folgt

dann
Varp(3 Xi) = Ep(| 3 Xe = Br(_X0)P")

k=1
Z | Xy — Ep(Xp)|? Z Ep(| X — Ep(Xp)? Z Varp(Xy). (22)
k=1 k=1 k=1
v69
Unter Beachtung von (1) sei nun 26.05.2010
> X € £4Q, A P R)\LY(Q,2, P;R) (23)
k=1

Wegen (23) folgt mittels Teil (a) von Satz 5.2.1 dann

Varp (i Xk> = +00 (24)

k=1

Wegen Bemerkung 5.2.3 gilt

Vare (Z Xk> - [N (Z X~ By (Z X>>] )

k=1 k=1
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Aus (24) und (25) folgt nun

N27p (Zn: Xk — Ep <Zn: Xk>> = 400 (26)

k=1

Aus (26) und (2) folgt dann

Noyp (Z[Xk - EP(Xk)]> = +00 (27)
k=1
Wegen der Minkowskischen Ungleichung (vgl. Satz M.21.8.4) gilt
Nap (Z[Xk - EP(Xk)]> <Y Nop (Xi — Ep(Xy)) (28)
k=1 k=1

Wegen (27) und (28) gibt es dann ein s € {1,...,n} mit No, (X; — Ep(X})) = 400 und
somit wegen der nach Bemerkung 5.2.3 giiltigen Beziehung Varp(X,) = [Nayp (Xs — Ep(X3)))?,
also mit

Varp(Xs) = +oo (29)
Aus (24) und (29) folgt dann
VCLTP(Z Xk) (2:4) +0o0o (2:9) ZVCLTP(X]{) (30)
k=1 k=1
Wegen (1), (14), (22), (23) und (30) ist dann alles gezeigt. [ |

Im restlichen Teil des Abschnitts betrachten wir nun jene Situation, in der die vor-
liegenden (R!,8;)-Zufallsvariablen quadratisch P-integrierbar sind. Damit sind unsere
Betrachtungen automatisch im Semiprihilbertraum (£2(Q,2l, P;R),[-,-]pr) iiber R an-
gesiedelt. Dies bedeutet insbesondere, dass wir nun im verstirkten Mafe auf Methoden
der Funktionalanalysis zuriickgreifen kénnen.

Lemma 5.2.3. Seien (2,2, P) ein W-Raum sowie X,Y € £2(£,2l, P;R). Dann gilt
(a) Bs gilt {X,Y, XY} C £Y(Q, A, P;R)

(b) Es gelten {X — Ep(X),Y — Ep(Y)} C £L2(,2, P;R) sowie Covp(X,Y) = [X —
Ep(X),Y — Ep(Y)|pg.

(c) Es gilt Covp(X,X) = Varp(X).

(d) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) Es sind X und Y unkorreliert beziiglich P.
(if) Es ist Coup(X,Y) = 0.
(iii) Es sind x — Ep(X) und Y — ep(Y) orthogonal in (£%(Q,2, P;R), [, |pr)-
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Beweis.

(a) Da P endlich ist, gilt nach Teil (b) von Satz M.21.8.3 dann L£2(2,2, P;R) C
L£1(9Q,2, P;R). Somit gilt {X, Y} C LY(Q,2A, P;R). Wegen Teil (a) von Satz M.21.8.6
gilt zudem XY € £1(Q, A, P;R).

(b) Wegen Bemerkung 5.1.3 gilt
1o € £2(Q,2, P;R) (1)

Da £2(Q,%, P;R) nach Folgerung M.21.7.1 ein linearer Raum iiber R ist, folgt
wegen (1) sowie X — Ep(X) = X — [Ep(X)|lg und Y — Ep(Y) = Y — [Ep(Y)]1lq
dann

{X — Ep(X).Y — Ep(Y)} C £(2,2, P;R) (2)

Unter Beachtung von Definition 5.2.4, Definition 5.1.1, (2) und der Definition von
[-,-]pr folgt nun

Covp(X,Y) "E" Ep([X — Ep(X)]lY — Ep(Y)))

bl / (X — Ep(X)][Y — Ep(Y)]dP = [X — Ep(X),—Ep(Y)lpr  (3)
Q
Wegen (2) und (3) ist dann (b) gezeigt.

(¢) Unter Beachtung von Definition 5.2.4 und Definition 5.2.2 ergibt sich
Covp(X,X) = Ep([X — Ep(X)]?) = Ep(|X — Ep(X)|*) = Varp(X)
(d) Es gilt

»(1)<(il)* Dies folgt aus Lemma 5.2.2
(1)< (iii)“ Dies folgt aus (2) und (3).

Lemma 5.2.4. Seien (Q,2, P) ein W-Raum sowie A, B € 2. Dann gilt
(a) Es gehéren 14 und 1 zu £3(Q,2A, P;R) und es gilt
Cou(la, 15) = P(AN B) — [P(A)|[P(B)]
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent

(i) Es sind 14 und 1p unkorreliert beziiglich P.
(ii) Es sind A und B stochastisch unabhéngig beziiglich P.

Beweis.
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(a) Wgen Bemerkung 5.1.3 gilt
{1, 15} C L2(Q,% P;R) (1)
Wegen (1) folgt mittels Teil (a) von Lemma 5.2.3 nun
{14,15,141p} C £1(Q, 2, P;R) (2)
Wegen (2) folgt mittels Teil (a) von Satz 5.2.5 nun
Covp(1a,1p) = Ep(1alp) — [Ep(14)][Ep(1B)] (3)
Wegen A, B € 2 liefert Bemerkung 5.1.3 dann
Ep(A) = P(A) (4)
Ep(B) = P(B) %)
Wgen Teil (b) von Bemerkung M.18.2 gilt
lalp = lanp (6)

Wegen A, B € 2 und der Wahl von 2 als o-Algebra in Q gilt nach teil (b) von
Satz M.4.1 dann A N B € 2. Hieraus folgen mittel Bemerkung 5.2.1 dann 14np €
L£1(Q,2, P;R) und

Ep(1anp) = P(AN B) (7)

Aus (6) und (7) folgt nun
Ep(1alp) = P(ANB) (8)
Unter Beachtung von (3), (8), (4) und (5) folgt dann

Covp(1a,15) L Ep(1a1s) — [Ep(1a)][Ep(15)) "2 P(ANB) - [P(A)[P(B)]

Wegen (1) und (9) ist dann (a) bewiesen. o

(b) Wegen (9) ist aber (i’) aquivalent zu (ii). Somit sind (i) und (ii) dqivalent.
|
Wir zeigen nun eine Moglichkeit auf, wie man unter gewissen Umstidnden aus zwei gege-

benen Zufallsvariablen aus £2(Q, 2, P;R) zwei neue Zufallsvariablen aus £2(Q, 2, P;R)
konstruieren kann, welche unkorreliert beziiglich P sind.

Satz 5.2.7. Sei (2,2, P) ein W-Raum. Weiter seien X,Y € £2(Q,2, P;R) so gewihlt,
dass Ep(X?) = Ep(Y?) und Ep(X) = Ep(Y) erfiillt sind. Dann gelten {X+Y, X—-Y} C
L£2(92,2, P;R) und Covp(X+Y, X —Y) = 0. Beweis. Da £2(Q, %, P;R) nach Folgerung
M.21.7.1 ein linearer Raum iiber R ist, gilt

{(X+Y,X Y} C L%, P;R) (1)
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Wegen (1) gilt nach Teil (a) von Lemma 5.2.3 dann
(X+Y, X -V, (X +Y)(X -Y)} C £Y(Q,2 P;R) (2)

Wegen (2) folgt mittels Teil (a) von Satz 5.2.5 dann
Covp(X +Y,X -Y)=Ep([X +Y][X - Y]) — [Ep(X + V)|[Ep(X - Y)]  (3)

Unter Beachtung von Satz 5.1.4 ergibt sich

Ep([X +Y][X - Y]) = Ep(X2 - v2) "2 Ep(X2) - B(Y?) =0 (4)

und _
Ep(X ~Y) "2 Ep(X) — Ep(Y) =0 (5)
Unter Beachtung von (3)-(5) folgt nun Covp(X +Y, X —-Y) =0 [ |

Satz 5.2.8. Sei (Q,%, P) ein W-Raum. Weiter seien r, s € N sowie (a;)7_; und (Bg);_,
bzw. (X;)j-; und (Yx);—, Folgen aus R bzw. L?(9,2, P;R). Dann gelten

T

> X, iﬁkYk C L2(Q, 2, P;R)

j=1 k=1
sowie
COUP Zanj’ZBkYk = ajﬂk[CO’Up(Xj,Yk)]
j=1 k=1 =1 k=1
und
Varp Za]X] = Z a;fBk[Covp(X;, Xi)]
j=1 j=1k=1

Beweis. Wegen Folgerung M.21.7.1 gilt
T S
j=1 k=1

Aufgrund der Wahl von (X;)7_; und (Yj)j_, folgt mittels Teil (a) von Lemma 5.2.3, dass
diese folgen aus L!(£,2l, P;R) sind. Hieraus ergeben sich mittels satz 5.1.4 nun

i a; X, iﬂkYk c LY, A, P;R)

j=1 k=1

sowie

Ep (Y a;X; )| = ajlEp(X))] (2)
=1 i=1
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und
Ep (Z ﬂst> = BilEr(Yy)] (3)
k=1 k=1
Wegen (2) und (3) gilt dann

> a;X; - Ep (Z anj) Z ;X Z a;[Ep(X Za] (X, — Ep(X;)] (4)
o =1
bzw.
> B — Ep <Z BkYk:> = BYi > BlEr(Yi) =D BilYi — Ep(Yi)]  (5)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Unter Beachtung von (1), Teil (b) von Lemma 5.2.3, (4), (5), der Bilinearitit des Semis-
kalarprodukts [-,-|pr sowie nochmeals Teil (b) von Lemma 5.2.3 folgt dann

T S
Covp Z o Xj, Z BrYr
j=1 k=1

L5.2.3(b) ZO‘JXJ — Ep (Z a; X ) ZﬁkYk —Ep (Z 5kYk>
j=1 7j=1 PR
CLD S 015 — Bp (X)), S BelYi — Ep(Y3)
j=1 k=1 PR
=33 0B 1%, — Ep(X))), [V — Ep(Yi)]
7=1 k=1
PO S S oyl Coup (X, Y1) R
7j=1k=1

Unter Beachtung von Teil (¢) von Lemma 5.2.3 und (6) folgt nun

r T T 6 T
VCLTP ZO(ij :CO’UP Zanj,ZOéka (:) ZZajak[Covp(Xj,Xk)] (7)
j=1 7=1 k=1

j=1 k=1
Wegen (1), (6) und (7) ist dann alles gezeigt. [ |

Folgerung 5.2.3. Sei (Q,2, P) ein W-Raum. Weiter seien n € N und (Ay)}_, eine Folge
aus . Dann ist (14,)7_, eine Folge aus £2(Q, 2, P;R) und es gelten

D la, € L2(QU P5R)
k=1
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sowie
n n

Vary (Z 1Ak) =3 S Py 1 A — PP (A
k=1

j=1 k=1

. Beweis. Wegen bemerkung 5.1.3 ist (14,)%_, eine Folge aus £2(Q, 2, P;R). Hieraus
folgen mittels Satz 5.2.8 dann

La, € L2, 2, P;R) (1)
k=1
und
Varp ( 1Ak> :ZZCOUP(lAj,lAk) (2)
k=1 j=1k=1
Sei

(4,k) € {1,...,n} x{1,...,n} (3)
Wegen Teil (a) von Lemma 5.2.4 gilt dann

Covp(la;,1a,) = P(A; N Ag) = [P(A;)][P(Ag)] (4)

Aus (2)-(4) folgt dann

Varp (Z 1Ak> = (P(A;j N Ap) = [P(A7)][P(AR)]) (5)
k=1 j=1k=1
Wegen (1) und (5) ist dann alles gezeigt. [ |

Beispiel 5.2.1. Sei n € N und bezeichne vy, die Menge aller Permutationen der Menge
{1,...,n}. Es sei ™Ay, := P(7yn) und bezeichne P, die diskrete Gleichverteilung auf ~yy,.
Weiter sei X : v, — R diejenige Abbildung, welche jedem f € =, die Anzahl seiner
Fixpunkte zuordnet. Dann gelten

X € L2(n, U, Pu; R)

sowie

Ep,(X) =1
und

_J0 ,falls n =1

Varp, (X) = {1 , falls n € N\{1}

. Beweis. Sei

je{l,..,n} (1)
Es sei

Anj={f€m: f() =17} (2)
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Aus (2) und der wahl von 2,, folgt dann

Amj e, (3)
Aus (2) folgt sogleich
card A, j = (n—1)! (4)
Aus (4) folgt nun
cardA,; (n—1)! 1
PTL An -) = »J — = —
(Ans) cardyn n! n (5)
Wegen (3) liefert Bemerkung 5.1.3 weiterhin
14, , € L' (v, U, Pu; R) (6)
und unter Beachtung von (5) zudem
E = P(A,,) 21
pula,,) = P(A) 9 @
Aus (1), (2) und der Definition von X folgt
X=> la,, (8)
j=1

Wegen (8), (1) und (6) folgt mittels Satz 5.1.4 nun X € L (7, A, Py;R) sowie unter
zusétzlicher Betrachtung von (1) und (7) weiterhin

8 = $5.1.4 o 1),(7 1 1
Ep(X) Y Ep, (Y 1a,, | "2 Ep (14, ) "3 S =0 =1 (9)
j=1 j=1 =" "
Wegen (8), (1) und (3) gelten nach Folgerung 5.2.3 zu dem
z € L2(Yn, A, Po;R) (10)

varp, () L varp, (3 14,) = 303 (Pa(Any N Ank) = [Pa(An ) [Pa(Ane)) (1)
j=1

=1 k=1

Sei zundchst
n=1 (12)

Unter Beachtung von (12),(11),(1) und(5) folgt dann

1 1
vary, =Y Y (Pi(A1; N Arg) = [Pu(A1)][Pi(ALk))
j=1 k=1

= Pi(A1n N A1) — [Pr(AL)][Pr(AL))])
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5
= PI(ALI N Al,l) — [PI(AI,I)]2 (:) 1-12=0 (13)
Sei nun
ne€{2,3,..} (14)
Es seien jetzt
I :={(j;k) € {1,.,n} x {1,..,n}: j =k} (15)
I ={(;k) e {1,..,n} x {1,...,n} : j # k} (16)
Aus (15) und (16) folgt dann
cardI], = n (17)
cardl]l = n(n —1) (18)
Aus (15) und (16) folgen weiterhin
urn ={1,.,n} x{1,..,n} (19)
I'nl! = (20)
Sei
(G, k) € I (21)

Aus (21), (15),(1) und (5)

Po(Ang N Ani) = [Pa(An p)[Pa(An k)] = Po(Anj N A ) — [Po(Anj)]?

S- (P =T (22

Sei nun

(4, k) € I, (23)

Aus (23) und (16) folgt dann j # k. Hieraus folgt bei Beachtung von (1) und (2) dann
auch card(Ay jNA, ;) = (n—2)! Hieraus folgt nun P,(Ay jNA, ) = card(An ;NAn k) (n=2)! _

cardSy, n!
ﬁ Also wegen (1) und (5) dann
Po(Anj 0 Ank) — [PN(An,j)HPn(An,k)]
B 1 I n-(n-1) 1
SO w2 (oD (o (24)

Unter Beachtung von (11) und (17) bis (24) folgt nun

vary, = Z Z(Pn(An,j N An k) = [Pn(A1)][Po(Ang)])
=1 k=1

=Y (Pa(AngNAng) = [Pa(An I [Pa(An))+ D (PalAniNAne) = [Pa(An)][Pa(An)])
(ke (Gk)EL
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(21),(24) n—1 1 (17),(18) ;v n—1 ” 1
= Z + Z T (cardl),) - + (cardl})

: n? : (n—1)n?
k)L, G R)EL]
n—1
(17),(18) 9 1 n—1 1
n- n“ 4+n(n—1) TS - + " (25)
Wegen (9), (10), (12), (13), (14) und (25) ist dann alles gezeigt |

Interpretation von Beispiel 5.2.1

Sei n € {1,2,...}. Wir betrachten eine Urne die n Kugeln enthélt welche mit den Num-
mern 1,2, ...,n versehen sind. Der zufillige Versuch enstehe im m-maligen willkiirlichen
Ziehen einer Kugel ohne Zuriicklegen. Dann liefert der W-Raum (I'y,2l,, P,) aus Bsp 3
ein dquidistantes Modell zu dessen Modellierung. Die Zufallsvariable X beschreibt dann
gerade die Anzahl derjenigen Kugeln deren Nummer mit der Nummer des Zuges, bei
dem sie gezogen wurden, {ibereinstimmt. Wir modifizieren nun das soeben betrachtete
Zufallsexperiment.

Beispiel 5.2.2. Sei n € {2,3,...}. Es liege eine Urne vor, welche n Kugeln enthilt, die
mit den Nummern 1,2, ...,n versehen sind. Der zufillige Versuch bestehe im m-maligen
willkiirlichen Zielen einer Kugel mit Zuriicklegen. Die Zufallsvariable X beschreibe die
Anzahl der Kugeln, deren Nummer mit der Nummer des Zuges, bei dem sie gezogen
wurden iibereinstimmen. Setze wir nun Q = X {1,...,n} sowie A := P() und be-
zeichnen mit P die diskrete Gleichverteilung auf 2, so stellt der W-Raum (2,2, P) ein
adéquates Modell zur Beschreibung des Experiments dar. Die (R, 8,) Zufallsvariablen
X und (Q,2,P) mit dem Wert aus {0,1,...,n} an. Somit ist als R\ {0,1,...,n} € N,,.
Hier aus folgt mittels Lemma M.7.3 dann

n

o= Y IPo({k))] - cum, 1

k=0

Sei
ke {0,...,n} (2)

Dann ist also X ~'({k}) die Menge alljener Tupel (wy,...,w,) €, fiir welche es genau k
paarweise verschiedene Zahlen Iy, ...,l;; € {1,...,n} derart gibt, dass fiir alle s € {1, ..., k}
gilt wy, = ls. Wir wollen nun card[X ~*({k})] bestimmen. Zunéichst gibt es (}}) Moglich-
keiten, die Position der k Ziige festzulegen, wo die Ubereinstimmung der Nummern der
Kugel mit der Nummer des Zuges, bei dem sie gezogen wurde, vorliegt. Wir fxieren nun
eine solche Konstellation. Dann ist in jedem der restlichen n—k Ziige die Wahl der Kugel
so zu realisieren, daf deren Nummer verschieden von der Nummer des Zuges ist. m-m
Hierzu gibt es fiir jeden der restlichen n — k Ziige genau n — 1 Méglichkeiten. Somit gilt
card[ X1 ({k})] = (})(n — 1)"~* Hieraus folgt

car -1 ™ (p — 1)k
P.({k}) = P(X"'({k})) = dgrdé{k})} _ (-1

nn
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Aus (1) bis (3) folgt dann

n

" /n 1 1,.,,_
szk()(k)-()’“-(l—n) e, (@)

Wegen n € {2,3,...} ist 1 € (0,1). Beachtet man dies, so folgt wenn B, 1 die Binomi-

alverteilung mit den Paramteren n und 1 bezeichnet, (vgl. Definition M.22.0.1), aus (4)
dann

Po=8,. (5)
Wegen Satz M.23.6.1 gelten
B,1 € MYX(R!,By) (6)
1
Ml(ﬂn%):rp;:l (7)
1 1 1
var(B,1)=n-—(1—-—) = - (8)

Wegen (5) und (6) folgt mittels Teil (b) von Satz 5.1.1 dann
X e £Y(Q, A P;R) (9)

Wegen (9) folgt mittels Teil (c) von Satz 5.1.1 sowie (5) und (7) dann

Nd

5

Ep(X) = My(Py) = My(B, 1) = 1 (10)

—~

Wegen (9) folgt mittels Teil (a) von Satz 5.2.2 sowie (5) und (8) denn

1
vary(x) = var(Py) 8 var(f, 1) 2 (11)
i n
Vergleichen wir (10) und (11) mit den Ergebnissen von Beispiel 5.2.1, welches dem Ziehen
ohne zuriicklegen entspricht, so stellen wir fest, dafs die entsprechende Zufallsvariable
denselben Erwartungswert besitzt, wahrend die Varianz beim Ziehen mit zuriicklegen
kleiner ist

5.3. Momente von (R™,‘B,,)-Zufallsvariablen

Der vorliegende Abschnitt ist dem Studium der Potenzmomente von (R™,B,,) Zufalls-
variablen gewidmet. Die Maftheoretische Grundlage hierfiir wurde in Abschnitt M.23.2
bereitgestellt
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Bemerkung 5.3.1. Seien (€2,2l) ein nichttrivialer mefbarer Raum sowie n € N. Weiter sei
x:Q — R™ eine A — B,,- mekbare Abbildung. Hierbei sei = (21, ...,z,)7 Aukerdem

sei (k1,...,km) € NI* Dann gelten [] (z;)% € M(Q,2;R) sowie ([] (z;)*) € E*(,2A)
j=1 j=1

Beweis. Sei P, k.)re @ R™ — R def. gemih (n1, ..y nm)T = [ (n;)% Wegen

j=1
Bemerkung M.23.2.1 gilt dann
Pli,...kop)irm € M(R™,B,,,; R) (1)
Aus den Definitionen der beteiligten Abbildungen folgen sogleich
H(ﬂfj)kj = Pliy,... k)R © X (2)

J=1

m

Wegen (1), (2) und der 2 — 9B,,, Mefbarkeit von X folgt mit Satz M.15.3 nun [] (z;)% €
j=1

M(Q,2;R). Hieraus folgt in Verbindung mit Bermerkung M.17.4 und Bemerkung M.18.9

dann | H (z;)% |€ E*(Q,2A) u
Bemerkung .3.1 berechtigt uns zu folgender Begriffsbildung

Definition 5.3.1. Seien (Q,2, P) ein W-Raum, m € N und = = (x1,...,2,)" eine
(R™,%B,,) Zufallsvariable auf (Q,2, P). Auferdem sei (ki, ..., kp) € N§'. Dann heifit

m
M(k?l N 7k'm H

m

das (ki1, ..., km)-te absolute Moment von X beziiglich P und ) k; heift dessen Ord-
j=1

nung. Falls M, . k,.):p(X) € [0, +00) erfiillt ist, so heifst

M(]ﬁ,...,k?m);P('r) = EP(H('x])k]
7=1

m
das (k1, ..., km) -te Moment von X beziiglich P und ) k; heift dessen Ordnung.
j=1

Wir zeigen nun, daf die in Definition 5.3.1 ein gefiihrten Grofien von w-theoretischer
Natur sind

Satz 5.3.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum, m € Nund X = (Xy, ..., X;,)T ein (R™,B,,)
Zufallsvariable auf (2,2, P). Auferdem sei (ki, ..., ky,) € Nij* Dann gilt:

(a) Esist Mg, k)2 (X) = My gy (Pr)
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(b) Folgende Aussagen sind aquivalent
(1) Es ist M(kl,...km);P(X) € [0,+OO)

(i) Bsist [](z;)% € £(Q,2A, P;R)
j=1

(c) Sei (i) erfiillt. Dann gilt M, g,.).p(X) = Mg, ) (Pr)
(d) Sei (i) erfiillt und sei fiir j € {1,...m} zudem z;(2) C [0, +00)
(e) Sei X € [£%°(2,2,p; R)]™*! Dann gelten ﬁl(xj)kﬂ' € L>2(02,2, p; R) sowie M(kl,...,k:m);P(X) €
0, +0) "
Beweis.
(a)-(d) Dies folgt sogleich aus den Teilen (a)-(d) von Satz M.23.2.2
(e) Da (z;)72, eine Folge aus £%°(2, %, p;R) ist, liefert Teil (b) von Lemma M.20.3

m
dann [] (z;)% € £°°(Q,2A, p;R) Hieraus ergibt sich mittels Teil (bl) von Fol-
j=1

gerung M.21.7.3 dann [] (z;)% € £}(Q,2, p;R) Hieraus folgt mittels (b) dann
j=1
My, k);p(X) € [0, +00)
|

Folgerung 5.3.1. Seien (2,2, P) ein W-Raum m € N sowie X und Y jeweils (R™,B,,)
Zufallsvariablen auf (2,2, P) und P, = P, Weiter sei (ki, ..., k) € N§* Dann gilt

(a) Esist Mg, kn):P(X) = My k)P (Y)
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Esist ] (z;)% € £'(2,p;R)
j=1

(i) Esist [](y;)® € £1(Q,2, p;R)
j=1

(c) ?\;i M(kl,..‘km&/];(X) € [0, +o0) Dann gelten M, x,.).p(Y) € [0, +00) sowie M, k.):p(X) =
(k1o ); P
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M. Erganzungen zur MaRB- und Integrationstheorie.

Empfohlene Literatur: J. Elstrodt ,Mafs- und Integrationstheorie®

M.1. Ringe und Halbringe von Mengen.

Hauptgegenstand der Maktheorie ist die Untersuchung, [0, 4+o00]-wertiger Abbildungen,
deren Definitonsbereich eine gewisse Teilmenge der Potenzmenge J(£2) einer Grundmen-
ge Q) ist. Es ist hierbei abzusichern, dal diese Mengensysteme, welche als Definitionbereich
in Erscheinung treten, gewisse Stabilitdtseigenschaften gegeniiber mengentheoretischen
Operationen besitzen.

Definition M.1.1. Seien Q eine Menge und R C (2). Dann heifit R ein Ring in Q
falls er folgende Eigenschaften besitzt:

e )R
e Fiir alle A, Be Rgilt A\ Be€R.
o Fiir alle A, Be Rgilt AUB € R.

Beispiel M.1.1. Sei 2 eine Menge. Dann sind B(Q2) und {0} jeweils Ringe in Q

Satz M.1.1. Seien 2 und R C P(Q2). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
a) Esist R ein Ring in Q
b) R hat folgende Eigenschaften:
(i) 0 € R.
(ii) Fiir alle A, B € R gilt AAB € R (wobei AAB := (A\ B)U (B \ A4)).
(iii) Fir alle A,B € Rgilt ANB € R.
¢) R besitzt die Eigenschaften b)(i) und b)(ii) sowie Fiir alle A, B € R gilt AUB € R.

Satz M.1.2. Seien ) eine Menge und (Rg)res eine Familie von Ringen in . Dann ist

auch () Ry ein Ring in
kel

Satz M.1.3. Seien Q eine Menge und £ C PB(Q2) Es sei Rq(E) die Menge aller Ringe R
in Q mit £ C R. Dann gilt

a) Es ist P(Q) € Ro(E), also insbesondere R (E) # 0.



b) Sei pa(€) := () R. Dann ist po(€) € Rqo(€) und fiir jedes R € Rq(E) gilt
ReRq(€)
pa(€) € R.

c) Sei Ry € Rq(€) so beschaffen, dafs fiir jedes R € Rq(€) die Inklusion Ry C R
besteht. Dann gilt Ry = pa(E).

d) Sei & selbst ein Ring in Q. Dann gilt pa(€) = €£.

e) Es gilt pa(pa(€)) = pa(E).

Definition M.1.2. Seien Q eine Menge und £ C PB(Q). Weiter sei po(€) wie in Satz M.1.3
erklart. Dann heifit po(€) der von £ erzeugte Ring in (.

Definition M.1.3. Seien 2 und R ein Ring in . Weiter sei & C B(2). Dann heift &£
ein Erzeuger von R, falls po(€) = R erfiillt ist.

Wir wenden uns Halbringen zu.

Definition M.1.4. Seien ) eine Menge und A eine nichtleere Teilmenge von B(2). Dann
bezeichne A1 das System aller a € PB(R2), fiir welche es ein n € N und eine Folge ()7,

n
von paarweise disjunkten Mengen aus A gibt, sodaf a = |J «y erfiillt ist.
k=1

n
Bemerkung M.1.1. A" ={J oy : n € N,ay, ..., € A paarweise disjunkt}.
j=1
Bemerkung M.1.2. Unter der Bedinungen von Definition M.1.4 gilt A C A™.

Definition M.1.5. seien 2 eine Menge und H C B(2). Dann heift H ein Halbring in
Q, falls H folgende Eigenschaften besitzt.

a) Esist 0 € H.
b) VA, B € H gilt AN B € H.
¢) VA, B € H gilt A\ B e H

Bemerkung M.1.3. Seien Q eine Menge und H C B(2) ein System mit den Eigenschaften
1 und 2 aus Definition M.1.5 sowie der Eigenschaft: Fiir alle A, B € H gilt A\ B € H.
Dann ist H ein Halbring in €.

Bemerkung M.1.4. Seien () eine Menge und R ein Ring in €2, dann ist R auch ein Halbring
in €.

Definition M.1.6. Seien n € N\ {1} sowie (;)}_; eine Folge von Mengen fiir j €
{1,...,n} sei 0; eine nichtleere Teilmenge von P(€2;). Ist fiir j € {1,...,n} dann A; € §;,

so heift Aj eine zur Folge (51-)?:1 gehorige Rechteckmenge. Gibt es hierbei ein
j=1

ra(€)



3
jo € {1,...,n} mit A, =0, so sei X A; = 0. Es bezeichne zudem ,@1 d; dass zur Folge
j=1 j=
(67)7—1 gehorige System von Rechteckmengen. Es ist also

n

5 ;= { X Aj|Vje{l,..n} gt A; €5;}.

i= =1

Satz M.1.4. Seien n € N\{1} sowie (€;)}_; eine Folge von Mengen. Fiir j € {1,..,n}
n

sei H; ein Halbring in ;. Es bezeichne El H; das zur Folge (H;)j_; gehdrige System
]:

n
von Rechteckmengen. Dann ist X H; ein Halbring in

n
x ;. Es folgen nun generische
]:1 1=

1
Bsp. von Halbringen im R™.

Definition M.1.7. Sei m € N. Weiterhin seien a = (ay, ..., an)" und b = (by, .., by)7
aus R™. Dann sagen wir, dass a < b erfiillt ist, falls Vj € {1,...,m} gilt a; < b;. In

diesem Fall setzen wir [a,b] := X laj,bs], (a,b) == % (aj,bj), [a,b) := % [aj,bj) und
=1 =1 =1

= 1= =

(a,b] = % (aj, bj]. Es bezeichne I, , bzw. I, , bzw. I,,; bzw. I, , das System aller

m-dimensionalen Intervalle des entsprechenden Typs, jeweils ergénzt durch die leere
Menge.

Beispiel M.1.2. Sei m € N. Dann sind I,,,; und I,,,, Halbringe in R™.

Satz M.1.5. Seien (2 eine Menge und H ein Halbring in 2. Dann gilt
po(H) = H".
Folgerung M.1.1. Seien n € N\{1} sowie (£2;)7_; eine Folge von Mengen. Fiir j €
n n
{1,...,n} sein H; ein Halbring in ;. Dann gilt pxn_, Qj(El Hj) = (El Hj)*.

M.2. Inhalte und PramaBe auf Halbringen

Wir stellen zunéchste einige Begriffsbildungen bereit.

Definition M.2.1. Seien  eine Menge und A eine nichtleere Teilmenge von P(€2).
Weiter sei pu: A — [0, +00].

a) p heifst isoton, falls fiir alle A, B € A, mit A C B stets u(A) < p(B) gilt.

b) w heift additiv falls fiir alle disjunkten A, B € A mit AUB € A stets u(AUB) =
1(A) + p(B) gilt.

c) p heift endlich additiv, falls fiir alle n € N und alle Folgen (Aj)}_, von paarweise

> H(Ag) gilt.

disjunkten Mengen aus A mit (J;_, A € A stets p(Up_; Ax) =
k=1

v3m
14.04.2009



d) p heift o-additiv, falls fiir alle paarweise disjunkten Folgen (Ag)gen aus A mit

Uren Ak € A stets u(Upen Ak) = > pu(Ax) gilt.
keN

e) p heifit subadditiv, falls fiir alle n € N und alle Folgen (Ag)}_, aus A mit
n
Uk=1 Ak € A stets p(Up—y Ar) < 3 n(Ag) gilt.
k=1

f) p heikt o-subadditiv, falls fiir alle Folgen (Ay)ren aus A mit [ J, oy Ar € A stets

(Ugen 4) < >° n(Ag) gilt.
kEN

Es folgen zentrale Begriffe dieses Abschnitts.

Definition M.2.2. Seien (2 eine Menge, H ein Halbring in Q und pu: H — [0, +00]
a) Es heifst p ein Inhalt auf H, falls (@) = 0 und g zudem endlich additiv ist.
b) Es heikt p ein Pramafl auf H, falls (@) = 0 und p zudem o-additiv ist.

Bemerkung M.2.1. Seien 2 eine Menge H ein Halbring in Q und g ein Pramaf auf H so
ist p ein Inhalt auf H.

Definition M.2.3. Seien () eine Menge, H ein Halbring in 2 sowie p ein Inhalt oder
Pramafk auf H. Dann heifft das p endlich, falls fiir alle A € H stets pu(A) € [0, +00).

Satz M.2.1. Seien 2 eine Menge, H ein Halbring in € und p ein Inhalt auf H. Es
bezeichne po(H) den auf H in Q erzeugeten Ring. Dann gilt:

a) Es gibt genau einen Inhalt v auf po(H) mit Rstr.gv = p(Restriction=Einschrankung).
b) Sei A € po(H). Dann gilt:
(i) Es gibt ein n € N und eine Folge (Aj);»’zl von paarweise disjunkten Mengen

aus H mit A= (J A;.

j=1
(ii) Seien n € N und (Aj)?:1 eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus H
n n
mit A= |J A;. Dann gilt v(A) = > p(A4;).
j=1 j=1

c) Folgende Aussagen sind dquvalent.
e 4 ist endlich.

e v ist endlich.

d) Folgende Aussagen sind dquivalent
e Es ist y ein Pramafl auf H.

e Es ist v ein Pramafs auf po(H).



e) Es bezeichne N, bzw. N, das System der Nullmengen von p bzw v. Dann gil
N, = NJ‘

f) Seien H, . := {E € H : p(F) € [0,400)} und [po(H)],e = {F € H : v(F) €
[0,+00)}. Dann gilt [po(H)]v.e = (Hpe) ™
M.3. Inhalte und PriamaBe auf Ringen
Wir spezifizieren die Situation von Abschnitt 2 fiir Ringe von Mengen.
Satz M.3.1. Seien () eine Menge R ein Ring in 2 und p ein Inhalt auf R. Dann gilt:

a) Seien A, B € R. Dann gelten {AU B, AN B} C R, sowie u(AUB) + u(ANB) =
u(A) + u(B).

b) w ist isoton.

c) Seien A, B € R so gewéhlt, dass A C B und u(A) € [0,+00) erfiillt sind. Dann
gelten B\A € R, sowie u(B\A) = u(B) — u(A).

d) Seien n € Nund (Ay)}_, eine Folge von paarweise disjunkten Mengen auf R. Dann

gelten Jy_; Ax € R, sowie u(Up_; Ax) = > 1(Ag).
k=1

e) Seien n € N und (Ay)y_; eine Folge aus R. Dann gelten (J;_; Ay € R, sowie
Ui 40) < 3 (A

f) p ist o-subadditiv.

Unsere néchste Uberlegung ist einer Verallgemeinerung von Teil a) von Satz M.3.1 auf
beliebige endliche Folgen (Ay)p_, aus R, . gewidmet.

Satz M.3.2 (Sylvester - Poincaresche Siebformel). Seien 2 eine Menge, R ein Ring in
Q,sowie p ein Inhalt auf R, sowie R, := {A € R : u(A) € [0,4+00)}. Weiterhin seien
n € Nund (Aj)r_, eine Folge aus R, .. Fiir m € {1, ...n} bezeichne 7, ,, die Menge aller

m-Tupel (i1, ...,0m) € X {1,...,n}, fiir welche 1 <i; < ... <ip, < n erfiillt ist.
j=1

Dann gilt: (| Am € Ry, fiir jedes m € {1,...,n} und jedes (i1,...,im) € Tnm ist
1 A, € Ry und es gilt:

M<U Am) =2 () A
m=1

m=1 (i1,..A,im)€Tn,m k=1

Spezialfille:

a) n=2: p(A; U Az) = p(A1) + p(Az) — p(A1 N Az)



b) n=3: (A1 U Ay U A3) = (A1) + p(Az2) + p(As)
— /L(Al N AQ) — ,U,(Al N Ag) — }L(Ag N AQ) + N(Al NAsN Ag)

Wir wenden unds nun einer Situation zu, in der sich die Formel aus Satz M.3.2 we-
sentlich verschirft.

Definition M.3.1. Seien (2 eine Menge, R ein Ring in ) und p ein Inhalt auf R.
Weiter seien n € N und (A4;)j_; eine Folge von Mengen aus R. Dann heift (A4;)}_,
austauschbar bzgl. p, falls fiir jedes m € {1, ...,n} die Funktion

m

frm t Tm = [0, 400), (i1, evny i) — pu([) Aiy)
k=1

konstant ist.

Bemerkung M.3.1. Seien n € N und m € {1,...,n}. Es selen 7,,, wie in Satz M.3.1

erklart. Dann ist 7, ,, eine endliche Menge und es gilt card 7, ,, = (;)

Folgerung M.3.1. Seien ) eine Menge, R ein Ring in €2, sowie p ein Inhalt auf R
und Ry == {A € R: p(A) € [0,+00)}. Weiter seien n € N und (A4;)}_; eine bzgl. u
austauschbare Folge aus R, ..

Fir m € {1, ...,n} bezeichne ¢, , den Wert der (wie in Definition M.3.1 erkldrten) dann
konstanten Funtkionen fi, . Dann ist (¢, )5, eine Folge aus [0, +00) und es gilt:

(35

m=1

M.4. Sigma-Algebren

Wir wenden uns in diesem Abschnitt den wichtigen Mengensystemen zu.

Definition M.4.1. Seien Q eine Menge und 2 C B(€2). Dann heifit A eine o-Algebra
in ), falls A folgende Eigenschaften besitzt:

a) Esist Qe 2
b) VA € Aist Q\A € 2.

c) V Folgen (Ap)nen aus A gilt |J A, € .
neN

Satz M.4.1. Seien (2 eine Menge und 2 eine o-Algebra in 2. Dann gilt:
a) 0el

n n
b) Seien n € N und (4;)7_; eine Folge aus 2. Dann gehéren (J Aj und () A; zu 2A.
j=1 j=1

vbm
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c) Seien A, B € 2 Dann gehoren A\B und AAB zu 2.

d) Sei (Ap)nen eine Folge aus 2 Dann gehoren limsup,,_, o Ay, und liminf, . A, 7zu
2.

Beispiel M.4.1. Sei Q eine Menge. Dann sind B(Q) sowie {0, 2} o-Algebren in €.

Satz M.4.2. Seien Q eine Menge, 2 eine o-Algebra in Q und Q' C Q. Es sei g :=
{ANQ : A eA}. Dann gilt:

a) Es ist 2 eine o-Algebra in .
b) Sei Q' € 2. Dann gilt Ao = [P(Q)] NA.
Satz M.4.2 fithrt uns auf folgende Begriffsbildung:

Definition M.4.2. Seien 2 eine Menge, 2 eine o-Algebra in  und Q' € P(Q). Es sei
A :={ANQ : AeA}. Dann heilt Ay die Spur-o-Algebra von 2 in .

Definition M.4.3. Seien © und €’ nichtleere Mengen. Dann bezeichne A(£2,€Q) die
Menge aller Abbildungen von Q in Q. Seien T' € A(©2,Q) und ' C PB('). Dann wird

definiert: ‘ 1( /) ) /} ' 20
1 e T HAH Al e}, falls A #
TR = { 0 falls A’ = 0.

T~1(A') heift dann das volle Urbild von 2’ unter T.

Satz M.4.3. Seien ) und Q' nicht leere Mengen, sowie T' € A(Q, ). Weiter sei 2’ eine
o-Algebra in Q. Dann ist T~1(2') eine o-Algebra in (.

Satz M.4.4. Seien Q und Q' nichtleere Mengen, sowie T' € A(Q, Q). Weiterhin seien
2 eine o-Algebra in €, sowie Ay := {4’ € P(Q) : T71(4’) € 2A}. Dann ist Ay eine
o-Algebra in Q.

Satz M.4.5. Seien () eine Menge sowie (g)rer eine Familie von o-Algebren in Q. Dann

ist auch der Durchschnitt () 2 eine o-Algebra in Q.
kel

Satz M.4.6. Seien Q2 eine Menge und € C PB(Q2). Es bezeichne ¥o(E) das System aller
o-Algebren 20 in Q, fiir welche £ C 2 erfiillt ist. Dann gilt:

a) Es ist P(Q) € Xq(E).
b) 0q(€):= () A Dannistoq(€) € () und fiir jedes A € X (E) gilt 0q(E) C
AT (€)
2.

c) Sei Ay € Xq(E) so beschaffen, dafs fiir jedes A € Xo(E) die Inklusion Ay C A
besteht, dann ist Ay = 0 (E).

d) Sei & selbst eine o-Algebra in €. Dann gilt 0o (&) = €.

A(Q, Q)

T (@)

Ap

Ya(€)

oq(€)



e) oa(oa(£)) = oa(f).
Satz M.4.6 fithrt uns auf folgende Begriffsbildungen:

Definition M.4.4. Seien 2 eine Menge und £ C PB(Q). Dann heift das in Satz M.4.6
eingefithrte Mengensystem oq(€), die von £ erzeugte o-Algebra in (.

Definition M.4.5. Seien ) eine Menge, 2 eine o-Algebra in Q und £ C PB(Q2). Dann
heifit £ ein Erzeuger von , falls 0o (&) = A erfiillt ist.

Definition M.4.6. Sei (€2, p) ein metrischer Raum. Dann bezeichne O(f2, p) das System
der in Q offenen Mengen. Dann heiflt oq(O(€2, p)) die Borelsche o-Algebra von (€2, p).

Bemerkung M.4.1. Sei (€, p) ein metrischer Raum. Es bezeichen O(£2, p), bzw. A(Q, p)
das System in €2 offenen, bzw. abgeschlossenen Mengen. Dann gilt:

Satz M.4.7. Seien © und € nicht leere Mengen. T' € A(Q, ') sowie £ C PB('). Dann
gilt
O'Q(Til(g/)) = Tﬁl(UQ/(gl)).

Beweis. UA 13. |

M.5. Einige Aussagen iiber Malle

Wir wenden uns in diesem Abschnitt der wichtigsten Klasse von Mengenfunktionen zu.

Definition M.5.1. Seien () eine Menge und 2 eine o-Algebra in 2. Dann heift das
geordnete Paar (2,2() ein mefibarer Raum.

Definition M.5.2. Sei (2,2) ein mefibarer Raum. Dann heifst (£2, ) nicht trivial falls
Q # 0 ist.

Definition M.5.3. Sei (£2,2) ein mefbarer Raum und p : A — [0, 00]. Dann heifit p
ein Mafs auf (2,2), falls p folgende Eigenschaften besitzt:

a) u(0) = 0.
b) Fiir jede Folge (Ay)nen von paarweise disjunkten Mengen aus 21 gilt

/~L( U An) = Z /J'(An)

neN neN

c) ist p ein Maf auf (£2,2), so heift das Tripel (2,2, 1) Mafiraum. Ein Mafraum
heift nicht trivial, falls der mefbare Raum (£2,2) nicht trivial ist. Die Menge aller
Mafse auf (2,2) wird mit M (€Q,2A) bezeichnet.

Bemerkung M.5.1. Seien (£2,2() ein mefkbarer Raum und p € M (Q,2). Dann ist p
sowohl ein Pramaf als auch ein Inhalt auf 2.

(€2,21)

(2,2, 1)



Definition M.5.4. Seien (€2,2) ein mekbarer Raum und p € M4 (,2).

a) Es heift y endlich, falls fiir alle A € 2 gilt u(A) € [0, +00). Es bezeichne MY (2, )
die Menge aller endlicher Mafe auf (2,2).

b) Es heikt p ein Wahrscheinlichkeitmaf, falls 4(Q) = 1. Es bezeichen M? (Q,2)
die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafse auf (€2, 2).

Beispiel M.5.1. Sei (Q,21) ein mefSbarer Raum. Weiter sei o : A — [0, +oo] definiert
gemif A — 0. Dann gilt 0 € M% (Q,2) (man nennt o das Nullma# auf (€2, 2))

Beispiel M.5.2. Sei (Q,2l) ein nicht trivialer meftbarer Raum und w € Q.
{ 1 weA

0 weO\A definiert.

Es sei €90 : A — [0, 400] gemék €, 9(A) =
Dann gilt:

a) Es ist e,9 € ML(Q, ).

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es ist € 2 #+ €591
(ii) Es gibt ein A € A mit w € A und @ € Q\A.
(iii) Es gibt disjunkte Mengen A und A aus 2 mit w € A und & € A.
c) Es sei {w} € A. Dann sind dquivalent:
(1) es ist e, 9 # €x.9-
(if) es ist w # @.
d) Sei A := {0,Q}. Dann ist A eine o-Algebra in Q und es gilt €, 9 = €z -

Definition M.5.5. Sei (©,2() eine nichttrivialer mefbarer Raum. Weiter sei w € Q
und es sei € wie in Beispiel M.5.2 erklart. Dann heift € ein Diracmafl auf (£2,2) mit
Einheitsmasse in w.

Satz M.5.1. Sei (Q,2, u) ein Makraum und sei NV}, := {4 € 2 : u(A) = 0} Dann gilt:
a) Esist NV, # 0.
b) Sei B € N,,. Dann gilt AN [P(B)] C N,..
c¢) Sei n € N und (A)7_, eine Folge aus N,,. Dann gilt |J A € N,.
k=1

d) Sei (Ag)ken eine Folge aus NV,,. Dann gilt |J Ay € N,.
keN

Beweis. UA 14. [ |



Satz M.5.2 (Erstes Lemma von Borel-Cantelli). Seien (2,2, ) ein Mafraum und

(Ap)nen eine Folge aus 2A mit > u(Ay) € [0, +00). Dann gilt
neN

limsup 4,, € N,,.

n—oo

Beweis. Sei € € [0,+00). Wegen > u(Ay) € [0,+00) gibt es dann ein k& € N mit
neN

Z w(Ay,) <e (1)
n=~k

Wegen Teil d) von Satz M.4.1 gilt
limsup 4, € A (2)

Weiterhin ist

limsup An = () (J Am) © | 4Am (3)
m=k

neN m=n

Da (Ap,)S°_,. eine Folge aus 2 und 2 eine o-Algebra in Q ist, gilt

m=k

[j Ap e (4)

m=k

Aus (2),(3) und (4), der Isotonie und o-Subadditivitidt von u, sowie (1) folgt dann:

(3) [e.o] [e.9]
0 < ultimsup 4,) < (| 4n) < 3 (Ao < e

n—reo m=k m=k

Durch Grenziibergang e — 0+ 0 folgt dann limsup,,_,,, A, € N,. |

Satz M.5.3. Seien (Q,2, 1) ein endlicher Makraum mit endlichem Maf p und (Ag)rer
eine Familie von paarweise disjunkten Mengen aus A, Iy = {k € I : u(Ag) € (0,+00)}.
Dann ist Iy hochstens abzdhlbar.

Satz M.5.4. Seien (Q,2) ein mefbarer Raum und p € Mb (Q,2). Weiterhin seien
Xo = {w € Q: {w} € A}, sowie Xy, := {w € Xy : p({w}) # 0}. Dann gilt Xg, =
{we Xo : p({w}) € (0,+00)} und zudem ist Xy, hochstens abzahlbar.

M.6. Operationen mit Malien

Wir studieren nun einige Operationen, mit deren Hilfe aus Mafen auf einem mefbaren
Raum (Q,2() wieder Mafe auf (Q,2l) erzeugt werden.

Satz M.6.1. Sei (Q,2) ein mefbarer Raum. Weiterhin seinen (a,),n € N eine Folge
aus [0, +oo] sowie (L )nen eine Folge aus M4 (2,2). dann gilt:
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a) Esist Y apu, € M4 (2,2). Beachte (0- 400 = 0).
neN

b) Es sei 7 eine Bijektion von N. Dann gilt:

Z Onfln = Z Qr(n)Hr(n)

neN neN

¢) Sei (fn)nen eine Folge aus M1 (Q,21). Dann gilt:
c1) Esist (D anpn)(2) = > ay.

neN neN
co) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Esist > anpn € ML(Q,2).
neN

(i) Esist > o, =1.
neN

Satz M.6.2. Sei (2,2) ein mekbarer Raum. Weiterhin seien n € N, (ay)}_, eine Folge
aus [0, +-00] sowie (juy)7_, eine Folge aus M (€,2(). Dann gilt:

a) Falls ay, € [0,400) und py, € M3 (2, 2): Dann ist Y apux € M5 (Q,2).
k=1

b) Sei (u)f_; eine Folge aus MY (€, 2). Dann gilt:

bl) Esist > apur() = > ag.
k=1 k=1

b2) Folgende Aussagen sind dquiv.

(i) Esist Y agur € ML(Q,2).
k=1

n
(ii) Esist > ap =1.
k=1
Folgerung M.6.1. Seien (£2,2!) ein meRbarer Raum und pu € MY (€2, 2)\{o}. Dann ist
w(Q) € (0,400) und v = ﬁu gehort zu M1 (Q,2).
Wir wenden uns nun der Vererbung von Mafieigenschaften auf Teil o-Algebren zu.

Satz M.6.3. Seien (£2,2l) ein mefbarer Raum und Q € 2. Es bezeichne g die Spur-o-
Algebra von 2l in Q. Dann gilt:

a) Es ist g eine o-Algebra in Q mit 2 C A
b) Sei pu € My(9,2) und sei fi := Rstr.g p. Dann ist i € My (€, %Ug) und es gilt
fi(§2) = p(€2).

c) Sei ji € My (Q,s). Weiterhin sei p : 2 — [0, +00] definiert geméf A — A(ANQ).
Dann ist p ein Maf auf (2,2), fir das u(Q) = f(
sind.

Q) sowie Rstr.g p = f erfiillt
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Satz M.6.4. Seien (2,2, u) ein Mafraum und A € 4. Es sei p4) : A — [0, +o0] definiert
geméh B — p(B N A). Dann gilt:

a) Esist puj4) ein Mak auf (Q,2), fiir das pu4) < p, sowie Q\A € N, und Ny TN,
erfiillt sind.

b) Es gilt p4(Q2) = p(A).

c) Es bezeichne 204 die Spur-o-Algebra von 2 in A dann ist 2[4 eine o-Algebra in 2,
fiir welche A4 C 2 erfiillt ist, und es gilt Rstr.g ,pu = Rstr.g ,pp4).

Bemerkung M.6.1. Seien (2,2, 1) ein Makraum und A eine Menge aus 2 mit u(A) €
(0,4+00). Mit den Bezeichnungen von Satz M.6.4 sei vq = ﬁuw. Dann gelten vy €

ML(Q,2A), D\NA €N, und N, CN,,.
Diese Bemerkung fiithrt uns auf folgende Begriffsbildung:
Definition M.6.1. Seien (2,2, 1) ein Makraum und A ein Menge aus 2 mit p(A) €

(0,4+00). Es seien v4 wie in Bemerkung M.6.1 erklért, dann heifst v4 die pu-Gleichverteilung
auf A.

Satz M.6.5. Sei (2,2, 1) ein Makraum und seien By, By € 2, so gewihlt, dass {u(B1), u(B2)} C
(0, +00) erfiillt ist. Es bezeichne vp, bzw. vp, die u-Gleichverteilung auf B und Ba, dann
gilt:
a) Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) Esist vp, = vp,.
(ii) Es ist B1ABy € NM'
b) Es gilt {B1 U B2, B; N B} C A und falls (i) erfiillt ist, auch u(B1) = u(B2) =
u(Bl U BQ) = ,u(Bl N Bg), sowie VB, = VB, = VB,UBy, = VB,NBsy-

Folgerung M.6.2. Sei (2,2, 1) ein Mafraum und seien By, By € 2, so gewahlt, dass
{u(B1 N Bg), u(B1)u(B2)} € (0,+00) erfiillt ist. Dann gilt:

a) Es ist u(By U Bg) € (0, +00).
b) Sei VB,UBy, = VBiNBsy- Dann gﬂt VB, = VB, = VB,NBs-
v1lbm

26.5.2009
M.7. Male auf total atomaren meRbaren Riumen

Im Zentrum dieses Abschnitts stehen Mafke aus mefbaren Rdumen von spezieller Struk-
tur.

Definition M.7.1. Sei (£2,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum. Dann heift (£2,2) total
atomar, falls fiir alle w € Q gilt {w} € A.

Beispiel M.7.1. Sei Q) eine nichtleere Menge. Dann ist (£2,3(2)) total atomar.
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Beispiel M.7.2. Sei (2, B) ein metrischer Raum mit zugehoriger Borelscher o-Algebra
B. Dann ist (2, B) total atomar.
Beweis. Seiw € Q. Dann ist {w} € A(Q, p), also {w} € B. [ |

Bemerkung M.7.1. Sei (Q,2) ein total atomarer mekbarer Raum (TAMR). Weiter sei A
eine hochstens abzéhlbare Teilmenge von (2
Dann gilt:

(a) Esist A € 2.

(b) Es gilt AN A =‘B(A).

Wir wenden uns nun speziellen Klassen von Maken auf TAMR zu.
Definition M.7.2. Sei (2,2() ein TAMR. Weiter sein p € M4 (2,2(). Dann heiflt
diskret, falls es eine hochstens abzéhlbare Teilmenge N von § mit Q\N € N, gibt. Es
bezeichne M% (€2, ) die Menge aller diskreten Mafe auf (€2, ). Weiter sei ./\/lljr’d(Q, A) =
ME(Q,20) N ML(Q,2) sowie MET(Q, ) := ML(Q,2) N ML(Q,9).
Bemerkung M.7.2. Sei (Q,2() ein TAMR und bezeichne o das Nullmaf auf (£2,2). Dann
gilt 0 € M%H(Q,2).
Lemma M.7.1. Seien (£2,2() ein TAMR und I ein Abschnitt von N.
Dann gilt:

(a) Seien (ax)kes eine Folge aus [0, +00] und (ux)ker eine Folge aus M4 (9,21). Dann
gilt > gy, € ML(Q,A).
kel
(b) Seien (a)kes eine Folge aus (0,4o00] und (ux)kes eine Folge aus M4 (Q,2) mit
kzjakuk € M2 (Q,2). Dann ist (ux)res eine Folge aus M2 (€, 20).
€

Wir analysieren nun die Struktur von diskreten Mafen auf TAMR.

Lemma M.7.2. Seien (©2,2() ein TAMR und [ ein Abschnitt von N, (ax)ker eine Folge

aus [0, +00], (wg)ker eine Folge aus Q und p:= > ape,, a0
kel
Dann gilt:

(a) Esist p € ML(Q2,A) .

(b) Es bezeichne o das Nullmaf auf (€,2() und es sei I' := {k € I : ay, € (0,400]}.
Weiter sei Xy, 1= {w € Q: u({w}) # 0}

Dann gilt:
0 Jalls I'=10
H= Z Op€up A falls I’ 75 @
kel’
Sowie

0 Jalls I' =10
Xowy U {wr} ,falls I'#0

kel
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(c) Fiir alle k,1 € I mit k # [ gelte wy, # w;. Weiter sei j € I. Dann gilt: u({w;}) = a;.

Lemma M.7.3. Seien (2,2) ein TAMR und p ein Maf auf (€2, 2(), fiir das eine hchstens
abzéhlbare Teilmenge X von Q und Q\X € N, existiert. Dann gelten: u € M2 (Q,2),

sowie 1 = ¥ p({w}ewa.
weX

Satz M.7.1. Sei (92,2) ein TAMR. Weiter seien p € M%(€2,2A) und Xy, = {w € N :

p({w}) # 05
Dann gilt:

(a) Esist Xg, hochstens abzdhlbar und es gilt Xg , € 2.
(b) Es bezeichne o das Nullmak auf (2,2).
Dann sind folgende Aussagen Aquivalent:

(i) Esist u =o.

(ii) Es ist Xo, = 0.
(c) Es gilt:

0 ,falls Xo =0
H= Z M({w})ew&l , falls XQ[,M 7 0 -

UJGXQ[”“
Folgerung M.7.1. Seien (22,2) ein TAMR und p € M4 (Q,2).
Dann gilt:
(a) Folgende Aussagen sind Aquivivalent:
(i) Esist p € MYHQ,20).

(ii) Es gibt einen Abschnitt I aus N sowie Folgen (ay)ker aus [0, +00) und (wg)ker

aus (2 derart, dass = ) agey, o und Y ap = 1 erfiillt sind.
kel kel

(b) Sei (i) erfiillt. Sei Xy, = {w € Q@ : p({w}) # 0}. Dann ist Xg,, eine nichtleere
héchstens abzihlbare Teilmenge von € und es gilt:

p= > p{whesa sowie > p({w}) =1.
weXa,, WEXa

Folgerung M.7.2. Seien () eine nichtleere hichstens abzéhlbare Menge und p € M (2, B(92)).
Dann gilt:

(a) Esist (Q,B(2)) ein TAMR.
(b) Esist p € M2 (Q,P(Q)).

(c) Seien I eine Abschnitt von N und (wg)res eine Folge von paarweise verschiedenen
Elementen aus Q mit Q = (J,c;{wr}
Dann gilt:
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(1) Bs ist = 3 pl({wr}) e pe)-
S

(c2) Sei p das Zahlmah auf (Q2,B(2)). Dann gilt u = ) €, p©)-
kel

Wir wenden uns nun einer markanten Teilklasse von diskreten Mafen auf TAMR zu.

Definition M.7.3. Seien (2,2) ein TAMR und g € M4 (Q,2). Dann heift © mo-
lekular, falls es eine endliche Teilmenge N von Q mit Q\N € N, gibt. Es bezeichne

M7, 2A) die Menge aller molekularen Mafe auf (2,21). Weiter sei /\/llimOl(Q,Q[) =
ME(Q,20) N M7, 2A) sowie MY Q,A) = ML(Q,2) N MTHQ,2A).

Bemerkung M.7.3. Sei (2,2) ein TAMR Dann gilt:
(a) Es ist MTOHQ,2A) C M4 (Q,2).
(b) Es bezeichne o das NullmaR auf (,2). Dann ist 0 € M5™(Q, 2A).

Lemma M.7.4. Sei (©,2) ein TAMR. Weiter seien n € N, (ay);_; eine Folge aus
[0, +00] und (px)7_, eine Folge aus M7 (Q,2A).
Dann gilt:
n
> g, € MITOHQ,A).
k=1

Lemma M.7.5. Sei (£2,2) ein total atomarer mefbarer Raum. Weiter seienn € N, (ax)}_,
n

eine Folge aus [0, 4+00], (wg)}_, eine Folge aus Q und g = ) agey, 9. Dann gilt:
k=1
a) Esist u € MToL(Q, ).
b) Fiir alle k,1 € {1,...n} mit k # [ gelte wy # w;. Weiter sei j € {1,...,n}. Dann
gilt u({y}) = .

Lemma M.7.6. Sei (Q2,2) ein total atomarer mefbarer Raum. Weiter seien 1 € M7, 2)
und Xy, = {w € Q| pu({w}) # 0}. Dann ist Xy, eine endliche Folge.
v16m

Lemma M.7.7. Sei (Q,2) ein total atomarer mefsbarer Raum und p € M4 (2,2). Dann 02.6.2009

sind folgende Aussagen dquivalent.
a) Esist p € M};mOl(Q,Ql).
b) Es gibt ein n € N sowie Folgen (ay)}_; aus [0,+00) und (wg)p_; aus Q mit p =

n n
> apey o und Y ap = 1.
k=1 k=1

Lemma M.7.8. Seien (2 eine nichtleere endliche Menge und p € M (Q,2(). Dann gilt:

a) (£2,9(£)) ist ein total atomarer mefbarer Raum.
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b) Sei n := card 2 und sei (wy)}_; eine Folge von paarweise verschiedenen Elementen

n
von  mit Q@ = |J {wg}. Dann gilt:
k=1

bi) Esist = kzl p{wh)ew, p@)-
b2) Sei p das Zéhlmak auf (€2, B(02)). Dann gilt 1=} €, p©)-
k=1

Wir betrachten nun eine Klasse von Mafen auf TAMR (Q,2l), welche in gewissem
Sinne, als das Gegentiick der Klasse M4 (Q,21) anzusehen sind.

Definition M.7.4. Sei (2,2) ein total atomarer mefbarer Raum und p € M (Q,21).
Dann heifit i stetig, falls fiir alle w € Q die Beziehung {w} € N, besteht. Es bezeich-
ne M9 (Q,2) die Menge aller stetigen Mafe auf (€2,2(). Weiterhin sei Mlic(Q,Ql) =
ME(Q,2) N ME(Q, ), sowie MEE(Q,2A) := ML(Q,2A) N MS(Q, ).

Bemerkung M.7.4. Sei (©2,2) ein total atomarer mefbarer Raum und bezeichne o das
Nullmak auf (£2,2(). Dann gilt o € M5%(2,2).

Bemerkung M.7.5. Sei (£2,2) ein total atomarer mefsbarer Raum und p € M (Q,2).
Weiter sei A eine hochstens abzahlbare Teilmenge von . Dann gilt A € N,,.

Bemerkung M.7.6. Sei (2,2() ein total atomarer mefbarer Raum und I ein Abschnitt
von N. Dann gilt:

a) Seien (ay),c; eine Folge aus [0, +oo] und (ux),c; eine Folge aus M¢ (€2,2). Dann

ist Y appr € ML(Q,2).
kel

b) Seien (ag),c; eine Folge aus [0, +o00) und (pg),c; eine Folge aus M (Q,). Fiir

welche ) appuy € MG (€, 2) erfiillt ist. Dann ist (u),c; eine Folge aus M€ (2, 21).
kel

Bemerkung M.7.7. Sei (€2,2) ein total atomarer mefsbarer Raum und bezeichne o das
Nullmaf auf (Q,2(). Dann gilt M%(Q,2) "M%, 2A) = M (Q,2A) N ML (Q,2) = {o}.
Es folgt nun das Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz M.7.2. Sei (€2, ) ein total atomarer mefbarer Raum und p € M5 (9,2). Dann
gilt:

a) Sei Xg, :={weQ : p({w}) # 0}. Dann ist Xg(,, hochstens abzdhlbar und es gilt
Xg[“u e .

b) Bezeichne o das Nullmaf auf (£2,2), und es sei
0, falls Xo,, =0
Ha= Y p({wheo, falls X, #0

weXar

Dann gilt:
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b1) Mit den Bezeichnungen von Satz M.6.4 gilt pug = P Xa,.]-
ba) Es gilt pg < p.
b3) Es ist pg € M%Y(Q,2) und es gilt 11g(Q) = pu(Xap)-
¢) Sei pe := p — pg. Dann gilt:
c1) Esist p. € MT(Q,Q[) und es gilt u = pe + g
c2) Es ist 9\ Xy, € A und mit den Bezeichnungen von Satz M.6.4 gilt u. =
IO\ Xy ) SOWiE fc(§2) = p(\Xay ).

d) Es gibt genau ein fi. € M$ (Q,2) und genau ein iy € ML (Q,2) mit p = fic + fia,
ndmlich i, = pe und g = pg-

e) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist p € ML(Q,A).
(ii) Esist g = pgq.
(iii) Esist pe. = o.
f) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist p € ML(,2).
(ii) Esist g = pe.
(iii) Es ist pq =o.
Satz M.7.2 fithrt uns auf folgende Begriffsbildungen.

Definition M.7.5. Sei (£2,2) ein total atomarer mefbarer Raum und p € MY (€, ).

Dann heifsen die in Satz M.7.2 eingefiihrten Make . € ./\/li’c(Q, A) bzw. pug € /\/llj;d(ﬂ, 2A)
der stetige bzw. diskrete Anteil von p.

M.8. Erste Aussagen zur Absolutstetigkeit und Singularitdt von MaRen

Das Hauptziel dieses Abschnitts besteht im Studium von Wechselbeziehungen zwischen
zwei Mafen p und v auf einem Mefbaren Raum (€2,2(). Insbesondere interessiert uns die
gegenseitige Konstellation der Systeme A, und N,.

Definition M.8.1. Seien (£2,2() ein mefkbarer Raum sowie p,v € M4 (,2).

a) Es heift v absolutstetig beziiglich u, falls N, C N, erfiillt ist. In diesem Fall
schreibt man v < p.

b) Es heifsen 1 und v dquivalent, falls N}, = N,. In diesem Fall schreibt man p ~ v.
Bemerkung M.8.1. Sei (2,2) ein mefbarer Raum. Dann gilt:

a) Die Relation < aus Definition M.8.1 ist reflexiv und transitiv.
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b) Die Relation ~ aus Definition M.8.1 ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel M.8.1. Seien (2,2, 1) ein Ma'"raum undfl eine Menge aus 2 mit pu(Q) €
(0,+00). Es bezeichne vg die u-Gleichverteilung auf ). Dann gilt:
a) Es ist vy < p.
b) Die folgenden Aussagen sind Aquivalent:
(i) Esist p~ vg.
(ii) Esist Q\Q € N,,.

c) Sei (ii) erfiillt. Dann gelten ;(€2) € (0, +00) sowie vg = M(IQ)‘M'

Bemerkung M.8.2. Sei (2,2) ein total atomarer mekbarer Raum und p € M (€,2).
Weiterhin sei v ein Mak auf (,2), welches absolutstetig beziiglich p ist. Dann gilt
v e ML(,2).

Beweis. Sei w € Q. Wegen p € M5 (Q,2) gilt dann {w} € N,. Wegen v < p ist
N, €N, und folglich {w} € NV,,. Es ist also v € M (2, ). [ |

Seien (2,2() ein mefbarer Raum und p € M (Q,2). Wir wenden uns nun einer
Klasse von Mafen auf (Q,2() zu, welche im gewissen Sinn diamentral entgegengesetz zu
der Klasse der beziiglich p absolut stetigen Mafsen anzusehen sind.

Definition M.8.2. Seien (£2,2) ein mefbarer Raum sowie p,v € M (Q,2(). Dann
heifst v singulér beziiglich  (Symbolisiert durch v_Lp), falls ein N € 2 existiert, fiir das
N € N, und Q\N € N, erfiillt ist.

Definition M.8.3. Seien (2,2() ein mefbarer Raum und p € M, (Q,2). Weiter sei
A € 2. Dann heift A ein Triger von pu, falls Q\A € N, erfiillt ist.

Lemma M.8.1. Seien (£2,2) ein mekbarer Raum sowie p,v € My (Q,2). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

a) Esist vlpu.

b) Esist pluv.

)
)
c) Es gibt einen Trager C von p und einen Triager D von v mit C'N D = 0.
d) Es gibt ein N € N, derart, dah fiir alle A € A gilt v(A) =v(ANN).

)

e) Es gibt ein N’ € N, derart, daf fiir alle A € 2 gilt u(A4) = p(ANN').

Bemerkung M.8.3. Sei (§2,2) ein total atomarer mefbarer Raum weiter seien p € M€ (€, 1)
und v € M4 (Q,2). Dann gilt v_Lu.

Beweis. Aufgrund der Wahl von v gibt es eine hochstens abzahlbare Teilmenge N von
Q mit Q\N € N,. Da N hochstens abzdhlbar ist und p € M (,2) gewihlt wurde,
liefert Bemerkung M.7.5. dann N € N,,. Somit ist v_Lpu. [ |
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Bemerkung M.8.4. Sei (2,2) ein total atomarer mefsbarer Raum, weiterhin seien I ein

Abschnitt von N, (ag),c; aus [0, 400], (wk),er eine Folge aus Q und v := ) apey, 2.
kel
Dann gilt:

a) Esist v € ML(Q,2).
b) Sei p € M (Q,2). Dann gilt v 1 pu.
Beweis.
a) Dies folgt aus Teil (a) von Lemma M.7.2.
b) Dies folgt wegen (a) und aus Bemerkung M.8.3.

Das folgende Resultat zeigt, dak sich die Begriffe jabsolutstetig beziiglich p“ und ,sin-
gular beziiglich y diametral gegeniiber stehen.

Satz M.8.1. Seien (2,2, 1) ein Ma"raum und v € M (9,2). Weiterhin bezeichne o
das Nullmaf auf (©,2(). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Es gelten v < g und vLp.
(ii) Esist v =o.
Beweis.

(1) = (i1)" Wegen vLlp gibt es ein N € A mit N € N, und Q\N € N,. Wegen v < 1
gilt NV, C N, und somit also N € N,,. Wegen {N,Q\N} C N, und Q@ = NU(Q\N)
liefert Teil (c) von Satz M.5.1 dann 2 € N,. Damit ist aber v = 0 und es gilt (ii).

(i) = (1) Wegen N, € A = Np gilt 0 < p und wegen 0 € N, sowie Q\0 = Q € N
ist 0L p. Hieraus folgt wegen (ii) dann (i).

Folgerung M.8.1. Seien (2,2) ein mefbarer Raum und p € M4 (Q,2(). Es bezeichne
o das Nullmaf auf (£2,2(). Dann sind folgende Aussage dquivalent:

a) Esist plpu.

b) Esist u=o.
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M.9. Dynkin-Systeme (E.B.Dynkin geb. 1924)

Oftmals kommt es darauf an, von einem Mengensystem festzustellen ob es eine o-Algebra
ist. Dies ist mitunter nicht auf dem direkten Wege moglich. Ein hilfreicher Umweg ist
hierbei der {iber den in diesem Abschnitt definierten Begriff des Dynkin-Systems.

Definition M.9.1. Seien Q eine Menge und D C B(2). Dann heifst D ein Dynkin-
System in €, falls D folgende Eigenschaften besitzt:

(i) Esist Q € D.
(ii) Fiir alle D € D ist auch Q\D € D.
(iii) Fiir alle Folgen (Dy,),, oy von paarweise disjukten Mengen aus D gilt |J,,cny Dn € D.
Bemerkung M.9.1. Seien () eine Menge und D ein Dynkin-System in 2. Dann gilt:
a) Esist 0 € D.

b) Seien n € N und (Dy)7:_, eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus D. Dann

gilt U Dy €D.
k=1
v17m

Beispiel M..9.1. Sei Q2 eine Menge. Dann ist B(Q2) ein Dynkin-System in Q. 08.6.2009

Wir wollen nun verschiedene Charakterisierungen von Dynkin-Systemen herleiten.
Hierzu benétigen wir eine Begriffsbildung.

Definition M.9.2. Seien 2 eine Menge und A C ().
a) Es heift A komplementiert, falls fiir alle A € A auch Q\A € A erfiillt ist.

b) Es heift A relativ komplementiert, falls fiir alle A,B € A mit A C B auch
B\A € A erfiillt ist.

Bemerkung M.9.2. Seienn 2 eine Menge und A ein relativ komplementiertes Mengen-
system auf © mit Q € A. Dann ist A komplementiert.

Lemma M.9.1. Seien ) eine Menge und A ein komplemtiertes Mengensystem auf (2.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Es ist A relativ komplementiert.
b) Fiir alle A, Be Amit ANB=0gilt AUB € A.

Satz M.9.1. Seien Q) eine Menge und D C B(). Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

a) D ist ein Dynkin-System in €.
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b) D hat die Eigenschaften (i) und (iii) in Definition M.9.1 und ist relativ komple-
mentiert.

Satz M.9.2. Seien Q) eine Menge und D C B(2). Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

a) D ist ein Dynkin-System in €.

b) D hat folgende Eigenschaften:
(i) Esist Q € D.
(ii) D ist komplementiert.
(iii) Fiir alle A,Be D mit ANB=0gilt AUB € D.
)

(iv) Fiir jede isotone Folge (D, )nen aus D gilt |J D, € D.
neN

c) D erfiillt (i) bis (iii) sowie:

(v) Fiir jede antitone Folge (Ey,)nen aus D gilt (| E, € D.
neN

d) D erfiillt (i) und (iv) und ist relativ komplementiert.
e) D erfiillt (i) und (v) und ist relativ komplementiert.

Ein zentrales Thema dieses Abschnitts ist die Diskussion des Verhéltnisses zwischen
Dynkin-Systemen und o-Algebren.

Beispiel M.9.2. Sei  := {1,2,3,4} und sei D := {0,{1,2},{3,4},{1,3},{2,4},Q}.
Dann ist D ein Dynkin-System in €, aber keine o-Algebra in ().

Definition M.9.3. Seien 2 eine Menge und A eine nichtleere Teilmenge von B(2). Dann
heiftt A U-stabil bzw. N-stabil, falls fiir alle A, B € Agilt AUB € Abzw. AN B € A.

Es folgt nun das erste Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz M.9.3. Seien Q2 eine Menge und D C B(N2). Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) D ist eine o-Algebra in 2.
(ii) D ist ein Dynkin-System in © und fiir alle A, B € D gilt A\B € D.
(iii) D ist ein N-stabiles Dynkin-System in €.
Beweis.

(1) = (i1)"“ Wegen (7) folgt aus Definiton M.4.1 und Definition M.9.1 sogleich, dass D
ein Dynkin-System in € ist. Wegen (i) folgt aus Teil (¢) von Satz M.4.1 fir A, B € D
weiterhin A\B € D. Es gilt also (ii).
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» (i) = (i31)" Seien A, B € D. Da D nach (ii) ein Dynkin-System in 2 ist, gilt wegen
B € D dann Q\B € D. Wegen A € D und Q\B € D folgt aus (ii) dann A\(Q\B) €
D. Hieraus und aus AN B = AN [Q\(Q\B)] = A\(Q\B) folgt dann AN B € D.
Somit liegt N-Stabilitdt von D vor. Es gilt also (iii).

»(7i1) = (i) Da D nach (iii) ein Dynkin-System in 2 ist, folgt aus Teil (i) von Definition

M.9.1 dann © € D sowie aus Teil (ii) von Definition M.9.1 fir A € D weitherin
MAeD.
Wir zeigen nun, dass D abgeschlossen gegeniiber endlicher Vereinigungsbildung
ist. Seien A, B € D. Da D nach (iii) N-stabil ist, gilt dann A N B € D. Wegen
A\B = A\(ANB), {A,ANB} C Dund AN B C A folgt, da D nach (iii) ein
Dynkin-System in € ist, mittels Satz M.9.1 dann A\B € D. Wegen {B, A\B} C D,
AUB = BU(A\B) und BN (A\B) = 0 folgt, da D nach (iii) ein Dynkin-System
in Q ist, mittels Teil b) von Bemerkung M.9.1 dann AU B € D. Somit ist D dann
abgeschlossen gegeniiber endlicher Vereinigungsbildung.

Sei nun (A, )nen eine Folge aus D. Sei n € N und sei D,, := U Ay. Aufgrund des

schon Gezeigten ist dann D,, € D und aufserdem gilt D,, C Dn+1 Hieraus folgt,
da D nach (iii) ein Dynkin-System in € ist, mittels Satz M.9.1 dann |J D,, € D.

neN
Hieraus folgt, da aus der Konstruktion der Folge (D, )nen sogleich |J A, = U D,
neN neN
folgt, dann |J A, € D. Somit ist D eine o-Algebra in Q. Es gilt also (i).
neN
|

Satz M.9.4. Seien 2 eine Menge, (Dy)rer eine Familie von Dynkin-Systemen in §2. Dann

ist auch () Di ein Dynkin-System in €.
kel

Satz M.9.5. Seien 2 eine Menge und £ C PB(Q2). Es bezeichne Aq(E) die Menge aller
Dynkin-Systeme in 2 mit & C D. Dann gilt:

a) Es ist P(Q) € Aq(E), also insbesondere Aq(E) # (.
b) Sei Dq(€) ;== () D. Dann ist Do(€) € Aq(E) und fiir jedes D € Aq(E) gilt
DeAq(€)

c) Sei Dy € Aq(€) so beschaffen, dass fiir jedes D € Aq(E) die Inklusion Dy C D
besteht. Dann gilt Dy = D ().

d) Sei & selbst ein Dynkin-System in 2. Dann gilt Do (&) = €.
e) Es ist DQ(DQ(S)) = DQ(E)
Satz M.9.5 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildungen.

Definition M.9.4. Seien 2 eine Menge und £ C B(2). Dann heift das in Satz M.9.5
definiertes Dynkin-System Dgq(€) in &, ein von £ in 2 erzeugte Dynkin-System.
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Definition M.9.5. Seien () eine Menge und D ein Dynkin-System in Q. Weiter sei
E CP(Q). Dann heikt £ ein Erzeuger von D, falls Dq(E) = D erfiillt ist.

Wir verwenden nun erneut die Bezeichnung von Satz M.4.6.

Bemerkung M.9.3. Seien  eine Menge und £ C PB(2). Dann gelten ¥q(E) C Aq(€)
sowie Do (&) C 0q(€) und oq(Da(€)) = oq(€).

Es folgt nun das zentrale Resultat dieses Abschnitts.

Satz M.9.6. Seien () eine Menge und & eine N-stabile Teilmenge von PB(£2). Dann gilt
Dq(€) = oql(€).
Beweis. Wegen Bemerkung M.9.3 gilt

Dq(€) € oa(€). (1)

Wir zeigen nun, dass Dq(€) eine o-Algebra in £ ist. Hierfiir geniigt es, da Dg(€) nach
Teil (b) von Satz M.9.5 ein Dynkin-System in € ist, nach Satz M.9.3 die N-Stabilitét von
Dq (&) nachzuweisen. Dies soll nun geschehen. Sei

D € Dq(€). (2)

dann wird definiert
Dp :={Q e P(N):QNDeDu()}. (3)

Wir zeigen zunéchst, dass Dp ein Dynkin-System in Q ist. Wegen (2) und QN D = D
folgt aus (3) dann

Qe Dp. (4)
Sei nun
Q € Dp. (5)
Wegen (5) und (3) ist dann
QQDE'DQ(E). (6)

Da Dq(€) ein Dynkin-System in 2 ist, folgt wegen (2) und @N.D C D mittels Satz M.9.1
dann D\(QND) € Dq(E), also wegen (Q\Q)ND = D\(QND) dann (Q\Q)ND € Du(E).
Hieraus folgt wegen (3) dann

O\Q € Dp. (7)

Sei nun (Qn)nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus Dp. Dann ist auch (Q, N
D)pen eine Folge paarweise disjunkter Mengen, welche wegen (3) aus Dq(&) ist. Hieraus

folgt, da Dq(€) ein Dynkin-System in Q ist, dann |J (Qn, N D) € Dq(E), also wegen
neN

U (@nND)= (U Qn)ND dann ( | Qn)ND € Dq(E). Dies impliziert wegen (3) dann

neN neN neN

U Qn 6,DD-

neN
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Kombiniert man dies mit (4), (5) und (6), so erkennt man, dass Dp ein Dynkin-System
in 2 ist. Wir zeigen nun, dass £ C Dp erfiillt ist. Sei also

Eecé&. (8)
Wegen Teil (b) von Satz M.9.5 gilt
€ C Do(€). (9)
Aus (8) und (9) folgt dann
E € Dg(&). (10)

Wegen (10) folgt aus dem schon gezeigten, dass Dg ein Dynkin-System in Q ist. Wir
zeigen nun, die Inklusion Dq(€) C Dg. Sei

FeE. (11)
Da £ n-stabil ist, folgt aus (8) und (11) dann
FNEE€E. (12)

Aus (9) und (12) folgt dann
FNE € Dgl(E). (13)

Wegen (10), (13), (2) und (3) folgt dann

F € Dp. (14)
Aus (11) und (14) folgt dann

& C Dp. (15)

Da Dg bereits als Dynkin-System in Q erkannt wurde, folgt wegen (15) mittels Teil (b)
von Satz M.9.5 dann
Dqo(€) € Dg. (16)

Sei
D € Dq(€). (17)

Wir zeigen nun, dass Dq(E) C Dp erfiillt ist. Wegen (16) und (17) gilt dann

D € Dg. (18)
Aus (18) und (3) folgt dann
DN E € Dy(E). (19)
Aus (19) und (3) folgt dann
E € Dp. (20)
Wegen (8) und (20) gilt dann
& CDp. (21)
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Da Dp bereits als Dynkin-System in  erkannt wurde, folgt wegen (21) mittels Teil (b)
von Satz M.9.5 dann

Dq(€) € Dp. (22)
Seien
C € Dq(€) (23)
und
D € Dq(€). (24)

Wegen (22) und (23) ist dann C' € Dp. Hieraus folgt wegen (3) nun
CNDeDyE). (25)

Da Dq(€) ein Dynkin-System in € ist, folgt wegen (23)-(25) mittels Satz M.9.3, dass
Dq(€) eine o-Algebra in  ist. Hieraus folgt bei Beachtung von (9) mittels Teil (b) von
Satz M.4.5 dann

0a(€) C Dq(E). (26)

Aus (1) und (26) folgt dann Dq(E) = oq(E). [ |

M.10. Eindeutigkeitssitze fiir MaRe

Seien (£2,2) ein messbarer Raum sowie 1, uo € M (Q,20). Dann sind wir daran inter-
essiert, Situationen zu beschreiben, in denen aus der Ubereinstiummung von gy und po
mit gewissen Teilsystemen von 2 auf die Gleichheit p; = pg geschlossen werden kann.
Unser Vorgehen basiert mafgeblich auf der Technik der Dynkin-Systeme.

Lemma M.10.1. Seien (2,2) ein mefkbarer Raum sowie py, po € M (Q,20). Weiterhin
sei E € 2 so beschaffen, dass pu1(E) = po(E) und pq(E) € [0, +00) erfiillt sind. Unter
Beachtung der N-Stabilitdt von A werde die Setzung Dy, 4 g :={D € A: 1 (END) =
p2(END)} vorgenommen. Dann ist Dy, ,, ¢ ein Dynkin-System in .

Bemerkung M.10.1. Seien (Q,2() ein meRbarer Raum sowie u1, u2 € M8 (Q,21) derart
beschaffen, dass p1(2) = po(Q) erfiillt ist. Es sei Dy, pup := {4 € A : 1 (A) = p2(A)}.
Dann ist D, ,, ein Dynkin-System in €.

Lemma M.10.2. Seien (2,2() ein mefkbarer Raum und £ ein N-stabiler Erzeuger von
2A. Weiterhin seien pq, pe € M (Q,2d) so beschaffen, dass Rstr.epu; = Rstr.guo erfiillt
ist und es sei E € & so gewdhlt, dass pi(F) € [0,+o00) erfiillt ist. Es sei Dy, ,, ¢ wie in
Lemma M.10.1 erklart. Dann gilt

Dy o, e =2

Beweis.
Sei D € €. (1)
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Wegen E € £ und (1) folgt aus der N-Stabilitdt von £ dann E N D € £. Hieraus folgt
wegen Rstr.gp; = Rstr.eus dann u(E N D) = po(E N D), also nach Definition von
D, yo,e dann

D € D,LLIHU'Z’E' (2)

Wegen (1) und (2) gilt dann
€C DM,Mz,E' (3)

Da Dy, u,,E nach Lemma M.10.1 ein Dynkin-System in € ist, folgt wegen (3) mittels Teil
(b) von Satz M.9.5 dann

Dﬂ(g) - DNLNQ,E' (4)
Da € nun N-stabil ist liefert Satz M.9.6 dann
Dq(€) = oa(€). (5)
Nach Voraussetzung gilt
oq(€) =2 (6)

Aus (4)—(6) und der Definition von D, ,, g folgt nun

© 5 W
A= 00(E) = Dal€) € Duyyne S2A

—~
Nud

und somit also Dy, 5 = A. o

Satz M.10.1. Seien (€,2() ein meRbarer Raum und £ ein N-stabiler Erzeuger von 2A
mit Q@ € £ Weiterhin seien p1 € M8 (Q,2A) und pz € M (9,2) so beschaffen, dass
Rstr.gp1 = Rstr.guo erfiillt ist. Dann gilt

M1 = p2.

Beweis. Wegen Lemma M.10.2 gilt mit den dortigen Bezeichnungen D,,, ,,, o = 2. Dies
impliziert aber das u; = uo. |

Folgerung M.10.1. Sei (€2,p) ein metrischer Raum mit zugehoriger Borelscher o-
Algebra B. Weiter seien p1 € M8 (Q,B) und ps € M4 (Q,B). Dann sind folgende

Aussagen dquivivalent;:
(i) Es ist u1 = po.
(ii) Es ist Rstr.oq pi1 = Rstr.oq,p) -
(iii) Es ist Rstr. 4q,p)p1 = Rstr. g0 p)p2-

Beweis. Da O(, p) und A(, p) jeweils N-stabile Erzeuger von B sind, welche 2 ent-
halten, liefert Satz M.10.1 die Aquivalenz von (i) bis (iii). [ |

Bezeichnungen:
Seien 2 eine Menge und A C P(2). Weiter seien B € PB(2). Dann bezeichne U4 (B) die

Menge aller Folgen (Ap)nen aus A mit B C |J A,.
neN

M-26



Satz M.10.2. Seien (£2,2) ein mefbarer Raum und £ ein N-stabiler Erzeuger von 2.
Weiter seien g, pe € M4 (Q,2) so beschaffen, dass Rstr.epu; = Rstr.gug erfiillt ist.
Ferner sei A € 2 so gewahlt, dass eine Folge (E,)nen € Ug(A) existiert, welche fiir alle
n € N der Bedingung p;1(E,) € [0, 4+00) geniigt. Dann gilt

p1(A) = p2(A).

Satz M.10.3. Seien (£2,2) ein mefbarer Raum und £ ein N-stabiler Erzeuger von 2,

welcher eine Folge (Ep)neny mit |J E, = Q enthélt. Weiterhin seien pq, po € M4 (Q,21)
neN
derart beschaffen, dass die Beziehung Rstr.cu; = Rstr.eue besteht und zudem fiir alle

n € N die Bedingung p;1(E,) € [0, 400) erfiillt ist. Dann gilt

M1 = 2.
Beweis. Satz M.10.3 ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz M.10.2. Man wihle
A=Q. [ |
M.11. Einige Aussagen iiber duBere Male

Wir formulieren zun#chst eine grundlegende Aufgabenstellung der Mafstheorie. Seien (2
eine Menge, H ein Halbring in 2 und p ein Pramaf auf H. Dann stellt sich die Frage nach
der Existenz eines Mafes po auf (2, 00(#H)), fir das Rstr.ypo = p erfiillt ist. Im Fall
einer positiven Antwort ist hieran anschlieffend noch die Eindeutigkeit einer derartigen
Fortsetzung zu diskutieren. Im ersten Schritt unserer Konstruktion eines solchen Mafses
o werden wir zunéchst ausgehend von p eine Mengenfunktion p* auf 3(Q2) konstruieren,
welche mit p geeignet harmoniert. Hierzu fithren wir folgende Begriffsbildung ein:

Definition M.11.1. Seien (2 eine Menge, dann heift eine Abbildung
@ PB(Q) — [0, +00] ein dufteres Mafl auf Q, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

(i) Esist p*(0) =0.
(i) Fiir alle Ay, Ao € PB(N2) mit A1 C Ay gilt p* (A1) < p*(A2).
(iii) Fiir jede Folge (By)ken von paarweise disjunkten Mengen aus B(Q2) gilt

(U Br) < > p*(By)-
keN keN

In den meisten Lehrbiichern wird Aussage (i) des folgenden Lemmas als Definition
des dufieren Mafses verwendet.

Lemma M.11.1. Seien Q eine Menge und p* : P(2) — [0,+00]. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) p* ist ein duferes Mafs auf €.

(ii) w* hat Eigenschaften (i) und (i7) aus Definition M.11.1 und ist o-subadditiv.
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(iii) p* besitzt die Eigenschaften (i) aus Definition M.11.1. und fiir alle A € B(£2) sowie
alle Folgen (A, )nen aus PB(Q), fiir welche A C |J A, erfillt ist, gilt p*(A4) <

neN
Z w(Ap).
neN

Wir wenden uns nun dem Carathéodoryschen Konzept der Messbarkeit von Mengen
zu. Seien Q eine Menge und p* : P(Q) — [0,4+00]. Da p* nicht notwendig additiv ist
erscheint es sinnvoll, jenen Teilmengen von 2 besondere Aufmerksamkeit zu schenken,
welche jedes Q € P(Q) in einer solchen Weise zerlegen, dass sich p* additiv verhélt.
Dies fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung, welche eine zentrale Rolle in der Mafitheorie
eilnnimmt.

Definition M.11.2. Seien Q eine Menge und p* : PB(Q) — [0, +o0]. Weiter sei A €
PB(2). Dann heift A eine p*-mefsbare Menge, falls fiir alle @ € PB(Q2) die Beziehung,
p(Q) = p(Q N A) + p*(Q\A) besteht. Es bezeichne 2, das System der p*-mefbare

Teilmengen von 2.

Bemerkung M.11.1. Seien Q eine Menge und p* : PB(Q) — [0, +0o0] eine subadditive
Abbildung. Weiter sei A € PB(2). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Esist A € A,
(i) Fiir alle Q € Q) gilt 1*(Q) = u*(Q N A) + 1" (Q\A).
Bemerkung M.11.2. Seien (2 eine Menge und p* eine dufseres Maf auf 2. Dann gilt:
(a) p* ist subadditiv.
(b) Sei A € P(2). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Esist A € .
(i) Fitr alle Q € P(Q) gilt 4°(Q) = u*(Q N A) + 1* (Q\A).
Beweis.

(a) Seien n € Nund (Ag)}_, eine Folge aus P(Q). Fiir k € {n+1,n+2, ...} sei A;, := 0.
Wegen Definition M.11.1 ist fiir k € {n + 1,n + 2, ...} dann p*(Ax) = 0. Weiterhin

ist |J Ax = U Ag. Unter Beachtung der nach Lemma M.11.1 vorliegenden o-
k=1 keN
subadditivitdt von p* folgt dann:

w40 = (| An) < Yo (A0 = S (4)
k=1

keN keN k=1

somit ist p* subadditiv.

(b) Dies folgt sogleich aus (a) und Bemerkung M.11.1.
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Unser néchstes Ziel lautet wie folgt: Seien € eine Menge und p*: PB(Q2) — [0, +o0].
Im Fall 2, # 0. Sei p := Rstr.g . p*. Dann gilt unsere Aufmerksamkeit der Untersu-
chung der Struktur von 2l,+ sowie der Eigenschaften von . Hierzu ist noch eine kleine
Vorbereitung notig.

Definition M.11.3. Seien 2 eine Menge und 2 C B(€2). Dann heift 2 eine Algebra
in Q, falls folgende Eigenschaften besitzt.

(i) Esist Q € 2.

(ii) Fir alle A € A gilt Q\A € 2.

(iii) Fiir alle A,B € 2, gilt AUB € 2.
Beispiel M.11.1. Sei Q eine Menge. Dann ist B(Q2) eine Algebra in €.
Lemma M.11.2. Seien () eien Menge und 2 eine Algebra in 2. Dann gilt

(a) Esist 0 € 2

(b) Seien A, B € 2. Dann gehoren auch AN B, A\B und AAB zu 2.
Bemerkung M.11.3. Sei Q eine Menge. Dann gilt:

(a) Sei A eine Algebra in 2. Dann ist 2 ein Ring in €.

(b) Sei 2 eine o-Algebra in Q. Dann ist 2 eine Algebra in Q.

Lemma M.11.3. Seien Q eine Menge und D C PB(2) dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) D ist eine o-Algebra in Q.
(ii) D ist eine Dynkin-System in €2 und eine Algebra in .
Beweis.
a) ,,(i) = (i1)“ Dies folgt aus Satz M.9.3 und Teil (b) von Bemerkung M.11.3.

b) ,,(it) = (2)* Aus (¢i) und Teil (b) von Lemma M.11.2 folgt, dass D ein N-stabiles
Dynkin-System in € ist. Hieraus folgt mittels Satz M.9.3 dann (i).

Satz M.11.1 (C.Carathéodory). Seien €2 eine Menge und p* : P(Q2) — [0, +00] eine Ab-
bildung, fiir welche p*(0) = 0 erfiillt ist. Es bezeichne 2, das System aller y*-mefbaren
Teilmengen von 2. Dann gilt:

(a) Esist ,« eine Algebra in Q.

(b) Seien @ € B(2), n € N und (Aj)j_, eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus
2,,+. Dann gilt: kU Ay, € Uy sowie p*(Q N [kU Ag)) = kz w(Q N Ag).
=1 =1 =1
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(c) Sei pu:= Rstr.g . pu*. Dann ist p ein Inhalt auf 2«

(d) Seien n € N sowie (By)}_, eine Folge aus B(12), fiir die es eine Folge (Aj)7_, von
paarweise disjunkten Mengen aus 24,+ gibt, fiir jedes k € {1,..,n} der Bedingung

n n
By, C Ay, geniigt. Dann gilt p*(J Bi) = > p*(Bg).
k=1 k=1

Es folgt nun eines der zentralen Theoreme der Masstheorie. Bei dessen Beweis werden
wir wesentlichen Gebrauch von der Technik der Dynkin-Systeme machen.

Satz M.11.2. Seien (2 eine Menge und p* ein duleres Mak auf Q. Es bezeichne 2~ das
System der p*-messbaren Teilmengen von 2. Dann gilt:

a) Esist ,+ eine o-Algebra in Q.

b) Seien Q € *B(2) und (Ay)ren eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus 2«

Dann ist |J Ai € A+ und es gilt
keN

(RN (U Ag)) = ZM*(Q N Ag).

keN keN
¢) Sei pu:= Rstr.g . p*. Dann ist p ein Mah auf (€2, 2,).

d) Sei (By)ren eine Folge auf (), fiir die es eine Folge (Ag)reny von paarweise
disjunkten Mengen aus 2« gibt, welche fiir jedes k € N der Bedingung By, C Ay,

geniigt. Dann gilt p*(J Bg) = >, pu*(By).
keN keN

Beweis.

a) Aufgrund der Wahl von p* gilt
@ (0) = 0. (1)
Wegen (1) liefert Teil (a) von Satz M.11.1 dann:

Es ist 2« eine Algebra in 2. (2)

Wir zeigen nun, dass 2+ ein Dynkin-System in € ist. Aus (2) folgt sogleich 2 €
A, sowie fir A € A« auch Q\A € . Sei nun (A,)nen eine Folge paarweise
disjunkter Mengen aus 2,,«. Weiter sei @) € P(£2). Sei nun m € N. Da (A;,)nen eine
Folge paarweise disjunkter Mengen aus 2« ist, gilt nach Teil (b) von Satz M.11.1

dann .
U A € 2[“* (3)
k=1
sowle . .
pr@Qn (U A) =D w(@n Ap). (4)
k=1 k=1
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Wegen U A € U A gilt Q\(U Ax) € Q\( U k). Hieraus folgt aufgrund der
k=1 keN keN k=1
Isotonie des duferen Mafes p* dann

pr(@Q\ | Ar) < @\l 4r)- (5)

keN k=1

Unter Verwendung von (3)-(5) folgt nun

pH(Q) = QN[ Ak]) + u*(Q\[U Ax])
k=1

I
Ms

pHQN Ay) + p* Q\U

B
Il
—

Ms

wH(Q N Ag) + 1 (Q\[ Ax))

k=1 keN
Hieraus folgt durch Grenziibergang m — oo nun
(Q) = > w (QN AR + 1 (Q\[ Ax)- (6)
keN keN

Aufgrund der nach Lemma M.11.1 vorliegenden o-Subadditivitit des dufseren Ma-
fses p* gilt weiterhin

wr@n[JAd) = (UJ@nAp) <3 w(@n Ay, (7
keN kEN keN
Aus (6) und (7) folgt dann
wH(Q) = p (@I Ak + r @\ AxD). (8)
keN neN
Wegen (8) ergibt sich mittels Teil (b) von Bemerkung M.11.2 dann J Ay € 2A»
keN

Somit ist A« ein Dynkin-System in . Hieraus folgt wegen (2) mittels Lemma
M.11.2, dass 2+ eine o-Algebra in €2 ist.

b) Aus (a) folgt sogleich |J Ay € ,~. Sei nun n € N. Dann ist (Aj)7_, eine Folge von
keN

paarweise disjunkten Mengen aus 2,,~. Wegen (1) liefert Teil (b) von Satz M.11.1
dann . .
NI A Zu*(Q N Ag). (9)
k=1 =
Wegen U A C U Apgilt QN| U Al C QN[ Agl. Hieraus folgt aufgrund der
k=1 keN keN

Isotonie des duferen Mafes p* sowie wegen (9) dann

n
(9)

P QNI A = wr@n UAk 237 1(QN Ap).

keN k=1
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Hieraus folgt durch Grenziibergang n — oo nun
P QO A =Dt (@n Ap). (10)
keN keN
Da p* nach Lemma M.11.1 nun o-subadditiv ist, gilt
pr@n I A = (J@nan) <) p (@A), (11)
keN kEN keN
Aus (10) und (11) folgt dann
w @I Ad) = 3 ut(@n Ay, (12)
keN keN
Damit ist (b) bewiesen.

Da 2+ nach (a) ein o-Algebra in 2 ist, gilt nach Teil (a) von Bemerkung M.4.1

dann () € 2. Unter Beachtung von (1) folgt dann p(0) = p*(0) D 0. Sei nun
(Ar)ren eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus 2f,«. Wahlen wir in (12)
dann speziell QQ = €, so ergibt sich

* (+0
p(J 40 =w(J 40 = @0l A) =" D w (@A) =D p(4)
keN keEN keN keN keN
Somit ist p ein Mak auf (€2,2,+).
Aufgrund der Wahl der Folgen (By)ken und (Ag)gen gilt
(UBon(U A =UJBrnAy) = B (13)
keN keN keN keN

sowie fiir [ € N weiterhin

(UBk)ﬂAl: U(BkﬂAl):BlﬂAlzBl. (14)
keN keN

Wegen (13) und (14) folgt (d) nun durch die spezielle Wahl Q = |J By aus (12).
neN

M.12. Ein Prinzip zur Konstruktion duBerer Male

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht die Bereitstellung eines weitreichenden Prinzips
zur Konstruktion duferer Mafie. Dieses Prinzip wird uns bei der Behandlung der Fort-
setzung eines Prémales auf einem Halbring zu einem Maf auf der von ihm erzeugten
o-Algebra wesentliche Dienste leisten.
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Satz M.12.1. Seien ) eine Menge und A ein System von Teilmengen von €2, welches ()
enthilt. Weiter sei p : A — [0, +00] so beschaffen, dass p()) = 0. Dann gilt:
a) Es gibt genau ein duferes Mak p* auf 0, welches folgende Eigenschaften besitzt:
(i) Fir alle A € A gilt p*(A4) < u(A).
(ii) Falls v ein duferes Mafs auf € ist, welches fiir alle A € A der Bedingung
v(A) < u(A) geniigt, so ist fiir alle B € B(2) dann v(B) < p*(B).

b) Fiir B € PB() bezeichne U4 (B) die Menge aller Folgen (A, )nen aus A, fiir welche

B C | A, erfiillt ist. Fiir A € A ist dann U4 (A) # 0 und fiir B € P(Q) gilt
neN

(An)nGN GZ’{A (B) neN

inf ST ou(Ay) , falls Ua(B) # 0
p'(B) = {
+00 , falls Ua(B) = 0.

Satz M.12.1 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition M.12.1. Seien 2 eine Menge und A ein System von Teilmengen von €2,
welches () enthélt. Weiter sei p: A — [0, +00] so gewdhlt, dass p(0) = 0 erfiill ist. Dann
heifst das in Satz M.12.1 eingefiihrte dufere Mak p* auf Q das zu p gehorige dukere Maf
auf Q vom Typ 1.

Wir wollen nun jene Situation charackterisieren, in der unter den Voraussetzungen von
Satz M.12.1 die Bezeichnung Rstr. 4u* = p besteht.

Satz M.12.2. Seien 2 eine Menge und A ein System von Teilmengen von €2, welches ()
enthélt. Weiter sei p : A — [0, 400] so gewdhlt, dass p(0) = 0 erfillt ist. Es bezeichne
w* das zu p gehorige duftere Mak auf Q vom Typ I. Dann gilt:

a) Sei A € A. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Esist pu*(A) = p(A).

(i) Fiir alle (An)acy € Ua(4) gilt 1(4) < 52 plAn).

b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(iii) Es ist Rstr.4u™ = p.

(iv) Fiir alle A € A und alle (A )neny € Ua(A) gilt u(A) < > u(Ay).
neN

c) Sei (iii) erfiillt. Weiter sei n ein dufseres Mafs auf €, fiir das Rstr. g4n = p erfillt ist.
Dann gilt n < p*.

Beweis.

a) Wegen A € A folgt aus Teil (a) von Satz M.12.1 dann U4 (A) # 0. Hieraus folgt
aufgrund der Definition von p* dann

pi(A) = inf Z p(A (1)

(An neN EM_A(B
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i (1)
“(i) = (19)" . Sei (Ap)nen € UA(A). Wegen (i) und (1) gilt nun p(A) 0 pr(A) <
> u(Ay). Es gilt also (ii).
neN
“(ii) = (1) . Wegen A € A gilt nach Teil (b) von Satz M.12.1 dann
p*(A) < p(A). (2)
Sei (Ap)nen € Ua(A). Wegen (ii) folgt dann u(A) < > u(A,). Hieraus und
neN
aus (1) folgt dann
: (D
A) < inf Ap) = p*(A). 3
HAVS it S ) ©

Aus (3) folgt dann pu(A) = p*(A). Es gilt also (i).
b) Dies folgt sogleich aus (a).

c) Sie B € PB(). Falls U4(B) = 0 erfiillt ist gilt nach Definition von p* dann p*(B) =
+o0o und somit als 9(B) < 400 = p*(B). Sei nun U4(B) # 0. Weiter sei

(An)nEN € Z/{A(B) (4)
Aus (4) folgt dann: (I) Esist B C |J Ax.

neN
(II) Fiir alle n € N ist A, € A. Da n ein dufseres Maf auf 2 ist, folgt wegen (I)

mittels Lemma M.11.1 dann

n(B) <Y n(An). (5)

neN

Wegen Rstr. 4n = p und (IT) gilt fiir n € N dann n(A,) = p(A,). Hieraus und aus
(5) folgt dann

n(B) <) pu(An). (6)
Aus (4), (6) und U4(B) # 0 folgt dann

B) < inf Ap) = p*(B).
n( >_(An)n€NeuA<B)%“’( ) = u*(B)

Damit ist (c) bewiesen.
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M.13. Uber die Fortsetzung von PrimaRen auf Halbringen zu MaRen

Wir wenden uns nun der folgenden zentralen Aufgabe der Mafitheorie zu. Gegeben seien
eine Menge (), ein Halbring H in Q und ein Pramaf p auf H. Dann ist die Frage der
Existenz von Mafsen pg auf (2, oq(H)), fiir welche Rstr.quo = p erfiillt ist, zu kldren. Im
Falle einer positiven Antwort ist die Eindeutigkeit derartiger Fortsetzungen zu diskutie-
ren. Wir wenden uns zunéchst dem Nachweis der Existenz einer gewiinschter Fortsetzung
zu. Unsere Strategie lisst sich wie folgt beschreiben. Zunédchst bilden wir dass zu p ge-
horige dufsere Mak p* auf Q von Typ I. Es bezeichne 2+ das System der p* mefibarer
Teilmengen von €. Da p* ein &ufferer Maf auf €2 ist, ist Rstr.g . u* ein Mak auf (€2,2,+).
Falls es nun gelingt die Beziehungen H C 2{,« und Rstr.ypu* = p nachzuweisen, so ist
der Existenzteil uneres Fortsetzungsproblem geldst.

Wir wenden uns zunéchst der Herleitung der Beziehung Rstr.yu* = p zu.

Lemma M.13.1. Seien 2 eine Menge, H ein Halbring in  und pu: H — [0, 4+00]. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.

a) Es ist p ein Pramak auf H.

b) Es besitzt u folgende Eigenschaften:
(i) Esist p(0) =0.
(ii) Sind A € H und (Aj)?:1 eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus H,
fiir welche |J A; C A erfiillt ist, so gilt > pu(A4;) < u(A).
j=1 j=1
(iii) Sind A € H und (Ax),cy eine Folge aus H mit A C |J Ay, so gilt u(A4) <

keN
> 1(Ag)-
ken

¢) Es besitzt p neben den Eigenschaften (i) und (iii) aus (b) noch die folgende Eigen-
schaft:

(iv) Sind A € H und (A;);y eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus H,
fiir welche |J A; C A erfiillt ist, so gilt > pu(A4;) < u(A).
jeN JEN
Satz M.13.1. Seien () eine Menge, H ein Halbring in 2 und p ein Pramaf auf H. Unter
Beachtung von ) € H und p(0) = 0 bezeichne p* das zugehorige dufiere Mak auf 2 vom
Typ I. Dann gilt
Rstr.y p* = p.

Beweis. Sei A € H und sei (Ay), ey € Up(A). Dann ist also (Ay), oy eine Folge aus
H und es gilt A C |J A,. Hieraus folgt, da p ein Pramaf auf # ist mittels Lemma

neN

M.13.1 dann pu(A) < > u(A,). Hieraus ergibt sich mittels teil (b) von Satz M.12.2 dann
neN

Rstr.ypu®™ = . |
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Das nichste Resultat zeigt, dak die Aussage von Satz M.13.1 fiir Inhalte, die keine
Pramaife sind, falsch ist.

Satz M.13.2. Seien (2 eine Menge, H ein Halbring in 2 und p ein Inhalt auf H. Unter
Beachtung von ) € H und pu(0) = 0 bezeichne p* das zu p gehorige dukere Mak auf Q
vom Typ 1. Dann gilt:

a) Sei A € H. Dann gilt p*(A) < u(A).
b) Sei p kein Préamak. Dann gibt es ein F € H mit p*(E) < p(E).

c) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Es ist p ein Pramak auf H.
(ii) Es gilt Rstr.yu* = p.

Unsere nichste Aufgabe besteht im Nachweis der Inklusion H C 2,«. Hierbei werden
wir zeigen, dak diese Aussage sogar im Falle eines Inhalts p auf H wahr ist. Dieser
Nachweis verlduft in mehreren Schritten. Im ersten Schritt zeigen wir die gewiinschte
Aussage zunéchst fiir einen Inhalt p auf einen Ring R in €.

Lemma M.13.2. Seien 2 eine Menge, R ein Ring in 2 und p ein Inhalt auf R. Unter
Beachtung von () € R und u()) = 0 bezeichne p* das zu p gehorige dukere Mak auf Q
von Typ I. Weiterhin bezeichne 2, das System der p*-mefibaren Teilmengen von ().
Dann gilt R C 2+

Bei der angestrebten Verallgemeinerung der Aussage von Lemma M.13.2 auf Halbringe
werden wir sicherlich von dem in Satz M.2.1 enthaltenen grundlegenden Zusammenhang
iiber die eindeutige Fortsetzbarkeit eines Inhalts p auf einem Halbring H in einer Menge (2
zu einem Inhalt v auf dem von H in Q erzeugten Ring pq(H) gebrauch machen. Dariiber
hinaus benotigen wir aber noch Kenntnisse uber dem Zusammenhang zwischen den zu
u bzw. v gehdrigen duferen Mafen p* bzw. v* auf Q von Typ L

Satz M.13.3. Seien () eine Menge, ‘H ein Halbring in Q und p ein Inhalt auf H. Es
bezeichne po(H) den von H erzeugten Ring in €, sowie v den nach Satz M.2.1 existie-
renden und eindeutig bestimmten Inhalt auf po(#) fiir den Rstr.yv = p erfiillt ist. Unter
Beachtung von ) € H und p(0) = 0 bzw. § € po(H) und v(0) = 0 bezeichne p* bzw. v*
das zu u bzw. v gehorige dukere Maf auf Q von Typ 1. Dann gilt:

a) Esist p* = v*.

b) Sei A € P(Q) so gewihlt, dak Up (A) # 0 erfiillt ist. Es bezeichne Uy (A) die Menge
aller (Cr),,en € Up(A), fiir welche (C,),, o eine Folge paarweise disjunkter Mengen
ist. Dann gelten Uy (A) # 0 sowie

p(A) = inf _ 1(Cr)-
(Cn)neNeu’H(A) an;]
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Satz M.13.4. Seien 2 eine Menge, H ein Halbring in 2 und g ein Inhalt auf H. Unter
Beachtung () € H und u(@) = 0 bezeichne p* das zu p gehorige dukere MaR auf Q von
Typ I. Weiterhin bezeichen 2« das System der p*-mefbaren Teilmengen von ) sowie
oq(H) die von H erzeugte o-Algebra in 2. Dann gilt

H C UQ(H) - Qlu*.

Beweis. Es bezeichne pg(H) den von H erzeugten Ring in Q. Nach Teil (b) von Satz
M.1.3 gilt dann

H C pa(H). (1)
Weiterhin bezeichne v den nach Satz M.2.1 existierenden und eindeutig bestimmten In-
halt auf po(H), fiir den Rstr.yyv = p erfiillt ist. Unter Beachtung von () € po(H) und v(0) =
0 bezeichne v* das zu v gehorige duflere Mak auf €2 vom Typ 1. Weiterhin bezeichne 2, «
das System der v*-mefbaren Teilmengen von €. Da po(H) ein Ring in € ist, gilt nach
Lemma M.13.2 dann po(H) C 2+, withrend nach Teil (a) Satz M.13.3 weiterhin p* = v/*
erfiillt ist. Hieraus folgt im Verbindung mit (1) dann

(1)
H C pa(H) C A = Ay

Kombiniert man dies mit der Tatsache, daf 2, nach Teil (a) von Satz M.11.2 eine
o-Algebra in € ist, so folgt mittels Teil (b) von Satz M.4.6 dann H C oq(H) C A,-. W

Satz M.13.5 (M. Frechet, H. Hahn). Seien Q) eine Menge, H ein Halbring in  und p ein
Pramak auf H. Unter Beachtung von ) € H und u(0) = 0 bezeichne p* das zu p gehorige
dufere Maf auf € vom Typ I. Weiterhin bezeichne 2l,+ das System der p*-mefsbaren
Teilmengen von €. Dann gilt:

a) Esist H C A, und Rstr.yp® = p.

b) Sei fi := Rstr.g,. p¢*. Dann ist %A~ eine o-Algebra in Q, i ein Maf auf (2, 2,+) und
es gilt Rstr.y i = p.

c) Es bezeichne oq(H) die von H erzeugte o-Algebra in  und weiterhin sei pg :=
Rstr. ) p*- Dann gilt H C oq(H) C A« und es ist pg ein Mak auf (Q, 0o (H)),
flir das Rstr.ypo = p erfiillt ist.

Beweis.

a) Wegen Satz M.13.1 gilt Rstr.ypu® = p. Da p als Pramafs auf ‘H nach Bemerkung
M.2.1 auch ein Inhalt auf H ist, folgt aus Satz M.13.4 weiterhin H C 2 ;«.

b) Da p* ein duferes Maf auf €2 ist, ist 2, nach Teil (a) von Satz M.11.2 eine o-
Algebra in Q sowie fi nach Teil (c) von Satz M.11.2 ein Maf auf (£2,2,). Aus (a)
und der Definition von i folgt dann Rstr.yii = p.
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c) Wegen Satz M.13.4 gilt
M1 Coo(H) C Ay, (1)

Aus (1) sowie den Definitionen von g und pug folgt dann

o = Rstr.oq, (39 1. (2)

Da fi nach (b) ein Maf auf (£2,%,~) ist, fiir das Rstr.yyfi = p erfiillt ist, folgt aus
(1) und (2) dann, dafs po ein Maf auf (2, 0q(H)) ist, fiir das Rstr.yqpuo = p erfiillt
ist.

|
Satz M.13.5 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition M.13.1. Seien (2 eine Menge, ‘H ein Halbring in 2 und p ein Préamaf auf
H. Weiterhin bezeichne oq(#H) die von H erzeugte o-Algebra in  sowie po das im Teil
(c) von Satz M.13.5 eingefiithrte Maf auf (2, 0q(H)). Dann heift po die Carathéodory-
Fortsetzung von u.

Das nachfolgende Resultat beschreibt eine wichtige Extremaleigenschaft der Carathéodory-
Fortsetzung eines Pramafes.

Satz M.13.6. Seien 2 eine Menge, H ein Halbring in 2 und g ein Pramafs auf H. Es
bezeichne py die Carathédory-Fortsetzung von u. Weiter sei v ein Maf auf (2, 0q(H)),
fiir das Rstr.yv = p erfiillt ist. Dann ist v < pg.

Wir wenden uns nun dem Eindeutigkeitsaspekt unseres Fortsetzungsproblem zu. Hier-
bei wird folgende Begriffsbildung eine zentrale Rolle spielen.

Definition M.13.2. Seien ) eine Menge, H ein Halbring in 2 und p ein Inhalt auf #.
Weiter sei H, e := {A € H: p(A) € [0,+00)}. Dann heifit ;1 o-endlich, falls es eine

Folge (Ayn),cn aus Hye mit (J A, = Q gibt.
neN

Bemerkung M.13.1. Seien € eine Menge, H ein Halbring in  und p ein o-endlicher
Inhalt auf H. Weiterhin seien S ein Halbring in €, fiir den H C § erfiillt ist, und v ein
Inhalt auf S, fiir den Rstr.yv = p erfiillt ist. Dann ist v ebenfalls o-endlich.

Bemerkung M.13.2. Seien () eine Menge, H ein Halbring in €2 und g ein endlicher Inhalt
auf H. Dann gilt:
a) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) p ist o-endlich.

(ii) Es existiert eine Folge (Ap), oy aus H mit |J A, = Q.
neN

b) Sei H sogar eine Algebra in €. Dann ist p o-endlich.
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Bemerkung M.13.3. Seien (,2) ein mefibarer Raum und p € M?% (9,2). Dann ist u
o-endlich.

Wir erkennen nun, daf die o-Endlichkeit eines Pramafes auf einem Halbring eine
hinreichende Bedinung fiir die Eindeutigkeit der Fortsetzung zu einem Maf liefert.

Satz M.13.7. Seien 2 eine Menge, ‘H ein Halbring in 2 und p ein o-endliches Pramafs
auf H. Dann gilt:

a) Es gibt genau ein Mafs pg auf (Q,0q(H)), fiir das Rstr.ypuo = p erfiillt ist.

b) Unter Beachtung von () € H und (@) = 0 bezeichne p* das zu pu gehorige Maf auf
2 vom Typ I. Dann gilt o = Rstr.o, 3 p"

¢) po ist o-endlich.

d) Sei B € *B(2). Es bezeichne Uy (B) die Menge aller Folgen (A;), .y aus H mit

B C | Aj,. Dann ist Uy (B) # 0 und es gilt
neN

pB)= nf S (A,

(A”)neNeuH neN

Beweis. Als Halbring in  ist H ein N-stabiler Erzeuger von oq(#) (vgl. Definition
M.1.5). Kombiniert man dies mit der Tatsache, dass aufgrund der o-Endlichkeit von

p eine Folge (Ap)nen aus M, mit |J A, = Q existiert, so liefert Satz M.10.3, dass
neN
hochstens ein Mafs pg € M4 (2, 0q(H)) existiert, fiir das Rstr.y pug = p erfiillt ist. Hieraus

folgt in Verbindung mit Teil (c¢) von Satz M.13.5, dass genau ein Maf pp mit (Q, 0q(H))
und Rstr.ypug = p existiert, und zwar ist dies genau pg = Rstr.ypu®™. Wegen Rstr.yug = p
und der o-Endlichkeit von p folgt mittels Bemerkung M.2.1 und Bemerkung M.13.1 die
o-Endlichkeit von po. Damit sind (a)—(c) gezeigt. Wir zeigen nun (d). Aufgrund der o-

Endlichkeit von p gibt es eine Folge (Ep)nen aus H, e mit |J E, = . Hieraus folgt
neN
B C U E,. Somit ist Uy (B) # 0 und nach Definition von p* gilt also
neN

*(B) = inf Ap).
BB) = 0Ly 2 P

Folgerung M.13.1. Seien (2 eine Menge sowie ‘H ein Halbring in €2, derart, dass eine

Folge (Ap)nen aus H mit |J A, = Q existiert. Weiter sei p ein endliches Pramaf auf H.
neN
Dann ist p o-endlich und es gelten die Aussagen (a)-(d) von Satz M.13.7.

Folgerung M.13.2. Seien () eine Menge, 2 eine Algebra in 2 und p ein endliches
Pramak auf 2. Dann ist o o-endlich und es gelten die Behauptungen (a),(b) und (d) von
Satz M.13.7. Auferdem ist pg endlich.

Beweis. Kombiniere Teil (b) von Bemerkung M.13.2 mit Satz M.13.7 [ |
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Wir beschreiben nun eine Situation in der eine Menge ) ein Ring R in  und ein
endliches Pramaf auf R gegeben sind, fiir das es {iberabzahlbar unendlich viele Mafsfort-
setzungen auf (Q,0q(R)) gibt.

Beispiel M.13.1. Seien ) eine nichtleere Menge und R := {(0}. Weiter sei pu : R —
[0, 4+00] definiert geméf 11(0) := 0. Dann gilt:

a) Es ist R ein Ring in Q und p ein Pramafs auf R.

b) Sei w € Q. Weiter seien a € [0, +00] sowie fiq = @ - €, 5(r)- Dann ist jio ein Maf
auf (2, 0q(R)), fir dass pa(2) = a und Rstr.gpue = p erfiillt sind.

M.14. Einige Aussagen iiber Male auf (R B,,)

Die in den Anwenungen am hiufigsten vertretenen Mafse sind solche, die auf der Bo-
relschen o-Algebra B, des euklidischen metrischen Raumes (R™, pp rm) definiert sind.
Wegen Beispiel M.7.2 ist der mefbare Raum (R™, ,,) total atomar. Somit stehen uns
insbesondere die Resultate von Abschnitt M.7 zur Verfiigung. Besonderes Augenmerk
werden wir auf die Klasse Ml_’F(Rm, B,,) legen. Wir wenden uns nun interessanten Erzeu-
gern von B, zu. Hierbei kommen wir zunédchst auf die in Definition M.1.7 eingefiihrten
Systeme von m-dimensionalen Intervallen zuriick.

Satz M.14.1. Sei m € N. dann sind I, 4, Iin0, L und I, , jeweils N-stabile Erzeuger
von B,,.

Bemerkung M.14.1. Sei m € N und sei 1,, := (1,---,1)T € R™. Dann ist ([-n- 1,7 -

1)) nen bzw. ((=n- 1y, n-1))nen bzw. ([—n-1,n- 1) )nen bzw. ((—n- Ly, n- 1] nen
eine isotone Folge aus I, o bzw. I, , bzw. I, ; bzw. I, ., deren Vereinigung jeweils R™
ergibt.

Satz M.14.2. Sei m € N. Es seien fmﬂ = {7; (—00,a4] : (a1,...,am)’ € R™} und
j=1
fm,o = { % (—00,aj) : (a1, woyam)? € R™}. Dann sind fmﬂ und fm,o jeweils N-stabile
j=1
Erzeuger von B,,.

Bemerkung M.14.2. Sei m € N. Dann ist (ZL (—00,n|)nen bzw (T>’<1 (—00,mn))nen eine
Jj=1 J=1
isotone Folge aus I, o bzw I, ,, deren Vereinigung jeweils R™ ergibt.

Satz M.14.3. Sei m € N. Weiter seien uq und pe Make auf (R™, 5,,), fiir welche eine
der beiden Situationen vorliegt.

(I) Esist Rstr.; p1 = Rstr.; o und fiir alle A € Im.a gilt p1(A) € [0, +00).

(IT) Esist Rstr.; p1 = Rstr.;  po und fiir alle A € Im.o gilt p1(A) € [0, +00).
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Dann gilt @1 = po.
Beweis. Wegen Satz M.14.2 und Bemerkung M.14.2 liefert Satz M.10.3 die Behauptung.
[ |
Satz M.14.3 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.
Definition M.14.1. Seien m € N und p € M8 (R™, B,,). Dann heift die Funktion

1
Fup i R™ = [0,400), |3 | o (X (—00,7))
xm
bzw.
I
Fup :R™ = [0,400), | & | = (X (~00,25))
Tm

die linke bzw rechte Verteilungsfunktion von pu.

Satz M.14.4. Seien n € N sowie 1, 2 € MY (R™, B,,). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) Esist u1 = po.

b) Es ist Fuio="Fu,.

c) Esist Fj, » = Fuy -
Bemerkung M.14.3. Seien m € N und p € MY (R™, B,,). Weiter sei z € R™. Dann gilt
0< le(x) < Fup(z) < p(R™).
m

Beweis. Sei z = (z1, -+ ,2m,)7. Wegen T>r<L (—o0,z;) € X (—o0,z;] folgt alles aus der

7j=1 7j=1
Isotonie von p. [
Beispiel M.14.1. Sei m € N und bezeichne o, das Nullmaf auf (R™,B,,). Dann ist
o, € Mﬁ(Rm, By,) und es ist sowohl F,, ; also auch F,,, , jeweils die Nullfunktion auf

R™.
Definition M.14.2. Sei m € N. Weiter seien a = (a1, -+ ,a,,)" und b= (by,--- ,by)7
aus R". Dann schreiben wir a < b bzw. a < b, falls fiir alle j € {1,--- ,m} die Unglei-

chung a; < b; bzw a; < b; gilt.
Beispiel M.14.2. Sei m € N. und a € R™. dann ist €, 5, € MY (R™, By,) und fiir

z € R™ gilt
1 fallsa<cx
Fey pya(@) = { 0 , sonst

sowie

1 ,fallsa<zx
Frvanr@ =1 § .

, sonst
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Beispiel M.14.3. Seien n € N\{1} und (a;)j_; eine streng monoton wachsende Folge

n
auf R. Es sei jp:= 1 3" €, p,. Dann gilt:
k=1

a) Es ist p € ML(R',By) sowie Xp,,, = U {ar} und fiir k € {1,---,n} gilt
k=1
p({an}) = ;.
b) Sei x € R. Dann gelten

0 ,fallsz € (—o0,a1]
Fui(x) = % Jfalls j e {1,--- ,n— 1} und = € (aj, aji1]
1, falls x € (an,+00)
sowie
0 ,fallsx € (—o0,a1)
Fur(z) = % Jfalls j e {1,--- ,n—1} und € [aj,a;41)
1, falls x € [an, +00)

Lemma M.14.1. Seien m,n € N sowie (ay)7_; bzw (u)r_, Folgen aus [0, +00) bzw.

ME(R™, B,,). Weiter sei p := > agpuy. Dann ist g € MG (R™,B,,) und es gelten
Fui= % oFy,, ; sowie Fy . = > apFy, .
k=1 k=1

Im Fall m > 1 ist bei vorgegebenem Maf p € MY (R™, B,,) die Handhabung der
Funktionen F),; und F), , recht schwerfdllig. Wir betrachten deshalb den Fall m = 1. In
diesem Fall spielen F},; und F),, eine auf Satz M.14.4 basierende traditionell starke Rolle.
Einerseits enthalten sie ndmlich alle Informationen iiber das Mak, andererseits sind sie
leichter zu handhaben als das Maf selbst.

Lemma M.14.2. Sei u € MY (R!, B;). Dann gilt:
a) Sei x € R. dann gilt F), .(x) = F,;(x) + p({z}).

b) Seien a € R und b € (a,+00). Dann gilt:
(bl) Esist u(la,b)) =F,;(b) —Fui(a).

(b2) Esist pu((a,b]) =F, . (b) — Fpur(a).
(b3) Esist u((a,b)) =TF,1(b) — Fpr(a).
(b4) Esist p(la,b]) =F, . (b) = Fpi(a).

Es folgt nun ein spezielles Resultat iiber monotone Funktionen.

Satz M.14.5. Seien a € RU {—o0} sowie b € (a,+0o0) und sei f : (a,b) — R eine
monoton wachsende oder monoton fallende Funktion. Weiter sei « € (a,b). Dann gilt:

a) Sei u € R. Dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:
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(i) Es gilt limof(y) = u.

y—r—
(ii) Fiir alle Folgen (x,)nen aus (a,x) mit lim z, =z gilt lim f(z,) = u.
n—oo n—oo
(iii) Fiir alle monoton wachsenden Folgen (zy,)n,en aus (a,x) mit li_)rn xn = x gilt
n—oo
lim f(z,) = u.
n—oo

(iv) Es gibt eine monoton wachsende Folge (Z,)nen aus (a,x) mit lim Z, = x
n—oo

und lim f(Z,) = u.
n—oo
b) Sei u € R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(v) Es gilt ygﬁoﬂx) = u.
(vi) Fiir alle Folgen (zy)nen aus (z,b) mit lim x, = z gilt lim f(z,) = u.
n—oo n—oo
(vii) Es gibt eine monoton fallende Folge (Z,)nen aus (x,b) mit li_)m Zp, = x und
n—oo
lim f(z,) = u.
n—oo
c¢) Folgende Aussagen dquivalent:
(ix) fist linksseitig stetig in x.
(x) Fiir alle Folgen (x)nen aus (a,x) mit lim z, =z gilt lim f(z,) = f(z).
n— oo n—o0
(xi) Fiir alle monoton wachsenden Folgen (z,)nen aus (a, z) mit h_)m Tp = x gilt
n—oo
lim f(z,) = f(x).
n—oo
(xii) Es gibt eine monoton wachsende Folge (Z,,)nen aus (a,x) mit lim Z, = =
n—oo
und lim f(z,) = f(z).
n—oo
d) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(xii) fist rechsseitig stetig in x.
(xiv) Fiir alle folgen (z,,)nen aus (z,b) mit lim =z, =z gilt lim f(z,) = f(z).
n—oo n—oo
(xv) Fiir alle monoton fallende Folgen (x,)neny aus (x,b) mit lim z, = z gilt
n—oo
lim f(z,) = f(z).
n—oo
(xvi) Es gibt eine monoton fallende Folge (%, )nen aus (z,b) mit lim Z, = x und
n—oo
Tim f(@) = £(@).
Der folgende Satz wird spéter als Ausgangspunkt fiir eine Charakterisierung von linken
und rechten Verteilungsfunktionen von Mafen aus MY (RY, B;) dienen.
Satz M.14.6. Sei p € M8 (RY, By). Dann gilt:

(a) Essind F),; und F),, monoton wachsend.

(b) Esist F,; baw. F},, linksseitig bzw. rechtsseitig stetig auf R.
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(c) Es gelten mli}r_noo Fi(x)=0 undxgrlloo Fi(x) = p(R) sowie wli}rzloo F, () =0 und
i F(x) = p(R).

Satz M.14.7. Sei p € M8 (R}, By). Weiter sei z € R. Dann gilt:

(a) Esist xgg}ro Fl(z) = mhg}rOF r(2)-

(b) Esist lim F,,(zr)= lim F,;(x).

rz—x—0 rz—z—0
Satz M.14.8. Sei p € M8 (RY, By). Dann gilt:

(a) Sei x € R. Dann sind folgende Aussagen dquivivalent.
0 F
(i) F
(iii) Esist x € N,.
(iv) Esist F, (x) = F, ().

w18t stetig in @.

w18t stetig in @.

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(v) Fj ist stetig auf R.
(vi) F
(vii) Esist u € MY(RY, By).
(vili) Es ist Fj,; = F .

wr ist stetig auf R.

(c) Sei p € MI_’;C(RI,BI). Dann gilt F,; = F),, und zudem ist F},; gleichmifig stetig

auf R.
Beweis.
a) “(i) < (ii7)“ Wegen Teil (b) von Satz M.14.6 gilt
li F =F . 1
y_ggio d(y) 11 (2) (1)
Aus Teil (a) von Satz M.14.7 und Teil (a) von Lemma M.14.2 ergeben sich:
I F(y) = Fr@) = Fypa(2) + (e 2)

Aus (1) und (2) erkennt man sogleich die Aquivalenz von (i) und (iii).
“(i1) < (i32)* Aus Teil (b) von Satz M.14.6 sowie Teil (a) von Lemma M.14.2 ergibt

sich:
A Fup(y) = Fur(@) = Fu(@) + p({z}) (3)
Wegen Teil (b) von Satz M.14.7 gilt:
lm B (y) = Fya) 4)

y—x—0

Aus (3) und (4) erkennt man sogleich die Aquvalenz von (i) und (iii).
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“(i1i) < (iv)"* Dies folgt sogleich aus Teil (a) von Lemma M.14.1.
Dies folgt sogleich aus (a).

Aufgrund der Wahl von p ergibt sich aus (b) dann F),; = F}, ., sowie die Stetigkeit
von F},;. Nach Teil (c) von Satz M.14.6 gelten weiterhin:

IEIPOO Fui(x)=0 (5)
und
im_F(e) = u(R). (6)

Sei € € (0,4+00). Wegen (5) gibt es dann ein a € R, sodass fiir alle x € (—o0,a)
unter Beachtung von F),;(x) € [0,400) die Ungleichung

0< Fuy(z) <e (7)

besteht. Wegen (6) gibt es ein b € (a, +00), sodass fir alle z € (b, 00) unter Beach-
tung von F,; € [0, u(R)) die Umgebung

0 < j(R) — F() < e (8)

besteht. Da F),; auf ganz R stetig ist, ist F},; nach einem Satz von Cantor dann
auf [a — €, b+ €] gleichmifig stetig. Somit gibt es ein

5 € (0,¢) (9)
derart, dass fiir alle
x1,T2 € [a—€,b+ €] (10)
mit
|.C61—:E2‘ <4 (11)
die Ungleichung
|Fu,l(wl) — Fuyl(xg)’ < € (12)

besteht. Seien nun x1, x5 € R so gewahlt, dass
il S T2 (13)

und
|1 — 32| <6 (14)

erfiillt sind. Aus (13), (14) und (9) folgt dann
Tog—x1 = |r] — 2| < I < €L (15)

Wir betrachten zunéchst den Fall zo € (—00,a). Aus (13) und Teil (a) von Satz
M.14.6 und (7) folgt dann: 0 < F, j(x2) — F (w1) < Fj(x2) <€, also

|Fu,l(331) — FMJ({L‘QH <€ (16)
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Sei nun zg € [a,b+ €], wegen (15) gilt nun 3 > x9 — € > a — ¢, also wegen (13)
und z9 < b+ € ist dann
x1 € [a—€,b+ €. (17)

Wegen x9 € [a,b+ €] C la—e€,b+ €], (17),(14),(10),(11) und (12) folgt dann
[Fui(z1) = Fu(z)] < e (18)
Sei nun x2 € (b+ €, +00) aus (15) folgt dann
xp>w9—€>(b+e€) —e=h. (19)

Aus (13), Teil (b) von Satz M.14.6, der nach der Bemerkung M.14.3 giiltigen
Ungleichung F,;(z) < p(R), (19) und (8) folgt dann 0 < F),j(x2) — Fy(x1) <
pu(R) — Fyi(x1) <€, also

|F,u,l($1> — le(l'g)‘ < €. (20)

Wegen (16),(18) und (20) gilt in jedem Fall also |F),;(x1) — F},;(z2)| < €. Somit ist

F,,; gleichmiRig stetig auf R.

Folgerung M.14.1. Sei u € MY (R, By). Weiterhin seien a € R und b € (a,+00) so
gewdhlt, dass {a} und {b} zu N, gehéren. Dann gilt

p(la, b)) = p((a, b)) = p((a,0)) = p(la, b]) = Flui(b) = Fui(a) = Fur(b) = Fur(a).

M.15. Melbare Abbildungen und BildmaRe

Oftmals steht man vor Situationen, in denen ein nichttrivialer Mafraum (€2, 2, 1) sowie
ein nichttrivialer mefb. Raum (Q,2(") vorliegen und mittels eines geeigneten Mechanis-
mus das Maf p auf (€', 2") verpflanzt werden soll. Eine solche Situation ist zum Beispiel
in weiten Teilen der Stochastik anzutreffen. Das vorliegende Kapitel wird sich mit der Un-
tersuchung dieser Mechanismen beschéaftigen. Vor diesem Hintergund treffen wir folgende
Begriffsbildung

Definition M.15.1. Seien (€,2() und (£/,2l") nichttriviale messbare Rdume sowie T' €
Abb(€, ). Dann heift T eine A-2'-mefibare Abbildung, falls fiir jedes A" € A’ die
Beziehung T~1(A’) € 2 erfiillt ist.

Beispiel M.15.1. Seien (2,2) und (,2) nichttriviale messbare Riume sowie T :
Q) — Q' eine konstante Abbildung. Dann gilt T~1(21') = {0,Q} und T ist A-2'-mefbar.

Beispiel M.15.2. Sei (2,2) ein nichttrivialer mefsbarer Raum und bezeichne Idq die
Identitidt auf Q. Dann ist Idg eine 2A-2(-mekbare Abbildung.

Das nachfolgende Resultat sollte im Zusammenhang mit Satz M.4.3 und Satz M.4.4
betrachtet werden.
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Satz M.15.1. Seien © und Q' nichtleere Mengen T € Abb(Q, V).
(a) Sei A’ eine o-Algebra in Q. Dann gilt:
(al) Esist T71(2') eine o-Algebra in 2 und T ist T~ (2')-2A'-mefbar.
(a2) Sei A eine o-Algebra in Q. Dann sind folgende Aussagen dquivivalent:
(i) T ist A-A'-mekbar.
(ii) Esist T71(2) C 2.
(a3) T ist in P(Q2)-2A'-mekbar.
(b) Sei 2 eine o-Algebra in Q und sei 27 := {4’ € P(V) : T~1(A) € A}. Dann gilt:
(bl) Es ist 2p eine o-Algebra in €' und 7T ist A-Ap-mefkbar.
(b2) Sei 2 eine o-Algebra in . Dann sind folg. Auss. dquiv.:
(iii) 7T ist A-A’-mefbar.
(iv) Esist ' C Ay
(b3) Sei A := {0,Q'}. Dann ist 2 eine o-Algebra in ' und T ist A-Aj-mefRbar.
Folgerung M.15.1. Seine (2, €) und (£,2') nichttriviale mekbare Ridume und T €

Abb(§2, ) sei €-A'-mekbar. Weiter sei 2 eine o-Algebra in  mit € C 2. Dann ist T’
auch A-A’-mefbar.

Satz M.15.2. Seien (©,2() und (,2') nichttriviale mefbare Réume sowie &' ein Er-
zeuger von 2A'. Weiter sei T' € Abb(Q, ). Dann sind folgende Aussagen dquivivalent:

(i) T ist A-A'-meRbar.
(ii) BEsist T71(&) C 2.
Beweis.
(1) = (i7)* Dies folgt wegen & C 2 sogleich auch Definition M.15.1.

»(71) = (1)" Da U eine o-Algebra in Q ist, folgt wegen (i7) mittels Teil (b) von Satz M.4.6

dann
oa(T1(E) C 2. 1)
Nach Satz M.4.7 gilt:
oo(I1(€) =T~ (oa(£)). (2)
Nach Wahl von &’ gilt:
oo (&) =, (3)
Aus (1),(2),(3) folgt dann T~1(A') C 2. Somit ist 7' dann 2A-2A'-mekbar. Es gilt
also (7).
|
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Bemerkung M.15.1. Seien 1, Q9 und Q3 nichtleere Mengen sowie T7 € Abb(£21,Q2) und
Ty € Abb(2g,Q3). Weiter sei A € P(Q3). Dann gilt: (To 0 Ty) " (A) = T, [T, 1 (A))].

Satz M.15.3. Seien (£21,2(1), (Q2,%2) und (3, Asz) nichttriviale messbare Réume. Wei-
ter seien 71 € Abb(1,s) bzw. To € Abb(Q2,3) eine A;-As— bzw. As-Az-mekbare
Abbildung. Dann ist T5 o T eine 2A;-2Az-mekbare Abbildung.

Beweis. Nach Vorraussetzung gelten

Ty (A) S Ay (1)

und
T3 (As) C As. (2)
Unter Verwendung von Bemerkung M.15.1 sowie (1) und (2) folgt dann:

T S
Ty [Ty (Az)] € Ty (™A2) € 2y

Bem M.15.1

(T 0 T1) ™ (As)
Somit ist T» o T dann eine 2A;-2As-mefsbare Abbildung. |
Folgerung M.15.2. Seien (£2,2l) eine nicht trivialer mefsbarer Raum und T € Abb(£2, Q)
sei A-A-meRbar. Weiter sei k € Ng. Dann ist T* eine 2-2A-meRbarer Abbildung.
Satz M.15.4. Sei Q eine nicht leere Menge und sei ((2x, Ax))ker eine Familie von nicht-
trivialen mefbaren Riumen. Fiir k € I sei T), € A(Q, Q). Bs sei A := on( U T, ' (Ak))-

kel
Dann gilt:
a) Sei k € I. Dann ist T} A-Ai-mehbar.

b) Sei 2 eine o-Algebra in ) derart, daf fiir jedes k € I die 2A-A,-MeRbarkeit von Ty
vorliegt. Dann gilt 24 C 2.

Beweis.
a) Es gilt T, () € U T, ') € oalUje; T, ' () = A Somit ist Ty also 2A-2Aj-
Jel
mefbar.

b) Sei k € I. Nach Voraussetzung ist T}, dann 2-2,-mefbar. Es gilt also T, (k) C 2.
Hieraus folgt dann J 7}, ' () C 21. Hieraus ergibt sich, da 2l eine o-Algebra in Q
kel

ist, mittels teil (b) von Satz M.4.6 dann 2 = oo (|J T, ' (Ax)) C 2.
kel

Satz M.15.4 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition M.15.2. Es liege die Situation von Satz M.15.4 vor. Dann heifit o-Algebra
A = oo(J T}, *(Ak)) die von der Familie (T}) wer von Abbildungen sowie der Familie
kel

((Q, Ak ))ker von nichtrivialen mefsbaren Réumen erzeugte o-Algebra in .
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Wir zeigen nun, daft die Konstruktion aus Definition M.15.2, vertréglich mit der Kom-
position von Abbildungen ist.

Lemma M.15.1. Seien Q und €' nichtleere Mengen sowie T' € A(Q, ). Weiter sei
(e, Ax))ker eine Familie von nichttrivialen mefbaren Rdumen. Fiir k € [ sei T} €

A(SY, Q). Bs sei A = oqr (U Tj, H(Ay)) sowie 2 := T~HA'). Dann gilt
kel

A =oo(|J(Te o T) ().
kel

Beweis. Fiir k € I gilt wegen Bemerkung M.15.1 nun (Tj, o )~ () = T~ 1T} (2Ax)].
Hieraus folgt | (T0T) (k) = Upe; T 1T (k)] = T7L(U Ty, ' (Ag)). Hieraus folgt
kel kel

im Verbindung mit Satz M.4.7 dann oq( | (T o T)"1(Ap)) = oo(T~H U T, *())) =
kel kel
T (o (U To (@) = T-1(20) = 2. .
kel

Beispiel M.15.3. Seien ) eine nichtleere Menge und A € B(R2). Es sei 14: Q@ — R
definiert geméfs

14() ::{ 1 | fallsweA .
0 , fallswe Q\A

Dann gilt
a) Esist 1;1(By) = {Q, A, Q\A, 0}.
b) Sei A eine o-Algebra in Q. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) 14 ist A-Bi-mebbar.
(ii) Esist A € 2.

Satz M.15.5. Seien  und € nichtleere Mengen sowie 2y eine g-Algebra in ¢ und
S € A(Q0, Q). Weiter sei ((Q, Ax))rer eine Familie von nichttrivalen meftbaren Réumen.
Fiir k € I sei T, € A(£2, Q). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) S ist Ao-[oa (T, (Ak))]-meRbar.
(i) Fiir jedes k € I ist T), 0 S eine Ap-Ap-mekbare Abbildung.
Beweis.
,(i) = (ii)" Sei k € I. Nach Teil (a) von Satz M.15.4 ist T} dann [ag(jglzy—l(mj))]-
A —mebkbar. Hieraus folgt bei Beachtung von (i) mittels Satz M.15.3 dann die
Ap-Ap-Mefsbarkeit von Ty o S. Es gilt also (ii).
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,(i1) = (i) Sei & := |J T}, *(2Ax). Nach Konstruktion ist € ein Erzeuger von oo ( |J T]._I(Qlj)).
kel jel

Sei E € £. Dann gibt es also ein k € I und ein Ay € A mit F = kal(Ak). Hieraus
folgt bei Bemerkung M.15.1 dann

§7HE) = §7HT H(A) P E T

Tj 0 S) ™ (Ag). (1)
Wegen (ii) und Ay € Ay gilt

(T 0 )~ (Ag) € 2o (2)
Damit ist aber wegen (1) und (2) nun S™1(E) € . Somit ist

S7HE) C Ap. (3)
Da & ein Erzeuger von oq(UJ Tj_l(Q[j)) ist, folgt wegen (3) mittels Satz M.15.2
dann die p-[oq( UI le(Qlj)J)e]{Meﬁbarkeit von S. Es gilt also (i).
jE

|

Satz M.15.6. Seien ) eine Menge sowie ((£2j,2;))jcr eine Familie von nichtrivialen
mefbaren Réumen. Fiir j € I sei &; ein Erzeuger von ; und T; € A(€2, Q). Dann gilt

ool J T (&) = ool J T ().
jerI jer
Wir zeigen nun die Borel-Mefbarkeit stetiger Abbildungen metrischer Raume.

Definition M.15.3. Sei (€2, p) ein metrischer Raum. Weiter seien wg € Q und r €
(0, +00). Dann heikt K,(wo,r) := {w € Q : p(wo,w) < 1}, bzw. K (wo,r) = {w € Q :
p(wo,w) < r}. die offene bzw. abgeschlossene Kugel in (€2, p) mit Mittelpunkt wy und
Radius r.

Bemerkung M.15.2. Sei (€2, p) ein metrischer Raum sowie wy € Q und r € (0, 400). Dann
gelten K(wo,7) € O(S, p) sowie K, (wo,7) € A(S, p).

Definition M.15.4. Seien (2, p) und (€, p’) metrische Raume swie f € A(Q, ).

a) Sei wg € Q. Dann heifit f p-p/-stetig in wy, falls zu jedem e € (0,+00) ein § €
(0,400) derart existiert, daf fiir w € K,(wo,9) gilt f(w) € Ky (f(wo),e).

b) fheifst p-p’-stetig, falls p-p/-Stetigkeit von f in jedem wy € €2 vorliegt. Es bezeichne
C((2,p), (Y, p')) die Menge aller p-p'-stetigen Abbildungen f € A(Q, ).

Definition M.15.5. Seien (€2, p) ein metrischer Raum und A € PB(Q).

a) Sei x € Q. Dann heifit x ein Beriihrungspunkt von A in (€2, p), falls fiir jedes
r € (0,+00) gilt K,(z,7)NAF#DO.
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b) Die Menge A aller Beriihrungspukte von A in (€, p) heifit der Abschluss von A
in (2, p).

Satz M.15.7. Seien (€2, p) und (€, p’) metrische Raume sowie f € A(Q2, Q). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

a) Esist f € C((, p), (V. )))-

)
b) Fiir jedes A € P(Q) gilt f(A) C f(A).
c) Fiir jedes A" € A(Y, p') gilt f~1(A") € A(Q, p).
) 1

d) Fiir jedes B’ € O(Y, p) gilt f~H(B') € O(Q, p).

Satz M.15.8. Seien (£, p) und (€, p’) metrische Ridume mit Borelschen o-Algebren B
bzw. B'. Weiter sei f € C((Q, p), (¥, ). Dann ist f eine B-B'-mefkbare Abbildung.
Beweis. Nach Definition von B bzw. B’ gelten

O(,p) C B (1)
bzw.
oo (O, ) = B )
Wegen f € C((Q,p), (€, p)) gilt nach Satz M.15.7 nun
FHOW, ) € O(Q, p). (3)
Aus (1) und (3) folgt dann
f7How, ) c B. (4)
Wegen (2) und (4) liefert Satz M.15.2 die B-B'-Mefbarkeit von f. [ |

Satz M.15.9. Seien I,m € N, A € R*™ und a € R!. Es sei Tpa: R™ — R! definiert
geméf x — Az + a. Dann gilt:

a) Es ist TA,a S C((Rm,pERm), (Rl,pERz)).
b) Es ist T4, eine B,,-Bj-mefbare Abbildung.

Die nachfolgende Konstruktion nimmt eine herausragende Position in der Stochastik
ein.

Satz M.15.10. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum und (€/,2’) ein nichtrivia-
ler mefbarer Raum. Weiter sei T € A(Q,€) eine A-A'-mekbare Abbildung. Es sei
T(p): A" — [0, +00] definiert geméaf

Al p(T7HAY).

Dann gelten T'(1) € My (2,2") und [T'(w)](Q) = p(Q).
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Beweis. Aufgrund der Wahl von T, ist T'(11) wohldefiniert. Wegen T—1(0)) = 0 und u(0) =
0 ergibt sich
[T(w](0) = (T~1(0)) = u(0) = 0. (1)

Sei nun (A},), o eine Folge von paarweise disjunten Mengen aus 2. Dann ist (T (A},))nen
eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus 2l und es gilt

T 4) = 77 (A). (2)
neN neN
Aufgrund der o-Additivitdt von p gilt
p(J T71A) =D (T (A4))). (3)
neN neN
Unter Beachtung von (2) und (3) folgt dann
Tl A5 = wm (U 40) 2 71 40)) 2 30 wm i 4n) = S,

neN neN neN neN neN

Somit ist T'(u) also o-additiv. Hieraus und aus (1) folgt nun T'(u) € M4 (€, 2’). Wegen
T-1() = O gilt zudem [T())(2) = p(T-1(Y)) = (). .

Satz M.15.10 fithrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition M.15.6. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum und (€', 21") ein nicht-
trivialer mefbarer Raum. Weiter sei T' € A(Q, Q') eine A-2A'-mefbare Abbildung. Dann
heift das in Satz M.15.10 eingefiihrte Maf T'(u) auf (€', ") das Bildmaf$ von u bei der
Abbildung T.

Beispiel M.15.4. Sei (Q,2, ) ein nichttrivialer Mafraum und bezeichne Idg die identi-
sche Abbildung von Q). Dann ist Idg eine 2A-2-mefsbare Abbildung und es gilt (Idg)(u) =

.

Beispiel M.15.5. Seien (Q,20) und (€, ") nichttriviale mefbare Riume sowie T €
A(Q, Q) eine A-A'-mefsbare Abbildung. Dann gilt:

a) Es bezeichne o bzw. o' das Nullmaf auf (Q2,20) bzw. (', "). Dann gilt T'(0) = o’.
b) Sei wy € Q. Dann gilt T'(€uy2) = €7(wy) -

Bemerkung M.15.3. Seien (©,2() und (€',2’) nichttriviale mekbare Rédume sowie T' €
A(Q,Q) eine A-2W-mekbare Abbildung. Weiterhin seien I ein Abschnitt von N sowie
(k) ger bzw. (o) Folgen aus M (2, ) bzw. [0, +oo]. Dannist ) apur € My (Q,2A)

ke
und es gilt T'(3_ appr) = 3 [T (pr)]-
kel kel
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Beispiel M.15.6. Seien (Q,2() und (', ') nichttriviale mefbare Ridume sowie T €
A(Q,Q) eine A-A’-mefsbare Abbildung. Weiterhin seien I ein Abschnitt von N swie
(Wk)per bzw. (ag),er Folgen aus Q bzw. [0,400]. Dann ist ) ape,, a € M4 (2,2) und

es gilt
T(Z akewk,m) = Z akeT(wk),Ql"
kel kel
Beweis. Kombiniere Bemerkung M.15.3 mit Teil (b) von Beispiel M.15.5. [ |

Wir zeigen nun die Transitivitdt der Bildung von Bildmafen.

Satz M.15.11. Seien (21,2), (22,22) und (23,23) nichttriviale mefbare Rdume. Es
sei Th € Abb(21,Q2) bzw. Ty € Abb(Qs,Q3) eine Aq-Ao- bzw. As-As-mefsbare Abbildung.
Weiter sei p € M4 (21,201). Dann ist 75 o T3 eine ;-23-mefsbare Abbildung und es gilt

(T2 o T ) (p) = To[T1 (1))

Beweis. Wegen Satz M.15.3 ist ThoT] eine 2A;-As-mefsbare Abbildung. Sei A € 3. Unter
Beachtung der nach Bemerkung M.15.1 giiltigen Tdentitiit (ThoTy) "' (A) = Ty [Ty *(A)]
folgt dann: [(TooT1)(1)](A) = p((TooTh) " (A)) = w(Ty Ty H(A)]) = [Mi(w)](Ty 1 (A)) =
(To[T1 ()])(A), somit gilt (T3 o T1)(p) = T2[T1(w)])- u

Folgerung M.15.3. Seien (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum (€2, 2(") ein nichttrivialer
meRbarer Raum und T € Abb(Q, Q') eine bijektive A-2A'-mekbare Abbildung mit A’-2-
mefbarer Umkehrabbildung U. Dann gilt U[T'(1)] = p.

Beweis. Nach Vorraussetzung gilt U o T = Idgq. Hieraus folgt in Verbindung mit Satz
M.15.11 und Beispiel M.15.4 dann: U[T(x)] % 25 (UoT) () = (Ido)(p) 0 21

|

Beispiel M.15.7. Seien m € N,a € R™ und A € R"™*" gei regulidr. Weiter sei i €
M (R™,B,,). Dann sind Ta, sowie auch Ty-1 _4-1, jeweils Bp,-By,-mekbar und es
gelten Tpa-1 _ g—1q[Ta,a(p)] = p, sowie Tao[Ta-1 _a-14(p)] = .

Beweis. Wegen Satz M.15.9 sind T ,q und Ty—1 _ 4-1,, jeweils By,-By,-mefsbar. Weiterhin
ist T, eine Bijektion von R™ mit Umkehrabbildung T'y-1 _ 4-1,. Somit liefert Folgerung
M.15.3 alle Behauptungen. |

M.16. Produkte von o-Algebren

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine endliche Folge (£2;,%2;)7_; von nichttrivialen
mefbaren Rdumen. Unser Ziel besteht darin, in x (2; eine solche o-Algebra zu konstru-
ieren, welche in natiirlicher Weise mit der Folgej(_illj)?zl harmoniert.

Definition M.16.1. Seien n € {2,3,...} und ((,%Ax))}_, eine Folge von nichttri-

vialen mekbaren Réumen. Fiir j € {1,...,n} bezeichne p; : X Qp — Q; die gemaf
k=1
(Wi, ..., wp) — w; definierte j-te Projektionsabbildung.
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Weiter sei

2 A = oxn_ 0, (Uj=y pj_l(Qlj)) die von der Folge (p;)}_; von nichttrivia-
i -

1

len mefbaren Réumen erzeugte o-Algebra in X Q.. Dann heift (% 2; das Produkt
k=1 j=1

oder auch die Produkt-o-Algebra der Folge (Qlj)}‘:l. Statt (}% 20; schreibt man auch
j=1
A @ @ Up.

Satz M.16.1. Seien n € {2,3,..} und ((§2;,%;))}_, eine Folge von nichttrivialen mefiba-
ren Raumen. Fiir j € {1,...,n} sein & ein Erzeuger von 2; und es sei p; : X Qp — Q;
k=1

definiert gemdf (wi,...,w,) — w;. Dann gilt
n

éﬁwzmpﬁAgpfw»
Beweis. Dies folgt sogleich aus Definition M.16.1. |

Wir wollen nun geeignete Erzeuger einer Produkt-o-Algebra bestimmen. Hierbei ver-
wenden wir die in Definition M.1.6 eingefiihrte Konstruktion von Rechteckmengen.

Lemma M.16.1. Seien n € {2,3,...} und ((€;,2;))7_, eine Folge nichttrivialer mef-

barer Raume. Fiir j € {1,...,n} sei C; eine nichtleere Teilmenge von ;. Es bezeichne

n
'&1 C; das zu (Cj);j=1 gehorige System von Rechteckmengen. Dann gilt:
J:

K C)C & 2
n -) C -
O-szlﬂk(jzl ) =2
Beweis. Fiir j € {1,...,n} sei p; : X Qp — Qj definiert geméh (wi,...,wy) — wj.
k=1
Wegen Definition M.16.1 gilt dann:
n n
& W=y 0,(Jpy (). (1)
= et
Sei
n n
X Cj e X Cj. (2)
=1 7 =

Unter Beachtung der fiir j € {1,...,n} giiltigen Identitét:

p; (Cj) = x -+ x Qg X Cj X Qg X -+ X Qp, folgt dann:
(2 (C) =[x x Qg x O x Qypa x - x Q= x Cj. (3)
j=1 -

Seil
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Wegen C; C 2, sowie (1) gilt dann

—~
—_
~—

p;'(C)) < U Q) € oo (U 2t ()

bl
C =
&
= |
1
ol
I ®s
2
=
—
o
A

Wegen (2),(4) und (5) gilt dann

Pyl (Cy) € & . (6)
k=1

Aus (4),(6) und der N-Stabilitat der o-Algebra k(% 2y, folgt dann
=1

Nj=1 pj_l(Cj) € ® .. Hieraus folgt wegen (3) dann
k=1

>< C; e ® . (7)
i1
Aus (2) und (7) folgt dann

K G C & A (8)

Jj=1 k=1

Da ® 2, eine o-Algebra in X Q ist, folgt wegen (8) mittels Teil(b) von Satz M.4.6
k_
n

nun oxr_ o, (jgl C;) C k<§:©1 A [ |
Lemma M.16.2. Seien n € {2,3,---} und (£)}_, eine Folge von nichtleeren Mengen.
Fir k € {1, -+ ,n} seien (Fks)sen eine isotone Folge aus P(Q) und (Jyery Ers = 2 und
E; € (2 ) Fiir s € N sei weiterhin Fjs := E1g3 X -+ X Ej_1 s X Ej X Ej16 % -+ X Eps.
Dann gilt

UFjs:QI Xoeee XQj_l XEj XQj+1 X o XQn.

seN

Das nachfolgene Resultat beschreibt nun eine fiir unsere weiteren Ziele wichtige Klasse
von Erzeugern einer Produkt-o-Algebra.

Satz M.16.2. Seien n € {2,3,...} und ((£2;,%;))}_; eine Folge von nichttrivialen mef-
baren Rédumen. Fiir j € {1,...,n} sei & ein Erzeuger von 2; in welchem eine isotone
Folge (Ejs)sen mit (J oy Ejs = €2 existiert. Es bezeichne ]él &, das zu (&)}, gehorige
System von Rechteckmengen. Dann gilt
n n
oxp, 2 (B &) = 8 Up.

Beweis. Aus Lemma M.16.1 folgt sogleich:

UXZ:N%( % &) C ® Up. (1)
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Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion. Sei hierzu j € {1,..,n} und sei p; : X Qp — Q;
k=1

definiert geméf (wi,...,w,) = w;. Wir zeigen nun die [oxr_ o, (kél Ei)]-A-Mekbarkeit

von pj. Sei F; € £;. Weiter seien s € N, sowie
Fjs = Els X oo X Ejfl,s X Ej X Ej+1,s X oo X Ens- (2)
n n A n
Aus (2) folgt dann Fj, € ’El & C axgzlgk(lgl &x). Hieraus folgt, da oxp_q, (151 Ek)
eine o-Algebra in X Q. ist, dann
k=1

U Fis € o0 (B &) (3)
seN N
Nach Voraussetzung gilt fiir j € {1,...,n} nun (J,cy Ejs = ;. Kombiniert man dies mit
(2) und der Isotonievoraussetzung, so ergibt sich mittels Lemma M.16.2 dann,
UFjszglX-"XQj,1XEjXQj+1X"'XQn. (4)
seN

Aus der Definition von p; folgt sogleich, dass

p;l(Ej):QlX'-'XQ]',1XEJ‘XQjJrlX"-XQn. (5)

Aus (3),(4) und (5) folgt dann pjfl(Ej) € UXZ:lQ’“(k;%l &k). Hieraus folgt wegen E; € &;
dann

p; (&) C ooy (B &) (6)

n
Da &; ein Erzeuger von 2; ist, folgt wegen (6) mittels Satz M.15.2 die [oxp_ q, (k@l Er)l-

2;-Mefsbarkeit von p;. Hieraus folgt bei Beachtung von Definition M.16.1 mittels Teil(b)
von Satz M.15.4 dann

& =0y 0 5 @) S g0 (8 €0 M
N k=1
Aus (1) und (7) folgt dann die Behauptung. [ |

Folgerung M.16.1. Seine n € {2,3,... } und ((§2;,%;))’_, eine Folge von nichttrivialen

n

meftbaren Riumen. Es bezeichne El 2, das zu (2;)7_; gehorige System von Rechteck-
]:

mengen. Dann gilt

i <k§1 Ae) = 121 -

Oxyn
X =1

Beweis. Sei j € {1,...,n}. Weiter sei £ := ;. Da 2; eine o-Algebra in Q ist, ist
&; dann eine Erzeuger von ;. Sei s € N. Wir setzen dann Fj;, := ;. Da 2; eine o-
Algebra in €25 ist, gilt dann €2; € ;. Insbesondere ist also Ej; € £;. Als konstante Folge
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ist (Ejs)sen dann isoton und zudem gilt: (J oy Ejs = Ugen €25 = €25. Somit liefert Satz
n n
M.16.2 dann oxn_ o, (151 Ag) = kgl Ap. |

Folgerung M.16.2. Sei n € {2,3,...} sowie ((Qj,Ql ))7—q und ((€},2A%))7_; Folgen
von nichttrivialen mefbaren Réumen. Fiirj e{l,...,n}sei T} € A(Qj, 94 ) eine 2A;-A’-

mefsbare Abbildung. Weiterhin sei 7" : X Q — X Q) definiert gemah (wi,...,wy) =
J 1 J=1

(Ty(w1), .-, Tp(wy)). Dann ist T eine ® - ® 2j -mefbare Abbildung.
=1

Beweis. Es bezeichne B] A bzw. X Qlk das zu (Ag)7_; bzw. (A})7_, gehorige System
von Rechteckmengen. Wegen Folgerung M.16.1 gilt dann

ngzlﬂk(él Ag) = él Ay, (1)
bzw.
o (B M) = & A @)
Sei also
X Ay € kél Ay, (3)

T X A = X T (A, @

Fiir j € {1,...,n} folgt aus A’ € A und der Wahl von 7} dann Tj_l(A;.) € 2. Hieraus
folgt in Verblndung mit (4) dann
T % A)) e ® . (5)
k=1 k=

Aus (3) und (5) folgt dann

Wegen (1) und (6) folgt nun

TR A)C &
k=1 k=1

2
—
~J
~—

Wegen (2) und (7) liefert Satz M.15.2 dann die ® A - ® Aj -Mefbarkeit von 7. [ |
k=1 k=1

Beispiel M.16.1. Seien 1 und €9 nichtleere Mengen, von denen mindestens eine hdchs-
tens abzahlbar ist. Dann gilt
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Satz M.16.3. Seien n € {2,3,...} und ((2;,%;))}_, eine Folge von nichttrivialen mess-

baren Raumen. Fiir j € {1,...,n} sei p; : X Qp — Q; gemik (w1, ...,wy) — wj definiert.
k=1

Weiter sei f € A(Qo, X Q). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
k=1

(i) fist 910—]}%1 2(;-messbar.
(ii) Fiir jedes j € {1,...,n} liegt Ap-A;-Messbarkeit von p; o f vor.

n
Beweis. Wegen Definition M.16.1 gilt ® 2 = oxr_a,(U pj_l(Qlj)). Hieraus folgt
Jj=1 - j=1
mittels Satz M.15.5 die Aquivalenz von (i) und (ii). [ |
Definition M.16.2. Seien 2 eine nichtleere Menge, n € N und (£)}_, eine Folge

von nichtleeren Mengen. Fiir k € {1,...,n} sei Xj, € A(Q, Qx). Dann heift die Abbildung

Y0 x O, welche gemafh w(X; (w), ..., Xn(w)) definiert ist, die Produktabbildung
k=1

der Folge (X;)7_;. Diese wird symbolisiert durch ® X; oder auch X; ® ... ® X,.
j=1

Bemerkung M.16.1. Sei Q eine nichtleere Menge. Weiter seien n € N und (£2;)’_, eine
Folge von nichtleeren Mengen. Fiir k € {1,...,n} seien Xj, € A(Q, Q) sowie A € P(Q).
Dann gilt

(& X)7'(x A = [ X;7(4).
J= j=1

Satz M.16.4. Seien (2,2) ein nichttrivialer messbarer Raum sowie n € {2,3,...} und
((Qj,ﬂj))?zl eine Folge von nichttrivialen messbaren Raumen. Fiir £ € {1,...,n} sei

X € A(9, Q) eine A-Ap-messbare Abbildung. Dann ist k(}% X, eine Ql—kig 2A,-messbare
=1 =1
Abbildung.

n
Beweis. Es bezeichne ,El 2j, das System der zu (Ay)}}_; gehorigen Rechteckmengen.
Wegen Folgerung M.16.1 gilt dann

Oy (B Ae) = 8 Ag. (1)

Sei N
A X . 2
kil IS kzlmk (2)

Fir k € {1,...,n} gilt wegen (2) dann Ay € Aj und die A-Ax-Messbarkeit von X, liefert
also X 1(Ay) € A. Hieraus folgt aufgrund der N-Stabilitit der o-Algebra 2 dann

n

() X5, ' (A) e 2. (3)
k=1
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Wegen Bemerkung M.16.1 gilt

(& X)X A =[] X (4) (4)
k=1 k=1 e
Aus (3) und (4) folgt nun
(& X)X Ar) et (5)
k=1 k=1
Wegen (2) und (5) gilt dann also
(& Xp) (B Ay) C 2. (6)

k=1 k=1
Wegen (1) und (6) liefert Satz M.15.2 dann die - ® A.-Messbarkeit von ® X [ |
k=1 k=1

Wir wollen nun unter Heranziehung von Satz M.16.2 wesentliche Aspekte der Struktur
der Borelschen o-Algebra B, des metrischen Raumes (R™, pp rm) herausarbeiten.
Bemerkung M.16.2. Sei s € N und sei (mj)jzl eine Folge aus N. Weiter sei m := Z:m]

x1 "
Die Abbildung T, ....m. :jglRmﬂ' — R™ sei gemih [z1,...,25] > | : | definiert. Dann
Ts
eine Bijektion zwischen ; R™i und R™.

ist Tony,om .
j:

s

S
Vereinbarung. Seien s € N sowie (m;);_; eine Folge aus N. Weiter sei m := >omy
=1

und es sei Ty, .....m, Wie in Bemerkung M.16.2 erklért. Dann vereinbaren wir, kiinftig via

£l

S
Tn,,...ms eine Identifikation von x R™ und R™ vorzunehmen.
=1

S
Satz M.16.5. Seien s € {2,3,...} und (m;);_, eine Folge aus N. Weiter sei m := _ mj.
j=1
Dann gilt

S
Bm - ® ij-
j=1

Beweis. Im Sinne obiger Vereinbarung gilt mit den Bezeichnungen von Definition M.1.7
dann

Ly = j%l I, - (1)
Wegen Satz M.14.1 gilt
ORm™ (Im,r) =Bm (2)
sowie fiir j € {1,..., s} weiterhin
OR™; (Imj,r) = Bm]’ (3)
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wobei I, » nach Bemerkung M.14.1 weiterhin eine isotone Folge (Apj)nenmit |J Ap; =
neN
R™s enthélt. Beachtet man dies, so ergibt sich unter Verwendung von (2), (1), Satz

M.16.2, obiger Vereinbarung und (3) dann

—
=

1) s Satz M.16.2 $ s
By, = ogm (Imﬂ“) = Ux;_lRmJ (j& mgys) = & orm; (Imjﬂ“) = ®
- - iz

B, -
=1 j:1 J

1

Satz M.16.6. Sei (2,2) ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter seien s € {2,3, ...},
S

(m;);—, eine Folge aus N und m := mj. Fir j € {1,...,s} sei X; € A(Q,R™).
j=1
X1(w)
Weiter sei X : 2 — R™ definiert gemif w — : . Dann sind folgende Aussagen
Xs(w)
dquivalent:

(i) X ist A-B,,-messbar.
(ii) Fiir alle j € {1,..., s} ist X; eine ™A-By, ;-messbare Abbildung.

Beweis. Da nach Satz M.16.5 die Beziehung B,,, = 5{) By, besteht, liefert Satz M.16.3
j=1
sogleich die Behauptung. |

M.17. Borel-Messbarkeit von numerischen Funktionen

Im vorliegenden Abschnitt nehmen wir eine Vertiefung der Resultate von Abschnitt M.15
fiir den Fall einer speziellen o-Algebra 2’ vor. Hierzu kompaktifizieren wir zunéchst R
durch Hinzunahme der ,idealen“ Elemente —oo und +o0.

Satz M.17.1. Sei R := R U {—o0, +0o}. Weiterhin sei By := {4 € P(R) : ANR € By }.
Dann ist By eine o-Algebra in R, fiir welche By NR = By und By C Bj erfiilllt sind.

Bemerkung M.17.1. Es ist By das System aller derjenigen Teilmengen A von R, welche
mit einem gewissen B € B eine der Darstellungen A = B, A = BU{—c0}, A = BU{+0o0}
oder A = BU {—00,+00} besitzen.

Bemerkung M.17.2. Der mefbare Raum (R, B;) ist total atomar.

Bemerkung M.17.3. Seien T4 :={[-0,a]:a € R}, I, := {[-00,a) : a € R}, Flﬂ =
{la,4+00] : @ € R}, I1, := {(a,+00] : a € R}. Dann gelten Hy, = {R\A : A € I1,}
sowie Fl,a = {R\A A€ 7170}.

Satz M.17.2. Die in Bemerkung M.17.3 eingefiihrten Mengensysteme Iy 4,110, H1,
und ﬁl,o sind simtlich Erzeuger von Bj.

Nachfolgend betrachten wir einen nichttrivialen mefbaren Raum (2, ) und studieren
die 2-Bj- bzw. A-Bi-mekbaren Abbildungen aus A(2,R) bzw. A(Q,R).
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Definition M.17.1. Sei (£2,2) ein nichttrivialer messbarer Raum. Dann bezeichne
M(Q, 2% R) bzw. M(Q,A;R) die Menge aller A-Bi-messbaren numerischen Funktionen
auf € bzw. die Mengen aller 2-B;-messbaren reellen Funktionen auf 2.

Bemerkung M.17.4. Seien (€,2() ein nichttrivialer messbarer Raum und f € A(Q,R).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Esist f € M(Q,2;R).
b) Esist f € M(Q,AR).
Seien  eine nichtleere Menge und f € A(Q,R). Dann wird definiert {f > a} :=

FH o, +od]), {f > a} == f7H (e, +o0)), {f < a} == f7H([-00,a]) und {f < a} :=
FH([=00, ).

Satz M.17.3. Seien (Q,%) ein nichttrivialer messbarer Raum und f € A(,R). dann
sind folgende Aussagenn dquivalent:

(i) Esist f € M(Q,2;R).
(ii) Fiir alle o € R gilt {f > a} € 2A.

)

)
(iii) Fiir alle o € R gilt {f > a} € 2.
(iv) Fiir alle a € R gilt {f < a} € 2L
)

(v) Fiir alle « € R gilt {f < a} € 2.

Beweis. Es seien Tl,ay 7170, Fl,a und FLO wie in Bemerkung M.17.3 eingefiihrt. Dann
ist (ii) bzw. (iii) bzw. (iv) bzw (v) dquivalent zu:
(i") Bsist f~1(11,4) C A bzw.

) ¢
(iii’) Esist f~1(I1,0) C 2 bzw.
(iv’) Esist f}(Hi,) C A bzw.
(v') Bsist f~1(Hy,) C 2.

Wegen der nach Satz M.17.2 giiltigen Beziehung og(I1,4) = B1 bzw. og(I1,,) = B bzw.
og(H1,4) = B1 bzw. og(H1,) = By liefert Satz M.15.2 die Aquivalenz von (i) mit (ii’)
bzw. (iii’) bzw. (iv’) bzw (v’). Hieraus folgt aufgrund unserer Herleitung die Aquivalenz
von (i) bis (v). [ |

Satz M.17.4. Seien (2,2) ein nichttrivialer messbarerer Raum und f € A(£2, R). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Esist f € M(Q,A,R)

b) Fiir alle « € Rgilt {f > a} € A.
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c) Fiir alle o € Rgilt {f > a} € 2.
d) Fiir alle o € R gilt {f < a} € 2.
e) Fir alle o e R gilt {f < a} e 2L
Beweis. Kombiniere Bemerkung M.17.4 und Satz M.17.3. |

Lemma M.17.1. Seien () eine nichtleere Menge sowie f,g € A(2,R). Es bezeichne Q
die Menge der rationalen Zahlen. Dann gilt {f < g} = U [{f <y} N {y < ¢}]. Hierbei

yeQ
ist {f <g}:={weQ: f(w) <gw)}

Satz M.17.5. Seien (,%A) ein nichttrivialer messbarer Raum sowie f,g € M(Q,2;R).
Dann gehoren die Mengen {f < g}, {f < g}, {f = g} und {f # g} sémtlich zu 2.
Beweis. Wir betrachten zunéchst {f < g}. Wegen Lemma M.17.1 gilt

{(f<gt=UUr<uin{y<gll (1)
yeQ
Sei y € Q. (2)

Aufgrund der Wahl von f bzw. g liefert Satz M.17.3 dann {f < y} € Abzw. {y < g} € A.
Hieraus folgt, da A eine o-Algebra in  ist, mittels Teil (b) von Satz M.4.1 dann

{f<yin{y<giei (3)
Da Q abzéhlbar unendlich und 2 eine o-Algebra in 2 ist, folgt wegen (1)-(3) dann
{f <gbe (4)
Durch Vertauschen der Rollen von f und g folgt aus (4) dann
{g<fle (5)
Bsist {f < g} = O\{g < /}. 6)
Da 2 eine o-Algebra in  ist, folgt aus (5) und (6) dann
{f<gie (7)
Durch Vertauschen der Rollen von f und g folgt aus (7) dann
{g<fiet (8)
Esist {f =g} ={f <g}n{g <[} (9)
Da 2 eine o-Algebra in  ist, folgt wegen (7)-(9) mittels Teil (b) von Satz M.4.1 dann
{f=gte (10)
Wegen {f # g} = Q\{f = g} und der Wahl von 2 als o-Algebra in 2 folgt aus (10) dann
{f#g} e u
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Folgerung M.17.1. Seien (€2, %) ein nichttrivialer messbarer Raum sowie f, g € M(Q,2; R).
Dann gehoren die Mengen {f < g}, {f < g}, {f = g} und {f # g} sémtlich zu 2.
Beweis. Kombiniere Bemerkung M.17.4 und Satz M.17.5. |

Folgerung M.17.2. Seien (Q, Q) ein nichttrivialer messbarer Raum sowie f € M(Q,2;R).
Weiter sei @ € R. Dann gehoren {f = a} und {f # a} jeweils zu 2.

Beweis. Sei g: Q@ — R definiert gemif w ~ a. Wegen Beispiel M.15.1 ist dann
g € M(9,2;R). Hieraus und aus der Wahl von f ergeben sich mittels Satz M.17.5
dann alle Behauptungen. |

Folgerung M.17.3. Seien (2, ) ein nichttrivialer messbarer Raum sowie f € M(€Q,2[;R).
Weiter sei o € R. Dann gehéren {f = o} und {f # a} jeweils zu 2.
Beweis. Kombiniere Bemerkung M.17.4 und Folgerung M.17.2. |

Lemma M.17.2. Seien (£,2() ein nichttrivialer messbarer Raum und h € M(Q,2;R).
Weiter seien a, 8 € R sowie hy g := a + Sh. Dann gilt h, 5 € M(Q,2%;R).

Beweis. Nach Definition ist h, o die auf €2 definierte konstante Funktion mit Wert .
Hieraus folgt mittels Beispiel M.15.1 dann hq o € M(Q,2;R). Sei nun 8 € R\{0}. Weiter
sei

acR. (1)
Dann gilt
{h>2L(a—a)} ,falls B € (0,4+00).
{ha,ﬁ > CL} = {Oé+/8h > a} - {Bh > a—a} = { {h < g(a_ a)}  falls B € (—O0,0).
(2)
Wegen h € M(Q,2; R) liefert Satz M.17.3 dann
(h> ;(a—a)}eﬂ. (3)
und {h < ;(a—a)} e 2 (4)
Wegen (2)-(4) gilt dann
{hap>a} €. (5)

Wegen (1) und (5) ergibt sich erneut mittels Satz M.17.3 dann he 5 € M(Q,2;R). W

Satz M.17.6. Seien (2,2l) ein nichttrivialer messbarer Raum sowie f,g € M(£,2;R).
Dann gilt:

a) Sei f + g wohldefiniert. Dann ist f + g € M(Q,2;R).
b) Sei f — g wohldefiniert. Dann ist f — g € M(Q,2;R).

Beweis.
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Sei a € R. (1)

Dann gilt
{f+9zap={f>a-yg} (2)
Mit den Bezeichnungen von Lemma M.17.2 gilt o — g = gn,—1. Hieraus folgt mittels

Lemma M.17.2 dann -
a—ge M(QAR). (3)

wegen f € M(Q,2;R) und (3) liefert Satz M.17.5 dann {f > a — g} € 2. Hieraus
folgt wegen (2) dann
{f+g>a}e (4)

Wegen (1) und (3) liefert Satz M.17.3 dann f + g € M(Q,2;R).

b) Mit den Bezeichnungen von Lemma M.17.2 gilt —g = go,—1. Hieraus folgt mittels
Lemma M.17.2 dann —g € M(Q,2;R). Hieraus folgt bei Beachtung von f —g =
f + (—g) mittels (a) dann f — g € M(Q,2;R).

Satz M.17.7. Sei (©2,2) ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter seien f,g € M(Q,2; R)
sowie a, f € R. Dann gilt af + fg € M(Q,2A;R).

Beweis. Wegen Bemerkung M.17.4 und der Wahl von f und g gilt {f, g} € M(Q,2;R).
Hieraus folgt mittels Lemma M.17.2 dann {af, Bg} € M(£2,2;R). Hieraus und aus der
Wohldefiniertheit von af + g folgt mittels Teil (a) von Satz M.17.6 dann af + g €
M(Q,2;R). Hieraus folgt wegen af + g € A(Q,R) mittels Bemerkung M.17.4 dann
af + g € M(Q,2;R). [ |

Satz M.17.8. Seien (£2,2() ein nicht trivialer mefbarer Raum, sowie f,g € M(Q,2;R).
Dann gilt f-g € M(Q,2A;R).

Beweis. Wir zeigen zunichst die fA-Bj-mefbarkeit von f2. Sei hierzu

a € R. (1)
Dann gilt
9 B Q a € (—o0,0]
Cza={ < vanyzva et @
Da 2 eine o-Algebra in € ist gilt
Qe (3)
Wegen f € M(Q,2;R) gilt nach Satz M.17.4 dann
{f<—va}{f=va}} e (4)
Aus (2)—(4) folgt dann
{f*>a} e ()
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Wegen (1) und (5) liefert Satz M.17.4 dann
2 e M(Q,2,R). (6)
Wegen f,g € M(Q,2;R) liefert Satz M.17.7 dann
{f+9.f -9} S M(QAR) (7)

Aus (7) und dem schon gezeigten (vergleiche (6)) folgt dann {(f + ¢)%, (f — 9)?} C
M(Q,2(;R). Hieraus ergibt sich mittels Satz M.17.7 dann

L+ 0P — (- 9P € MO, % R) Q
Es ist
JI0 = (=07 = L +9P— (=9 = 1P +2fg+0%) — (2= 2fg+ )] = [ -9
Wegen (8) und (9) gilt dann f- g € M(Q, 2% R). (9.)

Folgerung M.17.4. Sei (2,2) ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter seien f, g €
M(Q,2[R) und fiir w € Q gelte zudem g(w) # 0. Dann gehoren ; und g zu M(Q,2;R).

Satz M.17.9. Seien (2,2l) ein nichttrivialer messbarer Raum sowie f,g € M(£,2;R).
Dann gilt f-g € M(Q,2;R)

Folgerung M.17.5. Sei (£2,2) ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter seien f €
M(,2;R) und a € R. Dann gilt a - f € M(Q,2;R)

Beweis. Ls bezeichne g, die auf €2 definierte konstante Funktion mit Wert a. Wegen
Beispiel M.15.1 ist g, € M(Q,2;R). Hieraus folgt wegen a - f = f - g, mittels Satz
M.17.9 dann a - f € M(Q,2;R) [ ]

Bemerkung M.17.5. Seien (£2,2l) ein nichttrivialer messbarer Raum, K € {R,R}, f €
M(Q,2; K) und A € . Dann gilt 14 - f € M(Q,2; K)
Beweis. Wegen A € 2 gilt nach Teil (b) von Beispiel M.15.3 dann, dass

14 € M(Q,2LR) (1)
Wegen Bemerkung M.17.4 gilt
M(Q, 2% R) € M(Q, 2% R) (2)

Wegen (1), (2) sowie den Sédtzen M.17.8 und M.17.9 folgt dann 14 - f € M(Q, 2, K) W

Bemerkung M.17.6. Seien Q eine nichtleere Menge sowie (f;,)nen eine Folge aus A(Q, R).

Weiter sei a € R. Dann gilt {sup f, < a} = () {fn <a}und {inf f, > a} = N {fn >
neN neN neN neN
at.

M-65

v28m

13.10.2009



Satz M.17.10. Seien Q eine nichtleere Menge sowie (f,)nen eine Folge aus A(Q,R).

Dann gehdren auch sup f,, inf f,, limsup f,, und liminf f,, jeweils zu M(Q, 2A; R).
neN neN n—»00 n—00

Folgerung M.17.6. Seien (2 eine nichtleere Menge sowie (f,)nen eine Folge aus A(€2, R).
Weiter sei @ € R. Dann gehoren die Mengen {liminf f, = a}, {limsup f,, = a} und
n—00 n—00

{lim f, = o} sémtlich zu 2A

n—oo
Beweis. Wegen Satz M.17.10 und Folgerung M.17.2 gilt:
{{limsup f, = a}, {lirr_1>inf fa=0a}} CA (1)
n—00 n—00

Weiterhin ist
{lim f, =a} = {limsup f,, = a} N {liminf f,, = a} (2)
n—00 N—300 n—00

Da 2 eine o-Algebra in  ist folgt wegen (1) und (2) mittels Teil (b) von Satz M.4.1
dann{li_}m fa=a}le [ |

Folgerung M.17.7. Seien (£2,2l) ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter seien n € N

sowie (fx)i_, eine Folge aus M($,2;R). Dann gehdren  sup fg, inf  fj jeweils
kefl,.m}  ke{l.n}

zu M(Q, 2 R).
Beweis. Setze fir k € {n+1,n+2,...} jeweils f := f, und wende Satz M.17.10 an. W

Folgerung M.17.8. Seien (£2,2l) ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter seien n € N

sowie (fx);_, eine Folge aus M(Q2,2;R). Dann gehéren sup f, inf  fi jeweils
ke{l,..n}  ke{l..n}

zu M(Q,2; R).
Beweis. Kombiniere Bemerkung M.17.4 und M.17.7 |

Folgerung M.17.9. Seien (2,2() ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter sei (fy,)nen
eine Folge aus M (Q, 2; R), welche punktweise auf Q (im eigentlichen oder uneigentlichen
Sinn) gegen eine numerische Funktion f auf  konvergiert. Dann gilt f € M(£,2;R)

Beweis. Wegen f = linrggf fn liefert Satz M.17.10 die Behauptung. |

Folgerung M.17.10. Seien (€2, 2) ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter sei (fy,)nen
eine Folge aus M(Q,2; R), welche punktweise auf 2 gegen eine relle Funktion f auf 2
konvergiert. Dann gilt f € M(Q,2;R)

Beweis. Kombiniere Bemerkung M.17.4 mit Folgerung M.17.9 |

Satz M.17.11. Seien (£2,%) ein nichttrivialer messbarer Raum. Weiter sei (fn)nen eine
Folge aus M(Q,2; R), dann gilt:

(a) Es bezeichne A die Menge aller w €  fiir die, die Folge (f,,(w))nen im eigentlichen
oder uneigentlichen Sinne konvergiert. Dann gilt A € 2

(b) Es bezeichne B die Menge aller w € Q fiir die, die Folge (f,(w))nen im eigentlichen
Sinner konvergiert. Dann gilt B € 2.
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Beweis.

(a) Aus der Definition von A folgt

A = {liminf f,, = limsup f,} (1)
n—00 n—00
Wegen Satz M.17.10 gilt
{limsup fp, liminf f,,} € M(Q,2;R) (2)
n—o00 n—o0

Wegen (1) und (2) liefert Satz M.17.5 nun A € 2
(b) Aus Definition von A und B folgt sogleich

B = An{limsup f, # oo} N {linnigf fn # o0} (3)

n—o0

Wegen (2) liefert die Folgerung M.17.2 weiterhin
{limsup f, # oo}, {limin f, # oc}} € 2 ()
n—00 n—oo
Da 2 eine o-Algebra in 2 ist folgt unter Beachtung von (3),(4) und (a) mittels Teil
(b) von Satz M.4.1 dann B € 2
|

Wir wenden uns nun einer spezielle Charakterisierung der 2A-B;-Messbarkeit numeri-
scher Funktionen zu. Hierzu bendtigen wir eine kleine Vorbereitung.

Definition M.17.2. Sei o € R. Dann heifit o™ := sup{a, 0} bzw. o~ := —inf{«,0} der
Positiv- bzw. Negativteil von a.

Wir erweitern die Definition des Absolutbetrags auf R durch die Setzung |+ oo := 400
und | — oo| 1= 400

Bemerkung M.17.7. Sei a € R. Dann gilt:
(a) Esist |a| = sup{a, —a}.
(b) Esist a= = (—a)*

(¢) Esist

i ,a € [0, 00]
1 0 a€[-00,0)

(d) Es ist

~ [ 0 Lae€]0,00]
@ _{—a a € [—0,0)

(e) Esista=a" —a".
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(f) Esist |[a| =a™ +a~.
(g) Sei a € R dann gelten a* = (a +|a|) und a= = L(a — |al).

Satz M.17.12. Seien (©,2A) ein nichttrivialer messbarer Raum und f € A(Q;R). Dann
gilt:

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist f € M(Q,2;R)
(ii) Es gilt {f*, f~} C M(, A R)
(b) Sei f € M(Q,2A;R). Dann gilt: |f| € M(Q,2A;R)
Beweis.

(a) Wir zeigen:

(i) — (i1)* Nach Beispiel M.15.1 ist die Nullfunktion auf Q dann 2-Bi-messbar. Hieraus
und aus der Vorraussetzung (a) ergibt sich mittels Folgerung M.17.7 dann
die 2A-Bi-Messbarkeit von f* = sup{f,0} und —f~ = inf{f,0} also wegen
Lemma M.17.2 dann auch die 2A-Bi-Messbarkeit von f~.

»(i1) — (7)* Wegen Teil (e) von Bemerkung M.17.7 gilt
f=ft-r @
Wegen (1) und (ii) liefert Teil (b) von Satz M.17.6 dann f € M(£,2;R).
(b) Wegen Teil (f) von Bemerkung M.17.7 gilt
fl=f"+f (2)

Wegen (a) gilt B
{f7 7} S M(Q,%R) (3)

Wegen (2) und (3) liefert Teil (a) von Satz M.17.6 dann |f| € M(2,2;R).
|

Satz M.17.13. Seien (€2,2) eine nichttrivialer messbarer Raum und f € A(©2,R). Dann
gilt:

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist f e M(Q,2;R)
(i) Bs gilt {f*,f} C M(Q,%R)

(b) Sei f € M(Q,2;R). Dann gilt: |f| € M(Q,2;R)

Beweis. Kombiniere Bemerkung M.17.4 und Satz M.17.12 |
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Fiir p € (0, 00) setzen wir (400)P := +00.

Bemerkung M.17.8. Sei p € (0,00) und sei h: [0,00] — [0,00] definiert gemif = — zP.
Dann ist h streng monoton wachsend und hho 00) ist stetig.

Satz M.17.14. Seien (Q,%21) ein nichttrivialer messbarer Raum und f € M(,2;R),
weiter sei p € (0,00). Dann gilt |f|P € M(Q,2A; R)

Folgerung M.17.11. Seien (2,2 ein nichttrivialer messbarer Raum und f € M(Q,2;R),
weiter sel p € (0,00). Dann gilt |f|P € M(Q,2%;R)
Beweis. Kombiniere Bemerkung M.17.4 und Satz M.17.14. |

Bemerkung M.17.9. Seien (Q,2() ein nichttrivialer messbarer Raum K € {R,R}, f €
M(Q,A K),p € (0,00) sowie a € R. Dann gehoren die Mengen {|f|P > a}{|f|P >
ab {[fIP < a} und {|fF < a} zu 2

Satz M.17.15. Seien I ein Intervall von R und f € A(I,R) eine Abbildung welche
monoton wachsend oder fallend in T ist. Dann ist f eine (B N1I)-Bi-messbare Abbildung.

Bemerkung M.17.10. Seine (£2,21) ein nichttrivialer messbarer Raum. Q € 2 — {0}, K €
{R,R}, g € A(Q, K). Es bezeichne 2g die Spur-o-Algebra von 2 in Q. Im Fall @ = Q
sei G := g und im Fall Q C Q sei G : Q — K definiert gemif

9w ,weQ
G(“’)'_{ 0 weQ-0°

Dann gilt:
(a) Es ist G’Q =g.

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist g € M(Q,%g; K).
(i) Esist G € M(Q,2; K).

Satz M.17.16. Sei [ ein endliches oder unendliches Intervall von R und sei f € A(I,R)
eine in I konvexe oder konkave Funktion. Dann gilt f € M(I, B, N I;R).

M.18. Einige Aussagen zur Borel-Messbarkeit von nicht negativen
numerischen Funktionen

Der vorliegende Abschnitt stellt wichtige Vorbereitungen fiir das spéter entwickelte Kon-
zept der Integrationstheorie bereit. Wir flihren die Untersuchung von Borel-messbaren
nicht negativen numerischen Funktionen in 2 Teilschritten durch. Im 1. Schritt beschéaf-
tigen wir uns mit solchen Borel-messbaren nicht negativen reellen Funktionen, welche
nur endlich viele Werte annehmen. Im 2. Schritt approximiernen wir dann eine beliebige
Funktion aus M(Q,2;R) N A($, [0,<]) in einer gewissen Weise durch Funktionen des
im 1. Schritt betrachteten Typs.

M-69



Definition M.18.1. Seien Q eine nichtleere Menge und A € P(Q). Dann heift die
Funktion 14 : Q@ — R, welche geméfs

1 ,weAd
11“(“)::{ 0 ,weN—A

definiert ist, die Indikatorfunktion der Menge A.

Bemerkung M.18.1. Sei €2 eine nichtleere Menge. Dann ist 1o bzw. 1 die auf 2 konstanten

Funktionen mit Wert 1 bzw. 0. v29m

Bemerkung M.18.2. Sei ) eine nichtleere Menge. Dann gilt: 19.10.2009

(a) Seien A, B € P(2). Dann sind folgende Aussage dquivalent:
(i) Esist A C B.
(il) Esist 14 < 1p.
(b) Sei A € B(Q). Dann gilt 1\ 4 = 1o — 1a.
(c) Sei A, B € P(Q2). Dann gilt 14 - 1p = 1anp.
(d) Seien I eine nichtleere Indexmenge und (Ap)pes eine Familie aus (). Dann gelten
1 =sup l4, sowie 1 =infly,.
JgIAk ke? A Jngk ker

(e) Sei J ein Abschnitt von N. Weiter sei (Aj)res eine Folge von paarweise disjunkten

Mengen aus P(£2). Dann gilt 15 4, = > 1a,.
keJ keJ

(f) Sei (Ag)ken eine Folge aus P(Q). Dann gelten ljmsupa, = limsuply, sowie
n— oo n—oo

1lim inf A, = lim inf 1An
n— oo n—oo

Definition M.18.2. Seien (2,2l) ein nichttrivialer mefbarer Raum sowie f € A(£2, [0, +00)).
Dann heift f eine (2,2()-Elementarfunktion, falls f nur endlich viele Werte annimmt
und zudem 2A-Bi-mefbar ist. Es bezeichne £(Q2,2() die Menge aller (€2, 2)-Elementarfunktionen.

Beispiel M.18.1. Seien (2,2) ein nichttrivialer mefsbarer Raum und f eine auf
definierte konstante Funktion mit Wert in [0, +00). Dann ist f € £(2,2).
Beweis. Kombiniere Definition M.18.2 und Beispiel M.15.1. |

Bemerkung M.18.3. Seien (€2,2() ein nichttrivialer mefsbarer Raum und A € B(2). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Esist 14 € £(Q,2).
(ii)) Esist A e .

Beweis. Da 14 hochstens die Werte 0 und 1 annimmt, folgt die Behauptung aus Teil(b)
von Beispiel M.15.3. [ ]
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Bemerkung M.18.4. Seien (€2,2() ein nichttrivialer mekbarer Raum und f € £(Q,2). Es
sei n := card [f(2)] und es seien aq,...,q, die n Elemente von f(Q). Fiir j € {1,...,n}
sei Aj:= f~'({a;}). Dann gilt:

(a) Fiir alle 5,k € {1,..,n} mit j # k gilt A; N A =0.

(b) Esist I Ay = Q.
j=1

n
(c) Esist f =) ajla;.
j=1

(d) Fir j € {1,...,n} gilt oj € [0,400). Sei j € {1,...,n}. Dann gilt A; = {f = o}
sowie A; € A\{0}.

Definition M.18.3. Sei (2,2) ein nichttrivialer mekbarer Raum und f € £(Q,2).
Weiter seien die Zahl n und die Folgen (a;)7_; sowie (A4;)7_; wie in Bemerkung M.18.4
definiert. Dann heiftt das Tripel [n, (a;)7_;, (4;)7_,] eine kanonische Darstellung von

f.

Definition M.18.4. Sei (©2,2) ein nichtrivialer mefbarer Raum und f € £(£,A). Weiter
selen n € N, (;)7_; eine Folge aus [0, +00) und (4;)j_; eine Folge aus 2 mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Fiir alle j,k € {1,..,n} mit j # k gilt A; N Ay = 0.
(ii) Esist Uj_, 45 = Q.
(iii) Esist f = f:l ajla;.
j=
Dann heikt das Tripel [n, (Oéj)?:p (Aj)’]?zl] eine Normaldarstellung (kurz ND) von f.
Bemerkung M.18.5. Sei (£2,2) ein nichttrivialer mefsbarer Raum und f € £(2,2). Dann
gilt:

(a) Sei[n, (a;)j_;, (4;)j—,] eine kanonische Darstellung von f. Dann ist [n, (a;)7_q, (45)7_]

eine Normaldarstellung von f.
(b) Es gibt stets eine Normaldarstellung von f.

Bemerkung M.18.6. Sei (£2,2) ein nichttrivialer mefsbarer Raum, f € £(Q,2) und

[n, (ozj)?zl, (Aj)?zl] eine Normaldarstellung von f. Es sei k € {1,...,n} so gewahlt, dass

Ay, # 0 erfiillt ist. Dann ist Rstr.4, f die auf Ay konstante Funktion mit Werten ay.

s

Bemerkung M.18.7. Sei (€,2() ein nichttrivialer mefbarer Raum. Weiter seien n € N
n

sowie (), eine Folge aus [0, +-00) und (A4;)}_; eine Folge aus 2. Es sei f := >~ a;la;.
=1

j
Dann ist f € £(Q,2A)
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Lemma M.18.1. Sei (£2,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum und u,v € £(Q2,2(). Dann
gibt es ein n € N, eine Folge (C}j)j_; aus 2 sowie Folgen (a;)7_; und (58;)}_; aus [0, +o0)
derart, dass [n, (a;)}_y, (C})j—1] bzw. [n, (8;)j_;, (Cj)}_;] eine Normaldarstellung von u
bzw. v ist.

Lemma M.18.2. Sei (2,2) ein nichttrivialer meftbarer Raum sowie u,v € £(€2,2(). Wei-
terhin seien (Unter Beachtung von Lemma M.18.1) die Zahl n € N, die Folge (C;)}_; aus

A sowie die Folgen (av;)7_; und (8;)7_; aus [0, +00) derart gewéhlt, dass [n, (aj)}_y, (Cj)}_4]

bzw. [n, (8;)7-1, (C;)7—;] eine Normaldarstellung von u bzw. v ist. Dann gilt:

(a) Sei a € [0,+00). Dann ist a - u € £(,A) und es ist [n, (o - a;)}_;, (C))}_,] eine
Normaldarstellung von « - u.

(b) Esist u+v € E(A) und es ist [n, (a; + B;)7_1, (C})]] eine Normaldarstellung
von u + v.

(c) Esist u-v € E(Q,2) und es ist [n, (Ocjﬁj);‘:l, (Cj)?zl] eine Normaldarstellung von
u-v.

(d) Es ist sup{u,v} € E(Q,2A) und [n, (sup{a;, 8;})j_, (Cj)j_,] ist eine Normaldar-
stellung von sup{u,v}.

(e) Esist inf{u,v} € £(Q,2A) und [n, (inf{ay, B;})7_;, (C})j_,] ist eine Normaldarstel-
lung von inf{u, v}.
(f) Folgende Aussage sind dquivalent:
(i) Esist v —u € £(Q,2A).
(ii) Esist u <w.
(iii) Fiir alle j € {1,...,n} mit C; # 0 gilt a; < S;.

g) Sei (i) erfiillt. Sei I = {j € {1,...,n}: C; # 0}. Dann gilt I # () und
J
[card I, (Bj — aj)jet, (Cj)jer] ist eine Normaldarstellung von v — .

Wir kommen nun zum zweiten Teil der Untersuchungen dieses Abschnitts.
Bezeichnung: Sei (£2,2() ein nichttrivialer mekbarer Raum. Dann bezeichnet £*(£2,2l)
die Menge der 2-Bj-mefbaren numerischne Funktionen auf  mit Werten [0, +oc], d.h.
es sei

EX(Q,2) == M(Q,2,R) N A(Q, [0, +<]).
Beispiel M.18.2. Sei ) eine nichtleere Menge. Dann gilt £*(2,B(Q2)) = A(Q, [0, +00]).

Bemerkung M.18.8. Sei (2,2() ein nichttrivialer mefbarer Raum. Dann ist £(Q,2) C
EX(Q, ).

Beweis. Kombiniere Definition M.18.2 und Bemerkung M.18.4. |
Bemerkung M.18.9. Seien (2, () ein nichttrivialer mefbarer Raum, f € M(€,2, R) und
p € (0,+00). Dann gehéren T, f~ und |f|P jeweils zu £*(Q,2).
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Bemerkung M.18.10. Sei (€2,2() ein nichttrivialer mefbarer Raum. Sei f € &£*(£, ).
Dann ist f eine 2-(B; N [0, +-00])-mefbare Abbildung.

Lemma M.18.3. Sei (2,2() ein nichttrivialer mekbarer Raum sowie f,g € £*(2,2).
Dann gilt:

(a) Sei « € [0,400]. Dann gilt af € £*(2, ).

(b) Esist f+g €& (Q,2)

(c) Esist f-ge&(Q,).

(d) Esist sup{f, g} € £* (2, A).

(e) Bs ist inf{f, g} € £(Q, ).

(f) Sei g € A(%2,(0,+00)). Dann gehéren £ und L zu £4(Q, ).

Beweis. Wegen f,g € A(Q, [0, +00]) gehoren die unter (a)-(f) betrachteten Abbildungen
zu A(£, [0, +0o0]). Es bleibt also nur noch deren 2I-Bj-MeRbarkeit zu zeigen. Diese ergibt
sich im Fall von « - f bzw. f + g bzw. f - g bzw. sup{f, g} bzw. inf{f, g} baw. g bzw.

1 sogleich aus Folgerung M.17.5 bzw. Teil (a) von Satz M.17.6 bzw Satz M.17.9 bzw.
Folgerung M.17.7 bzw. Folgerung M.17.4. |

Bemerkung M.18.11. Seien (€2,2() ein nichttrivialer meftbarer Raum sowie A € 2(. Dann
gilt:

(a) Sei f e &*(Q,A). Dann gilt 14f € £*(Q,2A).
(b) Sei f € M(Q, 2, R). Dann gilt 14|f| € £*(Q,20).
Beweis.

(a) Wegen A € 2 sowie den Bemerkungen M.18.3 und M.18.8 gilt 14 € £*(Q,2A).
Hieraus folgt wegen f € £*(Q,2). mittels Teil (c) von Lemma M.183 nun 14 - f €
EX(Q, ).

(b) Wegen Bemerkung M.18.9 gilt | f| € £*(2,2). Hieraus folgt mitels (a) dann 14-|f| €
EX(Q, ).
|

Bemerkung M.18.12. Seien (,2() ein nichttrivialer mefbarer Raum, Q C 2\{0} und
g € A(Q,[0,+00]). Es bezeichne g, die Spur-o-Algebra von 2l iiber . Tm Fall Q = Q
sei G := g und im Fall Q C Q sei G : Q — [0, +00] definiert gemaf

[ g(w) fallsweQ
9(w) = { 0, falls we Q\Q

Dann gilt:
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(a) Esist g = Rstr.gG.
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist g € £(Q,A).
(ii) Esist G € £*(,2).
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung M.17.10. |

Lemma M.18.4. Seien (€, 2l) ein nichttrivialer mefbarer Raum und (fy,)nen eine Folge
aus £*(2,2(). Dann gehoéren sup f,, inlf\] fn,limsup f,, und liminf f, jeweils zu £*(Q,2A).
ne n—oo

neN n—00
Beweis. Da (f,)nen eine Folge aus A(€, [0, +00]), sind alle vorbetrachteten Funktionen

aus A(€, [0, 400]) und folglich wegen Satz M.17.10 dann aus £*(Q,2A). |

Lemma M.18.5. Sei (2,2() ein nichttrivialer mefbarerer Raum sowie I ein Abschnitt
von N. Weiter seien (ag)rer bzw. (fi)rer Folgen aus [0, +oo] bzw. £%(2,2). Dann gilt

> ofi € EX(Q, ).
kel
Beweis. Im Fall eines endlichen I folgt die Behauptung aus den Teilen (a) und (b) von

S
Lemma M.18.3. Im Fall von I = N folgt die Behauptung wegen > oy fr =sup Y. axf
kel seN k=1
aus Lemma M.18.4 und dem schon Gezeigten. |

Es folgt nun das Hauptresultat dieses Abschnitts. Fs besitzt fundamentale Bedeutung
fiir den von uns gewéhlten Auftbau der Integrationstheorie.

Satz M.18.1. Seien (£2,2) ein nichttrivialer mefsbarere Raum und f € £*(Q, ).

(a) Sei n € N Dann gilt:
(al) Fiir k € {1,...,n2"} wird definiert

A (£ < f<ELY fallsk € {0,1,..,n2" — 1}
e {f=n} , falls k = n2™.

Dann ist (Ag,)?2, eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus 2 und es

n2m
gilt | Apn = Q.
k=0
n2™
(a2) Seiuy, := > 2%114%. Dann ist u, € £(Q,2A) sowie [n2"+1, (%)Zi%, (Akn)zga]
k=0

eine Normaldarstellung von u, und es gilt u, < up41.

(b) Es gilt f = sup uy,.
neN

(c) Sei f zudem beschrankt. Dann gilt: li_>m SUP,cq |un(w) — f(w)] = 0.
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Satz M.18.2. Sei (€, Q) ein nichttrivialer meRbarer Raum und bezeichne £(Q,2A) die
Menge aller f € A(2, R) fiir die es eine monoton wachsende Folge (up),,cy aus £(Q,2A)
gibt mit sup,cy un = f gilt. Dann gilt £(Q,A) = £*(2, ). Beweis. Aufgrund der Teile
(a2) und (b) von Satz M.18.1 gilt

EX(Q,) C E(Q,) (1)

Sei nun f € £(Q, ). Dann gibt es eine monoton wachsende Folge (uy,), .y aus (£, 2A)
mit

f =supuy,. (2)

neN

Wegen Bemerkung M.18.8 ist dann (u,),,cy eine Folge aus £*(€2,2l). Hieraus folgt wegen
(2) mittel Lemma M.18.4 dann f € £*(92,2). Es ist also

E(Q,A) C E(Q,A). (3)
Wegen (1) und (3) ist dann £(Q,2) = £*(Q, 2A). [ |

Bemerkung M.18.13. Seien Q und Q' nicht leere Mengen, (y,),,c eine Folge aus A(€2,€Y')
sowie A" € P(). Fiir jedes w € Q sei Ja(w) := {n € N: y,(w) € A’}. Die Abbildung
Ty Q — NU{+oo} sei definiert geméf

_f minJa(w), falls Jar # 0
Tww) = { too  falls Juy = 0.

Weiter sei n € NU {4o00}. Dann ist

y;H(A) ,falls n =1
(TR (En}) = { Ty (AN INGZ0 v  (\A)], falls n € N\{1}
ﬂyj_l(Q’\A’) , falls n = +o0.

Interpretieren wir den Parameterbereich N der Folge (yn),cy als Zeitbereich, so be-
schreibt die in Bemerkung M.18.13 fiir A" € P(Y') eingefiihrte Abbildung Ty, dann also
gerade den Zeitpunkt des ersten Besuches der Folge (yn),,cy in A’

Satz M.18.3. Seien (2, 2) und (€', 2’) nichttriviale mekbare Rédume, (y,),,cy eine Folge
von A-2'-mefbaren Abbildungen aus A(£2, Q') sowie A’ € . Es sei T4/ wie in Bemer-
kung M.18.13 definiert. Dann gilt T4 € £*(Q,2).

M.19. Einige mit einem Maliraum assoziierte Klassen von Borel-melibaren
Funktionen

Wir legen in diesem Abschnitt einen nichttrivialen Mafkraum (2,2, 1) zugrunde und
assoziieren mit diesem spezielle Teilklassen von M(Q,2;R), bzw. M(€,2;R), welche
spater eine wesentliche Rolle in der Integrationstheorie spielen werden.
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Bemerkung M.19.1. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum sowie K € {R,R}. Es be-
zeichne Mo (2,2, u; K) die Menge aller f € (Q,2(; K), welche der Beziehung {f # 0} €

N, geniigen. Dann gilt Mo(2, 2, 1; R) = Mo(Q, 2, ; R) N A(Q, R).

Beweis. Dies folgt aus Bemerkung M.17.4. |

Beispiel M.19.1. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum und A € P(Q2). Dann gilt:
a) Esist {14 # 0} = A.

b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist 14 € Mo(2,2, 1; R).
(ii) Esist A € N,.

Lemma M.19.1. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum sowie K € {R,R}. Dann gilt:

a) Seien f,g € Mo(Q, 2, u; K), wobei im Fall K = R die Summe f + g wohldefiniert
sei. Dann gilt f+ g € Mo(Q,2, u; K).

b) Seien f € Mo(Q, 2, p; K) und g € M(Q,2, u; K). Dann gilt f-g € Mo(Q, 2L, u; K).

¢) Seien f € My(2,2, pu; K) und o € K. Dann gilt o - f € Mo(2, 2, u; K).

d) Seien f € Mo(Q, 2, u; K) und p € (0, 400). Dann gilt |f|P € Mo(Q,2, 1; K).

e) Seien f,g € My(Q,2, u; K). Dann gehoren inf{ f, g} und sup{f, g} zu Mo(Q, 2, u; K).
f) Sei f € Mp(Q,2, u; K). Dann gehdren f™ und f~ zu Mo(Q, 2, u; K).

Satz M.19.1. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Dann ist Mo (€2, 2, p; R) ein zwei-
seitges Ideal (und somit also insbesondere eine Unteralgebra) der R-Funktionenalgebra
M(Q, A R).

In unseren Spéteren Betrachtungen werden wir im Falle eines vorgegebenes nichttri-
vialen Mafraums (€, 2(, ©) hiufig auf Situationen gefiihrt, in denen zwei Funktionen aus
M(Q,2;R), deren Differenz in Mo(€Q, 2, u; R) liegt, den ,gleichen Effekt* erzeugen. Die-
sem Phiinomen wird durch Ubergang zur Faktoralgebra

M(Q,2, 3 R) == M(Q, 4 R) /Mo (2,2, ; K)
Rechnung getragen.

Definition M.19.1. Sei (€2, p) ein Metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B und
sei € M4 (Q,B).

a) Unter dem Spektrum Spec (1) von p verstehen wir die Menge aller z € Q, welches
fir jedes r € (0, +00) der Bezichung K,(z,r) ¢ N, geniigen.

b) Die Menge Res (1) := Q\Spec (i) heikt Resolventermenge von .
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Bemerkung M.19.2. Seien (€2, p) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B und
bezeichne o das Nullmaf auf (2, B). Dann gelten Spec (0) = () und Res (0) = Q.

Beispiel M.19.2. Seim € N und bezeichne \(™) das Lebesgue-Borel-MaR auf (R™, B,y,).
Dann gelten Spec (A(™) = R™ und Res (\™)) = 0.

Satz M.19.2. Seien (€, p) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B und p €
M (Q,B). Dann gelten Spec (1) € A(€, p) und Res () € O(, p).

Satz M.19.3. Seien (£, p) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B und p €
M, (2, B). Weiter sei A € O(1, p) so gewihlt, dak AN Spec (u) # O erfiillt ist. Dann gilt
A¢N,.

Beweis. Sei x ein nach Voraussetzung existierender Punkt aus A N Spec (u). Wegen
A€ O(Q,p) gibt es dann ein r € (0, +00) mit

K,(x;r) C A. (1)
Wegen x € Spec (u) gilt

Ko(z;1) ¢ N, (2)
Wegen (1) und (2) folgt aus der Isotonie von p dann A ¢ N,. [ |

Folgerung M.19.1. Sei (€2, p) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B und
sei p € M4 (9, B), so gewihlt, dak Spec (1) = Q erfiill ist. Weiter sei A € O(Q, p)\{0}.
Dann gilt A ¢ N,.

Beweis. Nach Voraussetzung gelten A € O(Q, p) und AN Spec(u) = ANQ = A # (.
Hieraus folgt mittels Satz M.19.3 dann A ¢ N,,. [ ]

Beispiel M.19.3. Sei m € N. Weiter sei A € O(R™, pgrm)\{0}. Dann gilt A ¢ N m).
Beweis. Wegen Beispiel M.19.2 ist Spec (A™) = R™. Damit liefert Folgerung M.19.1
dann A ¢ Nym). [ |

Satz M.19.4. Sei (Q, p) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B und sei 1 €
M (Q, B) so gewahlt, dak Spec () = Q erfiillt ist. Dann gilt:

a) Sei f € C((p), (R, ppr) N Mo(2, 2, 1 R). Dann gilt f = 1.

b) Seien f,g € C((2,p), (R, ppr)) so gewdhlt, dak f — g € Mo(,2, p; R) erfiillt ist.
Dann gilt f = g.

Beweis.

a) Wegen f € C((2p), (R, ppr)), R\{0} € O(R, ppr) und {f # 0} = f~H(R\{0}).
folgt mittels Satz M.15.7 dann

{f #0} € O(Q,p). (1)
Wegen f € Mo(Q,2, 1; R) gilt
{f#0} e Ny (2)

Wegen Spec (1) = Q sowie (1) und (2) liefert Folgerung M.19.1 dann {f # 0} = 0.
Somit ist f = 1.
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b) DaC((£, p), (R, pgr)) ein linearer Raum iiber R ist, gilt f—g € C((2, p), (R, per))-
Hieraus folgt wegen (a) dann f — g = 1y, also f = g.

[ |
Beispiel M.19.4. Sei m € N. Dann gilt.
a) Sei f € C(R™, pggm), (R™, pprm)) N Mo(R™, By, \™: R). Dann gilt f = 1.
b) Seien f,g € C((R™, pgrm), (R™, pprm)) so gewdhlt, dak f—g € Mo(R™, By, (M) R)
erfiillt ist, Dann gilt f = g.

Satz M.19.5. Sei (Q,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum. Es bezeichne M?(Q,2; R)
die Menge aller beschrinkter Abbildungen aus M (Q,2;R). Dann ist M?(Q, A;R) eine
Unteralgebra der R-Funktionenalgebra M (£, 2; R).

M.20. u-wesentlich beschrankte Funktionen

Wir legen in diesem Abschnitt einen nichtrivialen Mafraum (€2, 2, p) zugrunde und neh-
men unter Heranziehung des Systems N, der u-Nullmengen eine Abschwéichung des Be-
schriinkheitskonzepts fiir Funktionen aus M (2, 2l; R) vor.

Lemma M.20.1. Sei (€2,%, x) ein nichttrivialer Mafraum.
Die Abbildung Ny, M(Q,A;R) — [0, 4+00] sei definiert geméf

s ot (suplioyp(e] - 96w )

BeN, \wen
Sei f € M(Q,2%R) und sei Ky, : {a € [0, +00) : {|f| > @} € N, }. Dann gilt

[ infKCy,, falls € # 0
Noo,u(f) = { +oo , falls K = 0.

Definition M.20.1. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum und f € M(Q,2;R). Dann
heifit f eine p-wesentlich beschrinkte Funktion, falls Nu ,(f) € [0, +00) erfiillt ist.

Fiir K € {R,R} bezeichne £>(2,2l, u; K) die Menge aller p-wesentlich beschréinkter
Funktionen aus M(,2; K).

Bemerkung M.20.1. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Dann gilt £°(Q, 2, u; R) =

L2, 2, 1, R) N A(Q,R).
Bemerkung M.20.2. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum und f € M®(Q,2; R). Dann
gilt f e £2°(Q,2A, u;R) und N ,(f) < sup f(w).

wel

Beweis. Man wihle B = () in der Definition fiir Noo ,,(f)- [ |

Bemerkung M.20.3. Sei (Q, 2, u) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien K € {R, R} und f €
M (Q,2; K).Dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:
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a) Esist f € £L2(Q,2A, u; K).
b) Es gibt ein By € N, fiir das 1o\, - | f| € MP(Q, 2 R) erfiillt ist.
Lemma M.20.2. Sei (Q,%, 1) ein nichttrivialer Mafraum und K € {R,R}. Dann gilt:
a) Sei f € M(Q,2; K). Dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist Noou(f) = 0.
(ii) Esist f € Mo(Q,2, u; K).
b) Esist Mo(Q, 2, p; K) C L°(Q, 2, 1; R).

v3lm
Lemma M.20.3. Seien (Q,2, u) ein nichttrivialer Mafraum und K € {R,R}. Dann 26.10.2009
gilt:

a) Seien f,g € L>®(Q,2, yu; K), wobei im Fall K = R die Summe f + g wohldefiniert
sei. Dann gelten f+ g € £L2°(Q, 2, pu; K) sowie Noo ,(f + 9) < Noo u(f) + Noo,u(9)-

b) Seien f,g € L>*(Q, 2, u; K). Dann gelten f-g € L%, 2, p; K) sowie Noo ,,(f-9) <
Noou(f) - Noou(9)-

c) Seien f € L°(Q,A, u; K) und a € R. Dann gelten o - f € £°(Q, 2, u; K) sowie
Noou(af) =l Noou(f)-

d) Seien f € L®(Q,A, u; K) und p € (0,400). Dann gelten |f|P € L®(Q,A, u; K)
sowie Noo,pu(| ) = [Noo,u(f)IP-

e) Seien f,g € L>(Q,2, pu; K). Dann gehoren inf{ f, g} sowie sup{f, g} zu L%(Q, A, u; K)
und es gelten Noo (inf{f,g}) < Noou(|f[+[g]) sowie Neo n(sup{f, 9}) < Neo (| f+
l9])-

f) Sei f € £2(Q,2A, u; K). Dann gilt {fT, f~} C L>®(Q,2, u; K).

Satz M.20.1. Sei (Q,2, ) ein nichttrivialer Mafkraum. Dann gilt:

a) Bsist £2°(Q,2A, u; K) eine Unteralgebra von M?(, 2; R).

b) Sei Neo ik = RSt £oo (0,90, 1) Noo - Dann ist Nog .k €ine Seminorm auf £%°(Q, 2, u; K).

M.21. Integrationstheorie
M.21.1. Das Programm

Vorgegeben seien ein nichttrivialer Mafraum (Q, %2, 1) und ein f € A(Q, R). Wir fassen f
als Wichtungsfunktion auf und stellen uns das Problem €2 beziiglich dieser Wichtung zu
messen. Wir werden dieses Problem durch den Aufbau der Integrationstheorie 16sen. Bei
der Einfilhrung des Integralbegriffs folgen wir einem Weg, der von W.H. Young vorge-
schlagen wurde und der sich auf die Benutzung monotoner Folgen stiitzt. Dieser Zugang
zeichnet sich dadurch aus, dass von vornherein auch unbeschrinkte Funktionen und Mafs-
rdume unendlichen Mafes einbezogen werden. Die konstruktive Integraldefinition liefert
automatisch fiir viele Aussagen einen effizienten Beweissatz.

M-79



M.21.2. Das Integral von (2, 2)-Elementarfunktionen

Unser Aufbau eines Integralbegriffs wird in mehreren Schritten vollzogen. Wir betrachten
einen nichttrivialen Mafraum (2,2, ). Im vorliegenden Abschnitt werden wir das Inte-
gral fiir Funktionen aus £(2, %) einfithren und erste Eigenschaften dieser Konstruktion
diskutieren. Unsere Definition des Integrals basiert auf dem Begriff der Normaldarstellung
(ND)

Lemma M.21.2.1. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum. Weiter sei u € £(£2,2)
und es seien [n, (a;)7_y, (A;)}—] sowie [m, (B)iL,, (Bk)jL,] jeweils Normaldarstellungen
von u. Dann gilt

> aiu(A)) = Bep(Br).
j=1 k=1

Lemma M.21.2.1 berechtigt uns zu folgender Begriffsbildung.

Definition M.21.2.1. Sei (2,2, i) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter sei u € £(£2,2)
und es sei [n, (o)}, (4;)7_;] eine Normaldarstellung von u. Dann heift die in [0, +-o0]

=1
gelegene Zahl
/ udp = Z%‘M(Aj)
Q =

das p-Integral von wu.

Beispiel M.21.2.1. Sei (Q,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum und bezeichnet f die Null-
funktion auf Q. dann ist f € £(Q,2A) und es gilt [, f du = 0.

Bemerkung M.21.2.1. Seien (€2, 2L, u) ein nichttrivialer Makraum und A € . Dann gelten
14 € E(Q,2) sowie [, 1adp = pu(A).

Beweis. Wegen Bemerkung M.18.3 gilt 14 € £(Q,2l). Setzen wir nun oy := 1, ag := 0
und A4; := A, Ay := Q\A, so ist [2, (aj)?:p(Aj)?:l] eine Normaldarstellung von 1y4.

2
Somit ist nach Definition M.21.2.1 dann [, 1adpu = Y ajp(A;) = 1-u(A)+0-u(Q\A) =
J=1
p(A).

Beispiel M.21.2.2. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer mefsbarer Raum und sei p das Null-
maf auf (Q,2). Weiter sei v € E(Q,A). Dann gilt [ udp = 0.

Beispiel M.21.2.3. Seien (Q2,2l) ein nichttrivialer meSbarer Raum sowie w € Q. Es
bezzeichne €, 9 das Dirac-Mak auf (2, 21) mit Einheitmasse in w. Weiter sei u € £(€, ).
Dann gilt [, ude, g = u(w).

Satz M.21.2.1. Seien (Q,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum sowie u,v € £(Q,2(). Dann
gilt

a) Sei a € [0,+00). Dann gelten o - u € E(Q,A) sowie [a-udp=a- [udp.
Q Q
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b) Esist u+v € E(Q,A) und es gilt [(u+v)du= [udp+ [vdu.
Q Q Q
¢) Sei u <wv. Dannist [udpu < [ovdp.
o) )

Folgerung M.21.2.1. Sei (2,2, p) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter seien n € N
n
sowie (a;)7_; bzw. (A;)]_; Folgen aus [0,+00) bzw 2. Dann gilt > ;- 14; € £(Q,2)

Jj=1
sowie

[OZ 0 1a)di =" a5 u4),
o J=1 j=1

Folgerung M.21.2.2. Seien (2,2, i) ein nichttrivialer Mafraum sowie u,v € £(2,2).
Dann gehoren inf{u, v} und sup{u,v} zu £(Q,A) und es gilt

/inf{u,v} du < inf{/udu,/vdu} < sup{/udu,/vdu} < /sup{u,v} dp.
Q Q Q Q

Q Q

Lemma M.21.2.2. Seien (2,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum sowie u, v Mafe auf
(Q,2) mit p < v. Weiter sei u € £(Q,2). Dann gilt

/udug /udu.

Q Q

Lemma M.21.2.3. Seien (£2,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum, I ein Abschnitt von
N, (tn)ner eine Folge aus M (Q,2A) sowie (an)ner eine Folge aus [0, +00). Weiter sei
u € E(Q,2A). Dann gelten > appu, € M4 (Q,2) sowie

nel
/ud(z Qpfin) = Zan/ud,u,n.
Q nel nel Q

Satz M.21.2.2. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum sowie Q € A\{0}. Es be-
zeichne g die Spur-o-Algebra von 2L in 2. Dann gilt

a) Es ist 2g eine o-Algebra in Q mit 2y € A und setzt man pg = Rstr.g, p, so ist
pe ein Mafs auf (Q,Qlﬁ).

b) Sei f € £(Q,2) und sei fg := Rstr.g f. Dann gelten 15-f € £(Q, ), f5 € 5((2,9[@)

sowle
/1Q'fd,u:/f0duﬁ.
Q

Q
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M.21.3. Das Integral nichtnegativer meBbarer Funktionen

Sei (9,2, 1) ein nichttrivialer Makraum. Dann besteht das Ziel dieses Abschnitts darin,
das p-Integral auf Funktionen aus £*(2, fA) auszudehnen. Hierbei werden wir wesentlich
von der in Satz M.18.1 erhaltenen Darstellung einer Funktion f € £*(Q, fA) als Supre-
mum einer monoton wachsenden Folge von Funktionen aus £(12,2) Gebrauch machen.
Unser Vorgehen wird mafgeblich durch folgendes Resultat bestimmt

Lemma M.21.3.1. Sei (Q,2, 1) ein nichttrivialer Mafiraum. Weiter seien eine monoton
wachsende Folge (up)neny aus £(,2A) und eine Funktion u € £(2,2) derart gewihlt,
dass u < sup u,, erfiillt ist. Dann gilt

neN
/udu < sup/und,u.
nENQ

Q

Beweis. Wegen u € £(2,2() gibt es nach Bemerkung M.18.4 dann ein k£ € N sowie
Zahlen
oty o0 € [0, +00) 1)

und Mengen
A, A e (2)

mit
k
u:Zaj-lAj. (3)
=1

Wegen (1)-(3) liefert Folgerung M.21.2.1 dann

k
/Udﬂ = aju(4)). (4)
j=1

Q
Sei
a € (0,1). (5)
Weiter sei
n € N. (6)
Dann wird definiert
By, := {u, > au}. (7)

Wegen u € £(£2,2) und (5) liefert Teil (a) von Lemma M.18.2 dann
au € £(,). (8)

Wegen £(Q2,A) C M(Q,2;R), uy, € £(Q,2) und (8) gehoren u, und die B, zu M(,2A; R).
Hieraus ergibt sich bei Beachtung von (7) mittels Folgerung M.17.1 dann

B, €. 9)
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Wegen (9) liefert Bemerkung M.18.3 dann
1p, € £(Q,2). (10)
Wegen u € £(£2,2) und (10) liefert Teil (c¢) von Lemma M.18.2 dann
u-1lp, € E(Q,2). (11)
Wegen (11) und (5) liefert Teil (a) von Satz M.21.2.1 nun

aulp, € E(2,A) (12)
sowie
/auan dp = oz/uan dp. (13)
Q Q

Aus (7) und der Nichtnegatitdt von u,, folgt die Ungleichung
Uy > aulp, . (14)

Wegen u,, € £(Q,20), (12) und (14) liefert Teil (c) von Satz M.21.2.1 dann

/undu > /auan dpu.

Q Q
Hieraus folgt wegen (13) dann
/un dp > a/uan dp. (15)
Q Q
Unter Verwendung von (3) sowie Teil (c) von Bemerkung M.18.2 ergibt sich
3) k k
:Za ;o lp, = (ajla,1p,) Zale B, (16)
j=1 j=1
Sei
jed{l, ..k} (17)

Da 2 eine o-Algebra in  ist, folgt bei Beachtung von (17), (2) und (9) mittels Teil (b)
von Satz M.4.1 dann
A;N B, € (18)

Wegen u,, < uy,y1 folgt aus (7) dann B, C B,,41. Hieraus folgt
Aj NB, C Aj N Bpy1- (19)

Unter Beachtung von (16),(1),(17) und (18) ergibts sich mittels Folgerung M.21.2.1 dann

/uanduz/ Zale nB,)du = Za],uA N By). (20)

Q Q J=1
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Wir zeigen nun, dass |J B, = Q erfiillt ist. Es gilt

neN
neN neN
Sei
we (@\B). (22)
neN

Aus (6),(7) und (22) folgt fiir alle n € N dann
0 <up(w) < a-u(w). (23)

Aus (23) und (5) ergibt sich
u(w) > 0. (24)

Unter Beachtung von (23), (5) und (24) folgt dann

sup up (w) < au(w) < u(w),
neN

was im Widerspruch zu Voraussetzung u < sup u,, stiinde. Somit ist (1) (2\B,) = 0, also

neN neN
wegen (21) dann
UB.=2 (25)
neN
Wegen (25) gilt dann
UJ@inB,) =4;n(|J Bn) =4;n0 =4, (26)
neN neN

Wegen (6), (18), (19) und (26) folgt aus der Unterhalbstetigkeit von p

u(4;) = u(|J (450 BL)) = lim p(A; 0 By). (27)
neN

Unter Verwendung von (4), (17), (27) und (20) folgt nun

4 & .
Judp =37 o5u(A;) =" 3 oy lim p(A; N By)]
O =1 —00
n ) (28)
= lim  a;u(A; N By,) lim [w-1p,du.

Da (un)nen eine monoton wachsende Folge aus £(£, ) ist, liefert Teil (¢) von Satz
M.21.2.1, dass ([ up dp)nen eine monoton wachsende Folge aus R ist. Somit gilt
Q

sup/un dp = lim /un dp. (29)
neN n—oo
Q Q
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Unter Beachtung von (29), (6), (15) und (28) folgt dann

(29) . (6),(15)
sup/und,u = hﬁm /undu > lim [a~/u-13n dp]
Q Q

neN n—oo
Q

= - [lim u-andM]:a-/ud,u.

n—00
Q Q

Hieraus folgt bei Beachtung von (4) dann

/udu: lim [o- /udu <sup/undu
a—1-0 neN
Q

Q
|

Satz M.21.3.1. Sei (Q,2(, ) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien (u,)nen und

(Un)nen monoton wachsende Folgen aus £(£2,2() mit sup u,, = sup v,. Dann gilt
neN neN

sup/un dp = sup/vn dpu.
neN neN
Q Q

Beweis. Sei k € N. Dann gilt:

2y, < SUp iy = SUP, 1)
neN neN
und
v < SUp Uy = SUp Up,. (2)
neN neN

Aufgrund der Wahl der Folgen (up,)nen bzw. (vp)nen ergibt sich bei Beachtung von (1)
bzw. (2) mittels Lemma M.21.3.1 dann:

/uk dup < sup/vn dp bzw. /’Uk dup < sup/un du.
neN neN
Q Q Q Q

Hieraus folgt nun:

sup/uk du < sup/vn du bzw. sup/vk dp < sup/un dpu.
Q Q

keN neN keN neN
Q Q
Es ist also sup [ u, dp = sup [ v, dp. [ |
neNQ neNQ
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Folgerung M.21.3.1. Seien (Q,%2, ) ein nichttrivialer Mafraum, v € £(£,2) und

(un)nen €ine monoton wachsende Folge aus £(€2,2() mit sup u,, = u. Dann gilt
neN

/udu:sup/und,u.
nENQ

Q

Beweis. Fiir n € N sei v, := u. Dann ist (vy,)nen eine monoton wachsende Folge aus

E(Q, ) mit sup v, = u. Hieraus folgt dann supu,, = sup v, also mittels Satz M.21.3.1
neN neN neN

dann sup [u, =sup [v, = [supv,du = fudu |
neNQ neNgQ Q neN

Satz M.21.3.1 und Folgerung M.21.3.1 fithren uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition M.21.3.1. Sei (2,2, x) ein nicht trivialer Mafraum. Weiter seien f €
E*(2,20) sowie (up)nen eine nach Satz M.18.1 existierende monoton wachsende Folge
aus £(2,2) mit supu, = f. Dann heift die in [0, oo] gelegene Zahl

neN

/fd,u —sup/undu
neN

Bemerkung M.21.3.1. Sei (2,2, i) ein nicht trivialer Mafraum. Weiter seien f € £*(Q, )

sowie (up)nen eine monoton wachsende Folge aus (€2, ) mit supu, = f. Dann ist die
neN
Folge ( [ uy dp)nen konvergent im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn und es gilt:
Q

/fd/l:nh_g}o/undy.
Q Q

Beweis. Wegen Teil (c) von Satz M.21.2.1 ist die Folge ([ uy, dp1)nen monoton wachsend.

das p-Integral von f.

Q
Hieraus folgen mit Definition M.21.3.1 dann alle Behauptungen. |
Beispiel M.21.3.1. Sei (Q2,21) ein nichttrivialer mefsharer Raum und sein p das Nullmaf
auf (Q,2A). Weiter sei f € £5(Q,2). Dann gilt [ fdu=0.
Q

Beispiel M.21.3.2. Seien (2,2) ein nichttrivialer mefsbarer Raum und w € ). Es
bezeichne €, o das Dirac-Mal auf (2,2() mit Einheitsmasse in w. Weiter sei f € £*(Q, ).

Dann gilt [ fde, o = f(w).
0

Satz M.21.3.2. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum sowie f,g € £*(2,2(). Dann
gilt:

(a) Sei a € [0,00]. Dann gelten - f € £*(Q,2) sowie [afdp=«a- [ fdp.
Q Q
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(b) Es gelten f+ g € £(Q,2). Sowie [(f+g)dpu= [ fdu+ [gdp.
Q Q Q

(c) Sei f <g.Dann gilt [ fdu < [gdp.
Q Q

(d) Seien ag, a0 € [0,00] sowie A1, Az € A derart beschaffen, dass die Ungleichung
o114, < f < ag-1a, besteht. Dann gilt aq - (A1) < [ fdp < ag - p(Az).
Q

Folgerung M.21.3.2. Sei (Q2,%, i) ein nichttrivialer Makraum und bezeichne f die auf
) konstante Funktion mit Wert co. Dann gelten f € £*(Q2,2) sowie

/fd,u:{ 0 , falls u(82)
Q

=0
+o0, falls u(92) € (0,
Folgerung M.21.3.3. Seien (Q, %A, ;1) ein nichttrivialer MaRraum sowie f € M(Q,2;R).
Dann gelten {|f], fT, f7} C E*(Q,A) sowie [|fldp= [fTdu+ [ f~dp.

Q Q Q

Das nachfolgende Resultat, welches auf Beppo Levi (1875-1961) zuriickgeht, ist von
fundamentaler Bedeutung fiir die Integrationstheorie.

Satz M.21.3.3 (Satz von der monotonen Konvergenz). Seien (£2,2, 1) ein nichttrivia-
ler Mafiraum sowie (f,)nen eine monoton wachsende Folge aus £*(€2,2). Dann gelten

sup fn € £¥(02,2) sowie
neN

neN

Q/ (sup fu) i = sup / b dn

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Folge (v, )nen aus £(, 2() mit folgenden
Eigenschaften:

(i) (vp)nen ist monoton wachsend.

(ii) Es ist sup v, = sup fp.
neN neN

(iii) Fiir alle n € N gilt v, < fp.

Sei
Wegen f, € £*(,2) gibt es nach Satz M.18.1 dann eine monoton wachsende Folge
(ukn)ren aus E(2,2A) mit

Sup Ugn = fn (2)
keN

Sei
k € N. (3)

M-87



Dann wird definiert;:
Vg = sup Ukn, - (4)
ne{l,....k}
Da (ug,)k_, eine Folge aus £(€2,2) ist, folgt wegen (4) mittels Teil (a) von Lemma M.18.2
dann

v € E(Q, ). (5)

Da fiir n € N nach Konstruktion ug, < ug41, erfiillt ist, folgt aus (4) dann

Vg = SUp Ugp, < SUD  Ugtln = Uktl- (6)
ne{l,...,k} ne{l,....,k+1}
Sei
w € N. (7)

Wegen (4) gibt es dann ein n,, € {1, ..., k} mit

(W) = Ukn,, (w)- (8)
Wegen (2) gilt
Ukn, (@) < fr, (W)- (9)
Da die Folge (fy)nen monoton wachsend ist und da n,, € {1, ..., k} erfiillt ist, gilt dann
o (@) < fr(w). (10)
Aus (8) bis (10) folgt nun
op(w) < fr(w). (11)
Wegen (7) und (11) gilt dann
sup v < sup fy. (12)
keEN keEN
Aus (4) folgt fiir
ne{l, ..k} (13)
weiterhin
Uk < Vg (14)
Sei
n € N. (15)
Aus (13) bis (15) folgt dann
sup Uk, < sup V. (16)
ke{n,n+1,...} ke{n,n+1,...}

Da die Folge (uky)ren nach Konstruktion monoton wachsend ist, gilt unter Beachtung
von (2) dann

2
sup Ukn = SUP Ukn (:) In- (17)
ke{n,n+1,...} keN
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Wegen (6) gilt

Sup v = sup vg. (18)
ke{n,n+1,...} keN
Aus (16) bis (18) folgt nun
fn < sup vg. (19)
neN
Wegen (15) und (19) gilt dann
sup fp, < sup vy. (20)
neN neN
Aus (12) und (20) folgt nun
sup fn, = sup v. (21)
neN neN

Wegen (3), (5), (6), (11), (21) wird dann via (4) eine Folge (vp,)nen aus E(2,2A) definiert,
welche die Eigenschaften (i) bis (iii) besitzt. Da (fy)nen eine Folge aus £ (€2, ) ist liefert
Lemma M.18.4 dann

sup fn € EX(Q,A). (22)
neN
Wegen (22), (i) und (ii) ergibt sich mittels Definition M.21.3.1 dann
/sup fndp = sup/vn dp (23)
neN
Q

Fiir n € N folgt wegen (iii) mittels Teil (c¢) von Satz M.21.3.2 nun [v,dp < [ f, dp.
Q Q

Hieraus ergibt sich

Sup/vn du < sup/fn dp. (24)
neN neN
Aus (23) und (24) folgt nun
/ sup fr, dp < sup / fndp. (25)
neN neN
Fiir n € N gilt andererseits f, < sup fi. Hieraus folgt fiir n € N bei Beachtung von
keN
frn € EX(2,2) und (22) mittels Teil (¢) von Satz M.21.3.2 dann
[ tndn< [su fian
keN
Q Q
Somit ist
sup/fn dp < /sup fredp. (26)
nENQ O keN

Aus (25) und (26) folgt nun

neN

sup / Indp = / sup Jrdp.
5 €
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Folgerung M.21.3.4. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum sowie (f,)nen eine
n
Folge aus £*(,2). Dann ist lim > fr € £*(Q,2A) und es gilt

[ i 3= i 3 [ i

Beweis.
Sei n € N. (1)

Dann wird definiert .
k=1

Da (fx)}_, eine Folge aus £*(£2,2) ist, folgt aus (2) mittels Teil (b) von Satz M.21.3.2
dann zum einen

sp € EX(,A), (3)

sowile

3

fody Satz M.21.3.2 Z/fk dp. (4)

=1 k=1 Q

[ |
Q k

Q
Da (fr)ken einen Folge aus A(€2, [0, 00]) ist, folgt aus (1) und (2) dann

Sp < Sp1- (5)

Wegen (1), (3) und (5) liefert der Satz M.21.3.3 dann zum einen

sup s, € £°(,2A) (6)
neN
sowie
/sup Spdp = sup/sn dp. (7)
neN neN
Wegen (1), (5) und (2) gilt
sup s, = lim s, = lim fr- 8

Wegen (1) und (5) ergibt sich mittels Teil (c) von Satz M.21.3.2, dass (f Sn, d,u> eine
Q

neN
monoton wachsende Folge aus [0, oo] ist. Hieraus folgt
sup/sn dp = lim /sn dp. (9)
neN n—oo
Q Q

M-90



Wegen (6) und (8) gilt dann
Tim Y fu € £5(Q,).
k=1
Die Kombination von (8), (7), (9), (1) und (4) erbringt weiterhin

S ® @ O .01
/nll_{go]ﬂzlfkdu = /supsndu = sup/snd,u = nh_}rrgo Snd,u = hm Z/fkdu
o =

neN neN -1
Q Q - Q

Unser néchstes Ziel besteht darin, ausgehend von einem nichttrivialen messbaren Raum
(©,20) und einem Mak p auf (2,2) via Integration von Funktionen aus £*(£2,2) eine
Familie neuer Mafe auf (2,2) zu erzeugen.

Satz M.21.3.4. Seien (2,2, u) ein nichttrivialer Mafraum, sowie f € £*(Q,2). Es sei
pg oA — [0, +o00] fiir A € A (unter Beachtung der nach Teil (a) von Bemerkung M.18.11
giiltigen Beziehung 14 - f € (2, 2A)) definiert gemék: py(A) := [ 14 - f dp. Dann gilt:

(a) Esist uyr € Mo (Q,).

(b) Esist pup(Q) = [, fdu.
(¢) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist pp € M8 (Q,9).
(ii) Esist [, fdu € [0,400).
(d) Sei g € £4(Q,2). Dann gilt:
(d1) Es gelten g - f € £*(Q,2) sowie (uf)g = [o 9 dpy-
(d2) Es gilt (1uf)g = pg.s-
(e) Sei B €. Dann ist 15 € £*(2,2) und fiir A € A gilt p1,(A) = u(ANB).
(f) Es gelten 2 € A sowie p1, = p.

(g) Seisogar f € A(£,(0,+00)). Dann gelten % € &*(Q,2A) sowie (Mf)% = L.

Folgerung M.21.3.5. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum, sowie f € £*(Q,2).
Weiter seien I ein Abschnitt von N sowie (Ag)rer eine Folge von paarweise disjunkten
Mengen aus 2. Dann gilt:

(a) Esist (14, - f)ker eine Folge aus £*(Q,2), > (14, - f) € £*(2,2A) und es gilt:
kel

/[Z(uk ]du > [ 1

Q kel kel Q
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(b) Essei |J A = Q. Dannglltffdu— S [1a, - fdu.
kel kel Q

Folgerung M.21.3.6. Seien (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum, sowie f eine Funktion
aus £X(2,2) N A(Q[0, +00)) mit ffdu € [0, +00). Weiter sei (ay)nen €ine monoton

wachsende Folge aus [0, +00) mit sup ap, = +00. Dann ist (1{¢>q,) - f)nen eine Folge aus
neN

E*(Q,20) und es gelte nhﬁngog{ I>a,fdp = 0.

Folgerung M.21.3.7. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum, sowie f eine Funktion

aus £(Q,2A)mit [ fdu € (0,+00). Es sei g := fduf Dann ist g € £*(2,2) und es gilt
Q

fg € ML(Q,2).
Satz M.21.3.4 fithrt uns auf folgende Begriffsbildung.
Definition M.21.3.2. Seien (2,2() ein nichttrivialer mefbarer Raum sowie p,v €

M (Q,20). Dann heifst v ein p-stetiges Mak, falls es ein f € £%(Q,2A) mit v = uy
gibt. Jedes solche f heifst dann eine Dichteversion von v beziiglich p.

Satz M.21.3.5. Sei (Q,2, u) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien I ein Abschnitt
von N sowie (fi)ker bzw. (ak)ker eine Folge aus £*(€Q,2() bzw. [0, +00]. Dannist > ay fx €

kel
E*(,A) und es gilt

K apfy = Zak‘/’l’fk'
kel kel
Beispiel M.21.3.3. Seien (2,2, u) ein nichttrivialer Mafraum und und A eine Menge
aus A mit p(A) € (0,400). Es bezejchne vy die (in Definition M.6.1) eingefiihrte pu-
Gleichverteilung auf . Weiter sei f := )1,4 Dann gelten f € £*(Q,A) sowie vg = py.

Satz M.21.3.6. Seien (£2,2[) ein nichttrivialer mefbarer Raum sowie p,v Male auf
(Q,2) mit p < v. Weiter sei f € £*(Q,2). Dann gilt

[tan< [rav
Q Q

Satz M.21.3.7. Seien (€,2() ein nichttrivialer mefsbarer Raum, I ein Abschnitt von N
sowie (ug)rer bzw. (ag)rer Folgen aus My (Q,2() bzw. [0, 4+00). Weiter sei f € £*(Q,2).
Dann gelten > appr € M4 (2,2) sowie

kel
/fd > k) = ak/fd,uk
kel

kel

Beispiel M.21.3.4. Seien (2,2l) ein nichttrivialer mefsbarer Raum, I ein Abschnitt von
N, sowie (wg)rer bzw. (o )ker Folgen aus Q bzw. [0,400). Weiter sei f € £*(Q,21). Dann

gelten > aye,, o € M4 (Q,2) sowie ffd Z Qpeua) = 2 apf(wg).
kel kel

Beweis. Kombiniere Satz M.21.3.7 und B61sp1el M.21.3.2. |
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Lemma M.21.3.2. Seien (Q,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum, sowie € (A\{0}).
Es bezeichne 2 die Spur-o-Algebra von 2 in €. Weiter sei f € £*(€2,2A) sowie fq :=
Rstr.g f. Dann gilt:

(a) Es gelten 1g - f € £*(Q,2A), sowie fg € £5(Q,Ag).

(b) Es sei (an)nen eine monoton wachsende Folge aus £(£2,2) mit supa, = f. Dann
neN
gilt:

(bl) Esist (15an)nen eine monoton wachsende Folge £(£2,2() mit sup 1ga, = 15f.
neN
(b2) Fiir n € N sei a,, o := Rstr.qa,. Dann ist (a, g)neny mit supa, o = f5.
b b nEN b
Satz M.21.3.8. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum sowie Q € 2A\{0}. Es be-
zeichne 2 die Spur-o-Algebra von 2 in 2. Dann gilt:

(a) Es ist A eine o-Algebra in Q mit Ay C A und setzt man pg := Rstr.g p, so ist
pe ein Mafks auf (€,2g).

(b) Seien f € £*(2,2A) und f5 := Rstr.qf. Dann gelten: 1lof € £*(Q,2A), fo €
g*(Q,QlQ) sowie lefd,U,: fQ fQ d,uQ.
Q

(c) Seig € £5(Q,Ag). Im Fall Q = Q, sei G := gund im Fall Q C Qsei G : Q — [0, +oc]
. " g(w) , falls w € Q
fi : = -
definiert gemék: G(w) { 0 falls w € O\,
Dann gelten G € £*(Q,2A) sowie [Gdp = [ gdpg.
Q &

M.21.4. Einige Ungleichungen von Tschebyschev und Markov

Wir betrachten in diesem Abschnitt folgende Situation: Gegeben seien ein nichttrivialer
Mafraum (Q,%2, 1), K € {R, R}, sowie eine Funktion f € M(£,2l; K). Dann sind wir
daran interessiert, fiir o € (0,+00) die Groke p({|f| > a}) geeignet abzuschitzen. Wir
studieren diese Aufgabenstellung unter Zugrundelegung geeigneter Intergrierbarkeitsvor-
raussetzungen an die Funktion f. Diese Problemstellung wurde vor dem Hintergrund der
Anwendung in der W.Theorie bereits im 19. Jahrhundert intensiv in der in St. Peters-
burg wirkenden Schule von P.L.Tschebyschev (1821-1884) untersucht. Neben Tscheby-
schev selbst erziehlte insbesondere dessen Schiiler A.A.Markov (1856-1922) bedeutende
Resultate zur genannten Problematik. Wir studieren in diesem Abschnitt den Ideenkreis
der Ungleichungen vom Tschebyschev-Markov-Typ und geben erste Anwendungen dieser
Ungleichungen. Vorrausschauend sei erwéahnt, dass insbesondere in der W.Theorie die
ausergewdhnliche Wirksamkeit dieser Ungleichungen zum Tragen kommen wird.

Anmerkung: Da diese Ungleichungen sehr wichtig sind, sind sie oft Bestandteil von
Priifungen.
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Satz M.21.4.1. Seien (Q,%, i) ein nichttrivialer Makraum, K € {R,R} und f €
M(Q,2; K). Die Funktion ¢ : [0, +00] — [0,400] sei monoton wachsend und es gelte
d7H((0,+00)) # 0. Sei a € p71((0, +00)). Dann gelten {|f| > a} € A, po|f| € EX(Q,2A),

sowile

1
W({If] > a}) < ¢<a>9/(¢° )y

Beweis. Wegen f € M(Q,2; K) gilt nach Bemerkung M.17.9 dann

{Ifl = a} e (1)

Da ¢ monoton wachsend ist liefert Satz M.17.15 dann ¢ € M([0, +o0], B1 N[0, +-00], R).
Hieraus folgt wegen ¢ € A([0, +o0], [0, 4+00]) dann

¢ € E*([0,+00], By N[0, +00]). (2)

Wegen f € M(,2; K) und der nach Bemerkung M.17.4 giiltigen Inklusion M (Q,2;R) C
M(,2;R) liefert Bemerkung M.18.10 dann die 2-(B; N [0, +00])-Mefbarkeit von |f|.
Hieraus sowie aus der wegen (2) vorliegenden (B N [0, +00])-B;-Mefibarkeit von ¢ folgt
mittel Satz M.15.3 die A-Bi-Mefbarkeit von ¢ o |f|. Hieraus folgt wegen ¢ o |f| €
A(Q, [0, 4+00]) dann

o|f] € EX(Q,). (3)
Weil ¢ Werte in [0, +00] annimmt, gilt dies auch fiir ¢ o | f|. Somit ist
olfl = 1gszar(@o|f]). (4)
Da ¢ monotn wichst, gilt.
Lpzap (@0 [f]) = [0(a)]1q)f15a}- (5)
Aus (4) und (5) folgt dann.
o lfI = [p(a)]1fjf1zay- (6)

Wegen (3),(1),(6) und ¢(«) € (0,+00) folgt mittels Teil (a) von Satz M.21.3.2 dann
f(¢ £l dﬂ) > [¢(a)]D[n({|f] = o})]. Hieraus folgt wegen ¢(a) € (0, +-00) dann u({|f] =

a1 J(@olf])du. |

Q

Satz M.21.4.2 (Ungleichung von Tschebyschev). Seien (2,2, ) ein nichttrivialer Maf-
raum, K € {R,R} und f € M(Q,2A; K). Weiter seien a,p € (0,+00). Dann gelten
{lf| > a} e, |f| € £4(2,A) und

u(lifl = ah < - [ 117 an
Q

Beweis. Sei ¢,[0, +00] — [0, +00] definiert gemék = — xP. Wegen der Bemerkung M.17.8
ist ¢, dann monoton wachsend und zudem gilt ¢, *((0,+00)) = (0, +00). Hieraus folgen
wegen |f|P = ¢, o f folgen mittels Satz M.21.4.1 dann alle Behauptungen. [ |

M-94

v34m
03.11.2009



Folgerung M.21.4.1. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum, K € {R,R} und p €
(0, +00). Weiter sei f € M(Q,2; K) so gewdhlt, daf [, [f[Pdu € [0,+00) erfiilllt ist.
Dann gilt lima— 400 u({|f| > a}) = 0.

Satz M.21.4.3. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter seien f € M(Q,2;R).
Dann gilt:

a) Fiir k € Nsei Ay, := |f|7!([k,k +1)). Dann ist (A),cy eine Folge aus 2 und es
gilt Dopen k- 1(Ar) < [ [f1dp < p(Q) + FXpen b - 1(Ag).
b) Sei p endlich. Dann gilt:
(bl) Esist ({|f| < k})ken eine Folge aus 2 und es gilt
S ou{IfI < kY =) k- p(Ar)

keN keN

, sowie

S u{If1 < kD) S/Q\fldu < (@) + 3 u{If] < kD).

keN keN

(b2) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) Esist [, |f]dp € [0,+00).
(i) Bs ist Sy ({11 < k) € [0, +00).
(b3) Sei (i) erfiillt. Dann gilt lim, oo n - p({|f] > n}) = 0.
(b4) Sei L R\N) = 0. Dann gile [, |f]dp = e ({11 < }).

M.21.5. Integration numerischer Funktionen

Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Dann besteht das Hauptziel dieses Abschnitts
darin, den bisher fiir Funktionen aus £*(Q,2) erklarten Integralbegriff auf eine geeig-
nete Teilklasse von M(Q,2;R) auszudehnen. Wegen Bemerkung M.18.9 gilt fiir f €
M(,2;R) dann {fF, f~} C £*(Q,2A). Hierdurch werden wir auf folgende Begriffsbil-
dung gefiihrt.

Definition M.21.5.1. Sei (Q, 2, 1) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter sei f € M(Q,2A; R).
Dann heifst f quasi-p-intergrierbar bzw. y-integrierbar, falls inf{fQ frdu, fQ f-du} €
[0, +00). bzw. sup{ [, [T du, [o f~ du} € [0,400) gilt. In beiden Féllen heift dann die

Zahl
[ raws= [ rran= [ 1

das p-Integral von f. Fiir K € {R,R} bezeichnen £'(9,2, u; K) die Menge aller p-
integrierbaren Funktionen aus M(Q,%; K).
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Bemerkung M.21.5.1. Sei (2,21, 1) ein nichttrivialer Mafraum. Dann gilt £1 (2,20, u; R) =
L1, 2, 1;R) N A(Q,R).

Beweis. Dies folgt aus Definition M.21.5.1 und der nach Bemerkung M.17.4 giiltigen
Beziehung M(Q, 2 R) = M(Q,2;R) N A(Q,R). [ |
Bemerkung M.21.5.2. Sei (Q, A, 1) ein nichttrivialer MaRkraum. Weiter sei f € £1(Q, 2, i; R).

Dann ist f quasi-u-integrierbar.

Beispiel M.21.5.1. Sei (Q,21) ein nichttrivialer mefbarer Raum und bezeichne u das
Nullmaf auf (Q, ). Weiter sei f € M(2,2;R). Dann gilt f € £1(Q,2, ;3 R) und [, f dp =
0.

Beispiel M.21.5.2. Sei (€2,%1) ein nichttrivialer mefbarer Raum und sei w € . Es be-
zeichne €, 9 das Dirac-Mak auf (Q, ) mit Einheitsmasse in w. Weiter sei f € M(Q,A;R).
Dann gilt:

a) Es ist f quasi-e, g-integrierbar und es gilt [, f de, o = f(w).
b) Folgende Aussagen sind dquivalent

(i) fist e, g-integrierbar.

(ii) Esist f(w) € R.

Bemerkung M.21.5.3. Sei (92,2, i) ein nichttrivialer Mafiraum. Weiter sei f € M(Q,2A; R).
Dann gilt

a) Sei f € A(Q,[0,400]), bzw. f € A(Q,[—00,0]). Dann ist f quasi-u-integrierbar
und es gilt [, fdu € [0,400], bzw. [, fdu € [—00,0]. Hierbei ist f genau dann
p-integrierbar, wenn [, fdu € [0,+00), baw. [ fdu € (—o0,0].

b) Die Funktion |f| ist quasi-u-integrierbar.

c) Sei f quasi-u-integrierbar. Dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist p-integrierbar.
(ii) Esist [, fdueR.
Bemerkung M.21.5.4. Sei (2,2, p) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter sei u,v € £*(£2,2)N
L9, 2, p;R). Dann gilt u+ v € £*(Q,2A) N LY D, 2A, 15 R).
Beweis. Kombiniere Teil (b) von Satz M.21.3.2 mit Teil (a) von Bemerkung M.21.5.3.
|

Satz M.21.5.1. Sei (©,2l, 1) ein nichttrivialer Makraum. Weiter sei f € M(Q,2;R).
Dann gilt

a) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) fist p-integrierbar.
(i) f* und f~ sind p-integrierbar.
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(iii) Es gibt nichtnegative p-integrierbare Funktionen u,v auf Q mit f = u — v.

(iv) Es gibt eine nichtnegative p-integrierbare Funktion g auf Q mit |f| < g.

(v) |f| ist p-integrierbar.

b) Sei (i) erfiillt. Weiter seien u und v nichtnegative p-integrierbare Funktionen auf
mit f =wu — v. Dann gilt fodu = fQud,u — vad,u.

Beweis.

a)

»(1) = (#4)" Aus (i) folgt

sup [ 1+ ap, [ £ dup € fo.+o0). (1)
Q Q
Wegen (i) und Bemerkung M.21.5.2 ist f quasi-u-integrierbar. Es gilt also
wt{ [ £ du, [ 1 du) € o, +o0). )
Q Q
Aus (1) und (2) folgt dann
|t dne oo g
Q
und
/ f~dp €[0,400). (4)
Q

Wegen {f*, [~} C M(Q,2;R) N A(Q, [0, +00]) sowie (3) bzw. (4) liefert Teil
(a) von Bemerkung M.21.5.3 dann die p-Integrierbarkeit von f und f~. Es
gilt also (ii).

+(17) = (i49)" Wihlt man w := f* und v := f~, sow gilt f = v — v und es sind u

und v nichtnegativ sowie wegen (ii) auch p-integrierbar. Es gilt also (iii)

»(i13) = (iv)"* Da nach (iii) nun f = u — v erfiillt ist, sowie u und v nichtnegativ

sind gelten f=u—v<u<u+vund — f=—(u—v) <v < wu+v. Hieraus
folgt nun
|f] = sup{f,—f} Su+w. (5)

Da u und v nach (iii) nichtnegativ und p-integrierbar sind, ist u 4+ v nach Be-
merkung M.21.5.4 dann eine nichtnegative p-integrierbare Funktion. Hieraus
und aus (5) folgt die Eigenschaft (iv).

2 (iv) = (v)* Wegen f € M(Q,2;R) gilt nach Bemerkung M.18.9 dann

|fl € £ (2, 2). (6)
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Nach Wahl von g gilt

g € EX(Q,). (7)
Wegen (iv) gilt
fl<g. (8)
Wegen (6)—(8) liefert Teil (¢) von Satz M.21.3.2 dann
o< [1nldn< [ g (9)
Q Q

Da g nach (iv) nichtnegativ und p-integrierbar ist, liefert Teil (a) von Bemer-
kung M.21.5.3 dann

/ gdp €0, 400). (10)
)

Aus (9) und (10) folgt dann [, |f|du € [0, +00). Hieraus folgt bei Beachtung
der Nichtnegativitdt von |f| mittels Teil (a) von Bemerkung M.21.5.3 die p-
Integrierbarkeit voon |f|. Es gilt also (v).

»(v) = (1) Da |f| nichtnegativ ist, folgt wegen (v) mittels Teil (a) von Bemer-
kung M.21.5.3 dann

[ 1#1du € o.+cc). (1)
Nach Bemerkung M.18.9 gelten
{FH I c e @), (12)
Weiterhin gelten
fr<fr+f=1f (13)
und
o+ =11 (14)
Wegen (12) sowie (13) bzw. (14) liefert Teil (c) von Satz M.21.3.2 dann
0< [ Frdus [ 17ld (15)
Q Q
bzw.
0< / fmdn < / £ldu (16)
Q Q

Wegen (11),(15) und (16) gilt dann sup{ [, f* dp, [, f~ du} € [0,400). Somit
ist f dann p-integrierbar. Es gilt also (i).

b) Nach Vorausetzung gilt w —v = f = f* — f~. Hieraus folgt

u+t f-=v+f*F (17)
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Da die Funktionen w,v, f~ und f* nach Voraussetzung sowie wegen (a) sdmt-
lich nichnegativ und p-integrierbar sind folgt wegen (17) mittels Teil (b) von
Satz M.21.3.2 dann

Q/udwr/gf‘du:/Q(quf‘)du:/Q(erf*)du:/dequ/Qf‘du (18)

sowie wegen Teil (a) von Bemerkung M.21.5.3 weiterhin

{/Qudu,/g)vdu,/gj“rdlu,,/ﬂf_du} € [0, +0). (19)

Aus (18) und (19) folgt dann [, fdu= [ fHdu— [o f~dp= [qudu— [vdp.
|

Folgerung M.21.5.1. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Makraum und f € M(Q,2;R).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent

a) Esist f € £1(Q, 2, s R).
b) Esist |f| € £1(Q, 2, s R).
Beweis. Kombiniere Satz M.21.5.1 und Bemerkung M.21.5.1. |

Satz M.21.5.2. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter seien f,g € £L(Q, 2, u; R)
so gewihlt, daf f + g definiert ist. Dann gilt f 4+ g € £1(Q, 2, u; R) sowie Jof+gdu=
Jo fdu+ [ogdp.

ab™ , falls a € [0, +00)

. iy i Jr —
Bemerkung M.21.5.5. Seien a € Rund b € R. Dann gelten (a-b) { lalb*, falls @ € (—oo,0)

sowie (ab)~ = ab™ , falls a € [0, +00)
W “\ lalb, falls @ € (—o0,0)

Satz M.21.5.3. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter seien f eine quasi-yu-
integrierbare numerische Funktion auf 2 sowie o € R. Dann gilt

a) Esist - f quasi-u-integrierbar und es gilt [, af dp =« [, fdp.
b) Sei f p-integrierbar. Dann ist af p-integrierbar und es gilt [, af du = a [, fdu.

c) Sei a # 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent
(i) fist p-integrierbar.
(ii) af ist p-integrierbar.

Bemerkung M.21.5.6. Seien a,b € R so gewihlt, dak a < b erfiillt ist. Dann gelten
at <btunda >b".

Satz M.21.5.4. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum. Dann gilt
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a) Seien f und g quasi-y-integrierbare Funktionen auf Q mit f < g. Dann gilt [, fdu <
Jogdp.

b) Seif eine quasi-y-integrierbare numerische Funktion. Dann gilt | [¢, fdu| < [q [f]dpu.

Beweis. Idee: Beachte Bemerkung M.21.5.6 und verwende Teil (c) von Satz M.21.3.2.
|

Satz M.21.5.5. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Dann gilt

a) Sei f € A(2,R). Dann sind folgende Aussagen dquivalent
(i) Esist f € LY(Q,2A, 15 R).
(i) Bs gilt {f*, f~} C L1225 R),

(iii) Esist f € M(Q,2;R) und es gibt eine nichtnegative p-integrierbare numeri-
sche Funktion g auf Q mit |f| < g.

(iv) Es gelten f € M(,2;R) und |f| € £1(Q,2, u; R).

b) Sei A € 2. Dann sind folgende Aussagen dquivalent
(v) BEsist 14 € LYQ, 2, 11 R).
(vi) Esist pu(A) € [0,+00).
¢) Seien f,g € LY(Q, A, u; R). Dann gehoren auch inf{ f, g} und sup{f, g} zu £L}(Q, A, u; R).
d) Seien f,g € LY(Q, A, u;R) sowie a, B € R. Dann gelten af + g € L1(,2, u; R)
sowie [o(af + Bg)dp = o [o fdu+ B [ gdpu.

e) Esist £1(9,2, u;R) ein linearer Raum iiber R.
v35m
Das nachfolgende Resultat kniipft an Satz M.21.3.4 an. Dort hatten wir im Fall eines  (9.11.2009

nichttrivialen Mafraums (2,2, ) und f € £* (2, 2A) ein Mah py € M. (2, 2A) konstruiert.
Wir studieren nun die p¢-Integrierbarkeit von Funktionen aus M (€, 2;R).

Satz M.21.5.6. Seien (2,2, ) ein nichttrivialer Makraum, f € £*(Q,2) und g €
M(Q,2;R). Dann gilt
a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) g ist quasi-u-integrierbar.
(ii) g - f ist quasi-u-integrierbar.
b) folgende Aussagen sind dquivalent:
(iii) g ist pp-integrierbar.
(iv) g- f ist p-integrierbar.

c¢) Sei (i) erfillt. Dann gilt [gdus = [g- fdp.
Q Q
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Satz M.21.5.7. Seien (£2,2() ein nichttrivialer mefbarer Raum sowie I ein Abschnitt

von N. Weiter seien (pn)ner bzw. (ap)ner Folgen aus M (Q,2A) bzw. [0,400). Es sei
W= > appy,. Dann gilt
nel

a) Esist p € M4(Q,2).

b) Sei f € £Y(Q,2, 1 R) N[N LY(Q,A, py; R)]. Dann gilt
nel

Q/fdu:Zan~Q/fdun.

nel

Satz M.21.5.8. Seien (£2,2) ein nichttrivialer mefkbarer Raum sowie (ipn)neny bzw.
(an ) nen Folgen aus M4 (Q,20) bzw. [0, +00). Weiter sei p:= Y apnpiy. Dann gilt
neN
a) Esist p € My (Q,2).

b) Sei f € M(Q,2;R). Dann gilt
(bl) folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist f € L1(Q, A, s R).
(ii) Esist > ap - [|f]dpn < +oo.
neN Q
(b2) Sei (i) erfiillt und sei (v, )nen eine Folge aus (0, +00). Dannist f € [ £Y(Q, 2, in; R)
und es gilt el

/fdu:Zan-/fdun.
Q Q

neN

Beispiel M.21.5.3. Sei (2,2l) ein nichttrivialer mefbarer Raum. Weiter seien (wp,)neN
bzw. (an)nen Folgen aus Q bzw. [0, +00). Es sei 1 := ) oy, - €, u. Dann gilt
neN

a) Esist p e M4 (Q,2).
b) Sei f € M(,2;R). Dann gilt
(b1) folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist f € £1(Q,2, 13 R).

(ii) Esist > - |f(wy)] < oc.
neN

(b2) Sei (i) erfiillt und sei (a,)nen eine Folge aus (0,+00). Dann ist (f(wn))neN
eine Folge aus R und es gilt [ fdu= > o - f(wn).
Q neN

Beweis. Kombiniere die Sitze M.21.5.7 und M.21.5.8 und Beispiel M.21.5.2.
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Bemerkung M.21.5.7. Es bezeichne v das Zahlmaf auf (N, PB(N)). Weiter sei (ap)nen eine
Folge aus R. Es sei f : N — R definiert geméf n — a,. Dann gilt

a) Esist f € M(N,B(N);R).

b) folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist f € LY(N,B(N),;R)
(i) Esist Y |an| < +oo.

neN
¢) Sei (i) erfiillt. Dann gilt [ fdv = " ap.
N neN
Beweis. Wegen v = ) ¢, py) folgt alles aus Beispiel M.21.5.3. |

neN
Satz M.21.5.9. Sei (2,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum. Weiter seien s € N sowie
(tn)s—1 bzw. (ay)s _; Folgen aus My (£2,2) bzw. (0, +00). Dann gilt:
S
a) Esist > appn € ML (Q,2).
n=1

b) Sei K € {R,R}. Dann gilt:
(b1) Esist LY, 20, 3 anpin; K) = () LY A, pin; K).
n=1

n=1

(b2) Sei f € LY, Y anpn; K). Dann gelten f € [ LYQ, A, pn; K) sowie
n=1 n=1
ffd(Z Qnfln) = an‘ffdﬂn-
Q n=1 n=1 Q

Beispiel M.21.5.4. Sei (2,2l) ein nichttrivialer mefsbarer Raum. Weiter seien s € N,
S
(wn)5—1 bzw. ()5 —, Folgen aus Q2 bzw. (0,400). Es sei j1 := ) e, a. Dann gilt
n=1

a) Esist p € My(Q,2).
b) Sei f € M(9,2;R). Dann gilt
(b1) folgende Aussagen sind dquivalent
(i) Esist f € LY(Q,2A, u; R).
(ii) Es ist (f(wp))s_, eine Folge aus R.
c) Sei (i) erfiillt. Dann ist (f(wy))nen eine Folge aus R und es gilt [ fdu =Y ay, -
Q n=1
f(wn).
d) Es gilt £L1(Q, 2, 1; R) = M(Q,2;R).
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Bemerkung M.21.5.8. Seien s € N und I, := {1,..., s}. Es bezeichne v das Z&hlmaf auf
(Is,B(Is)). Dann gilt:

a) Esist L1(I5,B(Ls),v;R) = A(I;, R).

b) Sei (an)ners eine Folge aus R und sei f : I, — R definiert geméf n — a,. Dann
S
gelten f € £1(157q3(15)aV;R) und fde = Z Q-
Q

n=1

Satz M.21.5.10. Seien (0,2, x1) ein nichttrivialer Mafraum sowie Q € 2\{#}. Es be-
zeichne 2Ag die Spur-o-Algebra von 2 in 2. Dann gilt:

a) Es ist Ay eine o-Algebra in Q und setzt man P = Rstrag p, so ist o ein Mak auf
(€, Ag).
b) Sei f € M(Q,2;R) und sei fg := Rstr.qf. dann gilt
(bl) Es gelten 1q - f € M(Q,2;R) sowie fg € M(,2A5;R).
(b2) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) 1g - f ist quasi-p-integrierbar.
(ii) fg ist quasi-pg-integrierbar.
(b3) Folgende Aussagen sind dquivalent
(iii) 1g - f ist p-integrierbar.
(iv) fq ist pg-integrierbar.
(b4) Sei (i) erfiillt. Dann gilt hfl@ - fdu :f{fﬁ dpig-

c) Sei g € M(Q,5;R). Im Fall @ = Q sei G := g und im Fall Q C Qsei G: Q — R
g(w) , falls we Q

definiert gemif G(w) = { 0, falls w e Q\Q

Dann gilt:
(c1) Esist G € M(Q,2;R).
(c2) folgende Aussagen sind dquivalent
(i) G ist quasi-u-integrierbar.
(ii) g ist quasi-ug-integrierbar.
(c3) folgende Aussagen sind dquivalent
(iii) G ist p-integrierbar.
(iv) g ist pg-integrierbar.

(c4) Sei (i) erfiillt. Dann gilt [ Gdp = [ gdug.
Q Q
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M.21.6. Einige Aussagen iiber die Rolle der u-Nullmengen in der

Integrationstheorie

Beim weiteren Ausbau der Integrationstheorie wird das System N, der p-Nullmengen
eine wesentliche Rolle spielen. Die folgenden Resultate geben bereits erste Aufschliisse
hieriiber.

Satz M.21.6.1. Seien (2,2, p1) ein nichttrivialer Mafraum und f € £*(€,2(). Dann gilt:

a) Esist {f #0} e 2L
b) folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Es ist S{fdu =0.
(ii) Esist {f # 0} € N,.
Beweis.
a) Nach Wahl von f gilt insbesondere
f e M(Q,2:R). (1)
Wegen (1) liefert Folgerung M.17.2 dann
{f#0 e )
b) Da f nichtnegativ ist, gilt {f # 0} = {f > 0}. Hieraus folgt wegen {f > 0} =

Ui{f=> %} dann

neN

y£0=Utr> 1 g
neN
Sei n € N. (4)

Wegen (1) und (4) lielfert Satz M.17.3 dann

2 yen (5)

Da f nichtnegativ ist, gilt

1

oo lgpey s T (6)
Wegen f € £%(Q,2() sowie (5) und (6) liefert Teil (d) von Satz M.21.3.2 dann

o< ulrz o p< [rdn o
Q

. (i) = (i4)". Wegen (i) folgt aus (4) und (7) fir n € N dann {f > 1} € N,
Hieraus folgt bei Beachtung von (3) mittels Teil (d) von Satz M.5.1 dann
{f #0} € N,,. Es gilt also (ii).
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»(71) = (4)“. Sei
n € N. (8)
Weiter sel
Up =1 Loy (9)
Wegen (8) und (9) und (2) liefert Folgerung M.21.2.1 dann

up € E(2,2A) (10)

sowie [, dp=mn-p({f # 0}), also wegen (ii) dann
Q

/undu:(). (11)

Q
Aus (8) und (9) folgt weiterhin

Un § Un+1- (12)

Wegen Bemerkung M.18.8 gilt £(2,2) C £*(Q,2A). Hieraus folgt bei Beach-
tung von (8), (10) und (12), dass (un)nen eine monoton wachsende Folge aus
E*(2,20) ist. Somit erbringt die Anwendung des Satzes von der monotonen
Konvergenz (vgl. Satz M.21.3.3) dann

sup u, € £*(2,2A) (13)
neN

und bei zusétzlicher Beachtung von (8) und (11) weiterhin

/(sup up) dp 5M21.33 sup / Uy, dp L0 sup 0 = 0. (14)
neN nENQ neN

Fiir w € Q gilt wegen (8) und (9) nun

iggn , falls w € {f # 0} {+OO falls w € {f # 0}

0 ,fallswe {f =0}

ilégun(w) - sggo Jfallswe {f =0} —

Hieraus folgt dann

f< sugun. (15)
ne

Wegen f € £*(Q,2), (13) und (15) ergibt sich mittels Teil (¢) von Satz
M.21.3.2 sowie zusétzlicher Beachtung von (14) dann

Og/fd,ug/supund,u(lé)O.
neN
Q Q

Somit ist [ fdu = 0. Es gilt also (i).
)
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Folgerung M.21.6.1. Sei (9,2, 1) ein nichttrivialer Makraum. Weiterhin seien f und
g Funktionen aus £1(, 2, u; R), fiir welche f < g und {f < g} € A\N, erfiillt ist. Dann

gilt
/fd,u</gdu.
Q

Q
Beweis. Wegen Teil (d) von Satz M.21.5.5 gelten

g— €L (2% mR) (1)
und
/(g—f)du—/gdu—/fdu- (2)
Q Q Q

Wegen (1) ist g— f € M(0,2(;R). Hieraus folgt mittels Bemerkung M.17.4 dann g — f €
M(Q,2; R). Hieraus folgt wegen f < g dann

g—[fe& (). (3)
Wegen f < g gilt {g — f # 0} = {f < g}. Hieraus folgt wegen {f < g} € A\N,, dann
{g—f#0} € AN, (4)
Wegen (3) und (4) liefert Satz M.21.6.1 dann

| a=Ddne 0+l (5)
Wegen (1) und (5) gilt dann

o= £)due 0.+ ©)
Aus (2) und (6) folgt dann (jz“ fdu < g{ gdp. n

Folgerung M.21.6.2. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum, dann gilt:
a) Seien A € N, und f € M(Q,2;R). Dann gelten 14 - f € £Y(Q,2, 4;R) und [ 14-
fdu=0. ?
b) Sei f € Mo(,2, u; R), dann gelten f € £1(92,2, u; R) und S{fdu =0.

' v36m
Beweis. 10.11.2009
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(a) Sei zunéchst

fe& Q). (1)

Wegen A € N, ist A € 2. Hieraus folgt wegen (1) mittels Teil (a) von Bemerkung
M.18.11 dann

1a-fe& (). (2)
Wegen (2) liefert Teil (a) von Satz M.21.6.1 dann
{la-f#0} e (3)
Weiterhin ist
{la-f#0}C A (4)
Wegen A € N, sowie (3) und (4) liefert Teil (b) von Satz M.5.1 dann
{14+ #0} €N, )
Wegen (2) und (5) ergibt sich mittels Teil (b) von Satz M.21.6.1 dann
/1A-fdu:0. (6)
Q
Sei nun B
fe M(Q,24R). (7)
Wegen Teil (¢) von Bemerkung M.17.7 gilt
f=fr—rf. (8)
Wegen (7) liefert Bemerkung M.18.9 nun
{fHryce ). (9)
Wegen (9) und dem schon gezeigten (vergleiche (1) und (6)) gelten dann
/1A-f+du:O (10)
Q
und
/1A-fdM:0. (11)
Q

Wegen Bemerkung M.21.5.5 gelten weiterhin
(a-fF=1a-f" (12)

und

(la-f)"=1a-f". (13)
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Aus (10) und (12) bzw. (11) und (13) folgt dann

/(1A-f)+d,u:0bzw. /(1A-f)_du:0.

Q Q

Hieraus folgt wegen Definition M.21.5.1 dann
1a-feLNQA R)

sowie / / /
La-fdu= [(Aa-f)Tdu— [(a-f)"du=0-0=0.
Q Q Q

(b) Wegen f € Mo(Q,2, 1;R) gilt {f # 0} € N,,. Hieraus folgen bei Beachtung von
[ = 1{20y - f mittels (a) dann

fe L, u;R) und /fdu:().
Q

Folgerung M.21.6.3. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum und v ein u-stetiges Mafs
auf (©,20). Dann ist v absolutstetig beziiglich p (vergleiche Definition M.8.1).

Beweis. Nach Wahl von v gibt es ein f € £*(Q,2) mit v = uy. Hieraus folgt fiir A € N,
mittels Teil (a) von Folgerung M.21.6.2 dann

o(A) = ps(4) = [ 14 fu=0.
Q

Es ist also A € NV,. Somit ist NV, € N,,, d.h. v ist absolutstetig beziiglich p. [ |

Folgerung M.21.6.4. Seien (£2,2) ein total atomarer Raum, p € M (Q,2) sowie v
ein p-stetiges Maf auf (Q,%(). Dann gilt v € M (2, 2).

Beweis. Sei w € Q. Wegen € MG (Q,2) ist dann {w} € N,,. Hieraus ergibt sich bei
Beachtung der nach Folgerung M.21.6.3 giiltigen Inklusion N, C N, dann {w} € N,.
Somit ist v € M (,2). [ |

Beispiel M.21.6.1. Siem € N und bezeichnet (™) das Lebesgue-Borelmaf auf (R™, B,,).
Weiter sei v ein \™)-stetiges Maf auf (R™, B,,). Dann gilt v € MS(R™, By,).

Satz M.21.6.2. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum, K € {R,R} und h € A(Q, K).
Dann gilt:

(a) Sei A € 2. Dann gilt:
(al) Sei h quasi-u-integrierbar. Dann ist 14 - h quasi-p-integrierbar.
(a2) Sei h € LY(Q, A, pu; K). Dann gilt 14 - h € LY(Q, A, u; K).
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(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist {h #£ 0} € N,
(ii) Fiir alle A € A gelten 14 -h € L1, A, ; K) und [14-hdp = 0.
Q
Satz M.21.6.3. Sei (2,2, p1) ein nichttrivialer Mafraum. Dann

(a) Seien f,g € £*(Q,2A) so gewdhlt, dass {f # g} € N, erfiillt ist. Dann gilt:

Q/fduzzgdu-

(b) Seien f,g € M(,2;R) mit {f # g} € N,. Weiter sei f quasi-u-integrierbar bzw.
p-integrierbar. Dann ist g quasi-u-integrierbar bzw. p-integrierbar und es gilt

Q/fduzg/gdu-

Folgerung M.21.6.5. Sei (9,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter seien f,g €
EX(Q,A) so gewdhlt, dass {f # g} € N, erfiillt ist. Dann ist pp = pg.
Beweis. Sei

Aed (1)
Wegen (1) liefert Teil (a) von Bemerkung M.18.11 dann
{la-fla-g} CE(QA). (2)
Wegen £%(Q, ) C M(Q,2;R) und (2) liefert Satz M.17.5 dann
{la-f#1a-g}eA (3)
Weiterhin ist
{la-f#1a- gt ={f#9}NACH{S # g} (4)
Wegen {f # g} € N, sowie (3) und (4) liefert Teil (b) von Satz M.5.1 dann
{la-f#1a-g} €Ny (5)
Wegen (2) und (5) liefert Teil (a) von Satz M.21.6.3 nun
Satz 3
n) = [1ae £ ™= 14 gdn = (). (6)
Q Q
Aus (1) und (6) folgt nun py = pg. [ |

Satz M.21.6.4. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum, f € M(Q,2;R) und g €
E* (2, ). Weiterhin mége ein B € N, mit 1\ p - |f| < g existieren. Dann gilt:
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(a) Esist |f| € £(2,2A) und es gilt [ |f|du < [gdp.
Q Q

(b) Sei g sogar u-integrierbar, dann gilt dies auch fiir f.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Tatsache, dass einer jeden u-integrierbaren Funktion
Grenzen hinsichtlich des Auftretens der Werte oo und —oo und generell hinsichtlich des
Auftretens von, von Null verschiedenen Werten gesetzt sind. Dies wird im nachfolgenden
Resultat prazisiert.

Satz M.21.6.5. Sei (Q,2, i) ein nichttrivialer Mafraum und f € £Y(Q, 2, u; R). Dann
gilt:

a) Esist {|f| = oo} € N,,.

b) Esist {f # 0} € A, AN {f # 0} C A und es ist p|yngsz0y €in o-endliches Mak auf
({f # 0L AN {f #0}).

Beweis.
a) Wegen f € L1(Q,2, u;R) gilt
f e M(Q,2;R). (1)

Wegen (1) liefert Bemerkung M.18.9 dann

fl € £7(2,2) (2)
sowie Folgerung M.17.2 weiterhin

{lf| =oc} et (3)
und

(f#0} e (4)

Wegen f € £1(Q, 2, u; R) gilt nach Teil (a) von Satz M.21.5.1 dann
Il € LY, 2, 15 R).

Hieraus folgt mittles Teil (a) von Bemerkung M.21.5.3 dann
[171du e po.o0). )
Q

Sei
a € (0,00). (6)

Aufgrund der Nichtnegativitét von |f| folgt dann

a - 1{|f\:oo} < |f‘ (7)
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Wegen (2), (3), (6) und (7) folgt mittels Teil (c) von Satz M.21.3.2 dann

Oéwumﬂ:wﬂﬁ/UMM
Q

Hieraus folgt wegen (6) nun

0< il =och < 5 [ Ifld ©
Q
Wegen (5) gilt
Jm (2 [1fdu) =0 (9)
Q

Aus (8) und (9) folgt nun {|f| = 0o} € N,.

b) Wegen (4) ist aufgrund von Teil (a) von Satz M.6.3 dann AN{f # 0} eine o-Algebra
in {f # 0} mit AN{f # 0} C A sowie pufgng 2oy wegen Teil (c) von Satz M.6.3 ein
Mafs auf ({f # 0},2A N {f # 0}). Wir zeigen nun dessen o-Endlichkeit. Es ist

g0 =dA>0= U= (10)

neN

Wegen Satz M.21.4.2 gelten fiir n € N dann {|f| > 1} € 2 und

u(l1f1 = o <ne [ 171dn
Q

also wegen (5) dann
1
p({1712 1)) € 0.00)
Hieraus folgt in Verbindung mit (10) dann die o-Endlichkeit von p|gngs-o-

Folgerung M.21.6.6. Seien (£2,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum, p € M, (£2,21)
und v ein p-stetiges Maf aus M? (Q2,21). Dann gibt es eine zu £1(€2, 2, 3 R) N E* (2, A)
gehorige Dichteversion f von v bzgl. u.

Beweis. Aufgrund der u-Stetigkeit von v gibt es ein

g €& (Q,A) (1)

V= Hg- (2)
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Wegen v € M8 (Q,2) sowie (1) und (2) folgt mittels Teil (c) von Satz M.21.3.4 dann
g€ L1215 R). (3)

Wegen (3) liefert Teil (a) von Satz M.21.6.5 nun {|g| = co} € N,,. Hieraus folgt aufgrund
der wegen g € A(, [0, 00]) giiltigen Beziehung dann

{lg| = 0o} = {g = oo}

und
{g =00} € Ny, (4)
Da 2 eine o-Algebra in Q ist, folgt aus (4) dann
O\{g = oo} €2 (5)
Sei
fi=1lo\(g=cc} " 9- (6)
Wegen (1), (5) und (6) liefert Teil (a) von Bemerkung M.18.11 dann
fe& (). (7)
Aus (6) folgt weiterhin
feAQ,R). (8)
Aus (6) folgt zudem
{f # 9} = {g = oc}. (9)
Aus (4) und (9) folgt nun
{f # 9} € N (10)
Wegen (1), (7) und (10) liefert Folgerung M.21.6.5 dann
Hf = Hg-
Hieraus folgt wegen (2) dann
V= liy. (11)

Wegen (3), (7) und (10) liefert Teil (b) von Satz M.21.6.3 dann f € L£1(Q,2, u;R).
Hieraus folgt wegen (8) dann
f e (Q,o mR). (12)

Wegen (11) und (12) ist dann alles gezeigt. [ |

Unsere nichsten Betrachtungen sind nun darauf gerichtet, im Fall eines nichttrivialen
Mafsraumes (€2, 2, 1) und eines f € £*(Q,2A) verschieden Phénomene zu studieren, welche
sich um die o-Endlichkeit des Mafses 1y ranken.

Satz M.21.6.6. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer o-endlicher Mafraum. Weiter sei f €
EX(Q2,2) so gewdhlt, dass {f = +oo} € N, erfullt ist. Dann ist p ein o-endliches Maf
auf (€2, 20).
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Folgerung M.21.6.7. Seien (€,2, 1) ein nichttrivialer o-endlicher Mafraum und f €
EX(Q,A) N A(Q,R). Dann ist p ein o-endliches Maf auf (€2,2).

Satz M.21.6.7. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum und sei f € £*(Q,2A) so ge-
wahlt, dass f1f ein o-endliches Mak auf (Q,%) ist. Dann gilt {f = +oo} € N,,.

Satz M.21.6.8. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum und sei f € £*(2,2) so ge-
wahlt, dass py ein o-endliches Maf auf (€,%2) ist. Weiter sei g € £*(£,2) so gewihlt,
dass pf = pg erfiillt ist. Dann ist {f # g} € N},

Folgerung M.21.6.8. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer o-endlicher Mafraum. Weiter seien
f,9 € EX(Q,A)NA(Q,R) so geschaffen, dass pip = piq erfiillt ist. Dann gilt {f # g} € N,.

Folgerung M.21.6.9. Seien m € N sowie f,g € £*(R™,B,,) N A(2,R). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Esist {f # g} € Nam.
(i) Bsist ALY = A0

Beweis. Beachte die o-Endlichkeit von A(™) sowie die Folgerung M.21.6.5 und M.21.6.8.
[ |

Unsere nachfolgenden Uberlegungen sind nun darauf gerichtet, im Falle eines mefbaren
Raumen (2, B), dessen o-Algebra B die Borelsche o-Algebra eines metrischen Raumes
(2, p) ist, und eine Mafes p € M, (§,B), eine ndherer Analyse der Make (us)s €
E*(Q, B) durchzufiihren.

Satz M.21.6.9. Seien (£, p) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B, u €
ML (Q,B) und f € £*(2, B). Dann gilt:

(a) Es gelten Res (1) € Res (uf) sowie Spec (pr) C Spec (u).

(b) Sei z € Q. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Esist x € Spec(uy).
(ii) Fiir alle r € (0,400) gilt K,(z;7) N {f # 0} ¢ N,..
(iii) Es gibt ein r¢ € (0, 400) derart, dass fiir alle r € (0, r] gilt
Kp($§ 7”) N {f # O} ¢ Np-
(c) Es gelte Spec (1) = Q sowie {f = 0} € N,. Dann ist Spec (uf) = €.

Folgerung M.21.6.10. Sei m € N. Weiterhin sei f € &*(R™,B,,) so gewahlt, dass
{f =0} € Ny erfiillt ist. Dann gilt Spec ((A(™);) = R™.

Beweis. Wegen Beispiel M.19.2 gilt Spec (A(™)) = R™. Nun folgt alles aus Satz M.21.6.9.
|

Satz M.21.6.10. Seien (€2, p) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B sowie
pw € MH(Q,p) und f € £(Q, p). Es bezeichne {f # 0} den Abschluf von {f # 0} in
(2, p). Dann gilt:
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(a) Es gilt Spec (ug) € {f # 0} N Spec ().

(b) Sei zusiatzlich f € C((2, p), (R, pgr)). Dann gilt:
(b1) Esist [{f # 0} N Spec (u)] C Spec (py).
(b2) Es sei {f # 0} C Spec (12). Dann gilt Spec (us) = {f # 0}.
(b3) Es sei Spec (1) = Q. Dann gilt Spec (uf) = {f # 0}.

Folgerung M.21.6.11. Seien m € N und f € £*(R™, B,,). Es bezeichne {f # 0} den
Abschluss von {f # 0} in (R™, pgprm). Dann gilt:

(a) Bs ist Spec ((A™);) € {f # 0}.
(b) Sei zusitzlich f € C((R™, pprm), (R, pprm)). Dann gilt Spec (A\™) ;) = {f # 0}.

Beweis. Wegen Beispiel M.19.2 gilt Spec (A(™) = R™. Somit liefert Teil (a) bzw. (b3)
von Satz M.21.6.10 dann (a) bzw (b). [ |

Satz M.21.6.11. Seien (2, p) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B sowie p
ein o-endliches Maf auf (€2, B) mit Spec (u) = Q. Weiter seien f und g Funktionen aus
C((, p), (R,pE,R)) N E*(S2, B)) mit iy = pg- Dann gilt f = g.

Beweis. Aus der Wahl von f und g folgt sogleich {f, g} C £*(Q, B) N A(Q,R). Hieraus
folgt bei Beachtung der o-Endlichkeit von p mittels Folgerung M.21.6.8 dann {f # g} €
Ny, also wegen {f # g} = {f — g # 0} dann f — g € Mo(, B, ;1;R). Hieraus folgt bei
Beachtung von Spec () = 2 sowie f,g € C((€2, p), (R, pgr)) mittels Teil (b) von Satz
M.19.4 dann f = g. |

Folgerung M.21.6.12. Seien m € N sowie f und g Funktionen aus £*(R™,B,,) N

C((R™, ppgrm), (R, ppr)) mit (A™); = (A(™),. Dann gilt f = g.
Beweis. Wegen Beispiel M.19.2 ist A\(™) ein g-endliches Maf auf (R™, B,,) mit Spec (A\(™)) =
R™. Hieraus folgt mittels Satz M.21.6.11 dann f = g. |

Beispiel M.21.6.2. Seien m € N und p € M (R™, B,,,). Weiter seien f € £*(R™, B,,)
und g := lgm\gm - f. Dann gelten g € E*(R™, By,) und piy = pug.
Beweis. Die Menge Q™ abzdhlbar unendlich ist, folgt wegen p € MS(R™, B,,) mittels
Bemerkung M.7.5 dann

Q™ CN,. (1)

Weiterhin ist

{f#g}cQ™ (2)
Da B, eine o-Algebra in R™ ist, folgt nun aus (1) dann R™\Q™ € B,,. Hieraus folgt
nun wegen f € EX(R™, B,,) mittels Teil (a) von Bemerkung M.18.11 dann

g€ &R, By) (3)
Wegen £*(R™, B,) € M(R™, B;R), f € E(R™, By,) und (3) liefert Satz M.17.5 dann
{f # 9} € Bm. (4)
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Wegen (1),(2) und (4) liefert Teil (b) von Satz M.21.5.1 dann

{f # 9} € Npu- ()
Wegen f € £(R™,B,,), (3) und (5) liefert Folgerung M.21.6.5 dann py = pug. [ |

Seien m € N und p € M (R'By,) (zB. p = A™). Weiterhin sei v ein p-stetiges Maf

auf (R™, B,,). Dann zeigt Beispiel M.21.6.2 welch grofe Variationsbreite in der Wahl
einer Dichteversion von v beziiglich p ist. Ist hingegen p zusétzlich g-endlich und gilt
zudem Spec (p) = R™ (wie etwa fiir g = A™). So zeigt Satz M.21.6.11, dass es aber
héchstens eine Dichteversion f € C((R™, pprm), (R, ppr)) N E*(R™, B,,) von v beziig-
lich p geben kann. In diesem Fall wird man dann f als natiirliche Dichterversion von v
beziiglich p wihlen.
Die vorangehenden Betrachtungen suggerieren die Behandlung folgender Aufgabenstel-
lung: Seien (£2,2l) ein nichttrivialer mefbarer Raum sowie p,v € M4 (€Q,2(). Dann sind
»gut handhabbare* Bedingungen fiir die u-Stetigkeit von v anzugeben.(d.h fiir die Exi-
sitenz eines f € £°(2,2) mit v = py. Dieses Problem beinhaltet eine zentrale Aufga-
benstellung der Mafk- und Integrationstheorie. Der nach folgendem Satz, welcher auf J.
Radon (1887-1956) und O.M.Nikodym (1887-1974) zuriickgeht, gibt eine Antwort auf die
obige Frage.

Satz M.21.6.12 (Radon Nickodym). Sei (€2,2() ein nichttrivialer mefbarer Raum. Wei-
ter seien p ein o-endliches Mafk auf (€2,2) und v ein beziiglich p absolutstetiges Mafs auf
(Q,20). Dann liegt p-stetigkeit von v vor.

Anmerkung: Die Vorfithrung des Beweises dauert zwei bis drei Vorlesungen und wird
in einer Stochastik Vorlesung gezeigt.
Satz M.21.6.12 stellt also unter Zusatzvoraussetzungen eine Umkehrung von Folgerung
M.21.6.3 dar.

M.21.7. Erste Aussagen iiber p-fach p-integrierbare Funktionen

Seien (€, %A, 1) ein nichttrivialer Makraum und K € {R,R}. In den vorangegangen Ab-
schnitten haben wir bereits eine ganze Reihe von Untersuchungen zur Struktur der Rdume
L1(,2, u; K) gefiihrt. Insbesondere gelangten wir zu der Erkenntnis, dass eine Funktion
f € M(Q,2, K) genau dann zu £1(Q,2l, u; K) gehort, wenn |f| € £1(Q, A, u; K) erfiillt
ist. Hieran ankniipfend wird bei vorgegebenem p € (0, +00) eine detailierte Untersuchung
jener Funktionen f € M(Q,2; K) suggeriert, fiir welche u-Integrierbarkeit von | f|P vor-
liegt. Der vorliegende Abschnitt ist der Dikussion der Arithmetik p-fach p-integrierbarer
Funktionen gewidmet.

Beispiel M.21.7.1. Sei p € (1,400). Weiter sei f := Idy. Dann gehéren natiirlich f
und fP zu £*(N,'B(N)). Weiter sei p, := ) n_(p+1)€n,‘)3(N)' Wegen Beispiel M.21.3.4 ist

neN
dann p, € M (N, B(N)) und es gilt

/f duy, = Z n~ Pt f(n) = Z n~ Pty = Z % € (0, +00)
N

neN neN neN
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sowie

[ = 3w gy = S e = 3 — e

N neN neN neN

d.h., f ist u,-integrierbar, fP aber nicht.

Bemerkung M.21.7.1. Seien (€,2, 1) ein nichttrivialer Makraum, p € (0,4+00) und f €
M(Q,2;R). Wegen Bemerkung M.18.9 ist dann |f|P € £*(Q,2(). Somit ist die Grofe

Npu(f) == [ |f1? du]? wohldefiniert ist und es gilt N_,(f) € [0, +00].

Q v38m
Bemerkung M.21.7.2. Seien (2,2, ) ein nichttrivialer Mafkraum, p € (0,400) und f € 17.11.2009
M(,2;R). Dann gilt:

a) Es gelten |f| € M(Q,2;R) sowie Npu(1f]) = Npu(f)-

b) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) Esist N, ,(f)=0.
(ii) Esist f € Mo(,2, u;R).

¢) Sei a € R. Dann gelten af € M(Q,2;R) sowie Ny ,(af) = || Np,u(f).
Wir kommen nun zur zentralen Begriffsbildung dises Abschnitts.

Definition M.21.7.1. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien p € (0, +00)
und f € M(,2;R). Dann heift f eine p-fach p-integrierbare Funktion, falls |f|P €
LD, 2, 1; R).

Bemerkung M.21.7.3. Sei (§2, 2, p) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien p € (0, +00) und f €
M(Q,2;R). Dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:

a) f ist p-fach p-integrierbar.
b) |f| ist p-fach p-integrierbar.
c¢) Esist Ny, (f) € [0,+00).

Bemerkung M.21.7.4. Sei (€,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum und f € M(Q,2;R).
Dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist 1-fach p-integrierbar.
(ii) f ist p-integrierbar.

Beweis. Wegen Defintion M.21.7.1 ist (i) dquivalent zu

(iii) |f] ist p-integrierbar.

Wegen Teil (a) von Satz M.21.5.1 sind (ii) und (iii) dquivalent. Hieraus folgt aufgrund
unseren Herleitung die Aquivalenz von (i) und (ii). [ |

Bemerkung M.21.7.4 berechtigt uns zu folgender Begriffsbildung.
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Definition M.21.7.2. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafiraum. Weiter seien, K €
{R,R} und p € (0, +0c0). Dann heikt die Menge £P (2,2, u; K) aller p-fach p-integrierbaren
Funktionen aus M(,2; K) der K-Lebesgue-Raum iiber (2,2, 1) zum Exponenten p.

Beispiel M.21.7.2. Seien (2,2l) ein nichtrivialer mefbarer Raum, w € Q und p €
(0,400). Dann gilt LP(Q, A, €, 9; R) = M(Q,2;R).

Bemerkung M.21.7.5. Sei (2,2, pt) ein nichttrivialer Mafiraum. Weiter sei p € (0, +00) und A €
2. Dann gilt

3=

a) Esist 14 € M(,2;,R) und es gilt N, ,(14) = [p(A)]7.
b) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) Esist 14 € LP(Q, 2, 1i; R).
(i) Esist u(A) € [0, 4+00).
c) Esist 1y € LP(2, 2, p; R) und N, ,(1p) = 0.
d) Sei B € 2 so gewihlt, dak A C B erfiillt ist. Dann gelten 1p — 14 = 1p\4 €
M(Q, 2% R) sowie Ny, (15 — 14) = [u(B\A)]7.

Bemerkung M.21.7.6. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum. Weiter sei p € (0, 4+00)
sowie f,g € M(Q,;R). Dann gilt

a) Es existiere ein B € N}, mit 1g\p - |f| < |g|. Dann ist Ny . (f) < Npu(g)-
b) Es sei {|f| # |g|} € N,. Dann ist Ny, ,(f) = Npu(9).
c) Esseil {f # g} € N,. Dann ist N, ,(f) = Ny .(9)-

Satz M.21.7.1. Sei (Q, 2, u) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien p € (0, +00) und f €
M(£,2;R). Dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist f € LP(Q,2, u; R).

(ii) Es existiert ein g € LP(, A, u; R)NA(K, [0, +00]) und ein B € N, mit 1o\ p|f| < g.

Folgerung M.21.7.1. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien p € (0, 4+00) und f €
LP(Q, A, 1; R). Weiter sei A € . Dann gilt 14f € LP(Q, A, s R).

Satz M.21.7.2. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter seien p € (0, +00).
Dann gilt:

a) Seien f € LP(Q,2, u;R) und « € R. Dann gilt af € LP(Q, A, u; R).

b) Seien f,g € LP(,2, u; R) so gewihlt, dak f + g wohldefiniert ist. Dann ist f+ g €
LP(Q,2, 1; R).

Folgerung M.21.7.2. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter sei p € (0, +00).
Dann ist £P(€, 2, 4; R) ein linearer Raum tiber R.

M-117



Satz M.21.7.3. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien p € (0, +00) sowie
f.9 € LP(Q,%, ;s R). Dann gilt {inf{f, g}, sup{f,g}} € LP(Q, A, s R).

Satz M.21.7.4. Sei (Q,2, p) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter seien p € (0, +o00) und f €
A(,R). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Esist f e LP(Q,2, u; R).
b) Esist {fT, f~} C LP(Q, A, u; R).
Satz M.21.7.5. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter sei p € (0, +00). Dann
gilt:
a) Seien f,g € M(Q,2;R). Dann gelten f-g € M(Q,2;R) sowie N, ,(fg) <
Noo,u(9)Np,u(f)-
b) Seien f € £P(Q, 2, 1;R) und g € L(Q, A, p; R). Dann gilt f-g € LP(Q, 2, 1i; R).

c) Seien f € LP(Q,A ;R), g € MP(Q, 20, R) sowie [g]loo := Sup,eq |9(w)|. Dann
gelten fg € LP(Q, A, p; R) sowie Np ,(fg) < ||9llocNp,u(f)-

Folgerung M.21.7.3. Seien (2,2(, 1) ein nichttrivialer endlicher Mafraum sowie p €
(0, +00). Dann gilt:

3=

a) Sel g € M(Q,2:R). Dann gilt N, .(9) < Nocu(9) - (1(2)7.

b) Sei p endlich. Dann gilt:
(bl) Esist £°(Q,2, u;R) C LP(Q, 2, 1; R).
(b2) Bs ist M°(Q,2;R) C LP(Q,2A, 1;R) und fiir g € MP(Q,2;R) gilt mit der
Setzung gl = s lo(w)] damn Nyule) < ol (@) sowie [lgldy <

1910 [($2)]-
Folgerung M.21.7.4. Seien (2, p) ein metrischer Raum mit zugehoriger Borelscher o-
Algebra B, u € M8 (Q, B) sowie p € (0, +00). Dann gilt C((2, p), (R, ppr)) € LP(2,2, 11; R).
Beweis. Wegen Satz M.15.8 gilt C((Q,p), (R, prr)) € M(Q,2;R). Hieraus folgt mit-
tels Teil (b2) von Folgerung M.21.7.3 die Behauptung. |

Satz M.21.7.6. Seien (2,2, 1) ein nichtrivialer endlicher Mafraum sowie f € A(Q,R).
Dann gilt

a) Folgende Aussagen sind dquivalent

(i) Esist f € £2°(9Q,2, u;R).
(i) Esist fe€ () L£P(2A 1 R).
p€E(l,+00)

b) Sei (i) erfiillt. Dann gilt Noo ,(f) = lim Np ,(f).

p—00

Satz M.21.7.6 lasst deutlich werden warum das Symbol ,00“ fiir die Bezeichnung
L£°(Q, 2, u; R) erkoren wurde.
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M.21.8. Die Ungleichungen von Hélder und Minkowski sowie erste Anwendungen

Seien (£2, 2, 1) ein nichtrivialer Mafraum und p € (0, +0c). Die Abbildung N,, ,: M(Q,2;R) —
1
[0, +00] sei geméh [+ [[|f|Pdu]? erklirt. Der vorliegende Abschnitt ist der Diskussion
Q
von wichtigen Ungleichungen fiir N, , und deren Konsequenzen gewidmet.
Unsere nachfolgende Uberlegung ist auf dem Beweis einer auf Otto Holder (1859-1937)

zuriickgehenden fundamentalen Ungleichung ausgerichtet. Hierzu bendtigen wir noch ei-
nige Vorbereitnugen.

Bemerkung M.21.8.1. Seien die Zahlen p, ¢ € (1, +00). Dann sind folgende Aussagen sind
dquivalent

a) Esist ¢ = 5.

) 1 1 _
b) ESlSt;-‘—a—l

Lemma M.21.8.1. Seien p € (1,400) sowie q := ﬁ. Dann gilt

a) Sei t € (0,400). Dann gilt % + % > 1, wobei ,=* genau fiir ¢t = 1 zutrifft.

b) Seien a,b € [0,400]. Dann gilt ab < %p + %q.

c¢) Seien a,b € [0,+00). Dann ist die Ungleichung von (b) genau dann mit ,,—* erfiillt,
wenn aP = b? erfiillt ist.

Satz M.21.8.1 (Holdersche Ungleichung). Seien LQ,Q[, w) ein nichtrivialer Mafraum, p €
(1,+00) und g := ;2. Weiter seien f,g € M(Q2,2%R). Dann gilt:

a) Esist fg € M(,2R) und es gilt N1 ,(fg) < Npu(f)Ngpu(9).
b) Seien f € LP(Q, A, u;R) und g € LI(Q, A, u; R). Dann gilt fg € L1(Q, A, u; R).

Beweis.

a) Wegen Satz M.17.9 gilt
fg € M(Q,%R). (1)

Wir betrachten zuerst den Fall
inf{Np,u(f): Nq,u(g)} =0. (2)

Wegen (2) liefert der Teil (b) von Bemerkung M.21.7.2 dann, dass { f, g}NMo(2, 2L, u; R) #

(). Hieraus folgt mittels Teil (b) von Lemma M.19.1 nun fg € Mo(2,2, u; R), also
wegen Teil (b) von Bemerkung M.21.7.2 dann

Niu(fg) =0. (3)
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Aus (2) und (3) folgt dann

Nl,u(fg) =0= Np,u(f)Nq,u(g)~ (4)
Sei nun
i0f (N (). Nyu(9)) € (0, +ov]. (5)
Wir betrachten zunéchst den Fall
SUP{Np,u(f)a Nq,u(g)} = +00. (6)
Aus (5) und (6) folgt dann
Niu(fg) < +00 = Npu(f)Ngu(g)- (7)
Sei nun schlieflich
SUP{Np,u(f)aNq,u(g)} < +o0. (8)
Aus (5) und (8) folgt dann
{Np,u(f)a Nq,u(g)} C (0, +00). 9)
Wegen (9) gilt dann
LIITTER PPy 0
{77 w40 4<) 1o

Aus (10) folgt mittels Teil (b) von Lemma M.21.8.1 dann

|f] 9] 1/ 0 N L L gl !
e 5 ) 1w )
Aus (9) und (11) folgt nun

0l < 18lal < WMo 5 (5m ) + 2 (5 ) | =

= LN DI PIN W@ PP + ;[Np,u(f)][Nq,u(g)]l‘qlglq- (12)

p
Wegen (1) liefert Bemerkung M.18.9 dann
f - gl € £5(2,2). (13)
Wegen {f, g} C M(Q,2;R) liefert Bemerkung M.18.9 weiterhin
{If17; 197} € €7 (2, ). (14)
Wegen (9) und (14) folgt aus den Teilen (a) und (b) von Lemma M.18.3 nun

;[Np,u(f)]l_p[Nq,u(g)]\fl” + (11[Np,u(f)][Nq,u(g)]l_qlglq e (). (19
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Wegen (13),(15) und (12) liefret Teil (c¢) von Satz M.21.3.2 dann

/ - gldu < / ;[Np,u(f)]l_p[Nq,u(g)]Iflp + ;[Np,u<f>][Nq,u<g>}1—Q|g|q dpi. (16)
Q Q

v39m
Wegen p € (1,4+00) und der Wahl von ¢ gilt nach Bemerkung M.21.8.1 dann 23.11.2009
1 1
S =1 (17)
p q

Wegen (15), (14) und (9) folgt aus den Teilen (a) und (b) von Satz M.21.3.2 bei
Beachtung von (17) dann

SN (D] 1N, <>} 1P+ LN ()] - [Ngu(9)) 2 - 917} da
= HNo O - N LI 0]+ N O] N L[ gl
= LN [Nq,u<g>] N + 1Ny ()] - [Ng @) - Ng )]
= L [Ny ()] INg(9)] + 2N ()] - [Nga(9)]
D N ()] [Na(9)):

(18)
Unter Verwendung von (16) und (18) folgt dann

Niu(f-9) —ngMu

< g{,;[zvp,mr-f’ [Na )] 1A+ AN (D] - [Ngu(9)]7 - 917 dp

(18)
< [Npu(H)] - [Ngu(g)l- (19)

Wegen (1), (2), (4)-(8) und (19) ist dann (a) gezeigt.

b) Nach Wahl von f und g gilt wegen Bemerkung M.21.7.3 dann {N,, ,,(f), Ng..(9)} C
[0, +00). Hieraus folgt wegen (a) dann Ny ,(f - g) € [0,+00). Hieraus folgt mittels
Bemerkung M.21.7.3 dann f - g € £Y(Q, 2, i1; R).

[ |
Die Héldersche Ungleichung erméglicht fiir K € {R,R} die Herleitung interessanter
Zusammenhinge zwischen den Elementen der Familie (£LP(€2,2L, u; K)))pe(0,4-00)-

Satz M.21.8.2. Seien (2,2l, 1) ein nichttrivialer Mafraum sowie K € {R,R}. Weiter
seien 1 € (0,+00), s € (r,+oo] und ¢ € (r,s). Dann gilt £"(, A, u; K)NLY(Q, A, 15 K) C
LHOL A 5 K).

Satz M.21.8.3. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum. Weiter seien r € (0, +00)
und s € (r,+00). Dann gilt :

a) Sei f € M(Q,2;R). Dann gilt N, ,(f) < [M(Q)]%_



b) Sei K € {R,R}. Dann ist £5(2,2, u; K) C L"(Q, A, p; K).

c) Seien (fn)nen eine Folge aus £5(Q, 2, 1; R) und f eine Funktion aus £5(Q, 2, u; R)
mit li_)m Nsu(fn — f) = 0. Dann ist (fn)nen eine Folge aus L£7(Q, 2, 3 R), f €
L7(Q,2, u; R) und es gilt 1i_>m Neyw(fn—f)=0.

Folgerung M.21.8.1. Seien (2,2, i) ein Wahrscheinlichkeits-Raum und f € M (£, 2; R).
Dann gilt

a) Seien r € (0,+00) und s € (r,4+o00]. Dann gilt N, ,(f) < Ny (f).

b) Es gilt Noou(f) = sup  Npu(f) = lim N, ,.(f).
p€(0,+oo) p——+00

Das nachfolgende Resultat ermoglicht einen alternativen Beweis von Teil (b) von Satz

M.21.8.3.

Lemma M.21.8.2. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum und f € M(Q,2;R).
Weiter seien r € (0,+00) und s € (r,+00). Dann ist {|f|",|f|*} C £*(©,2A) und es gilt
JIA" dp < p(Q) + [ If]* .

Q Q

Satz M.21.8.4 (Ungleichung von Minkowski). Seien (€2, 2, 1) ein nichttrivialer Mafraum sowie
€ [1,4+00). Weiter seien f,g € M(Q,2%;R) so gewihlt, dass f + g definiert ist. Dann gelten
f+ge M(Q,AR) sowie
Npu(f +9) < Npu(f) + Npu(g)-

Beweis. Wegen Teil (a) von Satz M.17.6 gilt

f+g9e€ M(Q,2%R). (1)
Wegen (1) folgt mittels Bemerkung M.18.9 dann

[f +9l e &(Q,2). (2)
Wegen {f,g} € M(Q,2;R) liefert Bemerkung M.18.9 zudem

{71191} c €7 (2, 20). (3)
Wegen (3) ergibt sich mittels Teil (b) von Satz M.21.3.2 dann

[fl+ gl € £°(2,2) (4)

und

/[If +lgl] dg =/|f|du+/|g|du. (5)
Q Q

Q
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Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt
[f gl < 1S+ gl (6)
Wegen (2), (4) und (6) liefert Teil (¢) von Satz M.21.3.2 nun

/|f+gdu < /[If! + Lol da ()
Q

Q

Aus (7) und (5) folgt dann

(7)
Ni(f4g) = / 1 tgldu < / 1£]+ 1l dpe 2 / Fldpt / 91 dp = Nuu(f) + Nuu(o).
Q Q Q Q

(8)
Im Fall p =1 ist wegen (8) alles gezeigt.

Sei nun p € (1, +00). 9)

Unter Beachtung von (6), (1) sowie der aus (4) folgenden Beziehung | f|+|g] € M(Q,2; R)
folgt mittels Teil (a) von Bemerkung M.21.7.6 dann

Npu(f +9) < Npu(lf]+ 1g])- (10)
Sel zunéchst
sup{Np,u(f), Np,u(9)} = +o0. (11)
Aus (11) folgt dann
Np.u(f +9) < 400 = Npu(f) + Npu(g)- (12)
Sei nun
sup{Np,u(f), Np,u(g)} € [0, +00). (13)

Wegen (13) liefert Bemerkung M.21.7.3 dann
{f.g} € L7(Q, A 1 R).

Hieraus folgt mittels Teil (b) von Satz M.21.7.2 nun f +g € £P(Q,2, u; R). Hieraus folgt
wegen Bemerkung M.21.7.3
Npu(f+9) €0,+00). (14)

Unter Beachtung von (6) ergibt sich

()
FHglP =1f+glP " f+gl S 1 F+glP HIfI+Igl = 1f+glP~ I+ f+9P gl (15)

Wegen f,g € M(Q,2;R) sorwie (1) folgt mittels Bemerkung M.18.9 dann

{If] gl |f +glP~t € £ (Q,20). (16)
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Wegen (16) liefert Teil (¢) von Lemma M.18.3 dann

{If + g~ IFLIF+glP™h gy € E5 (2. (17)
Wegen (17) erbringt Teil (b) von Satz M.21.3.2 nun

[f+glP™t L fL+1f +glP gl € £5(,2) (18)

sowie

/ 1F 4+ glP f]+1f + g gl dpe = / F+ gt / gt gl du. (19)
Q Q

Q

Wegen (1) folgt mittels Bemerkung M.18.9 dann
|f +gl” € £7(Q, ). (20)

Wegen (20), (18) und (15) folgt mittels Teil (c) von Satz dann

/ 4 glPdu < / 0F + gl 1F1 41 + gl - gl dpe (21)
Q

Q

Unter Verwendung von (21) und (19) folgt nun
(Nou(f + 9P = [1f + gl dp
Q
(21) . .
< ng%—QW‘ AL+ gl gl du (22)

(19) i _
= [If+glP~t 1 fldp+ [1f +glP~t - gl dp.
Q Q

Unter Beachtung von (9) sei

Aus (23) folgen
(p—Dg=p (24)
sowie ¢ # 0 und d =p-—1 (25)
q

Sei h € M(£,2;R). Die Anwendung der Hblderschen Ungleichung (vgl. Teil (a) von Satz
M.21.8.1) liefert bei Beachtung von (9) und (23) dann

S.1
/|f+g\p‘1-!h\ du :/Hf+9|p‘1-|thu = N[ f+g[P7 [h]) < Npu(h)-Nepu(|f+gP~").
Q Q

(26)
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Unter Beachtung von (24) und (25) folgt nun

1 1

1f +glP~ 1\qdu> = (g{(!f —i—g\p‘l)qdu) !

1 1

q (24 q
|f + 9| 1qdu> 2 <f|f+9!”du>
Q

Ny (1f +glP~ D)

QDe— D=

, (27

|f +glP du) p] = [Npu(f +9)]

[Npu(f + )Pt

Unter Verwendung von (22), (26) und (27) folgt nun

QI

g
!
A

[Np,u(f +9)IP |f+glP~t - | fldp+ f |f+glP~t - gl dp

INE
D

—
[\
=3

~

A
52
=

w(F) N f +9P~") + Npu(g) - Nou(If +9P7) (28)
[Npu F) 4 Npu(@)] - INgu(1f + 9P~ )]

)
[NpuF) + Npulg)] - [Ny + g))P

Falls Ny .(f + g) = 0 ist, gilt insbesondere N, ,(f + g) < Np .(f) + Np,u(g). Ist higegen
Npu(f +g) #0, so folgt aus (14) dann

—~

,\
=

Npu(f +9g) € (0,+00). (29)

Aus (28) und (29) folgt dann

Np,u(f +9) < Np,u(f) + Np,u(9)~

|
Es folgen nun erste Anwendungen von Satz M.21.8.4.

Satz M.21.8.5. Seien (€,2(, 1) ein nichttrivialer Mafraum und p € [1,4+00). Es sei
Np R = Rstr. 2o 00 ) Np,u- Dann ist (LP (2,2, p; R), Ny, ®) ein seminormierter Raum
iber R.

Beweis. Wegen Folgerung M.21.7.2 ist LP(Q, 2, u;R) ein linearer Raum {iber R. We-
gen Teil (c) von Bemerkung M.21.7.2 und Satz M.21.8.4 ist N, ,r eine Seminorm auf
LP(Q, 2, 1; R). [ |

Folgerung M.21.8.2. Seien (2,2, x) ein nichttrivialer Mafraum sowie p € [1,400).
Dann gilt

a) Seien f,g € LP(€, A, p; R). Dann gilt [Np ,,(f) = Npu(9)| < Npu(f = 9)-

b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Esist Np,r eine Norm auf £P(, 2, u; R).
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(ii) Es ist NV, = {0}.
Satz M.21.8.6. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Dann gilt:
a) Seien f,g € £2(,2, ;R). Dann gilt f-g € £'(Q, 2, 13 R).

b) Die Abbildung [-,],r @ £2(,2A, u;R) x L£2(Q,2A, 43 R) — R sei definiert gemif
[f.g) — [ f-gdu. Dann ist (£2(Q,2, 4;R), [, ], r) ein Semipréhilbertraum iiber
Q

R mit zugehoriger Seminorm N, r.

Folgerung M.21.8.3. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum sowie A, . = {C €
2 p(C) € [0,+00)}. Weiter seien A, B € 2, .. Dann gehort 14 und 15 zu L2(Q,2A, s R)
und es gilt [14,1B],r = u(AN B).

Bezeichnung Seien (€2, 2L, 1) ein nichttrivialer Mafraum und p € (0, +00). Wegen Teil
(b) von Bemerkung M.21.7.2 gilt dann Mo (Q, 2, i; R) = {f € LP(Q, A, 1; R)) : Np . (f) =
0}. Hierbei folgt bei Beachtung von Satz M.19.1, dass Mo(€2, 2, u; R) ein linearer Teil-
raum von L£P(Q, 2, u; R) ist. Es bezeichne LP(Q, 2, p; R) := LP(Q, A, 5 R)\ Mo (2, A, u; R)
den entsprechenden Faktorraum. Fiir f € £P(Q, 2, u; R) bezeichne hierbei < f >, r das
durch f erzeugte Element von LP(Q, 2, u; R).

Satz M.21.8.7. Seien (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum und p € [1,00). Es sei

|- lpur @ LP(2,2, 3 R) — [0,00) definiert geméh < f >,r— Np,(f). Dann ist die
Abbildung || - ||,k wohldefiniert und (LP(Q, 2, i; R), || - ||p,.r) ist ein normierter Raum
iber R.

v40m
24.11.2009

Satz M.21.8.8. Sei (Q,2, y) ein nichttrivialer Mafraum. Die Abbildung (-, ), r : L*(Q, 2, 1; R) x

L2(Q, 2, ;s R) — R sei definiert gemiR [< f >, g, < g >,r] = [f, g)ur. Dann ist (-, ), g
wohldefiniert und (L?(€2, 2, u;R), (+,-),r) ist eine Préhilbertraum iiber R mit zugehori-
ger Norm || -

|27/J'7R'

Satz M.21.8.9. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum, A € 2 und p € [1,00).
Weiter seien (fn)nen eine Folge aus L£P(, 2, u;R), f eine Funktion aus £P(Q, A, u; R)
und lim N ,(f, — f) = 0. Dann gilt:

n—oo

a) Esist 14-f € LP(Q,2A, 1;R), (14 - fn)nen eine Folge aus LP(, A, u; R) und es gilt
lim Ny, (1afn—1af)=0.

n—o0

b) Es gelten nh_)rglo Npu(la-fn) = Npu(la-f) sowie nlglgog Lo |fnlPdp = g{ La-|fIPdpu.

¢) Sei p =1 dann gilt h_)m [ 14 fndp = [14-fdu. (Also insbesondere li_)m J fodu=
J fdu)
Q
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M.21.9. Einige grundlegende Konvergenzsdtze der Integrationstheorie

Konvergenzeigenschaften von Integralen und Funktionen spielen eine zentrale Rolle in
der Integrationstheorie. Insbesondere behandeln wir in diesem Abschnitt die Vertausch-
barkeit von Integral- und Limesbildung. Hinsichtlich der R-Integrierbarkeit ist bekannt,
dass diese Vertauschbarkeit im Fall von gleichméfiger Konvergenz moglich ist. wir wer-
den in diesem Abschnitt erkennen, dass im Rahmen unseres Integrationskonzepts die
gewilinschte Vertauschbarkeit unter weitaus schwicheren Voraussetzungen vorliegt.

Das nachfolgende Resultat von P.L. Fatou ist von fundamentaler Bedeutung fiir die ge-
samte Integrationstheorie und ihre Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Satz M.21.9.1 (Lemma von Fatou). Seien (2,2, x) ein nichttrivialer Mafraum und (fy,)nen
eine Folge aus £*(Q,2(). Dann gelten lin_1>inf fn € EF(2,21) sowie
n—oo

/lim inf f,dp < lirginf/fn du.
Q

n—00
Q

Beweis. Wegen Lemma M.18.4 gilt

liniinf fn € EX(Q,A). (1)
Sei
n € N. (2)
Weiter sei
n = inf 5 3
g se{n}’rrzl—l—l,...}f ( )

Wegen {n,n+1,..} D {n+1,n+2,..} gilt

inf < inf .
se{n}g—s—l,...} fs B se{n+111,ln+2,...} fs
Hieraus folgt wegen (2) und (3) nun
In < Gn+1- (4)

Wegen (2) und (3) liefert Lemma M.18.4 weiterhin
gn € EF(Q,A). (5)

Wegen (2), (4) und (5) erbringt die Anwendung des Satzes von der monotonen Konver-
genz (vgl. Satz M.21.3.3) dann, dass sup g, € £*(Q2,2) sowie
neN

/ sup gn dpp = sup / gn dp. (6)

neN n—00
Q
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Aufgrund der Eigenschaften des unteren Limes folgt bei Beachtung von (2) und (3) dann

lim inf f,, = sup inf fs @) Sup gn. (7)
n—00 neN s€{n,n+1,...} neN
Aus (6) und (7) folgt dann
/liminf fndp = sup /gn dp. (8)
Nn—00 n—00
Q Q
Seien
neN (9)
und
se{n,n+1,..}. (10)
Wegen (9), (10), (2) und (3) gilt dann, dass
gn < fs- (11)

Wegen (2), (5), (9)-(11) und fs € £*(Q,2) liefert Teil (¢) von Satz M.21.3.2 nun

/gn dp < /fs dp. (12)
Q

Q

Aus (10) und (12) folgt dann

/gn dpu < inf /fs dp. (13)
se{nn+l,..}
Q Q

Unter Verwendung von (9),(13) und der Eigenschaften des unteren Limes folgt nun

sup/gn dp < sup inf /fs dp = lim inf/fn dp. (14)
neN neN s€{n,n+1,...} n—00
Q Q
Aus (8) und (14) folgt dann
o < T
/hn%géf frdp < hnrggolf/fn dp. (15)
Q Q
Wegen (1) und (15) ist dann alles gezeigt. [ |

Folgerung M.21.9.1. Sie (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum. Weiter seien (fy)nen
eine Folge aus £*(Q,2() und f eine Funktion aus £*(€2,2() mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es existiert ein L € (0, 00) derart, dass fiir alle n € N gilt [ f, dpu < L.
Q
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(ii) Es existiert eine Menge A € N, derart, dass fiir alle w € Q\A gilt nlg)go falw) =
fw).
Dann gilt [ fdu < L.
Beweis. %Vegen Satz M.21.9.1 gelten

lini}inf fn € EX(Q,A) (1)
sowie
o < Tim
/hnrr_1>1£f fandu < hnrr_lggf/fn dp. (2)
Q Q
Aus (2) und Voraussetzung (i) folgt
/lirginf fndu < L. (3)
Q

Wegen f € £*(Q,A) bzw. (1) gehort f bzw. liniinf fn 20 M(Q,2;R). Hieraus folgt
mittels Satz M.17.5 dann

{lirr_l)inf # fred (4)
Wegen (ii) gilt
{lirginf # f} C A (5)
Wegen A € N, (4) und (5) liefert Teil (b) von Satz (M.5.1) nun
{iminf £, # £} € N (6)
Wegen f € £(Q,2), (1) und (6) liefert Teil (a) von Satz M.21.6.3 nun
/fd,u = /hH_l}inf fn dp. (7)
Q Q
Aus (3) und (7) folgt dann
/ fdu < L.
Q
|

Wir wenden uns nun einem Kovergenzkonzept zu, welches in Mafitheorie und Sto-
chastik gleichermafsen von Bedeutung ist. Ein Mak p auf einem nichttrivialen mefsbaren
Raum (£2,2) realisiert eine Bewertung der Mengen aus 2. In diesem Sinn reprisentiert
N, das System der aus der Sicht der durch p gegebenen Bewertung vernachlissigbaren
Mengen aus 2. In diesem Zusammenhang erscheint es natiirlich einen Konvergenzbegriff
fiir Funktionen aus M (€, 2l; R) einzufiihren, der auf der Tatsache basiert, dass die Men-
gen aller Punkte, in denen keine Konvergenz stattfindet, p-vernachléssigbar sind. Dies
fithrt uns auf folgende Begriffsbildung.
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Definition M.21.9.1. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum, (f,)nen eine Folge
aus M(Q,2;R) und f € M(Q,2;R). Dann heikt (fn)nen p-fast tiberall (kurz p-f. i.)
auf Q gegen f konvergent, falls ein B € N, derart existiert, dass die Folge (1o\p - fn)nen
punktweise auf (2 gegen 1g\p - f konvergiert.

Bemerkung M.21.9.1. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum. Weiterhin seien (fy)nen
eine Folge aus M(Q,2; R) sowie f eine Funkton aus A(2,R) derart, dass (fy)nen punkt-
weise auf € gegen f konvergiert. Dann ist f € M(Q,2;R) und es konvergiert (f,)nen
p-f. . auf © gegen f.

Wir kommen nun zu einem zentralen Resultat der Integrationstheorie welches auf
Henri Lebesgue zuriickgeht. Unser Beweis wird mafigeblich auf das Lemma von Fatou
zuriickgreifen.

Satz M.21.9.2 (Lebesguescher Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien (2,2, 1)
ein nichttrivialer Makraum und p € (0, c0). Es seien ( f,,)nen eine Folge aus £P(Q, 2, u; R)
und f € M(Q,2;R) derart, dass (fn)neny p-f. 1. gegen f konvergiert. Weiterhin exis-
tiert ein g € LP(Q, A, u; )ﬂ E*(Q2,2) derart, dass zu jedem n € N ein B,, € N, mit
LoyB, [ fnl < g existiert. Dann gelten f € LP(Q,2L, u; R) sowie

. T
nlggo/lfn fIPdp=0.
Q

Im Fall p =1 gilt zudem
i [ = / i

Beweis. Sei

= |J B (1)

neN

Da (By,)nen eine Folge aus N, ist, folgt wegen (1) mittels Teil (d) von Satz M.5.1 nun
B e N,. (2)
Sei
n € N. (3)

Aus (1) folgt dann B,, C B. Hieraus folgt Q\B C Q\B,, und somit nach Teil (a) von
Bemerkung M.18.2 dann 1g\p < 1o\ g, - Hieraus folgt bei Beachtung der Wahl von f,,
B, und g dann

1Q\B|fn’ <g. (4)
Sei g : Q — [0, 00] definiert gemé&f:

.| g(w), falls w € Q\B
9= oo , fallsw e B
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Aus (4) und (5) folgt dann
|ful < g (6)

Da 2 eine o-Algebra in 2 ist, folgt aus (2) dann Q\B € 2(. Hieraus und aus g € £*(2,2A)
ergibt sich mittels Teil (a) von Bemerkung M.18.11 dann

loy p-g € (2. (7)

Sei jetzt
h:= () - 1p. (8)

Wegen (2) ist B € . Hieraus folgt mit den Bemerkungen M.18.3 und M.18.8 dann

1p € £5(Q,2). 9)
Wegen (8) und (9) liefert Teil (a) von Lemma M.18.3 nun

h e &*(Q,2A). (10)

Aus (5) und (8) folgt dann
Wegen (7), (10) und (11) liefert Teil (b) von Lemma M.18.3 nun

g€ e Q). (12)

Aus (5) folgt

{9 #39} < B. (13)
Wegen g € £*(Q,2), (12) und der Inklusion £*(2,2l) € M(Q,2;R) folgt mittels Satz
M.17.5 dann, dass

{9# g} et (14)
Wegen (2), (13) und (14) liefert Teil (b) von Satz M.5.1 dann
{9# 3} € Ny (15)

Wegen {g,9} € M(,2;R) und (15) liefert die Bemerkung M.21.7.6 dann N, ,(g) =
Np.u(9). Also wegen g € LP(Q, 2, u; R) dann N, ,(g) € [0, 00) und somit auch

g e LP(Q,2, 1;R). (16)

Nach Vorraussetzung gibt es ein

CeN, (17)

mit folgenden Eigenschaften.
(I) Fiir alle w € Q gilt li_>m loyo(W) fa(w) = 1g\c(w) f(w). Wegen g € A(€2, [0, +oc])
folgt aus (3),(6),(I) dann

love(f) £ 4. (18)
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Wegen f € M(Q,2,R) sowie (16)-(18) liefert Satz M.21.7.1 dann

fe e, wR). (19)

Sei
n € N. (20)

Wegen {fn, f} € M(Q,2;R) liefert Satz M.17.7 dann f,, — f € M(Q,2;R). Hieraus
folgt mit Bemerkung M.17.4 nun
fn— f € M(Q,AR). (21)

Sei
gn = |fn— fIP. (22)
Wegen (21) und (22) liefert Bemerkung M.18.9 nun

gn € EX (). (23)

Unter Verwendung von (22), der Dreiecksungleichung (DU), p € (0, +00), Bemerkung
M.17.8 und (6) folgt dann

‘ (6)
0< g0 2 fu— 1S 1l + 1117 < G+ 1111 (24)

Wegen (19) ist nach Bemerkung M.21.7.3 dann

fl € L£(2,2, 3 R). (25)
Wegen (16) und (25) liefert Teil (b) von Satz M.21.7.2 dann

g+1fl € B (Qa uR). (26)

Sei
h= g+ |fI]P. (27)

Unter Beachtung von g+ |f| = |g + | f]| folgt aus (26) und (27) dann
he LN(Q, A, 1; R). (28)
Wegen (23) ist
gn € M(Q, 2 R). (29)
Wegen(24) sowie (27)-(29) liefert Satz M.21.5.1 nun
9n € L‘l(Q’Q{»M?@) (30)

Aus (21) und (22) erkennt man sogleich, dass g, € A(£2, R). Somit ist h — g, wohlde-
finiert. Wegen (28) und (30) liefert Teil (b) von Satz M.21.5.1 dann
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h—gn € LY A u; R). (31)

/Q(h—gn) du=/ﬂhdu—/ggn dp. (32)

Wegen (31) gilt h — g, € M(Q,2;R), wihrend sich (24) und (27) weiterhin h — g,, €
A(Q, [0, +00]) ergibt. Somit ist

h—gn € EX(,). (33)
Wegen (26) und (33) erbringt die Anwendung des Lemmas von Fatou dann

liniinf(h —gn) € ET(QA). (34)
Sowie
/(lirginf(h —gn)) dp < lirginf/(h — gn) dp. (35)
Q Q

Unter Beachtung von (20),(31) und (32) folgt

liminf/(h—gn) dp = lim inf |:/h d,u—/gn du] :/h d,u—limsup/gn dp. (36)
n—00 n—00 n—o0

Q Q Q Q Q

Aus (35) und (36) folgt nun

/(liminf(h —gn)) dp < /h dp — limsup/gn dp. (37)
Q

n—00 n—00
Q

Sei

we O\C. (38)
Wegen (38),(20),(22) und (I) gilt dann

lim [A(w) — gn(w)] = lim [A(w) — | fn(w) — f(w)[]

n—oo n—0o0

= h(w) — [l |fa(w) ~ F@)[P = h(w) — 0 = h(w)

und folglich also

lim inf[h(w) — gn(w)] = h(w). (39)

n—oo
Wegen (28) und (34) gehéren h und hn_l)inf(h — gn) 7u M(Q,2A; R)
n—oo
Hieraus folgt mittels Satz M.17.5 dann
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{h # linrr_1>iolgf(h —gn)} €2
Wegen (38) und (39) gilt
{h # liminf(h —g,)} € C.
Wegen (17),(40) und (41) liefert Teil (b) von Satz M.5.1 nun
{h # linrgiolgf(h —gn)} € Ny
Wegen (20), (23) und (33) liefert Teil (b) von Lemma M.18.3 dann
h e & (Q,A).

Wegen (34),(43) und (42) liefert Teil (a) von Satz M.21.6.3 dann

/h dp = /[lim inf(h — gn)] dp.

n—00
Q Q

Aus (37) und (44) nun

/hduﬁ/hdu—limsnp/gn dp.
n—oo
Q

Q Q
Aus (28) und (45) ergibt sich

0< —limsup/gn du.

n—oo

Unter Verwendung von (20),(24) und (46) folgt nun

(46)
0< liminf/gn du < limsup/gn du < 0.
n—o0

n—o00
Q

Also lim [ g, du = 0. Hieraus folgt wegen (20) und (22) nun

lim [ |fn,— fIPdp=0.

n—00
Q

Ist speziell p = 1, so folgt wegen (48) mittels Teil (c) von Satz M.21.8.9 dann

s [ dvan =t [ 7an
Q Q

Wegen (19),(47) und (49) ist dann alles gezeigt.
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Es ist wichtig, die Rolle der Majorante in Satz M.21.9.2 zu verstehen. Diese besitzt
nédmlich die Funktion eines Schirms, unter dem sich alles kontrollieren lisst. Um die
Bedeutung einer solchen Kontrolle zu erkennen, betrachen wir das folgende Beispiel.

Beispiel M.21.9.1. Es mdge der Mafraum (R*, By, \()) vorliegen. Dann gilt
(a) Sein € N und sei f, :=n- 1(07;)~ Dann ist f, € £*(RY, By) und es gilt [ fn d\) =
" R
nAM((0,1)) = nt=1.

n

(b) Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise auf R gegen die Nullfunkiton 1y auf R.

(c) Esgilt lim [ f,d\V = lim 1 =1+#0= [1yd\1).
TL—)OO]R n—oo R

Seien (€, 2, u) ein nichttrivialer Mafraum und p € [1, +00). Dann besteht das Ziel un-
serer nachfolgenden Betrachtungen im Nachweis der Vollstdndigkeit des seminormierten
Raumes (LP(2,2, 15 R), Np ,.r). Dieses Resultat wurde nahezu gleichzeitig unabhéngig
voneinander im Jahr 1907 von den Mathematikern F.Riesz und E. Fischer publiziert.
Unser Beweis erfolgt in Anlehnung an H.Weyl. Hierbei wird wesentlich auf den Lebes-
gueschen Satz von der majorisierten Konvergenz zuriickgegriffen. Wir stellen nun einige
weitere Hilfsmittel fiir den angestrebten Beweis bereit. Wir dehnen nun die Minkowski-
sche Ungleichung auf Reihen und Funktionen aus £*(£2,2) aus.

Lemma M.21.9.1. Seien (2,2, u) ein nichttrivialer Mafkraum, p € [1, +00) und (fp)nen

eine Folge aus £*(€Q,2(). Dann gelten > f, € £*(Q,2) sowie
neN

Np,u(z fa) < (Z Np,u(fn))-

neN neN
Beweis. Wegen Lemma M.18.5 gilt

> fa€ £ Q). (1)

neN

Sei
n € N. (2)

Weiter sei

Sp = Z fk (3)
k=1

Da (fr)}_, eine Folge aus £*(2,) ist, folgt wegen (3) mittels Teil (b) von Lemma
M.18.3 dann

sp € EX(,A). (4)
Wegen (4) liefert Bemerkung M.18.9 dann
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sb e &5 (Q, ). (5)
Aus (2) und (3) folgt sogleich, s, < s,,41. Hieraus folgt mittels Bemerkung M.17.8 nun

sb < sn+1 (6)
Unter Verwendung von (3) und Satz M.21.8.4 ergibt sich
(3) n Satz \1 21.8.4
Np,u(sn) = Npu (Zf ) ZNPM fr) < ZNpu fr)- (7)
k=1 keN
Aus (2) und (7) folgt dann
sup Ny .(sn) ZNpu fk)- (8)
neN keN

Unter Beachtung von (2),(5) und (6) liefert die Anwendung des Satzes von der mono-

tonen Konvergenz (Satz M.21.3.3) dann sup sh € £*(£2,2A) sowie
neN

[upst) du=sup [ an (9)

neN neN
Q

Unter Beachtung von (2) und (3) folgt

Sup S, = hm Sp = Z SE. (10)

neN keN
Unter Beachtung von (2), (6) und (10) folgt dann
sup s = (sup s, )? Z fr)? (11)

neN neN keN
Wegen (1) gilt insbesondere

> fl =D fe (12)

keN keN

Unter Verwendung von (12),(11), (9) und der aus (4) folgenden Nichtnegativitit der
Folge (sp)nen ergibt sich nun

3=

Ny 5 F () =Lf|k§Nf<k>|pdu] 12 rtwyd } (s ) du}

keN
9 P 1
© [supﬂszz)du] - [supf rsn|Pdu] = sup {(f\snwdmﬁ}
neNQ neN neN [ O
= sup Np u(sn).
neN

(13)
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Aus (8) folgt nun

Np,p (Z f(/f)) <D Noulf(R)). (14)

keN keN
Wegen (1) und (14) ist dann alles gezeigt. [ |
Lemma M.21.9.2. Sei K € {R,C} und sei (X, ||-||) ein seminormierter Raum iiber K.
Weiterhin sein (2, )nen eine Cauchyfolge in (X, || - |]), fiir welche eine Teilfolge (xy, )ren
von (Zp)nen und ein € X mit lim ||z,, —|| = 0 existieren. Dann gilt lim ||z, —z|| =
0 n—oo n—oo

Lemma M.21.9.3. Sei K € {R,C} und sei (X, |.||) ein seminormierter Raum iiber K.
Weiterhin seien die Folge (x,),, oy aus X sowie x € X so gewdhlt, dass lim ||z, — x| =0
n—oo

erfiillt ist. Sei £ € X, dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist lim ||z, — Z|| = 0.
n—oo
(ii) Esist ||z, — Z|| = 0.

Lemma M.21.9.4. Sei (€2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum. Weiterhin Seien (fy),,cx
eine Folge aus M(£2,2;R) und f eine Funktion aus M(€,2(;R) derat, dass (fn),cn M-

fast iiberall auf Q gegen f konvergiert. Sei f € M(Q,2;R), dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Es konvergiert (fy), oy p-fast tiberall auf Q gegen f.

(ii) Esist f — f € Mo(Q,2%R).

v42m
31.11.2009

[1,4+00]. Dann gilt:

a) Der seminormierte Raum (£P(€Q, 2, i;R), Ny ) ist vollsténdig.

welche p-f.i. auf © gegen f konvergiert.

Satz M.21.9.3 (F Riesz/E.Fischer). Seien (2,2, u) ein nicht trivialer Mafraum und p €

b) Seien die Folge (fy),cn aus £P(2, 2L, p; R) und die Funktion f € L£P(€2, 2, u; R) so gewdhlt,
dafs li_)m S | fm = fIPpdp = 0 erfiillt ist. Dann gibt es eine Teilfolge (fn, )ken von (fn),en
n OOQ

Beweis.

a) Sei (fn),cy eine Cauchyfolge in (LP(Q, %A, u;R), Np r). Dann gibt es eine streng
monoton wachsende Folge (ny),cy aus N derart, dak fiir alle r, s € {ng, ngq1,... }
gilt

1
Nowlfr = fs) < 55 (1)
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Wir betrachten die Teilfolge (fn,)ren von (fn),en-
monoton wachsend ist, folgt aus (1) fiir £ € N dann

1
NP»#(f”k+1 - fnk) < 27
Sei
ke N.

Weiter sei

9k = frgr — fry,
Wegen LP(Q, 2, u1; R) € M(2,2;R) gilt:
(I) Es ist (fn),,cn €ine Folge aus M(Q,A;R).
Wegen (3),(4) und (I) folgt mittels Satz M.17.7 nun

Wegen (5) liefert Bemerkung M.18.9 nun
|gk| € E7(€2,21).1

Wegen (3) und (6) liefert Lemma M.21.9.1 dann
> Lokl € €70, 2).
keN

sowie

pr(z |gk]) < Z Nop,u(lgk|)-

keN keN

Da die Folge (ny);cy streng

(8)

Unter Beachtung von Teil (a) von Bemerkung M.21.7.2, (3), (4) und (2) ergibt sich:

ZNP,M(’%D = ZNp,u(gk) = ZNp,u(fnkH — fnp) < Z oF = 1 (9)

keN keN keN keN

Es 1st

=

Np(> loxl) = [/|Z gellP dl? = [/(Z lgel)? Ayl
Q

keN o keN keN

Aus (8)-(10) folgt dann

[ larane .1,

o keN

Wegen (7) liefert Bemerkung M.18.9 dann

(D lge)? € £ (2,20).

keN
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Wegen (11) und (12) liefert Teil (a) von Bemerkung M.21.5.3 nun
(3 lgel)? € £, 2,15 ) (13)
keN

Wegen (3) ergibt sich mittels Teil (a) von Satz M.21.6.5 dann {|(D_.cn [gx|)?| =
+o00} € N,,. Hieraus folgt wegen {|(3> ey |gk))P| = 400} = {Dpenlgr| = +oo}

dann
> lax| = +oo} € N, (14)
keN
Sei
B = {3 |grl = +oo}. (15)
keN

Wegen (15) konvergiert fiir w € Q\B die Reihe ),y |gx(w)| und somit also auch
die Reihe ), - gr(w). Beachtet man dies sowie die wegen (4) fiir £ € N giiltige
Identitit S, gs = 3% (Faors — fao) = Fanss — frn, 50 exgibt sich fiir w € Q\B
die Konvergenz der Folge (fy, (w))ren. Somit konvergiert die Folge (1o\ g fn,)ken
punktweise auf 2. Es sei

F = lim 1o\ gfn,- (16)
k—o00
Wegen (14) und (15) gilt
B e N,. (17)

Da 2 eine o-Algebra in  ist, folgt aus (17) dann
O\B € 2. (18)

Wegen (18) und (I) ergibt sich mittels Bemerkung M.17.5 dann:
(IT) Es ist (1g\pfn)nen eine Folge aus M (£, A4, R).
Wegen (16) und (II) liefert Folgerung M.17.10 dann

F e M(Q,2%R). (19)

Wegen (16), (17) und (19) gilt nun
(III) Die Folge (fn, )ken konvergiert p-f.i. auf 2 gegen F.

Wir wollen nun den Lebesgueschen Satz von der majorisierten Konvergenz auf
die Folge (fn,)keny und die Funktion F anwenden. Hierzu gilt es eine geeignete
Majorante g € LP(, A, u; R) N E*(2,A) der Folge (| fn,|)ren zu finden. Sei

9= lol- (20)

keN

Aus (13) und (20) folgt dann

g € LP(Q, A, 1; R). (21)
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Wegen fp,, € LP(Q,2, 11;R) liefert Bemerung 21.7.3 dann
[fni| € LP(Q, 20, 1; R) (22)
Wegen (21) und (22) liefert Teil (a) von Satz M.21.7.2 dann
g+ | foil € L7(Q, U 15 R). (23)

Sei
k e N. (24)

Wegen (24), (3) und (4) gilt dann

k
fnk+1 = (fnk+1 - fnk) + fm = (Z(fns+1 - fns + fm ng + fm (25)

s=1
Unter Beachtung von (25) der Dreiecksungleichung und (20) folgt nun

fnk+1‘ ‘ng"‘fm’<Z|98’+’fn1’<Z|98’+’fn1’*g+’fm‘ (26)

seN

Wegen (19), (IIT), (23), (24) und (26) liefert der Lebesguesche Satz von der majo-
risierten Konvergenz (Satz M.21.9.2) dann

Fe £P(Q,2 5 R) (27)

sowie

lim / | fr, — F|Pdpe = 0. (28)
k—o0
Q
Aus (28) folgt nun

=0.

S

1 1
i Ny (o= F) = Jim ([ 1~ FP dp?) = (i /fnk FIP du)s =0
—00 k—o0
Q

(29)
Da (fn),cy eine Cauchyfolge im seminormierten Raum (LP(€2,2L, u; R), Ny ) ist,
folgt wegen (27) und (29) mittels Lemma M.21.9.2 dann

lim N, (f, — F) =0. (30)

n—oo

Wegen (27) und (30) ist der seminormierte Raum (£P(€2,2, u;R), Ny ,.r) dann voll-
stdndig.
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b) Nach Voraussetzung gilt

nh_fgo Npu(fn = f)=0. (31)
Wegen (31) ist (fn),,cy dann insbesondere eine Cauchyfolge in (LP(€2, 2L, p; R), Np ).

Wie in Beweis von (a) gezeigt wurde (vgl. (IIT),(27) und (30)) gibt es dann eine
Teilfolge (fn, )ken von (fn),ey und ein F' € LP(Q, 2, pu;R) derart, dak (fn, )ren
p-f.i. auf Q gegen F konvergiert und dafs zudem

nlggo Npyu(fo —F) = 0. (32)
erfiillt ist. Da (£P(Q,2, u;R),N, ,.r) ein seminormierter Raum iiber R ist, folgt
aus (31) und (32) mittels Lemma M.21.9.3 dann N, ,(F' — f) = 0. Hieraus folgt
wegen Teil (b) von Bemerkung M.21.7.2 dann F — f € Mo(Q,2;R), also wegen
F—f e A(Q,R) dann F — f € Mo(2,2A;R). Hieraus sowie aus der Wahl von
(fn,)keny und F folgt mittels Lemma M.21.9.4 dann, dak (fy, )ken p-f.id. auf Q
gegen f konvergiert. Damit ist alles gezeigt.

Satz M.21.9.4. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum. Dann ist der Raum
(L2(9,2, 15 R), [, ‘|u,r) €in Semihilbertraum iiber R mit zugehoriger Norm Nj k.

Satz M.21.9.5. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum und p € [1,400). Weiter-
hin seien (fy),cy €ine Cauchyfolge in (LP(,2A, u;R),N, ,r) und f eine Funktion aus
M(Q,2;R) derart, dak (fpn),cy w-f.ii. auf Q gegen f konvergiert. Dann gelten f ¢
LP(Q,2A, u; R) sowie T}Ln;o Npu(fn—f)=0.

M.21.10. Integration beziiglich eines Bildmales

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen nichttrivialen Mafraum (€, 2, 11), einen nicht-
trivialen meftbaren Raum (€', 2’) und eine A-20-mekbare Abbildung und 7' € A(£, ).
Nach Satz M.15.10 induzieren T und g dann ein Bildmak T'(u) auf (Q',2). Unsere
nachfolgenden Betrachtungen sind dann auf die Untersuchung des zwischen der T'(u)-
Integrierbarkeit einer Funktion f’ € M (€, ’;R) und der p-Integrierbarkeit der Funkti-
on f'oT gerichtet.

Bemerkung M.21.10.1. Seien © und Q' nichtleere Mengen, sowie T € A(, ). Weiter
sei A’ € P(Q). Dann gilt:

a) Esist 1y oT = 1T—1(A’)'
b) Sei f/ € A(Q,,R) Dann gllt (]—A/f,) o = ]_T—l(A/) (f, o T)

Lemma M.21.10.1. Seien (€,2() und (2, 2(') nichttriviale mefbare Riume sowie T' €
A(Q, Q) eine A-A-mekbare Abbildung. Dann gilt:

a) Sei v’ € (Y, ). Dann gilt:
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(al) Esist u' o T € £(Q,2A).
(a2) Sei [n, (o)}, (A})7_4] eine Normaldartellung von u'. Dann ist [n, (a;)_y, (T
eine Noramldarstellung von u' o T.
b) Sei f' € £4(Q,A"). Dann gilt:
(bl) Esist f'oT € E*(Q,2A).

(b2) Sei (uy,),cn eine monoton wachsende Folge aus (€Y, ") mit supu,, = f.
neN
Dann ist (u}, 0T )pen eine monoton wachsende Folge aus £*(£2, ) mit sup(u), o

neN
T)=/f'oT.

~HAY)) ]

gelten f'oT € £%(Q,2A) sowie

[rami= [(rem)an
Q! Q

Satz M.21.10.1. Seien (2,2, u) ein nichttrivialer Mafraum, (€',2(") ein nichttrivialer mef-
barer Raum und 7" € A(€, ') eine A-A’-mefbare Abbildung. Weiter sei ' € £*(Q/, ). Dann

Beweis. Sei u' € £(, ') und sei [n, (o;)7_;, (A})}_,] eine Normaldartellung von u’.

Wegen Teil (a) von Lemma M.21.10.1 ist dann u'oT" € £(2,A) und [n, (o;)}_;, (T_I(A;))?:

eine Normaldarstellung von «’ o T' unter Verwendung von Definition M.21.2.1 folgt nun

/u’d[T(u)} = o;([T(w)] ZOW LA))) /u’onM. (1)

o 7=1 Q
Sei nun f' € £*(Y,2A"). Wegen Teil (bl) von Lemma M.21.10.1 ist dann
floT € &(Q,). (2)

Sei (uy,), ey eine aufgrund der Teile (a2) und (b) von Satz M.18.1 existierende monoton
wachsende Folge aus £(,2') mit supu = f’. Wegen Definition M.21.3.1 gilt dann

/ A7) = sup [ o, d[T (o) (3)

Q/

wihrend sich aus Teil (b2) von Lemma M.21.10.1 weiterhin ergibt, dass (u), o T)pen

eine monoton wachsende Folge aus £*(2,2() mit sup(u,, o T) = f' o T ist. Hieraus folgt
neN
mittels Definition M.21.3.1 dann

[t oriau=sw [ o) (4)

neN
Q Q
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Fiir n € N folgt Wegen ul, E E(Q ’,EZV) aus dem schon Gezeigten (vgl. (1)) dann u), o T €

E(2,2) sowie f und[T(p)] = [(ul, o T)dp. Hieraus folgt in Verbindung mit (3) und (4)
9)
dann
/ far) @ sp [ dr) =sw [ onan® [(onian. )
neN neN
Q Q Q
Wegen (2) und (5) ist dann alles gezeigt. [ |

Folgerung M.21.10.1. Seine (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum, (€',2l") ein nicht-
trivialer mefsbarer Raum und 7' € A(Q, ) eine A-A'-mefbare Abbildung. Weiter sei
fre & (Y, ). Dann gilt

a) Sei A" € . Dann gelten 14/ - f' € E(Q,A), 1p-1(ary - (f o T) € E*(Q,2A) sowie
[ ra- dme) = [0 - (7 0 Than
Q/ Q
b) Es gelten f'oT € £*(Q,2) sowie T'(pu(por)) = [T(1)] -
Beweis.

a) Wegen A’ € 2" und f' € £*(Q,A") folgt mittels Teil (a) von Bemerkung M.18.11
dann

Ly - fle & (). (1)
Wegen (1) liefert Satz M.21.10.1 nun

(a - f)) o T € E5(9,2). 2)
und
[ 1w rdwen = [(- )0 Tl 3)
Q Q

Wegen Teil (b) von Bemerkkung M.21.10.1 gilt

(Tar- f)oT =1p-1iary- (f'oT). (4)

Wegen (4) folgt aus (2) bzw. (3) dann

Lp-ian - (f o T) € £7(Q, ) (5)
sowie
[ a1 = [ 1710 (7 0 T (6)
Q/ Q

wegen (1), (5) und (6) ist (a) bewiesen.

M-143



b) Wegen Satz M.21.10.1 gilt
floT € £(Q,).

Sei
Ale.

Unter Beachtung von (8) folgt mittels (a) dann

. (@)
[T (1 prom)I(A)) = papromy(T~H(A) = /[1T1(Af)'(f'OT)]dM =

Q Q
Aus (8) und (9) folgt dann
T(pprory) = [T(1)] -

Wegen (7) und (10) ist dann (b) bewiesen.

La f'dT ()] =

Bemerkung M.21.10.2. Seien Q und Q' nichtleere Mengen, T' € A(Q, Q) sowie f' €

A(Q,R). Dann gelten (f'oT)T = (f)ToT und (f'oT)” = (f)"oT.

Satz M.21.10.2. Seien (92,2, u) ein nichttrivialer Mafraum, (€/,2') ein nichttrivia-
ler meflbarer Raum und T € A(Q, Q') eine 2A-A’-mekbare Abbildung. Weiter sei f' €

MY, 2;R). Dann gilt:
a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist quasi-[T'(u)]-integrierbar.
(i) f"oT ist quais-p-integrierbar.
b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(iii) f"ist [T'(u)]-integrierbar.
(iv) f'oT ist p-integrierbar.

¢) Sei (i) erfiillt. Dann ist f’ o T quasi-p-integrierbar und es gilt [ f/d[T

Q/
T)dp.

Beweis. Wegen Bemerkung M.18.9 gilt
{7 () reen@, ).
Wegen (1) folgen mittels Satz M.21.10.1 dann
{(f)ToT (f)" 0T} CE(Q,)

sowie

[z = [ ot

Q Q
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und

/ () d[T ()] = / (') o Tldp. (4)
Q

Ql
Wegen Bemerkung M.21.10.2 gelten
(feT)"=(f)ToT ()
und
(f'eT)” =(f)"oT. (6)

Aus (2), (5) und (6) folgt nun

{(f eT)" (foT)"} C &7 (). (7)
Aus (3) und (5) bzw. (4) und (6) folgt zudem

/ (YT ()] = / (f' o Ty *dp ®)

Q Q

Jrdze) = [ o) du. o)
94 Q
Unter Beachtung von Definition M.21.5.1 ergibt sich wegen (8) und (9) sogleich die
Behauptung von (a) und (b). Sei nun (i) erfillt. Aufgrund des schon Gezeigten ist f’ o

T dann quasi-p-integrierbar. Somit ist f/ o T € M(,2;R) und unter Beachtung von
Definition M.21.5.1 sowie (8) und (9) ergibt sich

Jramga) P ) - ) L (e Ty - J(f

I o Q' Q
DM21.5.1 [(f" o Tdp.
Q

M.21.11. Einige Zusammenhdnge zwischen den Integrationstheorien von Riemann
und Lebesgue

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht die Untersuchung von Zusammenhingen zwi-
schen dem hier entwickelten Konzept der Integration bzgl. eines Mafles und der klas-
sischen Riemannschen Integrationstheorie. Der Hauptunterschied zwischen den beiden
Vorgehensweisen ldsst sich wie folgt beschreiben. Seien a € R, b € (a,+00) und f €
A([a,b],[0,400)) sei stetig.

Beim Riemann-Integral unterteilt man den Urbildbereich [a, b] in Teilintervalle und ver-
sucht, das Integral mit Hilfe von zu solchen Zerlegungen gehérigen Treppenfunktionen
zu beschreiben.
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Beim Mafbintegral hingegen wird, wie eine n&here Analyse der fiir die Entwicklung dieses
Konzepts zentralen Sétze M.21.3.1 und M.18.1 zeigt, eine Zerlegung des Bildbereichs in
Teilintervalle vorgenommen und auf deren Grundlage werden die zur Berechnung des
Integrals notigen Elementarfunktionen erzeugt. Entscheidend fiir unser Vorgehen war,
dass sich unsere Funktion f als Supremum einer monoton wachsenden Folge von Ele-
mentarfunktionen darstellen lasst. Analysieren wir nun den hierzu nétigen Satz M.18.1,
so erkennen wir, dass die Konstruktion einer solchen monoton wachsenden Folge von
Elementarfunktionen auf der Grundlage der Zerlegung des Bildbereichs der Funktion f
vorgenommen wurde. Wir werden in diesem Abschnnitt nachweisen, dass eine auf einem
abgeschlossenen endlichen Intervall Riemann-integrierbare reelle Funkton, welche zudem
Borel-mefsbar ist, auch beziiglich des eingeschréankten Lebesgue-Borel-Mafes integrierbar
ist und dass die entsprechenden Integrale iibereinstimmen. (Dies trifft allso insbesondere
auf stetige Funktionen zu.) Diese Tatsache versetzt uns in die Lage, ganze Klassen von
Lebesgue-Integralen durch Zuriickfiihrung auf Riemann-Integrale explizit berechnen zu

kénnen.
Wir wollen den soeben angekiindigten Zusammenhang nun herleiten. Hierzu stellen wir
zundchst die hierfiir benttigten Begriffe und Resultate aus der Theorie des Riemann-
Integrals bereit. Dies betrifft insbesondere den Darbouxschen Zugang zum Riemann-
Integral.

Definition M.21.11.1. Seien a € R und b € (a,+00). Unter einer Zerlegung Z von
[a,b] verstehen wir dann eine nichtleere endliche Menge von abgeschlossenen Teilinter-
vallen von [a, b] mit folgenden Eigenschaften:
(i) Esist U I =a,b].
IeZ
(ii) Firalle I, J € Z mit I # J ist IN.J entweder leeer oder einelementig. Die Endpunk-
te der durch Z bestimmten abgeschlossenen Teilintervalle von [a, b] (zu denen stets

a und b gehoren) heifsen die Teilpunkte der Zerlegung Z von [a,b]. Es bezeichne
Zla,b] die Menge aller Zerlegungen von |[a, b].

Definition M.21.11.2. Seien a € R und b € (a,+00). Weiterhin seien Z, Z' € Z[a,b].
Dann heifst Z’ eine Verfeinerung von Z, wenn zu jedem I' € Z' ein [ € Z mit I' C I
existiert. In diesem Fall schreiben wir Z < Z'.

Bemerkung M.21.11.1. Seien a € R und b € (a,+00). Weiterhin seien Z und Z’ Zerlegun-
gen von [a,b] mit Z < Z’. Es sei z ein Teilpuznkt von Z. Dann ist x auch ein Teilpunkt
von Z'.

Satz M.21.11.1. Seien a € R und b € (a,+00). Dann gilt:

a) Seien Z1, Zy € Za,b] so gewidhlt, dass sowohl Z; < Zs als auch Z, < Z; erfiillt ist.
Dann gllt Z1 = ZQ.

b) Seien Z1,Zy, Z3 € Z[a,b] zo gewihlt, dass Z; < Z und Zy < Z3 erfiillt ist. Dann
gﬂt Z1 S Zg.
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(c1) Es gibt genau ein Z' € Z|a, b] mit folgenden Eigenschaften:
(i) Esist Z1 < Z' und Z» < Z'.

(ii) Falls Z € Z]a, b] so beschaffen ist, dass Z; < Z und Z, < Z erfiillt ist, so
ist 7/ < Z.

(c2) Es gibt genau ein Z” € Z|a, b] mit folgenden Eigenschaften:
(i) Esist 2" < Zy und 2" < Z».
(iv) Falls Z € Z[a, b] so beschaffen ist, dass Z < Z; und Z < Z erfiillt ist, so
ist Z < Z".
Satz M.21.11.1 fithrt uns auf folgende Begriffsbildungen.

Definition M.21.11.3. Seien a € R und b € (a,+0o0). Weiter seien Z1,Zy € Z|a,b).
Dann heifit das durch die Eigenschaften (i) und (ii) aus Teil (cl) von Satz M.21.11.1
bzw. die Eigenschaften (iii) und (iv) aus Teil (¢2) von Satz M.21.11.1 eindeutig festgelegte
Element Z' bzw. Z"” von Z[a,b] das Supremum bzw. Infimum von Z; und Z;. Wir
schreiben fiir Z’ bzw. Z” dann auch sup{Z, Zs} baw. inf{Z, Z3}.

Definition M.21.11.4. Seien a € R und b € (a, +00). Weiterhin sei (Z,,),en eine Folge
aus Z[a,b]. Dann heifst (Z,),eny monoton wachsend bzw. monoton fallend, falls fiir
alle n € N gilt Z,, < Zni1 bzw. Zns1 < Zn.

Wir wenden uns nun dem Darbouxschen Zugang zum Riemann-Integral zu.
Definition M.21.11.5. Seien ¢ € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R)
beschrénkt. Sei Z € Z[a, b]. Dann heifen die Zahlen

sp(Z) = Z(ingf(x)) A1) bzw. S7(Z) = Y (sup f(x)) - AD(I)
ez °¢ i el

die zu Z gehoérige Darbouxsche Untersumme bzw. Darbouxsche Obersumme von
f-

Lemma M.21.11.1. Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € (A([a,b],R) be-
schrinkt. Seien Z und Z’ Zerlegungen von [a,b] mit Z < Z’. Dann gilt

sp(Z) < sy(Z') < S§(2') < Sp(Z).

Lemma M.21.11.2. Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R) be-
schrankt. Seien 71, Zs € Zla, b]. Dann gilt

s¢(Z1) < Sp(Z2).

Beweis. Sei Z :=sup{Zi, Z2}. Wegen Teil (cl) von Satz M.21.11.1 gelten dann Z; < Z
und Z < Z. Hieraus folgt in Verbindung mit Lemma M.21.11.1 nun

sp(Z1) < sp(2) < Sy(Z) < Sy(Z2),

also
s¢(Z1) < Sp(Z2).
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Lemma M.21.11.3. Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R) be- 08.12.2009

schrankt. Weiter seien

I;:= sup s¢(Z)sowie I;:= inf S¢(Z
1T 1(Z) = 1(Z)

Dann gilt lf < Tf

Definition M.21.11.6. Seien a € R und b € (a,+o00). Weiter sei f € A([a,b],R)
beschrénkt. Dann heifen die in Lemma M.21.11.3 eingefiihrten Zahlen I; bzw. Iy das
untere bzw. obere Darbouxsche Integral von f.

Satz M.21.11.2. Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R) beschrénkt.
Dann gilt:

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) fist R-integrierbar.
(i) fist beschrénkt und es gilt I, = Iy.

(iii) fist beschrankt und zu jedem € € (0,00) gibt es eine Z € Z[a, b] mit S¢(Z) —
sf(Z) €[0,€).

b
(b) Sei (i) erfiillt. Dann gilt [; = Iy = [ f(x)dx

Folgerung M.21.11.1. Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R) eine
R-integrierbare Funktion. Dann ist f beschréinkt und es gibt eine monoton wachsende
Folge (Z,)nen aus Z[a, b] mit

b

lim s¢(Z. /f )dx und hm S’f( ) = /f(w)d:c.

n—oo
a

Beispiel M.21.11.1 (Dirichletsche Sprungfunktion). Sei f :[0,1] — R definiert geméih

[ 1, falls x € [0,1\Q
f(z) = { 0, falls z € [0,1] N Q

Dann gilt:
a) Es ist f beschrankt und fiir jedes Z € Z[0,1] gelten s¢(Z) =0 und S¢(Z) = 1.
b) fist nicht R-integrierbar.

c) Seien A := [0,1],B14 = B N[0,1] sowie )\(Al) = )‘(1)|%1,A' Dann gelten [ €
E(A,B1 4) sowie

/ fad) = / omedd = 2D ([0, 1\@) = AV(0, 1NQ) = AV ([0, 1))-AD (@) = 1-0 = 1.
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Bezeichnung: Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R) beschrénkt.
Fir Z € Z[a,b] sei

tez = inf 1 ie Ty 7 := 1
f.z =) _(inf f(x))1; sowie Ty z Z(ilgf(fr)) I
IeZ IeZ

Bemerkung M.21.11.2. Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R) be-
schrénkt. Seien Z € Z[a,b] und y € [a,b]. Dann gilt:

a) Seiy kein in (a,b) gelegener Teilpunkt von Z. Dann gibt es genau ein I € Z mit
y € I und es gelte dann, dass

tr.z(y) = inf f(z) sowie T} z(y) = sup f(x).
zel =y

b) Sei y ein in (a,b) gelegener Teilpunkt von Z. Dann gibt es genau 2 voneinander
verschiedene Intervalle I und I’ von Z zu denen y gehort und es gelten dann

trz(y) = inf f(2) + inf f(z) sowie Ty z(y) = sup f(z) + sup f(z).
zel zel zel zel’

Lemma M.21.11.4. Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R) be-
schrinkt. Sei Z € Z[a, b]. Dann gilt:

a) Sei ||f]loo := sup |f(z)|. Weiter sei y € [a,b]. Dann gilt
z€[a,b]

(al) Seiy kein in (a,b) gelegener Teilpunkt von Z. Dann gilt:
=l < tr.2(y) < F(y) < Ty.2(y) < | floo-

(a2) Seiy ein in (a,b) gelegener Teilpunkt von Z. Dann gilt:

—2[fllee <t52(y) < Tr2(y) <2l

b) Seien A :=[a,b], B 4 := B1NA sowie )\g) = A(1)|‘31,A' Dann gelten {t¢ 7,7t 2} C
L1(A, B 4, /\S);R) sowie

/tﬁzd)\g) — s¢(Z) und /Tﬁzd)\g) — S4(2).
A A

Lemma M.21.11.5. Seien a € R und b € (a,+00). Weiter sei f € A([a,b],R) be-
schrankt. Seinen 71, Zy € Z[a, b] so gewihlt, dass Z; < Zj erfiillt ist. Weiter sein y € [a, b]
so gewidhlt, dass y kein in (a, b) gelegener Teilpunkt von Zs ist. Dann gelten:

tf7Z1 (y) < tf,Zz (y) < Tf,Z2 (y) < Tf,Zl (y)
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Es folgt nun das Hauptresultat dieses Abschnittes. Bei dessen Beweis werden wir sowohl
das Lemma von Fatou als auch den Lebesgueschen Satz der majorisierten Konvergenz
benétigen.

Satz M.21.11.3. Seien ¢ € R und b € (a,+00). Es seien A := [a,b],B14 =B NA
sowie )\ill) = )\(1)\%1)/1. Weiterhin sei f € A([a,b],R) eine R-integrierbare Funktion aus

M(A,B1;R). Dann gilt:
a) Esist f € El(A,’BLA,)\E;); R) und es gilt ffd/\(l) ff
b) Sei F': R — R definiert geméf:

| flx), fallsz e A
F(x)_{ 0 , falls z € R\A

Dann gelten F € £(RY, B, A}); R) und

b
R/ Fa ) = a/ f(z)dz

Beweis. (a)Aufgrund der R-Integrierbarkeit von f liefert Folgerung M.21.11.1 die Be-
schréanktheit von f sowie die Existenz einer monoton wachsenden Folge (Z,,)nen aus Z[a, b]

mit

nlg]go sf(Z /f dx (1)
und

nl;n;o S¢(Z /f . (2)
Sei

| flloo = sup | f(z)]. (3)
€A
Da f beschrinkt ist folgt aus (3) dann
[ Flloo € [0, 00). (4)

Sei
n € N. (5)

Unter Beachtung von (3) und (4) ergibt sich mittels Teil (a) von Lemma M.21.11.4 dann

— 00 < =2|[flleo £ tyz, < T2, <2[|flloc < 00. (6)
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Aus Teil (b) von Lemma M.21.11.4 ergeben sich weiterhin

{t;2,:Tr.2,} C LY(A Bra Ny R) (7)
sowie
/ Lz, ANy = 54(2) (8)
A
und
/Tf,znd/\(j) = S5¢(Z). (9)
A

Wegen (7) folgen mittels Teil (d) von Satz M.21.5.5 dann

Tz, — trz, € LA, B4, A R) (10)
und
/(Tf,zn —tr)d\Y) = /Tﬁznd)\(Al) _ /tf,anA(A”. (11)
A A A

Aus (11), (9) und (8) folgt nun
[ Trz = 0200 = 8,(2) = 55(2,). (12)
A

Wegen (6) gilt
Tz, — tf,z, € A(A,[0,00]). (13)

Wegen (10) gilt
Tz, = tyz, € M(A,B;R).

Hieraus folgt mittels Bemerkung M.17.4 dann

Ttz, —trz, € M(A,B1;R). (14)
Aus (13) und (14) folgt nun

Tt z, —trz, € E(A,Ba). (15)

Unter Beachtung von (5) und (15) erbringt die Anwendung von Lemma von Fatou (ver-
gleiche Satz M.21.9.1 dann

lim inf(Tfz, — tf.z,) € £"(A,B1,4) (16)
sowie
0< / [lim inf (7,7, — t7,7,)dAy < lim inf / (Tyz., — tr.z,)dA. (17)
A A
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Unter Verwendung von (1),(2) und (12) ergibt sich

/ ) — / Flayd 2P i S,(Z,) ~ lim spZ, = Tim (S7(Z0) - ()
(12) .. _ 1 B (1)
= nlgglo (Ty,z, —tfz,)dN," = hnrglo%f/<Tf’Z" tr.z,)dN, . (18)
A A
Aus (17) und (18) folgt nun
o - 1 _
/ liminf(Ty 7, —tf,2,)dA," = 0. (19)

A

Wegen (16) und (19) ergibt sich mittels Teil (b) von Satz M.21.6.1 dann, dass

(liminf(Ty,z, —trz,) # 0} € Nyo. (20)

Bezeichnet fiir n € N nun B,, die Menge der in (a,b) gelegenen Teilpunkte von Z,, so

ist B, nach Konstruktion von Z, dann endlich. Setzen wir nun B := |J B,, so ist B
neN

dann eine hichstens abzidhlbare Teilmenge von A. Hieraus folgt aufgrund der Stetigkeit
des Mafes )\S) mittels Bemerkung M.7.5 dann

B e N)\(1). (21)
A
Aus der Definition von B ergibt sich
la,8\B = [a,b]\(| ] Bn) = (1) ([a, ]\ Bn). (22)
neN neN
Sei
€ [a,b]\B. (23)
Weiter sei
n € N. (24)
Wegen (22) bis (24) ist dann
y € [a,b]\ By.

Somit ist y kein in (a, b) gelegener Teilpunkt von Z,,. Hieraus ergibt sich mittels Teil (al)
von Lemma M.21.11.4 dann

—flloo <t52,(y) < f(y) < Trz, < |flloo- (25)

Aus (25) und (4) folgt dann

0< fly) —trz,(y) < Tfz,(y) —tsz,(y). (26)
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Nach Konstruktion gilt

Wegen (23) und (22) gilt
y € [a,b\Bn11.

Somit ist y kein in (a,b) gelegener Teilpunkt von Z,;. Beachtet man dies sowie (27) so
ergibt sich mittels Lemma M.21.11.5 dann

tf7Z7L (y) é tf7Zn+1 (y) S Tf7Zn+1 (y) S Tf7Zn (y) (28)

Wegen (24) und (28) ist dann (¢f 7, (¥))nen eine monoton wachsende, beschrénkte Folge
aus R und (7%, z, (y))nen eine monoton fallende, beschrénkte Folge aus R. Somit sind die
Folgen (ty,z, (y))nen und (T 7, (y))neny nach dem Monotonieprinzip jeweils konvergent.
Sei

() = lim ty7, () (29
und
Ty(y) = lim Ty 7, (). (30
Wegen (29) und (30) ist dann die Folge (T 2, (y) — t¢,z, (¥) )nen konvergent und es gilt
Ty(y) — t(y) = lim (T2, (9) — t1.2,(0)). (31)
Aus (31) folgt insbesondere
Ty (y) — t(y) = liminf(T) 2, (v) — t1.2, (). (32
Sei
N = {liniinf(TﬂZn — tf,Zn) 75 0} (33)
Aus (20) und (33) folgt dann
N e NA(I)' (34)
A
Wegen (21) und (34) folgt mittels Teil (¢) von Satz M.5.1 dann
BUNEN)\(l). (35)
A
Es ist
[a,b\(B U N) = ([a, b\ B) N ([a, b]\N). (36)
Sei
y € [a,b]\(BUN). (37)
Wegen (36) und (37) gilt dann
y € [a,b]\B. (38)

Wegen (38), (23) und (32) gilt dann

Ty(y) — ty(y) = lminf(Ty 7, (4) — 1.7, (1)) (39)
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Wegen (36) und (37) gilt weiterhin

y € [a,b]\N. (40)
Aus (33) und (40) folgt nun
lim inf(7 7, (4) — 5.2, (s)) = 0. (41)
Aus (39) und (41) folgt dann
Ti(y) = ty(y) = 0. (42)
Wegen (38), (42), (23) und (31) folgt dann
lim (T 7, —tf,2,) = 0. (43)

Aus (23), (24), (26), (38) und (43) folgt nun
Tim (£(5) ~ ty2,(4)) =0
und somit also auch
lim t7.7, = [(y). (44)

Wegen (37) und (44) gilt dann: v45m
(I)Die Folge (1(4,4)\(BUN)tf,2, )Jnen konvergiert punktweise auf [a, b] gegen 1j, )\ (pun)f-  14.12.2009

Nach Voraussetzung gilt f € M(2, B1;R). Wegen (7) ist (¢¢,z, ) eine Folge aus M (2, Bi; R).

Kombiniert man dies mit (35), so folgt aus (I) dann:

(II) Die Folge (tf,z,) konvergiert )\(Al)—f.ﬁ. auf [a, b] gegen f.

Wir wollen nun den Lebesqueschen Satz von der majoriesierten Konvergenz heranziehen.

Hierzu miissen wir noch eine )\g)—integrierbare Majorante der Folge (tf 7, )nen bereitstel-

len. Sei
n € N. (45)

Wegen Teil (a) Lemma M.21.11.4 gilt
(tr,z,) < 2/l fllo - La. (46)
Wegen A € By 4 und (4) ergeben sich mittels Folgerung M.21.2.1 dann
2[|F||oc1a € E(A, By ,a) (47)

und

/ 2| flloo1ady) = 2||f 1l XD (A)] = 2/ Flloc NV ([a, B])] = 2]|f]]oo(b—a) € [0,50). (48)
A

Wegen (47) und (48) liefert Teil (a) von Bemerkung M.21.5.3 dann

2| flloola € LA, B a, AY;R). (49)
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Wegen (5),(7),(45),(49) und (II) liefert der Lebesquesche Satz von der majoriesierten
Konvergenz (vgl. Satz M.21.9.2) nun

fe Ly (A B A\;R) (50)
sowie
/ faAd = tim [ty dAY. (51)
A n—coo JA
Wegen (1),(3) und (8) gilt
b
/f(w)dx = nh_)rgo sf(zn) = nh_{{.lo/tf,znd/\fql)- (52)
a A

Aus (51) und (52) folgt dann

b

/ FarA) = / f(x)da. (53)

A a
Wegen (50) und (53) ist dann (a) bewiesen.
(b) Dies folgt wegen (1) sogleich aus den Teilen (c3) und (c4) von Satz M.21.5.10.
|

Folgerung M.21.11.2. Seien a € R,b € (a,+o00) und f € C(([a,b], pg (o), (R, pER))-
Dann ist f € M([a,b], B1 N [a,b]; R) sowie R-integrierbar und es gelten die Aussagen (a)
und (b) von Satz M.21.11.3.

Beweis. Aus der Wahl von f folgt sogleich die R-integrierbarkeit von f. Da Bj N [a,b]
die borelsche o-Algebra des metrischen Raumes ([a,b], pg (o) ist, folgt aus der Wahl
von f mittels Satz M.15.8 dann f € M([a,b], B1 N [a,b];R). Damit folgen die restlichen
Behauptungen aus Satz M.21.11.3. |

Unser néchstes Ziel besteht nun darin, auch Lebesque-Integrale von Funktionen, welche
nicht notwendig beschrinkt oder aber mit einem unbeschrankten Intervall definiert sind,
duch Zuriickfithrung auf die entsprechenden uneigentlichen R-Integrale zu bestimmen.
Dies wird nur bedingt gelingen. Im Falle nichtnegativer Funktionen werden wir unser
Ziel vollstandig realisieren. Andererseits werden wir jedoch auf Beispiele von Funktionen
stofsen, welche uneigentlich R-integrierbar, jedoch nicht Lebesque-Integrierbar sind. Wir
stellen nun eine fiir unser weiters Vorgehen wichtige Begriffsbildung bereit.

Definition M.21.11.7. Sei f ein nichtleeres Intervall von R und sei f € A(I,R). Dann
heifst f lokal R-integrierbar auf I, falls fiir jedes abgeschlossene endliche Teilintervall
J von I R-Integrierbarkeit von Rstr.;f vorliegt.

Bemerkung M.21.11.3. Seien [ ein nichtleeres Intervall von R und f € C(({; pg.1), (R, pER))-
Dann ist f lokal R-integrierbar auf I.
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Satz M.21.11.4. Seien I ein nichtleeres Intervall von R,B;; := By NI und )\gl) =

Rstr.p, 1)\?). Weiterhin sei f eine lokal auf R-integrierbare Funktion auf I mit Werten

in [0, 400), welche zu £*(I, B1,1) gehért. Dann gilt:
(a) Sei I =R dann gilt

(1 _ M) _ g
/fd)\j = /fd)\l = 7}1—{20 / Rstr.|_p, n) f(z) d.
R 1 -n
(b) Mit einem gewissen a € Rseil = [a, +00). Dann gilt
/ Fda = lim / RStr 01 f () doz.
1 a
(c) Mit einem gewissen b € R sei I = (—o0, b]. Dann gilt
b
1 .
/ Fda = Tim_ / Rstr._, 5 f (x) dz.
1 -n
(d) Mit einem gewissen a € R sei I = (a,+00). Dann gilt

/fdAgU:nlggo / Rstr.o, 1, f(2) dz.
1

1
a+n

(e) Mit einem gewissen b € R sei I = (—o0,b). Dann gilt

1
b5

—00 “n

(f) Mit einem gewissen a € R sei b = (a,c0) gelte I = (a,b]. Dann gilt
b
/fdAp) = lim / Rstr.o, 1y f(2) dz.
I a+%

(g) Mit einem gewissen a € R sei b = (a,00) gelte I = [a,b). Dann gilt
p—1

/fd)\gl) = nh_>n010 / Rstr.[mb_%}f(x) dz.
I a
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(h) Mit einem gewissen a € R sei b = (a,+00) gelte I = (a,b). Dann gilt
p—1

/ fary) = tim [ Rstr, o, 1if(@)de.

Bemerkung M.21.11.4. Seien I ein nichtleeres Intervall von R und By ; := By N I. Wei-
terhin sei f € C((L; pE,1), (R, per)) N A(I,[0,+00)). Dann ist f lokal R-integrierbar auf
I und es gilt f € E(1,B11)-

Beispiel M.21.11.2. Sei f : R — (0, +00) deﬁmert gemaf@ x — ——. Dann gilt f €
C((Ia IOE,])7 (Ra PE,R)) N g*(Rla Bl SOWIG f fd)‘

R
Beweis. Aus der Definition von f erkennt man sogleich, dass f € C((I; pg,1), (R, ppr))N
A(R, [0,4+00)). Hieraus folgt mittels Bemerkung M.21.11.4, dass f lokal R-integrierbar
auf R ist und zu £*(R, By) gehért. Hieraus folgt mittels Teil (a) von Satz M.21.11.4 dann

[fdA® = f Rstr.[_y ) f)(x)dx
R n

= lim dx
n—o00 * ‘[ 1+$2

= lim [arctan z]™,
n—o0

= lim [arctann — arctan(—n)]
n—oo

= lim 2arctann
n—oo

=2 lim arctann
n—oo

— 9T
=27
=.

Beispiel M.21.11.3. Sei a € (0,400). Dann gilt

(a) Sei f,: R — [0,+00) deﬁmert gemaﬁ T — 1(0,00)(z) exp{—az}. Dann gelten f, €
5*(R1,81 ) sowie [ fo d\(
R

(b) Sei g, : R — R definiert geméif x — exp{—alz|}.
Dann gelten g, € C((R; pp.1), (R, ppr)) N E*(R, By) sowie [ gq dAY) = 2.
R

Wir untersuchen nun den Fall reeller Funktionen beliebigen Vorzeichens. Wir ge-
ben zunéchst ein Beispiel einer uneigentlich R-integrierbaren Funktionen, welche nicht
Lebesque-integrierbar ist. Hierzu ziehen wir die sinc-Funktion heran und stellen zunéchst
einige Eigenschaften dieser Funktion bereit.

Bemerkung M.21.11.5. Sei sinc : R — R definiert geméf
{ sinm)  falls noe R\{0}

n

(sinc)(u) =1 § falls =0

. Weiter sei z € R. Dann gilt:
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(a) Esist (sinc)(z) = (sinc)(—x).

(b) Esist |(sinc)(x)| < 1.

n

(¢) Sei n € N. Dann gilt sinz = 2" sin 2%(}}:[1 CoS 57 ).

(d) Esist (sinc)(z) = lim [] cos .

@ 2= yIie b3 iy B

Beispiel M.21.11.4. Sei die sinc-Funktion wie in Bemerkung M.21.11.5 definiert. Dann
gilt:

(a) Es ist sinc € C((R; per), (R, peRr)).
(b) Es ist sinc € M(R, B;; R)\L'(R, By, \(D; R).

(c) Das uneigentliche R-Integral [ (sinc)(z)dx konvergiert.
0

(d) Seip e (1,4+00). Dann gilt sinc € LP(R, By, \(V: R).

Satz M.21.11.5. Sein I ein nichtleeres Intervall von R, By := By NI sowie )\51) =
Rstr.z,, A Weiterhin sei f eine quasi-A\(D-integrierbare und auf I lokal R-integrierbare
Funktion. Dann gelten die Aussagen (a)-(h) aus Satz M.21.11.4.

Beweis. Samtliche Behauptungen sind eine unmittelbare Konsequenz aus Defintion
M.21.5.1, der Zerlegung f = f*— f—, der Tatsache, dass f™ und f~ lokal R-integrierbare
Funktionen aus £*(1, By ) sind und der nach Satz M.21.11.4 bestehenden Giiltigkeit der
Aussagen (a)-(h) fiir lokal R-integrierbare Funktionen aus £*(1, By r). [ |

M.21.12. Einige Aussagen iiber \()-stetige MaRe aus M’ (R!, B;)

Bei einer ganzen Reihe von stochastichen Anwendungen spielen veschieden Klassen von
AD_stetigen Mafen eine entscheidende Rolle. Aus diesem Grund erscheint es lohnens-
wert, die Klasse der \(D-stetigen Mafe aus M©E (R, B;) niiher zu betrachten. Zunichst
studieren wir einige Wechselbeziehungen zwischen den Differenzierbarkeitseigenschaften
der Verteilungsfunktionen eines solchen Mafes und verschiedenen anderen Gréfen.

Satz M.21.12.1. Sei f € LY(R, B, \(); R)NA(R, [0, +-00)). Weiter sei v := (A()) ;. Dann
gilt

(a) Esist v € MY(RY, By).

(b) Es bezeichne F,; bzw. F,, die linke bzw. rechte Verteilungsfunktion von v. Dann
gilt F,; = F, .
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(c) Sei zg ein Stetigkeitspunkt von f. Dann ist F,; in xg differenzierbar und es gilt

(o) (o) = f(wo)-
(d) Sei f € C((R,pE,1), (R, pEr)). Dann ist F,; auf R differenzierbar und es gilt
(FV,I), =7
Satz M.21.12.2. Sei u € Mﬁ(Rl,Bl) derart beschaffen, dass F),; auf R stetig differen-

. . . . 1
zierbar ist. Dann gelten F,; = F}, ., (F,;)" € £*(R, By) sowie p = AEF?H,Z)/'

Satz M.21.12.3. Sei g : R — R eine bijektive stetige differenzierbare Funktion derart,
dass fiir z € R gilt ¢’'(x) € (0, 4+00). Dann gilt:

(a) Bezeichne h die Umkehrabbildung von g. Dann ist h stetig differenzierbar auf R
und fiir alle € R gilt h'(x) € (0, +00).

(b) g ist Bi-Bi-mefkbar.

(C) Sei f S C((Ra pE,I)v (Ra pEJR))mEl (Ra 817 )‘(1)) R>ﬂg*(R7 Bl) Dann gelten (foh)h/ €
E*(R, By) sowie
g((AF) = D) pemy-
v46m

4.1.2010
M.21.13. Die Eulersche Gammafunktion

Wir behandeln in diesem Abschnitt eine der wichtigsten Funktionen der Analysis, die
sogenannte Eulersche Gammafunktion. Wir wihlen hier einen Zugang zur Gammafunk-
tion, der an die Techniken dieses Kapitels angepasst ist. Wie zahlreiche wichtige konkrete

Funktionen lasst sich die Gammafunktion fiir wesentliche Teile ihres Definitionsbereiches
durch Integration gewinnen.

Lemma M.21.13.1. Seien I := (0,1}, By 1 := Bi NI sowie /\gl) = Rstr.Bl’I)\(l).Weiter
sei a € R und die Funktion f : (0,1] — [0, +00) sei definiert gem#f z +— 2971 - exp{—2}.
Dann gelten f € L((I, pE,i), (R, ppr)) NE*(I5, ;) sowie

(1) J = +oo, falls o € (—00,0)
]ffd)\l { € (0,4+00), falls a € (0,+00).

Lemma M.21.13.2. Seien I := [1,400), By := By NI sowie )\gl) = Rstr.lglylx\(l).

Weiter sei @ € R und die Funktion f : [1, +00) — [0, +00) sei definiert gemif 2 — 2% 1.

exp{—x}. Dann gelten f € C((I, pp.1), (R, pp.g)) NE*(I, By.r) sowie [ fdA) € (0, +00).
1

Lemma M.21.13.3. Seien I := (0,+00), By := By NI sowie )\gl) = Rstr.glyl)\(l).
Weiter seien o € R und die Funktion f : (0,400) — [0,400) sei definiert gemih x —

a—1

- exp{—x}. Dann gilt
a) Es gelten f € C((I7 pE,I)7 (Ra PE,R) N g*(I7 Bl,[) sowie

fd)\(l] = 400, falls a € (—o0,0]
I €(0,+00), falls ae€ (0,+00).
T

M-159



b) Es ist f lokal R-integrierbar auf I und es gilt

/fd)\ hm / (Rstr. (1 (x)dx.

Lemma M.21.13.3 berechtigt uns zu folgender Begriffsbildung.

Definition M.21.13.1. Seien [ := (0, +00), By, := By N I sowie /\gl) = Rstr., AW,
Dann heit die Funktion T : (0, +00) — (0, +00), welche gemiR

D(u) == /x“_l : e:vp{—:c})\gl)(dx)
T

erklart ist, das Eulersche Gammaintegral.

Satz M.21.13.1. Es bezeeichne I das Eulersche Gammaintegral. Sei u € (0, +00). Dann
gelten u + 1 € (0, 400) sowie I'(u + 1) = u - T'(U).

Folgerung M.21.13.1. Sei n € N. Dann gilt:
a) Esist T(U) = (n—1)..

k ~
b) Sei k € N. Dann gilt T(% + k) = = ([[ [n+2(j — 1)]) - T(2).
j=1
Wir suchen nun nach einer adéquaten Fortsetzung des Eulerschen Gammaintegrals auf
eine ,moglichst groke* Teilmenge von R.
Seien s € N und n € N. Unter Beachtung von Teil (a) von Folgerung M.21.13.1 ergibt

sich dann
s+n

) (s—D)! 11 4 RS G Itk
F(S) = (8 - 1)‘ = .s+'rLJ:S = T(Ls+n) — ﬁil - nn!.nb ° k:1ns
H j IT (s+k) 11 (s+k) (s+k)
k=0 k=0 k=0
— e ] k(14 k),
H (S+k) k=1 kljo(erk) k=1
Hieraus folgt wegen -
lim ﬁ(lJrE):ﬁ(lJr lim E):fIl:sl:l
n—00 n n—oo N
k=1 =1 k=1
dann
- . ns i 1. nS
P(s) = lim [ —— J[(+ )] = lim
T s +k) k=1 " T (s + k)
k=0 k=0

Die soeben erhaltene Produktdarstellung des Eulerschen Gammaintegrals fiir s € N
lasst sich tatséchlich auf (0, +00) ausdehnen. Die Konvergenz des uneigentlichen Produkts
liegt sogar fiir R\{0, —1, —2, ...} vor. Dies ist der Gaufsche Zugang zur Gammafunktion.
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Satz M.21.13.2. a) Sei z € R\{0,—1,—2,...} Fiir n € N wird definiert

Iy(z):= nn'in
[[(x+k)
k=0

Dann ist die Folge (I'),(z))nen konvergent und die Konvergenz ist gleichméfig in
jedem Intervall (a,b] C R\{0,—1,—2,...}.

b) Es bezeichne I' die Grenzfunktion der in (a) eingfiihrten Funktionenfolge (I'y,)pen.
Dann gilt:

(b1) T ist stetig auf R\{0,—1,—2,...} und hat zudem keine Nullstelle.
(b2) Es bezeichne T’ das Eulersche Gammaintegral. Dann gilt I' = Rstr.. (0 4-00)L -

Definition M.21.13.2. Diein Satz M.21.13.2 eingefiihrte Funktion I" : R\{0, -1, -2, ...} —
R heifst die (reelle) Eulersche Gammafunktion.

Satz M.21.13.3. Sei x € R\{0,—1,—2,...}. Dann gelten z+1 € R\{0, —1, -2, ...} sowie
Mx+1) =z T'(x).

Fiir unsere weiteren Zwecke wird sich die Kenntnis des Funktionswert I'(3) als be-
sonders wichtig erweisen. Aus diesem Grund werden wir uns nun mit der Berechnung
dieses Werts befassen. Unsere Strategie basiert auf der Heranziehung der Wallisischen
Produktdarstellung der Zahl 7. Deren Herleitung bestimmt den Inhalt unserer néchsten
Uberlegungen.

Bemerkung M.21.13.1. Sei n € N. Dann sind die Funktionen (cos)” und (sin)" jeweils
lokal R-integrierbar auf R.
Lemma M.21.13.4. Fiir n € Nj seien die Funktionen I,, : R — R bzw. J, : R - R
x x
definiert gemék x — [(cost)™dt bzw. x — [(sint)"dt. Dann gilt
0 0

a) Sein € {2,3,...}. Weiter sei z € R. Dann gelten

-1

)L sinx + nT I _o(x)

1
I,(z) = E(cosx

sowie

1 -1
Jn(z) = E(sim:)”_l - coST + nT « Ip—o(x).

b) Die Folgen (I;,(5))nen und (Jn(5))nen sind monoton fallend.
c¢) Sein € {2,3,...}. Dann gelten I,,(5) = ”T_l I 2(5) sowie Jn(5) = ”T—l Tn—2(%).
d) Esist Io(5) = Jo(5) = § sowie I1(5) = J1(5) = L.

)

e) Sei n € Ng. Dann gilt I,,(5) = J,(5).
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f) Sei s € N. Dann gelten
T
J25 5 1:[

g) Sei s € Ng. Dann gilt Jo,(3) = & - (¥) - .

S

sowie Josy1(=

N
SN—

.

Il

—

[N}

= o
+ |~
—

h) Sei n € N Dann gilt n- J,1(5) - Ju(5) = 5.

Lemma M.21.13.5. Fiir n € Ny bezeichne J,, die in Lemma M.21.13.4 eingefiihrte
Funktion auf R. Dann gilt

o Ju(D)
a) Es ist nlg]gO Tna (D)

In(5)
Ti(D)

=1.

=1.

b) Esist lim
n—00

¢) Esist lim (n-[J,(5)]*) = 5.

n—o0
d) Esist nh_)rgo V- [Jon(5)] = @

Satz M.21.13.4 (Wallisisches Produkt). Es gilt
n . .
2 2
lim [[(5-2 =1,
n~>ooj: 2] —1 2] +1 2

Beweis. Wegen Teil (c) von Lemma M.21.13.5 gilt

Jim (204 1) - o (5)7) = 3. e
Sei
n € N\{1}. (2)
Wegen (2) folgt mittels Teil (f) von Lemma M.21.13.4 dann
(2n+1) - [Jons1(5) = (2n+ 1)[H sl
= (2n + 1)( H 23+1])( H 2]+1])
=(2n+1)- 2n+1( 1;[1 2J+1) (H 2J+1)
T2 (3)

n—1 92
=2n- (I 9517) - (
Jj=1 J

n

2
1 25+1
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o TT 2 2 x
Aus (1)-(3) folgt dann n11—>120j1;[1(2]_1 7711)

Satz M.21.13.5. Es gilt

Beweis. Wegen Definition M.21.13.2 gilt

1 I n2
[(3) = lim _ment

n—0o0

Sei

n € N.
Wegen (2) folgt mittes Teil (f) von Lemma M.21.13.4 dann

nbnd v 2lalym BvelIEn =2yn- H
ﬁ (%—i—k) 1—[ 2k+1 H (2k+1) 1’11 (2k+1) 2]<:+1
k=0 k=
Lemma 4(f) !

2vn - Jopta(3) =

\/ﬁ
=2\ /ortg-/Cn+1)- J2n+1( )]

Wegen Teil (c) von Lemma M.21.13.5 ist

V2n+1- J2n+1(g)

i fen 1) U (2 = i (@0 )10 ()
Aus (1)-(4) folgt dann

(3 = lim H"'(’” = lim 2+ /525 /@ 1) (1 (3)
k=
—2nh_>ngO ] nh_)m Ven+1) - [T ()PP =2 f f—Q
= /7.

Folgerung M.21.13.2. Sei n € N. Dann gilt

o+ 1 L

) = [Lex-1)-

k=1

I

45

Beweis. Idee: Verwende vollstindige Induktion sowie die Sdtze M.21.13.3 und M.21.13
|
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Satz M.21.13.6. Seien I := (0,+00), By, := B1 NI sowie )\31) = Rstr.BM)\(l). Weiter-
hin s € [0, +00) und die Funktion fs: I — (0, 400) sei definiert gemiR = + x°-exp{—z?}.
Dann gilt:

a) Bsist fy € C((I, pp.1), (R, pp.g)) N EX(I, By) und es gilt [, fdA = 11 (s1),

VT , fallsk = 0
k . N
T (27 — 1)] 357, fallsk € N

. sowie

b) Sei k € No. Dann gelten [, fop dA(Y = {

I7 farsa dAﬁl) =48
Beweis.

a) Aus der Definition von f folgt sogleich fs € C((1, pe,1, (R, per)) N A(Z, [0, +00)).
Hieraus folgt mittels Bemerkung M.21.11.4, dass fs zu £*(I, Br) gehort und zudem
lokal R.-integrierbar auf I ist. Hieraus folgt mittels Teil (d) von Satz M.21.11.4
dann

O " - "o 9
/Ifsd)\I nl;n;o/l(Rstr.[i7n]fs)(x)dxnhﬁrgo/l z¥exp{—z“}dx (1)

Sei
neN (2)

Unter Verwendung der Substitutionsregel fiir R-Integrale folgt nun

2 2
1 s+1

n n s 1 n
/1 2% exp{—z?} dx = / t2 eXp{ft}Et_% dt = / t 2 lexp{—t}dt (3)
% ()2 (7)?

2

Unter Beachtung von Teil (b) von Lemma M.21.13.3 angewandt auf die Teilfolge
(n?)nen von (n)en, Definition 1 sowie Teil (b2) von Satz M.21.13.2 folgt dann

n2

lim 5l exp{—t}dt = /t%l_l eXp{—t})\gl)(dt) = T(
n—00 (% 2 I

s+1 s+1
2

) =T(* )

(4)

3

Unter Verwendung (1)-(4) folgt dann [} fs d)\gl) = lim [T 2% exp{—a?}dx

. n2 s+l (4) S
lim %f(%)gt > lexp{—t}dt = iD(sHh).

n—o0

b) Unter Beachtung von (a), Satz M.21.13.5 und Folgerung M.21.13.2 ergibt sch

VT ,falls k=0
15127 — 1))545, falls k € N
von (a), Teil (b2) von Satz M.21.13.2 und Teil (a) von Folgerung M.21.13.1 ergibt

sich weiterhin [, fop41 d/\(Il) = %r(%) = %F(k +1) = %f(k +1) = %

I7 fo d)\gl) = ID(ZEH) = . Unter Beachtung
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M.21.14. Uber die Familie der Normalverteilungen auf (R', B)

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht eine parametrische Familie von W-Mafen auf
(R,%1), welche eine zentrale Rolle in der W-Theorie einnimmt. Die Funktion g: R —
(0, +00) sei definiert gemiiR = +— exp{—=?}. Dann ist g offensichtlich stetig, besitzt aber
(wie aus der Analysis bekannt ist) keine Elementare Stammfunktion. Hierdurch wird die

)

Berechnung des Integrals fR gd)\g1 erschwert.

Satz M.21.14.1. Sei g: R — (0,+00) definiert gemé x + exp{—=2}. Dann gelten
9 € C((R,ppr), (R, ppr)) NE*(RY, B1) sowie [ gdAV) = /7.

Beweis. Aus der Definition von g folgt sogleich g € C((R, prr), (R, ppr))NA(R, [0, 4+00)).
Hieraus folgt mittels Bemerkung M.21.11.4, dass g zu £*(R!, B1) gehort und zudem lokal
R-Integrierbar auf R ist. Hieraus folgt mittels Satz M.21.11.4, dass

/gd)\(l) = li_>m (Rstr.(—pn9)(z) dx (1)
R n—=oo J_n
Sei
neN (2)
Da g eine gerade Funktion ist gilt
/ (Rstr.|_png)(z) do = 2/0 (Rstr.jg.n)9)(7) do (3)

Seien I := (0,+00), By := By NI sowie )\31) = Rstr.[gl’,)\(l). Unter Beachtung von Teil
(d) von Satz M.21.11.4 sowie Teil (b) von Satz M.21.13.6 folgt dann

n

/OO(RS‘EI‘.[(),JrOO]g)(x) dz = lim . (Rstr.[%,n]g)(x) dz = /(Rstr.lg)(x) de = /7 (4)
0 1

n—o0

Unter Beachtung von (1)-(4) folgt nun
Jp gdA) = nh_)rrgo J", Rstr._p, yg)(z) dz = nlggo 2[5/ (Rstr.po 9) (z) daz
=2 [P(RStr. [ 400)9) () dz =2 VT =m. [ |

Satz M.21.14.2. Seien ¢ € Rund o € (0,+00). Es sei f, ,2: R — (0,+00) definiert

geméfs
(z —a)?

fa,a2 (1’) = \/2170_ eXp{_W}-

Dann gilt:
a) Es ist fa,02 € C((Ra pE,R)a (R?pE,R)) N S*(Rl’ %1)

b) Unter Beactung von (a) werde definiert .4, 2 := (A(l))fa _»- Dann gelten A7 ;2 €
ML (RY,B4) sowie A, 2 = Tya(Ap,1) (Hierbei ist T, ,: R — R definiert gemaf
r—or+a.).
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c) Es ist Spec (A4

a70_2 =

R.

Definition M.21.14.1. Seien a € R und o € (0, 4+00). Dann heifst das in Satz M.21.14.2
eingefithrte W-Mak .47, ;2 die Normalverteilung mit den Parametern a und o2 und die
in Satz M.21.14.2 eingefiihrte Funktion f, ;> die kanonische A(_Dichte von N0
Insbesondere wird .4y ; die Standartdnormalverteilung genannt.

Es sei erwihnt, daR die kanonischen A)-Dichten der Normalverteilungsfamilie auch
als Gauftsche Glockenkurven bezeichnet werden. Auf den 10 DM-Schein war neben einem
Portrat von C.F.Gauls auch eine Gaufische Glockenkurve zu sehen.

M.21.15. Einige Beispiele von \(-stetigen MaRen aus M! (R!, %)

Zahlreiche der in konkreten stochastischen Anwendungen auftretende Mafe aus M1 (R!, B1)
besitzen die Eigenschaft der A(V-Stetigkeit. Das Anliegen diesen Abschnitts besteht dar-

in einige fiir unsere spéiteren Betrachtungen bedeutsame Mafe der genannten Klasse
vorzustellen.

Satz M.21.15.1. Seien a € R und b € (a,+00). Es sei 04p: R — R definiert geméf

0 , falls x € R\[a,b]
oap(x) = Ha— ?) falls x € [a, ““‘b}

=
20-r) falls 2 € (%42

(b—a)®”

Dann gilt
a) Es ist Oap € C((R,PE,R)’ (Ra PE,R)) N 5*(R1a %1)

b) Unter Beachtung von (a) werde definiert S, = (A(l))aa,b. Dann gelten Sgp €
ML (R, B1) sowie R\[a,b] € N, , .

c) Es ist Spec (Sgp) = [a,b].

0 , falls z € (—o0,a)

d) Esist Fg ;= F d fii R gilt F. = <’f a>)2 falls 2 € [a, 237
sist Fs, ,1 = Fs,,»und fiirz € Rgilt Fs, , () = - ((bb ))2 falls ¢ (a+b b

1 , falls z € (b, +00)

Definition M.21.15.1. Seien a € R und b € (a, +00). Dann heift daf in Satz M.21.15.1
eingefithrte W-Mag S, € ML (R',B;) die Simpsonverteilung (oder Dreiecksvertei-
lung) mit den Parametern a und b. Im Fall b € (0, +00) heifit S_p; auch die symmetri-

sche Simpsonverteilung (oder auch symmetrische Dreiecksverteilung) zum Parameter
b.

Bemerkung M.21.15.1. Seien die Zahlen a; € R und b; € (aj,+00) sowie az € R und
by € (ag,+00) so gewdhlt, daf Sg, p, = Sa, p, erfiillt ist. Dann gelten a1 = ao und by = by.
Beweis. Unter Beachtung von Teil(c) von Satz M.21.15.1 ergibt sich

[a1,b1] = Spec (S, b,) = Spec (Say.p,) = a2, b2]. Hieraus folgen a; = az und by =b. W
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Satz M.21.15.2. Seien @ € Rund g € (0,+00). Es sei F,, 3: R — (0,400) definiert
geméfs
I6; 1
Foplz) =~
G B s
Dann gilt:
a) BEsist Fop € C((R, ppr), (R, ppr)) NE* (R, By).

b) Unter Beachtung von (a) werde deifniert v, 5 := (A(l))Fa,B' Dann gelten v, 3 €
M}F(Rl, B1) sowie Va8 = T3.0(70,1)-

c) Es ist Spec (7q4,3) = R.
d) Esist I, ;1= F,, ;- und fiir x € R gilt F,_ ,(z) = %arctan% +3

Definition M.21.15.2. Seien o € Rund g € (0, 4+00). Dann heift das in Satz M.21.15.2
eingefiihrte W-Mak v, 5 € ML (R!,B;) die Cauchy-Verteilung mit den Parametern
o und S. Insbesondere wird «p ; auch als Standard-Cauchy-Verteilung bezeichnet.

Wir wenden uns nun einer Famile von W-Mafen zu, welche insbesondere zur model-
lierung der Lebensdauer von Objekten verwendet wird welche einem Alterungsprozefs
unterliegen. Dies trifft z.B. auf Radioktive Atome, Gliihbirnen oder Transistoren zu.

Satz M.21.15.3. Sei n € (0,+00) und sei e, : R — [0, +00] definiert geméf

en(2) 1= Nlj 100)(2) exp{—nz}.
Dann gilt:
a) Esist e, € E*(RY,By).

b) Unter Beachtung von (a) werde definiert F, := (A(l))en. Dann gelten E, € M! (R, B)
sowie (—00,0) € N, .

c¢) Es ist Spec (Ey) = [0,400).

0 , falls z € (—o0, 0]

d) Esist FEn,l = FEn,r und fir z € R gilt FEn,l(x) = { 1_ exp{—n:r} falls = € (0 +OO)

Definition M.21.15.3. Sei n € (0,+00). Dann heift das in Satz M.21.15.3 eingefiihrte
W-MaR E, € M! (R!,B;) die Exponentialverteilung zum Parameter 7).
v48m

Satz M.21.15.4. Sein a € R,n € (0,00). Sei ly, : R — [0, 4+00) definiert gemaéfs 11.1.2010

n
lan() = 3 exp(—nl — al).
Dann gilt:

(a) lflﬂ] € C((Ra pE,R)v (Rv pE,R)) N 6*(R13 Bl)
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(b) Unter Beachtung von (a) sei Lq, = (A(l))lam.
Dann ist L, € ML(Rl,Bl),T%7a(L071) = Loy
(c) spec(Lqay) =R.

(d) Esist Fp,,, = Fr,, ., und fiir z € R gilt

_ | sexp(n(z — a)) .z € (—00,a)
Lo (T) = { %— %eaﬁp(—n(m—)) .z € [a,+00).

Definition M.21.15.4. Seien a € R,n € (0,+00). Dann heift das in Satz eingefiihrte
W-Mak L, , die Laplace-Verteilung mit den Parametern a und 7 . Insbesondere wird
Lo auch als Standard-Laplace- Verteilung bezeichnet.

In den nachfolgenden Betrachtungen greifen wir auf Eulersche Gammafunktion I' zu-
riick.

Satz M.21.15.5. Seien «, 3 € (0,00). Sei hq 3 : R — [0,400) definiert geméf

. (o .z € (—00,0]
a,,@(x) T %xa—l exp(—ﬁl‘) , X € (O,+OO)

Dann gilt:
() has € E*(RL,By).

(b) Unter Beachtung von (a) werde definiert. I'y g := (A()),,
Dann Ty 3 € ML (R, By), (—00,0] € N, 5.

() Tayp = T1 (Ta1):

a,B"

(d) specl'y g = [0, +00).
Definition M.21.15.5. Seine «, 8 € (0,+00). Dann heit das in Satz M.21.15.5 einge-

fiihrte W-Maf I'y, g die Gammaverteilung mit den Parametern o und .

Wir erkennen nun, dass die in Defnition M.21.15.3 eingefithrte Exponentialverteilung
spezielle Gammaverteilungen sind.

Satz M.21.15.6. Sei n € (0,400). Dann gilt:
(a) Eﬂ = FL”]'
(b) Ey = T%,O(El)'

Wir heben nun eine spezielle Teilklasse von Gammaverteilungen, welche fiir die ma-
thematische Satistik von besonderem Interesse ist, heraus.

Definition M.21.15.6. Sei n € N dann wird die Gammaverteilung I'» 1 mit den Para-

272
metern 2, 1 auch als zentrale Chiquadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden bezeich-

272
net. Anstelle von T’ wird auch das Symbol x2 verwendet.

1
2

N3
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Satz M.21.15.7. Sei T : R — R definiert gemif  — x2. Dann ist T eine B;-B;-mekbare
Abbildung und falls Ny ; die Standardnormalverteilung bezeichnet, gilt

T(No1) = X5

Wir studieren nun eine 2-parametrische Familie von W-Mafsen, welche die Familie der
Exponentialverteilung umfasst und dhnlich wie diese rege Anwendung bei der Model-
lierung der Lebensdauer von verschiedenen Phénomenen und Objekten in Natur und
Technik findet.

Satz M.21.15.8. Seien «, 3 € (0,00). Sei wq 5 : R — [0,400) definiert gemaf:

o a, Br Lexp(—B2Y) ,x € (0,00)
Was (%) = { 0 ,x € (—00,0].

Dann gilt:
(a) wap € EX(RY, By).

(b) Unter Beachtung von (a) sei Wy g := (A(l))wayﬁ.
Dann gilt W5 € MY (RY, By), (—00,0] € Ny, 5.

(c) specWq g = [0, +00).

(d) Fo

Fy, 5 und tir z € R gilt. Fwa,g,l(l‘) — { 0 ,x € (—00,0]

il = 1 —exp(—pz*) ,z € (0,+00)
(€) Wip=T15= Ep.

Definition M.21.15.7. Seien «, 8 € (0,400). Dann heifit das in Satz M.21.15.8 einge-

fithrte W-Maf W, g die Weihbuhl-Verteilung mit Parametern o und /3.

M.22. Einige diskrete W-MaRe aus M! (R',5;)

Bemerkung M.22.0.1. Seien n € Ng,p € [0, 1]. Weiter sei

n

/Bn,p = Z <Z>pk(1 - p)n_kek,l’j’l-

k=0
. 1,mol
Dann ist 6n,p € M+m0 (R17 Bl)a /Bn,l = 61,817571,0 = €0,B; -

Definition M.22.0.1. Seien n € Ng,p € [0, 1]. Dann heift das in Bemerkung M.22.0.1
eingefithrte W-Mals (31, die Binomialverteilung mit den Parametern n und p. Die
Binomialverteilung 1, wird auch Bernoulli-Veteilung zum Parameter p genannt.

Bemerkung M.22.0.2. Seien p € (0, 1],

Gp = Z (1 - p)kpek’,81>
keNy
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ép = Z(l —p)kilpek,gl.
keN

Dann gehéren G, und Gp zu Mi’d(Rl,Bl) und Gy = 60731,6711 = €13

Definition M.22.0.2. Sei p € (0,1]. Dann heift G, bzw. ép die geometrische Ver-
teilung zum Parameter p bzw. die Ersterfolgsverteilung zum Parameter p.

Bemerkung M.22.0.3. Seien p € (0, 1], € N. Weiter sei

k+r—1 -
Gp,r = Z ( k >(1 _p)kp €(k,B1)"

keNp
Dann gelten G, , € M};d(R’Bl), Gp1=Gp, Gy = €03

Definition M.22.0.3. Sei p € (0,1],7 € N. Dann heift das in Bemerkung M.22.0.3
eingefiihrte W-Maf G, die negative Binomialverteilung mit den Parameter p und
T

Bemerkung M.22.0.4. Seien die Zahlen N, M,n € N so gewdhlt so gewidhlt, dassn < N
und M < N erfiillt ist. Weiter sei
n (M\(N—M
o 3o WO
k=0 n)
Dann gelten Hy yrn € M_lf_’mOl(Rl,Bl)7XBhHN’M7n =k € R! . HN,M,n({k}) # 0} =
{k € Ny : max{0,n+ M — N} < k <min{n, M }}.

Herkunft dieses Maftes: Wenn wir eine Urne betrachten mit M weifsen, N — M schwar-
zen Kugeln und n mal ziehen ohne Zuriicklegen, dann ist Hy arn({k}) die Wahrschein-
lichkeit gerade k weile Kugeln gezogen zu haben.

Definition M.22.0.4. Das in Bemerkung M.22.0.4 eingefiihrte W-Maf Hy 7, heifit
die hypergeometrische Verteilung mit Parametern N, M und n.

Wir présentieren nun einen asymptotischen Zusammenhang zwischen den hypergeo-
metrischen Verteilungen und den Binomialverteilungen.

Satz M.22.0.1. Seien n € N, (My)n>y, eine Folge aus N mit folgeneden Eigenschaften:
(i) Fir N € {n,n+1,n+2,...} gilt M,, <N.
(i)

Die Folge (%) N>n konvergiert gegen eine Zahl p € (0,1). Dann gelten folgenede Aussa-
gen:

(a) lim M, = +o0

, lim
N—o0 N—o0

(n+ M, —N)=—-c
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(b) Sei k € {0,1,...,n}. Dann gilt ]\}im Hy vn({Ek}) = Brip({E}).

Bemerkung M.22.0.5. Sei a € [0, +00). Sei
«
To i= Z exp(—a)ﬁek,gl.

Dann ist 7, € ./\/l}r’d(Rl, Bi),m = €0,B; -

Definition M.22.0.5. Sei a € [0,00). Dann heifit 7, die Poisson-Verteilung zum
Parameter a.

Bemerkung M.22.0.6. Seien a € [0,00),p € [0,1], dann folgt o - p € [0,00) sowie
> ma({k})Brp = Tap.

keNg

Wir leiten nun einen Zusammenhang zwischen den Familien der Poissonverteilung und
der Binomialverteilung her. In vielen konkreten Anwendungen treten Binomialverteilun-
gen auf. Im Fall grofer n ist die Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten bei der Bino-
mialverteilung durch das Auftreten der Fakultdten numerisch schwierig. Deshalb suchen
wir geeignete Approxomationen. Wir nehmen deratige Approximationen, die auf dem
Grenzwertsatz von S.D.Poisson (1781-1840) basiert.Dieser markiert einen Meilenstein in
der Geschichte der W-Theorie. Wir benotigen hierzu noch ein paar kleine Vorbereitungen.

Lemma M.22.0.1. Seien n € Ny a,b € C. Dann gilt

n—1
akbn—l—k_
k=0

(b) Seien a,b € K, .(0,1) := {z € C||2] < 1}. Dann gilt: [a" — b"| < nla — b|.

(a) a™ —b" = (a—0)

Lemma M.22.0.2. Seien « € [0, 4+00) sowie (ap )nen eine Folge aus [0, +00) mit lim a,, =
n—oo

«. Dann gilt: lim (1 — 22)" = exp(—a).

n—oo

Satz M.22.0.2 (Grenzwertsatz von Poisson). Sei (pp)nen eine Folge aus [0, 1], fiir welche

die Folge (npp)nen konvergent ist, und es bezeichne a den (den zu [0, +00) gehorigen)

Grenzwert. Weiter sei k € Ng. Dann gilt: lim S, . ({k}) = 7o ({k}). v49m
n—oo

Beweis. Wegen lim np, = «, der Nichtnegativitit der Folge (np,)neny und a € (0, 00) 12.1.2010
n—oo
folgt aus Lemma M.22.0.2
. R CMWPan]
lim [(1=p)"] = lim [(1="22)"] = cap{—a}. (1)

Sei zundchst £ = 0. Fiir n € Ny gilt dann

(0D = ()01 =50 = (1= " 2)
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Aus (2) und (1) folgt nun
Tim i, ((0)) = exp{—a) = =({0}) )

Sei nun k € N. Fiir n € {k,k+1,...} gilt dann

Bron({K}) = (R)pr(1 = pn)" 7"
k—1
= He=d) Pr(l=pn)" " "
=n ’flj:(”pn - jpn)] (1 —pp)" k.

Wegen lim np, = a, und lim % =0 gilt
n—oo n—oo

L - T ®)
Aus (5) folgt fiir j € {0,...,k — 1} dann
Jim (np, — jpa) = lim np, —j lim p, = o (6)
Aus (5) und (1) folgt dann
Tim [(1=pn)" " = lim [(1—pa)"J(1 — lim p,)~" = exp{~a}. (7)
Aus (4), (6) und (7) folgt
1|5 aF
i g (149) = gy | TT tim o = )| i (12" = Ggeani-a) = ma( ()

(8)

Wegen (3) und (8) ist dann alles gezeigt.

M.23. Uber Momente und weitere numerische Charakteristika von MaRen
M.23.1. Einige Bemerkungen iiber allgemeine Momentenprobleme

In zahlreichen Anwendeungen wird man auf Aufgaben folgenden Typs gefithrt: Gege-
ben seien ein nichttrivialer mefsbarer Raum (£2,2l), eine nichtleere Teilmenge M von
M (Q,20), eine nichtleere Menge H, eine Abbildung L: M — H sowie eine nichtleere
Teilmenge Hy von H. Es ist dann die Megen aller derjenigen Mafe 7 € M zu bestimmen,
welche der Bedingung L(u) € Hy geniigen.

Dies geht mit jener Vorstellung einher, daf man ein Phinomen vorliegen hat, iiber das
man die Annahme postuliert, daf dessen Beschreibeung durch ein Mafs ? € M model-
liert wid. Hierbei wird dann weiterhin angenommen, daf nicht a priori die vollsténdige
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Information iiber dieses Maf ? vorhanden ist. Es moge also nicht die Kenntnis von [
selbst, sondern nur die Knentnis einer aus i abgeleiteten Grofse L(a) vorliegen. Aus der
Kenntins von L(f1) ist dann durch entsprechende Analysen die konkrete Gestalt von fi
zu ermitteln. Dies bedeutet, wir haben die Urbildmenge von L(j) unter der Abbildung
L zu bestimmen.

Erweist sich diese Urbildmenge als einelementig, so besitzt unsere Aufgabe eine eindeuti-
ge Losung. Andernfalls sind wir gezwungen, eine zusétzliche Analyse dieser Urbildmenge
vorzunehmen. Praktisch bedeutet dies, daft zumeist auf dieser Urbildmegen ein Extre-
malprinzip festgelegt wird und daft durch Behandlung der zugehérigen Extremalaufgabe
ein enstprechendes Element in eindeutiger Weise ausgesondert werden kann.

Um die soeben geschilderte Vorgehensweise in die Tat umzusetzen, benétigen wir ge-
eignte Konstruktionen von Abbildunge L, welche unserem Anliegen gerecht werden. Die
Werte dieser Abbildungen L sollten dann also inhaltlich gesehen wesentliche Kenngréfsen
der betrachteten Mafe vermitteln. Das Ziel des vorlegenden Kapitels besteht nun darin,
geeignete Kanditaten solcher Kenngrofen bereitzustellen.

Wir wenden uns nun der konkreten Aufgabe eines Prinzips zur Konstruktion von Abbil-
duneg L zu, welche die oben geschilderte Funktion efiillen kénnen. Unser Prinzip wird
hierbei darin bestehen, diese Abbildung L via Integration einer geeigneten Funktionen-
menge festzulegen. Die konkrete Wahl dieser Funktionenmenge sollte hierbei so erfolgen,
daft diese einerseits moglichst einfach handhabbar ist und dariiber hinaus aber anderr-
seits moglichst in irgendeiner Weise reprasentativ fiir den zugrundeliegenden mefsbaren
Raum (€, %) ist, also viel Information tiber diesen vermittelt. Wir werden somit auf die
folgende abstrakte Aufgabenstellung gefiihrt:

Allgemeines Momentenprbolem:
Gegeben seien ein nichtrivialer mefbarer Raum (€2, 2(), eine nichtleere Indexmenge I sowie
Familien (fx)e; bzw. (cx)per aus M(Q,24; R) bzw. R. Dann ist die Menge M ((2,2), (f&)per> (Ck)per)
all jener Mafse 1 € M (€Q, %) zu bestimmen, welche den folgenden Bedingungen geniigen:

(I) Fiir alle k € T gilt fr € £1(Q, 2, 1, R).

(IT) Fiir alle k € I gilt [ fr, dp = k.
Q

Wir stellen nun den Zusammenhang zu unseren obigen allgemeinen Uberlegungen her. Es
ist hier M die Menge all jener Make u € M1 (Q,2) , welche fiir alle k € I der Bedingung
fr € LY, 2A, u; R) geniigen. Weiterhin ist H die Menge A(I,R) aller Abbildungen von I
nach R sowie Hy die Einermenge, welche diejenige Abbildung h € A(I,R) enthilt, welche
fir k € I durch h(k) = ¢ gegeben ist.

Wir heben nun den fiir unsere nachfolgenden Betrachtungen zentralen Spezialfall des
obigen allgemenien Momentenproblems besonders heraus.

Potenzmomentenproblem:
Es seien A € B1\{0}, (2,2) := (A,B1 N A), I ein Abschnitt von Ny, und fiir k € I sei
fr: A — R definiert gemif x — z*.
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Ist sepeziell I = Ny sowie A = R bzw. A = [0, 4+00) bzw. A ein kompaktes Interval von
R, so spricht man von einem Hamburgerschen bzw. Stieltjesschen bzw. Hausdorffschen
Momentenproblem.

Aus der Sicht der W.-Theorie ist insbesondere das Hamburgersche Momentenproblem
von Interesse. vo2m
25.01.2010

M.23.2. Potenzmomente von Malen auf (R™,%5,,)

Sei m € N. Im R™ erscheint die Menge der dort definierten reelen Polynomfunktionen
in m Verédnderlichen als eine représentative Funktionenmenge. Diese Menge ist ein Vek-
toraum in denen die Monome eine natiirliche Basis bilden. Aus diesem Grund erscheint
es natiirlich, die Integrale der Monome bziiglich eine Mafes aus M (R™,B,,) als Kenn-
grofe zur Klassifikation von derartigen Mafen zu verwenden.

Bemerkung M.23.2.1. Seien m € N, (k1, ..., kp,) € NJ'. Es sei:

x1

m - 4 K
Pl t R =R f [Ty
T, J=1
Dann gllt P(k17"'7km)7R S C((R, /)E’Rm), (R, /)EVR)) S M(Rm, %m, R), sowie P(k1,...,km),R

[Pk ,... k) | € EX(R™,Bppy).

Bemerkung M.23.2.1 fiihrt auf folgende Begriffsbildung. Hierbei sei daran erinnert,
dass wegen Satz M.21.5.1 eine Funktion f € M(R™,%B,,;R) genau dann p-integrierbar
ist, wenn dies fiir | f| zutrifft.

Definition M.23.2.1. Sein m € N, u € M4 (R™,B,,), (k1, ..., km) € N. Dann heift:

Mty dem) (1) 1=/|P(k1,...,km);m|dﬂ
Rm

das (k1, ..., km)-te absolute Moment von p. Falls M, 1y € [0,+00), so sagt man, M, r (1)
dass das (ki, ..., km)-te Moment von p existiert und nennt die

Mgy ..o o) (1) = /P(kl,...,km)]R dp
R'm

m
das (k1, ..., km)-te Moment von p sowie ) k; dessen Ordnung. Mgy, o) (1)
j=1

Bemerkung M.23.2.2. Seien m € N, u € M4 (R™,B,,).

(a) M(070,...,0)(M) = pu(R™).

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent
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() e MY (R™, B,)
(ii) Das (0,...,0)-te Moment von p existiert.

(c) Sei (i) erfiillt. Dann gilt
M,....0)(1r) = Mo,...0) (1)
(d) Sei (k1,...,km) € NI so gewdhlt, dass My, r,.) (1) € [0,+00). Dann gilt:
Mk o) )] < My o) (1)
Fiir m € Nund R € (0, +00) sei K;E’R(Omqu) ={z € R™: pprm(Omx1,2) < R}.

Satz M.23.2.1. Sei m € N, € Mﬁr(Rm,%m) so beschaffen, dass ein R € (0,00) mit

Rm\K;)E’Rm(Omxl,R) € N, existiert. Weiter seien (ki, ..., kn) € NJ', k := Zl kj. Dann
‘]:

gilt:

Mgy oy (1) € [~ REu(R™, RFu(R™))]

In stochastischen Anwendungn werden oft (R, *8,,)-ZV X auf einem WR (Q,%, P)
betrachtet. Diese werden am umfassendsten duch die Verteilung Px beschrieben. Wir
wollen die Momente von Px in Termen von X ausdriicken. Diese Fragestellung wird im
folgenden Satz behandelt, der eine noch allgemeinere Situation erfasst.

Satz M.23.2.2. Seien (2,2, v) nichttrivialer Mafraum. Weiter seien m € N, X : Q —

X1
R™ eine A — B,,-mefbar. Weiter sei X := | : |. Weiter sei (k1, ..., kpn) € NJ'. Dann
Xm
gilt:
(a)

Jj=1

Mgt X0)) = [ T] @) 0(d)
Q

(b) Folgende Aussagen sind trivial:
(i) Das (k1, ..., km)-te Moment von X (v) existiert.

(i) [T X7 € £ R).

Jj=1

(c) Sei (i) erfiillt. Dann gilt:

My (X () = / T @) (dw).
Q

Jj=1

M-175



(d) Sei (i) erfiillt und sei fiir j € {1,...,n,m} zudem X;(2) C [0, 4+00). Dann gilt
Mty o) (X (V) = Mgy (X (V)

Bewelis.

(a) Wegen Bemerkung M.23.2.1 gilt

|P(k:1,...,km);R *(Rmv%m) (1)

Unter Verwendung von Definition M.23.2.1, (1), Satz M.21.10.1

Mty (X (1)) = / Pt o X ()] = / Pz © Xl

~ [Pt RoX|du—/H|X B (). )

Q
(b) Dies folgt aus (a).

(c) Wegen (i) und Definition M.23.2.1 gilt nach Satz M.21.5.1

Pley,. jom)® € L' (R™, B, X (v); R). (3)

Unter Beachtung von (3) folgt mit Satz M.21.10.2 (b),(c): Py, kn)r © X €
L£1(Q,2, v;R) und

My ke /Pkl, Sen)RAX (V)] = /P(k1 ROX@V—/H 1% v(dw)

(d) Fir j € {1,...,m} gilt nach Voraussetzung |X;| = Xj. 2K Mgy ... k) (X (V) =
Moy ey (X (V)

Bemerkung M.23.2.3. Seien m € N, (k1,..., k) € Ni*. Weiter sei p € M (R™,B,,) so
gewdhlt, dass Moy, . ok,,) € [0,00). Dann ist Mgp, . ox,.) (1) = Mag,,... 2k, (1), und
somit insbesondere auch

Map,.,... 2hm) (1) € [0, 00)

M-176



Satz M.23.2.3. Seien m € N, I ein Abschnitt von N, (as)ser eine Folge aus [0, 00),

(zs)ser Folge aus R™. Fiir s € [ sei x5 = (xgs), ...,x,(fl))T. Weiter sei p das durch p :=

> asey,:m,, definierte Element aus M4 (R™,B,,).Sei(k1, ..., kn) € NJ*. Dann gilt
sel

(8) Mgy, (1) = S (1T 12825 )a.

sel j=1
(b) Sei M, k) (1) € [0,00). Dann gilt: Mg, x..) (1) = ZI( H1[$§s)]kj)as~
sel j=
(c) Sei I endlich. Dann ist M, r (1) € [0, 400).
Beweis.
(a) Dies folgt aus Beispiel M.21.3.4.
(b) Dies folgt aus Beispiel M.21.5.3, M.21.5.4.

(c) Folgt aus (a).
Beispiel M.23.2.1. Sei m € N,c = (c1,...,cm)T € R™, (ky, ..., k) € NI
() Mpy,oo) (1) = Hl Jej "
]:

(b) My, k) (1) = H1 c;.
]:

Satz M.23.2.4. Seienm € N, p € ML (R™,B,,), f € E(R™,B,,). Weiter seien (k1, ..., k) €

NG und Py, . g,k die in Bemerkung M.23.2.1 definierte Abbildung. Dann gilt:

- f € EF(R™, By,). und My, py(ty) = [ [Py, ge)rl - fdp.
Rm

(a) |P(k1,..‘,km);R

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Mgy, k) (11f) € [0, 00).
(i) Py, o) S € L' (R™, By, 43 R).

(¢c) Sei (i) erfiillt, dann gilt: M(kh...,k:m)(ﬂf) = f Pl ko) f it
Rm
Beweis.

(a) folgt aus Satz M.21.3.4 (d1)

(b) bzw. (c)
folgt aus Teil (b) bzw. (c) von Satz M.21.5.6.
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Satz M.23.2.5. Seien m € N, I ein Abschnitt von N, (as)ser bzw. (us)ser Folgen aus
[0,00) bzw. MY (R™,B,,). Weiter sei (ki, ..., k) € NI*. Dann:

(a) > asps € My (R™,B,,), und es gilt: M(lﬂ,...,km)(z aspls) = asM(kl,...,km)(MS)-

sel sel sel

(b) Sei (as)ser Folgen aus [0, 00) und sei M(kh...,km)(zlaslis) € [0,00). Dann gilt
ELS

(b1) Sei s € I. Dann My, . x,.)(1) € [0,00).

(b2) Mgy, o) (22 aspts) = D2 asMpy ko) (1)
sel sel

M.23.3. Einige spezifische Aussagen iiber Potenzmomente von MaRen auf (R!,3)

Bemerkung M.23.3.1. Sei k € N. Weiter sei u € M, (R! B) so beschaffen, so dass
(—00,0) € N, und My (p) € [0,00). Dann gilt My (1) = My(1) und somit
Mk(M € [07 OO)

Wir wenden uns nun einer speziellen Teilklasse von M (R, *B,,) zu. Hierzu fiihren wir
zunichst eine etwas allgemeinere Begriffsbildung ein.

Definition M.23.3.1. Seien (2, p) ein metrischer Raum mit borelscher o-Algebra B
und es bezeichne (€, p) das System der kompakten Teilmengen von (£2,p). Sei pu €
M (2, B). Dann heifit u ein Borelmak, wenn fiir jedes kompakte K € K(£, p) gilt u(K) €

v
[0,00). Es bezeichne M4 (2,B,,,) die Menge aller Borelmafke auf (2, B).
Bemerkung M.23.3.2. Seien m € N und p € /\;l+(Rm, B,,). Dann ist p o-endlich.
Bemerkung M.23.3.3. Seien m € N, p € M4 (R™,B,,). Dann sind dquvalent.
v
() 5 €My (R™ Byn).
(b) Fiir jedes beschrinkte B € 9B, gilt u(B) € [0,0).

Beweis. Man beachte, dass IC(R™, pg r) nach Satz von Bolzano-Weierstrass gerade aus

denjenigen Mengen aus A(R™, pprm) besteht, welche zudem beschréankt sind. | 53
vb3m

Satz M.23.3.1. Sei k € Nund weiter u € M (R?, B;) so gewithlt, dass My (1) € [0, 00). 26.01.2010

Sei I € {0, ..., k}. Dann gelten M;(u) € [0,00) und pu € MY (R, B;).
Beweis. Wegen € M (R, 9B1) gilt

p([=1,1]) € [0, 00). (1)
Wegen [—1, 1] € By gilt nach Bemerkung M.21.2.1 und Bemerkung M.18.8

1[,171] 6 g*(Rl,%l) (2)
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und

[ 1 = (-1, 3
R
Wegen Bemerkung M.23.2.1 ist
{|Perl, [PLel} € €7 (RY,B1) (4)

und somit gilt nach Satz M.21.3.2.(b)
111+ [Pog| € EX(RY, B1). (5)
Wegen [ € {0, ..., k} gilt fiir 2 € [—1,1] bzw. 2 € R\[-1,1] dann
1Pr(@)] = |2|' < 1)) baw. |Pg(e)] = |2l < |of* = | Pug(2)]

und somit gilt
[P ()] < 1p)(@) + [Prg(2)]. (6)
Unter Verwendung von Definition M.23.2.1, (4)-(6), Satz M.21.3.2 und (3) folgt nun

Def.M.23.2.1 (4)—(6),SatzM.21.3.2(c) (4),(6),SatzM.21.3.2(b)
Mi(p) = / | P r|dp < (=1, +|Prrl)dp =

R R

3),Def.M.23.2.1
[ 1dat [ (Pslan P 11 + M)
R R
also wegen (1) und My (u) € [0,00) dann

Mi(p) € [0, 00). (7)
Wegen Bemerkung M.23.2.2 gilt Mo(u) = p(R), also wegen (7) dann

1€ MU(RY, By).

Bezeichnung:Fiir k£ € Ny seien
MYPFRY,B1) = {u € My (R, B1) : My () € [0, 00)},

MUERYB1) = MYF(RY, B1) 0 ML(RY,B)).
Weiter seien
MEE(RY, ) = () MR, By),
keN
MEZ(RY,By) = () MPF(RY,%B))
keN
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Bemerkung M.23.3.4. Seien k,l € Ng,so dass | < k gilt. Dann ist Miw(RI,%l) C
MYFRY, B,) € MY (RY,B1) € MYO(RY,B1) = MY(R!,B)
Beweis. Verwende Satz M.23.3.1 und Bemerkung M.23.2.1.(b). [ |

Bezeichnung: Sei s € Ny. Es bezeichne ‘Br ; die Menge aller Polynomfunktionen P :

R — R, deren Grad s nicht iibersteigt. Weiter sei Pr := J Prs-
s€Ng

Bemerkung M.23.3.5. Sei u € M, (R',B).
(a) (i) pe ME(R,By).
(11) SBR,S g [’1 (RI) %17 M3 R)
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(iii) p e MY™(RY,B,).
(1V) g’BR - El(Rla By, 3 R)

Fir o0 € R,a € R sei T,, : R — R definiert geméf = +— ox + a. Dann ist T,,
B1-Bi-messbar.

Satz M.23.3.2. Sic p € M, (R!,B),k € Ng,a € R,0 € R\{0}. Dann gilt:

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Mi(p) € [0,00).
(i) Mi(To.a(p)) € [0,00).

(b) Wenn (i) erfiillt ist. Dann gilt:

k
ML) = Y- (3 )~ tot ).

=0

M.23.4. Erwartungswert und Varianz eines MaRes aus M};l(Rl,%l)

Im Mittelpunkt steht die fiir stochastische Anwendungen besonders interessante Klasse
M}F’l(RI,‘Bl). Wir werden jedem Maf dieser Klasse vor dem Hintergrund dieses Ab-
schnitts 2 wichtige Kenngréfsen zuordnen. Die erste dieser Groéfse beschreibt das Gravi-
tationszentrum von p, die 2. das Schwanken von p um dieses Gravitationszentrum.

Definition M.23.4.1. Sei p € M};l(RI,%l). Dann wird die Zahl M;(u) der Erwar-
tungswert von p genannt.

Satz M.23.4.1. Sei p € Mi’l(RI, B1). Weiter seien a € R und ¢ € R\{0}. Dann gilt
(a) Toalp) € MYH(RY,B).
(b) Mi(Tya(n)) = oMy (1) +a, also

Mi(To0(1) = Toa (M1 ().
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Beweis. Die Behauptung von (a) bzw. (b) folgt aus (a) bzw. (b) von Satz M.23.3.2 R

Definition M.23.4.2. Sei u € Miﬁl(RI, B1). Dann heift p zentriert, falls M;(u) =0
ist.

Bemerkung M.23.4.1. Sei p € M};l(Rl,%l). Dann ist T _py, () (1) ein zentriertes Maf
aus M}r’l(Rl, B1).

Definition M.23.4.3. Sei u € Mi’l(Rl, %B1), dann heift Ty _py, () (1) die Zentrierung
von f.

Definition M.23.4.4. Sei u € Mi’l(RI, B1). Dann wird die Gréfe var () := Ma(Ty —pp, () (1))
die Varianz von p genannt.

Satz M.23.4.2. Sei u € MY'(R!,B;). Dann:

(a) var(u) = H{[UC — My (1)) p(de).

(b) Folgend Aussagen sind dquivalent:
(i) var(u) € [0, 00).
(if) Ma(p) € [0, 00).
(¢) var(p) = Ma(p) — [Mi ()]
(d) Sei Ma(u) € [0,00). Dann var(u) = Ma(p) — [Mi(w))*.
Lemma M.23.4.1. Seia € (0,00) und sei p € MY (R, B1) so gewiihlt, dass R\[—a, a] €
N,.. Dann gelten g € ME®(RY, B4) sowie My (u) € [—a, a] und var(p) € [0,a?].

Das nachfolgende Resultat ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz M.21.4.2 und
Satz M.23.4.1.(a)

Satz M.23.4.3 (Ungleichung von Tschebyscheff). Seine u € M};I(Rl,%l),a € (0,00).
Dann:

(a) Sei p € (0,00). Dann:
RIN(Mi(p) — a, Mi(p) + @) € By,
|T17_M1(M)|p S 5*(R1, iBl)

sowie

1
PR ) = @ M () + ) < o [ T3 P
R

var(p)

PRI\ () — @ M) + ) < 20
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Beweis.
(a) Esist
RN (Mi (1) —a, Mi(p)+a) = (Ty apy )~ R\ (—e, @) = {|T} _ay | = a}. (1)

Da Ty, (u) Wegen Satz M.15.9.(b) B1-B;-messbar ist, folgen bei Beachtung von
(1) mit Satz M.21.4.2 alle Behauptungen von (a).

(b) ergibt sich durch die Wahl p = 2 in (a).

Beispiel M.23.4.1. Seien a € R und k € Ny.
(a) Mi(eam,) = lal*, Mi(eam,) = a*.
(b) €asm, € ./\/lfr’l(]Rl,iBl) und var(eqms,) = 0.
Satz M.23.4.4. Sei p € ML'(RY,%B;). Dann gilt
(a) var(p) € [0, 00].
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) var(p) =0.
(ii) o= €nr(u),m:-
Folgerung M.23.4.1. Sei p € Mi’l(Rl,%l). Dann
[Mi(u)]? < Ma(p),
wobei die Gleichheit genau dann vorliegt, wenn mit einem gewissen a € R die Beziehung
I = €453, besteht.
Satz M.23.4.5. Sei p € M};I(Rl,‘Bl). Weiter seien a € R und o € R\{0}. Dann
gelten Tj, ,(n) € M}r’l(Rl,%l) und var(Tyo(1)) = |o|?var(p). (Insbesondere ist also
var(Tya(p)) = var(p).)
Wir wenden uns nun einer wichtigen Teilklasse von /\/liQ(Rl, B1) zu.

Definition M.23.4.5. Sei u € M};Q(Rl, B1). Dann heift u standardisiert, falls M; () =
0 und var(p) = 1.

Bemerkung M.23.4.2. Sei p € MiQ(Rl, B1) so beschaffen, dass var(u) € (0,00). Seien

—M
J:ziundazzﬂ.
Vvar(p) var(p)
Dann ist T}, ,() ein standardisiertes Maf aus M};Q(Rl, B1).
Bemerkung M.23.4.2 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.
Definition M.23.4.6. Sei u € M};z’(RI,%l) so gewdhlt, dass var(u) € (0,00). Wei-

ter seien o und a wie in Bemerkung M.23.4.2 erklért. Dann heifit das Mak 75 ,(p) die

Standardisierung von pu. 56m.
Vv

07.04.2010
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M.23.5. MaRe von k-ter Ordnung auf (R™,%5,,)

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht die Aufgabe eine geeignete Verallgemeinerung
von Satz M.23.3.1 fiir den Fall m € {2,3,...} zu finden. Das nachfolgende Beispiel zeigt,
dass sich die Aussage von Satz M.23.3.1 nicht unmittelbar auf den Fall m € {2,3,...}.

Beispiel M.23.5.1. Seien I := (0,1),B1, :=B1 NI und )\51) = Rstr.%l’l)\(l). Weiter
seien a € (0,1) sowie § € («a,1). Ausserdem seien X7 : I — R bzw. X9 : [ — R

defineirt gemih u — (1o g(u)] bzw. u = =[1(41)(u)] und es sei X := <§1> Dann
2

ist X eine By 1-By-mebbare Abbildung und es gelten M(l’l)(X(/\gl))) € (0,00), aber
Moy (X AM)) = +oo und Mgy (X(AM)) = +oc.
Beweis. Sei fi1: I — R bzw. fo : I — R definiert geméf u — % bzw. u — ﬁ Dann
gilt:

{f1.f2 € C((L, pE1), (R, pER))} (1)

Das B die Borelsche o-Algebra des metrischen Raumes (I; pg 1) ist, folgt wegen (1)
mittels Satz M.15.8 nun

{fi, fo} SM(,B:11;R). (2)
Wegen {(0,5), (a, 1)} C B 1 folgt aus Beispiel M.15.3 dann
{106,101, €M B, R) (3)
Aus den Definitionen von X1 bzw. X9 folgt
X1 =1os/f1 (4)
bzw.
Xo=141/f2 (5)

Wegen (2)-(5) folgt mittels Satz M.17.8 dann
{X17X2} QM(IviBl,I;R)- (6)

Wegen (6) liefert Satz M.16.6 dann: (I) Es ist X eine By ;-Bo-mekbare Abbildung. Wegen
(1) ergeben sich mittels Teil (a) von Satz M.23.2.2 dann

M (X)) /yXll | Xo| dAY /‘XlHXﬂd)\ (7)
M1 g (X (A /IXI || dA ) /X BN (8)

und
Mp(XO7) :/|X1|0|X2|1dA§” Z/XQdA?) (9)
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Aus der Definition von X1 und Xo folgt sogleich

Aus (10) folgen dann

[ Xi| =Xy (11)
und

1 Xso| = Xo. (12)

Wegen (11) und (12) ergibt sich aus (7) bzw (8) bzw (9) dann

My (X)) = / X; XadAY (13)
I
bzw.
Moy (X)) = /X A (14)
I
bzw.
Moy(XAMy)) = / XodA (15)
I
Wegen (6) und (10) gilt
(X1, X0} € E(I,81,1) (16)

Wegen (16) ergibt sich mittels Teil (c¢) von Lemma M.18.3 dann
Xl-XQEE*(I,%l,I) (17)

Wir nehmen nun eine Abschétzung des Integrals auf der rechten Seiten von (13) vor.

Fiiru € (a, f)giltu(l—u) > a(1—) > 0. Hieraus folgt fiir u € I dann ﬁ'l(a,ﬁ) (u) <
1

=3 1o p(u) und somit wegen

_u

(X1 (w)][X2(w)] = [ 10,8127 Loy @] = 210,801 (8) = 1% (0,8 (w) dann
(X1 (w)][X2(u)] < —ta - L(a,p)(u). Es ist also

a(1-p)
1

(X1 (w)][X2(uw)] < m : 1(04,6)' (18)

Wegen a € (0,1) und 8 € («a,1) gilt

1
ol =B € (0,+00) (19)

Weiterhin ist

(o, 8) € B (20)

M-184



Unter Beachtung von ( ) (20) ergibt sich mittels Teil (d) von Satz M.21.3.2 dann
fX1X2dA‘” < sty N (@, )], also wegen AL ((a, 8)) = AW ((a, 8)) = § — o dann
b —a«a
X1 X d/\ R T
/ e TR 2

Aus (13) und (21) folgt nun

M (X)) € (0, +00) (22)

Wir wenden uns nun der Berechnung der Integrale auf dem rechten Seiten von (14)
und (15) zu. Hierzu werden wir Satz M.21.11.4 heranziehen. Wir treffen nun die entspre-
chenden Vorbereitungen.

Seien
und
I = (a,1) (24)
Sei
j€41,2} (25)
Aus (23)-(25) folgt dann
Ij e By (26)
Seien
%1,5 = %1 N ]j (27)
sowie
Ay i= Rstrag, AW (28)

Wegen (26) folgt aus (27) bzw (28) dann
By, =B NI (29)

bzw.

1
AL (D)} = Rstrs, , A, (30)
Wegen (17),(26),(29) und (30) folgt mittels Teil (b) von Satz M.21.3.8 dann

RStI‘.IjXJ’ S 5*(13',581,1'].) (31)
sowie
N NG
17, X;dA Rstr.;, X;dA(Y. (32)
I I

Aus der Definition der beteiligten Funktionen folgen sogleich:

Rstr.Iij = RStr.[]. fj (33)
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sowie

1,X; =X, (34)
Wegen (33) folgt aus (31) bzw (32) dann
Rstr.p, f; € £*(1;,B1,1,) (35)
bzw.
/ 1, X\ = / Rstr.p, f;dA{” (36)
T I;
Aus (34) und (36) folgt nun
/ X0 = / Rstr.p, f;dA}) (37)
T

I;

Aus der Definition von f; erkennt man sogleich dass Rstr.j, f; € C((I}, pg;1;), (R, pEr))N
A(I;, o, +00)) erfiillt ist. Hieraus erkennt man mittels Bemerkung M.21.11.4 dann die

lokale R integrierbarkeit von Rstr.jjfj auf I; sowie weiterhin Rstr.fjfj € &1 ,%Mj)
Hieraus ergibt sich mittels Teil (b) von Satz M.21.11.4 dann

ot
1 :
/ Rstr.p, fid)) = lmn [ (Rstrs o o1),)()du
I %
-1
: 1 . B . 1 :
= lim —du = lim [lnu|, lim [In(f — =) —In(=)]=Inf+ lim Inn = +oo
n—00 U n—00 - n—00 n n—00
1
” (39)
sowie
1—1
1 :
[ Rotenfa? = i [ Rty el
Iz a+%
1—-1
= lim du= lim [-Inl—u] % =Inl—a+ lim Inn =+ (39)
n—00 —u n—00 - n—00
a—&—%

Unter Verwendung von (14),(25)(27) und (38) bzw(15)(25)(37) und (39) folgt dann

14
Mao(X (A1) = /X“D‘gl)
I

bzw.

(25),(37)
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Mo (x(\Dy) 2 /X A L )/Rstrbfgd)\()( D oo (41)

Wegen (I), (22),(40) udn (41) ist dann alles gezeigt. [ |

Beispiel M.23.5.1 belegt folgenden Sachverhalt.
Bemerkung M.23.5.1. Seien m € {2,3,...} und (ki, ..., kn,) € NJ*. Es sei p € M5 (R™,B,,,)
so gewdhlt, dass M k1, ..., kn) () € [0,+00) erfiillt ist. Ist nun (I1, ..., 1) € Nj* so ge-
wihlt, dass fiir j € {1,...,m} gilt I; < k;, so ist nicht notwendig M, ; () € [0, +00).
Unser Bestreben eine m-dimensionale Verallgemeinerung von Satz M.23.3.1 zu finden,
fiithrt uns auf die Betrachtung einer speziellen Klasse von Monomen in m Verédnderlichen.

Bemerkung M.23.5.2. Seien m,k € N sowie j € {1, ..., m}. Weiter sei P krm : R™ - R
definiert gem#f (1, ..., 2m)7 = (2;)F. Dann gilt:

k,falls s=3j

0, falls se{1,...,m}\{j}

Dann gllt P JkRM = P(kl,...,km);Rm'

(a) Fiir s € {1,...,m} sei kg := {

(b) Es ist P EkRm € C((Rm,pE’Rm%(R,pE’R)) - M(Rm ’Bm,R) sowie | kRm| S
£ (R™ By).

(c) Sei mm;: R™ = R, (21, ey Tp) T+ ;. Dann ist 7, j € M(R™,B,,,R) und es gilt
Pjkrm = Plr) © Tm,j-

(d) Sei p € ML(R™,%B,,). Dann gelten:

M (T j (1) = / | P ko | At

sowle

Mgy, ) (1) = M (T 5 (1))
Beweis.
(a) Dies folgt aus der Definition der beteiligten Abbildungen.
(b) Dies folgt wegen (a) aus der Bemerkung M.23.2.1.

(c) Aus der Definition der beteiligten Abbildungen folgen 7, ; = P 1RM und P i R Pk RmO
Tm,j folgen aus (a) dann (c)

(d) Wegen Bemerkung M.23.2.1 gilt |Pyr| € £*(R',B,,). Wegen (4) und (3) liefert
M.21.10.1 dann ‘Pk,R‘ O Tm,j € 8*(Rm’%m) sowie f|Pk,R|d7Tm7j(/J,) = f‘Pk,R‘ o

R R
Tm,jdp. Wegen (2) gilt |Pyr| o T = |Prr © Tl = pj’k’Rm . Unter Beach-
tung von Definition M.23.2.1 sowie von (5) und (6) folgt nun My (mpy, (1)) =

M-187



J1Perldmm j(1) = [ |Pegr|ommdu= [ ]Pj,k’Rﬂ dpu. Unter Verwendung von De-

R Rm RTVL

finition M.23.2.1 sowie von (a) und (7) folgt: Mk, ) (1) = [ [Py, k) | dit =
R

[ 1P| dp = My (i (1)
Rm

Es sei daran erinnert (vgl. Definition M.23.2.1, dass das Symbol M, (R?,B,) fiir die
Menge aller Borelmafe auf (R!,;) steht. Sei & € N. Im Abschnitt 23.2 von dem
dann die Menge Mik(Rl,‘Bl) = {p € ML (R',B) : My(n) € [0,400)}. betrachtet.
Unsere néchste Zielsetzung besteht darin, eine geeignete Verallgemeinerung der Menge
Mik(Rl, B) fiir den Fall m € {2,3....} vorzunehmen.

Bemerkung M.23.5.3. Sei k € Nundseilsl,k;R wie in Bemerkung M.23.5.2 erkldrt. Dann
gilt:

(a) Es ist ka;R = Pk;R-

(b) Sei p € M, (R',%B1). Dann gelten (Py y.g € E*(RY, By) und My, (u) = [ |Pyrr|dp.
R

(c) Sei MYF(R,B1) == p € MU(R,B1) : M(u) € [0,00).
Beweis.
(a) Das folgt aus Definition der beteiligten Abbildungen.
(b) Dies folgt aus (a) und Definition M.23.2.1.
(c) Wegen Bemerkung M.23.5.2 gilt M&k(Rl,%l) C MY (R, B,).
Hieraus und aus der Definition von Mﬁk(Rl, B1) folgt dann
MR, B1) = i€ MY (R, B) : My () € [0, +00)

Hieraus folgt wegen (b) dann Mi’k(Rl,IB%l) =peML(R,By): [ | Py pr| dp € [0, +00).
R
|

Teil (c¢) von Bemerkung M.23.5.3 liefert uns auf folgende Begriffsbildung welche das
zentrale Objekt dieses Abschnitts darstellt.

Definition M.23.5.1. Sei m € N und p inMY (R™,B,,). Weiter sei k € N. Dann heifit

p von k — terOrdnung, falls fir alle j € 1,...,m und der Bezeichnung von M.23.3.2 die

Beziehung [ |Pjgrm|du € [0,+00) besteht. Es bezeichne MS (R,B,,) die Menge aller
R

Mafe von k-ter Ordnung. Weiter sei M& (R™,B,,) := Mf(Rm, B,,) N ML(R™,B,,).

Bemerkung M.23.5.4. Sei m € N,y € MY (R™,%B,,)undk € N. Dannsind folgende Aus-
sagen dquivalent:
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(i) Bsist p € MY(R™,By,)
(ii) Fiir alle j € 1, ..., m besteht mit den Bezeichnungen von Bemerkung 2 die Beziehung
miwr(p) € MYF(RY, By).
Beweis.

(1.) (i) < (ii) Wegen Teil (b) von Bemerkung M.23.3.2 gilt fiir j € {1,...,m}P; xrm €
M(R™ 9B,,;R). Hieraus folgt mittel Teil (a) von Satz M.21.5.1 und Definition
M.23.3.1 die Aquivalenz von (i) und (ii).

(2.) (i) < (1) Dies folgt aus Teil(c) von Bemerkung M.23.3.2 und Definition M.23.3.1.

Das Ziel unserer nachfolgenden Uberlegung besteht darin, den Nachweis dafiir zu er-
bringen , das sich die Aussage von Satz M.23.3.1im Falle m € {2,3,...}und k € N geeignet
auf die Klasse Mﬁ;k(Rm, B,,) iibertragen ldsst. Hierzu treffen wir zunéchst die folgende
Beobachtung.

Lemma M.23.5.1. Seien m € N,k € {1,..,n}sowiel € {1,..,k}. Dann gilt /\/ll_);k(]Rm) C
Mik(Rm,%m). Beweis. Sei p € Mik(Rm, B,,). Wegen Bemerkung M.23.3.4 gilt fiir
alle j € {1,...,m} mit den Bezeichnungen von Bemerkung M.23.3.2 dann II,, ;(p) €
Mik(Rl, B1). Hieraus folgt fiir alle j € {1,...,m} wegen [ € {1, .., k} mittels Bemerkung
M.23.3.2 dann II,, ; (@) € Ml_’;l (R, 31). Hieraus folgt durch erneute Anwendung von Be-
merkung M.23.3.4 dass p € ME(R™,B,,). Es ist also ./\/li’k(Rm, B) C MT(R"‘, Bn)-
|

Wir streben nun eine weitreichende Erweiterung von Satz M.23.3.1 und Lemma M.23.5.1
an. Bei deren Beweis wird das nach folgende Resultat eine wesentliche Rolle spielen.

Satz M.23.5.1. Sei (Q, 2, iu). Weiter seien m € {2,3...} eine Folge aus M (2, 2; R), (pj)i-1

eine Folge aus (0,400) und py = Z" —+—. Dann gilt:
j=1 p]

(a) Esist (fj)’;:1 € M(Q,2;R), po € (0, +00) und es gilt NPO,H(H?:l f) € H?Zl./\/'pj#(fj)
(b) Fiir j € {1,..n} sei f; € £P7(Q,2, u;R). Dann gilt [T}, f; € £7(2,2; /R).
Beweis.
(a) Wegen Satz gilt
ﬁ (f;) € M(,2AR) (1)
Da (p;)j_; eine Folge aus (0, +oo) ist, folgt aus der Definition dann

Po € (O, +oo). (2)
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Wir fiihrenden Beweis der noch ausstehenden Behauptung von (a) durch vollstian-
dige Induktion {iber n. Sei zuné&chst n = 2 Dann gilt

1 1 1 1 1
o po Pl Pz Pl P2 2
Aus (3) folgen insbesondere
PLe (0, +00) (4)
Po
2L
und & =1 — & = 2% also
PO Po PO
p j28
2 Po
£2 _ 5
po -1 ©)
Aufgrund der Wahl von f; und f5 liefert Bemerkung M.18.9 dann

{1, 1 falP0} € €7 (2, 2) (6)
Wegen (3) - (6) erbringt die Anwendung der Hoélderschen Ungleichung (vgl Satz
M.21.8.1) dann

Nup(AP 1) © Now  (LA12) + Nz, (1 fo

(7)
Nl»/‘(fﬂp*f2|p0):/|f|11)*|f|12)0d“:/fl*f2|p0dlﬁ (8)
R Q
Sowie
m (1 fofP0) # Nz, (1f2170)
(IR dpr) B ([ ool 0 70
Q Q

1 L
= [([[fulPr)er * ([ | f2lP2dp) P2
Q Q

Noru(f1) % Npgu(f2)]P
Aus (6) - (8) folge nun

(9)

15021 € Wi (1) # A ) (10)
Q

Wegen (2) ist die Funktion h : [0, +00) [0, +00), welche gemék = — zP0 defi-
niert ist, nach Bemerkung M.17.8 monoton wachsen . Somit folgt aus 77 sodann
/\/‘phu(fl) po,u(f2). Damit ist die Behauptung fiir n = 2 nachgewiesen. Sein nun
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n € {2,3,...} und sei die Behauptung fiir k € {2,...,n} bereits nachgewiesen. Wei-
ter seien (fj);l;rll eine Folge aus M (£,2;R) und (p])’;ill eine Folge aus (0, +00).

Es seien )
Poi= = (1)
St
und
n
o =Y _pj (12)
j=1
Aus (12) und der Induktionsvoraussetzung folgen dann
q € (0, +00) (13)
n p—
I1/ € M@ 2%R) (14)
j=1
und
n n
H S H Ppj.H f] (15)
o1 ol
Wegen (1) und (12) gilt dann ——— = L =
20 Tont1 2= 1pj+Pn+1
1
— =Do (16)
Z;Hll pj

Wegen (13) (14) (16) sowie fri1 € M(Q, 2R und p,y1 € (0, 400) folgt aus dem
bereits fiir n=2 Bewiesenen ./\fpo,u(l_[wrl £i) = Npou((TT5=1 £5) fi+1 <

pOM H *an+1,u fn-‘rl) (17)

Aus (15) und (17) folgt denn Npo u(IT727 fi) < T2 Npouu(f;). Damit ist die 3.
Behauptung von (a) induktiv gezeigt.

(b) Aufgrund der Wahl von (f;)?_; ist N, .(fi)}—; nach Bemerkung M.21.7.3 eine
Folge aus [0, +00). Hieraus folgt mittel (a) dann Ny, ,([T7—; f;) € [0, +00).Hieraus
folgt mittels M.21.7.3 dann [T7_, f; € £LP°(2,2%; R).

|
Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz M.23.5.2. Sei m,k € N sowie Ml_’;k(Rm,%m). Weiter sei (k1,...,km) € Ni* so
gewdhlt, das 37" | <k erfiillt ist. Dann gilt M, r,.) (1) € [0, +00). Beweis. Sei

Q:={le{l,...,m}: Esist k; #0.} (1)
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Sei zunéchst

Q=0 (2)
Wegen (1) und (2) ist dann
(k1y -y km) = (0,...,0) (3)
Wegen Teil (a) von Bemerkung M.23.2.3 gilt dann
Mo,...0) (1) = p(R™) (4)

Wegen p € MY (R™) folgt aus (2) und (3) dann
M ey Jem) (1) € [0, 400) (5)
Wir betrachten nun folgende Situation.

(I) Es sein Q einelementig. Wegen (I) und (1) gilt dann: Es gibt genau ein j € {1,..,m}
mit k; # 0. Wegen (II) gilt dann

k= ki (6)
=1

Wegen Y ;" |k < k folgt aus (6) und (II) dann
kj S {1,...,]{}} (7)

Wegen 1 € Ml_’;k (R™,%B,,) und (7) folgt aus Lemma M.23.5.1 dann p € /\/llikj (R™,B,,)
Sei I, j : R™ — R definiert gemaf

(21, ey )T > 25 (8)
Wegen (8) gilt nach M.23.5.3 dann I, () € Mi’kj (R, 931), also
M (T j (1)) € [0, +00)) (9)

Da wegen (II) nach Teil(d) von Bemerkung M.23.5.2 nun M, () € [0, 400)
erfiillt ist, folgt aus (9) dann

My ecem) (1) € [0, 400). (10)

Wir betragen nun folgende Situation

(III) Die Menge Q) enthalte mindestens 2 Elemente. Wegen (1) und (III) gilt dann
me{2,3,..} (11)

Es sel
r = card@ (12)

M-192



Wegen (1), (ITT),(11) und (12) gilt dann
red2,..,m} (13)

Unter beachtung von (12) seien 41, ..., 7, die r paarwweise verschiedenen Elemente
von Q. Aus (1) folgt dann

T m

> ki, = ki (14)
p=1 =1

Aus (1) und der Definition der beteiligten Abbilungen folgt weiterhin das

r

Py, kom) Rm) = Hpip,kp;Rm (15)
p=1

Aus Definition M.23.2.1 und (15) folgt dann

r

DM.23.2.1 (15) ~
My, km) = /‘P(k17...;km);Rm|dM—Nl,u(P(kl,...7km);Rm) = N, HiDip,k
Rm p=1

ip R

(16)

Vor dem Hintergrund von (16) streben wir nun die Anwendung von Teil (a) von Satz
M.23.5.1 an. Sei

se{l,.,n} (17)

Wegen Teil (b) von Bemerkung M.23.5.2 ist dann B, ;R™ € M(R™, B,,; R). Hieraus
folgt mittels Bemerkung M.17.4 dann

P, iz € M(R™, Bn; R) (18)

Da (k;,)?_; nach Voraussetzung eine Folge aus N ist, folgt aus (13) dann

,
ki, < Y ki, (19)
p=1
m
Da nach Voraussetzung > < k erfiillt ist, folgt aus (14) und (19) nun
=1
ki, < k (20)
Unter Beachtung von k;, # 0 sei
k
=2 21
q5 kis ( )

Wegen {k, k;,} C N und (20) folgt aus (21) dann

gs € (1,400) (22)
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Aus der Definition der beteiligten Abbildungen folgt fiir = (z1,...,2,)7 € R™ bei
Beachtung von (21) weiterhin

- ‘ , ' (21) ~
| By s ()] % = [ (i, )Mo 9 = (| [F0) % = g, |Fio% "= |y [P = [(@i,) b = | By, om ()]

Es ist also
| Py, o, mm | % = | Py, yiem | (23)

159 9%y

Wegen p € Mf’;k(Rm, B,,) gilt

/ 1By s |dps € [0, +00) (24)

Aus (23) und (24) folgt nun [ |P;, x, .gm|%dp € [0, +00). Hieraus folgt wegen

157
Rm™m
1

s
Noeu (P, zs,kas,Rm (Rf\ zs,sz,Rm|qsd,U> dann

NQS,N(R%klszm) [07 +OO) (25)

Unter Beachtung von (17), (21) und (14) folgt

1 (17),21) — ki li (14)
> = c= Yk E Yk (26)
ko ko =1

ds —1

m
Nach Voraussetzung gilt > k; < k. Sei zunichst
=1

i ki =k (27)

Aus (26) und (27) folgt dann

1o (25)

= s
Unter Beachtung von (17), (18), (22) und (28) folgt mittels Teil (a) von Satz M.23.5.1
nun
NLM H Plszk’z ’R’rn < HN‘Z&# /LS?k’L 7R"L) (29)
s=1 s=1

Aus (29) und (16) folgt dann My, p (1) < ] qu,u(st,h .rm) Hieraus folgt wegen
1

(17) und (25) dann
M (... o) (1) € [0, 400) (30)
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Unter Beachtung von ) k; < k und dem soeben behandelten Fall (27) sei nun

1=1
d ki<k (31)
=1
Aus (17), (22), (26) und (31) folgt dann
~ 1
> —€(01) (32)
=1 s
Unter Beachtung von (32) sei
1
W= (33)
he
Aus (32) und (33) folgt dann
qo € (17 +OO) (34)
Wegen R™ € B,,, gelten nach Teil (a) von Bemerkung M.21.7.5 dann
1Rm € M(Rm, %m, R) (35)
sowie N
Naou(1rm) = [u(R™)] %0 (36)
Wegen (35) liefert Bemerkung M.17.4 dann
Igm € M(R™,B,,;R) (37)
Aus (36) und der Wahl von p folgt
Nao.u(1rm) € [0, 400) (38)

Unter Verwendung von (34), (37), (17), (22) und (38) folgt mittels Teil (a) von Satz
M.23.5.1 dann

Nl’/»‘ <1Rm H ﬁi&kis;Rm]> < q07/Jf 1]Rm [H Nqs,,u 157]915 7Rm)] (39)
s=1
Unter Beachtung von 1gm [H ley Zs,Rm:| =I1 pis,kiS;Rm folgt aus (16) und (39) dann
=1 s=1
M(kl,..‘,km)(ﬂ) < [Nqo,u(lRm)} HNqs,u(Pis,kis%Rm)]
s=1
Hieraus folgt wegen (38), (17) und (25) dann
Mgy, ko) (1) € [0, +00) (40)

Wegen (1), (2), (5), (I), (10), (IIT), der Voraussetzung »_ k; = k, (27), (30), (31) und
=1
(40) ist alles gezeigt. [ |
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Vorausschauend sei erwdhnt, dass wir spéter fiir m € N der Klasse Mf(Rm,’Bm)
besondere Aufmerksamkeit schenken werden. Diese Klasse ist von besonderer bedeutung
fiir die mathematische Statistik.

M.23.6. Einige spezifische Aussagen iiber Potenzmomente von MaRen aus
MEYRY, B1)

In verschiedenen stochastischen Anawendungen spielen Mafe aus M};d(Rl,%l) eine
priagnante Rolle. Wir haben in Abschnitt 22 eine ganze Reihe von wichtigen Reprisentan-
ten dieser Klasse angefiihrt. Im vorliegenden Abschnitt wenden wir uns der Berechnung
der Momente dieser Mafe zu. Hierzu sei bemerkt, dass uns Satz M.23.2.3 eine erste
prinzipielle Antwort auf die genannte Problemstellung liefert.

n
Beispiel M.23.6.1. Seien n € N und u, = % > €k, Dann gilt
k=1

(a) Es ist p, € Mf;moz(Rl, B1).

(b) Es ist pn € Mfr’oo(Rl,%l).

(c¢) Es gelten My (un) = ”TH, Ma(pn) = % sowie var(jn) = %
Beweis.

= 1 ist, folgt dies aus Lemma M.7.7.

1
n

n
(a) Da (%)jzl eine Folge aus [0, +00) mit )
j=1

(b) Dies folgt sogleich aus Teil (c) von satz M.23.2.3.

(c) Wegen (b) ergibt sich mittels Teil (b) von Satz M.23.2.3 dann

MT(/Ln) =M, (Tll Z€k7%1> = ;;kr

k=1

(d) Aus (c) folgt dann insbesondere

Ma(pn) =

Ma(pn) = %ZH _ i”<”+ (20 +1) _ (n+1)(2n+1)
k=1

6

Hieraus folgt bei Beachtung von (b) mittels Teil (d) von Satz M.23.4.2 dann

(n+1)(2n+1)

2
var () == Malpa) ~ )2 = EDEEL (2
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(n+1)2n+1) (n+1)* _ 2(n+1)@2n+1)-3(n+1)?

6 2 12
_ (m+DRE2n+1)-3n+1)] m+DEn+2-3n-3] (n+1)(n—1)
N 12 N 12 N 12
- n?+1
12
|
Bemerkung M.23.6.1. Seien N € N sowie n € {1,.., N}. Dann gilt
()=~ (00)
n n—1
Beweis. FEs gilt
N N! (N —1)! N -1
”<n> "N =) T = DN —1) — (n— 1)l <n—1)
|

Satz M.23.6.1. Scien n € N mit p € [0,1]. Es bezeichne S, , die Binomialverteilung
mit den Parametern n und p. Dann gilt:

(a) Bs ist B, € MEZ(RY,B9).

(b) Esist M;(By,p) = np.

(c) Es gelten Ms(B,,p) = np(np + 1 — p) sowie var(B,p) = np(l — p).
Beweis. Wegen Definition M.22.0.1 gilt

n

Brp = (Z) PP —p)" e, (1)

k=0
(a) Dies folgt wegen (1) sogleich aus Teil (c) von Satz M.23.2.3.
(b) Wegen Bemerkung M.23.6.1 gilt fiir

ke{l,.,n} (2)

()20

Wegen (a) und (1) ergibt sich mittels Teil (b) von Satz M.23.2.3 sowie zusétzlicher
Beachtung von (2), (3) und dem Binomischen Satz dann

M) = My (Z (})rha- p>"kek,%1> 5223 3

k=0 k=0

dann

<Z> pr(1—pt
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s=0
(¢) Fiir
ne€{2,3,..} (4)
folgt aus (b) sogleich
A | ®)
Sk (") - = s (Baa) (- 1 8
k=0
Weiterhin gilt
e
>k ( L )pk(l —p)I D F=0=(1-1)p (6)
k=0
Fiir
kEed{l,..,n} (7)

folgt unter Beachtung von (2) und (3) weiterhin

) (1) (1)

o) )

Wegen (a) und (1) ergibt sich mittels Teil (b) von Satz M.23.2.3 sowie zusétzlicher
Beachtung von (7), (8), (4), (5), (6) und des Binomischen Satzes, dass

Ma(Bn.p) (é) Mo (Z <Z> pk(l _p)n_kek,%l) SM.23.2.3 Z <Z> pk(l —p)"‘k

k=0 k=0

_ kznzl (Z) ph(1 = pynh (U kznzln [(k —1) <Z - D + <Z - D} 1t
= npé {(’f -1) (Z _ 1) + <Z _ 1)] P a=-pt
=np [Z% () (hor) s k: (i) —p)”-k]

k=1
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n—1 n—1

-1 s n—1)—s -1 s n—1)—s

:np[ s(ns >p(1—p)( b +Z<n8 >p(1—p)( Y ]
s=0

np[(n—1p+[p+A-p)]" ] =np[(n—1)p+1"""]
=np[(n —1)p+ 1] = np(np + 1 — p) 9)

Wegen (a) folgt mittels Teil (d) von Satz M.23.4.2 sowie zusitzlicher Beachtung
von (8) und (9) dann

—
=
L
=
fetd
“UJ IS
9]

var(Bpp) = Ma(Bnp)—[Mi(Bnp)]* = np(np+1—p)—(np)? = np(np+1—p—np) = np(1—p))

vH9Im
Unser néchstes Teilziel besteht in der Berechnung von Erwartungswert und Varianz 19.04.2010
der hypergeometrischen Verteilungen. Hierzu ist eine kleine Vorbereitung nétig.

Lemma M.23.6.1. Seien N € N, sowie M € {1,..., N}. Weiter sei [ € {0,..., N — 1}.
Dann gilt

N-1 I (M-1\(N-M

( l ):Zk:[]( k )(lfk)
Lemma M.23.6.2. lemma M.23.6.2 Seien N € N\{1} sowie M € 2,...,N. Weiter sei
l€0,..,N —2. Dann gilt:

N-2 ! M—-2\ (N-M

( ! ):Zk:U( k )(l—k)
Satz M.23.6.2. Seien N € N, n € {1,..., N} sowie M € {1, ..., N}. Es bezeichne Hy prp,
die hypergeometrische Verteilung mit den Parametern N,M und n. Dann gilt

(a) Bsist Hy arn € MYTO(RY, 9B))

(b) Bsist Mi(Hynmn) = nit

(c) Es gelten Mo(Hn pp) = %, sowie var(Hn vp) = %(1 - %)

(d) Seien zusétzlich N,n € N\{1}. Dann gelten My(Hy rn) = —m—

sowie var(Hn v pn) = n%( - %)%:711

(e) Unter Beachtung von & € [0,1] bezeichne 8, u die Binomialverteilung mit den
’N

Parametern n und 4. Dann gilt: var(Hy ar,n) = Af;ﬁ”var(ﬁn’%)

Wir wenden uns nun der Poisson-Verteilung zu:

Satz M.23.6.3. Sei a € [0,+00) und bezeichne II, die Poisson-Verteilung zum Para-
meter a. Dann gilt:

(a) Esist I, € M}F’Jroo(Rl,iBl)

M-199



(b) Esist Mi(Il,) = «
(c) Es gelten My(Il,) = a(a + 1) und var(Ily) = o
Beweis. Wegen M.22.0.5 gilt

k
o

= Y conl-a} e, 0
keNg )

(a) Sei v = 0. Wegen (1) ist dann II, = €y ,. Hieraus folgt fiir [ € Ny wegen Teil (c)

von Satz M.23.2.3 dann
Ml(Ha) = MZ(EO, %1) =0e [0, +OO) (2)

Sei nun a € (0, +00). Weiter sei [ € Nyg. Wegen (1) folgt mittels Teil (a) von Satz
M.23.2.3 dann:

(1) o o «
Mi(Tla) @ MY eap{-a} penm,) = . Keap{—a} oy = emp{—a} Y K2
keN keNg keNg
(3)

Wir weisen nun mittels Quotientenkriterium die Konvergenz der in (3) auftretende
Reihe nach. Fiir k € N gilt

L 11
G = )y = e D) (4)
- klkﬁ!’“ E " k+1 E”k+1
Es ist

lim {a(1 + 1)17 =o(l+ lim l)l lim LI al'l0=0 (5)

Wegen (4) und (5) folgt mittels Quotientenkriterium dann

af

>k 7 € [0,+00) (6)

keNy

Aus (3) und (6) folgt dann M(IT,) € [0, +-00). Somit ist TI, € ML (R!,B)

(b) Unter Beachtung von (1) und (a) folgt mittel Teil (b) von Satz M.23.2.3 dann:

(1) ok ok
My(Ta) = Mi() exp{—a}-rerm,) = > kexp{—a}-+

keNg k€No
oF oF o1
= eXp{—a}[Z koy = eXp{—a}[Z m] . anP{—a}[Z = 1>!]
k€No keN keN
= aexp{—a}[z i—j] = aexp{—a}exp{a} =«
s€Np
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(c) Aus (b) folgt
> exp{- a}k— = M(IL,) = a (7)

kNg

Wegen (1) und (a) folgt mittels Teils(b) von Satz M.23.2.3 sowie zusétzlicher Be-
achtung von (7) dann:

W o 2 ot
Msy(I1,) = Ma( Z = exp{—a}ﬁekysgl) = Z k exp{—a}ﬁ

keNg ’ keNo
, o1 okl
= Oé[kgg; k I ] = @[ICGZN((k —1)+1)) eXP{—OZ}m]
= o) (k—1)exp{- a}( ) + exp{— a}z
keN kGN
= a[z sexp{—a}g + exp{—a} Z %]
s€Ng s€Np
) —
= afa + exp{—a}exp{a}| = ala+1) (8)

Wegen (a) folgt mittels Teil (d) von M.23.4.2 sowie zusétzlicher Beachtung von (b) und
(8) dann:
var(Ily) = Ma(Il, — [M1(I1,))> = a(a+ 1) — a? = « ]

M.23.7. Berechnung der Potenzmomente einer markanter \(1-stetiger Masse aus
ML(RY,B,)

Wir haben in dem Abschnitt 21.14 uns 21.15 eine Reihe von Beispielen A(-stetiger
Mafe aus M}r(Rl, B1) vorgestellt, welche in stochastischen Anwendungen eine wesent-
liche Rolle spielen. Im vorliegenden Abschnitt vervollkommnen wir unsere Kenntnisse
iiber Mafe, indem wir ihre Potenzmomente berechnen. Hierzu werden wir Satz M.23.2.4
heranziehen. Wir wenden uns zunéchst der kontinuierlichen Gleichverteilung auf einem
endlichen Intervall zu.

Bemerkung M.23.7.1. Seien a,b € C, sowie k € Ny. Dann gilt a*b(k +1) = (a —
D[ =g @b ).

Satz M.23.7.1. Seien a € R, b € (0,400), A := [a, b] und bezeichne pa die kontinuier-
liche Gleichverteilung auf A. Dann gilt:

(a) Esist ua € ML (R, By)

(b) Es sei k € Ny. Dann gilt:

k1l k1 k B
Mi(Ta) = o t— = [ a®bF ]

M-201



) N2
(¢) Es gelten My(ua) = GTH’, sowie var(pa) = %

(d) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Es ist ua standardisiert
(ii) Esist A = [—v/3,V/3]
Wir wenden uns nun den Momenten der Normalverteilungsfamilien zu.

Lemma M.23.7.1. Es bezeichen Ny, die standardisiert Normalverteilung. Sei k € No.
Dann gelten:

1 , falls k=0
My, (No) = { 15125 +1) , falls keN
sowie
Mog41(Noa) = mﬁk!

Beweis. Sei fo1:R — R definiert gem. z — %exp{—%}. Wegen Teil (a) von M.21.14.2
ist dann

fo1 € E*(RY,B4) (1)

Wegen M.21.14.1 gilt
Noa = (W), (2)
Seik € Ny (3)

Weiter sei Psr : R — R gem. z — 2®. Wegen (1) gilt nach Teil (a) von Satz M.23.2.4
dann

|Psgl fon € E°(RY,B1) (4)
sowie
M) p ) = / | Pyg| fo,1dA) (5)
R
Aus (2) und (5) folgt dann
M(No1)jo) = [ Peslfoadr® (©
R

Aus den Defintionen von Pyr und fo ;1 folgt sogleich |Pyr|fo1 € C(R, peRr), (R, pERr))-
Hieraus folgt mittels Bemerkung M.21.11.4 dass |Psr|fo,1 lokal R-integrierbar auf R ist.
Hieraus folgt bei Beachtung von |Ps.r|fo1 € A[R, 4+00)) und (4) mittels Teil (a) von Satz
M.21.11.4 dann

[ 1Parlfondx® = tim [ (Rstr (Pl fon)le)do (7)
R -n
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Aus Definition von Pyr und fo1 erkennt man sogleich, dass |Pyr|fo,1 eine gerade Funk-
tion ist. Hieraus folgt fiir n € N dann

n

Jim [ [Rstr._p ) (| Psg| fo,)](2)de = 2nlggo/[RStr-[0,n}(’Ps;Rf0,1>](x>dx
o 0

n n
1 z? 2 z?
=2 [ |z° exp{——}dx = /azsex ——}dzx. 8
0/| e = g [ erg) ®
Nehmen wir nun die Substitution von v = \% vor, so ergibt sich fiir n € N dann

\/% O]zﬂfsexp{—ﬁ}dfﬂ = O]L(\/Qu)sexp{—uz}\/ﬁdu =

u
sqrt2

Vo ulexp{—u?}du (9)

Aus (8) und (9) folgt fiir n € N dann

n

255
Tim [ [Rstr. (| Pagl fo)) (2)d = \/;H\@S“ / Wexp{—u?}du  (10)
0

Aus (5), (7) und (10) folgt nun

5 7 . n
MNow) 2 [ 1PuslfordA® 2 timy, oo [ [Rstr. oy (|Puglfor)](@)da
R —n

u u

(10) . 2 s+1 v2 2 2 2 s+1 .. v2 2 2
=" lim, oo Woni 2 bf u“exp{—u®}du = \/ﬁﬂ lim,, oo of u“exp{—u°}du =

s+1
\/%\@ [ w?exp{—u*}du =

2

\/ﬁ\@sﬂ[nli_{go/usexp{—uQ}]du (11)

Seien [ := (0,+00). B1 =B NI AL = RStT.%l’[A(l). weiter sei fs: I — R def. gem.
u — u®exp{u?}. Wegen Teil (a) von Satz M.21.13.6 ist dann fs € £*(I,B17) und dem
Beweis von Satz M.21.13.6 (vgl. Formel (1)) wurde gezeigt

/fsd)\gl) = le /usewp{—uz}]du (12)
T 1
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Aus (11) und (12) folgt nun

2 s+1 (1)
M,(No1) = —V/2 /fsdA, (13)
’ V211
1
Sei nun
k inNo (14)
Aus Teil (b) von Satz M.21.13.6 folgen dann
/fgkd)\?) _ . @ . , falls k=0
15125 - 1)]2,€+1 , falls ke N
sowie "
/ forrd) = 5 (15)
I
Unter Beachtung von (11) und (15) folgen dann
+1 115 2 0+11
(W N, = —Vv2 =VII=1 1
Mo(No,1) ﬁ /f0,1 I \/ﬁ\[ Q\F (16)
Sowie fiir
keN (17)
weiterhin

11 k+1 15 k .
MoNo) ‘2 2=v2 ™ [ par() 2B VAT, (27 - 1))

I

k k
72’“\f H \/ﬁ =[J@i-1 (18)

2k+1
Jj=1

Unter Verwendung von (11) und (15) folgt Mag41(No 1) () \/%ﬂ(kﬂ)ﬂ J f2k+1d)\(11) (15
1

2 2kt g1 _
v =

2k+1
k! 19
T (19)
Wegen (14), sowie (16) - (19) ist dann alles gezeigt. [ |
v60m
20.04.2010

Lemma M.23.7.2. Sei f : R — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
(i) fe L' (R, By, A\R).

(ii) Esist f lokal R-integrierbar auf R.
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(iii) f ist ungerade.
Dann gilt: [ fd\() = 0.
R
Beweis. Wegen (i) und (ii) gilt nach Teil (a) von Satz M.21.11.5 dann

n

/fd)\(l) = nh_}n(r)lo (Restr._p n f)(z) dz (1)
R -n

Wegen (ii) und (i) gilt fir n € N nun [ (Restr._,,f)(z)dz = 0 Hieraus folgt in

—n

Verbindung mit (1) dann [ d\(") = 0. ]
R

Lemma M.23.7.3. Sei k € N und sei g : R — [0,4+00) eine Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Esist g € C((R, ppr), (R, ppR))-
(ii) Es ist g eine gerade Funktion.
(iti) Bsist Perg € LR, B, \(V;R).

Dann gilt:

(a) Esist g € E*(RL,B,,).

(b) Es ist Mi((A®))g) € [0, +00).
(c) Sei k ungerade. Dann ist M, ((A(M),) = 0.
(d) Esist Ppr lokal R-integrierbar auf R.

(e) esist Py, ist ungerade.

Beweis.

(a) Wegen (i) folgt mittels Satz M.15.8 dann g € M(R'mB1;R). Hieraus folgt mittels
Bemerkung M.17.4 dann g € M(R!,B;R). Hieraus folgt wegen g € A(R, [0, 00))
dann g € £*(RY,B,,,).

(b) Wegen (iii) ergibt sich Py.g-g € M(R!,B1;R). Hieraus ergibt sich mittels Folgerung
M.21.5.1 dann |Pyr| € L}(R!,B1,R), also wegen | Py rg| = |Prr|g dann |Pyr|g €
LY(RY,B1;R). Hieraus folgt miitels Teil (b) von Satz M.23.2.4 dann My (A(M),) €
[0, 4+00).

(c) Wegen (b) folgt mittels Teil (c) von Satz M.23.2.4 dann:

M(A),) = / PrrgdAV 0
R
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Aus (i) und der Definition von Py g folgt sogleich Pyr € C((R,per), (R, per))-
Hieraus folgt mittels Bemerkung M.21.11.3 dann Eigenschaft (d) da k ungerade
ist, folgt aus der Definition von Py g sogleich, dass P r eine ungerade Funktion ist.
Hieraus und aus (iii) folgt dann Eigenschaft (e).

Wegen (iii), (iv) (v) folgt aus Lemma M.23.7.2 nun [ Py rd fA) = 0. Hieraus folgt wegen
R
(1) dann My((AM),) = 0. |

Satz M.23.7.2. Seien a € R und o € (0, 400). Es bezeichne N, ,2 die Normalverteilung
mit dem Parameter a und ¢2. Dann gilt:

(a) Esist NV, 52 € MYO(RY,By).

k
2
k .
(b) Sei k € N. Dann gilt: My(Nppe) = { ¢ LI =D falls b gerade

0 , sonst.

)

k
(c) Sei k € N. Dann gilt: My(N, ,2) = (?) a* I3 [M;(No 1)
=0

(d) Es gelten: M (N, ,2) = a und var(N, ,2) = o2.
Beweis.
(a) Aus Teil (b) von Satz M.21.14.2 und Lemma M.23.7.1 folgt:
Nox € MYTP (R, 9B) (1)

Sei Tpq : R = Rz — oz + a. Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 ist T, dann
B1-B1-mekbar und wegen Teil (b) von Satz M.21.14.2 gilt

Na,cr2 = TO’,G(NOJ) (2)
Wegen (1) und (2) liefert Teil (a) von Satz M.23.3.2 dann N, ,2 € M};W(Rl,‘Bl).
(b) Wegen (2) gilt insbesondere

No,o2 = T0(No 1) (3)
Wegen (1) folgt mittels Teil (b) von Satz M.23.3.2 dann
My(Ty0(No)) = 0" [My(No)] (4)
Aus (3) und (4) dann
My (N o2) = o* [ My, (No,1)] (5)

Sei zunéchst k gerade. Wegen (4) liefert Bemerkung M.23.2.3 dann My (No 1) =
M;(No,1) und somit wegen der nach Lemma M.23.7.1 giiltigen Beziechung My (N 1) =
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(27 — 1). Hieraus folgt in Verbindung mit (5) dann

I ::]w\w
=

[1(2) — 1), alsoMy(Np1) =
I J

IMES

My (Noo2) = o*[T] (27 — 1)].

j=1
Sei nun k ungerade. Sei fy,2.r—[0,400) : T \/2L exp—— Wegen Teil (a) von
Satz M.21.14.2 gelten
fO,a’2 € C((Ra pE,R)a (Rv PE,R)) (6)
und
foor € €' (R, B1) (7)

Wegen Definition M.21.11.1 gilt

Noo2 Ay, (8)

Aus der Definition von f; ,2 folgt sogleich: Es ist f; ;2 eine gerade Funktion. Wegen

(a) gilt
M (No2) € [0, +00) (9)

Sei Pyr : R — R: 2+ 2*. Wegen (7) und (9) liefert Teil (b) von Satz 1.23.2.4
dann

Pirfoo> € LYRY, B1,A\D;R) (10)

Wegen (6) (i), (10), (8) und der Wahl von k liefert Teil (c) von Lemma M.23.7.3
dann My(Np 52) =0

Unter Beachtung von (2) und (1) ergibt sich mittels Teil(b) von Satz M.23.3.2 dann
2 k [k o
My(N, 2) 2 Myp(Tya(Nojp)) = > (g) aF I [M;(No,1)]-

j=0

Wegen (1) gilt insbesondere Ny € M};I(Rl,%l). Hieraus folgt mittels Teil (b)
von Satz M.23.4.1 dann

Ml(Ta,a(NO,l)) = U[Ml(./\/.ojl)] +a (11)
Wegen (b) gelten
MI(NO,I) =0 (12)
und .
My(No 1) H (27 —1) (13)

Unter Verwendung von (2) und (11) erglbt sich

Mi(N,02) @ My (T aWo) 2 oM (Wo )] + 0 2 a (14)
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Wegen (1) folgt mittels Teil (d) von Satz M.23.4.2 sowie zusétzlicher Beachtung
von (13) und (12) dann

CCL?"(./\/’()J) = MQ(NOJ) — [Ml(./\/’071)]2 =1- 02 =1 (15)

Wegen (1) folgt mittels Satz M.23.4.5 weiterhin var(T,.4(No1)) = o2 - var(Noa).
Hieraus folgt in Verbindung mit (2) und (15) dann

var(N, »2) @ var(Tyqo(No,1)) = O'2UCLT(N071) =02

Folgerung M.23.7.1. Seien (a1,01), (a2,02) € R x (0,+00). Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent.

(i) Es ist (a1,0'1) = (QQ,O'Q).

(ii) Es ist N,

al,af = Nag,o‘%'
Beweis. Dies folgt sogleich aus Teil (d) von Satz M.23.7.2 [ |

Unsere Aufmerksamkeit gilt nun den Momenten der Familie der Cauchy-Verteilungen.

Satz M.23.7.3. Seien o € Rund 3 € (0, 400). Es bezeichne 7, g die Cauchy-VErtelung
mit den Parametern o und 3. Weiter sei k € N. Dann gilt: My(y,,8) = +00. Beweis.
Wegen Teil (b) von Satz M.21.15.2 gelten dann

Va8 € MI(R,B1) (1)
sowie
TB,a('YO,l) = Ya,8 (2)
Sei L1
Fo1:R : -
0,1 — (0, —|-OO) X — . (3)
Wegen Teil (a) von Satz M.21.15.2 gelten dann
Fop € C((R, ppr), (R, pER)) (4)
und
Foq € EX(R',By) (5)
Wegen (3) gilt nach Defintionion von Fy; zudem
70,1 = (A(]‘))F(),l (6)
Wegen (5) gilt nach Teil (a) von Satz M.23.2.4 dann
|P1;R‘ . F(),l S g*(Rl, %1) (7)
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sowie

Mi(AD)r) = [ 1Pl FoadA ®)
R
Aus (6) und (8) folgt nun

Mi(v,1) = / |R1 R 'FO,ld)\(l) 9)
R

Wegen (4) und der Wahl von P; g folgt sogleich |Pr| - Fo1 € C((R, peRr), (R, pER)).
Hieraus folgt mittels Bemerkung M.21.11.4, dass |P; r| - Fp,1 lokal R-integrierbar auf R
ist. hieraus folt bei Beachtung von |P; r|- Fo1 € A(R,[0,+00)) und (7) mittels Teil (a)
von Satz M.21.11.4 dann

/P17R|F071d)\(1) = 7}1{2@/(Re‘gtr‘[—nﬂl][|P1§R|F0’1])($)dx' (10)
R -n

Aus der Definition von P;g und Fp; erkennt man sogleich, dass |Pyr|fo1 eine ge-

rade Funktion ist. Hieraus folgt fiir n € N dann [ (Restr._, ,[|PLr|Fo1])(z)dz =

2 Of(Restr.[_mn][|P1;R|F071])($)dw =2 \x|%x21+1d:c = 2[1In(1+ 2?2} = L In(1 + n?)
Kombiniert man dies mit (9) und (10), so ergibt sich

n

9 10) ..
Mi(r01) < / PuglFodd® 2 tim [ (Restr. i | Prgl Fo]) (z)da
R -n
— lim S In(1 +n?) = 11
_nLH;o;n( —|—n)—+oo ( )

Aus (11) folgt mittels Teil (a) von Satz M.23.3.2 dann

Mi(Tg.a(70,1)) = +00 (12)

Aus (2) und (12) folgt dann
Mi()Va,p = +00 (13)
Da wegen (13) insbesondere v, 5 € M (R, B1) erfiillt ist, folgt wegen (13) mittels Satz
M.23.3.1 fiir k € N dann My (7a,8) = +00. |

Wir beschiftigen und nun mit dem Studium der Momente der Familie der Gammaver-
teilungen und ihren Spezialfillen.

Satz M.23.7.4. Seien «, 8 € (0, +00) und bezeichne I'y, g die Gammaverteilung mit den
Parametern a und . Dann gilt

(a) Esist 'y 5 € M};M(Rl,%l).
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i i I«
(b) Sei k € N. Dann gilt My(Ty ) = M(Lap) = B(kﬁ(f))
(C) Es gelten M1<Fa,ﬁ) = Ml(ra,ﬁ)% sowie ’UCL’I“(Faﬁ) = %

Folgerung M.23.7.2. Seien (a1, 1), (a2, 82) € (0,+00) x (0,00). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Esist (a1, 1) = (a2, B2).

(ii) Esist I'(ay 8,) = T(ay,5)

Satz M.23.7.5. Sei n € N und bezeichne x? die zentrale Chiquadratverteilung mit n
Freiheitsgraden. Dann gilt

(a) Bsist x2 € Mfr’Jroo(Rl,‘Bl).
k
(b) Sei k € N. Dann gilt My(x2) = Mp(x2) = Hl[n + (25 = 1)].
]:

(c) Es gelten M;(x2) = n sowie var(x2) = 2n.

Beweis. Wegen 2 = I'» 1 folgen alle Behauptungen durch Anwendung von Satz
’2
M.23.7.4 |

n
2

Satz M.23.7.6. Sei n € (0,+00) und bezeichne E; die Exponentialverteilung zum Pa-
rameter 7. Dann gilt:

(a) Esist Ey € M}F’OO(RI, B1)

(b) Sei k € Ng. Dann gilt My (E;) = Z;—,L

(c) Es gelten M (E,) = % und var(E,) = 77%

Beweis. Wegen Teil (a) von Satz M.21.15.6 gilt E,) = I'y ;. Hieraus folgen in Verbindung
mit Satz M.23.7.4 dann alle Behauptungen. |

M.23.8. Einige Bemerkungen zum Hamburgerschen Momentenproblem

Aus der Sicht der Stochastik sind insbesondere Potenzmomentprobleme von starkem In-
teresse. Aus diesem grund stellen wir im vorliegenden Abschnitt einige bemerkenswerte
Aspekte zur Theorie des Hamburgerschen Momentenproblems vor. Es zeigt sich, dass es
im Zusammenhang mit dieser Aufgabenstellung giinstig ist, die vorgegebenen Daten in
einer speziellen Weise zu organisieren. Dieses Anliegen fithrt uns auf den nachfolgend ein-
gefiihrten Typ strukturierter matrizen, welcher bereits in Untersuchungen von Herrmann
Hankel (1839-1873) anzutreffen ist und deshalb nach ihm benannt wurde.
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Definition M.23.8.1. Seien n € Ny und (aj)?io eine Folge aus C. Fiir (j, k) € {0, ...,n}x
{0,...,n} sei hji := a;q. Dann heifit die Matrix H(aj);"-io 1= (hjk)} g—o die durch (aj)?zo

apg aip a2
erzeugte Hankelmatrix. Es ist z.B. H(aj)?zo =1la1 as as
a2 a3z a4

Bemerkung M.23.8.1. Seien n € Ny und (aj)?ﬁo eine Folge aus C. Dann ist

aj)?io

o] =1

;)20

Definition M.23.8.2. Seien n € Ny und p € /\/l(jr’zn(Rl,’Bl). Weiter sei s € {0,...,n}.
Dann wird die durch die Folge (M, (1)), erzeugte Hankelmatrix Hp, (uy)2=, als die
s-te zu p gehorige Hankelmatrix bezeichnet und mit Hy ,, symbolisiert.

Definition M.23.8.3. Seien ¢ € N und A eine symmetrische Matrix aus R?*9. Dann
heifst A positiv semidefinit bzw. positiv definit, falls fiir alle x € R? bzw. alle = €
R9\{04x1} die Beziehung 27 Az € [0, 4+00) bzw. 27 Az € (0, +00) besteht. Es bezeichne
RZ*Y bzw. RL? die Menge aller positiv semidefiniten bzw. positiv definiten Matrizen aus
R7%4,

Bemerkung M.23.8.2. Es gelten RU" = [0, +00) und R = (0, +00).
Beispiel M.23.8.1. Sei ¢ € N. Dann gilt:

(a) Es ist 0gxq € RT\RL,

(b) Esist I, € R

Bemerkung M.23.8.3. Sei ¢ € N. Dann gilt RZ*? C Rq;q.

Bemerkung M.23.8.4. Seien ¢ € N und A € R?*?. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) Esist A € R
(ii) Esist RZ*? und es gilt detA # 0.

Bemerkung M.23.8.5. Seien ¢ € Nund A = (a,)f,_; € RL™. dann gilt:
(a) Seien j,k € {1,...,q}. Dann gilt (aj;x)* < ajjakk.

(b) Sei jo € {1,...,q} so beschaffen, dass ajy;, = 0 erfiillt ist. Sei s € {1,...,¢}. Dann
gelten aj s = 0 und azj;, = 0.

(c) Seienm € {1,...q} sowie (i;)]2; eine streng monoton wachsende Folge aus {1, ..., q}.
Dann gilt (a;;,)73—, € RZ*™.
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Bemerkung M.23.8.6. Seien g € N, (aj)?zl eine Folge aus R und A := diag(ai, ..., aq).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Esist a € RYY (bzw. a € RL).
(ii) Fir alle j € {1,...,¢} gilt a; € [0,400) (bzw. a; € (0,+00).

Wir stellen nun ein Prinzip zur Erzeugung positiv semidefiniter Matrizen bereit. Hierzu
bendtigen wir noch eine kleine Vorbereitung.
Bemerkung M.23.8.7. Sei (H, (+,-)) ein Semiprahilbertraum iiber R. Weiter seien r, s € N
sowie (z;)7_y und (yx)j—; bzw. (a;)j_; und (bg);—; Folgen aus H bzw. R. Dann gilt:

T
ar by

r S
Zaj:I)],Zbkyk = |:(($j>yk))j—1 <<<<< T:|
: k=1,...,;s
j=1 k=1 o

Beweis. Es gilt

T

Zajxj,zbkyk Zza]bk (5 Yk) Z% <Z($j=yk)bk>
j=1 k=1

J=1k=1 7=1

S

> (w1, i)k

k=1 (1’1, yl) T (xlv ys) b1
= (a1,...,ar) : = (ai,...,ar) : : .
ES: (xrvyk) ($T>y1) (:CTvys) bs
k=1
al T bl
= |:(($j7yk))jl ,,,,, rj
ar N by

Definition M.23.8.4. Sei (H,(-,-)) ein Semipréhilbertraum iiber R. Weiterhin seien
n € N sowie (z;)7_; eine Folge aus H. Dann heift ((xj,azk))?kzl die Gramsche Matrix
der Folge (x;)7_; in (H, (-,-)).

Satz M.23.8.1. Sei (H, (-,-)) ein Semiprihilbertraum iiber R. Weiter seien n € N und
(z)j—; eine Folge aus H. Dann gilt:

(a) Esist ((zj,2x))] = € RL*™.
(b) Sei ((zj,2k))} =, € RL*". Dann ist die Folge (z;)}_, linear unabhéingig.

(c) Sei (H,(-,-)) sogar ein Prihilbertraum. Weiterhin sei die Folge (z;)j_; linear un-
abhéingig. Dann gilt ((z;,zx))},—, € R
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Beweis.

(a)

Sei
w=(uy,...,u,)" €R"

Wegen Bemerkung M.23.8.7 gilt dann

T
U |:((:L‘]7xk k= 1} Zu]xjazuk’xk

Da (-,-) ein Semiskalarprodukt auf H ist, gilt

Zu]x], Zukxk [0, +00)

Aus (2) und (3) folgt dann
ul [((x],xk)]?kzl} u € [0, 400)

Wegen (1) und (4) ist dann ((z;, )7, € RY".

Es bezeichne o das Nullelement in H. Sei (u;)’_, eine Folge aus R mit

Z u]‘l’j =0
j=1
Aus (5) folgt dann
Zujxj, Zukxk = (0,0) =0
j=1 k=1

Sei
U= (ub "'>un)T

Dann ist v € R™ und aus (7), (1) und (2) folgt
Wl | (a0 | =0
Hieraus folgt wegen ((z;, )7, € RY" dann

u = Opx1

(9)

Wegen (7) und (9) gilt fiir j € {1,...,n} dann u; = 0. Hieraus folgt wegen (5) dann

die lineare Unabhéngigkeit der Folge (z;)7_;.
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(c) Sei
= (U1, ..., un)’ € R"\{0px1} (10)

Da die Folge (2;)7_; linear unabhéngig ist, folgt aus (10) dann
n
Z UjTj 7é 0 (11)
j=1

Da (H,(-,-)) ein Préhilbertraum tiber R ist, folgt aus (11) nun

Zu]x],Zukxk (0, 4+00) (12)

Wegen (10), (1) und (2) gilt

ul [((azj,xk gk 1} Zujx],Zukxk (13)
Aus (12) und (13) folgt nun

uT [ (5 00)) s | 1 € (0, +00) (14)

Wegen (10) und (14) gilt dann ((zj,2k))},—, € RL"

Sei (2,2, i) ein nichttrivialer Mafraum. Wegen Satz M.21.8.6 ist dann die Abbildung
[ o L2092, 2, 3 R) x L2(Q, 2, 13 R) — R, welche gemih [f, g] — [ fgdu definiert ist,
Q

ein Semiskalarprodukt auf £2(Q, 2, u; R).
Satz M.23.8.2. Seien n € N und p € M5 (R',B;). Dann gilt
(a) Esist Pro, € LY(RY, B, 13 R)).
(b) Esist Praon, C L2(RY, By, s R)).
(c) Sei s € {0,...,2n} und sei Psr : R — R definiert gemék « — 2°. Dann gilt
Psr € LYRY, B, 1, R) sowie [ Pordp = Ms(p).
R
(d) Es bezeichne Hy, , die n-te zu p gehorige Hankelmatrix. Dann gilt
(d1) Esist (Pjr)}—, eine Folge aus L2(RY, 81, 1;R) und es gilt

Hmu = ([Pj;R7 Pk;R])Zkzo

(d2) Es st Hy,, € RITD*CHD,
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(d3) Seien a = (ag,...,an)",b = (bo,...,b,)T € R" sowie P := 3" a;Pjr und
7=0

Q := > bpPr. Dann gehéren P und Q zu £2(Q, 2, i; R) und es gilt
k=0

[P, Qlur = a’ Hy b
Beweis.
(a) Dies folgt wegen u € len(Rl, B1) sogleich aus Teil (a) von Bemerkung M.23.3.5.
(b) Sei

PePgy (1)
Wegen (1) folgt aus (a) dann
P e M(R',B1;R) (2)
Aus (1) folgt sogleich
P? € Prn (3)
Wegen (3) folgt aus (a) dann
P% e LY(RY, B, 1 R) (4)
Aus (4) folgt sogleich
P? € M(R',B1;R) (5)

Wegen (4) und (5) liefert Folgerung M.21.5.1 dann |P2?| € L£LY(R!, By, u;R), also
wegen |P?| = |P|? dann
[P* € LR, B, 1 R) (6)

Wegen (2) und (6) gilt dann
P e L*(R', B, 1 R) (7)
Aus (1) und (7) folgt nun
P C L2(RY, By, 13 R)
(c) Dies folgt aus (a) und Definition M.23.2.1

(d1) Nach Konstruktion ist (Pjr)}_, eine Folge aus Pr,. Hieraus folgt mittels (b),
dass (Pj;R)?:O eine Folge aus L2(R!, By, u;R) ist. Fiir j,k € {0,...,n} folgt bei
Beachtung von Pjg - Pr,r = Pjx;r und Definition M.23.2.1 weiterhin

[PjR, PerluR = /Pj;RPk;RdM = /Pj-l-k;Rd,u = Mi(p)
R R
Hieraus folgt bei Beachtung von Definition M.23.8.1 und Definition M.23.8.2 dann

DefM.23.8.1
([pjm> PerD)} pmo = Mire()fimo = Hipgy (e

J j=0

DefM.23.8.2
f — H

n,p
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(d2) Dies folgt wegen (d1) sogleich aus Teil (a) von Satz M.23.8.1.
(d3) Dies folgt wegen (d1) sogleich aus Bemerkung M.23.8.4.
|
v62m

Wir geben nun fiir ein gegebenes n € Ny eine Charakterisierung der Menge jeder Mafse 27.04.2010
aus MT"(Rl, B1) fiir die n-te zu p gehorige Hankelmatrix singulér ist.

Satz M.23.8.3. Seien n € Ny und p € M?"(Rl, B1). Es bezeichne H,, , die n-te zu p
gehorige Hankelmatrix. Dann gilt

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Esist H,, € R(zn—i-l)x(n—i—l)\R(:—i-l)x(n-l—l).

(i) Es gibt eine hochstens n elementige Teilmenge By von R mit R\By € N,.
(b) Sei (i) erfiillt. Dann gilt u € M{’F’OO(Rl,‘Bl).

Beweis. (i)= (ii) Wegen (i) gibt es ein

a = (ao, -y an)" € R N0 11)x(ny1)} (1)
mit
a Hy, a = 0. (2)
Sei .
P .= Zakpk,]R (3)
k=0

Wegen (3) folgt mittels Teil (d3) von Satz M.23.8.2 dann
P c L%(R', B, 1;R) (4)

und
[P, Pl,g =a’ H, a (5)

Wegen (4) und der Definition von [-, ], r gelten

P? e L*(R", B, 13 R) (6)
und
A= [ PR )
R
Aus (7), (5) und (2) und
/ P a2 (P, Plp Y aTH,a 2 0 (8)

R
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Wegen (6) und P? € A(R, [0,00)) gilt
P? € £*(RY,B,) (9)

Wegen (8) und (9) liefert Teil (b) von Satz M.21.6.1 dann {P? # 0} € N, also wegen
{P? #0} = {P # 0} dann
{P#0} €N, (10)

Sei
By :={P =0}. (11)

Wegen (11) ist dann {B # 0} = R\ By. Hieraus folgt wegen (10) dann
R\ By € N p. (12)

Da P wegen (1) und (2) ein von Nullpolynomen verschiedenes Polyno vom grad hochstens
n iiber R ist, folgt wegen (11) aus dem Fundamentalsatz der Algebra, dass By eine
hochstens n-elementige Teilmenge von R ist. Hieraus folgt wegen (12) dann (ii).

(ii)= (i) Wegen (ii) gibt es Folgen (z1)}_, € R und (og)}_; € [0, +00) mittels

H= Zakfka,%l (13)
k=1
Sei .
Q:R—-Riz— [[(x— ) (14)
k=1
Wegen (14) gelten dann
Q € P]R,n (15)
und
Grad@ =n (16)
sowie fiir
kEed{l,..,n} (17)
weiterhin
Qzr) =0 (18)
Wegen (15) und (16) gibt es ein eindeutig bestimmtes
b= (bo, R bn)T € Rn+1\{0(n+1)x(n+1)} (19)
mittels .
Q=> blipr (20)
k=0

Wegen 1 € M?;Q”(Rln%l) sowie (19) und (20) folgt mittels Teil(d3) von Satz M.23.8.2
dann
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Q € EQ(Rlv%l’M;R) (21)

sowie
[Qa Q]M,R = bTHn,,ub (22)
Wegen (21) und der Definition von [-, ], r gelten Q* € L}(R!, B, ; R) und

Q.Qlux = [ @2 23
o

Wegen (13) folgt mittels Teil (b2) von Beispiel M.21.5.4 sowie zusitzlicher Beachtung
von (17) und (18) dann

/Q2 dp = /Q2 d <Z O‘kerk,%1> Zak [Q%(xx)] 2 U709 . (24)
R R k=1
Unter Bechtung von (22), (23) und (24) folgt nun

VT H, b Z QQuR—/QQdu—O (25)

Wegen p € MiQn(Rln%l) gilt nach Teil (d2) von Satz M.23.8.2 dann

Wegen (19), (25) und (26) ist dann H,, ,, € R(;H)X("H)\R(;H)X(nﬂ). Es gilt also (i) (b)
Wegen (a) ist (i) und (ii) erfiillt. Wegen (ii) gibt es Folgen (x);_; aus R und (ou)}_,
n
aus [0,+00) mit g = ) o€y, . Hieraus folgt mittels Teil (b) von Satz M.23.8.3 dann
k=1
pe MY®(RY,B). ]
Wir wenden uns nun dem Hamburgischen Momentenproblem zu. Dieses ist nach dem
deutschen Mathematiker Hans Ludwig Hamburger (1889-1956) benannt.
Hamburgersches Momentenproblem (HMP). Sei (ci)ren, eine Folge aus R. Dann ist die
./\/llioo(Rl, B1; (ck)ren,) aller Mafe MI_);OO(Rl, B1) zu bestimmen, welche der Bedingung
(M (1)) ken, = (ck)ken, gentigen. Insbesondere ist eine Charakterisierung jener Folgen

(¢k)ken, zu geben, fiir die M:’OO(Rl, B1; (ck)ken, 7 0 erfiillt ist. Wir formuleiren nun eine
Kriterium zur Losbarkeit des HMP. Hierzu benétigen wir die nachfolgend eingefiihrten
Begriffsbildungen.

Definition M.23.8.5. Seien n € Ny und (cj) _on eine Folge aus R. Dann heifst (03)3 on

Hankel-nichtnegativ definit bzw Hankel-positv-definit, falls die durch (CJ)FO erzeugte

Hankelmatrix H(, 2 der Beziehung Hy, jon € RQ‘“)X(”“) baw. Hg o € RUFDXCHD
j= i= = j=

geniigt. Es bezeichne Ha, > bzw. Ho, » die Menhe aller Hankel nichtnegativ definiten
bzw. Hanekl-positiv definiten Folgen (cj)?zo aus R.
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Definition M.23.8.6. Sei (c;);en, eine Folge aus R. Dann heift (¢;) ecn, Hankel nichtne-
gativ definit bzw Hankel-positiv definit falls fiir alle n € Ny die Beziehung (Cj)?no € Hopn,>

bzw. (q)?ﬁo € Han,> besteht. Es bezeichne Ho, > bzw. Hoo ~ die Menge aller Hankel-
nichtnegativ defintiten bzw Hankel-positiv-defintiten Folgen (c;);en, aus R.

Satz M.23.8.4. Sei (ck)ren, eine Folge aus R. Dann gilt:

a) Folgende Aussagen sind dquivalent
g g
(i) Esist M%®(RY, By; (cx)ren,) # 0

(ii) es ist (ck)reny € Hoo,>-

(b) Sei (ck)keny € Hoo,> \Hoo,>. Dann besteht die Menge Miw(Rl,%l, (Ck)ken,) aus
genau einem Element p und dieses Maf p ist molekular.

Wir stellen nun eine hinreichende Bedingung zur Losbarkeit eines HMP bereit. Hierzu
sei daran erinnert, dass die dann betrachteten Mafse in Satz M.23.2.1 behandelt wurden.

Satz M.23.8.5. Sei pn € M8 (R!, B1) so beschaffen, dass ein R € (0, +oc) mit R\[-R, R] €
N, existiert. Dann gilt

(a) Esist p € Mlioo(Rl, B1).

(b) Bs gilt MY (RY, B1; (Mg (1)) ken,) = {1}

Beispiel M.23.8.2. Es bezeichne juio ;) die kontinuierliche Gleichverteilung auf [0, 1].
Dann gilt:

(a) Es ist MY (R, By, (ghp)eero) = {1}
(b) Es gilt (717 )keny € Hoo,>-
Beweis.
(a) Wegen Teil (a) von Satz M.23.7.1 gilt po ] € Mioo(Rl,‘Bl) sowie

1

m)keNo' (1)

(Mk(ﬂ[o,l]))keNo = (

Wegen (1) folgt bei Beachtung von py 1) € ME(RY, 1) und R\[-1,1] € N
mittels Teil (b) von Satz M.23.8.5 dann (a)

(b) Wegen (1) folgt bei Beachtung von pyg 1 € ME(RY,B1) und R\[-1,1] € Nuoy

mittels Teil (a) von Satz M.23.8.4 zunéchst (ﬁ)keNo € Hoo,>. Hieraus folgt bei
Beachtung von (1) und der Tatsache, dass o,1] kein molekulares Mak ist, mittels

y 1 1 .
Satz M.23.8.3 fiirn € Ny dann H(%H)iio € R(;“r X0 Somit ist also (k%i-l)kGNO €
Hoo,>-
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Die zur Folge (k%rl) keN, gehorige Hankelmatrix wurde von David Hilbert studiert und

wird deshalb als Hilbermatrix bezeichnet.

Beispiel M.23.8.3. Seia € R und o? € (0, 00). Es bezeichne N, ,2 die Normalverteilung

mit den Parametern a und o?. Dann gilt:
(a) Bs ist N 52 € MY™(RY,By).

(b) Es gllt Ml—)iloo(Rlv B — 1; (Mk(Na,UQ))kENO) = {Na,a2}'

Satz M.23.8.6. Sei (cx)ken, eine Folge aus R, fiir welche die Menge ./\/li’OO (RY,B1; (cr ) reny)
mindestens zwei Elemente enthédlt. Dann enthéilt M{’F’OO(Rl, B1; (ck)ken,) unedlich viele

Elemente und es gilt (cx)ken, € Hoo,>-

Wir présentieren nun eine Beispiel einer Folge (ck)ren, aus R, fiir welche die Menge

./\/li’oo(]Rl, B1; (ck)keN,) unendlich viele Elemente enthélt.

liexp_(lnwf
Satz M.23.8.7. Seidp ;1 : R — [0,400) : dp1(x) == x /21 2

)

Dann gilt:
(a) Esist doy € E*(RY,By).
(b) Unter Beachtung von (a) sei vg1 := A(Mdg ;. Dann gilt:
(bl) Es ist v,1 € MiOO(RI, %1)

(b2) Sei k € Ny. Dann gilt My (v0,1) = Mg(vo,1) = exp %
(b3) Es gilt var(vp,1) = e(e — 1).

, falls z € (0, +00)

, sonst

Definition M.23.8.7. Das in Satz M.23.8.7 eingefiihrte Mafl v 1 € M}F’OO(RI, B1) heikt

standardisierte logarithmische Normalverteilung.

Satz M.23.8.8. Sei dp; die in Satz M.23.8.7 eingefiihrte Abbildung . Weiter sei € €

[-1,1]. Essei fe: R - R : fe(x) := {
Dann gilt:

(a) Esist f.£*(R,B).

(b) Unter Beachtung von (a) sei v := (A1) ;.. Dann gilt

/{72
Ve € MT_OO(Rlv Bi; (exp(?))kGNo)'
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Wir wenden uns nun der finiten Version des HMP zu.
Finites Hamburgersches Momentenproblem (FHMP) Seien n € Ny und (cx)}%, eine Fol-
ge aus R. Dann ist die Menge Mim(Rl,‘Bl; (ck)iey) aller Make ;o € Mim(Rl, B1) zu
bestimmen, welche die Bedingung (My(u)ir, = (cx)iL, geniigen. Wir formulieren nun
ein Kriterium zu Losbarkeit des FHMP. Hierzu bendtigen wir foldene Begriffsbildung.

Definition M.23.8.8. Sei s € Nj.

(a) Sei (cj)?io eine Folge aus R. Dann heift die Folge (cj)?io Hankel- nichtnegativ

definit erweiterbar bzw. Hanke- positiv definit erweiterbar, falls es relle Zahlen

Cos+1 und cogyo derart gibt, dass (cj)ifarl) € Hy(s41),> bzw. (cj)?SOH) € Ha(s11),>

erfillt ist.

(b) Sei (cj)?io eine Folge aus R. Dann heifst (%’)?S&r Y Hankel- nichtnegativ definit
erweiterbar bzw. Hankel- positiv definit erweiterbar, falls es cosy1 € R derart gibt,

dass (cj)28+1 € Ha(s41),> bzw. (cj)Q(SH)

7=0 =0 S H2(8+1),> erfullt

Fiir m € Ny bezeichne dann H,, > . bzw H,, ~ . die Menge aller Hankel- nichtnegativ
definit erweiterbaren bzw. Hankel- positiv definit erweiterbaren Folgen (c;)jL, aus R.

Bemerkung M.23.8.8. Sei s € N. Dann gilt Hos > = Has > C Has > C Has >
Beispiel M.23.8.4. Sei cg:=0, ¢; := 0 und ¢z := 1. Dann gilt:

. 0 0
(a) Es ist H(Cj)§:0 = <0 1> € R22X2\R2>X2

(b) Esist (¢j)i—g € Has,>\Ha > (und somit also Has > C Has >
Beweis.
(a) Dies folgt aus Bemerkung M.23.8.6.

(b) Seien c3, c4 € R. Dann gilt

0 0 O
H(Cj)§:0 = (1) 1 «¢3 | Setzen wir dann H(Cj);*:o = (ajk)ik:l, so Ist also a1 = 0,
C3 C4

az1 = 1. Hieraus folgt wegen Teil (b) von M.23.8.5 dann H .
folgt in Verbindung mit (a) dann (Qj)?:o € Hos>\Ho,> e

2 ¢ R3*3. Hieraus
3 >

|
Satz M.23.8.9. Seien n € Np und (c;)j_, eine Folge aus R. Dann gilt:

a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
g g
(i) Es ist die Menge MziS(Rl, By; (cj);f:O) # 0.
(11) ES lst (c])j;:o S H237275
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(b) Sei (cj)i—g € Has,>,e\Has,>,e. Dann besteht die Menge M&S(Rl,%ﬁ (¢j)j—o) aus
genau einem Element und dieses Maf ist molekular.

Wir stellen nun noch ein weiteres finitest Momentenproblem vor.
Modifiziertes finites Hamburgersches Momentenproblem (MFHMP) Sei s € Nund ()32,
eine Folge aus R. Dann ist die Menge /\/llfs (RY,B1; (cx)7,) aller Make p € M2 (RB)
zu bestimmen, welche den Bedingungen (M, (11))75! = ()7, und cog — Mog(p) €
[0, +00) geniigen.

Satz M.23.8.10. Seien s € Ny, (cx)2%, eine Folge aus R. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Es ist Mi’zs’z(Rl, Bi; (cr)iso) # 0.
(ii) Esist (cg)?, € Hos>

Beispiel M.23.8.5. Seien ¢y := 0, ¢; := 0 und ¢y := 1. Dann besteht die Menge
./\/llf’z(Rl, B; (Cj)?:o) genau aus dem NullmaB auf (R, B).

M.23.9. MaRe von zweiter Ordnung aus M! (R™,B,,)

Im Abschnitt 23.5 haben wir fiir m € N und k& € N den Begriff eines Mafes von k-
ter Ordnung aus MY (R™,B,,) eingefiihrt (vgl. Definition M.23.5.1). In den stochas-

tischen Anwendungen spielt die Klasse MiQ(Rm,‘Bm) der W-Make von 2. Ordnung

auf (R™,%B,,) eine wesentliche Rolle. Aus diesem Grund ist es notig dieser Klasse gro-

ferer Aufmerksamkeit zu widmen. Ein besonderes Merkmal der Klasse Mf(Rm, Bn)

ist, dass durch deren spezielle Struktur der Einsatz auf Hilbertraummethoden ermog-

licht wird. Hierbei sei daran erinnert (vgl. Satz M.21.8.6 das diese Abbildung [.,.J,® :

L2, 2, 3 R) x L2(2,2A, 1, R) — R, welche gemih [f, g] — [ fg dp ist. In unseren nach-
Q

folgenden Bertachtungen bendtigen wir Integral von Matrixfunktion. Diese sind wie folgt
erklart.

Definition M.23.9.1. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum, sowie p, g € N. Weiter-
hin sei f = (fik) =10 € [£1(Q2 PiR)JIp x g].

=1,.....q
Dann wird definiert | fdu = ([ fjk) j=1....
Q k=1

Es folgen nun einige Regeln fiir das soeben eingefiihrte Objekt.

Lemma M.23.9.1. Sei (2,2, ) ein nichttrivialer Mafraum, sowie p,q € N. Weiter-
hin sei f € [LY(Q,2A, u;R)]P>¥4. Dann gelten f1 € [L1(Q, A, pu;R)|P*4, sowie [ fldu =
[ fT 2?7

Lemma M.23.9.2. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum, sowie p, ¢ € N. Dann gilt:

(a) Seien f,g € [£1(Q,2A, pu;R)]P*%. Dann gelten f+ g € [£LY(Q, 2, 4; R)]P*9 und [(f +
9)dp = [ fdu+ [ gdu.
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(b) Sei f € [LY(,2, u; R)]P*9. Weiterhin seien r,s € N woe A € R"™*P und B € RI**.
Dann gelten AfB € [LY(Q, 2, i;R)]™* sowie [ AfBdu= A [ fduB.
Q Q
Beweis. Beweisskizze: Man verwende Teild (d) von Satz M.21.5.5 [ |

Lemma M.23.9.3. Sei f € [£2(Q,2, ;s R)]P*Y und g € [£%(, A, u; R)]7*". Dann gilt
fg € [LYQ, A, u; R)]P*". Beweis. Man verwende Teil (a) von Satz M.21.8.6 und Teil
(d) von Satz M.21.5.5. [ |

Lemma M.23.9.4. Sei (2,2, 1) ein nichttrivialer Makraum, sowie p, ¢ € N. dann gilt:
(a) Sei f,g € [£2(Q, A, u;R)P*4. Dann gilt fg7 € [LY(Q, A, u; R)]P*Y sowie

(b) t?"[f{ ffhdu) :S{[‘f|E,RPXq]2dﬂ-

Beweis.
(a) Folgt sogelich aus Lemma M.23.9.3
(b) Man verwende (a) sowie die Identitét ¢r[f f7] = [| f] g gexa]®.
|

Wir wenden uns zunfichst Maken von erster Ordnung aus M& (R™, B,,) zu. Wir er-
innern zunéchst daran, das fir m € N, 7 € {1,...,m} und k € N die Abbildung Pj7k;Rm
:R™ — R gemih (21, ..., 7)7 = (x;)F definiert ist.

Satz M.23.9.1. Sei m € Nund p € MT(R’”, B,,). Dann gilt:
(a) Sei j € {1,...,m}. Dann gilt:
(al) Esist Pj1pm € LYR™, By, 1; R)

(a2) Unter Beachtung von (al) sei M;(u) := [ Pj1rmdp.
RWL

P e

M; (1)

Weiter sein I1,,, ; eine ‘B@—‘Bl —mefkbare Abbildung und es gelten II,, ; € MT (R, B1)

sowie My (Ilm,; (1)) = M;(p).
(b) Es sein My := (M (p), ..., My (p2))7. Dann gilt My (p) = [ xp(d(x)).

RrRm
Beweis.
(al) Dies folgt aus Bemerkung M.23.5.4
(a2) Wegen Teil (c¢) von Bemerkung M.23.5.2 gelten
I ; € M(R™,B,,;R) (1)
sowie B
Pjarm = Prr o I (2)
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Wegen (2) folgt aus (a) dann
Pigoll,; € LYR™,B,,, 1;R)
Wegen (1) und (3) folgt aus Teil (b) von Satz M.21.10.2 dann
P € L'(R', By, Iy (1); R)
Sowie mittels Teil (c¢) von Satz M.21.10.2 weiterhin
/(Pl;R o Mpj)dp = /Pl;Rd(Hm;j(M))
R™ R

Wegen (4) gilt dann
(1) € MY (R, B1)

Unter Beachtung von (6), (5) und (2) ergibt sich weiterhin
(

Nt

(6)

(5) (2) ~ ~
My (I (1)) = /Pl;Rd(Hm;j(M)) = /(Pl;ROHm;j)dM = /Pj,l;Rmdu = M;(u)
Rm

R R™

Damit ist (a2) bewiesen.

Sei
x = (T1,..,Ty) € R™
Dann gilt ~
Pm,l;Rm (.’L’) T
: = =T
Py 1m (2) T

Unter Beachtung von Definition M.23.9.1 sowie (7) und (8) folgt dann My (u)

~ ]51 1~Rmdﬂ ~
Mi(p) R‘L o Py 1,pm
) Def.M.23.9.1 I

Mm(ﬂ) f Pm,l;Rmd,Uf -Pm,l;Rm

(8
a1 [ ap(da).
R

Satz M.23.9.1 fithrt uns auf folgende Verallgemeinerung der in Definition M.23.4.1
eingefithrten Erwartungswert eines Mafes aus Mfr’l(Rl, B1)

Definition M.23.9.2. Seien m € N und u € M};I(Rm, B,,). Es sei M, (1) wie in Satz
M.23.9.1 erklirt. Dann heift My () der Erwartungswert von .

Wir zeigen nun, dass fiir £ € N die Zugehorigkeit eines Mafes zur Klasse der Mafse
k-ter Ordnung auch nach affinen Transformationen erhalten bleibt. (Im skalaren Fall
wurde dieses Resultat bereits in M.23.3.2 erhalten) Hierzu bendtigen wir noch eine kleine
Vorbereitung.
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Bemerkung M.23.9.1. Seien m € N und p € M (R™,B,,). Weiter seien j € {1,...,m}
und k£ € N. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) Esist Pjpgm € LYR™, B, 13 R)
(ii) Es ist Pjipm € LF(R™, By, 1; R)

Beweis. Aus der Definition der beteiligten Abbildungen folgt so gleich _ﬁj_k;Rm =
(Pj_l;]Rm)k Hieraus folgt dann

|Pizn] = [(Piagn)™| = | P |* (1)
Wegen Teil (b) von Bemerkung M.23.5.2 gelten

Pjkrm € M(R™,B,,;R) (2)

und

Pj1rm € M(R™,B,,;R) (3)

(1) 7 (i) = (ii)” Wegen (i) und (2) liefert M.21.5.1 dann |Pj jgm| € L' (R™, B, 1; R)
Hieraus folgt wegen (1) dann

|Pjrzn|* € LR, By, i R) (4)
Wegen (3) und (4) ist dann ]Bj,l;Rm € LE(R™ 9B, u;R) Es gilt also (i)
(2) 7(it) = (1)” Wegen (i1) gilt |ﬁj_1;Rm|k € LYR™,B,,, 1; R) Hieraus folgt weg (1)
dann
‘ﬁj.l;Rm| € ﬁl (Rmv %m>M7R) (5)

Wegen (5) und (2) liefert Folgerung M.21.5.1 dann ﬁj_k;Rm € LYR™, B,,, 1;R) Es
gilt also (i)

Bemerkung M.23.9.2. Seien m,k € N und u € MY% (R™,%,,) dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) Esist u € M% k(R™ B,,)
(i) Vj € {1,...,m}gilt Pj1.pm € LF(R™, B, 1; R)
Beweis. Nach Bemerkung M.23.5.4 ist (i) adquivalent zu:

(iii) Vj € {1,...,m} gilt Pjpgm € LY(R™, By, 11;R)
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Nach M.23.9.1 sind (ii) und (iii) dquivalent. Hieraus folgt die Aquivalenz von (i) und (ii).
|

Satz M.23.9.2. Seien m, k € N sowie p € Mi, E(R™,$B,,) Weiter seien I € N, A € RX™
und a € R! Die Abbildung Tyq:R™— R! sei definiert gemif © — Az + a Dann gilt:

(a) Esist T q eine B,,-Bj-messbare Abbildung und es gilt T4 (1) € Mﬁlk(Rl, B)).

(b) Es gelten u € MY (R™,B,,), Taa(n) € MY (RY, B)) sowie My (Ta q(p)) = AM ()] +
[W(R™)]a

Beweis.

(a) Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 ist T4 , eine B,,-B;-messbare Abbildung. Unsere
Stratgie zum Beweis der zweiten Behauptung von (a) basiert auf der Verwendung
von Teil (b) von Satz M.21.10.2 in Kombination mit Bemerkung M.23.9.2. Seien

A = (aij)j=1, k=1, .m (1)
sowie
= (a1, ...al)T (2)
Unter Beachtung von (1) u 2) ergibt sich fir x = (z1,..., X;n)T € R™ dann
Pll]RloTAa Pll]Rl
: 0 Thal(x) = (Idgi 0 Ta)(@) = T = Az +a
Pl ;R © T'aa( Pz 1;R!
Y. s =1"a125 + a1 S5 = 1™ay, Py ;pem () + ay 1pm (2)
Z s =1"qsws + a Z s = 1malsﬁs.l;Rm (z) + algm ()
Somit ist also
]51.1;11@ °0TAa s = 1"a15Ps 1;pm + a1 lpm
: = : (3)
PirioTaa > s =1"a; Py yrm + ajlgm
Wegen p € M8, k(R™,B,,) gilt nach Bemerkung M.23.9.2 fiir
se{l,..,n} (4)
dann B
P 1rm € LYR™, B, 1;R) (5)

Aufgrund der Endlichkeit von p gilt wegen Teil (b) von Bemerkung M.21.7.5 zu

dem
Igm € LF(R™, B, 13 R) (6)
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jedl,..,1} (7)

Da LF(R™,%,,, u; R) nach Folgerung M.21.7.2 ein linearer Raum iiber R ist, folgt
aus (4) bis (7) dann Y s = 1™ a5 P 1.rm +a;jlgm € LF(R™, B, u; R) Hieraus folgt
aufgrund der wegen (3) und (7) giiltigen Identitét

Pz 0 Taa € L5 (R™, By, 1 R) (8)
Wegen (8) gilt dann

P © Taal® € LYR™, Byn, 1, R) (9)
Aus der Definition der beteiligten Abbildungen folgt sogleich ]Sj,k;Rl = (ﬁj’l;Rl)k.
Hieraus folgt nun |E7k;Rl| = |(f)j’1;Rz)k‘ = |ﬁj,1;Rl|k. Damit ist aber

’ﬁj,l;R’ o TA,a’k = |15j,1;Rl’k 0Ta6 = ’ﬁj,k;Rl’ °TAq (10)

Aus (9) und (10) folgt dann

|ﬁj,k;Rl| 0Taq € L'(R™, By, 3 R) (11)

Da Ts 4 eine B,,-B;-messbare Abbildung ist, folgt wegen (11) mittels Teil (b) von
Satz M.21.10.2 dann

|15j,k;Rl| € LY(R!, B, Tuo(p); R) (12)
Wegen teil (b) von Bemerkung M.23.5.2 gilt
ﬁj,k;Rl € M(Rla %laR) (13)
Wegen (12) und (13) liefert Folgerung M.21.5.1 nun
Pt € L' (R, By, Tao(1); R) (14)

Wegen p € MY (R™,B,,) gilt nach Satz M.15.10 dann
Tha(p) € M5 (R, B)) (15)
Wegen (7), (14) und (15) liefert Bemerkung M.23.5.4 dann T (1) € M3 (R!, %))

Wegen i € MY, k(R™,%B,,) bzw. (a) leifert Lemma M.23.5.1 dann p € MY, 1(R™,B,,)

baw. Taa(p) € M8, E(R™,B,,) Unter Beachtung von Teil (b) von Satz M.23.9.1,
Teil (¢) von Satz M.21.10.2, den Teilen (a) und (b) von Lemma M.23.9.2 sowie
nochmals Teil (b) von Satz M.23.9.1 Es ergibt sich

T (Taa) = [ oTaall(ds) = [ sTaa(@lutde) = [ (Aa+aputao)

m

= /m(A:c + alpm(z))p(de) = Az p(dr) —i—/ algm(z)p(de)

m

Rm™

=4 [ op(de) + [(E")a = AP (0] + [u(B")a
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Folgerung M.23.9.1. Seien m,k € N sowie u € Mi,k(Rm,’Bm). Weiter sei j €
{1,...,m} und es sei mp; : R™ — R definiert gemiR =z = (21,...,¥)7 — x; Dann
ist /pim;; eine B,,-Bi-messbare Abbildung und es gilt mp,; (1) € M{’F, k(RY, %B1)

Beweis. Aus der Definition der beteiligten Abbildungen folgt so gleich m,.; = J—V[e(m)}T 0
i

Hieraus folgen mittles Teil (a) von Satz M.23.9.2 dann alle Behauptungen
u

Satz M.23.9.3. Seien m € N und p € M! 2(R™, B,,). Dann gilt

(a) Sei j € {1,...,m}. Dann gilt
(al) Es ist dieses ﬁj.l;Rm € L2(R™, B, i1; R)
(a2) Sei a € R. Dann gilt ﬁj.l;Rm —a € L2(R™,B,,, u; R)
(a3) Es ist Pjigm —a € LY (R™, B, 15 R)
(b) Sei (j,k) € {1,...,m} x {1,...,m} Dann gilt:
(b1) Esist Pjigm - Prigm € LY(R™, By, 1 R)
(b2) Unter Beachtung von (bl) sei ]\Afjk(u) = Jam fN’j_l;Rm . ﬁkll;Rmd,u Dann gilt
M (1) = My (1)
(b3) Seien a,b € R. Dann gilt (]3]-.1;Rm — a)(ﬁm;Rm —b) € LY{R™,B,,, u; R)

(b4) Unter Beachtung von (a3) werde fiir s € {1, ..., m} die Setzung ¢ := [p.. ﬁs.l;Rm du
vorgenommen. Unter Beachtung von (b3) sei

covji(p) = / [Pjagr = My()] [Py — My(p))dp.

Dann gelten covji (1)

covji(p) = Mjk(p) — [M;(1)] - [M ()]
covji (1) = covgi().

Beweis.
(al) Dies folgt wegen p € ML, 2(R™,B,,) aus Bemerkung M.23.9.1
(a2) Da p endlich ist, gilt nach Teil (b) von Bemerkung M.21.7.5
lgm € L2(R™, By, 15 R) (1)

Da L2(R™,B,,, u; R) nach Folgerung M.21.7.2 ein linearer Raum iiber R ist, folgt
bei Beachtung von (al) und (1) dann Pjigm — a - lgm € L2(R™, By, u;R), also
wegen Pjigrm —a - 1lgm = Pj,;rm —a dann Pj,rm —a € L2(R™, B, i1; R)
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(a3) Wegen pu € ML, 2(R™, B,,) liefert Lemma M.23.5.1 dann pu € ML 1(R™, B,,).
Hier aus folgt mittels Bemerkung M.23.9.1 dann Pj1rm € LY(R™, B, u; R)

Dies folgt wegen (al) so gleich aus Teil (a) von Satz M.21.8.6
Dies folgt trivialerweise
Dies folgt wegen (a2) so gleich aus Teil (a) von Satz M.21.8.6

Es 1st

Py 1 — My(1)][Proasem — Mi(p)]
= Pj 1 mm - B — [My ()] Py pem — [M (1)) P igon + [M; ()] [Mi (1)) - 1gm (2)

Unter Verwendung von (2),(b1),(a3) und (1) ergibt sich mittels Teil (d) von Satz
M.21.5.5 sowie zusétzlicher Beachtung von p(R™) = 1 dann

covji(p) = /Rm [Pj1.rm — Mj(u)][ﬁm;ﬂ{m — Mk(#)]dﬂ

= /Rm Py amm - Phaam — [My (1)) - Pyem — [M (1)) - P m + [M; ()] - [Mi (1)) - 1em

= / ﬁj,l;R’" 'ﬁk,l;Rmdﬂ - [Mk:(#)] / ﬁj,l;RmdU

m

0] [ Pirgemdpt (5 0) - ()] - [t

m

= My (1) — [Mi()] - [M; ()] = [M; ()] - (M (p2)] + [V ()] - [Mi ()] - [(R™)]
= Mju(p) — [M; ()] - [M (1)
Aus der Defnition von covji(r) und covy;(p) folgt sogleich covji (i) = covi; (i)
|
Satz M.23.9.3 fithrt uns auf folgende Begriffsbildung:

Definition M.23.9.3. Sei m € Nund p € M}F’Q(Rm, B,,). Mit den Bezeichnungen von
Satz M.23.9.3 Sei cov(p) := (covjk(pt))}%—;- Dann ist cov(p) die Kovarianzmatrix von p.  cov(p)

Bemerkung M.23.9.3. Sei p € ML, 2(R?,B). Dann gilt cov(u) = var(p)
Beweis. Aus der Definition der beteiligten Grossen folgt so gleich

My () = My () (1)

und -
My (p) = Ma(p) (2)

Wegen Teil (b4) von Satz M.23.9.3 gilt
cov(p) = covr1 (i) = My (1) — [Mi ()] (3)
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Wegen Teil (d) von Satz M.23.4.2 gilt

var(p) = Ma(n) — [My(p))? (4)

Wegen (1) und (2) folgt (3) und (4) dann cov(u) = var(pu) Wir wenden uns nun einer
wesentlichen Struktureigenschaft der Kovarianzmatrix eines MaZes u € ML 2(R™, B,,)
ZU. |

Satz M.23.9.4. Sei m € Nund p € M};Q(Rm, B,,). Dann gilt:

(a) Mit den Bezeichnungen von Satz M.23.9.3 werde fiir j € {1, ..., m} die Setzung f; :=

FN’JJ;Rm — M;(p) vorgenommen. Dann ist (f;)7L; eine Folge aus L2(R™, B, u; R)
und es ist cov(p) die Gramsche Matrix der Folge (f;)72; im Semipréhilbertraum

(L2(R™, B, 13 R), [+, ]u,)
(b) Es ist cov(u) € RT™™
(c) Seien j,k € {1,...,m}. Dann gilt (cov;j,(1))* < [cov;;(p)][covgr(1)]
Beweis.

(a) Wegen Teil (c2) von Satz M.23.9.3 ist (f;)j2; eine Folge aus L2R™ B, 1;R).
Aus Definition M.23.9.3 erkennt man sogleich, dass cov(u) die Gramsche Matrix
der Folge (fj);”:1 im Semipréhilbertraum (£2(R™, By, s R), [, -], r) ist.

(b) Dies folgt wegen (a) sogleich aus Teil (a) von Satz M.23.8.1.
(¢) Dies folgt wegen (b) sogleich aus Teil (a) von Bemerkung M.23.8.5

v65m

10.05.2010

Wir leiten nun wichtige Darstellungen fiir die Kovarianzmatrix eines Maftes u € M};Q(Rm, Bn)

her.
Satz M.23.9.5. Seien m € N und p € Mi’z(Rm, B,,). Dann gilt

(a) Esist p € Mil(Rm, B,,) und falls M (p) den Erwartungswert von p bezeichnet,
so gilt

W (1) = / £ p(d)

Rm™

(b) Mit den Bezeichnungen von Satz M.23.9.3 sei My (p) := (%vk(“))ﬁk,l‘ Dann gilt

My = /xxT,u(da;)
Rm

(¢) Es bezeichne cov(u) die Kovarianzmatrix von y. Dann gilt
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(c1) Es ist cov(p) :R{l [ = M ()] 2 — My ()] p(d).

(c2) Bs st cov(p) = Ma(y1) — [V ()] [V (12)) -

Beweis.

(a) Wegen u € ./\/li’Q(Rm,%m) liefert Lemma M.23.5.1 dann p € Mi’l(Rm,‘Bm).
Hieraus folgt mittels Teil (b) von Satz M.23.9.1 dann M (u) = [ z p(dz).
]Rm
(b) Fiir
= (21,....,Tm)" €R™ (1)
gilt
T

m

zx' = | : = (2j@k) o1 = <[Pj’1;Rm(x)][ﬁk’l;Rm(x)])j,kﬂ 2)

S

Unter Beachtung von Definition M.23.9.1 sowie von (1) und (2) folgt dann

My (1) = (%,k(ﬂ))jkzl = ([R/ 15j,1;Rm15k,1;Rm du)

m

Def.M.23.9.1 ~ ~ m 1),(2
FL / <Pj71;]RmPk’1;Rm> d,u( L) /:m:T p(dx)

k=1
RrR™ Rm
(cl) Fiir
= (z1,....,2m)" €R™ (3)
gilt
—~ ~ T
x1 — Mi(p) x1 — Mi(p)
[ — My ()] [ — Ma ()" = : :
Tm — Mm(ﬂ) Tm — Mm(ﬂ)
= (lj = Miwn = M()])
7,k=1
(1B (@) = M) Py () = Mx(u)]) 4
Unter Beachtung von Definition M.23.9.2, Definition M.23.9.1 sowie (3) und (4)
folgt nun
Def.M.23.9.2 m
cov(s) P2 (o ()
Def.M.23.9.2 ~ — ~ ~
= /[Pj,l;ﬂw = M ()] [Pr;mm — My ()] dps
" k=1
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~ — m

Def.M.23.9.1 ~ _
i / ([Pj,l;Rm — M;()][ P rm — Mk(ﬂ)])j - du
R™ ’

LY [ o W)~ B )" ()
o

(c2) Fiir
x e R™ (5)

gilt weiterhin
[ — My (1)][z = Mi(w)]" = [& = M ()][e" — M ()]"]

= 2T — 2[My (1)])7 — [My ()2 + [M ()] M ()] (6)

Unter Verwendung von (cl), (5), (6), (b), den Teilen (a) und (b) von Lemma
M.23.9.2, Lemma M.23.9.1 sowie (a) folgt dann

cov() @ [ o~ T )z ~ B )] pldo)
J

QEQ / (2™ — 2V ()] — M ()™ + [V ()] (¥ (2)] ) pa(d)
i

EIZI [ )~ [ el w(de) [ 10 (0o )

Rm Rm™ Rm™

+ / [V (1)) [ ()7 L ()
J

(6) LemAL23.920) ¥ () — L/ @ ,u(dx)] [y ()] = (M ()] L/ wTu(d:C)]

m m

ML ()] (ML ()] [ (R™)]

T
(OLemELZ00 R (40) — [V ()] [V (1)) — (M (1) L/ w(dw)] mramhama

Beispiel M.23.9.1. Seien m € N und ¢ € R™. Dann gilt
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(a) Bs ist €., € MYA(R™, B,,).
(b) Es ist M (ecss,,) = c.
(c) Es ist Mg(ec,%m) =ccl.
(d) Es ist cov(ee,,) = Omxm-
Beweis.
(a) Dies folgt aus Teil (b) von Beispiel M.23.2.1.

(b) Unter Beachtung von Teil (a) von Satz M.23.9.5 und Teil (b) von Beispiel M.21.5.2
ergibt sich

Ml (607%'m) = / x 607%'m (dx) =cC
Rm

(¢) Unter Beachtung von Teil (b) von satz M.23.9.5 und teil (b) von Beispiel M.21.5.2
ergibt sich

Mg(eggm) = /mxT €cB,, (dx) = cct
Rm

(d) Unter Verwendung von Teil (¢2) von Satz M.23.9.5 sowie von (c) und (b) ergibt
sich

COU(EC7%’"L) = M2(EC,%WL) - [Ml (607%'m)][M1 (EC,%WL)]T = CCT - CCT = Ome

Satz M.23.9.6. Seien m € N und p € M}E(Rm,%m). Weiter sei j € {1,...,m} und es
sei T : R™ — R definiert geméh « = (1, ..., 2)7 +— ;. Dann gilt:

(a) Esist my; eine B,,-Bi-messbare Abbildung und es gilt

T (1) € MY (R',B1)

(b) Es gelten u € /\/li’l (R™,B,), Tmsj € Mil (R, ;) sowie mit den Bezeichnungen
von Satz M.23.9.1 weiterhin M;(p) = Mi(mmi(1)).

(c) Es gilt covj;(p) = var(mms;(1)).
(d) Sei k€ 1,...,m. Dann gilt

covjr ()] < /var (o (1)) var (s (1))

Beweis.
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(a)
(b)

()

Dies ergibt sich aus Folgerung M.23.9.1.

Wegen p € MiQ(Rm,%m) liefert Lemma M.23.5.1 dann p € Mil(Rm,%m).
Hieraus folgen mittels Teil (a2) von Satz M.23.9.1 die restlichen Behauptungen
von (b).

Wegen Teil (d) von Satz M.23.9.3 gilt

~ —~ 2
[Bismn — V(1) € LR™, B, 15R) 0
Nach Definition ist
~ —~ 2
covyj(1) = [ [Pragen = 3500)] " du )
Rm

Aus den Definitionen der beteiligten Abbildungen folgt sogleich
Pjizn = Pi © Ty (3)

Aus (3) und (b) folgt sogleich

~ —~ 2

Pjirm — Mj(p)| = [(Pjr © Tmyj) — MI(WM;J'(N))P

= [Prr — My (s (1)]? 0 Ty (4)

Wegen (1), (4) und der B,,-B-Messbarkeit von m,,; ergibt sich mittels Teil (b)
von Satz M.21.10.2 dann

[Prir — My (7t (0))* € LR, By, Ty (1); R)

sowie mittels teil (c) von Satz M.21.10.2 zudem

[ (1P = 410 )12 0 7o) i = [ 1Pr = Mg () s )] 6)

R™ R

Wegen (b) gilt mp,.;(p) € Mi’l(Rl,%l). Hieraus folgt mittels Teil (a) von Satz
M.23.4.2 dann

var (g (1)) = [ [Pr = M2y (1)) s (1) (6)
R

Unter Beachtung von (2), (4), (5) und (6) folgt dann

2 ~ —~ 2
covis) @ [ [Pawn — 3] do
Rm
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(d) Unter Beachtung von Teil (c) von Satz M.23.9.4 sowie (c) ergibt sich

|covjr (1 \/ covj;(p)covgr(p) = \/covjj(u) covgr (1)

\/var (T, ( \/var(ﬂmk(#))

Satz M.23.9.6 fithrt uns auf folgende Begriffsbildung.
Definition M.23.9.4. Sei u € MY*(R? 9B,). Dann heift die Zahl

cor(p) = {\/”ar(ﬂz,lzit)};zx(/i)ar(ﬂ2,2(u)) falls fvar (3,1 (1)) ][var(m2,2(1))] # 0
0 falls [var(ma1(p))][var(ma2(p))] =0

der Korrelationskoeffizient von p.

Satz M.23.9.7. Sei u € M}f(RQ, B2) und bezeichne cor(u) den Korrelationskoeffizien-
ten von . Dann gilt:

(a) Esist |cor(p)] < 1.

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist cor(u) =0.
(ii) Es ist covia(p) = 0.

(¢) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist |cor(u)| = 1.

(ii) Es gelten [var(ma1(p))][var(ma2(p))] # 0 und det[cov(u)] = 0. 6

Beweis. 11.05.2010
(a) Nach Teil (d) von Satz M.23.9.6 gilt

[covia(u)] < \/var (w1 (1)) var (w2 2(1) (1)

Falls [var(mg,1(p))][var(me2(p))] = 0, folgt aus Definition M.23.9.4 nun |cor(u)| =
|0] = 0 < 1, wihrend sich im Fall [var(ma1(p))][var(m2(p))] # 0 aus Definition
M.23.9.4 und (1) dann |cor(u)| < 1 ergibt.
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(b)

(i)= (ii) Falls [var(ma1(p))][var(ma2(p))] # 0 ist, folgt aus (i) mit Definition
M.23.9.4 dann cor2(p) = 0 wahrend sich im Fall [var(ma 1(p))][var(me2(p))] =0
aus (1) sogleich covia(p) = 0 ergibt. Es gilt also (ii).

(ii)= (i) Dies folgt sogelich auch Definition M.23.9.4.

Wegen Teil (d2) von Satz M.23.9.3 gilt
covia(p) = covar(p) (2)
Wegen Teil (c) von Satz M.23.9.6 gelten
covii(p) = var(me,1(p)) (3)

und
coun (1) = var(ma2(p)) (4)
Unter Beachtung von Definition M.23.9.3 sowie von (2)-(4) folgt dann

det[cov(p)] = det[(covjr ()] j—1] = [covnr(w)][covaz(p)] — [coviz(p)][covar (1))

P2 fvar (o ()] [var (raa ()] = cov1s 2(u)? 5)
(iii)= (iv) Aus (iii) mit Definition M.23.9.4 folgen sogleich
[var (maa (w)]fvar(we ()] # 0 (6)
und
2
1= ‘COT‘(M)F _ COUl?(N) _ COUlQ(M)Q
Vvar(ma1 () y/var(me2 (1)) var(ma, (i) )var (w2 (1))’
also
[coviz ()] = var (ma,1 () Jvar(m2,2(1)) (7)
Aus (5) und (7) folgt dann
det[cov(p)] =0 (8)
(iv)=-(iii) Wegen (iv)) gilt det[cov(u)] = 0. Hieraus folgt wegen (5) dann
[covia ()] = [var (a1 (1)) [var (ma,2(1)]. (9)
Wegen (iv) gilt
[var (a1 ()] fvar(me2 ()] # 0 (10)
Wegen (10), Definition M.23.9.4 und (9) ergibt sich
2
cor(u)? — covia(p) _ coviz(p)? _
leor(p)] Vvar(ma1(p)/var(ma2(p)) var(ma1(p))var(me2(1)) 1
(11)

Hieraus folgt |cor(n)| = 1. Es gilt also (iii).
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. . . . . . . 1,2
Wir untersuchen nun, in welcher Weise die Kovarianzmatrix eine Mafkes u € M_*(R™,B,,)

die Lokalisation von p auf affinen Teilrdumen von R™ bestimmt. Hierzu sind einige Vor-
bereitungen notig.

Lemma M.23.9.5. Seien m € N, € M *i’z (R™,%B,,) und b € R™. Dann gilt:

(a) Es bezeichne M (;1) den Erwatungswert von p. Dann gilt

[ ¥ zu)de = 87t ()
J
(b) Es gilt

[ @~ VT ) Pald) = B cou
J

Beweis.
(a) Wegen Teil(a) von Satz M.23.9.5 gilt

W, (1) = / rpu(de). 1

Rm

~—

Unter Verwendung von (1) Teil (b) von Lemma M.23.9.2 ergibt sich b7 [M[; ()] 0

LM.23.9.5,(b
b wp(de)] E T [ W ()
R'Iﬂ R'm

(b) Wegen Teil (c1) von Satz M.23.9.5 gilt

~

cov(p) = / [ — My ()] — M (w)]” p(dz) (2)
Em

Wegen Teil(b) von Lemma M.23.9.2 dann

W cov(u)b = 87 ([ la= B2l (o) )b = [ 67 o1 ()l )b )
Rm Em
) ] ) 3)
Fiir & € R gilt mun (672—b7 ¥y (1)) = (b7 [o—Wl, (1)])2 = (b o (1)) (67—
My ()™ = b [z — My (p)]x — M ()] "0

Hieraus ergibt sich in Verbindung mit (3) dann " cov(u)b = [ (b7 x—b" My (u)])?p(dz).

Rm™m
|
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Lemma M.23.9.6. Seien m € N,a € R™\{0,,x1} und a € R. Weiter sei H, o 1= {z €
R™ : aTx = a} Dann gilt H, o € By

Beweis. Sei T,r _, : R™ = R : z — a’2 — o. Aus den Definitionen von H,, und
T,r _, folgt dann

HC%OK = (TaT,—a)il\{O} (1)
Wegen {0} € B; und der in Teil(b) von Satz M.15.9 gezeigten B,,-B1-Mefsbarkeit von
T,r _, folgt aus (1) dann H, o € By [ |

Lemma M.23.9.7. Seien m € N und V ein von R™ verschiedener affiner Teilraum von
R™. Es sei V = zg + U eine Darstellung mit einem ¢y € V und dem zu V gehérigen
linearen Teilraum von R™. Dann gilt:

(a) U™ das orthogonale Komplement von U in (R™, (-, -)) g gm. Dann ist U~ ein linearer
Teilraum von R™ und es gelten dim U+ = m — dim U sowie dim(U~) € N.

(b) Sei dim(U+) = s. Unter Beachtung von s € N bezeichne (uj)j—; eine Basis von

uf
UL. Weiter sei A:= | : |.Danngilt V = {z € R™: Az = Axg}.
Uy
S
(c¢) Firje{1,.., S}SQiHuj,uijo ={zreR™: u;f:g = uijo} Dann gilt V = le Huj#fxo.

(d) Es gilt V € B,,.
Beweis.
(a) Bekannt aus der Linearen Algebra.

(b) Es ist
xo € {z € R": Ax = Axo} (1)

Weiterhin bezeichne
N(A) :={x e R™: Az = 0px1} (2)

Den Nullraum von A. Dann ist {z € R™ : Ax = Az} ein affiner Teilraum von R™,
fiir den wegen (1) und (2) die Darstellung

{.%' e R™Ax = Awo} =20+ N(A) (3)
besteht. Sei
uelU (4)
Fiir
jed{l,...,m} (5)

folgt wegen u; € UP*"P und (4) nun

uj'u = (uj,u)ppm =0 (6)
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Unter Beachtung von (5) und (6) folgt nun

uf upu\ 0
A=t Ju=| 0 |2 ] =00 (7)
ul ul'u 0
Aus (2) und (7) dann
u e N(A). (8)
Aus (4) und (8) folgt nun
UCN(A). (9)
Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Folge (u;);_; und der Definition von A
gilt
Rang A=s (10)

Unter Beachtung von (10) folgt nun
dimU =m — s = m — Rang A = dim[N(A)] (11)
Aus (9), (11) und dim[N(A)] < oo folgt dann
N(A) =U. (12)
Aus der Wahl von U, (12) folgt dann
V=wo+U @2+ NA) Y (e R™ - Az = Auo).
(¢) Dies folgt aus (b) und der Konstruktion von A.
(d) Wegen Lemma M.23.9.6 ist Huj7ujr%)j:1 eine Folge aus B,,. Hieraus folgt, da B,
eine o-Algebra in R™ ist, mittels Teil (b) von Satz M.4.1 dann (j] HuijTIO € B,
Hieraus folgt wegen (c) dann V € 9B,,. =

Definition M.23.9.5. Seien p,q € N sowie A € RP*?. Unter dem Spaltenraum R(A)
(Range von A) von A verstehen wir dann den von den Spalten von A erzeugten linearen
Teilraum von RP.

Lemma M.23.9.8. Seien p,q € NundA € RP*4. Dann gilt:
(a) Es ist R(A) ein linearer Teilraum von RP undes gilt dim[R(A)] = Rang A.

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist R(A) =RP.
(ii) Esist Rang A = p.
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(c) Sei p = ¢q. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(iii) Esist R(A) = RP.
(iv) Esist det A # 0.

(d) Sei o € R\{0}. Dann gilt R(aA) = R(A).

Lemma M.23.9.9. Seien p,q € N und A € RP*4. Es bezeichne R(A) den Spaltenraum
sowie V(A7) den Nullraum von AT. Dann sind R(A4) und N(AT) in (RP,(-,")gre)
zueinander orthogonale lineare Teilriume von RP, fiir welche R(A) + N (AT) = RP erfiillt
und diese Minkowski-Summe zudem direkt ist.

Satz M.23.9.8. Seienm € Nund p € M}f(Rm, B,,). Dann gelten (M), (1) +R(cov(p)) €

B, und (M1 (1) + Rcov(11)) = 1.
Beweis. Sei zunéchst 3
Wiy () + R(cov(p)) = R™ M

Da 9B,, eine o-Algebra in R™ und p ein W-Maf auf (R™,B,,) ist, gelten dann R™ € 9B,
und p(R™) = 1. Hieraus folgen wegen (1) dann

M (1) + R(cov(p)) € By (2)
und
My (1) R(cov(p)) = 1 (3)
Sei nun
Wi (1) + R(cov()) C R™ @

Da M; (1) + R(cov(p)) ein affiner Teilraum von R™ ist, welcher wegen (4) von R™ ver-
schieden ist, liefert Teil (¢) von Lemma M.23.9.7 dann

M (1) + R(cov(p)) € By, (5)

Es bezeichne [R(cov(p))]P¢"? das orthogonale Komplement von R(cov(u)) in (R™, (-, ) g rm)-
Wegen Lemma M.23.9.9 gilt dann

(R (cov()IP*™” = Ncou()T). (6)
Wegen Definition M.23.9.3 und Teil (d2) von Satz M.23.9.3 gilt
cov(ys) = [cov(p)]T ™)
Aus (6) und (7) folgt dann
[R(cov(u))]" = N (cov() (8)

Sei s := dim([R(cov(p))]T). Wegen (4) ist nach Teil (a) aus Lemma M.23.9.7 dann s € N.
Es bezeichne (u;)7_; eine Basis von [R(cov())]*. Wegen Teil (c) von Lemma M.23.9.7
gilt dann

S

Ml(ﬂ) + R(cov(p)) = Huj,uf[Ml(M)} ©)
j=1
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Sei
jed{l, .., s} (10)
Wegen (10) und der Wahl von Uj folgt aus (8) dann u; € N (cov(p)), also
[cov(p)]uj = Omxa (11)
Unterbeachtung von Teil (b) von Lemma M.23.9.5 sowie (11) folgt dann

[ T~ ) = [ (T o ) () = ooty = 01 = 0
Rm™ Rm

(12)  v67m
Weiterhin ist folgendes erfiillt 17.05.2010
(ul - Idgm — uF[My(n)])? € £ (R™, By) (13)
Wegen (12) und (13) folgt mittels Teil (b) von Satz M.21.6.1 nun
{(uf - Tdem — ] [Ma()])* # 0} € N,
Hieraus folgt aus
{(uf - Tdem — ] [Mi(p)])* # 0}
= {u] - Idgm — u] My ()] # 0} € N,
dann
{ - Idgm — uj TIML (p)) #£ 0} € Ny (14)
Aus der Definition von
H, i =B\ o] - T — [V ()] # 0} (15)
Wegen (10) und (14) folgt mittels Teil (c) von Satz M.23.5.1 nun
UAu] - Tdem — ] My ()] # 0} € N, (16)
j=1
Wegen pu(R™) =1 folgt aus (16) nun
p({R™\ U{u Idgon — uj [My ()] # 0}))
7j=1
= j(R™) — (el T — T [V ()] £0}) =1 -0 =1 (a7

Unter Beachtung von

U{uT Idgm — ul [M; ()] # 0}) = (Y®R™\ {u] - Idgm — u] [My ()] # 0})

7=1 J=1
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i m u7,uT[M1 W] = Ml (,U,) + R(COU(M>) (18)
Aus (16) und (17) folgt dann
(M (1) + R(cov(p)) = 1 (19)

Wegen (1) - (5) und (19) ist dann alles gezeigt
|

Folgerung M.23.9.2. Seien m € N und u € M};Q(Rm, B,,,). Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) Es ist cov(pt) = Opmxm
(ii) Esist p =&y, (1), Bm

Beweis.

(1) (i) = (ii)” Wegen Satz M.23.9.8 gelten (M (u) + R(cov(p) C By, und

(Vi (1) + R(cou(p)) = 1 1)
Wegen (i) gilt R(cov()) = R(0mx) = {0mx1} somit ist
(M1 (1) + Rocov() = Mi () + {01} = M (n) 2)
Aus (1) und (2) folgt dann N
p{Mi (p)}) =1 (3)
Wegen p(R™) = 1 und wegen (3) gilt
pR™\ M (1)}) = p(R™) = p{Mi(1)}) =1 =1=0 (4)

Wegen (4) folgt mittels Lemma M.23.7.3 sowie (3) dann p = [u{M, (u)})]-é’Ml(M) B, =
ng(u),%m Es gilt also (ii)

(2) 7(ii) = (i)” Unter Beachtung von (ii) und Teil (d) von Beispiel M.23.9.1 ergibt
sich, cov(u) = cov(SMI(M) %, ) = Omxm Es gilt also (i)

Satz M.23.9.9. Seien m € N und p € ./\/lf(Rm,%m). Weiterhin sei V ein affiner
Teilraum von R™ Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Esist u(V) =1
(it) Es ist My () + R(cov(p)) C V

Satz M.23.9.10. Seien m € N und p € M}F’Q(Rm, B,,). Weiterhin sei r € {0,1,...,n}.
Dann gilt
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(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Es ist Rang[cov(p)] =r

(ii) Es gibt einen r-dim affinen Teilraum V von R™ mit (V) =1 und falls r € N,
so gilt fiir jeden (r — 1) - dim affinen Teilraum W von R™ dann u(W) =1

(iii) Es genau gibt einen r-dim affinen Teilraum V von R mit u(V) = 1 und
falls 7 € N, so gilt fiir jeden (r — 1) - dim affinen Teilraum W von R™ dann
p(W) =1

(b) Sei (i) erfiillt. Bezeichnet dann V den eindeutig bestimmten affinen Teilraum von
R™ mit der Eigenschaft (iii), so gilt V = M (u) + R(cov(p))

Seien p € M};Q(RQ, Bs). Wir untersuchen nun die Lokalisation von p auf affinen Teilraum
von R2. Sei zuniichst Rang[cov(u)] = 2 Dann gibt es keinen echten affinen Teilraum V
von R? mit u(V) = 1 Sei nun Rang[cov(p)] = 1. Dann sind drei Fille méglich

(Fall 1) Es ist covii(p) = 0 und covaa(p) # 0
(Fall 2) Es ist covii(p) # 0 und covea(p) =0

(Fall 3) Es ist covip(p) # 0 und covga (i) # 0 und [covia(i)]? = [covii(p)] - [covaa(p)] (es
ist dann also cov(p) = 1)

0

Im Fall 1 ist covia(p) = 0, also R(cov(n)) = ER({<1

>}) Im Fall 2 ist covei(u) = 0,

also R(cov(p)) = Lr({ <(1)> }) Im Fall 3 ist covay () = covia(p) # 0, also R(cov(p)) =
Lr({ (?) }) Somt ist (covy(p), covar (1)) nicht proportional zu einander Vektoren (0, 1)

oder (1,0)7. Esist R(cov(p)) = Lr({ (ZZZ;EZ;) }) Sei schlieflich Rang[cov(u)] = 0. Nun

ist cov(p) = 022 In diesem Fall ist nach Folgerung M.23.9.2 dann pu = ng(u) 3

Satz M.23.9.11. Seien u € Mf(Rm,%m). Weiter seien [ € N, A € R™™™ ynd a € R%
Die Abbildung T4, : R™ — R! sei definiert gemif = + Az + a. Dann gilt:

(a) Esist T q eine B,,-B;-messbare Abbildung und es gilt T4 (1) € Mf(Rl, B)
(b) Es gilt My (Taa(p) = A [My()] + a = (TaaM)1 (1))
(c) Es gilt cov(Taq(p)) = A - cov(u) - AT

Beweis.

(a)-(b) Dies folgt aus Teil (a) bzw. (b) von Satz M.23.9.2
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(¢) Aufgrund der Wahl von p bzw. wegen (a) ergibt sich mittels Teil (c1) von Satz
M.23.9.5 dann

covlp) = [ o~ Bl ~ ¥ ()] ) )
bzw.
cov(Taa(n)) = intg [y = Mi(Taa(w))lly = My(Taa()] " [Taa(w)(dy)  (2)
x e R™ (3)
Unter Beachtung von (b) folgt dann
Taa(@) = Mi(Taa(n) = [Az +a] — (A- My ()] + a) = A(z = Mi(n))  (4)

Unter Verwendung von (2), Teil (¢) von Satz M.21.10.2, (3),(4), Teil (b) von Lem-
ma M.23.9.2 sowie (1) folgt dann

cou(Taa() @ | [y =TTl = s (T )] T a) ()

L 1) W (T ) T o) — W (T ()] )

G0 / [A(— My ()] [ A~ (1) () = / Ale—Fy ()] [~ (1) T AT ()
Rm Rm™

pmm A0 g [ o~ W)~ B ) p(d2) AT (1) Afeou(w] AT

RTYL

Folgerung M.23.9.3. Seien m € Nund p € M};Q(Rm, B, ). Weiter seien k € {1,...,m}
und (ij);?:l eine Folge von paarweisen verschiedenen Elementen aus {1,...,m}. Es sei

Tmsin,..ip - RTT — R* def. gemik (w1, ..., 2m)" — (24, ...,$ik)T Dann gilt

(a) Esist My, .0, eine B,,-B-messbare Abbildung und es gilt 7,4, (1) € Mf (R™ B,,)
(b) Es ist My (Tmsiy iy, (1)) = (M, (p2), -, Mig, (1))

() Es ist cov((mi...ix (1)) = (coviyi, (1)) o=
(m)

Beweis. Fiir [ € {1,...,m} bezeichne ¢, den I-ten kanonischen Einheitsvektor des R™.
[e1”
11
Es sei Epiy,..i, = : Dann ist Epi, .4, € RF*™ ynd aus der Definition der
el 1"

1k

beteiligten Abbildungen folgt

Tmyit,...ip — TEm;ih...ik,kal (1)

Wegen (1) ist die Behauptung von (a) bzw. (b) bzw. (c) eine unmittelbare Konsequenz
aus Teil (a) bzw. (b) bzw. (¢) von Satz M.23.9.11 [ |
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Definition M.23.9.6. Seien m € N und u € Mi’z(Rm, B,,). Dann heiS t p standari-
siert, falls M (u) = Opyx1 und cov(p) = Id,, erfiillt sind.

Wir untersuchen nun eine m-dim Verallgemeinerung von Bemerkung M.23.4.2. Hierzu
bendtigen wir eine kleine Vorbereitung.

Satz M.23.9.12. Sei ¢ € N und A € RT*. Dann gibt es genau eine B € RY*Y mit
B?= A . .

Satz M.23.9.12 fithrt uns zu folgender Begriffsbildung

Definition M.23.9.7. Seci ¢ € Nund A € RZ*?. Es bezeichne B die eindeutig bestimmte
Matrix aus RY*Y mit B% = A. Dann heift B die positiv semidefinite Quadratwurzel aus
A und wird mit VA symbolisiert

Satz M.23.9.13. Sei ¢ € N und A € RT*?. Dann gilt
(a) Das Spektrum von A ist in [0, 400) enthalten

(b) Unter Beachtung von (a) bezeichne (lj(A))g:1 die absteigend geordnete Folge der

unter Beriicksichtigung ihrer Vielfachheit gezahlten Eigenwerte von A sowie (uj)gzl
eine zugehdrige in (RY, (-,-)g re) orthonomierte Folge von Eigenvektoren. Es sei

u = (ug, ..., ug). Dann gilt VA = U - [diag(\/11(A), ..., \/I4(A)) - UT

Satz M.23.9.14. Sei ¢ € Nund 4 € RY*Y. Dann gilt:
(a) Es ist det(A) # 0 und A~ € RL

(b) Es ist det(v/A) #= und es gilt VA~ = va!

Es folgt nun die gewiinschte Verallgemeinerung von Bemerkung M.23.4.2.

Satz M.23.9.15. Sei m € N. Weiter sei u € Mf(Rm,%m) durch derart beschaffen,
daS cov(p) € RZ*™ erfiillt ist. Dann gilt:

(a) Es ist det[y/cov(p)] #=0

(b) Esist T

Joow iy [M ) eine B,,-B,,-messbare Abbildung
cov( 1

(c) Esist T

NN u)]( u) eine standardisiertes Maf aus Mf(Rm, Bn)

Beweis.
(a) Dies folgt aus Teil (b) von Satz M.23.9.14

(b) Dies folgt aus Teil (b) von Satz M.23.9.15

v89m
08.11.2010
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M.24. Male auf Produkten von mellbaren Riumen

M.24.1. Existenz und Konstruktion von ProduktmaRen fiir endliche Folgen von
MaBraumen

Seien n € N\{1} und ((§2;,%;,;))7_; eine Folge von nichttrivialen Mafriumen. Es
bezeichne ®7_,2; die in Definition M.16.1 eingefiihrte Produkt-o-Algebra der Folge
(91]‘)?:1- Im Mittelpunkt der Betrachtungen dieses Abschnitts steht dann die Diskus-
sion einer Klasse von Mafen auf ®7_,?;, welche in einer speziellen Beziehung zur Folge
(/Lj)?:1 stehen. Hiezu wird das in Definition M.1.6 eingefiihrte System X'_,2; der zur
Folge (Qlj)?zl gehorigen Rechteckmengen herangezogen. Zum Verstdndnis der nachfol-
genden Betrachtungen sei daran erinnert, dass wegen Folgerung M.16.1 die Beziehung

Oxpr_ Q <@Z:1%k) = ®Z:19lk

k

besteht, also insbesondere
1A © @p—1 Ak

erfiillt ist. Das nachfolgend eingefithrte Objekt ist die zentrale Begriffshildung dieses
Abschnitts.

Definition M.24.1.1. Seien n € N\{1} sowie ((€2;,%;, 1;))}_; eine Folge von nichttri-
vialen Mafréumen und 7 € My (x7_,Q;, ®7_;2;). Dann heift 7 eine Produktmak der
Folge (uj);?:l, falls fiir alle x'_; A; € K}_,2; die Beziehung

m(xjAy) = [ mi(45)
j=1

besteht.

Bemerkung M.24.1.1. Seien n € N\{1}und((;,%;, u;))j—; eine Folge von nichttrivialen
Mafkraumen. Weiter sei 7 ein Produktmak von (y;)}_;. Dann gilt:

(a) Esist m(x}_,9;) = jﬁl 5 (825).
(b) bleh2
(b1) Esist m das Nullmafk auf (x7_,€Q;, ®7_,2;).
(b2) Es gibt ein k € {1,...,n} fiir das pi das Nullmak auf (2, Ay) ist.
(c) Firj e {1,....,n} sei p € Mi(Qj,Qlj). Dann gilt 7 € Mi(x?lej,@)?:lQlj).
(d) Fiir j € {1,...,n} sei u; € ML(Q;,2;). Dann gilt 7 € M}r(x;-llej,@)?:lQlj).

(e) Sei (®7_1Aj)re = {E € ®]_42A; : m(E) € [0,00)} sowie fiir j € {1,...,n} zuden
)y = {Ej € 22 pj(Ej) € [0,00)}. Dann gilt B (Aj),1;, S (@ 2Aj)re-

(f) Sei x7_;A; € ®}_,2;. Dann sind fl< 2.
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(f1) Esist x7_;A; € Nx.
(f2) Es gibt ein k € {1,...,n} mit Ay € N,,.

Bewelis.

(a) Fiir j € {1,...,n} ist A; eine o-Algebra in €, also ; € ;. Hieraus sowie aus der
Wabhl von 7 folgt mittels Definition M.24.1.1 dann (a).

(b) Die Aquivalenz von bl und b2 folgt aus (a) aus der Vereinbarung 0 - 400 = 0.
(c¢)+(d) Dies folgt unmittelbar aus (a)

(e) Dies folgt aus Definition M.24.1.1

(f) Dies folgt aus m(x}_;A;) =[], #(A;) und der Vereinbarung 0 x +o0 = 0.

|

Unseer néchstes Ziel besteht nun darin eine Situation aufzuzeigen, in der hdchstens
ein Produktmafk existieren kann. Hierzu beweisen wir zunéchst einen etwas allgemeineren
Sachverhalt.

Satz M.24.1.1. Seien n € N\{1} und ((€2;,%;,;))j_; eine Folge von nichttrivia-
len Makraumen. Fiir j € {1,...,n} sei & ein N-stabiler Erzeuger von 2A;, welcher ei-

ne isotone Folge (Ej)ren enthalt, fiir welchen |J Ejp = Qj erfiillt ist und welche
keN
Vk € N der Bedingung p;(E;i) € [0,400) geniigt. Dann gibt es hochstens ein Mak 7 auf

(x?lej, ®§L:12lj), welchen V x_; Ej € @§:15j der Bedingung W(X?ZIEj) = ‘H1 wi(Ej)
j:

gentigt.
Beweis. Unsere Beweisstrategie ist auf eine geeinete Anwendung von Satz M.10.3 ori-
entiert. Wegen Satz M.16.2 gilt

Txn
X

o; (K71 €5) = @1 2. (1)
Wir zeigen nun die N-Stabilitat des Mengensystems K7, ;. Sei

{Xjo1 By, xJ Fy} C X & (2)

Sei
jed{l,...,n} (3)

Wegen (2) und (3) gilt dann {E;, F;} C &;. Hieraus folgt wegen der N-Stabilitét von &;
dann

Eb‘f]f% € E}. (4)
Weiterhin gilt:
(G Ej) N (G Fy) = G- (Ej 0 Fj). ()
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Wegen (3)-(5) gilt dann:
(X' ) N (X7 Fy) € K& (6)

Aus (1), (2) und (6) folgt nun: Es ist X7 _;&; ein N-stabiler Erzeuger von ®7_;2A;. Wir
zeigen nun die Identitdt ey (X[ Ejr) = X762 Trivialerweise gilt:

U (=i Bj) © <7295 (7)
keN
Sei nun
{wiy ey wn} € X519 (8)
jed{l,..,n}. (9)
Wegen (3) gilt: Upey Ejr = ©; und es gibt also ein
k;j € N. (10)
und
wj € Ejk. (11)
Seien
l:=max{ky,....kn}. (12)
Aus (10) und (12) folgend dann
leN. (13)
und
ki <l. (14)

Aus (10), (13) und (14) und der Isotonie der Folge (Ejs)sen folgt dann Ej.. C Ej.
Hieraus folgt wegen (11) nun

wj € Ejl- (15)
Aus (9) und (15) folgt nun
(Wi, .y wn) € X5 By (16)
Aus (13) und (16) folgt nun
(Wi, wn) € | XTI By (17)
keN
Aus (8) und (17) folgt nun
keN
Wegen (7) und (8) folgt nun
<7 Q= | <7 By (19)
keN
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Seien

ke N

Nach Konstruktion gelten dann

und

Seien nun

und

so beschaffen, dass fiir alle

Die Beziehung

und

X?Zl Ejk S g?:lgj
T #i(Es) € 10,00).
j=1

T € My (X718, @71 2Ay)

7w e My (XP_1Qy, ®F_,2A5)

bestehen. Aus (25)-(27) folgt dann.

Sei

_ /
Restr.g}w:lgjw = Restrg}wzlgjw .

ke N.

Wegen (29),(20),(21), (25) und (26) gilt dann

n
m(xj_1Ejk) = H i (Ejk).
j=1

Wegen (29), (20), (22) und (30) gilt dann

7(x2_y ) € [0, +00).

Damit gilt nun 7 = 7’ mit Hilfe von Satz M.10.3.
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Lemma M.24.1.1. Sei (2,2, P) ein Makraum und sei A, = {A € A : p(A) €
[0,+00)}. Seien n € N und (A;)}_, eine Folge aus 2, .. Dann gilt Jj_; A; € Ay,
Beweis. Wegen der Subadditivitdt von u gelten U?Zl Aj € 2 und ,u,(szl)”Aj -
> u(A;). Hieraus folgt aufgrund der Wahl von (A;)7_; dann p(UJ;_; 4;) € [0,00). Es
j=1

ist also Uj_; Aj € Ape. |

Lemma M.24.1.2. Sei (Q,2, P) ein o-endlicher Makraum und sei A, = {4 € 2 :
u(A) € [0, +00)}. Dann gibt es eine isotone Folge (£ )nen aus A, . mit |J, oy En = Q.
Beweis. Aufgrund der o-Endlichkeit von p gibt es eine Folge (Ay)nen aus P(2) mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Vn e Ngilt A, € A, .
(i) Es gilt U,en An = Q.

Seien
n €N (1)
und "
E, = Ak (2)
k=1

Da (Ag)}_, wegen (i) eine Folge aus 2, . ist, folgt wegen (1) und (2) mittels Lemma
M.24.1.1 dann
E, e, (3)

Aus (1) und (2) folgt sogleich
En g En+1 (4)

Unter Verwendung von (1) und (2) folgt weiterhin

Uz =Ul4a=U 4 (5)

neN neN keN seN

Aus (5) und (ii) folgt nun
UE.=0 (6)

neN

Damit ist alles gezeigt. |

Satz M.24.1.2. Seien n € N\{1} sowie (2,2, ;)7 eine Folge von nichttrivialen o-
endlichen Mafrdumen. Dann gibt es hochstens eine Produktmaf der Folge (u;)7_;-
Beweis. Sei

jed{l,...,n} (1)

und sei
Ry e = {45 € Aj 1 pji(A45) € [0,400)} (2)
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Aufgrund der o-Endlichkeit von f; gilt nach Lemma M.24.1.2 dann: (I)

Es gibt eine isotone Folge (Eji)ren aus Ay, o mit (Jycn Ejr = 2. Da 245 eine o-Algebra
in Q; ist, folgt unter Beachtung von Teil (b) von Satz M.4.1 und Teil (d) von Satz M.4.6
dann.

()

Es ist 2; ein N-stabiler Erzeuger von ;. Unter Beachtung von (1) und (II) und Definition
M.24.1.1 folgt mittels Satz M.24.1.2 dann, dass es hochstens ein Produktmaf der Folge

(/ij);‘l:1 gibt. u
Folgerung M.24.1.1. Seien n € N\{1} und ((£2;,%;, 1;))7_; eine Folge von nichttrivia-
len endlichen Mafrdumen. Dann gibt es hochstens eine Produktmaf der Folge (11;)7_;-

Beweis. Da ((€2;,%;, 1;))7—; nach Bemerkung M.13.3 eine Folge von o- endlichen Maf-
rdumen ist, liefert Satz M.24.1.2 die Behauptung. |

Satz M.24.1.3. Seien n € N\{1} und ((€2;,%;, 1;))j_; eine Folge von nichttrivialen o-

endlichen Mafrdumen. Weiter sei 7 ein Produktmaf von (p1;)7_;. Dann ist (x7_,Q;, ®7_,;, )

auch o-endlich.
Beweis. Sei

je{l,..,n} (1)

Weiter sei
Ry e = {45 € Aj 1 pi(A4)) € [0,400)} (2)

Aufgrund der Wahl von p; gibt es wegen Lemma M.24.1.2 dann eine Folge (A;)kren aus
P(£2) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir alle k € Nist Aj € 2, e
(ii) Fiir alle k£ € N gilt Ajk - Ajk+1~
(111) Es ist U Ajk = Qj.

keN
Sei
Q| =4 @QU:7(A) € [0, +00) (3)
j=1 e j=1
Sei
keN (4)

Wegen (1) bis (4) und (i) folgt mittels Teil (c) von Bemerkung M.24.1.1 dann

<" A e [ R, (5)
J=1 e

Wegen (1), (i) und (ii) folgt, wie im Beweis von Satz M.24.1.1 gezeigt wurde (vgl dort
Formel (19)), dann

U (5721 40) = <7219, (6)
keN
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Wegen (4) bis (6) ist der Maraum (x?zlﬁj, X 2, 7r> dann o-endlich. [ |
j=1

Satz M.24.1.4. Seien n € N\{1} sowie ((Qj,ﬂj,uj))?zl eine Folge von nichttrivialen
Mafriumen und ((Qg,%l;))

7 ein Produktmah von p;. Fiir j € {1,..,n} sei Tj € A(Q;,)) eine A-2A'-messbare
Abbildung. Die Abbildung T : x7_,€; — x7_,Q; sei definiert geméaf (Wi, eerywp)

n
eine Folge von nichttrivialen messbaren Raumen. Es sei
Jj=1

(Th(w1), ..., Th(wy)). Dann ist T eine (@ Qlj> - <® Ql;) -messbare Abbildung und 7'()
7=1 7j=1

ist ein Produktmalk der Folge (7}(x;))7_,. Beweis. Wegen Folgerung M.16.2 ist T" eine
<® §2lj> - (@ Ql;) -messbare Abbildung. Sei
j=1 j=1

X1 Aj € X% (1)
Aus (1) und der Wahl von (7;)_, folgt dann
Iy T (A)) € X%, (2)

Da 7 ein Produktmal der Folge (;)7_; ist, folgt aus (2) dann
w (T () = [T (1 (49) 3)
j=1

Aus der definition von T folgt sogleich
T (X?zl(AQ)) = X?:lTj_l(A;) (4)

Unter Beachtung der Definition eines Bildmafes sowie von (4) und (3) folgt nun

(T(m)) (<5 (49) =7 (T (s (A7) @ (x5 757 (4)))

Tty () = [T m)lA)) (5)
j=1 j=1
Wegen (1) und (5) ist 7'(m) dann ein Produktmak von (T} (x;))’}_;- [ |

Satz M.24.1.5. Seien (€2,%;) und (2, A2) nichttriviale messbare Réume. Weiter seien
I bzw. Iy ein Abschnitt von N, (u;)jer, bzw. (vg)ker, eine Folge aus M (€q,2(1) bzw.
M (Q92,Usz) sowie (aj)jer, bzw. (Bk)ker, eine Folge aus [0,400). Fir (j, k) € I) x I
sei mj, ein Produktmaf von p; und vg. Dann gelten > ojp; € My (Q1,21) sowie

FISEE
S Brvk € My (99, As) und, falls
kels

re 3 (S
jeh

kels
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gesetzt wird, so ist 7 ein Produktmaf von > aju; und > By und es gilt:
Jjenl kel

T = Z Z o BTk

kel \jel

Ausgangspunkt unserer folgenden Uberlegungen sind zwei nichttriviale Mafriume (Qy, 2y, 1)
und (2,2, o). Dann besteht unsere Zielstellung darin, den nachweis der existenz eines
Produktmafes m von p1 und po zu erbringen. Hierzu ziehen wir den Halbring 20; X2y der
(Qlj)gzl—Rechteckmengen heran und zeigen, dass die Abbildung 7 : ; X2y — [0, +0o0],
welche gemaf

A x Ag = [p1(A1)][p2(A2)]

erklart ist, ein Pramaf auf 2A; X 2y darstellt. Hieran ankniipfend wird uns dann der
grundlegende Fortsetzungssatz M.13.5 das gewiinschte Resultat liefern. Da dieser Fort-
setzungssatz jedoch auf die Heranziehung des zu pi gehorigen duferen MaRes 7* auf
Q1 x Q9 vom Typ I basiert, erhalten wir dann keine besonders handliche Konstruktion
eines Produktmafses. Dieses Manko lésst sich allerdings in jener Situation iiberwinden,
in der mindestens einer der beiden vorliegenden Mafrdume o-endlich ist. In diesem Fall
stellen wir eine spezielle Methode zur Konstruktion von Prooduktmafen vor, welche eine
Adaption einer friihen geometrischen Uberlegung von Bonaventura Cavalieri (1591-1647)
auf die hier vorliegende abstrakte Situation darstellt. Das gesuchte Produktmaff wird
nach dem Cavalieri-Prinzip bestimmt. Dieses besteht grob gesprochen darin, dass wir
geeignete Schnittmengen bilden, die wir zunichst messen und dann aufintegrieren.

Wir beginnen nun mit der Bereitstellung des zur Cavalieri-Konstruktion von Produkt-
mafen bendtigten Apperats. In einer frithen Stufe dieses Prozesses werden wir hierbei
bereits jene Mittel erhalten, welche den als erstes Teilziel avisierten Nachweis der Exis-
tenz eines Produktmafses ermdéglichen. Wir wenden uns zunichst der Einfiihrung der
oben angesprochenen Schnittmengen zu.

Definition M.24.1.2. Seien Q; und 5 nichtleere Mengen. Weiter sei Q € P (21 x Q).
Fir w; € Q1 bzw. wy € 2y heifit die Menge

Quye = {2 € Qo : (w1,W2) € Q}

bzw.
Q,w2 = {LJl € Qy: ((,51,0.)2) S Q}

der wye-Schnitt bzw. ews-Schnitt von Q).

Wir nehmen nun eine erste Untersuchung der in Definition M.24.1.2 eingefiihrten
Schnittmengen vor.

Lemma M.24.1.3. Seien )1 und s nichtleere Mengen. Weiter sei wy € € und wy € s.
Dann gilt:
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(a) Sei Q € P(Q1 x Q9). Dann gelten

((Ql X QQ)\Q)UJP = QQ\QUAO

bzw.

((Ql X Q2)\Q)ow2 = Ql\Qowg
(b) Sei (Qk)ker eine Familie aus P(Q; x Q2). Dann gelten
<U Qk) = J (@),
kel wie kel

bzw.

(U m)w = J (Qh) e,

kel kel
(c) Seien Ay € P(21) und Ag € P(Qs). Dann gelten

C[Ay fallsw €4
(A1 X A2)we = { 0, falls w; € 21\ 44

sowie
e = {7 Lo,
Beweis.
(a) Es gilt

(1 X 2)\Q)wie = {w2 € Q21 (w1,w2) € (1 x W)\Q)}
Qg\{LJQ S QQ : (wl,(,JQ) € Q} = QQ\leg

Analog zeigt man die zweite Behauptung in (a).

(b) Es gilt

(U Qk> = {2 € Qy: (w1,un) € U Qr}

kel kel

= {2 € Oy : Es gibt ein ko € I mit (w1,W2) € Qp, }

= {6 € Qo : Bs gibt ein ko € I mit & € (Qry) e} = | (Qk)e
kel

Analog ergibts sich die zweite Aussage.

(c¢) Dies folgt unmittelbar aus Definition M.24.1.2.
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Wir studieren nun die Schnittmengen von Mengen aus der Produkt-o-Algebra 24; ® 2s
zweier o-Algebren 2 und As. Wesentlich fiir unser weiteres Vorgehen wird die Tatsache
sein, dass diese Schnittmengen zu s bzw. 2A; gehoren werden.

Lemma M.24.1.4. Seien (21,2(;) und (£2,2s) nichttriviale messbare Raume. Weiter
seien wy € 1 und wy € (y. Dann gilt:

(a) Sei
Cwlo = {A S P(Ql X QQ) : Aw1o S le}

bzw.

Cure :={A €P(Q1 X Q2): Aue € Aa}

Dann ist Cy,e bzw. Ceu, eine o-Algebra in 2 x Q2, welche 2; ® Ay umfasst.
(b) Sei @ € A1 ® Ay. Dann gelten Qe € A2 und Qey, € As.
Beweis.

a) Wegen teil (¢) von Lemma M.24.1.3 gilt
( ) g g
(521 X 322)4«110 = (1)

Da 2, eine o-Algebra in Qs ist, gilt

QQ € 912 (2)
Aus (1) und (2) folgt nun
Sei

AeChue (4)

Wegen (4) ist dann A, e € Ao. Hieraus folgt, da 2y eine o-Algebra in Qs ist, dann
QQ\Awlo 6 QLQ (5)

Wegen Teil (a) von Lemma M.24.1.3 gilt

([21 x ] \A)wye = D2\ Aue (6)
Aus (5) und (6) folgt nun
[ x Q)\A € Cuye (7)
Fiir
keN (8)
Qk’ € Cw10 (9)
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Aus (8) und (9) folgt, dass ((Qk)w,e)ken eine Folge aus Ay ist. Hieraus folgt, da 2y
eine o-Algebra in g ist, dann

U (Qi)urs € %2 (10)
keN

Nach Teil (b) von Lemma M.24.1.3 gilt

(U m) U@ )

keN keN

Aus (10) und (11) folgt dann
U @k € Cune (12)

keN
Wegen (3), (4), (7), (8), (9) und (12) ist C,,,s dann eine o-Algebra in 1 x Qy. Wir
zeigen nun die Inklusion 21 ® Ay C C,y,e- Sei hierzu

A1 X A2 & Qll X ng (13)

Wegen (13) folgt mittels Teil (c) von Lemma M.24.1.3 dann

e = {5 et o 0
Wegen (13) gilt
A € AUy (15)
Da 2, eine o-Algebra in Qg ist, gilt nach Teil (a) von Satz M.4.1 dann
0 e Ay (16)
Wegen (14) bis (16) gilt dann (A1 X A3)w,e € Az. Somit ist
A1 x Az € Cyye (17)
Wegen (13) und (17) gilt dann
A X As C Cyye (18)

Da C,,e wie oben gezeigt wurde eine o-Algebra in )y x )5 ist, folgt aus (18) mittels
Teil (b) von Satz M.4.6 nun

UQlXQQ(Qll X QLZ) g Cwlo (19)
Wegen Folgerung M.16.1 gilt
00y xQs (Q[l X Q[g) =2 ® Ay

Damit ist die erste Bedingung von (a) gezeigt. Analog zeigt man, dass Cew, eine
o-Algebra in ) X 9 ist und A; ® Az C Ceys
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(b) Dies folgt mittels (a)
[ |
Wir betrachten nun zwei nichttriviale Mafrdume unter Beachtung von Lemma M.24.1.4

konnen wir dann die entsprechenden Mafle der Schnittmenge bilden. Wir untersuchen nun
die hierdurch definierte Funktionen.

Lemma M.24.1.5. Seien (21,201, u1), (Qo,2As, o) nichttriviale Makerdume. Fiir Q €
2; ® Ay sei die Funktion sq ,, : Q1 — [0, +00] bzw. g, : Q2 — [0, +00] definiert geméaf
w1 — Mg(le.) bzw. wy — Nl(Qow)- So gilt:

(a) Es ist Q1 x Qp € Ay ® Ao und 50, x0 s DZW. 0, x0y,p, ist die auf Q; bzw. Q)
konstante Funktion mit Wert p2(€Q2) bzw. p1(21)
(b) sei ug bzw. pp endlich. Weiter sei @ € ; @ 2As. So gelten
Ql X QQ\Q S 9[1 ®Q[2

sowie

S xQ\Qu2 = SQxQ2,u2 — SQ,u2
bzw.

L0y xQ\Quu1 = 11 x Q2 — tQun

(¢) Sei (Qn)nen eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus 203 x 0. So gelten:
Unen@n € Q € 21 @ Ay

sowle

SUnENQmMQ = § :SQm.U2
neN

und

by en@noun = Z tQu.
neN

(d) Sei A1 x Ay € 21 K As. So gelten
Al x Ay €A1 @Ay

sowie
SAyx Agyus = [M2(A2)]14,
und

tAl ><A27H/1 - [lu’l(Al)] 1A2

Beweis. Sei @ € ;. Wegen Lemma M.24.1.4 gilt fiir w; € Q1 bzaw. ws € Qo und
Quye € 2z bzw. Qew, € ;. Somit sind sq ,, und tg ,, wohldefiniert. Wir zeigen jeweils
die ersten Formeln in (a) bis (d). Die zweiten Formeln beweisen sich analog.
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(a)

Da 2 ®2s eine o-Algebra in 1 x g ist, gilt Q1 x Qg € Ay xAs. Sei wy € Q1. Wegen
Teil (c) von Lemma M.24.1.3 gilt (1 x Q2)we = Q. Hieraus folgt sq, xq,,u.(w1) =
p2((21 % Q2)we = p2(£22). Somit ist so, xq,,u, die auf Q; konstante Funktion mit
Wert ,U,Q(QQ)

Da 201 x 2y eine o-Algebra in 1 x Q9 ist und da @ € 2A; @ Ay ist, gilt
(Ql X QQ)\Q c Q(l & 912

Sei
w1 € Ql (1)
Wegen (1) gilt nach Teil (a) von Lemma M.24.1.3
(21 X 2)\Q)uwre = 22\Quye (2)

Da po endlich ist, ist pe subtraktiv. Hieraus ergibt sich bei Beachtung von (2),
Qu,e € A2 und (a) dann

(2)
S(@x2\QwW1 = H2(((21 X Q2)\Q)wie) = p12(22\Quye)
(@)
112(22) — p2(Quie) = S(QyxQ) 2 (W1) = 8@z (w1) (3)
Wegen (1), (3) gilt dann S((Q xN\Q) = S(Q1xQ) 2 — SQ,uz

Da 2; ® 20y eine o-Algebra in (21 X Q2) und (Qn)nen eine Folge aus 2 ® Ay gilt
Unen@n € 2y ® 2y Sei

w1 € Ql (4)
Wegen (4) gilt nach Teil (b) von Lemma M.24.1.3
(Unen@n)wre = Unen(@n) (5)

Wir zeigen nun, dass die folge ((Qn)w,e)nen aus paarweise disjunkten Mengen be-
steht. Seien k,l € N mit k # [. So gilt

QN Q=10 (6)

Wihre nun (Qg)w;e N (Q1)w,e 7 0, s0 gibe es ein Wy € (Qk)wye N (Q))w,e Hieraus
ergébe sich aber (w1,W2) € Qk N Q;, was im Widerspruch zu (6) stiinde. Somit ist
(Qk)wie N (Q1)wre = 0 Somit ist (Qn)w,e)nen eine Folge von paarweise disjunkter
Mengen aus 2s. Hieraus folgt bei Beachtung von (5) und der o-Additivitit von pg

SUnen@nopiz (W1) = p2((UnenQn)wye) @ 112 (Unen(Qn)wre)

Z p2((Qn)wre) = Z SQn,p2 (7)

neN neN
Aus (4) und (7) folgt

SUpen@n 2 = E :SQn,M
neN
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(d) Wegen Folgerung M.16.1 gilt 204 XA C A3 ® 2Ay. Hieraus golt A1 x As € A3 @ As.
Sei
w1 € Ql (8)

wegen Teil (c¢) von Lemma M.24.1.3 gilt

Ay, falls wy € Aq

Al X A9)pie =
(A1 x Az)en {@, falls w1 € ©1\A;

Hieraus folgt dann

SA1><A2,M2(W1) = :LLQ((Al X AQ)UH') =

MQ(AQ), falls w1 € Ay . ,U,Q(Ag), falls w1 € Ap
pp(0),  fallsw; € Q1\A; |0
= [p2(A2)]14, (w1) (9)

Aus (8) und (9) folgt nun s, x Ay u, = [12(A2)]14,
|

Wir wenden uns nun dem Nachweis der Existenz eines Produktmafies zweier Malse zu.
Hierzu bendtigen wir noch eins kleine Vorbereitung.

Bemerkung M.24.1.2. Seien ) eine Menge und 2l eine o-Algebra in Q. So ist 2 ein
Halbring in Q2 Beweis. Wegen Teil (a) von Satz M.4.1 gilt

DeA (1)

Sei
{A,B} (2)

Wegen (2) folgt mittels Teil (b) bzw. (c) von Satz M.4.1

AnBed (3)

bzw.
A\B e 2 (4)
Wegen (1)-(4) liefert Bemerkung M.1.2, das 2 ein Halbring in 2 ist. [ |
Bemerkung M.24.1.3. Seien n € N\{1}, sowie ((£2;,%;))}_; eine Folge von nichttrivialen

mefibaren Raumen. So ist X;—1n2; ein Haalbring in x;—;n{);. Beweis. Wegen Bemer-
kung M.24.1.2 ist fiir j € {1,...,n} 2; ein Halbring in ;. Hieraus ergibt sich mittels
Satz M.1.4 die Behauptung. |
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Lemma M.24.1.6. Seien (21,2, 1), (Q2,%A2, po) nichttriviale Makrdume. Weiter sei
Ap x Ay € A1 W fAy. So ist A x Az € ™y ® Ao und falls die Abbildung s4,x 4,4, bzw.
tA;x Ay Wie in Lemma M.24.1.5 erkldrt sind. So gelten sa,xa, ., € £%(Q1,21) und

le SA; ><A2,,u2dM1 = [:U’l(Al)HMQ(AQ)] bzw. 4, x Ao, 1 € CE*(Q% QLQ) und fQ2 ta, XAQ,MldMZ =
[11(A1)][p2(A2)] Beweis. Wegen Teil (d) von Lemma M.24.1.5 gelten A1 x Ag € A; @A

und
SA1xAg iy = [112(A2)]14, (1)

Wegen A; € 2 liefern Bemerkung M.18.3 bzw. M.18.8
1a, € E7(Q,2) (2)

Wegen pg(Asz) € [0,400] und (2) folgen mittels Teil (a) von Satz M.21.3.2

[12(A2)]14, € E7(,2U1) (3)
und
[ A tasdin = (4] [ a,din (1)
Ql Q1
Wegen A; € 2y liefert Bemerkung M.21.2.1
| L = () 5)
951
Wegen (1) und (3) gilt
SA;xAg,ue € 6*(912[1) (6)

Unter Verwendung von (1), (4) und (5) folgt

(4
/Q SAleg,mdul(i)m(Az)/Q La,dpy = pi(Ar)
1 1

(%)

= [p2(A2)][p1 (A1)] = [p1(A1)][p2(A2)] (7)
Wegen (6) und (7) ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. Der zweite Teil 14kt sich
analog zeigen. |

Satz M.24.1.6. Seien (21,2, u1), (Q2,%2As, p2) nichttriviale Mafraume. So gilt

(a) Sei 7 : 2A; WAy — [0,400] definiert gemél Ay x Az — [u1(A1)][n2(A2)]. So ist
21 KAy ein Halbring in Q7 x Q9 und 7 ein Pramaf auf 2y X As.

(b) Unter Beachtung von (a) bezeichne p; ® po die Caratheodory- Fortsetzung von 7.
So ist g1 ® peo ein Produktmak von gy und pe.

Beweis.
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(a) Wegen Bemerkung M.24.1.3 ist 20y X 2y ein Halbring in Qq x 5. Aufgrund der
Wahl von g1 bzw. po gilt 11 (0) = 0 bzw po(0) = 0. Hieraus folgt

7(0) =70 x 0) = p1(D)p2(0) = 0 (1)
Wir zeigen nun die o-Additivitdt von 7. Sei Hierzu (A, X A2y )nen eine Folge aus
P(€ % ) mit
(I) Fir allen € N: Ay, X Ag,, € 4 KAy
(I1) Fiir alle k7 € N mit k # [ gilt (A x Agg) N (Ary x Agg) = 0
(IIT) Es gilt Upen(A1n X Agp) € A; KAy

Wegen (III) gibt es ein
A1 XAQ€Q[1|XQ[2 (2)

mit
UnEN (Al,n X AQ,n) - Al X A2 (3)
Wegen (III) , (3) und (2) gilt dann

F(UnenArn % Aon) 2 7(Ar x A) (4)

—
=

Wegen (2) gelten nach Lemma M.24.1.6dann

SAyx Az, s € 5*(9179[1) (5)
sowle
F(A) x Ay) = / 5 Av o padlin (6)
951
Sei
neN (7)

Wegen (6) und Lemma (I)? gelten nach Lemma M.24.1.6 dann

SAl,nXAQ,ny,U'Q € g*(Q:L’Q’ll) (8)
sowie
T(A1p X A2p) =/ S A1 nx Ag o W1 9)
1951

Wegen (7) und (8) liefert Folgerung M.21.3.4 (die auf den Satz von der monotonen
Konvergenz basiert)

Z SAl,nXA2,n7PL2 E 5*(Q17 ml) (10)
neN
sowie
/ (Z SA1,77,><A2,71,7/142)d/"61 = Z/ SAl,nXAQm,yllelu’l (]‘1)
M peN neN/h
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Wegen 201 K2y C 243 @%Ao, (T) und (IT) folgen mittels Teil (¢) von Lemma M.24.1.5
weiterhin Upen(A1,n, X A2,) € 21 @ Az und

SUnen(A1,nx Az n),p2 Z S A1 XA 2 (12)
neN

Unter Verwendung von (4), (6), (3), (12), (11), (7) und (9) folgt

—_

~ - 6
W(UnGN(Al,n X AQ,n)) :) 77(‘41 X AQ) (:) / 3A1><A2,#2d/‘1
1951

®3)
= SUpnen(A1,nx A2 n), 2 dpy = Z S A1 X Az o2 U1
941 941

neN
11 7),(9 ~
Z/ SAI 7L><A2 'IL7IJ’2dM ( ):( ) Z 7T(A]_7n X A27n) (]‘3)
neN neN

Wegen (1), (I)-(IIT) , (13) ist 7 dann ein Pramaf auf 2A; X Ao
(b) Wegen Folgerung M.16.1 gilt
00, x0, (U K 2Az) = Ay @ Ao (14)

Wegen (a), Definition M.16.1, Teil (c) von Satz M.16.5 und (14) ist 1 ® peo ein
Mak auf 27 ® s fiir das
RSt?“.Q[ﬂgg(Qul Rug =T

erfiillt ist. Hieraus folgt bei Beachtung der Definition von 7 sowie Definition M.24.1.1,

dass p1 ® pg ein Produktmaf von p; und po ist.
[ |
Satz M.24.1.6 fithrt auf folgende Begriffsbildung

Definition M.24.1.3. Seien (Q1, %21, p1), (Q2, 2, o) nichtstriviale Makraume. Es be-
zeichne py ® po das in Teil (b) von satz M.24.1.6 konstruierte Produktmafl von p; und
wo. So heilst p; ® pe das Caratheodorysche Produktmafl von p; und pe.

Nachdem wir nun die Existenz eines Produktmales zweier Mafe nachgewiesen ha-
ben, richten wir jetzt unsere Aufmerksamkeit auf die eingestellte Konstruktion eines
Produktmafes nach dem Cavalierschen Prinzip. Wichtig fiir unser weiteres Vorgehen
ist die Borel-Mefbarkeit der beiden in Lemma M.24.1.5 definierten Funktionen s, ,,
und t,,,. Hierbei wird sich herausstellen, dass wir die gewiinschte Mefbarkeitsaus-
sage nicht im allg. Fall nachweisen konnen. Allerdings werden sich entsprechende o-
Endlichkeitsvorraussetzungen als hinreichend erweisen. WIr stellen noch eine kleine Be-
obachtung voran.

Bemerkung M.24.1.4. Seien n € Nund (£;)7_, eine Folge von nichtleeren Mengen. Dann
gilt:
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(a) Fiir g € {1,...,n} seien A; € P(2;) und B; € P(§;). Dann gilt

(xJ=14) N (xj=1Bj) = (Xj=145 N By)

b) Fiir j € {1,...,n} sei a; ein N-stabilies System von Teilmengen von .. Dann ist
J & J
X7_;cy ein M- stabilies System von Teilmengen von X'_; ;.
Beweis.
(a) Dies folgt aus der Definition des kartesischen Produkts.
(b) Dies folgt aus (a).
[ |

Bemerkung M.24.1.5. Seien n € N und ((€2;,%;))}_; eine Folge von nichttriv. mef.
Réumen. Dann ist X7,

[Aj ein N- stabilies System System von Teilmengen von x7_,;.

Beweis. Wegen Teil (b) von Satz M.4.1 ist fiir j € {1,...,n} um 2; ein N- stabilies
System von Teilmengen von 2;. Hieraus folgt mittels Teil (b) von Bemerkung M.24.1.4
die Behauptung |

Satz M.24.1.7. Seien (01,2, 1) und (Qg, Az, o) nichttriv. mek. Makrdume. Weiter
Sei @ € Ap ® ™Ay Dann gilt

(a) Es liege o-Endlichkeit von pp vor. Weiter sei die Abb. sg ., : €2 — [0, 00] definiert
gemah wy — p2(Qu, ). Dann gilt

SQ.u2 € 5*(91, Qll)

(b) Es liege o-Endlichkeit von pq vor. Weiter sei die Abb. tg ,, : € = [0, 0c] def gemaf
w1 +— p1(Qu,-). Dann gilt
tQ.u € E* (N, 2s)

Beweis.
(a) Wir betrachten zunéchst den Fall
o € MZ(QQ,%) (1)

Es sel
@,uz = {D e Ay ®Q[2 28Dy € 8*(Q1,911)} (2)

Wir zeigen zundchst, dass ©,, ein Dynkin-System ()1 x 3 ist, welches 24; X 2y
umfasst. Sei

A1 XAQEQ[lIXQ[Q (3)
Wegen (3) nach Lemma M.24.1.6 dann
SAyxAg,ue € 5*((217911) (4)
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Wegen C 241 @%s folgt aus (3) dann Ay x Ay € A3 @A Hieraus folgt in Verbindung
mit (2) und (4) nun

A1 X Ay € @“2 (5)
Aus (3) und (5) folgt dann

A KA €D, (6)
Dann 20y bzw. 2, eine o- Algebra in Q1 bzw. Qs ist, gilt Q1 € Ay bzw. Qy € Ay
Somit ist

Q x Qy € A KA (7)
Aus (6) und (7) folgt dann
Q1 X Qo € Dy (8)
Sei nun
Deo, )
Wegen (9) und (2) gilt dann
SQuz € €7 (1, 21) (10)
Wegen (8) und (2) gilt
801 xQo,ue € 5*(91’911) (11)
Wegen (1) gilt nach Teil (b) von Lemma M.24.1.5 dann
(Ql X QQ) \ D el @Ay (12)
sowie
S(QxQ)\ Do = 5(Q1x02) 42— SD,u2 (13)
Nach Definition von £*(Q1,%20) gilt
E¥(Q, ) = M(Q1,%1;R) N A(R, [0, +00]) (14)
Aus (10), (11) und (14) folgt dann
{SD,m: St ><Q27lt2} < M(thl;ﬁ) (15)
Wegen (15) und der Wohldefiniertheit von s(q, x,),u, — SD,u, folgt mittels Teil (b)
von Satz M.17.6 dann s(q, xq,) s — SD.us € M(Q1,21;R) Hieruas folgt wegen (13)
S(Qux )\ Doz € M (1,15 R) (16)
Nach Konstruktion gilt
S(Q1xQ2)\D,u2 = A(Qv [07 +OO]) (17)
Aus (14), (16) und (17) folgt nun
S xQ)\Dyz € (1, 1) (18)
Wegen (2), (12) und (18) gilt dann
(1 x Q) \ D € Dy (19)

Sei nun (Dy,)nen eine Folge aus P((21 x Q2) mit folg. Eigenschaften:
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(I) Vn e N gilt D, € ©,,,
(I1) Vk,l € Nmit k # 1 gitl D N D; = () Wegen (I) und (2) gelten fiir

neN (20)
dann
D, €21 ®2As (21)
und
Dz € €7 (01, 21) (22)

Wegen (20),(21), (23) liefert Teil (e) von Lemma M.24.1.5 weiterhin

UDnethioAt (23)
neN
und
S U Dnpuz = Z SDn,p2 (24)
neN neN

Wegen (20),(22), (25) ergibt sich mittels Lemma M.18.5 dann

S Dn,p2 S g*(Ql,Qll) (25)

neN

Wegen (2),(23), (25) gilt dann

U Dn ey, (26)
neN

Wegen (8),(9), (19), (26), (I), (I) ist D, dann ein Dynkin-System in € x Q.
Kombiniert man dies mit (6), so ergibt sich mittels Teil (b) von Satz M.9.5
dann

gﬂl XQQ (9’[1 IX QLQ) g :D/J,Q (27)

Die 2; XAy wegen Bemerkung M.24.1.5 ein N-stabiles System von Teilmengen
von 21 x €29 ist, folgt mittels Satz dann

Dy x0, (U W RA2) = 00, x0, (A1 K As) (28)
Wegen Folgerung M.16.1 gilt
Ty x0, (A K 2As) = 2A; © Ay (29)
Unter Beachtung von (28),(29), (27) folgt nun
A1 @Ay €D, (30)

Wegen (30),(2) gilt fiir
Q c A1 ® Ay (31)
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dann

SQuz € € (€11, %) (32)

Wegen (1),(31), (32) ist fiir den Fall eines endlichen Mafes ps dann alles ge-
zeigt. Sei nun g lediglich o-endlich. Unter Beachtung von Q9 # () erbringt
Lemma M.24.1.2 dann die Existenz einer Folge (B,,)nen aus P(Q2) mit fol-
genden Eigenschaften

(IIT) Vn € N gilt B,, € A \ {0}
(IV) Vn € N gilt B, C By
(V) Vn € N gilt ua2(B,,) € [0, +00)
(VI) Es ist XpenBn = Qo
Sei
neN (33)

Es sei paq, 1 A2 — [0, +00] def gemih
Ag ILLQ(AQ N Bn) (34)

Da pg ein Mafs mit (2,%2s) ist, folgt aus (I1I), (33), (34) mittels Teil (a) von
Satz M.6.4. Das pg,, in Maf auf (Qs,2s) ist, fiir dass wegen Teil (b) von Satz
M.6.4 zu dem pg (Q2) = po(By) erfiillt ist. Hieraus folgt bei Beachtung von
(V) dann

pign € M (Q2,2s5) (35)

Sei
Q c A1 ® Ay (36)

Unter Beachtung von (35), (36) folgt aus soeben bewiesenen, dann

SQvNQ,'n € g*(Q]JQ(l) (37)
Sei
wi € Ql (38)
Unter beachtung von (38), (34) folgt nun
$Quuan € (W1) = p2n(Que) = p2(Qu e N By) (39)
Wegen (33) und (IV) gilt
(Qmo N Bn) C (Qwv N Bn+1) (40)

Unter Beachtung von (VI) folgt

U (leo N Bn) = Quye N (U Bn) = Quie N2 = Quye (41)

neN neN
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Unter Beachtung von (33), (40) der Unterhalbstetigkeit von po sowie von (41)
folgt nun

Sug M2(Qw10 N Bn) = M?( U (leo N Bn)) = :UQ(QUA') (42)
ne neN

Unter Verwendung von (39) und (42) ergibt sich dann

Sug SQ.p2,n (w1) = sug 12(Quye N Br) = p2(Quye) = SQ.p2,n (w1) (43)
ne ne

Wegen (38) und (43) ist dann

SUP SQ,u2.n = SQ,u2 (44)
neN

Wegen (31),(37), (44) liefert Lemma M.18.5 dann
SQuz € £7 (1, 21) (45)
Wegen (36) und (45) ist dann (a) bewiesen
(b) Dies laft sich analog zu (a) zeigen
|

Wir sind nun in der Lage, im Fall zweier nichtrivialer Mafrdume, von denen mindestens
einer ¢ - endlich ist, zwei auf der Grundlage des Cavalierschen Prinzips vorgenommene
Konstruktion von Produktmafen vorzunehmen

Satz M.24.1.8. Seien (21,21, p1) und (Qe9, Ao, o) nichtrivialer Mafrdume. Dann gilt

(a) Es liege o-Endlichkeit von us vor. Weiter sei me : 21 @ 2 — [0, +00] fiir Q €
20, @2, unter Verwendung der in Teil (a) von Satz M.24.1.7 eingefiihrten Abbildung
SQ,u, definiert gemaf @ — fﬂ1 50Q,updp1 Dann ist 714 ein Produktmafs von pq und

12

(b) Es liege o- Endlichkeit von p; vor. Weiter sei mea @ A1 ® A2 — [0, 400] fiir @ €
Ay ® Ay unter Verwendung der in Teil (a) von Satz M.24.1.7 eingefiithrten Abb.
Tg,u, def. gemidf Q — fQ2 tQ,u dp2 Dann ist mep ein Produktmak von pq und pg

Beweis.

(a) Wegen Teil (a) von Satz M.24.1.7 gilt fir Q € Ay ® ™Ay dann sg ,, € £*(1,2)
Somit ist die Abb 7, wohldefiniert. Wir zeigen zunichst, dafs me ein Maft auf
(wl X 9,21 ® ng) ist. Sei

w1 € Ql (1)

Dann ist 0,6 = 0, also

So,u5 (@1) = p12(Derye) = p2(0) = 0 = 1g(wn) (2)
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Aus (1) und (2) folgt nun
So.ue = g (3)

Unter Verwendung von (3) und Beispiel M.21.2.1 folgt dann

71e(0) :/Q 5Q,u2 ki1 :/Q lpdpr =0 (4)
1 1

Sei nun (Qn)nen eine Folge aus P(Q x Q) mit folg. Eigenschaften
(I) Vn € N gilt Q,, € A; @2y
(1) Vk,l € N mit k # 1 gilt Qu N Q; = 0
Wegen (I) und (II) ergeben sich mittels Teil (c) von Lemma M.24.1.5 dann

U Qn €A @Ay (5)
neN
und
S UN Q’VL7IJ'2 = Z SQTMV‘? (6)
ne

Aus (5) und der Definition von 7, folgt

7rlo( U Qn) = S U Qn,,U,Qd/‘Ll (7)

neN Ql neN

Sei
neN (8)

Wegen (8) und (I) folgt mittels Teil (a) von Satz M.24.1.7 dann
SQuuz € €7 (1, 2) (9)

Wegen (8), (I) und der Defintion von e gilt

10(Q) = /Q — (10)

Wegen (8) und (9) liefert Folgerung M.21.3.4 dann ) sqg, ., € £(Q1,21) sowie
neN

| soumldin =3 [ st )
1

1 neN neN

Unter Verwendung von (6), (8) (7), (10), (11) folgt nun

mo(lJ @) = [ Sy i - /Q (3 50 )i
1

neN neN 1 peN
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= Z/Q SQn#Qdul = Zﬂ'lo(Qn) (12)

neN
Wegen (4), (I), (IT) und (1) gilt dann

Tle € M+(Ql X Q9,1 ® ng) (13)
Wir zeigen nun noch, dass 71, ein Produktmaf von w1 und uso ist. Sei
Ay x Ay €% @ Ao (14)

Wegen (14) folgen mittels Lemma M.24.1.6 dann A; x Ay € 21 ® Az und

mald o Aa) = [ sapcasndin = (A0 pa(4e) (15)
Q
Wegen (13), (15) ist 1o dann ein Produktmaf von g1 und po. Dann ist (a) bewiesen
(b) Dies zeigt man analog zu (a)
|
Satz M.24.1.8 fithrt auf folgende Begriffsbildungen.

Definition M.24.1.4. Seien (21,2, 11) und (2,22, u2) nichttrivialer Mafiraume. Es
lieg o- Endlichkeit von pg bzw. p; vor. Dann heift das in Satz M.24.1.8 konstruierte
Produktmak 714 bzw. me2 von pq bzw. o das erste bzw. zweite Cavalierische Produktmaf
von py und pa.

Satz M.24.1.9. Seien (Q1,20, 11) und (Qg2, Az, o) jeweils nichttriviale o-endliche Mafk-
rdume. Es bezeichne u; ® po das Caratheodorysche Produktmaf von p; und po. Dann
gilt:

(a) Esist uy ® po das einzige Produktmaf von pq und pe.

(b) Es bezeichne e bzw. ez das erste bzw. zweite Cavalierische Produktmaf von i
und po. Dann gelten p; ® po = m1e und p1 ® o = Tea-

(¢) Das Mafs 1 ® pg ist o-endliche
Beweis.

(a) Wegen Definition M.24.1.3 und Satz M.24.1.6 ist p; ® pg ein Produktmaf von gy
und ps. Aufgrund von o-Endlichkeit von 1 und s ist p1 ® s wegen Satz M.24.1.2
dann das einzige Produktmafs von py und ps.

(b) Dies folgt sogleich durch Kombination von (a) mit Satz M.24.1.8.

(¢) Dies folgt sogleich aus Satz M.24.1.3.
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Wir wenden uns nun dem Cavalierischen Prinzip zur Bestimmung des Volumens von
Ko6rpern zu. Dieses wurde 1629 von Bonaventura Cavalieri, ein Schiiler Galileos formu-
liert.

Cavalierisches Prinzip:

Zwei Korper, die zwischen zwei parallelen Ebenen liegen, haben gleiches Volumen, wenn
sie in gleichen Absténden von einer dieser Ebenen flichegleichen Querschnitte besitzen.

Wir betrachten nun eine abstrakte Version des Cavalierischen Prinzips.

Satz M.24.1.10. Seien (1,21, p11) und (Q2, A2, 2) jeweils nichttriviale o-endliche Mafs-
rdume. Fs bezeichne p ® o das Caratheodorysche Produktmafl von pq und po. Weiterhin
sein die Mengen @, R € 2; ® 2y so beschaffen, dass mit den Bezeichnungen von Lemma
M.24.1.5 eine der Beziehungen {5g u, # SRus} € Nuy, (11 @ p2)(Q) = (11 ® p2)(R).
Beweis. Wegen Teil (a) bzw (b) vo Satz M.24.1.7 gilt

{SQ:,UQ’ SR,M} - 5*(91,911) (1)

bzw
{tQul/Q’tRy,U«Q} - g*(thl) (2)

Es bezeichne w1, bzw. meo das erste bzw zweite Cavalierische Produktmaf von p; und
2. Unter Beachtung von Teil (b) von Satz M.24.1.9 sowie der Defintion von 71 bzw 7e2
folgt dann:

(11 12)(Q) = 710(@) = [ s 3)
951
und
(41 ® 2)(R) = ma(R) = / — (4)
1951
bzw.
(19 12)(@ = 72(Q) = [t 5)
Qo
und
(1 p2) (B) = mua(R) = [ ey i (©)
Qo
Falls

{SQ#Q #* 83#2} € Nm bzw.{tQm #* tRJ“} € ./\/;L2
erfiillt ist, so folgt wegen (1) bzw (2) mittels Teil (a) von Satz M.21.6.3 dann

/ 5Q.ua A1 = / SR,z A1

Ql Q1

bzw.
/ tQu dpz = / tRyuy dpi2
QQ QQ

M-270



Also wegen (3) und (4) bzw (5) und (6) jeweils

(11 @ p2)(Q) = (11 ® p2)(R)
|

Unsere nachfolgenden Uberlegungen sind nun auf die Konstruktion eines Produktmafes
einer beliebigen endlichen Folge von Mafen orientiert.

Bemerkung M.24.1.6. Seinen n1,n9 € N sowie (QJ)?;{”Q eine Folge von nichtleeren Men-
gen. Dann ist die Abbildung:

. n1 . n1+n2 . 1+tn2 ) .
Ryiins (Xj:IQJ) X (Xj:n1+IQJ) — X2 Q;,

((wl’ "')w’nl)’ (wnﬁ—l, ---’wnl-i-nz)) = (W]_, ooy Wy Wnq+1, ---’Wn1+n2)
definiert ist, eine Bijektion zwischen (x7L,€;) X (X;L;Z?JQAQJ) und X?LT”QQJ'

Vereinbarung 1: Seine ny,n; € N sowie (Qj)yjl'm eine Folge von nichtleeren Mengen.

Dann vereinbaren wir, kiinftigt via der in Bemerkung M.24.1.6 eingefiihrten Bijektion

. n . . ni ) ni1+n2 ) ni+nz oy .
Ry, n, eine Identifizierung zwischen den Mengen (x71;0;) x (x 71712, €Q;) und x 71720,

vorzunehmen.
Vereinbarung 2: Sei (£21,%2l1) ein nichttrivialer mefbarer Raum. Dann setzen wir

X2 =2 und ®j_; Aj == As.
Bemerkung M.24.1.7. Seien n € N und ((€2;,%;))’}_; eine Folge von nichttrivialen mef-
baren Réumen. Dann ist X7 _,2f; ein N-stabiler Erzeuger ®7_;2; und falls fiir k € N die
Setzung Ej := x_,(2; angenommen wird, so ist (Ej)ren eine isotone Folge aus X7_,2A;
tir welche UgenEj = X7 Q; ertillt ist Beweis. Im Fall n = 1 folgt die Behauptung
sogleich und aus Teil (b) von Satz M.4.1 und Teil (d) von Satz M.4.6. Im Fall n € N\{1}
ist )74 2(; wegen Folgerung M.16.1 ein Erzeuger von ®7_,2l;, welcher wegen Bemerkung
M.24.1.5 zudem N-stabil ist Die Behauptung iiber (Fj)gen sind offensichtlich. [ |

Das n#chste Resultat zeigt, dass die Bildung der Produkt-o-Algebra in natiirlicher
Weise an die oben getroffenen Vereinbarungen angepasst ist.

Lemma M.24.1.7. Seien ni,ny € N sowie ((€;, 91]));1;{”2 eine Folge von nichttrivialen
mefbaren Rdumen. Dann gilt:

(®FL,2) ® (QFLi72,25) = QFL{™4;.

Beweis. Wegen Bemerkung M.24.1.7 gelten

nyilgj(&?ilmj) = ®?;19lj (1)
+ _ +
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und

g
x"1tn2
Jj=ni

o, (GL22)) = @722, (3)

Wegen Bemerkung M.24.1.7 liefert Satz M.16.2 zudem

(7m0, (RG] © [0 mi4ny o, B 2,)]

j=ni+1
— ) + :
= O )x o) (B2 B G205, 2) @)
Aufgrund unserer Vereinbarungen gilt nun
(xXJL1925) x (XFL,9y) = XG0, (5)
sowie
(7L, 205 B [BFLTR | 5] = LU (6)

Unter Verwendung von (1),(2), (4), (5) und (6) folgt dann

(®72,%) ® (@71513,%;) = @)™

Bemerkung M.24.1.8. Seien ((Qj,Qlj))?:l nichttriviale mefsbare Raume. Dann gilt

(2 ©2) @A = 2A; © (A @ A).

Beweis. Wegen Lemma M.24.1.7 gelten (2 @ As) @Az = ®§:12lj =R (A2 2A3). A

Beispiel M.24.1.1. Seien n € N\{1} und (£2;)}_, eine Folge von nichtleeren héchstens
abzahlbaren Mengen. Dann gilt

RFaPBQ)) = P(xF_19).
Beweis. Wir fiihren vollstindige Induktion tiber n durch. Fiir n = 2 folgt die Behaut-

pung aus Beispiel M.16.1 Sei nunn € {3,4...} und sei die Behauptung fiir s € {2,...,n—1}
bereits gezeigt. Dann gilt also insbesondere

@521 P(Q) = B2 Q) (1)

Als kartesisches Produkt héchstens abzdhlbaren Mengen sind x?;llﬁj héchstens abzahl-
bar. Hieraus folgt mittels Beispiel M.16.1 dann

P Q] x ) = [PBOIZ1)] @ B(Qn) @)
Aufgrund unserer Vereinbarung gilt

[}F2 ] % Qn = xG_1Qy (3)
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Wegen Lemma M.24.1.7 gilt

[©521B()] @ [B()] = @51 B(Y) (4)
Unter Verwendung von (4),(1) und (3) folgt dann

R PB(Q) = [RZIP)] @ [B(2)] = B2 2))] @ [B(2)]

= P([XG21 Y] x D) = P(xF_12)

Satz M.24.1.11. Seien n € N\{1} und ((€2;,2;, u;))j_; eine Folge von nichttrivialen
Mafrdumen. Dann gilt:

n

(a) Sei 7« K425 — [0, +00], x7_1 Aj Hl f1j(A;). Dann ist X7_,2; ein Halbring
]:
in x7_4€}; und 7y, ein Prémafk auf &7, 2A;.

(b) Es bezeichne ®}_u; die Caratheodorysche-Fortsetzung von 7. Dann ist ®7_, p;
ein Produktmaf der Folge (u;)7_;.

Beweis.

(a) Wir fiihren den Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n durch. Fiir n = 2 folgt
aus (a) aus Teil (a) von Satz M.24.1.6. Sei nun n > 2 und sei die Behauptung von
(a) fur n < n — 1 gezeigt. Dann ist also @;‘;fﬁlj ein Halbring in x?;llﬂj und 7,1
ein Primaf auf X7~ 2;. Sei 7, : (R 2;) KA, — [0, +00] definiert gemik

(X?:_%Aj) X Ap [ﬁ'n—l(xyz_llAj)][ﬂn(An)] (1)

Nach Teil (a) von Satz M.24.1.6 ist dann (@?;f%lj)ﬁﬂn ein Halbring in x?:_llﬂj Xy,
und 7, ein Pramaf auf (&?;f%lj) XA, Aufgrund unserer Vereinbarungen gelten

X x Q= XG0 (2)
und
(&2t B, = R0 3)
sowie fiir
X1 Ay € B2 (4)
dann
(XJ2iAj) x Ay € (RGZ2) KL, (5)

und unter Beachtung von (1) weiterhin

Un[(xy;%Aj) X Ap| = [ﬁ'nfl(xy;llAj)HF‘n(An)]
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n—1 n

= [T w(A)]ln(An)) = TT u(4)) = Fu (<1 4n) (6)
j=1

j=1
Wegen (2)-(6) ist dann X7_,2; ein Halbring in x7_;€; und 7, am Prémaf auf

R A

(b) Dies zeigt man analog zum Beweis von Teil (b) von Satz M.24.1.6.

Satz M.24.1.11 fiihrt uns auf folgende Begriffsbildung.

Definition M.24.1.5. Sei n € N\{1} sowie ((€2;,%;,4;))7_; eine Folge von nichttri-
n

vialen Mafrdumen. Es bezeichne @) p; das in Teil (b) von Satz M.24.1.11 eingefiihrte
j=1

n
Produktmat der Folge (;)7_;. Dann heikt @) y; das Carathéodorische Produktmak von
j=1
(Mj )?:r

Das nachfolgende Resultat beschreibt die Ausnahmestellung des Carathéodorischen
Produktmafes in der Menge aller Produktmafe.

Satz M.24.1.12. Seien n € N\{1} sowie ((€2;,%;, 1;))j_; eine Folge von nichttrivialen

n
Mafkraumen. Es bezeichne ) p1; das Carathéodorische Produktmaf von (y;)7_;. Weiter
j=1
sei 7 ein Produktmak von (u;)7_;. Dann gilt:

n
TS ®Mj
j=1

Beweis. Wegen Folgerung M.16.1 gilt

n

o0, (F_125) = Q)2 (1)

j=1
Sei 7, : 742 — [0, +-00] definiert geméaf
1y Aj e ] (A7) (2)
j=1

Wegen (2) folgt mittels Teil (a) von Satz M.24.1.11 dann:

(I) Es ist XJ_,2; ein Halbring in x7_,€2; und 7, ein Pramaf auf K7_, ;.
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(IT) Aufgrund der Wahl von 7 gelten

n
me M | X519, Q)Y (3)
j=1
sowie
Rstr.gn_ o, = Tn (4)

n

Da nun ) p; die Carathéodory-Fortsetzung von =, ist, folgt bei Beachtung von (1) bis
j=1
n

(4) mittels Satz M.13.6 dann 7 < @) [ |
j=1
Satz M.24.1.13. Seien n € N\{1} sowie ((€2;,%;, 1;))}_; eine Folge von nichttrivialen
n
Makraumen. Es bezeichne Q) u; das Carathéodorische Produktmaf von (y;)’_;. Dann
j=1
gilt:

n
(a) Es gibt genau ein Produktmaf 7 von (y;)7_;, nimlich 7 = Q 1.
j=

(b) Das Mafs ) p; ist o-endlich.
j=1

Beweis.
(a) Dies folgt aus Teil (b) von Satz M.24.1.11 und Satz M.24.1.2.
(b) Dies folgt aus Satz M.24.1.3.
|

Satz M.24.1.14. Seien n € N\{1} sowie ((£2;,%;,1;))}—; eine Folge von nichttrivia-

n
len endlichen Mafrdumen. Es bezeichne ) p; das Carathéodorische Produktmaf von
j=1
(#£7)7—1- Dann gilt:
n
(a) Es gibt genau ein Produktmal 7 von (;)7_;, nmlich 7 = @) p;.
j=1

(b) Es ist ®1uj e Mb (X?:19j7 ®?=1 Qlj)'
]:

(¢) Fiir j € {1,...,n} sei p; € ML (Q;,9;). Dann ist ®1W e ML (x?lej, Qi Qlj).
J:

Beweis.
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(a) Dies ergibt sich aus Teil (b) von Satz M.24.1.11 und Folgerung M.24.1.1.

(b)-(c) Die Behauptungen von (b) bzw. (c¢) folgt sogleich aus Teil (c) bzw. (d) von Bemer-
kung M.24.1.1.

|
Die Satze M.24.1.13 und M.24.1.14 fithren uns auf folgende Begriffshildungen.

Definition M.24.1.6. Sei n € N\{1}. Es liege eine der beiden folgenden Situationen
vor:

(I) Esist (2,25, 1))7_; eine Folge von nichttrivialen o-endlichen Makréumen.

(II) Esist ((€25,2A5, 1;))7_; eine Folge von nichttrivialen endlichen Mafrdumen.

n
Dann wird das Carathéodorische Produktmat &) y1; von (17)}_; auch kurz als Produkt-
j=1
mak von ()7, bezeichnet.

n n
Der Mafraum (x?lﬁj, Q 2, Q ,uj> heiftt auch das Produkt der Folge ((£2;, 25, 115))’}
J: J:

n
und wird auch mit dem Symbol @) (£2;,2;, 1t;) bezeichnet.
j=1
Wir nehmen nun eine Spezifizierung von Satz M.24.1.4 vor.

Satz M.24.1.15. Seien n € N\{1} sowie ((€2;,%4;, 117))7_; bzw ((Q},2}))"_, eine Folge

von nichttrivialen endlichen Makrdumen bzw. nichttrivialen messbaren Rdumen. Fiir
J€A{l,...,n} sei Tj € A(Q;,Q)) eine A;-A;-messbare Abbildung. Dann gilt:

(a) Sei k € {1,...,n}. Dann gilt Ty (ux) € M8 (Q,21}).

(b) Sei T': x%_4€ — xJ_;Q definiert gemah (wi,...,wn) = (T1(w1), .., Tn(wn))-

Dann ist T eine <® 52[])— (@ 2[;>—messbare Abbildung und es gibt
j=1 j=1

T\ Qui | = Q) Lilky)
j=1 j=1
Beweis.
(a) Wegen g € MY (Q, 2y) liefert Satz M.15.10 dann Ty (uy,) € MS (Q, 2A}).

n
(b) Da @ p; ein Produktmak von (y;)7_; ist, folgt mittels Satz M.24.1.4 dann, dass
j=1

T eine (@ Qlj)—< Ql;) -messbare Abbildung und T <® ,uj> ein Produktmaf
j=1 j=1 j=1
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der Folge (Tj(u5))" %y ist. Kombiniert man dies mit der Tatsache, dass wegen (a)

nach Teil (a) von Satz M.24.1.14 nun ® Tj(p4) das einzige Produktmafs der Folge
j=1

(Tj(pj))j=1 ist, so folgt dann

|
Satz M.24.1.16. Seien n € N\{1}, (m;)7_; eine Folge aus N und m := Z m;j. Es
7j=1

bezeichne ® A(™) das Carathéodorische Produktmaf der Folge (A(™3))?

=1 Dann ist
j=1

n

& A das einzige ProduktmaR der Folge (A(3))7_

1 und es gilt
j=1

n

®)\(mj) — \(m)

J=1

Beweis. Es ist ()\(mﬂ)) _, eine Folge von o-endlichen Mafen. Somit ist ® A7) nach
7j=1

Teil (a) von Satz M.24.1.13 dann das einzige Produktmaf der Folge ()\(mJ))" Nach

Konstruktion gilt:

QA e My | xI_R™ (X) Unn, (1)
j=1

j=1

Nach Vereinbarung gilt
R™ = x_;R™ (2)

Wegen Satz M.16.5 gilt
n
B = (X) Ann,; (3)
j=1

Unter Beachtung von (2) und (3) gilt dann
n
A e My [ <P R™ () A, (4)
Wegen Satz M.14.1 und Bemerkung M.14.1 gilt:

(I) Fiir j € {1,...,n} ist I, ein N-stabiler Erzeuger von B,,;, welcher eine isotone

Folge (Eji)ken mit |J Ej, = R™ enthilt.
keN
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Aus der Definition des Lebesgue-Borel-Mafses folgt:
(IT) Fiir j € {1,...,n} und k € N gilt \(™)(E};.) € [0, +00).

Sei

Aus Definition M.24.1.1 und der Definition des Lebesgue-Borel-Mafses folg dann

Q) Am) | (x5 4;5) = [ A™ (45) = AU (x7_,4)) (6)
j=1 j=1
Wegen (I), (IT), (1), (4), (5) und (6) liefert Satz M.24.1.1 dann

é)\(mj) —\"
j=1

|
n
Folgerung M.24.1.2. Sei m € N\{1}. Dann gilt A\(™ = &@ A,
j=1
Beispiel M.24.1.2. Seien n € N\{1} sowie ((£2;,%;))}_; eine Folge von nichttrivialen
messbaren Rdumen. Fiir j € {1,...,n} sei w; € Q;. Dann gilt:
n
6("-’17 7wn)7é Q’[] B ® ijﬂlj
j=1 ]:1
Beweis. Sei
X?Zl Aj S @?:1911' (1)
Aus der Definition der Beteiligten Make folgt sogleich
1 , [alls (w1, ...ywn) € XT_1A;
€ n (XgL:lAj): fall "n QO . ]n A
(wl,...,wn),j:lﬁj 0 , Talls (wl, ...,wn) c (ijl j) \ (ijl j)
1 , falls fiir alle j € {1,...,n} gilt w; € A; a A
N {0 , falls nicht fiir alle j € {1,...,n} gilt w; € A; rllewj’mj(A]) 2)
‘7:
Aus (1) und (2) folgt dann, dass € n  ein Produktmafs der Folge (e, o.)"
(Wl,...,wn),® QIJ 7 J

j=1
ist. Hieraus folgt, bei Beachtung der Tatsache, dass (€, 3, )?:1 eine Folge von endlichen
Mafen ist, mittels Teil (a) von Satz M.24.1.14 dann
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n
Beispiel M.24.1.3. Seien n € N\{1}, (m;)7_, eine Folge aus N und m := }_ m;. Fiir
j=1
j €{1,..,n} sei z; € R™i. Weiterhin sei x = (1, ...,z,)T. Dann gilt:

n
€z, Bm = ® Ex.iv%mj
j=1

Beweis. Wegen Satz M.16.5 gilt
B = (X) By, (1)

Wegen (1) ist die Behauptung dann eine unmittelbare Konsequenz aus Beispiel M.24.1.2
und unseren Vereinbarungen. |

Beispiel M.24.1.4. Sei n € N\{1}. Fiir j € {1,...,n} sei Q; eine nichtleere hochstens
abzdhlbare Menge und es bezeichne vj das Zdhlmalk auf P(§);). Weiterhin bezeichne v

das Zahlmafs auf P (x?zlﬁj) Dann ist ((€2;, P(82),v;))j—, eine Folge von o-endlichen
Mafrdumen und es gelten die Beziehungen

QP()) =P (x}19)
j=1

und

Beispiel M.24.1.5. Sei n € N\{1}. Fiir j € {1,...,n} sei ; eine nichtleere endliche
Menge und es bezeichne P; die diskrete Gleichverteilung auf (25, P(€2;)). Weiterhin be-

zeichne P die diskrete Gleichverteilung auf <><?:19j, P (X?:1Qj>>- Dann gelten

QP(y) =P (xj_1)
j=1
und .
Q-7
j=1
Beispiel M.24.1.6. Seien m € N\{1} und seien die R™-Vektoren a = (a1, ..., a,,)? und
b= (b1,...,bm)T so gewihlt, dass a < b erfiillt ist. Sei A := [a, ] sowie fiir j € {1,...,m}

weiterhin Aj = [a;, b;]. Dann gilt:

(a) Esist A € B,, sowie A\ (A) = [] (b; — a;) € (0, +00).
j=1
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(b) Sei k € {1,...,m}. Dann gelten A}, € B, sowie \D(Ay) = b; — a; € (0, 4+00).

(c) Unter Beachtung von (a) bezeichne pa die kontinuierliche Gleichverteilung auf A.
Unter Beachtung von (b) bezeichne fiir j € {1,...,m} weiterhin ua die kontinuier-
liche Gleichverteilung auf Aj. Dann ist (ua;)j—, eine Folge aus ML (R, 9B,) und

n
es gilt @ pin; = pa.
j=1
Es folgen nun noch einige Beobachtungen zur Arithmetik der Bildung des Produktma-

Res.
n

Vereinbarung: Sei (91,21, 1) ein nichttrivialer Makraum. Dann setzen wir @) p; :=
verembarung.: 2
M-
Satz M.24.1.17. Seien n1,ng € Nsowie ((©2;,2;, uj))?;fm eine Folge von nichttrivialen
o-endlichen Mafrdumen. Dann gilt:

ni+no ni ni+nz
QR 1= Q| Q| & m
Jj=1 Jj=1 Jj=ni+1

Folgerung M.24.1.3. Sei ((Qj,ﬂj,,uj))?:l eine Folge von nichttrivialen o-endlichen
Mafsrdumen. Dann gilt:

(1 ® p2) @ p3 = p1 ® (2 @ p3)

Satz M.24.1.18. Es sei n € N\{1} und ((€2;,%;, 15))j—; eine Folge von nichttrivialen
o-endlichen Mafrdumen. Es sei

1 -+ n

i ip

eine Permutation der Menge {1,...,n}. Weiter sei m;, ;. : x?zlﬁj — X"

7218, definiert

J

n
geméh (wi,...,wp) — (Wiy, ..., w;, ). Dann ist m;, ;. eine (@ A; |-| @ A, |-messbare

Abbildung und es gilt

Satz M.24.1.19. Es sei n € N\{1} und ((;,%;, 1;))}_; eine Folge von W-Réiumen.
Weiter seien m € {1,..,n} und 4y, ..., i,, paarweise verschiedene Zahlen aus {1, ...,n}. Es
sel iy im - X;?:le — X3, 8, definiert gemdf (wi,...,wpn) = (Wi, ...,w;,,). Dann ist

Ty ... i, €IDE <® Qlj)—<® Qlik>—messbare Abbildung und es gilt
j=1 k=1

n m
Ti1,eeiyim ®M3 = ®,U”Lk
j=1 k=1
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Gegenstand des vorliegenden Abschnitts ist die Integration von nichtnegativen Funktio-

nen bzgl. eines cavalierischen Produktmafes. Unsere nachfolgende Uberlegung sind auf
die Herleitung des zentalen Resultats gerichtet. Hierbei handelt handelt es sich um den
Satz von Tonelli, welcher die Integration bzgl. eines cavalierischen Produktmafes auf eine
endliche Folge iterativer Integration bzgl. der Faktoren dieses Produktmafes zuriickfiihrt.
Wir bgeinnen mit den entsprechenden Detailbetrachtungen.

Definition M.24.2.1. Seien 4, Qo, Q' sowie f € A(1 X Q2, ). Weiterhin sei wy € O
bzw. wy € Q. Essei fu1e : Q2 = Q' bzw. fou, : Q1 — Q' definiert gemah vy — f((w1,w2))
bzw. 1 — f((W1,w2)). So heifst fi, o bzw. fou, der wie-Schnitt bzw. ews-Schnitt von f.

Wir betrachten nun die in Definition M.24.2.1 eingefiihrten Bildung fiir den Spezialfall

von Indikatorfunktionen.

Bemerkung M.24.2.1. Seien Q1, Qs # () sowie Q € P(Qq xQy). Weiter seien wy € Qq,ws €
Q9. So gelten

(1Q)wie = 1qu,.
bzw.
(1Q)ews = 1qu.,
Beweis. Sei
Wy € QQ (1)
So gilt
1, falls (w1,w2) € Q

(1Q)wre(w2) = 1o((w1,w2)) {0, falls (w1,w2) € (1 x Q)\Q

{17 falls (w1,w2) € Quye =1g,..(w2) )

0, falls (w1,W2) € N \Quye
aus (1) und (2) folgt (1Q)w,e = 1Qu,e- [ |

Wir weisen die nétige Mefbarkeitseigenschaft der in Definition M.24.2.1 eingefiihrten
Schnittabbildung nach. Hierzu bedarf es einer Vorbereitung.

Bemerkung M.24.2.2. Seien Q1,Q0, QY # 0, f € A2 x Q2,9Q) und A" € P(£). Seien
wi € 1 bzw. we € Q. So gilt

(fure) HA) = (F7H(A))wre

bzw.
(fown) " (A) = (f7H(A)ows

Beweis. Es ist
(fune) T (A) = {&2 € Vo fuye(W2) € A’} = {2 € Qo| f((w1,W2)) € A"}
{52 € Qo|(wr,d2) € FTHAN} = (F 1 (A))wre
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Lemma M.24.2.1. Seien (Q1,2;), (Q2,A2), (', A") nichttriviale mefbare Raume sowie
f e A x Q,Q) eine (A ® Az) — A'-messbare Abbildung. Weiter sei wy € Q1 bzw.
wy € Na. S0 ist fu,e bzW. feu, eine Ay — A'— bzw. Ay — A'— mekbare Abbildung.
Beweis. Sei

Aed (1)
Aus (1) und der Wahl von f folgt
fHA) e A @Ay (2)
Wegen (2) liefert Teil (b) von Lemma M.24.1.4
(f7HA))wre € A (3)
und
(f7HA e, € W (4)
Wegen Bemerkung M.24.2.2 gelten
fara(A) = (fTHA)une ()
und
Foon(A) = (fHA))ews (6)
Aus (3) und (5) bzw. (4) und (6) folgt
fore(A) € 2 (7)
und
fon(A) €% (8)
Aus (1) sowie (7) und(8) folgt die A — 2A'— und die Ay — A'— mekbarkeit von f, 7}, und
fOUJz' |

Lemma M.24.2.2. Seien (,2;) und (£22,2(2) nichttriviale mefsbare Rdume sowie f €
EX (1 x 9,2 ® Ap). Seien wy € Q1 und wy € Qo, so gilt foe € E(Q2,A2) und
fow, € E¥(21,201). Beweis. Nach Wahl von f gelten

fEM(Ql X o, Ay ®QLQ,R) (1)
f e M(Q1 x Q2,0 +00]) (2)
Wegen (1) folgen aus Lemma M.24.2.1
fwlo E M(QQ,QLQ,@) (3)
und B
fows € M(1,21;R) (4)
Wegen (2) gelten
Jure € A2, [0, +00]) (5)
und
fows € A(21, [0, +00]) (6)
aus (3), (5) bzw. (4), (6) folgt fu,,e € E(N2,2Az) und feu, €€ E*(Q1,Ar) [ |
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Der nachfolgende Satz, welcher in einem generischen Spezialfall auf den itialienischen
Mathematiker Leonida Tonelli (1885-1946) zuriickgeht, ist von entscheidener Bedeutung
fiir weite Bereiche von Analysis und Stochastik.

Satz M.24.2.1. Seien (1,20, u1), (Q2, A2, p2) nichttriviale Makriaume, sowie f € £*( X
09, ® le). So gilt

(a) Es liege 0 — Endlichkeit von ps und es bezeichne 71, das erste cavalierische Pro-
duktmafs von g1 und po. Unter Beachtung von Lemma M.24.2.2 sei die Abbildung
g1,f : 1 — [0, +00] definiert geméh wy — fQ2 Juredpta. So gelten gy € £%(1,2)

sowle
/ fdmie =/ g1, 5dp
QlXQ2 Q1

(b) Es liege 0 — Endlichkeit von pu; und es bezeichne 7,, das zweite cavalierische Pro-
duktmaf von g1 und po. Unter Beachtung von Lemma M.24.2.2 sei die Abbildung
g2,f : Q2 — [0, +00] definiert geméh wy — fQ2 fowsdp. So gelten go y € £%(Q2,Asa)

sowle
/ fdmie, =/ go,fdp2
leﬂg QQ

Beweis.

(a) Wegen f € £*(Q1 x Q2,2 ® Ay) gilt w1 € Q1 nach Lemma M.24.2.2 f, o. Somit
ist g1,y wohldefiniert. wir betrachten zunéchst den Fall

f € 5(91 X Q9,21 ® ng) (1)

Wegen (1) gilt
(I) 3n € N sowie Folgen (ay)p_; bzw. (Qk)}_, aus [0,+00) bzw. 2A; ® Ay, mit
f=2k=oklq
Wegen (I) liefert Folgerung M.21.2.1

n

/leQQ fdmie = /Q (Z aple,)dmie = Zak’[ﬂ-l.(Qk)] 2)

102 k=1

Sei
w1 € Ql (3)

Unter Beachtung von (3) und (I) ergibt sich mittels Bemerkung M.24.2.1

n

- M.24.2.1 -
Juwie = (Z 1Qk)we = Zak(le)wﬂ = Zakl(Qk)wlo (4)
k=1

k=1 k=1

Da (Qg)}_, wegen (I) eine Folge aus 201 ® s, liefert Teil (b) von Lemma M.24.1.4
(IT) Es ist ((Qk)wre)p_; eine Folge aus As.
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Wegen (II) und der Tatsache, dass (ay)p_; wegen (I) eine Folge aus [0, 400) ist,
liefert Folgerung M.21.2.1, dass

Za,@ (Qr)ore € E(Q2,2s) (5)
somit " "
| (S artiqudie = 3 anlia(( @) (6)
Q2 k=1
Wegen (4) und (5) gilt
fw10 € 5(QQ7Q[2) (7)

Unter Beachtung von (4) und (6) ergibt sich bei Verwendung der in Lemma M.24.1.5
eingefithrten Funktionenfolge (sq, u,)r_

91,5 (wr) /fm-duz (—/Q Zakl (Qu)ey o )2

2 k=1
(:) [NQ Qk w1o Zak SQk,uz wl (8)
k=1
Aus (3) und (8) folgt
grr =Y lsQ ] (9)

k=1
Da (Q)}_; eine Folge aus 2 ® ™Ay und pp zudem o — endlich ist, liefert Teil (a)
von Satz M.24.1.7

(ITT) Es ist (sQ,,u0)j— eine Folgt aus £* (2, 2)

Wegen (III) und der Tatsache, dass (ay))_, eine Folge aus [0, +00) ist, liefern die
Teil (a) und (b) von Satz M.21.3.2

D RS € (R, An) (10)
k=1

sowie

/ ZOﬂkSQk pa )iy = Zak/ 5Qu.d (11)

& =1
Aus (9) und (10) bzw. (11) folgen

q1,f Eg*(Ql,Qll) (12)

sowle

/ g1, fdpr = Zak/ 5Qu.u2 i1 (13)
o — o
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Sei
ke{l,..,n} (14)

Wegen (14) folgt (I) Qx € 21 @ As. Hieraus folgt mittels Teil (a) von Definition
M.24.1.4

Wl-(Qk)I/Q SQu 2 A1 (15)

Unter Verwendung von (2), (14), (15) und (13) folgt

) ©
d e — °
/lezf ™ kgl ag[m1e(Qr)]

- (13)
Zak/ Q21 = / 91,5dp (16)
k=1 I 2

Wegen (1), (12), (16) ist im Fall f € £(21 x Q2,A; ® Az) alles bewiesen. Sein nun
fgg*(Ql X Q9,24 ®2[2) (17)

Wegen (17) gibt es nach Satz M.18.1 eine folge (fn)nen aus A(Q; ® Q2,R) mit
folgenden Eigenschaften:

(IV) Fiir allen € N: f,, € £(Q1 ® Q2,2 @ Az)
(V) Firallen e N: f, < fot1

(VI) Es ist supncxifo = f
Wegen (17) sowie (IV)- (VI) ergibt sich mittel Definition M.21.3.1

| dme=supen [ fam. (18)
Q1R800 Q1®0Q2

necN (19)
Wegen (19), (IV) folgen aus dem gezeigten (vgl. (1), (12), (16))

Sei

91,1, € E(Q1, %) (20)
und
/ fndmie :/ gl,fndul (21)
Ql XQQ Ql
Sei
wy € (22)

Wegen wegen (19), (IV), (1), (3), (7) folgt

(fn)wlo € 5(Q27m2) (23)
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Aus (TV) folgt sogleich
(fn)wlo S (fn+l)w10 (24)
Wegen (19), (23) und (24) folgt mittels Teil (c) von Satz M.21.2.1

/| (oo = / (e

Hieraus folgt aufgrund der Definition von gy 7, und g1 ¢, .,

91,1, (W1) < 91,400 (w1) (25)
Wegen (V1) gilt
SUpneN[(fn)wlo] = fw1° (26)

Wegen f,,e € £*(Q2,%2) folgt bei Beachtung von (19), (23), (24), und (26) mittels
Definition M.21.3.1

fwlodNZ = SUPneNJ1, f, (Wl) (27)
Q
: v96m

Aufgrund der Defintion von g; s und der Folge (g1, ¢, )nen ergibt sich aus (7) dann  30.11.2010

g1,f(w1) = sup g1,7, (w1) (28)
neN

Aus (22), (28) folgt dann , dass

g1,f = Supgi.f, (29)
neN

Wegen (19), (25), (20), (29) liefert der Satz von der monotonen Konvergenz (vgl.
M.21.3.3) dann

g1.5 € E°(Q21,21) (30)
sowie
/ g1,rdu1 =/ (sup 91,1, )dp zsup/ 91,1, 4 (31)
191 Q1 neN neN J O,

Unter Verwendung (8), (9), (21), (31) nun

| tame=sw [ pm,
Q1 %09 neN J Q1 xQo

ZSUP/ 91,4, A1 =/ 91,rdp (32)
neN J Oy Q

(b) Dies lafit sich analog zum Beweis (a) zeigen.
|

Satz M.24.2.2. Seieg (Q1,2, 1) und (Q2,2As, po2) nichttriv. Mafrdume sowie f €
M(Q1 x Q9,2 @ 2As; R). Dann gilt
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(a) Es liege o-Endlichkeit von us vor und es bezeichne 7, das erste Cavalierische
Produktmaf von p; und ps. Unter Beachtung von [f]| € £*(Q1 x Q9,21 ® 2As)
und Lemma M.24.2.2 sei die Funktion von gy | : 1 — [0, +oo] def gemaR wy
Jo, |florsdpa. Dann gilt

(al) Es gelten gy |z € £(Q1,24) sowie [ o [fldmie = [o, g1,7d1m
(a2) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) fist 71 le-integrierbar.
(ii) g1,f ist p1-integrierbar.
(b) Es liege o-Endlichkeit von p; vor und es bezeichne me2 das erste Cavalierische
Produktmaf von p; und ps. Unter Beachtung von [f] € £*(Q1 x Q2,21 ® 2As)

und Lemma M.24.2.2 sei die Funktion von go,|f] Qy — [0, +o0] def geméfs wy +—
fQ2 | flwe; dppr. Dann gilt

(b1) Es gelten gy |5 € E*(2,An) sowie [o o [fldTer = [o, 92,7 d12
(b2) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(iii) fist 7je2-integrierbar

(iv) ga,)f| ist po- integrierbar

Bewelis.

(al) Wegen f € M(Q; x Q9,2 ® Ag; R) liefert Bemerkung M.18.9 dann |f| € £*(; x
0,21 ® As). Hieraus folgt mittels Teil (a) von Satz M.24.2.1 die Behauptung von
(al)

(a2) Wegen (al) ist (ii) dquivalent zu: (i) |f| ist me-integrierbar. Aufgrund der Wahl
von f ist (i) nach Teil (a) von Satz M.21.5.1 dann dquivalent zu: (i’). Hieraus folgt
aufgrund unserer Herleitung die Aquivalenvon (i) und (ii)

(b) Dies 14kt sich analog zu zeigen

Wir werden uns nun einem fiir die Anwendungen besonders wichtigem Fall zu

Satz M.24.2.3 (Satz von Torelli). Seien (21,20, u1) und (g, A2, u2) nichttriviale Maf-
raume sowie f € £(Q x Q2,2; ® Ag). Dann gilt

(a) Unter Beachtung von Lemma M.24.2.2 sei die Abbildung g 5 : Q1 — [0, +00] bzw.
g, : Qo — [0, +00] def gemif wy — sz fr dpia bzw. wy — le fuu2dpr. Dann gilt
q1,f € 5*(91,Ql1) bzw. g2.f € g*(QQ,QlQ)

(b) Es bezeichne p; ® pg das Cavalierische Produktmafs von pq und pe. Dann gelte

/ fd(p @ po) = / g1,5dpn
QlXQQ Ql
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und

/ fd(p & p2) = / 92,2
Ql XQQ QQ

Beweis. Aufgrund der Wahl von 1 und ps gelten nach Satz M.24.1.9 dann p ®pe = T1e
und g1 ® o = meo. Hieraus folgen dann in Verbindung mit Satz M.24.2.1 dann alle
Behauptungen. |

Satz M.24.2.4. Seieri(Ql,Qll,ul) und (Qg9, g, o) nichttriviale Mafrdume sowie f €
M(Ql X Qg,ml &® Q[Q;R). Dann gilt

(a) Unter Beachtung von Lemma M.24.2.2 sei die Abbildung g |7 : €1 — [0, +-00] bzw.
9o,f| : Qg — [0, +00] def geméfs wy — fQ2 | flwia dito bzw. wo — le | flwe2dp1. Dann
gﬂt g1,f] S 5*(Ql,Ql1) bzw. 92,/ 7| € 5*(Q2,§2[2) und

/ \f\d(m@uz):/ 9,14
Q1><QQ Ql

/ | fld(p1 & p2) :/ 92, (A2
QlXQQ QQ

(b) Folg. Aussagen sind dquivalent:

und

(i) fist (u1 ® peo)-integrierbar.
(ii) g1,)7) ist p1-integrierbar.
(iii) go,y| ist po-integrierbar.
Beweis. Aufgrund der Wahl von p1 und pusy gelten nach Teil (a) von Satz M.24.1.9 dann

11 ® po = Tie und p; ® e = mez. Hieraus folgen dann in Verbindung mit Satz M.24.2.2
dann alle Behauptungen. |

Wir stellen nun einige Mefibarkeitsaussagen bereit.

Lemma M.24.2.3. Seien n € N\ {1} und ((£,%))}_; eine Folge von nichtriv. mek.
Raumen und (£,2') ein nichtrivialer mefbarer Raum. Weiterhin seien j € {1,...,n}
sowie f; € A(Q;, Q) eine A;-A'-mefk. Abb. Seien g; : x}_,Q — Q; definiert geméf
(Wi, ..oy wp) = fj(wj) Dann gilt

(a) Sei p; : xP_ 1 — Q; def gemdk (wi,...,wy) — wj Dann gitl g; = f; op;
(b) g; ist (®7_,As)-2A"-mekbar

Beweis.
(a) Dies folgt aus der Definition der beteiligten Abbildungen.

(b) Wegen Def. M.16.1 und Teil (a) von Satz M.15.4 ist p; dann ist (®p_,Ax)-A-
mefbar. Hieraus und aus der 2;-2'-Mefbarkeit von f; folgt mittels Satz M.15.3 die
(®p_1 Ak )-A'- Mekbarkeit von f;op;. Hieraus folgt wegen (a) dann die Behauptung
von (b).
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Lemma M.24.2.4. Seien n € N\ {1} und ((Q4,2))}_, eine Folge von nichtrivialen
mefbaren Riumen und K € {R,R}

(a) Sei j € {1,...,n} und f; € M(£;,;; K). Sei g; : X}_;Qr — K definiert gemaf
(Wi eorywp) = fij(wj). Dann gilt g; € M(X7_Q, @F_™Ap; K)

(b) Seij e {1,...,n} und f; € £*(Q;,2;). Dann gilt g; € E* (X}, @), Ar)
Beweis.
(a) Dies folgt aus Teil (b) von Lemma M.24.2.3.
(b) Nach Definition gilt
£4(2,24) = M(Q, 21 A, 0, +o0]) 1)

Wegen f; € £%(2;,2;) folgen aus (1) dann

fi € M(;,25;R) (2)
und
fj € A<Qj7 [Oa +OO]) (3)
Wegen (2) folgt aus (a) dann
95 € M(X=1Q, @y Uns R) (4)

Aus (3) und der Def. von g; folgt
95 € A(Xj=19;, [0, +00]) ()
Aus (4),(5) und der Definition von £*(x}_, Q, @] ™Uy) folgt dann g; € E*(X]_1 Q, @A)
|

Definition M.24.2.2. Sei n € N\ {1}. Fiir j € {1,...,n} seine Q; eine nichtleere Menge
— _ n
und f; € A(Q;,R) Es sei f: x7_Q; — R die geméf (w1, ...,wp) = [ fj(w;) Dann heift
i=1
f das Tensorprodukt der Folge (f;)j_;

Satz M.24.2.5. Seien n € N\ {1} und ((£2;,%;))}_; eine Folge von nichtriv. mef.
Raumen. Dann gilt

(a) Sei K € {R,R}. Fiir j € {1,...,n} sei f; € M(Q;,2;;K). Es bezeichne f das
Tensorprodukt der Folge (f;)7_;. Dann gilt f € M(x}_;, ®;_; K)

(b) Fiir j € {1,...,n} sei f;j € £(Q;,AU;). Dann gilt f € E*(XP_; U, RF_1As)
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Beweis. Sei
je{l,...n} (1)
Weiter sei g; : Q; — K def gemél

wj = fi(w;) (2)

Aufgrund der Wahl von f; folgt im Fall (a) bzw. (b) mittels Teil (a) bzw. (b) von Lemma
M.24.2.4
gj € M(Xj—1, ®p=1; K) (3)

bzw.
g5 € E(XG—1 s, D1 Ar) (4)

Aus (1),(2) und der Def. von f folgt

f=119 (5)
j=1

Unter Beachtung von (1),(3), (4),(5) ergibt sich mittels Satz M.17.8 und Satz M.17.9 bzw.
Teil (c) von Lemma M.18.3 dann f € M(x}_;,®}_1; K) bzw. f € E(X}_ O, @F_1Ar)
|

Wir betrachten nun fiir n € N\ {1} eine Folge ((§2;,2;, u;))’}—; von nichttriv. o- endli-
chen Mafrdumen. Wir studieren hierbei die Integration bzgl. des Caratheodorischen Pro-
duktmakes ®7_;u; der Folge (u;)7_; fiir eine besonders gut an die Struktir von x’_;€2;
angepafte Klasse von Funktionen aus £*(x}_; Qx, @7, Ap)

Satz M.24.2.6. Seien n € N\ {1} eine Folge ((§2;,%;, u;))’—; von nichttriv. - endlichen
Mafkraumen. Fiir k € {1,...,n} sei fx7inE*(Q, Ax. Es bezeichne f das Tensorprodukt der

Folge (fy)7_,- Dann ist f € E*(Xp_ O, ®p_,™Ax) und es gilt fX’;l‘:lﬁk fd(®@p_ k) =
[T Jq, fd(uk) Beweis. Wegen Teil (b) von Satz M.24.2.5 gilt
bl

[ € E (X1, D1 Ar) (1)

Die Integralformel zeigt man durch vollsténdige Induktion iiber n. Sei zunéchst n = 2.
Wir wenden nun Satz M.24.2.3 an. Unter Beachtung von (1) und Lemma M.24.2.2 sei
die Abb. g1 ¢ : 1 — [0, 4+00] def geméh

w1 — / f1.d,uQ (2)
Qo
Wegen (2) folgen aus Satz M.24.2.3 dann
91,5 € £ (0, 2) (3)
sowie
/ fd(p @ po) =/ 91,5 (4)
Ql XQQ Ql
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Sei
w1 € Ql (5)

Aus der Konstruktion von f folgt dann

fune = [f1(w1)]f2 (6)

Unter Beachtung von (2),(6), fi(w1) € [0, +00] und fo € £*(Qg2,2Aa) ergibt sich mittels
Teil (a) von Satz M.21.3.2 dann

s =G = [ fudia = [ (Al fodia = i) [ fadpe )

Qo

Unter Beachtung (4),(5),(7) sowie nochmals Teil (a) von Satz M.21.3.2 folgt dann

/leQQ fd(pr @ pg) = /Q1 g1,pdp1 = /Q1 fil 0 fodps)dpy = [/Ql frdp] - | . Fodpo)

Damit ist die Behauptung fiir n=2 bewiesen. Der Induktionsschritt wird dann unter
Beachtung der nach Satz M.24.1.17 fiir n € {3,4,...} giiltigen Beziehung ®}_,u, =
(R k) ® py vollzogen m

Beispiel M.24.2.1. Seien m € N und a € (0,400). Weiter sei go;m : R™ — (0,400)
definiert geméf x — exp{—||z|prm|*} Dann gilt

(a) Es ist gaym € E*(R™,By,) und es gilt [o, GoemdN™ € (0, +00)

n
(b) Sei x = (x1,...,2n)T € R™. Dann gilt go.m(x) = ] g2.1 ()
j=1

(c) Es ist go.m € EX(R™,B,,) also insbesondere go.1 € E*(RY,B1) und es gilt

/ go1dA™ = | / g dAD)m
m RI

Satz M.24.2.7. Seien n € N\ {1} sowie ((€2, 2y, )}, eine Folge von nichttrivialen
o-endlichen Mafrdumen. Fiir k£ € {1,...,n} sei fi € €¢*(Q,Ax). Es bezeichne f das
Tensorprodukt von (fi)}_, sowie p := ®}_,up das Carathéodorische Produktmafs von
(pr)p—y- Dann gilt

(a) Bsist f € e (xp_;Q, ®}_,Ax) und py ein ProduktmaR der Folge ((u4) g, )p_;-

(b) Fiir k € {1,...,n} sei {fy = +oo} € N,. Dann ist ((ux)y,),_, eine Folge von
o-endlichen Mafen und es gilt gy = ®}_, (1) 4, -

Beweis.
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(a) Wegen Teil (b) von Satz M.24.2.5 gilt
f € € (Xhm1 e, @=1 k) (1)
Wegen (1) liefert Teil (a) von Satz M.21.3.4 dann

prf € Moy (X iz Qi @y Are) (2)
Sei
xP_ A € R A, (3)
Weiter sei
jefln) @
Aus (3) und (4) folgt dann
Aje; (5)
Wegen (4), (5) und f; € €"(92;,%;) folgt mittels Bemerkung M.18.11
L1a, fj € €(,%5) (6)
Sei
(W1, ey wp) € X1 (7)
Dann gilt

(1x;; Akf) (Wi, eeeyp)) = [1XZ:1Ak((w1’ ,wn))} [f((wiy.eywn))]

= [H 1a, (Wk:)] [H fk(Wk)] (8)
k=1 k=1

Wegen (4), (6), (7) und (8) folgt mittels Satz M.24.2.6 dann

1><Z:1Akf € 6*(><Z:1Qk, Qp—12Ar)

und

[

=14k

(Iup_,a,f) dMZ/Xn

k:1Ak( Xk=1 f) (®F—14k) H/ La, fedur  (9)

Unter Beachtung von (9) ergibt sich nun

n

(Lxp_, a4, f) d(®F=y k) i H/ Lag frdpe = [ ] Gue) 5 (Ax)

T AL) =
Mf(xk_l k) /><" o
(10)

k:1Ak

Wegen (2), (3) und (10) ist py dann ein Produktmafl von ((p)s,)p_;-

(b) Fir k € {1,...,n} ist wegen {fy = 400} € N, dann (ux)y, ein o-endliches Produkt-
mak auf (Qg,2Ax). Hieraus folgt mittels Teil (a) von Satz M.24.1.13, dass das Carathéo-
dorisch Produktmaf ®}_, (u)y, das einzige Produktmaf von ((ux)y,) ist. Hieraus folgt

wegen (a) dann pr = @7, (1) £, - -
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M.24.3. Der Satz von Fubini

Das Ziel des vorliegenden Abschnitts besteht im Studium der Integrierbarkeit numerischer
Funktionen beziiglich eines Cavalierischen Produktmafes. Dies lduft auf eine geeignete
Verallgemeinerung von Satz M.24.2.1 hinaus. Die klassische Version dieser Aufgabenstel-
lung, welche auf eine Verallgemeinerung des Tonellischen Satzes M.24.2.3 hinauslduft,
wurde von dem italienischen Mathematiker Guido Fubini (1879-1943) bearbeitet. Unsere
nachfolgenden Uberlegungen sind auf die Herleitung des briihmten Fubinischen Satzes
und seine Verallgemeinerung auf Cavalierische Produktmale gerichtet.

Bemerkung M.24.3.1. Seien Q1 und € nichtleere Mengen sowie f € A(Q; x Qo,R).
Weiter seien w1 € 21 und wy € . Dann gilt

(a) Esist ’f‘wlo = ’fwv‘ und ’f‘w& = ‘f0w2"
(b) Es gilt (f+)w1° = (fw10)+ und (f+)°w2 = (f0w2)+'
(c) Esgilt (f7 )wie = (fure)” und (f 7 )ews = (fows) ™
Satz M.24.3.1. Seien (21,2, 1) und (g, 2z, u2) nichttriviale Makrdume. Dann gilt

(a) Es liege o-Endlichkeit von ug vor und es bezeichne 71, das erste Cavalierische
Produktma® von j; und ps. Weiterhin sei f € L£1(Q x Q2,21 ® Az, m1e;R). Es
bezeichne By ; die Menge aller derjenigen wq € €, fiir welche pp-Integrierbarkeit
von fu,,e vorliegt. Dann gilt

(al) Esist by = By g+ N By p- sowie Q1\Byy € Ny,
(a2) Sei hy g : Q1 — R definiert geméfs

h N fQQ fwlo dMQ s falls w1 € Bl,f
W 0 , falls w; € 04\By s

Dann gelten hy 5 € £1(21, 25, 13 R) sowie

/ fdmie = / ha,f dpy
Ql XQQ Q1

(b) Es liege o-Endlichkeit von p; vor und es bezeichne me2 das zweite Cavalierische
Produktma® von p; und pg. Weiterhin sei f € £1(Q x Q2,21 ® Ao, Te2; R). Es
bezeichne Bj ; die Menge aller derjenigen wo € (2o, fiir welche p;-Integrierbarkeit
von fe, vorliegt. Dann gilt

(bl) Esist By s = By y+ N By - sowie Q2\Ba § € Ny,
(b2) Sei hg ¢ : Q2 — R definiert geméf

h — le f'wz d,ul ; faHS w2 (- Bny
2l 0 , falls wy € D2\ By ¢

Dann gelten ho ¢ € L1 (02, 2s, p2; R) sowie

/ fd7T.2:/ ha,r dpio
Ql XQQ QQ
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Beweis.

(al) Als 7ie-integrierbare Funktion ist f insbesondere (2; ® ng)—SB_l—messbar. Hieraus
folgt mittels Bemerkung M.18.9 dann

{7071 S e (D x Q2,2 @A) (1)

Definieren wir unter Beachtung von (1) und Lemma M.24.2.2 nun die Funktionen
g1,7+ und g ;- wie in Teil (a) von Satz M.24.2.1, so liefert Teil (a) von Satz M.24.2.1

dann
{9104, 915~} C € (21,20) (2)
sowle
/ frdme = / g1 f+ dp (3)
Ql ><Q2 Q1
und
/ [ dme = / 91,5~ dp (4)
Ql XQQ Ql

Da f laut Voraussetzung mie-integrierbar ist, gilt dies nach Intergraldefinition auch
fiir f* und f~. Hieraus folgt bei Beachtung von (2) sowie (3) bzw. (4) dann

915+ € L1(Q1, U1, p1; R) (5)

bzw.

91.5- € LY, Ay, p1; R) (6)
Wegen (5) bzw. (6) ergibt sich mittels Teil (a) von Satz M.21.6.5 nun
{g1,5+ = +00} €N,y (7)

bzw.

{g1,p- = +oo} €N,y (8)
Aus der Definition der entsprechenden Grofen folgt sogleich

{91+ = oo} = Q\By s+ 9)

und
{91/~ = +oo} = U\By 4~ (10)

Fir
w1 € Ql (11)

gelten nach Bemerkung M.24.3.1 nun

(f+)w10 = (fwl')Jr (12)

und

(f_)o.no = (fUJl.)_ (13)
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Aus der Definition des Integrals sowie (12) und (13) folgt nun
By ={w1 € N : fue € L0, s, s R)}
- {Wl S Ql : {(fw10)+a (font)i} g ‘Cl(QZanQNMQ;]R)}
(12),(13) _ _
= {wr € Qut {(F e, (f June} © L1(Q2, Ao, p2i R)} = By y+ N By - (14)
Unter Verwendung von (14), (9) und (10) folgt dann
(14)
Ql\Bl,f = Ql\(Bl7f+ mBl,f_)
_ (9),(10) _ _
=W\By g+ NU\(By - = " {g1,p+ = oo} U{gy s~ = +oo} (15)
Wegen (7), (8) und (15) folgt mittels Teil (c) von Satz M.5.1 dann
QI\Bl,f < Nm (16)
Wegen (14) und (16) ist dann (al) bewiesen.

Sei
w1 € Blyf (17)

Wegen (17) gilt dann )
fune € L2, As, po; R) (18)

Unter Verwendung von (18), Definition M.21.5.1 sowie (12) und (13) folgt dann

hl,f(wl) :/Q fw10du2 D'Milia.l /Q (fwl')—i_dMQ_/Q (fw10)_ d/@

(12),(13) _
Sl R T A I S L)
QQ QZ
Aus (17), (19) und der Definition von hy ¢ folgt dann
hip =18, ;91,0+ — 1B, ;91,1- (20)
Wegen (16) gilt insbesondere
M\By,r €2y (21)
Es ist
By = \(Q\By ) (22)

Da 2(; eine o-Algebra in € ist, folgt aus (21) und (22) dann
By e (23)
Wegen (23) und (2) liefert Teil (a) von Bemerkung M.18.11 dann

{1,015+, 1B, 91,5~} C €(Q1,%) (24)
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Nach Definition von By g+ bzw. By ;- gilt

By s+ ={g1,p+ €R} (25)

bzw.
By - ={g15- €R} (26)
Aus (14), (25) und (26) folgt nun

(14) (25),(26)
Biy = By g+ NBy - S Agp+ €ERIN{g - €R} (27)

Aus (27) folgt dann
{131,fgl,f+7 1Blyfgl,f*} - A(Qlaﬁl) (28)

Wegen €*(Q1,21) € M(Q,21;R) folgt aus (24) dann

{131,fgl,f+a131,fgl,f_} C M(Qbml;]@) (29)
Wegen (28) und (29) folgt mittels Bemerkung M.17.4 dann
{1Bl,fgl,f+7 ]-Bl,fgl,ff} - M(Ql7 Qll; R) (30)

Unter Beachtung von (20) und (30) folgt mittels Satz M.17.7 nun

h17f S M(Ql,%;R) (31)
Es gelten

0<1B, 91,5+ < g1 f+ (32)
sowie

0=<1p (915~ <914~ (33)

Unter Beachtung von (5), (32) und (30) bzw. (6), (33) und (30) folgt mittels Teil
(a) von Satz M.21.5.1 dann

g, ;91 0+ € LY, A, 13 R) (34)

bzw.

]-Bl,fgl,f* € ‘Cl(Qth?Nl;R) (35)
Wegen (34), (35) und (20) folgt mittels Teid (d) von Satz M.21.5.5 dann

hiy € L(RY, 81, u1; R) (36)

sowie

(20)
/ hy g dpn = / (1B, 9L lp, ergl’f*)d'ul
Q1 Q1 ’ '

(34),(34),5.M.24.2.5(d)
B /91 LB, 91+ din = /91 1B, ;01,5 din (37)
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Aus der Definition der beteiligten Abbildungen folgt sogleich

{1, ;91,0 # 91,0+ S U\Buy (38)

und
{1, ;915 # 91,5~} S \Biy (39)

Wegen (2), (24) und der Inklusion €*(Q4,21) € M(Qq,2A;;R) folgt mittels Satz
M.17.5 dann

i, 91,5+ # 91,5+ 5 AlB ;91,5 #F 91,01 C 2N (40)
Wegen (16), (38), (39) und (40) liefert Teil (b) von Satz M.5.1 nun
{{1Bl,f91,f+ # 91,f+}7 {1Bl,f91,f— # gl,f—}} C Ny (41)

Wegen (2), (24) und (41) folgen mittels Teil (a) von Satz M.21.6.3 nun

/ 1, 91,5+ dia —/ 91,5+ dpn (42)
Q1 Q1
und
/ 1, 91,5~ din =/ 91,5~ dp (43)
Ql Q1
Aus (3) und (42) bzw (4) und (43) folgt nun
/ ftdme = / 1p, 91,0+ dpa (44)
Ql XQZ Q1
bzw.
/ [~ dme = / 1B, ;91,5- dma (45)
Ql XQQ Q1

Unter Verwendung von Definition M.21.5.1, (44), (45), (42), (43) und (37) folgt

nun
D.M.21.5.1 _
/ fdme = / f+d771o—/ 7 dme
Q1 %09 Q1 %09 Q1 xQ0

(44),(45)
- / LBy 1 91,5+ dinn _/ 1B, ;91,5- dpa
o &

(42),(43) 37
= / 91,5+ dpa — / g1,r- dpa (0 / ha,p dp (46)
951 (951 o

Wegen (36) und (46) ist dann (a2) bewiesen.

(b) Dies kann analog zu (a) gezeigt werden.

v98m
Wir wenden uns nun dem generischen Spezialfall von Satz M.24.3.1 zu. 07.12.2010

M-297



Satz M.24.3.2 (Satz von Fubini). Seien (1,21, 1) und (Qg9, s, po) nichttriviale o-
endliche Mafrdume. Es bezeichne 1 ® us das Caratheodorische Produktmaf von g und
1. Weiterhin sei f € El(Ql X Q9,21 R Aa, p11 @ ug;@) und es bezeichne By ; bzw. By ¢
die Menge aller wy € Q1 bzw. we € O, fiir welche f,, o €€ f € L1(Qa,Aa, po; R) bzw.
fows € f € LY(Q1, Ay, p1; R) erfiillt ist. Dann gilt:

(a) Esgelten By y = By s+ N By p- und Q\By y € N, sowie By = By p+ N By ;- und
QQ\BQJ“ € N,Q.

(b) Sei hy Q1 — Rbzwhg f : Oy — R definiert geméf

f fwl,odﬂl , falls wy € Bl,f

th(oJl) = 0
0 , falls w1 € Ql\Bl,f

bzw.
[ funedus , falls wy € By g

h27f(w2) = Q2
0 , falls wo € QQ\BQJ

Dann gelten hy y € L1, A1, pu1; R) und

/ fd(pr x po) = /h1,fdu1

Q1 XQQ Q1

sowie: h27f e[t (QQ,Q{Q,MQ;R) und

/ fd(pr x p2) = /hQ,fd,uz

leﬂg QQ

sowie: Beweis. Aufgrund der o-Endlichkeit von p; und uo gelten wegen Teil (b) von
Satz M.24.1.9 dann p; ® pe = mie und p; ® pe = mep. Hieraus folgen in Verbindung mit
Satz M.24.3.1 dann alle Behauptungen. |

Wir geben nun ein Beispiel an, welches zeigt, dass die Ausnahmemenge ©\Bs ¢ aus
Satz M.24.3.1 durchaus nichtleer sein kann.

Beispiel M.24.3.1. Wir betrachten den Mafraum (R? By, \(?)). Wegen Satz M.16.5
bzw. Folgerung M.24.1.2 gelten dann

By =B ® B (1)

bzw.

A2 = A1) g AD) (2)
Da Q eine abzéihlbare Teilmenge von R und AV ein stetiges Ma# ist, gilt

Qe N (3)
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Wegen R € B8 folgt unter Beachtung von (1)-(3) mittels Teil (f) von Bemerkung M.24.1.1
dann

Q xR € Ny (4)

Wegen (4) ergibt sich unter Beachtung von Bemerkung M.21.2.1 dann 1gxr € E(R?,B5)
und

[ 1emin® =@ @xR) =0 5)
RQ
Sei
f = 1lgxr (6)
Weiter sein
w1 €R (7)

Wegen (7) folgt mittels Teil (c¢) von Lemma M.24.1.3 dann

R ,fallsw; € R
S { (), sonst 1

Unter Beachtung von (6), Bemerkung M.24.2.1 und (8) folgt dann

R , fallsw; € R
fuwie = (1Q><]R)w1° = 1(Q><R)w1° - { (0, sonst

(9)

Wegen {R, (0} C B folgt aus (9) und f,e € E(R,B1) sowie unter Beachtung von
Bemerkung M.21.2.1 weiterhin

furedAD) = ADR) | fallsw €Q [ +oo |, fallsw; €Q
o - )‘(1)(@) , sonst 10 , sonst
R

(10)

Wegen (10) gelten mit den Bezeichnugnen von Satz M.24.3.1 dann By = R\Q und
R\B; = Q.

Das nachfolgende Resultat kniipft an die Thematik von Satz M.24.2.6 an.

Satz M.24.3.3. Seien K € {R,R},p € (0,00),n € N\{1} sowie ((2, Ak, 1))7_, eine
Folge von nichttrivialen o-endlichen Mafirdumen. Fir k € {1,...,n} sei fr € M(Q, A, K).
Es bezeichne f das Tensorprodukt der Folge (fx)}_, sowie ®}_, uu, das Caratheodorische
Produktmaf der Folge (uy)}_;. Dann gilt:

(a) Esist f e M(x}_,Q, @F_, A, K).

(b) Es gilt Np,@E:IM(f) = HZ:1 Nop,pus. (fr)-
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(¢) i und ii sind dquivalent.
(i) Esist f € Mo(XZZIQk, ®Z:1§2[k,K).
(i) Es gibt ein k € {1,...,n} mit fr € Mo(Q, Ax; K).

(d) Vk € {1,...,n} sei fr € LP(Q, Ay, ux; K). Dann ist
f € LP(X—y e, @1 A, Dy s K)
.und im Fall p=1 gilt iiberdies:

/ Fd@i_m) =[] /fk dp
h=1g,

n
Xe=182k

(e) Sei f € LP(Xp_yQ, ®p_1 Ak, @p_ypix; K) und sei Npen ., (f) # 0. Weiter sei

ke {1,...,n} Dann gilt

f € ‘Cp(kaglk’? M3 K)\MO(ka Q[kv M3 K

Beweis.
(a) Dies folgt aus Teil (a) von Satz M.24.2.5.

(b) Fiir
ke{l, . ,n}

folgt wegen fr € M(Qy, Ay, 1x) mittels Bemerkung M.18.9 dann

| fel? € EF (U, Ap).

Fiir
(wl, ...,wn) € XZ:lﬂk'

gilt aufgrund der Konstruktion von f dann

[P (@, s wn) = | F (@15 0 wn)) P = | H fu(wr)lP

H Felw)P = Tl xlwr)P) = H | fil? (wr)-
P k=1

Wegen (1)-(4) liefert Satz M.24.2.6 dann

[ Irdiom) -1 R

Xp=1% F=10,
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. Hieraus folgt dann

n n

[Np,®’,§:1uk]p: / | fIP d(®f—1 1) H/|fk‘pd,uk = H([Npuk f)l? H o ()"

o k=1g, k=1 k=1

. Damit ist also [Nper_ . ]P = ([Tj=y Npyur (fr))P-

Wegen Teil (b) von Bemerkung M.24.1.2 ist (i) bzw. (ii) dquivalent zu
i” Es ist Npgn . (f) =0 bzw.
ii” Es gibt ein k € {1,...,n} mit N, ,, (fi) = 0.
Aus (b) erkennt man sogleich die Aquivalenz von (i’) und (ii’)- Hieraus folgt dann

die Aquivalenz von (i) und (ii).

Vk € {1,...,n} gilt wegen fr € LP(Q,Ag, ux; K) nach Bemerkung M.21.7.3 dann
Ny, () € [0, +00). Hieraus folgt wegen (g) dann Ny gr_ 1, (f) € [0, +00). Hieraus
folgt bei Beachtung der nach (a) giiltigen Beziehung f € M(x}_;Q, ®}_ Ak, K)
mittels Bemerkung M.21.7.3 dann

f € EP(XZ:lgkv(g)Z:lQlka) (5)
Sei nun speziell
p=1. (6)
Weiter sei zunéachst
K =R. (7)

Wir fiihren vollstdndige Induktion iiber n durch und betrachten zunéchst n = 2.
Wegen (7) und der Wahl von f; und fy gilt dann

fl E‘CI(Qlanla,ul;R) (8)

und
f2 € £1(Q2, 2, po; R). (9)

Wir streben nun die Anwendung von Satz M.24.3.2 an. Sei hierzu
wi € Q. (10)
Aufgrund der Konstruktion von f gilt dann
fure = [fr(w1)] f2 (11)

Wegen (8) gilt
fi(wr) € R (12)
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Wegen (12), (9) und (11) folgt mittels Satz M.21.5.5 dann

fune € L1(2,As, po; R) (13)
sowle
[ i = [Uion)dadus = 00) [ a0 (14
Qo Qa 95!
Wegen (13) und (14) gilt mit den Bezeichnungen von Satz M.24.3.2 dann
bp(n) = [ e dir = ()] [ fodss (15)
Qs Q
Aus (10) und (15) folgt dann
g = ([ i) f (16)
Qo

Wegen (8) ,(9) und (16) folgen mittels Teil (d) von Satz M.21.5.5 dann k5 €
LY, Ay, 13 R) und

/k‘l,fd,ul Z/( / ) fidpn = H/fkdﬁék (17)
Q Q1 Qo foduo k=1,
Wegen (8) und (9) folgt aus dem schon gezeigen (vlg (5)) dann
fe L (0 x Q2,2 @ Ag,y py @ pig; R) (18)

Wegen (18) ergibt sich mittels Satz M.24.3.2 und (17) dann

/ fd(p ® p2) = /kl,fdul /fkd,uk (19)

Q1 xQ9 (o5 k= 1oy,

Im Fall n = 2 ist damit alles gezeigt. Sei nun n € {3,4, ...} und sei die Behauptung
fiir s € {2 ...,nn— 1} schon gezeigt. Bezeichnet dann g das Tensorprodukt der Folge
(fr)R=1, so gelten also

g€ LY (X721, @71 Ak, @7 s R) (20)

und

(@] 1) H Frdp. (21)
K /

g, k=1g,
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Aus den Definitionen der beteiligten Abbildungen erkennt man, dass f das Ten-
sorprodukt von g und f, ist. Hieraus erkennt man bei Beachtung von (20) und
fn € LY, A, pin; R aus dem schon fiir n = 2 gezeigten (vgl. (18) und (19)) dann

fe LY U X Qn, @21 @ Ay, R ke ® i R) (22)
sowie
| et m) =1 [ gdstiu) / fudial. (23)
XL xQp xnZ1Qy,
Aufgrund unserer Vereinbahrung gilt
X % Q= XP_ Qe (24)
Wegen Lemma M.24.1.7 gilt
QP Uk ® Ay = Ry Ap. (25)
Wegen Satz M.24.1.17 gilt
RpL 1k ® fn = Dy ke (26)
Wegen (24)-(26) folgt aus (22) dann
€ LY Xy s @Ry A, Oy 1 R). (27)

sowie aus (23) und (21) weiterhin

[ @i = [ sdetmen) =1 [ ol / Fudpin

xm Q n—1 n—1
re1 S xR Qe x X =1 Sk

n—1 n
= [ Jrdpr][ [ fadpn] = Jrdpig. (28)
’H(zkﬂké [t k]:[lg/kkuk

Wegen (27) und (28) ist dann der Induktionsschritt vollzoge. Im Fall K = R ist
somit alle bewiesen. Sei nun

K =R. (29)
Weiter sei
ke{l,..,n} (30)
Wegen (29) und (30) ist B
fr € ﬁl(Qk,Q[k,Mk : R). (31)
Sei
ck = {|fu] = +o0}. (32)
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Wegen (31) und (32) folgt mittels Teil (a) von Satz M.21.6.5
cx € Ny, - (33)
Wegen (33) gilt dann ¢ € A und somit, da Ay eine o-Algebra in € ist, dann
Q\cx, € Ay (34)

Seien

Je = 1g\c, ® Ji- (35)
Wegen fi, € M(Qy, Ag; R) sowie (34) und (35) folgt mittels Bemerkung M.17.5 nun

fr € M(Q, A R). (36)
Aus (32) und (35) folgt 3
{fr # fi} = cx. (37)
Aus (33) und (37) folgt .
{fe # fx} € Ny, (38)
Wegen (31),(36) und (38) folgen mittels Teil (b) von Satz M.21.6.3 dann
fr € LM, A, i R) (39)
und
/fkdﬂk = /fkduk (40)
Q Q
Wegen (32) und (35) gilt )
fr € A(Q, R). (41)
Aus (39) und (41) folgt nun
e € LY, Wpy i R). (42)

Es bezeichne f das Tensorprodukt der Folge (fi)?_,. Wegen (30) und (42) folgt
aus dem schon Gezeigten (vgl (27) und (28)) dann

i € L1 OXRoy Qpy @Ry A, @y R) (43)
sowie .
| da@im) =11 [ fud (44)
k=1"%
X1 $k

Wir zeigen nun, dass die linke Seite von (44) mit dem analogen Integral von f
ibereinstimmt.

Sei hierzu

ke{l, . ,n} (45)
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je{l,..,n}
sei
O, jedll,..n)\k
Ajk = .
Ck7 k =]

(46)

(47)

Da fiir j € {1,..,n} A, eine 0 — Algebra in Q;, gilt Q; € ;. Hieraus folgt in

Verbindung mit (46), (47) und (33)
X1 Ajr € K12,
Wegen (45), (47), (30), (33) folgt mittels Teil (f) von Bemerkung M.24.1.1
xj1 Ajk € Nan_ 1
Wegen (45), (49) liefert Teil (¢) von Satz M.5.1
Uk=1 (X§=1) € Nen_ 1
Unter Beachtung von (37), (45), (46), (47) folgt

n

{F# 7Y = (@i, own) € <P T ) # [ filn)}
k k=1

=1
- {(wl, ey Wn) € X?:lgjﬁlk € {1, ...n}mitfk(wk) #* fk(wk)}
{(w1, .y wn) € XG4 |Fk € {1,...,njmitwy, € Cr} = Up_y (X7_1 Aji.)
Wegen (30), (36) folgt mittels Teil(a) von Satz M.24.2.5
f € MR, @y s R)

Wegen (a), (52) liefert Satz M.17.5

{5 # I} € @camm
Wegen (50), (51), (53) liefert Teil (b) von Satz (M.5.1)

{f # JE} € N@Zzluk
Wegen (43), (a) und (54) folgen mittels Teil (b) von Satz M.21.6.3

fe El(XZ:lgkv ®Z:1§2{k7 ®Z:1Mk;ﬁ)

und

/ Jd(®p_y k) = / Fd(®_pur)
Xh=152k Xh=152k

Unter Verwendung von von (56), (44), (30), (40) folgt

56
/ fa(ep_yp) 2 / Fa(@?_m)
xn_ Q xn_ Q

k=1%%k k=1%%k

14) T , 30,(40) T4
= I1 Frdpy, 2 )H/ Jrdp
k=1 k=1

Wegen (55) und (57) ist dann (d) bewiesen.
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(e) Aufgrund der Wahl von f ergibt sich mittels (b) Npy, (fi) € [0,+00). Hieraus
folgt wegen Bemerkung M.21.7.3 f € LP(Qg, Uk, px; K) sowie wegen Teil (b) von
Bemerkung M.21.7.2 zu dem f ¢ Mo(Qx, Ag, px; K).

Es folgen nun erste Anwendungen von Satz M.24.3.3, welche auf die Berechnung der
Potenzmomente eines Potenzmafes ausgerichtet sind.

Satz M.24.3.4. Seien m € N\{1}, (k1, ..., km) € Ny und ()72, eine Folge von o—endlichen
MaRen auf (R!,B;). Es bezeichne ®jL,p; das Caratheodorische Produktmak von (pfL;.
So gilt:

(a) Es ist Mg, o) (@71 115) = TT72 1 s (117)-

(b) Fiir alle j € {1,...,m} sei My, (u1;) € [0,+00). So ist

Moy o) (®F1115) € [0, +00) und es gile Mg,y o (T2 115) = [ M, (1))

j=1
Beweis.
(a) Sei Py, kp)rm @ R™ — R definiert gemif
(@1, oo )T = [ ()" (1)
j=1
Sei
(1, ey )T €R™ (2)
Aus (1) und (2) folgt dann
Py oy 2 (@1, ooy 2m) ) = [ [ Py e (25) (3)
j=1
Aus (2) und (3) folgt weiterhin
| Ptr, o) o (@1 oy ) )| = T 1Py () (4)
j=1
Wegen Bemerkung M.23.2.1 gilt fiir
jed{l,..,n} (5)
nun
|ij7R'm 6 g*(Rl, %1) (6)
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Wegen Satz M.16.5 gilt
%m = ®;n:1%1

Wegen (4) -(7) ergibt sich mittels Satz M.24.2.6
[Pkr, o) o (215 ) )| € EX(R™, By

sowie

L Pt (@) Dld@a) = TL [ 1P snldiy
j=178"

Wegen Definition M.23.2.1 folgt aus (9)
m
M(kl,..‘,k ®j= 1#3 H

Wegen (10) gilt
Mgy k) (@71 115) € [0, +00)
Sei
jedl,...,m}

Nach Voraussetzung gilt dann
M, (i) € [0, +00)

Wegen (13) folgt bei Beachtung von Definition M.23.2.1

Py, r € L'(R™,B1, s R)
und

M) = [ Pz
Wegen (2), (3), (7), (12), (14) folgt mittels Teil (b) von Satz M.24.3.3

Plry,....km) R € LYR™ B, @155 R)

und m
/ Plry ... k) R (R Ly 1) = H/R Pr; rdpij

Wegen Definition M.23.2.1 gilt

Mk k) (@2 115) = /RP(kl,...,lcm),Rmd(@j =1"u;)

aus (15) -(17) folgt

m

M(k17 7m) ] 1:“] H

Wegen (11) und (18) ist dann (b) bewiesen.
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Satz M.24.3.5. Seien m € N\{1}, (y1;)jL; eine Folge aus ML (R, B4). So gilt

k, j=s

a) Seien s € {1,....,m}, k € Ng. Fiir j € {1,...,m} sei k; = So
( ) n { } 0 rJ { } J {07 j c {1’?m}\{8}

gilt

(al) Esist Mg, . k) (@71 p5) = Mp(ps)

(a2) Sei My (us) € [0, +00). So ist Mg, .. k) (®TL145) € [0, +00) und es gilt
Mty o) (@5 115) = My (ps5)

(b) Sei k € N. So gilt folgende Aquivalenz
(i) Fiir alle j € {1,...,m} gilt u; € MJ"(RL, By)
(ii) Bsist ®7, 15 € MYP(R™,B,,)

(c) Sei (u;)7L, eine Folge aus M}F’Q(RI,%l). So ist ®JL p; € M};Q(Rm,%m) und es
gelten .
M1(®;ﬁ:1) - (Ml(ul)a ~--aMm(,U/m)>T

sowie
Cov(®jLypy) = diag(var(pr), ..., var (pm))

(d) Sei (u;)7L; eine standardisiert Folge aus MiQ(Rl, B1). So ist
&1y € MY (R, B,0)

und es gelten ~
M1<®§-n:1,u,j) = Om><1 und COU(@;TL:LU/]‘) = Im

Beweis.
(a) Sei
je{l,...m} (1)
Wegen (1) folgt mittels Teil (a) von Bemerkung M.23.2.2
Mo(pj) = pi(R) =1 (2)

Wegen (1) und (2) folgt mittels Teils (b) von Bemerkung M.23.3.2 zudem

Mo(pj) = Mo(pj) =1 (3)
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(al) Unter Beachtung von Teil (a) von Satz M.24.3.4 sowie (1), (2) folgt

Mty oy (@7 10) E ] M) = Muse)ll ] Mag ()]

k=1 JE{L,...,n}\{s}
= [M(ps)][ H Mo ()] = [Ma(ps)][ H 1] = My (ps)
je{1,...,n}\{s} je{1,...n}\{s}

(a2) Wegen My (us) € [0, +00) sowie (1), (2) folgt fiir
je{l,..m} (4)

My (1) € [0, +00) (5)

Wegen (4) und (5) folgt mittels Teil (b) von Satz M.24.3.4 sowie zusétzlicher
Beachtung von (1) und (3)

m 24.3 .
M(kl,...,km)(@)j:l:u] = H = [Mpp(ps)]] H My ()]
: je{l7"’7m}\{8}

Mi(ps)ll TT Moy = IMe(ull [T 1 = Mi(us)
je{l N\ {s} je{l,mmi\{s}

(b) Dies folgt sogleich aus (al).
(¢) Wegen (b) folgt sogleich
QL uj € M (R™, Brn) (6)
Wegen (6) folgt mittels M.23.5.1
Sy 1y € MU R, B,0) ™)

Sei
se{l,..,m} (8)

und sei PS71;Rm : R™ — R definiert geméik
(‘Tlv"‘vxm)THxs (9)

Unter Beachtung von (7) -(9) setzen wir wir Satz M.23.9.1

M) = [ Puagnd(@fam) (10)

Fir j € {1,..., } sei nun

1, fallsj=
k=g 00T (11)
0, fallsje{l,..m}\{s}
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Unter Beachtung von (7)- (11), Definition M.23.2.1, (a2) folgt dann

~ m m (a2)
Ms(®FLqp15) = Mgy o) (®Tq 1) = My (ps) (12)

Aus (8) und (12) folgt

T (om m (8),(12)
M(®FLyptj) = Mgy, ko) (@51 p5) =" (M1(p1), ooy Mo ()™ (13)
Sei
(r,s) € {1,...,m} x {1,..,m} (14)
Wegen (6), (4) gilt nach Teil (b1) von Satz M.23.9.3

pr,l;RmPs,l;Rm € ‘Cl (Rma %ma ®§n:1:u]’ R) (15)

Unter Beachtung von (15) setzen wir

We@apgny) = | Pragn Poagnd(@am) (16)

Wegen Definition M.23.9.3 gilt

covrs(@Ly 1) = Mys(®5Fypt5) — [M]r (@ 107)][Ms (®52 p15)] (17)
Sei
r#s (18)
Fir j € {1,...,m} sei

kj =

{1, falls j € {r,s} (19)

0, fallsyje{1,..,m}\{r s}

Unter Beachtung von (16), (17), (18) sowie Defintion M.23.9.1 und Teil (b) von
Satz M.24.3.4 folgt nun

~ m m M.24.3.4 TH
Ms(R51p5) = Mgy .o ) (Q1 ) = H Mi;(pj) (20)
j=1
Wegen (19), (3) gilt fiir
je{l,..,m} (21)
Mi(py), fallsj=r
Myj(pj) = § Mi(ps), falls j=s
MO(Mj)v falls j € {L”wm}\{rv S}

My(pr), falls j=r
Mi(n,), falls j = s (22)
1, falls j € {1,...,m}\{r, s}
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Aus (20)- (22) folgt nun
Mys (@21 15) = [Ma(pr)][M1(12s)] (23)

Unter Verwendung von (17), (23), (8), (12) folgt

covrs (@72 puy) (0 Mrs(®?:1/‘j) = (Mo (@521 [[Ms (@521 115)]
O My (0 M ()] — (M (a0 M ()] = O @4

Unter Beachtung von Definition M.23.9.3 und (24) folgt dann

(24) .
cov (@51 1) = (covrs (D1 5)) =1 =" diag(covin(®7Lp1j), ..., COVmm (L1 115))

(25)
Sei
se{l,..,m} (26)
Weiter sei 7, s : R™ — R definiert geméfs
(.%'1,...,.Z‘m)T = Ts (27)

Unter Beachtung von (b), (26) und (27) folgt unter Beachtung von Teil (a) von
Satz M.23.9.6, dass 7y, s eine B,, —Bi-mekbare Abbildung ist und Wm,s(®§”:1uj) €

M};Q(Rl, B1) erfiillt ist, sowie mittels Teils (¢) von Satz M.23.9.6
COUSS(®§H:1:U«J') = UGT(Wm;S((X);'n:le)) (28)
Da (u;)j%, eine Folge von W-Mafen ist, folgt mittels Satz M.24.1.19
Tm,s(®FL145) = fis (29)
Aus (28) und (29) ergibt sich nun
Covss (R ) = var(ps) (30)
Aus (25) und (30) ergibt sich
cov(®§”:1uj) = diag(var(pi), ..., var(pwm)) (31)
Wegen (b), (13) und (31) ist dann (c) bewiesen.

Wegen (c) gilt
QL) 1y € MY (R™, B1n) (32)

se{l,..,m} (33)
Wegen (33) und der Wahl von pg gelten nach Definition M.23.4.5

Mi(ps) =0 (34)
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und
var(ps) =1 (35)

Wegen (32) sowie (34) bzw. (35) folgen aus (13) bzw. (31)
M1(®;‘n:1,uj) = Omx1 (36)
bzw.
cov(@T1115) = I (37)
Wegen (32), (36) und (37) ist dann (d) bewiesen.

v102m

- . o . 03.01.2011
Beispiel M.24.3.2. Sei m € N\{1} und seien die R"-Vektoren a = (ai,...,a,)" und

b= (by,....,bm)T so gewiihlt, dass a < b erfiillt. Es sei A := [a,b] und es bezeichne jia.
Dann gilt:

(a) Sei k € N. Dann ist ua € M}F’b(Rm,%m).
(b) Es gelten My (ua) = 3(a + b) sowie cov(pa) = Fdiag((b1 — a1)?, ..., (bm — am)?).
(c¢) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Es ist Ml(,uA) = Omxm und cov(pa) = Iny.
(ii) Esista=—3-1,, und b= +3"1,,.

Beweis. Sei
je{l,...m} (1)

und
Aj = [aj, bj] (2)

es bezeichne pua. Wegen Teil (a) von Satz M.23.7.1 gilt
A S M}F’OO(RI, SBl) (3)

Wegen Teil (c) von Satz M.23.7.1 gelten weiterhin

Mi(ua,) = 5(a; +b) ®
sowie 1 ,
var(pa,;) = E(bj — aj) (5)

Wegen (1) und (2) folgt mittels Teil (c) von Beispiel (M.24.1.6) nun
pa = @A (6)

(a) Wegen (1),(3) und (6) folgt mittels Teil (b) von Satz M.24.3.5
dann pipea € MY (R™, By,).
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(b)

Wegen (a) und (b) folgen mittels Teil (c) von Satz M.24.3.5 dann
M (pa) = M1 (®7 pa,) = (Mi(pa,), ., Min(pa,, )" (7)
und
cov(pa) = cov(QfLipn;) = diag(var(pa, ), ., var(pa,,)) (8)
Unter Beachtung von (7),(1) und (4) bzw (8), (1) und (5) folgt dann

V1 (1) = (a1 + 1), - g a4+ b))” = 5(a+b)

bzw.

. 1 1 1
cov(pa) = dmg(ﬁ(bl—al)Q, ey E(bm—am)Q) = Edzag((bl—al)Q, oy (D —am)?)
Wegen Definition M.23.4.5 sowie (7) und (8) ist (i) dquivalent zu:i'Vj € {1,...,m}istuna,
standardisiert.

Wegen Teil (d) von Satz M.23.7.1 ist (i’) dquivalent zu (ii’) Vj € {1,...,m} gilt

A; = [—V/3,V/3]. Da nun offensichtlich (ii’) dquivalent zu (ii) ist ist alles gezeigt.

M.24.4. Die m-dimensionale Normalverteilung

Das Ziel dieses Abschnitts besteht in der Bereitstellung eines geeigneten mehrdimensio-
nelen Analogons der in Abschnitt 21.14 eingefithrten Familie von Normalverteilungen.

Bemerkung M.24.4.1. Seien m € N,a € R™ und ¥ € RT™. Es seien

faox :R™ = [0,+00) : z — (2%)_%[det2]_% . emp{f%(x —a)'2 Yz —a)}

. Dann gilt

(a)

Esist fox € C(R™, ppgr), (R, ppr)) NEX(R™, Bi).

(b) Sei A € R™*™ g0 gewiihlt, dass die Beziehung AAT = X besteht.

Beweis.

(a) Aus der Definition von f, » erkennt man sogleich, dass

faz € C(R™, pprm), (R, pER)) (1)

und

fax € AR™, [0, oc]) (2)

wegen (1) erbringt Satz M.15.8 dann f1x € M(R™,B,,;R). Hieraus folgt mittels
Bemerkung M.17.4 dann B
fax € MR™,B,,;R) (3)

Aus (2) und (3) folgt dann
fax € EX(R™, Bp) (4)

Wegen (1) und (4) ist dann (a) bewiesen.
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(b) Wegne AAT =¥ gilt
det ¥ = det AAT = det Adet AT = det A* (5)
wegen det X2 # 0 folgt aus (5) dann
det A # 0 (6)
sowie unter Beachtung von AA”T = ¥ weiterhin
5L = (AAT)L = (AT) 1At = (A )T AL (7)

Sei
x € R™. (8)

Unter Beachtung von (7) folgt dann

57z —a) = [A Nz — )T [A7 (a — 2)]
2~ a) = Omx1]” (Im) AT (@ = 2) = O] (9)
Unter Beachtung von (5) und (9) folgt nun

(r—a

)
= [

1
[m(fomxhlm © TA—l,fA—la)](x)

= (det )72 [(fo,uer. 1 © Ta-1, —A"a) (2)]
= (et 2) 2 [(fo,ur o (Ta-1, —A"a) (@))]
= (et 2) 2 [(four 1, (A7 — A1)
= (et 2) 2 [(fo,r 1 (A7 (@ — )]
(detln) ™ exp{~ 5[4~ (1) ~0pr] I [A™ (2-0) O]}

= fa,n(2). (10)

_m
2

= (det 2)"2[(27)

Aus (8) und (10) folgt dann

1
fax = m(fomxl,lm OTAfl,—Afla) (11)

Wegen (6) und (11) ist dann (b) bewiesen

Teil (a) von Bemerkung M.24.4.1 berechtigt uns zu folgender Begriffsbildung:
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Definition M.24.4.1. Seien n € N\{1},a € R und ¥ € RZ*™. Es sei f,» die in Be-
merkung M.24.4.1 eingefithrte Abbildung aus £*(R"™, 9B,,). Weiter sei N, 5 := ()‘(m))fa,g~
Dann heifit N, 5; die m-dimensionale Normalverteilung mit den Parametern a und . Ins-
besondere wird Ny, ,.1,, auch als m-dimensionale Standardnormalverteilung bezeichnet.

n
Bemerkung M.24.4.2. Seien n € N\{1}, (m;)}_; eine Folge aus N und m := }_ m;. Fiir
j=1
j€{l,...,n} seien a; € R"™ und 3, € RZ7*™M
ai
Weiterhin seien a := | @ | sowie ¥ := diag(Xq,...,%,). Dann gelten a € R" sowie ¥ €

Qp
RZ*™ und mit den Bezeichnungen von Bemerkung M.24.4.1 ist f, 5 das Tensorprodukt
der Folge (fa;,5;)7

Beweis. Aus der Definition der beteiligten Gréfsen folgen sogleich a € R™ und ¥ €
RZ*™. Es ist

dety = detX[diag(Xq, ..., Xn)] = H dety; (1)
sowie
= [diag(X1, ..., 5,)] " = diag(X7Y, ..., 5, Y) (2)
Sei
x e R™ (3)
wobel
je{l,..,n} (4)
hierbei
€T € R™i (5)

gewihlt wurde. unter beachtung von (2)-(5) folgt dann

Ir1 — aq r r1 — aq
(z—a)'2 Nz —a)= ; [diag(XTY, ..., 2, 1)]
Ty, — G, Ty, — G,
n
= Z —a;)" Y (wj —ay) (6)
j=1

Unter Beachtung von (1), der Funktlonalglelchung der Exponentialfunktion sowie von
(6) folgt dann

n n m ) 1 -
H fa;3; H 2m) 2 (det¥;) 2 exp{—i(xj — aj)TEj Yaj —a;)}
j=1

J=1
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I3
™=

= (2m) " 1mj(H dets;) "2 (| exp{—%(%‘ — ;)5 (2 — aj)}
=1 j=1

n

m 1 1
= (2m) 2 (det) "2 exp{—3 > (@ —a) "5 Ny — ay)}
j=1
= (2m)% (det=)~ exp{— 5z — )Tz ~ )} = fon(a) )
Wegen (3)-(3) und (7) ist f,» das Tensorprodukt von (fa;x;)j—;- [ |

Lemma M.24.4.1. Sei n € N\{1}. Es bezeichne N, , 1,, die m-dimensionale Stan-
dardnormalverteilung sowie N ; die Standardnormalverteilung. Dann gilt

(a) Es gelten Ny, € Mi’b(Rl,’Bl), sowie No,, 1,1, = @71 No 1

(b) Sei k € N. Dann gilt Ao, .1, € MYP(R™ B,,).

(c) Es gelten M (N,,,,.1,.) = Omx1, sowie cov(No,, 1 1,,) = Im.
Beweis.

(a) Wegen Teil (a) von Satz M.21.14.2 gilt

for € EX(RY,B1). (1)
Wegen Definition M.24.4.1 gilt
Noa=(AW)p, (2)
Wegen Teil (6) von Satz M.21.14.2 gilt
Nog € ML(RY,B) (3)
Wegen Satz M.16.5 gilt
By = ®5_1B (4)

Wegen Bemerkung M.24.4.2 ist fo, .1, das Tensorprodukt on Exemplaren fo ;.
Hieraus folgt bei Beachtung von (1) und (4) mittels Teil (b) von Satz M.24.2.5
dann erneut fo, . .1, € € * (R™,B,,), sowie unter Beachtung von fo1 € A(R,R)
mittels Teil (b) von Satz M.24.2.7 weiterhin

T (AW)gy, = @7 AWy, (5)
Wegen Folgerung M.24.1.2 gilt
Al = grm AW (6)
Unter Beachtung von Definition M.24.4.1, (5), (5) und(2) folgt dann
Nogrstn = Ao, = @FA g, = B O )0 = 7LD (7)

Wegen (3) und (7) ist dann (a) bewiesen.
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Noy € MY (R',%B1) (8)
Wegen (7) und (8) folgt mit Teil (b) von Satz M.24.2.5 dann (b).

(c) Wegen Teil(d) von Satz M.23.7.2 ist Ny ; ein standardisiertes Mak aus M};b(Rl, B).
Hieraus folgt mittels Teil (d) von Satz M.24.2.5 dann die Behauptung von c.

Unsere néchste Zielstellung besteht nun darin, unter Zugrundeleung von Lemma M.24.4.1
verschiedene Resultate fiir die allgemeine m-dimensionale Normalverteilung herzuleiten.
Hierzu bendtigen wir noch einige vorbereitende Resultate zur Bildung von Bildmafen.

Satz M.24.4.1. Seien (2,2, 1) ein nichttrivialer Mafraum und (€', 2’) ein nichttrivialer
mefbarer Raum. Weiterhin sei T € A(Q, Q) eine Bijektion, welche 2-2A'-mefbar ist und
fiir welche die Umkehrabbildung T-! zudem 21-2-mefbar ist. Weiter sei f € £*(Q,21).
Dann gelten fo T~ € £, A) sowie T(py) = [T(1)] por—1-

Beweis. Wegen f € £*Q,2 sowie der A-2-Mefbarkeit von T~! liefert Teil (b) von
Folgerung M.21.10.1 (angewandt auf T'(x) und T~! statt z und 7) dann

foT le& () (1)

T HT(W)] for—1) = (T T (1)) (2)

Aufgrund der Wahl von T und T~ ! ist T-! oT nach Satz M.15.11 dann A-2A-mefkbar und
es gilt

(T7'T) () = [T~H(T ()] (3)
nach Konstruktion gilt
T~ oT = Idg (4)
Wegen Beispiel M.15.4 ist Idg eine A-2A-mefbare Abbildung und es gilt:
(Ido)(p) = p (5)

Unter Verwendung von (5), (4) und (3) folgt nun
p= (Ido)(u) = (T~" o T)(n) = T[T (u)] (6)

Aus (2) und (6) folgt dann

T H(T()) por—1) = ny (7)
Aufgrund der Wahl von 7 und T~! ist 7 o T~! nach Satz M.15.11 dann A'-2'-mefbar
und es gilt

(T o T[T ()] jor-1) = TIT ([T ()] jor-1)] (8)
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Nach Konstruktion gilt

j—‘oj_‘_1 :IdQ (9)
Wegen Beispiel M.15.4 ist Idg eine A-2A'-mefbare Abbildung und es gilt
(Ldo) ([Tl por—1) = [T()] por—1 (10)

Unter Beachtung von (7), (8), (9) und (10) folgt nun

T(pg) =TT (T (W] jor-1)] = (T o T (T(1)] for-1)
= Ido/ ([T (1) por—1) = [T ()] for—1-
Damit ist alles gezeigt. |

Satz M.24.4.2. Seien m € N, a € R™ und A € R™*"™ eine reguldre Matrix. Es sei
Tpq : R™ — R™ definiert gemdf = — Az + a. Dann ist T4, eine B,,-B,,-messbare
Abbildung und es gilt

1
Ta (N) =~ \(m)
4aO™) = T3]
Beweis. Siehe z.B. Elstrudt, Kapitel 2, S 2, Satz 5 oder H. Bauer: Mafs- und Integrati-
onstheorie, Satz 8.4 [ ]

Lemma M.24.4.2. Seien k,I,m € N sowie A € R*™ B € R¥*! g € R und b € R¥.
Dann gilt
TppoTae="TBABatb

Beweis. Sei z € R™. Dann gilt
(T o Taa)(®) =Tpp (Taa(z)) =Tpp(Ax + a) = B(Az +a) + b
= BAx + (Ba + b) = TBA’BQ_H,
|

Lemma M.24.4.3. Seien m € N, a € R™ und A € R™*™ eine reguldre Matrix. Dann
ist T o bijektiv und es gilt
(Taa) ' =Ta1 a1

Beweis. Unter Beachtung von Lemma M.24.4.2 ergeben sich

TaaoTa1—a1a=Taa1 A—A1a)y+a = Ll 0m (1)
und
Ty1_p-14°Ta0a=Ts14410-4-14 =TI, 0mx:1 (2)
Aus der Definition von 17, 0,.,, folgt sogleich, dass
11, 00k = Ldgm (3)
Aus (1) bis (3) folgen dann alle Behauptungen. [ |
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Satz M.24.4.3. Seien m € N und f € ¢*(R™,B,,). Dann gilt
(a) Bsist A™); € M (R™,B,,)

(b) Seien a € R™ und A € R™*"™ eine regulire Matrix. Unter Beachtung von det A # 0

sei
1

JA,a = m(
Dann gilt ga, € E(R™,B,)

f © TAfl,—Afla)

(c) Esist T4 eine B,,-B,,- messbare Abbildung und es gilt T o (A™) ;) = ()\(m))gAﬂ.
Beweis.
(a) Dies folgt aus Teil (a) von Satz M.21.3.4.
(b) Wegen det A # 0 ist T4 o nach Lemma M.24.4.3 bijektiv und es gilt
(Taa)™' =Ta-1_a-1a (1)

Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 und (1) sind T, und (Ta,)~! dann jeweils B,,-
B,,,-messbar. Damit ergeben sich mittels Satz M.24.4.1 dann

fo(Tad)™' €& (R™, Br) (2)
und
Taa((A™) 1) = [Taa AN po(r, )1 (3)
Wegen Satz M.24.4.2 gilt
1
T (m)y — (m)

Wegen (2) und m € [0,400) ist nach Satz M.21.3.5 dann

1

e (foTa-1_4-1,) € EX(R™, Byp) (5)
| det A

und es gilt

1
(A )|dc17tA\(f°7A*1,fA*1a) (|detA|)\ >7 "
foA

*1,7A71a
Aufgrund der Definition von g4, folgen aus (5) bzw. (6) dann
9aa € EX(R™, Bp) (7)

bzw.

1
Ny ( A<m>> g
N one = (faara™™) ©)

A—1l _a-1,4
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Unter Verwendung von (3), (1), (4) und (8) folgt dann

m (3) m (8) m
Taa((A™) 1) = [TaaA™)] ora -1 = [TaaA™)]gorr

Al _a-1g) 7"

“) 1 m @) (y(m
= (mk( ))fOTA—lﬂ_A—la =AMy, (9)
Wegen (7) und (9) sind dann auch (b) und (c) bewiesen. [ |

Satz M.24.4.4. Seien m € N\{1}, a € R™ und ¥ € RT*™. Es bezeichne N,y die
m-dimensionale Normalverteilung mit den Parametern ¢ und 3. Dann gilt

(a) Sei A € R™*™ g0 gewihlt, dass die Beziehung AAT = X besteht. Weiter sei
Tpq: R™ = R™ gemif x — Ax + a erklért. Dann ist T4 , eine B,,-B,,-messbare
Abbildung und es gilt

TA,a(NOmXL]m) = Na,E

(b) Sei k € N. Dann gilt M, » € Mik(Rm, B).
(c) Es gelten Mj(N,5) = a und Cov(N,x) =¥
Beweis.

(a) Wegen Teil (a) von Bemerkung M.24.4.1 gelten
det A#0 (1)

und
1

fa,E = m(fomxl,lm OTAfl,—A*1a> (2)

Wegen 0p,x1 € R™ und I,,, € RT*™ gilt nach Teil (a) von Bemerkung M.24.4.1
dann

Jorr tm € E(R™, By) (3)

Wegen (1) bis (3) gilt nach Teil (b) von Satz M.24.4.3 dann f,» € E*(R™,B,,)
wihrend Teil (b) von Satz M.24.4.3 die B,,-B,,-Messbarkeit von Ty , sowie die

Beziehung
Taal A" g, ) = A g (4)
liefert. Wegen Definition M.24.4.1 gelten nun
N0m><171'rn = (A(m))fomxl,lnl (5)
und
Nap = A™) g5 (6)

Aus (4) bis (6) folgt nun
TAya(NOmXLIm) = Na72 (7)

Damit ist (a) bewiesen.
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(b)

Wegen Teil (b) von Lemma M.24.4.1 gilt

Nog . € MEF(R™, Br) (8)
Wegen (7) und (8) ergibt sich mittels Satz M.15.11 dann
Nox € ML(R™,B,,) (9)

Wegen (7), (8) und (9) ergibt sich mittels Teil (a) von Satz M.23.9.2 dann
Na’z € Mik(Rmy %m)

Wegen (8) gilt insbesondere

Nopr i € MEA(R™ B, (10)
Wegen Teil (c) von Lemma M.24.4.1 gelten
Mt (Nopxr ) = Omx1 (11)
und
Cov(No,w1 i) = Im (12)

Wegen (7), (10) und (11) bzw. (12) ergibt sich mittels Teil (b) bzw (c) von Satz
M.23.9.11 dann

~ 7Y~
My (Nox) 2 My (TN, 1 1)
=AM (N, )] +a D A0 +a=a (13)

bzw.

Cov(N,, ) Cov( Nomxl,lm))

/\

— A[Cov(Ny, .. i )AT 2 AL, AT = AAT = % (14)

Wegen (13) und (14) ist dann alles gezeigt.

Folgerung M.24.4.1. Sei m € N. Weiter seien die geordneten Paare (ai, ;) und
(az,32) aus R™ x RT*™ g0 beschaffen, dass die Beziehung N, 5, = Ny, », besteht.
Dann gelten

und

a1 = ag

21 = o

Beweis. Unter Beachtung von Teil (¢) von Satz M.24.4.4 ergeben sich

sowie

a1 = Ml(Na1,E1) = Ml (N@,Zg) = a2

= Cov(Ny, ) = Cov(Ng, 3,) = X2
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n
Satz M.24.4.5. Seien n € N\{1}, (m;)]_, eine Folge aus N und m = > m;. Fir
j=1
j€{1,..,n} seien a; € R™ und ; € RZ“™ . Weiter seien

ai

Gn

sowie X := diag(¥1, ..., Xp). Dann gelten a € R™, X € RT*™ und Noy = @7_ 1Ny, 5.
Beweis. Wegen Bemerkung M.24.4.2 gelten a € R™ und X € RT*™. Sei

jed{l,...,n} (1)

Sei fa; s, wie in Bemerkung M.24.4.1 eingefiihrt. Wegen Teil (a) von Bemerkung M.24.4.1
gilt dann

faj,Ej S g*(ij7 %mj) (2)
Wegen Definition M.24.4.1 gilt
Nayzy = Ay, s (3)
Wegen Satz M.16.5 gilt
%m — ®_1]7J=1%mj (4)

Wegen Bemerkung M.24.4.2 ist mit den Bezeichnungen von Bemerkung M.24.4.1 dann
fa,x das Tensorprodukt der Folge (fq;,x,)}—;- Hieraus folgt bei Beachtung von (1), (2)
und (4) mittels Teil (b) von Satz M.24.2.5 dann

fax € EY(R™,B,,)

sowie unter Beachtung der Reellwertigkeit der Abbildungen (fq; s, )?:1 mittels Teil (b)
von Satz M.24.2.7 weiterhin

S (A7, 5 = (2520 (5)

fa,E

Wegen Satz M.24.1.16 gilt
AT — g Am) (6)

Unter Beachtung von Definition M.24.4.1, (6), (5) und (3) folgt dann

—

Na,z DAJ%’_/LA.] (A(m))fa,x :) (®§L:1A(mj))
fa,E

®) n m; G n
= ®j:1()\( ]))fu,j,Ej —= ®]:1Na,2
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Wir studieren nun das Transformationsverhalten von m-dimensionalen Normalvertei-
lungen unter affinen Abbildungen T4 , des R™ mit reguldrem A. Hierzu bendtigen wir

eine kleine Vorbereitung.

Lemma M.24.4.4. Seien m € N, ¥ € RI™ und B € R™*™ eine regulire Matrix.

Dann gilt
BY.BT € RIX™

Beweis. Wegen ¥ € RZV™ gilt X7 = %. Hieraus folgt nun
(BB = (BT)'xTBT = BxBT

Sei
x € R™\{0mx1}

Wegen det BT = det B gilt det BT # 0. Hieraus folgt wegen (2) nun
BTz € R™\{0px1}
Wegen 3 € RZ*™ folgt aus (3) dann
(BT2)" (B ) € (0, +00)

Es ist
(BT2)T2(BTz) = 2T (BEBT)z € (0, +00)

Wegen (1), (2) und (5) gilt dann BYBT € RZ*™.

Satz M.24.4.6. Seien m € N\{1}, a € R™ und ¥ € RT*™. Weiter seien b € R™ und
B € R™*™ eine reguldre Matrix. Dann ist T eine B,,-B,,-messbare Abbildung und

es gelten Ba +b € R™, BYBT € R sowie
Tp(Nax) = Npats,spr
Beweis. Aus der Wahl von B, a und b folgt
Ba+beR™

Wegen Lemma M.24.4.4 gilt
BYB' e RTX™

Sei A € R™*™ g0 gewéhlt, dass
AAT =%

erfiillt ist. Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 ist T4 o dann B,,-B,,-messbar und wegen (3)

gilt nach Teil (a) von Satz M.24.4.4 dann

TAaa(NOmxly-[m) = Na,Z

M-323

(4)



Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 ist Tz dann B,,-B,,-messbar. Aus (4) folgt nun

TppNax) = Thb[Ta,a(No i, 1) (5)
Wegen Satz M.15.11 ist T 0 Ty o dann B,,-B,,-messbar und es gilt
(TBp © Taa) Noyrim) = TBb[Ta,a(Nop i, 1,)] (6)

Wegen Lemma M.24.4.2 gilt

TppoTaa="TBABatb (7)
Wegen (3) gilt
(BA)(BA)" = B(AAT)BT Y BxBT (8)
Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 ist T Bats dann B,,-B,,-messbar und wegen (1), (2)
und (8) gilt nach Teil (a) von Satz M.24.4.4 dann
TBA,Ba+bNoys1,1m) = Npats,pspr (9)

Unter Verwendung von (5), (6), (7) und (9) folgt dann

—

5 6
TppNax) = T plTaaNo, 1 1)) & (TBp o Taa)Nop i, Im)

7 9
@ TBA,Ba+b(Nopi1,Im) & NBatbBSBT (10)

Wegen (1), (2) und (10) ist dann alles gezeigt. [ |

Folgerung M.24.4.2. Seien m € N\{1}, @ € R™ und ¥ € RZ*™. Dann ist V¥ eine
reguldre Matrix aus R™*™ T S _vs e eine B,,-B,,,-messbare Abbildung und es gilt

~

T\/ffly,\/gfla(/\[a@) = NOmxl,Im
Beweis. Wegen VIV = \/E\/ET = Y. folgt aus Bemerkung M.24.4.1 dann
det V'Y # 0 (1)
sowie unter Beachtung von (\/i_l)T = (\/ET)_1 =V ! weiterhin
s Ve VeSS

VS VE)WVEVE ) = Ll = I, 2)

Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 ist T =1 _ -1, €ine Bp-Bp-messbare Abbildung.
Wegen (1) ergeben sich mittels Satz M.24.4.6 sowie zusétzlicher Beachtung von (2) dann

VETE(E T e Rxm

und

T

2
e st WNam) = D A

VS la—vE lavE n(vE T HT T

mX1,Im
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Folgerung M.24.4.3. Seien m € N\{1}, a = (a1, ..,an)’ € R™ und ¥ = ... € R
und die Abbildung 7 : R™ — R™, sei definiert gemih (21,..,2m)7 — (25, ..., ;)7 ..
Dann ist 7, 4, eine 2B,,-B,,-mefkbare Abildung und mit der Setzungen a;, . ;, =
(aiys -, a;,)T und — gelten aiy . i € R™ — — — — RTX™ gowie — — — Beweis. Es
bezeichne (e;)7L; die kanonische Basis von R™. Es sei E;, _;,, —— — —— [ |

Unsere niichste Uberlegung ist nun darauf gerichtet, Bildmafe m-dimensionaler Nor-
malverteilungen unter speziellen affinen Abbildungen des R™ zu berechnen. Hierzu stellen
wir zunachst einige matrizentheoretische Resultate von eigenstindigen Interesse bereit.
Satz M.24.4.7. Seien mqi,ms € N. Weiter seien Ay; € R™>X™ A5, € R™xMm2 |
Aoy € R™M2XM1 ynd Agy € R™M2X™2 g geil A := (All A12>. Dann gilt:

A Az

(al) Bsist A= (= — )" [diag(A11, Agy — Agy * A Agg)] % (— — —).
(a2) Es ist diag(All, A22 — A21 * AilAlQ) = - — — —
(a3) Es ist detA = detAyydet(Agg — Ag A Ara).
(ad) Es gilt RangA = RangAi; + Rang(Ass — AglAﬁlAlg).

(b) Sei detAsgy # 0. Dann gilt:
(bl) Esist — — — — ——
(b2) Es ist

diag(All — A21A2_21A22) = - — — — —

(b3) Es gilt detA = det(Ay; — Az Ay Aoy )det Agy
(b4) Es gilt RangA = Rang(A11 — A21A2_21A21) + RangAso
Folgerung M.24.4.4. Seien m1, mg € N sowie X € R™*™2 Dann gelten — — — ————
sowie — — — — — — —
Satz M.24.4.8. Seien mi,mo € Nya; € R™ ay € R™ und a := — — ——. Weiter
seien die Matrizen Y11 € R™1*™M1 315 € R™%™M2 35, € R™2%™ ynd Yoy € R™M2%™M2 gg
gewihlt, dass mit den Setzungen m := mqy +mo und — — — — — — — die Bezeichnung
¥ € RZX™ besteht. Dann gilt:

(a) Es gelten ¥1; € RV und det¥; # 0 sowie Yoo € RT2*™2 und detYqy # 0,

(b) Sef ————————— . Dann gilt

(bl) Esist detC' =1
(b2) Esist Tc,,,, eine B,,—B,,-mefsbare Abbildung und es gelten diag(X11, Yoz —
221211_1212) S Rv;v,xm sowie TC’()m><1 (./\/'a;) =N_____ R diag(En, 222—221211_1212)???
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(b3) Sei Enymy = (Imy s Omy xm2). Dann'ist Tg,, .
Abbildung und es gilt

eine B,,,-B,,, -mekbare

Oml Xmq

(cl) Esist det D =1

(c2) Es ist Tp,,,, eine B,,-B,,-mekbare Abbildung und es gelten diag(Xaz —
21222271212, 211, ) S Rn;xm sowie TD’()m><1 (./\/’(11’2 =N_____ R dz’ag(En, Yoo—
221211_1212)?7?

Beweis.
(a) Dies sind bekannte Eigenschaften von positiv definiten Matrizen.
(b1) Dies folgt aus der Gestalt von C.

(b2) Wegen (bl) folgt mittels Satz M.24.4.6, dass T¢,,,, eine B,,-B,,- mekbare Ab-
bildung ist sowie das die Beziehung Ca + 0,,x1 € R™,

oxoT e RTX™ (1)
und
10,01 Nas) = Neaso,,o,cn0r (2)
bestehen. Es ist
Ca+0px1=———————————— —~— —— — — — — — — — (3)

Wegen ¥ € RZ*™ gilt ¥ = X1, Hieraus folgen

51 =21 (4)
und
ST =% (5)

Aus (5) und (4) folgt nun
(-x212117 H7 = —(z212117HT = —(xH)Tm21T =

- (Zh) B2t = -Bsy, (6)
Unter Beachtung von (6) folgt nun
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Aus (1) und (8) folgt dann
diag($11, Yoy — L X1 012) € RTX™ (9)
Aus (2), (3) und (8) folgt weiterhin
T00mNas) === == === —————— — — (10)

Damit ist (b2) bewiesen.

(b4) Wegen (9) gilt
diag(S11, Xaz — 21 X7 B12) € RT2*™ (11)

Wegen 211 € RTV*™ und (11) folgt mittels Satz M.24.4.5 dann

——————————————————— (12)
Wegen Teil (b) von Satz M.24.4.4 gelten
Naysyy € ME(R™984) (13)
und
Noy—s21511 10y Sps—s21511- 1512 € My (R, B,y,,) (14)

Unter Beachtung der Identifikation von R™ mit R™ x R™2 erkennt man, dass
Ty iy 0mx:1 gerade die Projektion von R™ auf R™! vermittelt. Berticksichtigt man
dies, so ergibt sich wegen (12)-(14) mittels Satz M.24.1.19 dann die B,,-B,,,-

Mefbarkeit von T, .. sowie

,Omlxl
TEml,mz,Om1 ><1(Na1,211 ® Na27221271a17222722121—11212) = ./\/‘ahz11 (15)
Aus der Defintion der beteiligten Matrizen folgt sogleich

Erym,C = (Inys Omysemy) ¥ — — ——— —— — — = (Inys Omy xmy) = Emyxmy (16)

Unter Verwendung von Lemma M.24.4.3 und (16) ergibt sich nun

TEml,m2:0m1X1T070m><1 = TEml,mQ *C,Eml,mQ*Omxl+Om1xl = TEml,mg *0707)11)(1 = TE(m173n270m1><1
1

Unter Verwendung von (17), der nach Satz M.15.11 vorliegenden Transitivitdt der

Bildung von Bildmafsen sowie von (10), (12) und (15) folgt nun

TEml ,mo :Oml x1 (Na:E) = (TEml ,mo 70m1 x1 OTCyomX 1 ) (Na,z) = TEm1 ,mo 70m1 x1 [ ___________
Damit ist (b3) bewiesen.
(c) Der Beweis von (c1)-(c3) kann in Analogie zum Beweis von (bl)-(b3) gefiihrt werden
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Folgerung M.24.4.5. Seien m € N\{1}, a = (a1, ..,am)’ € R™ und ¥ = (T)her €
RZ*™. Weiter seien s € {1,...,m — 1}, (ij)jzl eine Folge von paarweise verschiede-
nen Zahlen aus {1,...,m}. Die Abbildung my,, i, : R™ — R® sei definiert geméfs
(21, ey zin)T = (@4, .., 2,)T. So ist Tmsin,....is €ine B,-Bg-messbare Abbildung und
mit den Setzungen i, i, = (@i, a;,)T sowie Sy . = (Tijir )} e gelten
msiy,...is € R?, Em;i17~--,i € Rs>><s und TTmsi,...is (Na,z) = Nam;il,m,is,Em;il,.“,is' Beweis.
Seien is4+1,...,1n, die m — s paarweise verschiedenen Elemente der Folge (i;)7., aus
{1, omi\{in, ..., i}, Weiter seien i, 2= (Qiys oo @4,) und iy, = (Tijiy) Ty -
Die Abbildung ;. 4, : R™ — R™ sei definiert gemif (z1,...,2m)7 — (24, ..., 24,,).
Wegen Folgerung M.24.4.3 liegt dann }fB;,-B,,-Messbarkeit von m;, ;- vor und es
gelten m;, e R™,

s

stm

5 e R™Xm (1)

il:-“vim

sowile
(2)

iy i) = <am§i;)7-..,is> (3)

Sei Eg s := (L5, 0sxm—s). S0 ist

Es,m—szil,u-Jm(Es,m—S)T = Em§i17~--7is (4)

d.h. es ist X,.i,,...i, gerade der s x s-Block in der linken oberen Ecke von YJ;, . ;... Wegen
(1) folgt mittels Teil (a) von Satz M.24.4.8

Yomsi,.is € RYE (5)

Wegen Teil (b3) von Satz M.24.4.8 ergibt sich %B,,-B-Messbarkeit von Tg, ,,_, o,,, sowie
unter Beachtung von (3) und (4) weiterhin

TEs,m—s,Osxl(Nail im):Nam;il ..... is Dmiig .. is (6)

Aus der Definition der beteiligten Abbildungen folgt sogleich

Tmsin,..is = LBem—s0ax1 © Ti,ooorim (7)

Unter Beachtung von (7), Satz M.15.11, (2) und (6) ergeben sich die 9B,,,-B ;-Messbarkeit
VO Ty ,...is SOWIE

s

M S.M.15.11
Tmsitis Na2) = TEe o 00kt © Tiim Na2) 7= Th, 00001 [Tin iy (Nas))]
(2) (6)
= TEs,m—stxl(Nail AAAAA TR DI im) = Nam;il,m,isvznb;il ,,,,, is
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Folgerung M.24.4.6. Seien m € N\{1}, n € {2,...,m}, (m;)}_; eine Folge aus N mit

n
>~ m; = m. Weiter seien a € R™, ¥ € RZ*™. Wir betrachten die Blockeinteilungen
J=1
ai

Gnp,

in der fiir j € {1,...,n} gerade a; € R"™ gewihlt wurde, sowie ¥ = (Ejk)?,k:p in der fur
(4,k) € {1,...,n} x {1,...,n} gerade ¥, € R™*™* gewdhlt wurde. Sei s € {1,...,n} und
sei s 1 R™ — R™s definiert gemiR z = (21, ..., 2,)7 + x5, wobei hier fiir j € {1,...,n}
gerade x; € R gewdhlt wurde. So ist 7, s eine B,,-B,, -messbare Abbildung und es
gelten (as, Xs) € R™s x RT*™s sowie Ty, s(Ny5) = Na, .. -

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Folgerung M.24.4.5. |

M.24.5. MarginalmaRe

Wir betrachten in diesem Abschnitt zu vorgegebenem n € N\{1} eine Folge ((£2;,24;))}_,
von nichttrivialen messbaren Radumen. Ist nun v € M+(x;7‘:19j, ®;‘:191j), SO interessie-
ren wir uns fiir die Bildmafe von v, welche sich unter den Projektionsabbildungen auf
entsprechende Teilkomponenten ergeben. Wir prézisieren nun diesen Gedankengang und
stellen zunéchst einen Sachverhalt bereit, der zur Einfiihrung der entscheidenden Be-
griffsbildungen benétigt wird.

Satz M.24.5.1. Seien n € N\{1} und (£2;)7_, eine Folge von nichtleeren Mengen. Weiter
seien m € {1,...,n} und (i;)]-, eine Folge von paarweise verschiedenen Zahlen aus
{1,...,n}. Die Abbildung m;, i, : XJ_1Q; — xJL;Q;, sei definiert geméf (wy, ...,wy) =
(Wiyy ey Wi, )- So gilt

(a) Bs ist miy,... i = ®FL i

(b) Fiir alle j € {1,...,n} sei A; eine o-Algebra in Q;. So ist m;,
(@32, 2;, )-messbare Abbildung.

m

eine (®7_;2A;)-

Beweis.

(a) Dies folgt aus der Definition der Produktabbildung (vgl. Definition M.16.2) und

dem Bildungsgesetz fiir m;, ;.. sowie m;, ..., ..

m

(b) Wegen Definition M.16.1 gilt

D12 = Tun_ 0, (@775 ()

Hieraus folgt fir &k € {1,...,m} nun 7rz-_kl(9lik) C ®7_,%;, also die (®]_,2;))-

(@32, 2;, )-Messbarkeit von ®)* 7;, . Daraus folgt unter Beachtung von (a) die
Behauptung (b).
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Definition M.24.5.1. Seien n € N\{1}, ((£2;,%;))7_; eine Folge von nichttrivialen
messbaren Rdumen sowie v € /\/l+(><’j1:19j, ®’j1:19lj). Weiterhin seien m € {1,...,n} und
(ix)jv, eine Folge von paarweise verschiedenen Zahlen aus {1,...,n}. Es sei m; ;. :
X718 — X3L,Q;, definiert geméaf (Wi, ey wp) = (Wiy,y ..oy wi,, ). So heikt das BildmaR

Tiy,....im (V) das zur Folge (ix);", gehorige Marginalmaf von v.

Sei k € {1,...,n}. So hat die Menge {1, ..., n} genau (}) k-elementige Teilmengen. Somit
gibt es genau k'(};‘) geordnete k-Tupel, welche ohne Wiederholung aus den Elementen
von {1,...,n} zusammengestellt werden konnen. Dies impliziert, dass jedes Mal v €

n
M (X, ®F_1 k) genau kzl k!(}) MrginalmaRe besitzt.

Es erwéchst nun in natiirlicher Weise die Frage, inwieweit das Maf v durch gewisse
Teile dieser Marginalmafse bestimmt ist. Die oben aufgezeigte Struktur des Systems der
Marginalmafe eines Mafkes macht berets deutlich, dass es schwierig erscheint ein Maf
aus gewissen Marginalmales zu rekonstruieren. Wir formulieren hier exemplarisch das
einfachste inverse Marginalproblem. Dies heifit kanonisches inverses Marginalproblem.
Kanonisches inverses Marginalproblem
Seien n € N\{1} und ((;,%;, u;))j—; eine Folge von nichttrivialen Mafréumen. So ist
die Menge K((p15)7-;) aller Make p € My (x7_,Q;, ®7_42;) anzugeben, welche fiir alle
j €{1,...,n} der Bedingung m;(p) = p; geniigen.

Bemerkung M.24.5.1. Seien n € N\{1} und ((§2;,%;, y15))7_; eine Folge von nichttrivialen
Mafsraumen. So gilt

(a) ®§L=1Nj € K((Nj)?:l)-
(b) Bs ist K((u;)7y) # 0.

Beweis.

(a) Dies folgt aus Satz M.24.1.19.
(b) Dies folgt aus (a).
|

Bemerkung M.24.5.2. Seien m € N\{1}, k € {1,...,m} sowie (ij)le eine Folge von
: R™ — R¥ definiert

))9”:1 die kanonische Basis

paarweise verschiedenen Zahlen aus {1,...,m}. Es sei ., ..
(m
J

gemif (21,...,2m)7 = (T, ..., 75, ). Weiter bezeichne (e
des R™ und es sei

()"
Em;i1,...,ik =
()"
So gilt
Tmsin,.ixy — TEm;il,H.Ak Okx1e
Beweis. Dies folgt aus der Definition der beteiligten Abbildungen. |
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Wir geben nun ein Beispiel zweier verschiedener W-Mafke aus Mﬁ(ﬂ@, By) an, welche
dieselben eindimensionalen Marginalmafe besitzen.

Beispiel M.24.5.1. Seien

1
pe=g (E(o,o)T,%Q T €078, T €108, T 6(1,1)T,%2)

sowie

V=

(6(0,0)T,%2 + 6(1,1)T,%2> :

DO | =

So gilt:
(a) Es gelten {u,v} C ML (R?, B,) sowie p # v.

(b) Sei mp,1 : R?2 — R bzw. o2 : R? — R definiert gemif (x1,x2)" +— x1 bzw.
(w1, 22)T — 29. So sind mo,1 und my o jeweils Bo-B-messbar und es gelten mo 1 (1) =
m2,1(V) so‘ivie To2(p) = mo2(v). Und zwar ist mo1(p) = 3 (€0.m, + €1,8,) sowie
mo2(p) = 5 (€03, + €1,3,)-

(c) Es gelten % (eos, + €1,3,) € ML(R,B1) sowie

1
n = (60,‘31 + 617%1) ® 9 (60,‘31 + 617%1) .

N |

Seien m € N\{1}, a € R™ und ¥ € R7*™. Es bezeichne N,y die m-dimensionale
Normalverteilung mit den Parametern a und . Blicken wir dann nochmals auf die Fol-
gerungen M.24.4.3 und M.24.4.5 zuriick, so liefern so liefern diese uns das vollstdndige
System aller Marginalmafke von A, x.. Inbesondere erhalten wir also, dass jedes Margi-
nalmaf von N, selbst eine Normalverteilung ist. Die Umkehrung hiervon gilt nicht,
denn es gibt von den Normalverteilungen verschiedene W-Make p € M1 (R™,B,,) deren
eindimensionalen Marginalmafse sdmtlich Normalverteilungen sind. Wir behandeln nun
eine Fragestellung vom inversen Typ.

Beispiel M.24.5.2. Seien mi,mz € N, a1 € R™ ay € R™, a := (a1,a2)’, ¥1 €
RZY™ und B9 € RT?*™2. Weiter sei

T
L(X1,32) := {X € R™M2xm . (2;(1 )§2> c Rim1+m2)x(m1+mz)}.

Sei Z € E(El,Zg). So gilt

N 15, gr\ €R(Waz o).
a, Z 22

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Teilen (b3) und (¢3) von Satz
M.24.4.8. |
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Satz M.24.5.2. Seien mq,ms € N sowie
Dy xmyR = {X € R™M2xm1 . I, — xxT e RTQXWZ}'

Weiter seien 3 € RTV*™ 3y € RT?*™2 und es sei £(X1,X2) wie in Beispiel M.24.5.2
definiert. Dann gilt

L(21,52) = {VE2K /31 0 K € Dyyserny k)

M.25. Uber die Faltung im MY (R™,%B,,)

Das Faltungskonzept ist von grofser Bedeutung fiir weite Teile von Analysis und Stochas-
tik. Unsere Zielrichtung ist auf eine Anwendung der Faltungsoperation in der Stochastik
ausgerichtet. In verschiedenen Kontexten der W-Theorie spielen endliche Summen von
s (R™,9B,,)-ZV auf einem W-Raum (2,2, P) eine signifikante Rolle. Bei der Berech-
nung der Verteilung einer solchen Summe wird man natiirlicher Weise auf die Faltung
einer endl. Folge von Mafen aus MY (R™, B,,) gefiihrt. Eines der Hauptteile dieses Kapi-
tels ist es, der Nachweis dafiir zu erbringen, daf Mljr(Rm, B,,,) mit der Faltungsoperation
zu einer kommutativen Halbgruppe mit Einselement wird. Weiterhin werden wir inter-
essante Unterhalbgruppen hiervon diskutieren.

M.25.1. Einige Grundlegende Aussagen iiber Kernabbildungen zwischen meBbaren
R3umen

Die im vorliegenden Abschnitt eingefiihrte Begriffsbildung einer Kernabbildung zwischen
mefbaren Raumen spielt eine Schliisselrolle in weiteren Berechnungen der Stochastik
und fungiert dariiber hinaus als Bindeglied an der Nahtstelle zwischen Stochastik und
Potentialtheorie. Wir beschrianken uns in diesem Abschnitt lediglich auf eine erste Ein-
fithrung in die Theorie der Kernabbildungen unter dem Aspekt ihrer Anwendungen auf
die Faltungsoperation in Mi(Rm, Bi).

Definition M.25.1.1. Seien (£2,2) und (€', 2l') nichttriviale mefbare Riume. Weiterhin
sei K : Q0 x A" — [0, +00] eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jedes A" € A’ gilt Kqa € £(Q,20).
(ii) Fiir jedes w € Q gilt K o € M (2, 2).

Dann heifft K ein Kern von (£2,2) nach (€/,2'). Im Fall (,2() = (', ") spricht man
auch kurz von einem Kern auf (€2,2).

Definition M.25.1.2. Seien (2,2) und (Q, (') nichttriviale mekbare Raume, sowie K
eine Kern von (2,2) nach (©/,2’). Dann heifst K markovsch bzw submarkovsch, falls
fir alle w € Q gilt K((w, Q")) =1 bzw. K((w,’)) € [0,1].

Beispiel M.25.1.1. Sei (2,2) ein nichttrivialer mefbarer Raum. Es sei die Abbildung
I:QxA—[0,400]: (w,A) — €ua(A). Dann gilt:
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(a) Sei A € 2. Dann gilt Iqg = 14.

(b) Sei w € Q. Dann gilt I,e = €, -

(c) Esist I ein Markov-Kern auf (,2).

Beispiel M.25.1.1 fiihrt nun auf folgende Begriffsbildung.

Definition M.25.1.3. Sei (€2,2() ein nichttrivialer mefbarer Raum und bezeichne I
den in Beispiel M.25.1.1 eingefiihrten kern auf (€,2(). Dann heift I der einheitskern auf
(Q,2).

Wir betrachten nun zwei nichttriviale mekbare Raume (Qq,2(1) und (Q9,23), einen
Kern K von (£21,2() nach (Q2,%2) sowie ein Ma p € My (Q1,%;). Das Ziel unserer
niichsten Uberlegung besteht darin, eine Maglichkeit aufzuzeigen, mit deren Hilfe das Maf
w € Mi(Qq,25) mittels K in natiirlicher Weise in ein Mafs M(K)auf(Qg,%) iberfithrt
werden kann.

Satz M.25.1.1. Seien (€21,%;) und (£22,2As) nichttriviale mefsbare Raume sowie K eine
Kern von (£21,2) nach (£2,2s). Dann gilt:

(a) Sei Az € Az. Dann gilt Kea, € £¥(21,24).
(b) Sei g€ My (21,2). Unter Beachtung von (a) sei die Abbildung

1) 90y —5 [0, +00] : Ag /K.AQd,u.

941
Dann gilt x5 € M, (Qs,2s).
Beweis.
(a) Dies folgt aus Definition M.25.1.1.
(b) Sei
wi €0 (1)
Aus (1) und der Wahl von K folgt
Koo € M4 (Q2,2s) (2)
Aus (2) folgt dann
Koe(0) =0 (3)
Nach Konstruktion gilt
Kop(wi) = K((w1,0)) = Kuye(0). (4)
Aus (1), (2) und (4) folgt dann
Ko =1y (5)
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Unter Beachtung von (5) und Beispiel M.21.2.1 folgt nun

p190) = [ Kapdn = [19=0 (6)
0 951

Sei nun (Bj,)nen eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus 2s. Wegen (1)
und (2) gilt dann

leo( U Bn) = Z leo(Bn) (7)

neN neN
Nach Konstruktion gelten nun

K.UnGNB" = K((wlv U Bn)) = le'(U Bn) (8)
neN neN
sowie fiir
neN (9)
weiterhin
Kep, (w1) = K((w1, Bn)) = Ky e(Bn) (10)
Aus (1) sowie (7)-(10) folgt dann
Koy, 5= 3. Kap, (1)
neN

Da (By,)nen eine Folge aus 2y ist, ist (Kep, )nen nach (a) eine Folge aus £%(Q1,2).
Hieraus ergeben sich mittels Folgerung M.21.3.4 dann

Y Kep, € £ (0, 2) (12)
neN
sowle
[ Kapin =3 [ Kupin (13
Ql ’I’ZEN TlENQl

Wegen (11) folgt aus (12) bzw (13) dann
Ko, ey Ba € €7 (€1, 2)

. sowie

/KoUneNBn dp = Z/K-Bndﬂ (14)
Q1

TLENQl

Unter Verwendung der Definition von p und (14) folgt nun

pF Y Ba) =D u™(B).

neN neN

Somit ist &) also o-additiv. Hieraus folgt in Verbindung mit (6) dann die Be-
hauptung.
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Wir spezifizieren nun die Konstruktion von Satz M.25.1.1.

Folgerung M.25.1.1. Seien (€2,2;) und (Q2,%A2) nichttriviale mefbare Rdume, K ein
Kern von (21, %241) nach (g, 2(2) sowie wy € 5. Mit den Bezeichnungen von Satz M.25.1.1
gilt dann

(€w1,911)(K) = Koo

Beweis. Sei

Ay €y (1)
wegen (1) gilt nach Teil (a) von Satz M.25.1.1 dann
Ken, € E(1,201). (2)
Wegen (2) liefert Beispiel M.21.3.2 dann
/K.AQdEth[l = Kea,(w1) (3)
951

Unter Beachtung der Definition von (e, g, )% sowie (3) folgt dann

(Ewl,Qh)(K) = /KOAzdewl,Qh = Ko, (w1) = K((wlvAQ)) = le.(Ag) (4)
951
Aus (1) und (4) folgt dann die Behauptung. [ |

Interpretation von Satz M.25.1.1: Seien (€1,2(1) und (Q2,2(3) nichttriviale mefbare
Réume sowie K ein Kern von (€2,2;) nach (Q2,2s). Dann wir die Integrationsprozedur
von Satz M.25.1.1 als ein durch den Kern K gesteuerten Diffusionsvorgang interpre-
tiert, in dessen Ergebnis ein gegebenes MaR  auf (€1, 2;) in ein Mak x5 auf (Q, As)
iiberfithrt wird. In Fortsetzung dieses Gedankengans erlaubt Folgerung M.25.1.1 eube
Interpretation des Kerns K selbst. Fiir eine gegebenes w; € €21, beschreibt ndmlich K,
genau jenes Mafs auf (Q,2s), in welchem das Dirac Mak €, 9, durch den von K gesteu-
erten Diffusionsvorgang iiberfiihrt wird.

M.26. Definition und erste Eigenschaften der Faltung in M" (R™,B,,)

Wir betrachten in diesem Abschnitt bei vorgegebenen m € N und n € N\{1} Folgen
(17)7—1 aus ME (R™,B,,). Unser Ziel besteht darin in der Konstruktion und ersten
Diskussion einer speziellen Bildmafes des Caratheodorischen Produktmafes ®’_,p; der

Folge (Mj)?:y Unsere Konstruktion basiert auf der folgenden Beobachtung.

Bemerkung M.26.0.1. Seien m,n € N. Die Abbildung A,,, : R — R™ sei folgen-
x1

dermafen definiert. Wir unterteilen x € R"™™ in m x 1- Blocke geméff = = | : | und

Tn

3

definieren A, () = ) x;. Dann gilt:
j=1
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(a) Sei Enyp = (I, .oy I;p) € R™*?™™ Dann gilt Ay = TE,, 1 ,0mx: -
(b) Esist A, eine B,,_p,-B,,-mefbare Abbildung.

Beweis.
(a) Dies folgt aus der Definition der beteiligten Abbildungen.
(b) Dies folgt wegen (a) aus Teil (b) von Satz M.15.9

|
Skizze: Seien a; € R und as € (a1, +00). Dann ist [a;, az] € B und Ai%([al, ag)) ist der
schraffierte Streifen ind er folgenden Abbildung:

A

a1¢

a2

A\

al

Al_é([az,ag]) = {<i;) cR?: T1+ X2 € [al,ag}} = {<i;> cR?: a1 <11+ a9 < a2} =

{(Z) ER2: x> —x1+a1}ﬂ{<§;> €R?: x9 < —x1 + as}

Die Bemerkung fiihrt zur Begriffsbildung:

Definition M.26.0.1. Seien m € N,n € N\{1} und (u;)}_, eine Folge aus ME(R™,B,,).
Es bezeichne ®7_, das Caratheodorische Produktmaf von (p1;)7_;. Weiterhin bezeichne
Ay, die in Bemerkung M.26.0.1 eingefiihrte B4 ,,-b,,-mefkbare Abbildung. Dann be-
zeichne man das Bildmak A, ,(®7_i4;) als Faltungsprodukt oder auch Faltung von
(/‘j)?:r und symbolisiert das durch *7_; yi; oder auch iy % ...  fin.
Bemerkung M.26.0.2. Seien m € N,n € N\{1} und (p;)7_, eine Folge aus ME(R™,B,,).
Dann gilt
n
(a) Esist (xj_p)(R™) = -H1 pi(R™)
J:

(b) Es ist #7_ 5 € MY (R™,By,)
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(c) o, sei das Nullmaf auf (R™,9,,,). Dann sind dquivalent (i) und (ii).
(i) Esist x}_ju; = om.
(ii) Es gibt ein j € {1,...,n} mit p; = op,.
(d) Sei (u;)}—, eie Folge aus ML (R™ 9B,,). Dann gilt *i_1 1y € ML (R™ B,,).
Beweis.

(a) Unter Beachtung von Satz M.15.10 und Teil (a) von Bemerkung M.24.1.1 folgt
dann

(f1pg) (R™) = [Amn (@5 p1)J(R™) = (@1 ) (R"T™)

= (®_1p) (Xjo R™) = HHJ (R™).

(b)-(d) Folgt aus (a)
|

Unsere nichste Uberlegungen sind dem Studium der Integration von nichtnegativen
Funktionen bzgl. des Faltungsprodukts zweier Mafe gewidmet.

Satz M.26.0.1. Seien m € Nf € £*(R™, B,,) sowie u1, up € MY (R™,B,,). Weiterhin
sei Ap 2 : R2 & R™ : (g) — 21 + xo definierte bgy,-B,,-mekbare Abbildung. Dann
gilt:
(a) Sei F := f o Apo. Dann gelten F € £*(R*™,By,,) sowie
/ Fd(p @ p2) = /fd(m*m)-
R2m R™
(b) Sei xzo € R™. Dann gilt Fy,e € E(R™,B,,).

(c¢) Unter Beachtung von (b) sei die Abbildung g r : R™ — [0, +00] definiert geméf
z1 — [ Fyedus. Dann ist gy p € E*(R™,B,,,) und es gilt

Rm
/ fd(py * p2) = /gl,FdM2-
Rm, Rm

(d) Sei xo € R™ dann gilt Fe,, € E*(R™,B,,).

(e) Unter Beachtung von (d) sei die Abbildung g2 p : R™ — [0, +00] definiert geméf
Ty [ Fegydu. Dann ist go p € EX(R™, B,,) und es gilt

]R'm.
/fd(m*m) = /gz,de-
Rm

]Rm
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Beweis.

(a) Wegen f € &€ x (R™,B,,) sowie Teil (b) von Bemerkung M.26.0.1 gilt nach Satz
M.21.10.1 dann F € & * (R*™ By,,) sowie unter zusitzlicher Beachtung von Defi-
nition M.26.0.1 weiterhin

[ 1t = [ falansmon) = [ (Fodnimeon) = [ Fdmom)
Rm Rm

R2m R2m

(b)-(e) Mit Satz M.24.2.3 und (a) folgt das.
|

Unser néchstes Ziel ist : Sei m € N und po € M8 (R™, B,,). Dann méchten wir einen
Kern K, , auf dem mefbaren Raum (R™,%B,,) konstruieren, welcher die Eigenschaft
besitzt, dass fiir ein beliebiges Mak uy € M{’F(Rm, B,,,) die Faltung pq * po gerade in der
durch Satz M.25.1.1 sugerierten Weies aus K, » und p; gewonnen wird, also fiir B € B,
die Beziehung

(1) (B) = [ (Ky)omin
Rm
besteht. Hierzu ist noch eine kleine Vorbereitung nétig.

Bemerkung M.26.0.3. Seien m € N, B € B,, und a € R™. Es sei Ty, , : R™ — R™
definiert geméf = — = + a und weiter sei B — a := {z —a: € B}. Dann gilt:

(a) Essit B—a= (T}, ..) *(B).
(b) Esist B—a € B,,.

(c) Sei p € ML(R™,B,,). Dann ist 17, , eine B,,-B,,-messbare Abbildung und es

ms

gelten
Tlm,a(,u) S M—F(Rm? %m)
sowie
(Tt,,,o()(B) = u(B — a)
Beweis.

(a) Wegen det I, # 0 ist nach Lemma M.24.4.3 die Abbildung 77

,a bijektiv und es
gilt

(TI'nua)_l - T(Im)fl,—(lm)ila = TI’rm_a (1)
Unter Beachtung von (1) folgt nun

B-a={z—a:aceB)={Ty, olz): 2€BY=T;, _o(B) 2 (T1, ) }(B)

(b) Wegen Teil (b) von Satz M.15.9 ist 17,, , eine B,,-B,,-messbare Abbildung. Somit
ist (T7,,.a) 1 (B) € By, also wegen (a) dann B — a € Byy,.
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(c) Wegen Satz M.15.10 ist T7,, o(p) € M4 (R™,B,,). Wegen (a) folgt nun

(T 0 (1)) (B) = u(T1 ) (B)) & (B - a)

Satz M.26.0.2. Seien m € N und ps € M5 (R™,%B,,). Unter Beachtung von Teil (b)
von Bemerkung M.26.0.3 sei die Abbildung K, « : R™ x B, — [0, +-00] definiert geméfs
(x, B) = ua(B — x). Dann gilt

(a) Esist K, . ein Kern auf (R™,B,,) und fiir (z, B) € R™ x B, gilt
KﬂQu*((x’B)) - [TLN“Z'(/’[/Z)] (B>

(b) Sei z € R™. Dann gilt K, «((z,R™)) = pu2(R™).
(¢) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Esist K, . markovsch.

(i) Es ist po € ML(R™, B,,).
(d) Folgende Aussagen sind dquvalent

(iii) Es ist K, . submarkuvsch.

(iv) Es ist puo(R™) € [0, 1].
(e) Sei uy € MY(R™,B,,). Weiter sei B € B,,. Dann ist (K, .)ep € EX(R™,B,,)

und es gilt
(1 12)(B) = [ Ky o din
Rm
Beweis.
(a) Sei
(z,B) € R™ x B, (1)
Unter Beachtung von (1) und Teil (¢) von Bemerkung M.26.0.3 ergibt sich
Ky (2, B)) = p2(B — ) = [T1,, 2(12)](B) (2)

Aus (1) und (2) folgt nun
(Ko ) we = T 0 (12) 3)
Wegen Satz M.15.10 ist T7,, »(p2) € M4 (R™,B,,). Hieraus folgt mit (3) nun

(Km,*)m € MJr(Rma (Bm) (4)
Wegen (1) folgt aufgrund der Bemerkungen M.18.3 und M.18.8 fir

f:=1p (5)
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dann

f e & (R™ B,,) (6)
Sei
F:=foAps (7)
Weiter sel
xr1 € R™ (8)

Wegen (6) bis (8) liefert Teil (b) von Satz M.26.0.1 dann
Frie € EY(R™,B,,) (9)
Unter Beachtung von (9) sei die Abbildung g1 p : R™ — [0, +00] geméf
Ty = /szlo d,u2 (10)
Rm

definiert. Wegen po € MY (R™,B,,) sowie (6) bis (10) folgt mittels Teil (c) von
Satz M.26.0.1 dann
g1 € EXR™,B,,) (11)

Wir berechnen nun die Funktion g r. Sei hierzu
z1 € R™ (12)
Wegen (12) folgt mittels Teil (¢) von Bemerkung M.26.0.3 dann
(Ttp20) 1 (B) =B — 2 (13)

Sei
T9 € R™ (14)

Unter Beachtung von (7), (5) und (13) folgt dann

e =2 ((2)) 2ot (7)) =1 [ ()]

= @+ 22) = F(Try oy (22) 2 15(T0,, 00 (22))

1 , falls T7,, 2, (x2) € B
0 |, falls Ty, 4, (z2) € R™M B

. 1 , falls z9 € (T[myxl)_l(B)
0, falls 29 € R™\[(T},,.2,) 1(B)]
(13)
=Ly, . )-1(3)(@2) = 1B—g (22) (15)

Wegen (14) und (15) gilt also
Frie=1p_s (16)
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Wegen (1) gilt nach Teil (b) von Bemerkung M.26.0.3
B — 1z, €%, (17)

Unter Beachtung von (10), (16), (17) und Bemerkung M.21.2.1 folgt dann

10 16 17),B.M.21.2.1
91,7 (1) o /FxlodHZ o / 1Bz, dp (0.1 p2(B — 1)
R™ R™

= Ky« (21, B)) = (Kpy #)e(71) (18)

Wegen (12) und (18) gilt also
917 = (Kyyx)eB (19)

Wegen (11) und (19) ist dann
(Kusx)on € E"(R™, By (20)

Wegen (1), (4) und (20) ist K, « dann ein Kern auf (R™,%,,). Damit ist unter
Beachtung von (1) und (2) dann (a) bewiesen.

(b) Wegen (1), (2) und Satz M.15.10 ergibt sich

5.M.15.10

Ko (2, R™)) = [T1,,, 2 (12) [(R™) pa(R™)

(c)(d) Dies folgt sogleich aus (b) und Definition M.25.1.2.

(e) Unter Verwendung von Bemerkung M.21.2.1, (1), (5), (6) bis (10), Teil (c) von Satz
M.26.0.1 sowie (19) ergibt sich

(o) (B) M2 [ ) "2 g e
Rm™m

Rm™m
6)—(10),5.M.26.0.1(c 13
(6)—(10),5.1 ()/gLF i (13) /(KM,*).B i

Satz M.26.0.2 fithrt uns auf folgende Begriffsbildung:

Definition M.26.0.2. Seien m € Nund pz € M4 (R™,B,,). Es sei K, . : R™ x B, —
[0, +00] definiert gemaf (z,B) — po(B — x). Dann heifit K, . der durch ps erzeugte
Faltungskern auf (R, B,,).

Wir studieren nun die Rolle der Dirac-Mafe im Faltungskalkiil.
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Satz M.26.0.3. Seien m € N, y € M% (R™,B,,,) und a € R™. Es sei Ty, , : R™ — R™
definiert geméh = — x + a. Dann ist 17,, , eine B,,-B,,-messbare Abbildung und es
gelten Ty, o(p) € ML (R™,B,,) sowie €, ,, %1t = T7,, o(1t). Beweis. Wegen Teil (c) von
Bemerkung M.26.0.3 ist T7,, , eine B,,-B,,-messbare Abbildung und es gilt 77, o(1) €
M (R™,%B,,). Es bezeichne K, , den durch p erzeugten Faltungskern auf (R™,B,,). Sei

B e By,
Wegen (1) folgen mittels Teil (e) von Satz M.26.0.2 dann
(Kyx)en € E(R™, Byy)

sowie bei Beachtung von €45,, € ML (R™,B,,) zudem

(om0 (B) = [ (K)o deasn,
RrRm
Wegen (2) liefert Beispiel M.21.3.2 nun

[ Enendeass, = (Kp)en(a)
Rm™m
Wegen Teil (a) von Satz M.26.0.2 gilt
Kyu«((a, B)) = [T7,,a(1)](B)
Unter Beachtung von (3), (4) und (5) folgt nun

(fa,‘Bm * ,U,)(B) @ /(K;L,*)QB dea,%m @ (KH,*)QB(G)

Rm

= K, ((a, B)) D [T7,, o(w)](B)

Aus (1) und (6) folgt dann e, 3, * oo =17, o (1t)-
Folgerung M.26.0.1. Seien m € N und p € Mi(]Rm, B,,). Dann gilt
€O0mx1,Bm ¥ U= H
Beweis. Wegen Satz M.26.0.3 gilt
OB * =TT 0,1 (1)
Aus der Definition der beteiligten Abbildungen folgt
17, = Idgm

0m><1

Wegen Beispiel M.15.4 ist Idgm eine 9B,,-B,,-messbare Abbildung und es gilt

IdRm (,LL) = U
Aus (1) bis (3) folgt dann
€Omx1,Bm ¥ H=H
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Folgerung M.26.0.2. Seien m € N sowie a,b € R™. Dann gilt

€a,B,, * €b,B,, = €a+b,B,,

Beweis. Wegen Satz M.26.0.3 gilt

eav%m * eba%m = TIm»a(eb,%m) (1)

Wegen Teil (b) von Beispiel M.15.5 gilt

Tlm,a(€b7‘3m) = ETIm,a(b)v%m = 6a+ba%m (2)
Aus (1) und (2) folgt dann
€a, B, * €b,B,, = €a+b,B,
|
Bemerkung M.26.0.4. Seien m,! € Nsowie A, B € R und a,b € R'. Weiter sei z € R™.

Dann gilt
[Taa(€xs,,)] * [T p(€2,8,.)] = Ta+Batb(€r,3,,)

Beweis. Wegen Teil (b) von Beispiel M.15.5 gelten

Taa(€x8,.) = €74 o (2) Bom (1)
und
Tpb(€2,%8,m) = €T () Bom (2)
Wegen Folgerung M.26.0.2 gilt
€T4 (), Bm * €15 4 (2),Bm = €T o(2)+Tpp(2),Bm (3)

Weiterhin gilt
Taa(x) +Tpp(z) =(Az+a)+ (Br+b) = (A+ B)x+ (a+b) =Tatpats(z) (4)
Aus (1) bis (4) folgt dann

[TAya(e$a%m)] * [TB7b(6$1%m)] = 6TA+B,a+b(I)7%m
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